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Resumo

Neste trabalho estudaremos a Formula de Euler sob a luz da Teoria dos Grafos e apresentaremos
algumas de suas aplicagdes. A teoria de grafos simplifica os célculos e, aliada a conceitos basicos
de aritmética nos permite obter resultados interessantes como consequéncia da férmula de Euler,
dentre eles estdo: O Teorema de Sylvester-Gallai, a existéncia de linhas monocrométicas e o
Teorema de Pick.

Palavras-chave: Grafos; Teorema de Sylvester-Gallai; Teorema de Pick.






Abstract

In this work, we will study Euler’s formula under the scope of Graph Theory and shall present
some of it’s applications. Graph Theory simplifies the calculations and, mixed with basic
arithmetic concepts, allows the gathering of interesting results as consequence of Euler’s formula,
among which are: The Sylvester-Gallai’s theorem, the existence of monochromatic lines and

Pick’s theorem.

keywords: Graphs; Sylvester-Gallai’s theorem; Pick’s Theorem.
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Introducao

O objetivo deste trabalho € demonstrar a férmula de Euler V' + F' — A = 2 e apresentar

alguns resultados que podem ser obtidos a partir de sua aplicacao.

Para desenvolver o assunto proposto, no Capitulo 1 realizou-se uma breve introdugdo de
teoria de grafos, comecando pelo problema das pontes de Konigsberg, que segundo John A (veja
[4]) marca o inicio do estudo desta teoria, e chegando a conceitos um pouco mais avancados, tais
como: Grafos planares, grafo dual e drvore geradora.

No Capitulo 2 apresentou-se de maneira pertinente a demonstracio da formula de Euler
utilizando a teoria de grafos. A demonstracdo consiste, basicamente, nas relagdes existentes entre

um grafo planar e seu dual e, no conceito e propriedade de arvore geradora.

O Capitulo 3 destinou-se a apresentar algumas consequéncias do teorema, por exemplo:
utilizamos a férmula de Euler para mostrar que o grafo completo K5 e o grafo bipartido K3 3

nao sdo planares e, também a aplicamos para classificar os poliedros convexos regulares.

No Capitulo 4, ap6s um conciso estudo da fun¢do projecdo estereogréfica, redefinimos
grafo planar, o que nos possibilitou provar o teorema de Silvester-Gallai, que diz: Dado qualquer
conjunto de n > 3 pontos no plano, nem todos colineares, sempre existe uma reta que contém

exatamente dois desses pontos.

Ainda no Capitulo 4, mostrou-se que se tais pontos sao de duas cores sempre existird

uma linha monocromatica, ou seja, hd uma reta que passa apenas por pontos de uma mesma cor.

O Capitulo 5 redesenhou uma maneira diferente de calcular a drea de um poligono
simples desenhado em uma rede de pontos no plano. Tratando-se do teorema de Pick que é uma
formula que fornece a drea através de uma mera contagem de pontos e que pode ser demonstrada

utilizando a férmula de Euler.
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CAPIiTULO

Um pouco sobre Grafos

O estudo de grafos teve inicio no século XVIII por Leonhard Euler (1707-1783). A
Euler foi apresentada uma situagdo que intrigava os moradores da cidade de Konigsberg, atual
Kaliningrado. A cidade € constituida por quatro dreas de terra separadas pelo rio Pregel, sobre o

qual haviam sete pontes, tal como ilustrado na Figura 1.

A situag@o que intrigava os moradores ficou conhecida como “O problema das pontes de

Konigsberg” e diz o seguinte:

E possivel passear por Konigsberg atravessando cada ponte uma unica vez terminando o

passeio no ponto de partida?

Figura 1 — Pontes de Konigsberg.
Fonte:https://images.app.goo.gl/GMMWrXJs97gATytY8

Euler mostrou, com simplicidade, que era impossivel realizar tal percurso e para tal,
conforme mostra a Figura 2, utilizou pontos para representar as regides determinadas pelo rio e

estabeleceu uma ligacdo entre esses pontos por linhas representando as pontes que conectam as
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Figura 2 — Diagrama
Fonte: Constru¢do do autor

regioes.
Euler observou que para atravessar um ponto eram necessarias duas linhas, uma para

chegar e outra para sair dele e assim concluiu que seria necessario que a cada ponto chegasse um

numero par de linhas.

A partir dos resultados apresentados por Euler deu-se inicio a um novo ramo da Ma-
tematica chamado de Teoria dos Grafos cujos pontos passaram a ser tratados como vértices
e as linhas como arestas. A teoria dos grafos tem aplicacdes em diversas areas, tais como:
Topologia, Fisica, Quimica, Biologia, Engenharia, Pesquisa Operacional, Psicologia e Teoria da
Computacdo.

Iniciaremos aqui um breve estudo da teoria de grafos, definindo conceitos e estudando

alguns resultados fundamentais para o desenvolvimento do trabalho.
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(v) ©

Figura 3 — Grafos

Fonte: Constru¢do do autor

facebook

O Facebook ajuda vocé a se conectare
compartilhar com as pessoas que fazem parte
da sua vida.

Emad ou telefone Sonha

I

Abra uma conta

E graluito e sempre sera.

Data de nascimento
9 w| Jan «| 1994 =P quepeeciss iniome

mavha date e nEscmEnty

L Feminine ** Masculino

Criar uma Pagina para uma celebridade, banda ou empresa,

Figura 4 — Grafo do Facebook
Fonte: https://img.olhardigital.com.br/wp-content/uploads/2019/01/20190109115815.jpg

Definicao 1.1 (Grafos). Um grafo é uma estrutura G = (V, A), onde V- = {vy,vq,...,0,}

V' # @&, cujos elementos sdo chamados de vértices de G e A = {a;; =

conjunto de arestas de G.

(vi,v))|vi,v; €V} éo

Exemplo 1.1. O facebook armazena um enorme grafo, no qual, as contas representam os

vértices e as relacoes de amizades representam as arestas. Veja a figura 4.

Definicao 1.2 (Laco). Um Lago é uma aresta que liga um vértice a ele mesmo.

Exemplo 1.2. A Figura 3 (a) representa um grafo que contém um lago.
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Ve

Figura 5 — Caminho

Fonte: Construgdo do autor

Figura 6 — Ciclo

Fonte: Construgdo do autor

Definicao 1.3 (Grafo Simples e Multigrafo). Um grafo G é simples se ndo possui lagos e cada
par de vértices estd relacionado a no mdximo uma aresta. Caso contrario dizemos G é um

multigrafo.
Exemplo 1.3. Na Figura 3, (b) representa um grafo simples e (a) e (c) representam multigrafos.
Definicao 1.4 (Grafo Nulo). Um grafo serd dito nulo se seu conjunto de arestas for vazio.

Definicao 1.5 (Caminho). Um caminho é uma sequéncia de arestas em que o ponto final de uma
aresta é o ponto inicial de outra. A figura 5 destaca um caminho (Vy,V3), (Va, Vs), (Vs, Vi), (Vs, Vi)

que liga o vértice Vi ao vértice V.

Definicao 1.6 (Ciclo). Ciclo é um caminho no qual o vértice inicial coincide com o vértice final.
Podemos dizer que um ciclo é um caminho fechado de comprimento k > 3. A Figura 6 ilustra

esta definigdo.

Definicao 1.7 (Subgrafo). Um grafo H serd dito subgrafo de um grafo G se o conjunto de

vértices de H estiver contido no conjunto de vértices de GG e o conjunto de arestas de H também
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G H

Figura 7 — H é um subgrafo de G

Fonte: Constru¢do do autor

estiver contido no conjunto de arestas de G. Um subgrafo que ndo possui ciclos serd dito

subgrafo minimo. Na Figura 7, H representa um subgrafo minimo.

Definicao 1.8 (Grau de um vértice). O grau de um vértice é dado pelo niimero de arestas que

partem desse vértice e serd indicado por g, assim g(k) significa o grau do vértice k.

Teorema 1.1. A soma dos graus dos vértices de um grafo qualquer é igual ao dobro de arestas

desse grafo.

Demonstracdo. A prova € bastante simples, basta observar que ao contar as arestas em cada

vértice para identificar o grau de cada um deles, cada aresta € contada duas vezes. (veja [5]). [

Corolario 1.1. Em todo grafo, a quantidade de vértice que possui grau impar é par.

Demonstragdo. Considere V' = {vy, v, ...,v,} 0 conjunto de vértices e a, o nimero de arestas
do grafo G. Sabemos, pelo Teorema 1.1, que 2a = g(v1) + g(v2) + - - - + g(vy,). Suponha que
existam k parcelas pares e [ parcelas impares. A soma das k parcelas pares é um ndmero par,
entdo a soma das [ parcelas impares também tem que ser par e iSso ocorre se, € somente se, [ é

par. [

Definicao 1.9 (Grafos isomorfos). Dois grafos serdo ditos isomorfos quando existir uma bijecdo
f entre seus vértices de forma que existe uma aresta ligando os vértices a e b se, e somente se,

existe uma aresta ligando os vértices f(a) e f(b).

Dois grafos sdao isomorfos entdo possuem o mesmo nimero de vértices e quaisquer dois
vértices que sdo conectados por uma aresta em um dos grafos também serdo no outro, apesar
de serem “desenhados” de maneira diferente. O termo isomorfo é derivado do Grego iso, que
significa “o mesmo” e morfo, que significa “forma”. Na Figura 8 estdo representados dois grafos

isomorfos, pois quaisquer dois vértices conectados em GG também serdo em H.

Definicao 1.10 (Grafo Conexo). Um grafo serd dito conexo se sempre existir um caminho que

liga dois vértices quaisquer. O grafo que ndo é conexo serd dito desconexo.
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Figura 8 — Grafos Isomorfos
Fonte: Constru¢do do autor

(a) (b)

Figura 9 — (a) Grafo conexo; (b) Grafo desconexo
Fonte: Construgdo do autor

Observacao 1.1. Um grafo desconexo é formado por pelo menos dois subgrafos conexos,

chamados de componentes conexas.

Na Figura 9, (a) € um grafo conexo e (b) é um grafo desconexo formado por duas

componentes conexas.

Definicao 1.11 (Grafo Regular). E o grafo que possui o mesmo grau em todos os vértices. O

grafo em que todos os vértices possui grau K serd dito K-regular.

Veja, na Figura 10, a representacdo de um grafo 3 - regular.

Definicao 1.12 (Grafo Completo). Um grafo serd dito completo se cada vértice estiver ligado a
todos os demais vértices, ou seja, se o grafo tiver n vértices e o grau em cada vértice for igual a

n — 1. Um grafo completo com n vértices serd denotado por K,
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Figura 10 — Grafo 3-regular

Fonte: Construcéo do autor

Figura 11 — Grafo completo K5

Fonte: Construcdo do autor

A Figura 30 ilustra o Grafo Completo 5.
Definicao 1.13 (Complemento de um grafo). O complemento de um grafo G, representado por

G, é o grafo com o mesmo conjunto de vértices de G tal que r é uma aresta de G se, e somente

se, ndo o é de G.

Na Figura 12, o grafo G representa o complemento do grafo G.
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G G

Figura 12 — Grafo G e seu complemento (7

Fonte: Construcdo do autor

Figura 13 — (a) Grafo Bipartido K54, (b) Grafo Bipartido Completo K5,3

Fonte: Construcdo do autor

Definicao 1.14 (Grafo Bipartido). Um grafo G serd dito bipartido se seu conjunto de vértices V'
puder ser dividido em dois subconjuntos Vy e Vs de tal forma que toda aresta de G tenha um
vértice em Vi e outro em V,. Se todos os vértices de V1 estiverem ligados a todos os vértices de

V4 o grafo G serd bipartido completo.

A Figura 13 apresenta dois exemplos de grafos bipartidos, em destaque, pode-se observar

a divisdo do conjunto de vértices de cada grafo.

Definicdo 1.15 (Grafo Ciclo ou Ciclico). E um grafo formado por um inico ciclo que passa por

todos os seus vértices.

Veja, na Figura 14, um exemplo de grafo ciclo.

Definicao 1.16 (Arvore). Arvore é um grafo conexo que ndo possui ciclos.

A Figura 15 ilustra o conceito de drvore.

Teorema 1.2. Em toda drvore, o niimero de vértices é igual ao niimero de arestas acrescido de

uma unidade.
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Figura 14 — Grafo Ciclo

Fonte: Constru¢do do autor

Figura 15 — Arvore
Fonte: Constru¢do do autor

Demonstracdo. A prova segue por indugdo sobre o nimero de vértices. Queremos mostrar que
uma arvore com 7 vértices possui n — 1 arestas. Para n = 1 a drvore tem zero aresta, portanto, a
propriedade é verdadeira. Suponha que a propriedade seja valida para todas as arvores com o

namero de vértices variandode 1 an — 1.

Considere agora uma arvore com n vértices. Retirando uma de suas arestas, a mesma se
desconecta formando duas drvores menores com n; € n; vértices. Observe que n; <nemn; <n
e que n; + n; = n. Pela hipdtese de indu¢do o nimero de arestas da arvore de n; vértices €
n; — 1 e o nimero de arestas da arvore co n; vértices € n; — 1. Voltemos com a aresta retirada

anteriormente e contemos o total de arestas. (n; —1)+(n; —1)+1= (n;+n;)—1=n—-1. O

Definicao 1.17 (Arvore geradora). Uma drvore geradora de um grafo conexo G é uma drvore

que contém todos os vértices de G e um subconjunto de arestas de G.
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G H

Figura 16 — H ¢ arvore geradora de G
Fonte: Constru¢do do autor

Definicao 1.18 (Colora¢do de grafos). Colorir um grafo é atribuir rétulos a seus elementos
seguindo certas restricoes como, por exemplo, dois vértices ou arestas adjacentes ndo poderdo

ter o mesmo rotulo e esses rotulos podem ser simbolos, niimeros ou cores.

Algumas coloracdes especiais serdo descritas a seguir:

Definicao 1.19 (Coloracao de vértices). Colorir os vértices de um grafo é atribuir cores aos

mesmos de forma que vértices adjacentes recebam cores diferentes.

Definicao 1.20 (Coloragao de arestas). Colorir as arestas de um grafo é atribuir cores as mesmas,
utilizando o menor niimero de cores possiveis e sem que duas ou mais arestas que partem do

mesmo vértice recebam a mesma cor.

Definicao 1.21 (Nimero cromético). O niimero cromdtico de um grafo G é o menor niimero de

cores necessdrias para colorir seus vértices e serd denotado por x(G).

Determinar o nimero cromético de um grafo qualquer € um problema dificil mas pode-
mos determind-lo com facilidade em alguns grafos e definir limites superiores e inferiores para

outros casos.

Exemplo 1.4. (i) O niimero cromdtico do grafo nulo € igual a 1. Como ndo hd arestas podemos

colorir todos os vértices com a mesma cor.

(i7) O nimero cromdtico do grafo completo K, é igual a n. Como um vértice é adjacente

a todos os outros ndo podemos colorir dois ou mais vértices com a mesma cor.

(14i) O numero cromdtico de um grafo bipartido é igual a 2. Os vértices de um grafo
bipartido estdo divididos em dois subconjuntos e os vértices em cada subconjunto ndo sdo

adjacentes, entdo podemos colorir cada subconjunto com a mesma cor.

(iv) O nimero cromdtico das drvores é igual a 2. Para verificar isso basta separar os

vértices por niveis e observar que os vértices em niveis de mesma paridade ndo sdao adjacentes,
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GrafoNulo Grafo Completo - Ky Grafo Bipartido - K, 5
[ ]
[
[
X(G) =1 X(G) =5 X(G) =2

Grafos Ciclos

L

X(G) =2 x(@G)=2 X(G) =3

Arvore

Figura 17 — Ntiimero Cromaético
Fonte: Constru¢do do autor

assim podemos colorir os vértices em niveis impares de uma cor e os de niveis pares de outra

cor.

(v) O niimero cromdtico de um grafo ciclo é igual a 2 se o niimero de vértices for par
e igual a 3 se o nimero de vértices for impar. Para verificar isso observe que se o niimero de
Vvértices for par vocé conseguird pintar os vértices alternando duas cores e no caso do niimero de
vértices ser impar o ultimo vértice a ser pintado é adjacente a dois vértices de cores diferentes

entdo serd necessdria uma terceira cor para pintd-lo.

A Figura 17 ilustra cada item do exemplo 1.4.

Definicao 1.22 (Grafo planar). Um grafo serd dito planar se puder ser desenhado no plano de

modo que suas arestas ndo cruzem fora de suas extremidades.

Na Figura 18 podemos observar um grafo que possui cruzamento de arestas fora de seus
vértices, porém, este grafo pode ser redesenhado de forma que isso ndo ocorra, logo, este grafo é

planar.



28 Capitulo 1. Um pouco sobre Grafos

Figura 18 — Grafo planar

Fonte: Construcdo do autor

Figura 19 — Faces

Fonte: Construcdo do autor

Observacio 1.2. A representacdo planar de um grafo divide o plano R* em regides chamadas
faces, sendo a regido externa ilimitada. No grafo representado na Figura 19 apresentamos a

divisdo do plano R?>em 6 regioes denotadas por Ry, Ry, R3, Ry, R5 e Rg.

Definicao 1.23 (Grau de uma face). O grau de uma face f de um grafo planar G é dado pela
quantidade de arestas que delimitam tal face. As arestas que fazem fronteira com apenas uma

face deve ser contada duas vezes.

A Figura 20 apresenta o grau de cada face, podemos observar que o grau da face f; é

igual a 6 pois a f; possui uma aresta que ndo faz fronteira com outra face.

Teorema 1.3. A soma dos graus das faces de um grafo planar G é igual ao dobro de arestas

desse grafo.
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Figura 20 — Grau da face f;

Fonte: Construcdo do autor

Demonstragcdo. Basta observar que ao contar os graus das faces cada aresta € contada duas

vezes. [
Definicao 1.24 (Grafo dual). O grafo dual G* de um grafo planar G é o grafo obtido apds os
seguintes procedimentos:

(1) A cada face de G fazemos corresponder um vértice de G*.

(17) A cada aresta de G que separa duas faces fazemos corresponder uma aresta de G*

que conecta os vértices de G* contidos nessas faces.

Observacao 1.3. Assim, se V, F e A sdo, respectivamente, os conjuntos de vértices, faces e
arestas de um grafo, temos: |F(G)| = |[V(G™)| e |A(G™)| = |A(G)].

Figura 21 — Grafo dual

Fonte: Construcdo do autor

Teorema 1.4. Se G é um grafo planar entdo G* é conexo.
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Demonstragdo. Temos dois casos a considerar:
(i) Todas as faces internas de GG sdo adjacentes a face externa.

Neste caso, G* conecta todas as faces internas de (G a face externa, como as faces de GG
sdo os vértices de G* temos que existe um caminho que liga quaisquer dois vértices de G*, logo,

G* é conexo.
(ii) G possui faces ndo adjacentes a face externa.

Trace as arestas de G* conectando todas as faces internas de G e depois conecte a face
externa a todas as faces de (& adjacentes a ela. Assim, as arestas de G* conectam todas as faces

de G, ou seja, todos os vértices de G*, entdo G™ é conexo. ]

O grafo dual se relaciona com o grafo original de tal forma que podemos destacar

algumas propriedades.

Proposicao 1.1. Se G é um grafo conexo e planar e G* ¢ seu grafo dual, entdo valem as seguintes

relagcoes:
(1) Regides delimitadas pelo grafo G equivalem a Vértices de G*.
(i1) Arestas de G equivalem a arestas de G*

(1i1) Ciclos de G equivalem a componentes conectados de G*.

Demonstracdo. (i) Este fato segue da defini¢do 1.24 (i), por construgéo, em cada face de G

marca-se um ponto que serd vértice de G*.

Figura 22 — Faces de GG equivalem a vértices de G*
Fonte: Constru¢do do autor

(i7) Este fato segue da defini¢do 1.24 (ii), observe que cada aresta de G que separa duas

regiodes € intersectada por uma aresta de G* que liga essas duas regioes.
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Figura 23 — Arestas de GG equivalem a arestas de G*
Fonte: Construcdo do autor

(74i) Sabemos que um ciclo em G cerca um conjunto de faces e que a cada face de
G corresponde um vértice de G*. Entdo, um ciclo em G cerca alguns vértices de G*, que
estdo conectados uma vez que, G* é conexo.. Logo, ciclos em G correspondem a componentes

conectados em G*.

Figura 24 — Ciclo em GG equivalem a componentes de G*
Fonte: Construcéo do autor






33

CAPIiTULO 2

A Formula de Euler

Descoberta em 1758 para o estudo de poliedros, a formula de Euler tem lugar de destaque
na teoria de grafos, possibilitando a obten¢ao de resultados relevantes conforme mostraremos
nos capitulos seguintes. A demonstracdo da férmula de Euler que serd apresentada a seguir se

encontra em [3].

Teorema 2.1 (Férmula de Euler). Se G é um grafo planar conexo em que V é o niimero de

vértices, I’ é o niimero de faces e A é o niimero de arestas entdo

V+F—-A=2

Demonstracdo. Considere um grafo planar conexo GG conforme ilustrado na Figura 25 . Temos

que mostrar que

V(G) + F(G) — AG) = 2.

Figura 25 — Ilustra¢do de um grafo planar G
Fonte: Constru¢do do autor
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Figura 26 — H - arvore geradora de G

Fonte: Construgdo do autor

Seja H um conjunto minimo de arestas, contido no conjunto de arestas de G, tal que
H conecta todos os seus vértices. [ esta ilustrado na Figura 26. Pela defini¢do 1.17 H € uma
arvore geradora de G uma vez que H conecta todos os seus vértices, ndo possui ciclos devido a
suposicdo de minimalidade, e seu conjunto de arestas esta contido no conjunto de arestas de G.
Pelo Teorema 1.2 V/(H) = A(H) + 1 mas como V(G) = V(H) temos:

V(G) = A(H) + 1 2.1)

Construiremos agora o grafo dual de G. Marque um ponto no interior de cada face de G
para representar um vértice do grafo dual. Conecte, dois a dois, os vértices do grafo dual de tal
forma que a cada aresta de G que separara duas regides corresponda uma aresta do grafo dual. A

Figura 27 apresenta o dual do grafo G.

Considere agora o conjunto de arestas &, contido no conjunto de arestas do grafo dual,
tal que as arestas de K sejam as arestas do grafo dual que nio interceptam as arestas da arvore

geradora de GG. Veja o conjunto de arestas K em destaque na Figura 28.

As arestas de K conectam todas as faces de GG (o que corresponde a vértices do grafo
dual) pois, pela proposi¢ao 1.1 (iii) isso s6 ndo aconteceria se H tivesse ciclos, mas H é
arvore e arvores nao possuem ciclos. K também ndo possui ciclos pois, caso contrério, cercaria
componentes de [ e, portanto, /{ ndo poderia ser drvore geradora de GG por nao conectar todos

oS seus vértices.

Ora, K ndo possui ciclos, conecta todos os vértices do grafo dual e seu conjunto de
arestas estd contido no conjunto de arestas do grafo dual, entdo, pela defini¢ao 1.17 temos que K

¢ arvore geradora do grafo dual. Logo, pelo Teorema 1.2 temos que
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Figura 27 — Grafo dual de G

Fonte: Construcdo do autor

Figura 28 — Conjunto de arestas K
Fonte: Constru¢ao do autor
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Figura 29 — Grafo desconexo
Fonte: Constru¢do do autor

porém, V(K) = F(G), entdo

F(G) = A(K) +1 (2.2)
Somando as equagdes (2.1) e (2.2) temos:

VIG)+ F(G)=AH)+ 1+ AK)+1=(A(H)+ A(K)) + 2

Por construgdo, como as arestas de K correspondem as arestas de G — H temos que
A(H) 4+ A(K) = A(G) logo

V(G) + F(G) = A(G) + 2 ou seja

V(G) + F(G) — AG) =2

Exemplo 2.1. A formula de Euler ndo se aplica a grafos desconexos.

No grafo apresentado na figura 29 temos: V =7, F =3 e A = T logo

V+F-A=74+3-7=3
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CAPIiTULO

Consequeéncias da Formula de Euler

A férmula de Euler produz um resultado forte na geometria, garantindo que o nimero de

vértices, arestas e faces de um grafo planar conexo G satisfaz a equagao

V+F—-A=2. 3.1

Muitas consequéncias cldssicas e bem conhecidas podem ser derivadas da férmula de

Euler fazendo uma combinagdo da mesma com outras relacdes aritméticas e parametro de grafos.

Olhando para tais parametros temos:

Denotando por v; o nimero de vértices de grau ¢ em G e contando seus vértices por seus

graus temos:
V:U0+U1+U2+U3+... (32)
Pelo Teorema 1.1 a soma dos graus dos vértices de um grafo qualquer € igual ao dobro
de arestas desse grafo, entao:

2A = vy + 2vy + 3v3 + 4vy... 3.3)

Se chamarmos de m o grau médio dos vértices temos que

2A
V

Analogamente, seja f; o nimero de faces de grau ¢. Contando as faces de um grafo

(3.4)

m =

qualquer por seus graus temos que o total de faces sera:

F=f+fo+fs+ f1+ .. (3.5)

3



38 Capitulo 3. Consequéncias da Formula de Euler

Pelo teorema 1.3 a soma dos graus das faces de um grafo planar GG € igual ao dobro do

numero de arestas desse grafo, entdo:

2A = fi +2fs + 3fs + 4f4... (3.6)

Se pensarmos no grau médio das faces de G teremos:

- 2A
f= N (3.7)

De posse desses parametros e da formula de Euler podemos utilizé-los em uma combinacao
com um resultado bastante conhecido sobre média aritmética provar algumas proposi¢des sobre

grafos. Tal resultado serd provado a seguir.

Lema 3.1. Se a média aritmética dos niimeros 1, xo, T3, ..., T, € igual a T pelo menos um dos

valores x1, 2,23, ..., T, € menor que ou igual a .

Demonstragdo. Se fosse x1 > T,x9 > T,x3 > T, ..., T, > T, teriamos

T+ 2o+ 23+ ... + 2, _ o
1+ To+ a3+ ...+ 2, >NT S ! 2 3 >TSS T > (3.8)
n

o que ¢é absurdo. [

Proposicao 3.1. O grafo completo K5 ndo é planar.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que K5 seja planar e considere seu plano hipotético

5
representado na figura 30. Temosque V =5e A = o) = 10.

Substituindo na férmula de Euler temos:

V+F-A=2&504+F-10=2&F=T7 (3.9)

Substituindo A e F' na equagdo 3.7 temos que

24 20

— 3.10
7= <3 (3.10)

f=

Se o grau médio das faces € menor que 3 entdo, pelo lema 3.1 existe pelo menos uma face
delimitada por no méximo duas arestas, o que € absurdo pois, sdo necessarias pelo menos trés

arestas para delimitar uma face em K5. Logo K5 ndo € planar. [

Proposicao 3.2. O grafo bipartido completo K3 3 ndo é planar.
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Figura 30 — Grafo completo K

Fonte: Construcdo do autor

Demonstragdo. Suponha por absurdo que K3 3 seja planar. Temos que V = 6 e A = 9. Entdo,

pela férmula de Euler temos:

6+F—-9=2&F=5 (3.11)
Substituindo A e F' na equagdo 3.7 temos que
- 2A 18
= — = — <4 3.12
S 75 (3.12)

Como o grau médio das faces € menor que 4, pelo lema 3.1 existe pelo menos um valor menor
que 4, ou seja, existe pelo menos uma face delimitada por menos que 4 arestas, o que € absurdo
pois em grafos bipartidos cada face € delimitada por no minimo 4 arestas. Para verificar este
fato basta observar que se existisse uma face formada por trés arestas uma delas teria que ligar
dois vértices do mesmo subconjunto e isso contradiz a defini¢do 1.14 de grafo bipartido. Logo, o

grafo completo bipartido K3 3 ndo € planar. [

Proposicao 3.3. Se G é um grafo planar simples e conexo com V' > 2 vértices, entdo:
(1) G tem no mdximo 3V — 6 arestas.
(i1) G tem um vértice de grau menor ou igual 5.

(1i1) Se as arestas de G sdo de duas cores, entdo hd um vértice de G com, no mdximo,

duas mudancas de cor na ordem ciclica das arestas ao redor desse vértice.

Demonstracdo. (i) Toda face tem pelo menos trés arestas, entdo as equagdes 3.5 e 3.6 se
resumem a
F=fi+fi+fi+..3F=3f+3f1+3fs+... (3.13)
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2A = 3fs + 4fs +5f5 + ... (3.14)

Subtraindo da equacdo 3.14 a equacdo 3.13 obtemos:

2A —3F = fi+2fs+.. 20 (3.15)

o que equivale a 3F' < 2A. Pela férmula de Euler temos que V + F' — A = 2, entdo:

V4 F-A=224+A-V=F&
6+34A-3V=3F=6+34-3V<<24&

A<L3V -6 (3.16)

(77) Sabemos que o grau médio dos vértices é dado pela equagdo 3.4 e que pelo item (i)
A < 3V — 6, entdo:

24 6V —12 V-2
n=2 Tt (L2 1
m= = 6( - ><6 (3.17)

Entdo o grau médio dos vértices é menor que 6, pelo lema 3.1 existe pelo menos um

valor menor que 6, isso prova que G possui um vértice de grau menor que ou igual a 5.

(ii1) Seja c o nimero de cantos onde as mudancas de cores acontecem. Suponha que a
afirmacdo seja falsa, ou seja, todo vértice de G tem mais que duas mudancgas de cor. Supor que
todo vértice de G tem mais que duas mudancas de cor implica em dizer que todo vértice tem

grau no minimo 4.
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Figura 31 — Cantos
Fonte: Constru¢do do autor

Concluimos que em cada vértice ha pelo menos 4 cantos, 0s quais ocorrem trocas de cor.
Entdo, contando esses cantos em todos os vértices do grafo G concluiremos que o total de cantos

serd no minimo quatro vezes o nimero de vértices de GG, ou seja, ¢ > 4V'.

Podemos contar esses cantos através dos graus das faces também. Basta notar que uma
face que tem grau par tem o nimero de cantos igual ao seu grau e se o grau dessa face for
impar, o nimero de cantos onde ocorrem as trocas serd uma unidade a menos que o seu grau.
Isso significa que faces de grau 2n e faces de grau 2n + 1 possuem 2n cantos onde as trocas
de cores ocorrem. Assim, 0 nimero maximo de cantos onde ocorrem mudancas de cores sera
2f3+4fs+4fs+6f6+6fr+8fs+8fg+---,ouseja, ¢ < 2f3+4f,+4fs5+6fs+6fr+8fs+---.

Figura 32 — Cantos nas faces
Fonte: Constru¢do do autor

EHtﬁOI4V<C<2f3+4f4+4f5+6f6+6f7+8f8+"'
<2fs+4fs+6fs +8fs+10f7 + - -
=23fs+4fa+5fs+6fc+Tfr+--)—4(fs+ fat+fs+fe+ frt+--")

Como3fs+4fs +5f5+6fc+7fr+---=2Aefs+fut+fs+fo+fr+- =F
temos 4V <4A —-4F &V < A-F <V + F — A < 0 contradizendo assim a férmula de
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Euler. Logo, supor que a afirmacao € falsa € absurdo. 0

3.1 Grafos Platonicos e Poliedros convexos regulares

Outra consequéncia interessante, derivada da férmula de Euler, é a classificacdo dos

poliedros convexos regulares, os sélidos de Platao.

Definicao 3.1 (Grafos Platonicos). Um grafo serd dito platonico se possuir um tinico vértice ou
se for um grafo com mais do que uma aresta, conexo, planar, regular, no qual todas as faces

possuem o mesmo grau.

Exemplo 3.1. Sdo exemplos de grafos platonicos: O grafo formado por apenas um vértice, os
grafos ciclicos correspondentes aos poligonos regulares e os grafos formados pelas arestas dos

poliedros convexos regulares como podemos ver em [1].
Teorema 3.1. Existem 5, e somente 5, grafos platonicos distintos do grafo de um tinico vértice e

dos grafos ciclicos.

Demonstracdo. Seja G um grafo platonico diferente do grafo de vértice unico e dos grafos
ciclicos. Pela defini¢do 3.1 GG é regular e todas as suas faces t€m o mesmo grau. Considere m o
grau de cada vértice e f o grau de cada face de GG. A soma dos graus dos vértices de G € dado
por m - V(G), mas pelo teorema 1.1 a soma dos graus dos vértices de um grafo qualquer é igual

ao dobro do nimero de arestas desse grafo. Assim:

m-V(G)=2-A(G) (3.18)
A soma dos graus das faces de G é dada por f - F'(G) o que pelo teorema 1.3 também é

igual a2 - A(G). Assim:
f-F(G)=2-A(G) (3.19)

Das equagdes (3.18) e (3.19) decorre que:
m-V(G)=2-AG)=f -F(G) =

A(G) =m - @ (3.20)
€
F(G)=2- AlG) (3.21)



3.1. Grafos Platonicos e Poliedros convexos regulares

43

Substituindo essas afirmacdes na férmula de Euler, temos:

V(G)- 2f+2m —mf) =4f
como4f > 0e V(G) > 0 temos que

2f +2m —mf >0

Resolvendo essa inequacao temos:

2f+2m—mf >0 2f+2m—mf—-4> -4 &
mf—2f —2m+4<4s fim—2)-2(m—2) <4 &

(m—2)(f—2)<4<:>m<%+2

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Como G ¢ platdnico, diferente do grafo nulo e dos grafos ciclicos, temos que m > 2 e

f>2.

Analisando a inequagdo (m — 2)(f — 2) < 4 temos que

m>2=m—-2>0=f-2<4< f<6

(3.25)

Entdo 2 < f < 6, ouseja f € {3,4,5} Substituindo esses valores na inequagio (3.24)

obtemos:



44 Capitulo 3. Consequéncias da Formula de Euler

Para f = 3 temos m < 6 mas como m > 2 temos que m € {3,4,5} Assim temos como
solug@o os pares (m, f); (3,3); (4,3); (5, 3).

Para f = 4 temos m < 4 mas como m > 2 temos que m = 3. Assim,temos como
solugdo o par (3,4).

Para f = 5 temos m < 3,3 mas como m > 2 temos que m = 3. Assim, temos como
solugdo o par (3,5).

Como encontramos apenas 5 solugdes concluimos que existem apenas 5 grafos platonicos

distintos do grafo de vértice unico e dos grafos ciclicos. [

Nas solugdes encontradas no teorema anterior, cada par (m, f) representa, respectiva-
mente, os graus dos vértices e das faces de um dos cinco grafos platonicos diferentes dos grafos
ciclicos e do grafo de vértice tinico. Mostraremos agora a relagao entre tais grafos e os poliedros

convexos regulares, também conhecidos como Poliedros de Platdo.

A definicao de Poliedros pode atingir diferentes niveis de generalidade, como esta-
mos interessados nos poliedros convexos regulares, iniciaremos com a defini¢cdo de poliedros

Cconvexos.

Definicao 3.2 (Poliedros convexos). Um poliedro convexo é uma reunido de um niimero finito

de poligonos planos de modo que:
(a) Cada lado de um poligono é também lado de um, e apenas um, outro poligono.

(b) O plano que contém um desses poligonos deixa todos os outros em um mesmo lado

do espaco.

Cada poligono é denominado face do poliedro, cada lado comum a dois desses poligonos

€ uma aresta do poliedro e cada vértice de um desses poligonos é também vértice do poliedro.

Definicao 3.3 (Poliedros Convexos Regulares). De acordo com [7] um poliedro convexo é dito

regular se as duas condicoes a seguir forem satisfeitas:
(a) Todas as suas faces forem poligonos regulares com um mesmo niimero de arestas.

(b) Em cada um de seus vértices incidir um mesmo niimero de arestas.

Considerando o par (m, f) = (3, 3), uma das solu¢des da inequacdo (3.23), podemos
utilizar as equagdes (3.20), (3.22) e a formula de Euler para determinar a quantidade de vértices,

faces e arestas do grafo platdnico G.
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Af
2f +2m —mf

= 4. Substituindo este valor na equagio (3.20) temos que

Da equacdo (3.22) tiramos que V(G) = Entdo, para (3,3) temos
B 4-3
- 2:3+2-3-3-3

4
AG)=3- 3= 6. Utilizando a féormula de Euler concluimos que F/(G) =6 —4 + 2 = 4.

que (V(G))

De posse destes resultados, precisamos descobrir se existe um poliedro convexo com
quatro vértices, seis arestas e quatro faces. Caso exista, o poliedro é notadamente regular pois,

sendo G um grafo platonico as condi¢des impostas pela definicdo 3.3 estardo asseguradas.

O teorema a seguir apresenta as condi¢des necessdrias para a existéncia de um poliedro
convexo dados trés nimeros naturais correspondentes a vértices, faces e arestas. A demonstragao

deste teorema pode ser encontrada em [9].

Teorema 3.2. Existe um poliedro convexo com V vértices, A arestas e F faces se, e somente se:

Assim, podemos constatar que existe um poliedro convexo com quatro vértices, seis
arestas e quatro faces pois, V = 4, A = 6 e F' = 4 satisfazem ao teorema 3.2. Este poliedro é

denominado tetraedro.

Os dados obtidos com as outras solu¢des da inequagio (3.23) e a classificacido dos

poliedros estdo representados na tabela a seguir.

(m, f) | V(G) | A(G) | F(G) | Classificagdo
(3,3) 4 6 4 Tetraedro
(3,4 8 12 6 Hexaedro
@3,5) 20 30 12 Dodecaedro
4,3) 6 12 8 Octaedro
(5,3) 12 30 20 Icosaedro

Tabela 1 — Classificacdo dos Poliedros

Se analisarmos a relacdo entre grafos platonicos e poliedros convexos regulares, com
excecao do grafo de um unico vértice e dos grafos ciclicos, constataremos que esta relacao €
injetiva, pois de acordo com a tabela 1, grafos platonicos distintos geraram poliedros também

distintos.
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Figura 33 — O cubo e seu grafo platdonico
Fonte: Constru¢ao do autor

Podemos ver em [7], que os tinicos poliedros convexos regulares sdo: tetraedro, hexaedro,
octaedro, dodecaedro e icosaedro. Este fato nos permite concluir que a relacao entre grafos
platdnicos e poliedros convexos regulares €, também, sobrejetiva. Assim sendo, existe uma
bijecdo entre poliedros convexos regulares e grafos platonicos, o que nos permite construir um
grafo platonico a partir de um poliedro convexo regular. A seguir, temos um passo a passo desta

constru¢do que pode ser encontrado em [6].

1. Considere um poliedro convexo regular e o plano que contém uma de suas faces. Vamos

modificar esse poliedro ampliando a face contida no plano considerado.

2. Deforme o poliedro modificado de forma que ele fique contido na face ampliada.

Note que o grafo obtido € planar, conexo, regular e todas as faces possuem o mesmo
grau, entdo pela defini¢do 3.1 tal grafo € platonico.

A figura 33 mostra a construcao do grafo platdnico correspondente ao cubo.

E importante destacar que o grafo platonico correspondente 2 um poliedro regular e a
sua planificacdo sdo coisas distintas. Planificar um poliedro consiste em colocar todas as suas
faces sobre um plano, sem que haja alteracdo de suas medidas e formas. Note que na constru¢ao
do grafo platdnico ndo nos preocupamos em manter as medidas e formas das faces. A Figura
34, extraida de [2], ilustra as diferencas entre um grafo platdnico e a planificagdo dos poliedros

convexos regulares.
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Figura 34 — Os poliedros e seus respectivos grafos
Fonte:

3.2 Coloracao de Mapas

Os problemas de coloragao de mapas podem ser vistos como uma aplicacao da coloragio

de grafos. Para ser mais preciso, podemos dizer que se resumem a coloracao de vértices.

Para representar um mapa através de um grafo basta proceder da seguinte maneira: A
cada regido do mapa faca corresponder um vértice de um grafo e se duas regides forem vizinhas

havera uma aresta conectando os vértices correspondentes.

O grafo obtido € um grafo planar chamado de grafo dual do mapa. Observe que o grafo
dual de um mapa € um subgrafo do grafo dual apresentado na defini¢do 1.24 pois, aqui nao
consideramos a regido externa do mapa. Por um abuso de linguagem, nesta se¢ao em especial,

nos referiremos ao grafo dual como sendo o dual do mapa.
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fg

Figura 35 — Grafo de um mapa
https://docplayer.com.br/docs-images/93/113693767/images/56-1.jpg

Um resultado muito conhecido sobre a coloragao de mapas € o problema das quatro cores
proposto em 1852 pelo matematico inglés Francis Guthrie (1831-1899) que consistia em saber
se seria possivel colorir qualquer mapa utilizando apenas quatro cores sem que regides vizinhas

recebessem a mesma cor.

A primeira prova para este problema surgiu em 1879 apresentada por um advogado inglés,
que também havia estudado matemadtica, chamado Alfred Bray Kemp (1849-1922). Porém, onze
anos depois, um homem chamado Percy Jhon Heawood (1861-1955) encontrou um erro na

demonstracao de Kemp.

Em 1976 surgiu a primeira prova correta para o problema das quatro cores, apresentada
pelo alemao Wolfgang Haken e pelo americano Kenneth Appel. O problema foi enunciado como
o teorema das quatro cores, porém, a demonstracdo s6 foi obtida utilizando o computador, fato
que gerou desconfianca entre os pesquisadores. O fato é que até o momento nao ha outra prova

para o problema das quatro cores sem a utilizacdo de computadores.

N3ao hé aqui a pretensdo de aprofundar na prova do teorema das quatro cores € muito
menos a ousadia de tentar prova-lo, apresentaremos apenas um exemplo mostrando que € possivel

colorir o mapa do Brasil utilizando apenas quatro cores.

Exemplo 3.2. Vamos comprovar o teorema das quatro cores e colorir o mapa do Brasil utilizando

apenas quatro cores sem que estados vizinhos recebam a mesma cor.
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Figura 36 — Mapa do Brasil e seu grafo dual

Organizando os vértices na ordem decrescente de graus obtemos:

BA |8 MS |5| MA|3| RN |2
MG |7 | PE |5 PB|3| RR |2
GO |6 | PI |5| PR |3 | SC |2
MT |6 |CE |4 RJ |3| SE |2
PA |6|SP |4| RO |3 | AP |1
TO |6 | AL | 3| AC |2 | RS |1
AM | 5| ES |3 | DF |2

Tabela 2 — Ordem decrescente de graus

Seja T O conjunto dos vértices que serdo coloridos com a cor 1. Como BA é o vértice

de maior grau, BA € Ty. MG e GO sdo adjacentes a BA e, portanto, ndo pertencem a 1.
MT ndo é adjacente a BA, entdo M'T € Ty. PA, TO, AM,MS, PE e PI ndo pertencem a T}

pois sdo adjacentes a BA ou a M'T ou a ambos. O CE € T pois ndo é adjacente a nenhum

dos dois vértices contidos em T1. Seguindo este raciocinio temos que:

Ty = {BA, MT,CE,SP,MA, AC, DF, RR, SC, AP}

Excluindo T7 da tabela 2 obtemos:
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MS |5 RN | 2
MG |7| PE |5| PB|3
GO |6 | PI |5| PR |3
RJ | 3| SE |2
PA |6 RO | 3
TO |6 | AL | 3 RS |1
AM | 5| ES |3

Tabela 3 — Tabela 2 menos T3

Recomecaremos o processo determinando T5 como o conjunto dos vértices que serdo
coloridos com a cor 2. O primeiro vértice a ser adicionado a T serd MG pois, é o vértice de

maior grau que aparece na tabela 3.

Repetindo-se o mesmo processo temos que:

T, = {MG, PA, PE, PR, RO, RN, SE, RS}

Excluindo Ts da tabela 3 obtemos:

MS |5

PB |3

GO |6| PI |5

RJ |3

TO |6 | AL |3
AM |5 ES |3

Tabela 4 — Tabela 3 menos 15

De acordo com a tabela 4, GO serd o primeiro elemento do conjunto T3 que é o
conjunto dos vértices que serdo coloridos com a cor 3. Seguindo a ordem decrescente de graus
perceberemos que TO & Ty pois, é adjacente a GO e que AM € Tj. Analisando os outros

vértices concluimos que:

Ty = {GO, AM, PI, AL, ES, PB}

Excluindo T da tabela 4 sobrardo os vértices T'O, M S e RJ que ndo sdo adjacentes

dois a dois, entdo os trés compordo o conjunto Ty e serdo coloridos com a cor 4. Logo:

T, = {TO, MS, RJ}
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O teorema a seguir € conhecido como o teorema das cinco cores e diz que qualquer mapa
pode ser colorido com cinco cores ou menos, ¢ uma prova mais fraca do teorema das quatro
cores, sua demonstragdo serd feita por indug@o sobre o nimero V' de vértices de GG e se encontra
em [8]. Antes de enuncid-lo provaremos uma proposi¢ao que € uma consequéncia da formula de

Euler.

Proposicao 3.4. Dados cinco vértices quaisquer, de um grafo planar, pelo menos dois deles ndo

sdo adjacentes.

Demonstragdo. Suponha que os cinco vértices sejam adjacentes, entdo hd arestas de um grafo
planar conectando cada um dos vértices aos outros quatro. O grafo planar formado pelos cinco
vértices e por tais arestas é o grafo completo K. Isso € absurdo pois, pela proposi¢do 3.1 K5

nao € planar, logo os cinco vértices ndo sao todos adjacentes. [

Teorema 3.3. Se GG é um grafo planar, entdo x(G) < 5.

Demonstragdo. Se V' < 5 basta colorir cada vértice com uma cor diferente e estara provado.
Suponha que o teorema seja também verdadeiro para V' = n, tal que n seja natural e maior que
5. Entdo o grafo planar com n vértices possui x(G) < 5. Temos que provar que se G tiver n + 1
vértices ainda terd x(G) < 5. Considere o grafo planar G com n + 1 vértices. Pela proposi¢ido
3.3 (i) G possui um vértice v de grau menor ou igual a 5. Entdo, considere o grafo G' = G — v.
Observe que G’ possui n vértices e, portanto, pode ser colorido com 5 cores. Ao colorir G' com
as cinco cores estamos colorindo todos os vértices de (G, exceto um, o vértice v. Precisamos
mostrar que v também pode ser colorido com uma das cinco cores. Sabemos que v tem grau
menor ou igual a 5. Se o grau de v for menor que 5 significa que existem no maximo quatro
vértices adjacentes a ele, entdo € possivel colorir cada um com uma cor e v com a quinta cor.
Se o grau de v for igual a 5 teremos 5 vértices adjacentes a ele e, portanto, ndo seria possivel

pinta-lo com uma das cinco cores.

Figura 37 — Vértice v de grau 5
Fonte: Constru¢do do autor
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Para resolvermos esta situacao precisaremos mostrar que € possivel recolorir um dos
vértices adjacentes da v com uma das quatro cores utilizadas nos outros quatro de forma que, a

quinta cor possa ser disponibilizada para colorir v.

Considere os vértices uy, us, us, u4 € us adjacentes a v e coloridos com as cores 1,2, 3, 4

e 5, respectivamente.

Vamos tentar mudar a cor do vértice u; para a cor 3. Aqui temos um problema, pois
nao sabemos se hd outro vértice adjacente a u; que ja esteja colorido com a cor 3, e caso exista,

deveremos trocar sua cor também e assim correriamos o risco de nos perdemos.

Figura 38 — Mudanga da cor de u;

Fonte: Constru¢do do autor

Tentaremos mudar a cor de u; de outra maneira: Seja 1, 3 o subgrafo gerado pelos
vértices coloridos com as cores 1 e 3. Note que H; 3 € um grafo desconexo e que em suas

componentes conexas ha apenas vértices de cor 1 ou 3, entdo u; e us pertencem a f; 3.

Figura 39 — Subgrafo I 3

Fonte: Construgdo do autor

Como H, 3 € desconexo, temos que considerar duas possibilidades: u; € u3 pertencem
a mesma componente conexa ou u; € ug estdio em componentes conexas distintas. Se u; € ug
pertencerem a componentes distintas, entdo ndo ha um caminho P entre u; € uz. Assim, se

permutarmos as cores 1 e 3 na componente que contém u; 0 mesmo terd a cor 3 e a cor 1 nao
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estard mais entre os vértices adjacentes a v sendo possivel colori-lo com ela e obtermos uma

coloragdo de 5 cores para G.

Se u; e ug pertencerem a mesma componente conexa, permutar as cores 1 e 3 ndo

disponibilizaria uma cor para v, entdo tentaremos mudar a cor de outro vértice.

Vamos tentar colorir uy com a cor 4. Seja H, 4 o subgrafo gerado pelos vértices coloridos
com as cores 2 e 4. [, 4 € um grafo desconexo que contém uy € uy. Se uy € uy estiverem em
componentes conexas distintas, andlogo ao que ocorreu com u; € u3, uma permutagao entre
as cores 2 e 4 na componente que contém u, garante uma coloracdo de 5 cores para GG pois, a
cor 2 poderad ser utilizada para colorir o vértice v. Também andlogo ao que ocorreu em w4 € us,
caso uy € uy4 estejam em uma mesma componente conexa uma permutacio entre as cores 2 e
4 ndo disponibiliza uma cor para o vértice v. Porém, u5 € u4 ndo podem estar em uma mesma

COIIlpOIlCIltC conexa, Veja:

Se usy e uy pertencem a mesma componente conexa existe um caminho (), cujos vértices
estdo coloridos com as cores 2 e 4, que coneta us a uy. Entre u; e ug existe o caminho P e seus

vértices estdo coloridos com as cores 1 e 3. Entdo, P e () ndo possuem vértice em comum.

Se acrescentarmos o vértice v ao caminho P teremos um ciclo com u, em seu interior.

Figura 40 — Caminho P

Fonte: Constru¢do do autor

O caminho () conecta o vértice u,, interno ao ciclo, ao vértice u, que é externo ao ciclo.
Como P e () ndo tém vértices comuns temos ai um cruzamento de arestas, o que é absurdo pois,

por hipétese, G € planar.
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Q
Figura 41 — Caminhos P e Q

Fonte: Constru¢do do autor

Isso mostra que u € uy ndo podem estar na mesma componente conexa e, portanto, €

possivel colorir v com a cor 2. Logo, se G € planar temos que x(G) < 5. [
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CAPIiTULO

Sylvester-Gallai e as Linhas
Monocromaticas

Neste capitulo, também baseado na teoria de grafos, estudaremos o Teorema de Sylvester-
Gallai e as linhas monocromaticas. Iniciaremos com um breve estudo da Func¢do Projecao

Estereografica que faz uma relacdo entre plano e esfera.

4.1 Projecao Estereografica

Definiciio 4.1 (Projecio Estereogrifica). Sejam S* a esfera unitdria de equagdo x> +vy*+2* = 1,
N o ponto de coordenadas (0,0, 1) chamado de polo norte da esfera e « o plano {(z,y, z) €

R?/z = 0}. Definimos como Proje¢do Estereogrdfica a fungdo:

0:S8*—N =«
Assim, se M € S? temos que (M) = M' = NM N .

Para conhecermos melhor a funcio ¢, considere a esfera unitdria S* e o ponto M =
(z,y,2) € S, conforme ilustrado na Figura 42. Se tracarmos uma semirreta com origem em
N = (0,0, 1) passando por M temos que, a mesma fura o plano a no ponto M’ de coordenadas
(a,b,0), que é aimagem do ponto M no plano «, ou seja, qualquer ponto do conjunto imagem
dessa funcdo terd a ultima coordenada igual a zero e, portanto, podemos dizer que as coordenadas
de M’ sdo (a,b). Assim, p(x,y, z) = (a,b) e 0 que precisamos fazer € escrever a € b em fungdo

T,y e z.

Observe que os pontos N, M e M’ sdo colineares, entdo, os vetores NM e NM' sdo
linearmente dependentes, o que significa que NV M'=X\-NM. Logo:
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Figura 42 — Funcdo projecao estereografica

Fonte: Construgdo do autor

(a,b,0) —(0,0,1) = X+ [(z,y,2) — (0,0, 1)]
(a,b,—=1) =\ (z,y,2z—1)
(a,b,—1) = Az, \y, A(z — 1))

1

Entdo, a = Az, b = Ay e —1 = A(z — 1). Da terceira igualdade decorre que A = ]
— 2

eb=

entao, a =
-z 11—z

. Assim, a lei de formacao da funcdo ¢ serd dada por:

T Y
(p(l’7y, Z) = (1 _27:70>

O dominio da fungiio  é S* — N, entdo, note que ¢ estd bem definida em todo seu

dominio pois, o Unico caso em que haveria problema seria se 1 — z = 0 e i1sso s6 aconteceria no

ponto /N que foi excluido do seu dominio.

A funcdo ¢ € injetiva. Para verificar que esta afirmacdo é verdadeira podemos considerar
dois pontos distintos A e B em S*. Sabemos que por N e A passa uma tnica reta (a) e que tal
reta intersecta o plano ov em um dnico ponto A’. Por N e B também passa uma tnica reta ()
que € diferente da reta (a), entdo, a reta (b) ndo pode intersectar o plano o em A’ e sim em outro
ponto que chamaremos de B’. Sendo A’ e B’ as imagens dos pontos A e B respectivamente,

mostramos que pontos diferentes em S? possuem imagens diferentes em R?.
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A funcido ¢ € sobrejetiva. Basta notar que para qualquer ponto do plano, a reta que passa

por este ponto e pelo polo norte intersecta a esfera em um ponto, ou seja:

VB € a,3B € S*|p(B) = B’

Ora, a fun¢do ¢ € injetiva e sobrejetiva, entdo ¢ € bijetiva e, portanto, podemos determinar
a sua inversa que sera a fungao
o ltia—S?P—N

Para escrevermos a fungio ' consideraremos o ponto B’ € « de coordenadas (x, 3, 0)
e o ponto B € S? de coordenadas (a, b, c) tal que B é a interseccdo da reta que passa por B’ e N
com a esfera. Dessa forma o que precisamos fazer € determinar os valores a, b e ¢ em funcao de

x e y. Os vetores NB e NB' sio linearmente dependentes, logo: NB=t-NB.

(a,b,¢) —(0,0,1) =t - [(x,y,0) — (0,0, 1)]

(a,b,¢) =(0,0,1) + ¢t (z,y,—1)

(a,b,c) = (tx,ty,1 —t) 4.1)

Como (a, b, ¢) sdo as coordenadas de um ponto da esfera de raio 1 temos que ||(tx,ty, 1 — t)|| =

1, entdo:

V(t)? + (ty)? + (1 —1)? =
Pttt 1l -2t +t2 =1
2?4+t =2+ 12 =0
2+ +1) =2t =0
tit(x* +y*+1) = 2] =0
Diante dessa exposi¢do, concluimos que ¢ = 0 ou #(z* + y* + 1) — 2 = 0. Podemos des-

cartar a solucdo ¢ = 0 porque estariamos multiplicando o vetor NB por zero, o que significaria

que o ponto B’ que estéd no plano seria o polo norte, o que € absurdo. Logo
t@*+y*+1)—2=0

¢ a unica solucio, o que significaque t = ———.
¢ quie s12 q 22+ +1
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Substituindo ¢ na equagdo 4.1 obtemos:

(a,b’c):( 2 % X 2 )

2ty a2+ 2+ 1 2ty 1

(a,b,¢) = (

21 2y 4yt -1
w2+ 24+ 1 a2+ 2+ 1 22+ 241

Dessa forma, a fungio ¢! : R* — S — N, inversa da funcio ¢ é definida por:

v (z,y) = (

2 2y 24+ y? -1
e e R R I AR L
Como consequéncia da funcdo projecio estereografica podemos reescrever a defini¢ao

1.22 de grafo planar.

Definicao 4.2 (grafo planar generalizado). Um grafo serd dito planar se puder ser desenhado

no plano ou na esfera unitdria S* sem que suas arestas se cruzem fora de suas extremidades.

4.2 O Teorema de Sylvester-Gallai

Em 1893, James Joseph Sylvester, propds um problema que dizia que dado um conjunto
finito de pelo menos trés pontos no plano nao € possivel organiza-los de forma que toda linha

que passa por dois deles também contenha um terceiro, a menos que todos estejam alinhados.

O problema proposto por Sylvester foi resolvido 51 anos mais tarde por Tibor Gallai e

ficou conhecido como teorema de Sylvester-Gallai.

A prova que apresentaremos para o teorema foi primeiramente notada pelo matemaético
americano Normam Steenrod combinando conceitos basicos da geometria topolégica com a

proposicao 3.3 (i1).

Definicao 4.3 (Pontos Antipodais). Sdo pontos diametralmente opostos que pertencem a su-

perficie de uma esfera.

Na Figura 43 os pontos 5B e D sdo pontos antipodais.

Lema 4.1. Seja 7% um plano em R® que ndo intersecta a esfera unitdria S*. A cada ponto P de

72 podemos associar um par de pontos antipodais em S, e ainda, essa relacdo é injetiva.

Demonstracdo. Considere, conforme a ilustrado na Figura 44, o ponto P € 7. Se tragarmos

uma reta que passa por P e pelo centro O da esfera notaremos que ela intersecta a esfera em dois
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Figura 43 — Pontos Antipodais
Fonte: Construcéo do autor

Figura 44 — Ponto em 7% — par de pontos antipodais em S2.
Fonte: Construcdo do autor

pontos diametralmente opostos, ou seja, um par de pontos antipodais que chamaremos de M e
M. Para verificar que esta relaciio é injetiva, considere o ponto P’ € 7% tal que P’ # P e areta
que passa por P’ ¢ O. Como P e P’ pertencem a 72 temos que a reta que passa por eles também
pertence. Assim, a reta que passa por P’ e O é diferente da reta que passa por P e O pois, se
fossem a mesma o ponto O também estaria no plano 7° o que seria absurdo. Dessa forma a reta

que passa por P’ e O intersecta a esfera em pontos diferentes de M e M. U
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Figura 45 — Retas em 7> — grandes circulos em S°.
Fonte: Construgio do autor

Lema 4.2. Seja ©* um plano em R® que ndo intersecta a esfera unitdria S*. A cada reta r de 7>

podemos associar um grande circulo de S, e ainda, essa relagdo é injetiva.

Demonstracdo. Sejar € 72 uma reta. Veja Figura 45. Sabemos da Geometria, que se o plano
secante a esfera passa pelo seu centro, temos um circulo de raio maximo como se¢do. Entdo, se
considerarmos o plano que contém a reta r e o centro da esfera”S? a intersec¢io deste plano
com S? é um grande circulo. Considerando a reta s € 72, distinta de r, teremos que o plano
que contém s e o centro de S? é diferente do plano que contém 7 e o centro de S?, logo, suas

intersecgdes com S? sdo grandes circulos distintos, isso mostra que essa relagio é injetiva. [

Definicao 4.4 (Grande circulo ortogonal). Um circulo na esfera é denominado grande circulo se
ele possuir o mesmo centro que a esfera. Diremos que um grande circulo é ortogonal a um par
de pontos antipodais se estiver no plano ortogonal ao segmento de reta que contém este par de

pontos.
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Figura 46 — Pares de pontos antipodais <+ grandes circulos
Fonte: Constru¢do do autor

Proposicao 4.1. A relacdo entre pontos antipodais e seus grandes circulos ortogonais corres-

pondentes ¢ bijetiva.

Demonstracdo. Considere na esfera, conforme representado na Figura 46, dois grandes circulos
distintos e a reta normal ao plano que contém cada um deles, passando pelo centro. Essas
retas sdo distintas, pois se fossem a mesma os grandes circulos ndo seriam distintos. Logo,
suas intersec¢des com a esfera sdo pares de pontos antipodais também distintos, o que prova a
injetividade desta relagdo. Considere agora um par de pontos antipodais (A, A") qualquer. Existe
um plano ortogonal ao segmento AA’ que contém o centro da esfera. A intersec¢do deste plano
com a esfera é um grande circulo. Isso prova que todo par de pontos antipodais possui um grande
circulo ortogonal correspondente. Logo esta relacao € sobrejetiva. U

Lema 4.3. K pares de pontos antipodais estdo em um mesmo grande circulo se, e somente se,

K grandes circulos ortogonais se interceptam em um mesmo par de pontos antipodais.

Demonstragdo. = Considere K pares de pontos antipodais pertencentes & um mesmo grande

circulo e a reta m que passa pelo centro da esfera e € perpendicular ao plano que contém esse



62 Capitulo 4. Sylvester-Gallai e as Linhas Monocromdticas

Figura 47 — K pares de pontos em um grande circulo — K grandes circulos em um par de
pontos antipodais
Fonte: Constru¢do do autor

grande circulo. Veja ilustracdo na Figura 47. Dentre os K pares de pontos antipodais, considere os
pares (P, P'), (Q,Q’), (R, R') ... com seus respectivos segmentos. Pela reta m passam infinitos
planos, em especial, um € ortogonal ao segmento PP’, outro é ortogonal ao segmento QQ’,
outro é ortogonal ao segmento R’ e assim sucessivamente. As intersec¢des desses planos com
a esfera sdo grandes circulos que passam pelo par de pontos antipodais (M, M') que sdo as

intersec¢des da reta m com a esfera.

< Considere, conforme ilustrado na Figura 48, K grandes circulos passando pelo par
de pontos antipodais (M M"). Trace, pelo centro da esfera, a reta r perpendicular ao plano que
contém um dos grandes circulos e repita o processo para outro grande circulo, determinando
assim a reta s. Trace o plano [ que contém essas duas retas. Por construgao, 3 é ortogonal ao
segmento M M' e contém o centro da esfera. Entdo, 5 contém todas as retas perpendiculares ao
segmento M M’ que passam pelo centro da esfera. Assim, se considerarmos o plano que contém
um grande circulo qualquer, dentre os K — 2 grandes circulos restantes, e uma reta perpendicular

a ele passando pelo centro da esfera, teremos que essa reta serd perpendicular ao segmento M M’
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Figura 48 — K grandes circulos passando por um par de pontos antipodais — K pares de pontos
antipodais em um grande circulo.
Fonte: Construcdo do autor

e estara contida em (3. Dessa forma, teremos K retas contidas em [ intersectando a esfera, ou
seja, gerando K pares de pontos antipodais contidos no grande circulo que € a interseccdo do
plano 5 com a esfera.

O

Teorema 4.1 (Sylvester-Gallai). Dado qualquer conjunto de n > 3 pontos no plano, nem todos

colineares, sempre existe uma reta que contém exatamente dois desses pontos.

Demonstragdo. Considere, em um plano 72 que ndo intersecta a esfera unitaria S%, um conjunto

de n > 3 pontos e as retas que passam por tais pontos. Veja ilustracdo na Figura 49.

Sabemos, pelos lemas 4.1 e 4.2, que um ponto e uma reta em 7> correspondem, res-
pectivamente, 2 um par de pontos antipodais e 2 um grande circulo em S?. Entio, conforme
pode ser visto nas Figuras 50 e 51, podemos “transferir’’o problema do plano para a esfera S* e
mostrar que existe um grande circulo contendo exatamente dois pares de pontos antipodais, 0

que equivale ao propodsito inicial do teorema.
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Figura 49 — Pontos e retas no plano
Fonte: Constru¢do do autor

Dessa forma, o teorema de Sylvester-Gallai pode ser reenunciado:

Dado qualquer conjunto de n > 3 pares de pontos antipodais na esfera, nem todos
em um mesmo grande circulo, sempre existird um grande circulo que conterd exatamente dois

desses pares de pontos antipodais.

Pela proposicdo 4.1, hd uma relacdo biunivoca entre grandes circulos ortogonais e pares
de pontos antipodais. Entdo, trocaremos pontos antipodais por grandes circulos e grandes circulos
por pontos antipodais. Para tal, considere o grande circulo ortogonal a cada segmento que contém
dois pontos antipodais e, para cada grande circulo, trace pelo centro uma reta perpendicular ao
plano que o contém, gerando assim, um par de pontos antipodais. O resultado dessas trocas se

encontra ilustrado na Figura 52.

Pelo lema 4.3, K pares de pontos antipodais estdo em um mesmo grande circulo se, e
somente se, K grandes circulos ortogonais se intersectam em um unico par de pontos antipodais.
Dessa forma, mostrar que existe um par de pontos antipodais que pertence a exatamente dois
grandes circulos equivale a mostrar que existe um grande circulo que passa por exatamente dois

pares de pontos antipodais. Isso nos dd uma terceira maneira de enunciar o teorema:

Dado qualquer conjunto de n > 3 grandes circulos em S*, nem todos passando por um
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Figura 50 — De 72 para S*

Fonte: Constru¢do do autor

Figura 51 — Pontos antipodais e grandes circulos em S*

Fonte: Construc¢io do autor
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Figura 52 — Grafo planar simples em S?
Fonte: Constru¢do do autor

mesmo par de pontos antipodais, sempre existird um par de pontos que pertencerd a exatamente

dois desses grandes circulos.

Observe que ao dualizarmos, ou seja, ao considerarmos grandes circulos ortogonais a
segmentos determinados por pares de pontos antipodais, desenhamos um grafo na esfera, cujas
arestas sdo pedacos desses grandes circulos e cujos vértices sdo as intersec¢des desses grandes

circulos.

Analisando este grafo concluimos que:

* O grafo € conexo, pois quaisquer dois grandes circulos se cruzam, isso se deve ao fato de

que todos t€ém o mesmo raio que a esfera.

* O grafo € simples ja que ndo teremos lacos e mais de uma aresta ligando dois vértices.
Lacos s6 seriam possiveis se considerdssemos circulos de raios menores e, mais de uma
aresta ligando dois vértices s6 aconteceria se considerdssemos apenas dois grandes circulos

ou se todos passassem pelo mesmo ponto, 0 que contrariaria o enunciado do teorema.

* O grafo é planar por construc¢do, pois foi desenhado na superficie esférica e nao h4 arestas
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se cruzando fora dos vértices.

* O grafo possui mais de dois vértices. SO teria apenas dois vértices se considerdssemos
n = 2, o que acarretaria em apenas dois grandes circulos, ou se todos os grandes circulos

passassem por um mesmo ponto.

Ora, o grafo em questdo € planar, simples e possui mais que dois vértices, entdo, pela
proposi¢do 3.3 (it), esse grafo possui um vértice de grau menor que ou igual a 5. Note que o
grau em cada vértice € par e no minimo 4, logo, existe um vértice de grau 4, ou seja, existe um

vértice que pertence exatamente a dois grandes circulos.

]

Teorema 4.2 (Linhas monocromaticas). Dada qualquer configuragdo de pontos pretos e pontos
brancos no plano, nem todos colineares, sempre hd uma linha monocromdtica ou seja existe

uma reta cujos pontos possuem a mesma cor.

Demonstragdo. Como fizemos no teorema de Sylverster-Gallai, transferiremos o problema para
a esfera unitaria S?. A Figura 53 ilustra a situacdo. Entdo, pelo lema 4.1, um ponto branco no
plano corresponde & um par de pontos antipodais, brancos, em S?. De maneira analoga, um
ponto preto no plano também corresponde 3 um par de pontos antipodais, pretos, em S*. Ainda

pelo lema 4.1, uma reta no plano corresponde 4 um grande circulo em S?.

Dessa forma, dizer que existe uma reta que contém apenas pontos brancos ou apenas
pontos pretos equivale a que dizer que existe um grande circulo que passa apenas por pontos

brancos ou por apenas pontos pretos.

Sabemos, pela proposi¢do 4.1, que ha uma bijecdo entre pares de pontos antipodais e
grandes circulos ortogonais e, assim, conforme ilustrado na Figura 54, consideraremos grandes
circulos brancos ortogonais aos segmentos que ligam pontos antipodais brancos, grandes circulos
pretos ortogonais aos segmentos que ligam pontos antipodais pretos e os pontos antipodais
correspondentes aos grandes circulos de S°.

Consequentemente, o teorema pode ser reescrito, dado que, provar que existe um par de
pontos antipodais que estd apenas em grandes circulos pretos ou apenas em grandes circulos
brancos equivale a provar que existe um grande circulo que contém apenas pontos pretos ou

apenas pontos brancos.

Dado um conjunto finito de grandes circulos pretos e grandes circulos brancos, nem
todos passando por um mesmo ponto, existe sempre um ponto que estd apenas em grandes

circulos pretos ou apenas em grandes circulos brancos.
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\/

Figura 53 — Do plano para a esfera unitdria S*

Fonte: Construgdo do autor

Note que, assim como no teorema de Sylvester-Gallai, ap6s dualizarmos, desenhamos
em S, um grafo planar simples com mais de dois vértices e que as arestas deste grafo sio
de duas cores. Observe que se circulos de cores distintas se cruzam em um vértice ha, pelos
menos, quatro mudangas de cor ao redor desse vértice. Porém, pela proposi¢do 3.3(ii¢), o grafo
desenhado em S? possui um vértice com no maximo duas mudangas de cor ao seu redor. Logo

b

por esse vértice passam apenas grandes circulos pretos ou apenas grandes circulos brancos.

]
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Figura 54 — Grandes circulos pretos e grandes circulos brancos na esfera unitdria S*
Fonte: Construcdo do autor
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CAPIiTULO

Teorema de Pick

O teorema de Pick é uma férmula interessante para calcular a drea de um poligono
simples cujos vértices sdo pontos de uma rede de pontos. Este resultado foi descoberto pelo
matematico tcheco G. Pick em 1899 [6] e serd aqui demonstrado com base nos estudos feitos

sobre a teoria de grafos.

Definicao 5.1 (Rede no plano cartesiano). Uma rede no plano cartesiano é o conjunto de todos
os pontos de coordenadas (m,n) comm e n € Z. Em outras palavras podemos dizer que uma
rede no plano é um conjunto infinito de pontos pertencentes a retas horizontais e verticais, tal
que, a distancia de cada um deles aos pontos mais proximos na horizontal ou vertical seja igual

a 1. A Figura 55 ilustra uma rede de pontos no plano cartesiano.

Definicao 5.2 (Poligono). Dada uma sequéncia de pontos de um plano (Aq, As, ..., A,)com
n > 3, todos distintos, em que trés pontos consecutivos ndo sdo colineares, considerando-

se consecutivos A,_1, A, e Ay, assim como A,,, A e As, chama-se poligono a reunido dos

segmentos A1A2, A2A3, ceny AnflAn, AnAl

Definicao 5.3 (Poligono Simples). Um poligono é simples se, e somente se, a intersecdo de

quaisquer dois lados ndo consecutivos é vazia.

Definicao 5.4 (Diagonal de um poligono). A diagonal de um poligono é um segmento de reta

cujas extremidades sdo vértices ndo consecutivos desse poligono.

Definicao 5.5 (Triangulacdo de poligonos). A triangulagdo de um poligono é a sua decomposigdo

em tridngulos que se intersectam apenas nos vértices ou nas diagonais.

Observacao 5.1. Para obter uma triangulagcdo de um poligono qualquer basta tracar o maior

niimero possivel de diagonais de forma que elas ndo se cruzem. Veja a Figura 56.
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Figura 55 — Rede no plano

Fonte: Construc¢do do autor

Figura 56 — Triangula¢do de um poligono

Fonte: Construcdo do autor



73

P//

P//

P/

Pl

Figura 57 — Triangulacdo de P

Fonte: Constru¢do do autor
Lema 5.1. Todo poligono admite pelo menos uma triangulacdo.

Demonstragdo. Seja P um poligono simples de n vértices. Provaremos por inducao sobre n. Se

n = 3 o poligono ja € um triangulo.
Considere o teorema verdadeiro para todo poligono de até n — 1 vértices.

Para qualquer poligono com n > 4 vértices, trace, conforme ilustrado na Figura 57, uma
diagonal d qualquer de forma que d divida P em dois poligonos denotados por P’ e P” sendo d,

aresta de ambos.

Note que tanto P’ quanto P” possuem menos que n vértices e, portanto, por hipétese,

sdo triangulaveis. Logo, combinando as triangulacdes e d obtemos a triangulacao de P. [

Definicao 5.6 (Triangulos fundamentais). Um tridngulo serd dito fundamental quando tiver os

trés vértices e nenhum outro ponto (do interior ou dos lados) sobre a rede de pontos.

Teorema 5.1. Todo poligono cujos vértices pertencem a uma rede pode ser decomposto numa

reunido de triangulos fundamentais.

Demonstragcdo. Considere o poligono () cujos cujos vértices pertencem a rede de pontos. Pelo
lema 5.1 () pode ser triangulado. Assim, precisamos mostrar que cada tridngulo contido em ()
pode ser decomposto em tridngulos fundamentais. Considere o tridngulo ABC'. Se existir algum
ponto P da rede em seu interior, tracamos segmentos de reta ligando esse ponto aos vértices
A, B e C e assim o decompomos em trés triangulos, cada um contendo um niimero menor de

pontos da rede. Se houver pontos da rede sobre os seus lados, escolhemos um desses pontos € 0
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Figura 58 — Processo de decomposi¢cao em triangulos fundamentais
Fonte: Construgdo do autor

ligamos ao vértice oposto ao lado que o contém e, assim decompomos ABC' em dois triangulos,
cada um contendo um ndmero menor de pontos da rede. A Figura 58 ilustra esta construgao.
Repetindo esse processo um nimero finito de vezes chegaremos a uma decomposi¢ao de ABC
em tridngulos fundamentais e, fazendo o mesmo processo em todos os tridngulos que compdem

o poligono () chegaremos a uma decomposi¢ao de () em tridngulos fundamentais. [

Definicao 5.7 (Paralelogramo fundamental). Um paralelogramo serd dito fundamental quando
tiver seus vértices, e nenhum outro ponto (do seu interior ou dos seus lados), sobre a rede de

pontos.

Note que tragando uma das diagonais de um paralelogramo fundamental obtemos dois
triangulos fundamentais. Analogamente, partindo de um tridngulo fundamental, podemos obter

um paralelogramo. O lema a seguir mostrard que tal paralelogramo € fundamental.

Lema 5.2. Se ABC' é um tridngulo fundamental, entdo, o paralelogramo ABCD obtido
tracando pelo ponto C uma paralela ao lado AB e pelo ponto B uma paralela ao lado AC' as

quais se interceptam no ponto D, é fundamental.

Demonstracdo. Considere um sistema de coordenadas cartesianas no plano no qual os pontos

da rede tenham coordenadas inteiras. Sejam A(0,0), B(m,n) e C(s,t) as coordenadas dos
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vértices do triangulo ABC'. Somando os vetores AB e AC concluimos que o ponto D possui

coordenadas (m + s,n + t).

) ) ® ) ® ) ) )
) ) ® ) ) ) ) )
D(m+s,n+t)
) ) )
® ® )
) ) )
@ o @
® ) )
® ) ®

Figura 59 — Paralelogramo fundamental
Fonte: Constru¢do do autor

Considere agora o tridngulo AFE F" obtido trocando os sinais das coordenadas dos vértices
do tridngulo ABC.Assim, os pontos A(0,0), E(—m,—n) e F(—s,—t) sdo os vértices do

triangulo AE'F' que € fundamental uma vez que ndao contém outro ponto da rede..

Analisemos agora os triangulos obtidos somando-se m + s a abcissa e n + ¢ a ordenada
de um ponto arbitrario P(x,y) do tridngulo AE'F, ou seja, os vértices desses tridngulos sdo da
forma P'(x +m + s,y + n + t). Assim, P’ possui coordenadas inteiras se, € somente se, P
também possui pois m + s e n + ¢ sdo inteiros. Entdo, o tridngulo BC'D pertence a esse conjunto
de tridngulos pois os vértices do tridngulo AFE F' possuem coordenadas inteiras. De fato, somando
m + s 4 abcissa e n + ¢ a ordenada do ponto E(—m, —n) obtemos o ponto C(s,t), de forma

andloga, partindo de F'(—s, —t) chegaremos em B(m,n) e partindo de A(0, 0) chegaremos em
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Figura 60 — Paralelogramos fundamentais entre duas retas paralelas
Fonte: Construcdo do autor

D(m + s,n 4+ t). O tridngulo AE'F' é fundamental, entdo nao existem pontos de coordenadas
inteiras no seu interior e nem em seus lados, entdo no tridngulo BC'D também ndo existem tais

pontos, logo BC'D também é fundamental.

Assim, os Unicos pontos com coordenadas inteiras no paralelogramo ABC'D sio os
vértices, logo ABC'D € fundamental. O

Sendo o paralelogramo ABC'D fundamental podemos notar que ndo ha pontos da rede
na regido do plano delimitada pelas retas suportes de AB e C'D. Assim, somando a mesma
quantidade a abcissa e a ordenada dos vértices de ABC' D podemos decompor esta regiao em

paralelogramos fundamentais. Veja a Figura 60.

Podemos generalizar e criar uma grade de paralelogramos cobrindo todo o plano, para tal,
consideraremos o paralelogramo fundamental ABC' D e tragaremos retas paralelas aos lados AB
e C'D, tracaremos também, retas paralelas aos outros dois lados do paralelogramo.O resultado da

construgdo destas retas € a decomposi¢io do plano em paralelogramos fundamentais pois cada
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Figura 61 — Paralelogramo £'F'G H obtido do paralelogramo ABC D

Fonte: Construcio do autor

um deles resulta da soma de inteiros as coordenadas dos vértices de ABC' D. Entao, podemos
dizer que se ABC'D € um paralelogramo dessa grade, existem a, b € Z tais que os vértices do
paralelogramo A’ B'C"D’, que também esté contido na grade, sdo todos da forma (z + a,y + b)
sendo (x,y) um vértice de ABC'D.

A figura 61 mostra o caso em que o paralelogramo EF'G H foi obtido somando —2 a

abcissa e 2 a ordenada dos vértices do paralelogramo ABC'D.

1
Lema 5.3. A drea de um tridngulo fundamental é igual a >

Demonstracdo. Considerando o plano cartesiano de forma que todos os pontos da rede tenham
coordenadas inteiras, tomemos o tridngulo fundamental cujos vértices sdo: A = (0,0), B = (a, b)
e C' = (¢, d). Sabemos, pelo lema 5.2, que o paralelogramo ABC'D, onde D tem coordenadas
(a + ¢, b+ d), é fundamental. Notemos que o lado BC' divide o paralelogramo ABC' D em dois

tridngulos congruentes. Dessa forma, mostrar que a area do paralelogramo ABC'D € igual a 1
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1
equivale a mostrar que a area do triangulo fundamental ABC ¢ igual a 5

Definimos o operador linear 7" : R* — R? tal que T'(z,y) = (ax+cy, br+dy). Entdo, T
transforma qualquer ponto do R? em outro ponto do R?, em particular, 7" transforma todo ponto
de coordenadas inteiras em outro ponto também de coordenadas inteiras, pois, a,b,c,d € Z.
Portanto, 7" esta bem definido para Z?, ou seja, o operador T' : Z* — Z? transforma qualquer
ponto do Z* em outro ponto também do Z?, e assim, para todo ponto P = (m,n) € Z?
existe o ponto P’ € Z? que é a imagem T'(m,n) = (am + cn, bm + dn) e é vértice de algum
paralelogramo da grade que decompde o plano. Como AB e AC sdo linearmente independentes
temos que 1" : Z* — 72 é injetivo.

O operador T : Z* — 7* é também sobrejetivo, pois, dado qualquer ponto de coordena-

das p, g € Z* temos que este ponto é vértice de algum paralelogramo da grade, entio, existe algum
ponto de coordenas (m, n) € Z* tal que T(m,n) = (p, q), ou seja, (p, q) = (am +cn, bm + dn).

Como T : 7Z* — 7Z* é bijetivo podemos considerar seu inverso 7' : 7> — Z* e,
portanto, det(T) - det(T™') = det(T - T™') = Det(I) = 1. Desta igualdade decorre que
det(T~') é o inverso de det(T'), como ambos sdo inteiros temos que det(T) = 41. Como a drea

do paralelogramo ABC' D é o valor absoluto do det(7T") concluimos que sua drea é igual a 1 e,

portanto, a drea do triangulo fundamental € igual a 3 [

Teorema 5.2 (Pick). Dado um poligono P construido sobre a rede no plano, cujos vértices sdo

pontos dessa rede, entdo, sua drea é dada por

. B
Areaza—kl—l

em que B é a quantidade de pontos da borda de P e I é a quantidade de pontos internos.

Demonstragdo. Considere o poligono P cujos vértices sdo pontos da rede no plano. Pelo teorema
5.1, P pode ser decomposto em tridngulos fundamentais. Notemos que a triangulacio do poligono
P é um grafo Planar, pois, estd desenhado no plano e pela defini¢ao de triangulag¢do 5.5 suas

arestas ndo se cruzam fora de seus vértices.
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Figura 62 — Decomposi¢ao do poligono P

Fonte: Constru¢do do autor

Contando os triangulos fundamentais contidos em P encontraremos uma unidade a

menos que [, o namero de faces do grafo planar, a face externa € a face excluida. Pelo lema 5.3,

. ‘- 1 ~ p . .
a area de um triangulo fundamental € igual a 5 entdo, a drea do poligono P serd dada por:

drea(P) = — - (F — 1) (5.1)

DO | =

Facamos agora a contagem das arestas deste grafo. Como cada tridngulo possui trés
arestas e o total de triangulos € dado por F' — 1 poderiamos concluir, de forma equivocada, que
a quantidade de arestas seria 3 - (F' — 1). O equivoco ao contar as arestas dessa forma estd no
fato de que as arestas internas, que denotaremos por Ay, serdo contadas duas vezes enquanto as

arestas da borda, Ag, serdo contadas uma unica vez. Porém, deste fato decorre que:

3-(F—-1)=2-A;+ Ap
3F —3=2A;+Ap
F+2F -3+ Agp =2A;+2Ap
F=2A+Ap—F)—Ap+3
F=2A-F)—Ap+3
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Utilizando a férmula de Euler A — F' =V — 2, tem-se

FZQ(A—F)—AB+3=2(V—2)—AB+3

Sendo V' a quantidade de vértices do grafo temos que V' = Vp + V; onde, Vp sdo os
vértices da borda e V; sdo os vértices internos. Note que os numeros de arestas e vértices da

borda sdo iguais, ou seja Ag = V. Entdo:

F:2(V[+VB—2)—VB+3:2‘/[+VB—1

Substituindo F' na equagdo 5.1, obtemos:

% B
ViV —1-1)=V+-2—1=Z4T1—-1

irea(P) —
area(P) 5 5

(F—1)=

N —
N | —
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Consideracoes Finais

A férmula de Euler relaciona o nimero de vértices, faces e arestas de um poliedro. Neste
trabalho, nosso principal objetivo foi mostrar que essa formula pode ser utilizada para obter

outros resultados.

No desenvolvimento do trabalho, procuramos seguir a linha de raciocinio apresentada
no texto “Three applications of Euler’s formula” que se encontra em [3]. Este texto apresenta a
aplicacdo da férmula de Euler nas provas dos seguintes resultados: Teorema de Sylvester-Gallai,
linhas monocromaticas e teorema de Pick. Porém, a medida que a pesquisa avangava outras

aplicagdes interessantes foram surgindo e enriquecendo nosso trabalho.

O tema desenvolveu-se a partir da teoria de grafos, o que simplificou os célculos e nos
possibilitou demonstrar o teorema de Euler de uma forma consistente e diferente da maioria das

demonstracdes encontradas nas referéncias bibliograficas estudadas.

Esperamos que este trabalho sirva como fonte de pesquisa e que possa contribuir na

formacdo de outros estudantes.






83

Referencias

[1] Domingos Moreira Cardoso. Teoria dos grafos e aplicacdes. 2011. Citado na pagina 42.

[2] Adriana Priscila De Brito. Grafos, a férmula de Euler de e os poliedros regulares. 2014.

Citado na pagina 46.

[3] Leonhard Euler. Three applications of Euler’s formula. Proofs from the book, page 89, 2018.

Citado 2 vezes nas paginas 33 e 81.
[4] John A Fossa. Leonhard Euler. Citado na pagina 15.

[5] Samuel Jurkiewicz. Grafos—Uma Introdugdo. Sdo Paulo: OBMEP, 2009. Citado na pigina
21.

[6] Elon Lages Lima. Meu Professor de Matematica e Outras Histdrias, 5= edi¢do. Rio de
Janeiro: SBM, 2011. Citado 2 vezes nas paginas 46 e 71.

[7] Antonio Caminha Muniz Neto. Geometria. Rio de Janeiro: SBM, 2013. Citado 2 vezes nas
paginas 44 e 46.

[8] Jodo Carlos V Sampaio. Quatro Cores e Matemaética. Salvador, Il Bienal da SBM-UFBA,
disponivel em www. bienasbm. ufba. br, 35, 2004. Citado na pagina 51.

[9] Eduardo Wagner. V - A + F= 2 existe o Poliedro. Revista do Professor de Matemditica, (47),
2001. Citado na pégina 45.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Lista de ilustrações
	Introdução
	Um pouco sobre Grafos
	A Fórmula de Euler
	Consequências da Fórmula de Euler
	Grafos Platônicos e Poliedros convexos regulares
	Coloração de Mapas

	 Sylvester-Gallai e as Linhas Monocromáticas
	Projeção Estereográfica
	O Teorema de Sylvester-Gallai

	Teorema de Pick
	Conclusão
	Referências

