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Resumo

Nesse trabalho é apresentado a fungio Torre de poténcia infinita, definida por y = f(x) = 2 ,
cuja altura € formada por uma sequéncia infinita de exponenciais. O objetivo desse trabalho é
discutir o problema da convergéncia/divergéncia da funcéo f(z). Ao final é feito um estudo de
uma possivel origem da fun¢do torre de poténcia e como as pesquisas dos mateméticos Lambert,
Euler e Lagrange foram essenciais para a construcao dessa teoria, que levou a expansao em série

da fun¢ao LambertW, tdo importante para o avanco da Matematica quanto de outras ciéncias.






Abstract

The infinite power tower function defined by y = f(x) = xmxr is a exponentiation with infinite
height whose properties were investigated throughout the topic. The function g(y) = y% = x has
been utilized with the intent of clarifying the properties of the implicit equation y = x¥ which
originates in f (). Through ¢g(y) and using the recursive equation that leads to the infinite power
tower function, it was possible to discuss the problem of convergence/divergence of this function.
For the graphical analysis of the algebraic route of convergence/divergence of f(z) the “cobweb”
diagram was used. Furthermore, it was demonstrated, with the help of graphical analysis, the
propositions that guarantee when the function f () converges or diverges. Lastly, it was explaneid
the origin of the infinite power tower function and how the research of mathematicians like
Lambert, Euler and Lagrange were essential for the construction of this theory, which led to the
series expansion of the LambertW function, as important for the advancement of Mathematics as

it is for other sciences.

keywords: infinite power tower; convergence; divergence; tetration; cobweb; Lambert; Euler.
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Introducao

= L .~
A fungio torre de poténcia infinita f(z) = z* €, por defini¢do, formada por uma
sequéncia infinita de exponenciais e possui propriedades importantes, por exemplo: existem

valores de « > 1 no qual a fun¢do é bem definida.

No capitulo 1, sendo f(x) = y, serdo deduzidos os pontos que satisfazem a equagio
y = x¥, sendo usada como referéncia a funcéo g(y) = y% = z. Assim, através da fungdo g(y)

serdo investigadas as propriedades da equacdo y = x?.

No capitulo 2, serd estudado o problema da convergéncia das sequéncias recursivas
Y1 = T e y,r1 = /" que leva a torre de poténcia infinita. Para isso serd usado o Teorema do
valor médio com o objetivo de encontrar condi¢des para que uma sequéncia qualquer convirja ou

divirja para o ponto fixo da funcdo que a define.

No capitulo 3, sera feita uma anélise dos pontos fixos da func¢do r(y) = x¥ que sao os
pontos da forma g(y) = y% =z < r(y) = y. Para isso, serdo considerados os casos em que
a base x da fun¢io r(y) = 2 é x > 1 ou 0 < = < 1. Portanto, apés realizar o estudo das
hipdteses de convergéncia/divergéncia da torre e, fazer a andlise grafica dos pontos nos quais
haja convergéncia/divergéncia, serd utilizado o diagrama da “teia de aranha”que foi construido

no software Cobweb plotler.

T

Jd no capitulo 4, serd demonstrado que a fungao torre de poténcia infinita f(x) = z°

1 p ) ~
converge se — < x < ec com — <y < e. Sera demonstrado também que essa mesma fungio
(& €

. . 1
converge para um ciclo de periodo 2se 0 <z < —com (0 <y < —.
e €

No capitulo 5 foi apresentado uma possivel origem da func¢do torre de poténcia infinita,
utilizando-se das proposicdes dos matematicos Lambert, Euler e Lagrange, que desenvolveram

a teoria. Lambert escreveu um artigo sobre o estudo da equagdo trinomial x = ¢ + ™ no
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qual descreveu a série que expressa uma raiz dessa equagdo e também as poténcias dessa raiz.
Anos depois, Euler fez uma pesquisa concentrada nas solugdes de outra equagio trinomial
equivalente aquela estudada por Lambert. A tetracdo com altura infinita "'n = n™"  cunhada
pelo matematico Rubem L. Goodstein, foi usada simultaneamente com a fun¢do LambertW
y = W (z), sendo essa fun¢do definida como inversa de = = y - ¢”. Por fim, da unido das teorias
dos matemdticos Lambert e Euler obteve-se a expansao em série da funcdo LambertW. O estudo
desta func¢do possibilitou o avanco da ciéncia Matematica, contribuindo também para as areas da

Medicina, Fisica, Astronomia entre outras. Algumas referéncias da fun¢do LambertW: ([1], [2],

[4])
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CAPIiTULO

Primeira experiéncia com a torre de
potéencia infinita

Defini¢ao 1.1. Denomina-se Torre de Poténcia a funcdo definida por y = f(x) = r , cuja
altura é determinada pela quantidade n de valores de x. Quando n — oo diz-se que a altura é

infinita e a fungdo f(x) é denominada Torre de Poténcia Infinita.

Observacao 1.1. A Torre de poténcia é resolvida através da operagdo tetragdo (€ a exponenciagcdo

iterada de cima para baixo ou da direita para a esquerda).

Veja, por exemplo, o caso abaixo

NS

Como o resultado dessa torre de poténcia converge, entdo ele pode ser obtido da seguinte
forma: a sequéncia de exponenciais € infinita, adicionar ou retirar um elemento da sequéncia
infinita ndo deve alterar sua resposta. Por uma abuso de linguagem seria como somar (ou subtrair)

um numero finito a infinito.

Dito isso, pode-se resolver essa poténcia da seguinte forma

{\/5‘/§ }=y 1 1 1
De forma geral, serd que € possivel generalizar esse procedimento para uma fungao

y=flz)=2a"

Isto é,
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1

{x”z' }:y Y 1
y==x =y=a'=x=yv.

Entado, tomandoy =4 = = = 4i = \4/4_1 = \/5 Nesse caso, tem-se

\/E\/§ - \%Iﬂ — 2o0u4?

Como explicar isso? Dois valores de y, y = 2 e y = 4, para um tnico valor de x? A equacdo
implicita y = z¥ tem como inversa a fun¢do g(y) = yi = x. Nesse caso, g(2) = 27 — /2

eg(4) = 47 = /4= V2, logo deduziu-se que para dois valores distintos de y existe um Unico .

Fazendo os célculos na planilha do Excel € possivel inferir que uma torre de poténcia infi-

x

nita y = 2" com altura = 45, parax = \/5, tende a 2 (e ndo a 4).Veja a tabela 1 da torre de
x

poténcia y = (\/5) cujo valor inicial de x é V2.0 segundo valor de z € igual ao 1° valor de y.

E, 0 3° valor de x € igual ao 2° valor de y, e assim sucessivamente, até as iteragdes convergirem

para um mesmo valor.

Tabela 1
1 2 3 4 5 [ 7 a8 9 10 11 12 13
\5 1,6325269 1,7608396 | 1,8409109 | 1,8927127 | 1,9265997 | 1,9500348 | 1,9656649 | 1,5763418 | 1,5836684 | 1,9887118 | 1,5921%09 | 1,9945945
¥y | 1,6325269 | 1,7608396 | 1,8409109 | 1,8927127 | 1,5269997 | 1,9500348 | 1,5656649 | 1,5763418 | 1,9836684 | 1,5887118 | 1,99215909 | 1,99455945 | 1,5962567
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
1,9962567 | 1,997407 | 1,9982035 | 1,9987551 | 1,9951373 | 1,5934021 | 1,5995856 | 1,5957128 | 1,9958009 1,999862 | 1,9955044 | 1,9959337 | 1,9999541
Yy 1,557407 1,9982035 | 1,5987551 | 1,5991373 | 1,5954021 | 1,5955856 | 1,9957128 | 1,9958009 1,999862 1,5959044 | 1,599599337 | 1,5955541 | 1,5955682
27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
1,9959682 | 1,9959779 | 1,5959847 | 1,595598594 | 1,5959526 | 1,5959549 | 1,59599965 | 1,5959576 | 1,9999983 | 1,5959988 | 1,9959952 | 1,9959994 | 1,959593596
y | 1,5955779 | 1,5955847 | 1,9955854 | 1,9999926 | 1,99593949 | 1,99599965 | 1,5999976 | 1,9999983 | 1,9995988 | 1,5955992 | 1,99559594 | 1,9959996 | 1,59599957
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52
1,59995957 | 1,5999998 | 1,9999599 | 1,99595599 | 1,9959559 2 2 2 2 2 2 2 2
y | 1,59559998 | 1,5955999 | 1,9959599 | 1,99599599 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Agora, tomandoy = 3 = x = 33 = /3. Fazendo os calculos na planilha do Excel €

possivel inferir que uma torre de poténcia infinita y = 2z com altura = 149, para x = V3,
tende a 2,478053 (e ndo a 3).Veja a tabela 2 da torre de poténcia y = <\9/§) cujo valor inicial
de 2 é v/3. O 2° valor de z é igual ao 1° valor de . E, 0 3° valor de x ¢ igual é igual ao 2° valor

de y, e assim sucessivamente, até as iteracOes convergirem para um mesmo valor.
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Tabela 2
1 2 3 4 5 [ 7 8 a 10 11 12 13
X V3 1,695805 | 1,860808 | 1,976713 | 2,062421 | 2,12818 2,180051 | 2,221857 | 2,256135 | 2,284634 | 2,308603 | 7 328955 | 2,346378
Y| 1,695805 1,860808 1,576713 2,062421 2,12818 2,180051 2,221857 2,256135 2,284634 2,308603 2,328555 2,346378 2,361397
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
x| 2,361397 | 2,37442 | 2,385771 | 2,395709 | 2,404443 | 2,412146 | 2,41896 | 2425004 | 2,430377 | 2435164 | 2439436 | 2,443256 | 2,446676
Y 2,37442 2,385771 2,395709 2,404443 2,412146 2,41896 2,425004 2,430377 2,435164 2,439436 2,443256 2,446676 2,449742
27 28 29 30 3 32 33 34 35 36 37 38 39
X | 2,445742 2,452494 2,454567 2,457192 2,459194 2,460598 2,462624 2,464091 2,465415 2,466611 2,467691 2,468668 2,469551
Y| 2,452494 | 2,454967 | 2457192 | 2459194 | 2,460998 | 2,462624 | 2,464091 | 2465415 | 2466611 | 2,457691 | 2,468668 | 2469551 | 2,47035
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 149
* 2,47035 2,471072 2471726 2,472318 2,472854 2,47334 2,47377% 2,474178 2,47453% 2,474866 2,475163 2,478053
Y| 2471072 2471726 2,472318 2,472854 2,47334 2,47377% 2,474178 2,47453% 2,474866 2,475163 2,475431 2,478053
Agora serd desenvolvida essa teoria ao longo do trabalho.
Generalizagao:
e
. . ~ A
Pela defini¢do 1.1, seja a fungdo Torre de poténcia, y = f(x) =« com altura = n.

Logo,

T

Yn = fo(z) = 2% ?nvezes.
Dai, pode-se escrever
y1 = fi(z) = z,y2 = fo(x) = 2", ys = fs(z) = 2™ e assim por diante.

Observaciio 1.2. De acordo com a Observagao 1.1, note que z° = ") mas 2** +# (x®)" =

2", ou seja, a torre de poténcia infinita é iterada de cima para baixo.
Exemplo 1.1. Observe que AY = 4@ = 4206 enquanto (4*)* = 4%, portanto (4*)* # 4,

E, ainda, de acordo com a Defini¢do 1.1 pode-se redefinir a torre de poténcia infinita do seguinte

modo

y=fla) = = lim f,(o)

Reproduzindo assim, quando n — +00, a torre de poténcia infinita.
Lema 1.1. A sequéncia {y1, Y2, Y3, .-, Yn, .. } satisfaz a relacdo de recorréncia

h=x

Ynil = ijn

Demonstragdo. Por indugdo finita, tem-se

€T
Yo =¥ =¥ y3 =" =a¥2...
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Suponha por hipétese de inducdo que y,, 1 = zY" para todo n € N. Deseja-se provar que

Ynta = 29"

Pela definicdo da funcdo torre de poténcia infinita, tem-se
(ﬂ) }n vezes
Ynso = 5 } n + 2 vezes =z” ="

Mas, por hipétese de indugao, y, 1 = 2.
Logo, ypio = x¥" 1.

Portanto, pelo Principio de Inducéao Finita 1,1 = x¥" para todon € N.

]

Estudando a fungio torre de poténcia infinita y = f(x) = 2  com o objetivo de investigar se

ela ird convergir para algum valor finito y, tem-se que

?J:ﬂﬁ{w }:y:y:xy.

Com o objetivo de estudar o comportamento da equacao implicita y = z¥, para um nimero real
x > 0, utiliza-se a fun¢do g(y) = y% = .
Lema 1.2. A funcdo g : (0,00) — R, dada por g(y) = yi é tal que:

li =0.
(a) lim g(y)
(b) h? 9(y) = 1, ou seja, x = 1 é uma assintota horizontal.
y——+00
(c) O ponto de mdximo da funcdo g(y) = yi éM = (e, eé).
Fy =~ (0,58, 0,39)

(d) Pontos de inflexdo:
Fy ~ (4,37, 1,40)

Iny
=e v ,tem-se

1
i 1
Demonstracdo. Como z = yv = ™"

In

. my
1 In llm Y
. - . 7y 0+
(@) imyv = limev =e¥~
y—0t y—0t
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1
Calculando lim M, tem-se
y—0t Yy

y—=0t Y y—=0" | Y
Logo,
. 1 . Iny
lim yv = limev =0.
y—0t y—07t

Portanto, quando y — 0 tem-se x — 0.

Y
Iy lim v
lim ev =ey2?t>
Yy——+00

(b) lim y»

Yy—r—+00

. Iny : : .00
Porém, lim — € uma indeterminacao do tipo —.
y—+oo Y 00

Entdo, usando a regra de L’ Hopital, tem-se
Iny 1

lim — = 0.
y~>+ooy

lim =
Yy—r—+00 Y

Logo,
lim y% =l =1
Yy—r—+00 ’

1 1
lim —Z = lim [—-lny] =00 (—00) = —00.

Portanto, quando y — oo tem-se z — 1, ou seja, x = 1 € uma assintota horizontal.

1
(c)Para investigar o ponto de maximo da fungdo g(y) = yv deve-se investigar os pontos criticos.

Como

entao

Para investigar os pontos criticos da fungéo g(y), tem-se

1—1Iny
Y2

1
e

Logo, 1 —lny=0=lhy=1=y=e=x =e-.

Fazendo o teste da derivada 12, tem-se

1—Iny
. 7 )

=0.

Jy)>0=1-Iny>0=>hy<l=0<y<e.
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Jy)<0=1-Iny<0=>hy>1=y>ec

Portanto, o ponto de maximo da fungio g é M = (e, e%).

(d) Para encontrar os pontos de inflexdo da fungao g(y)
seja,

1 .
= yv calcula-se a derivada 2° ou

'y = ;?.9:324

ny 1—1 ny ]__1
_ gy>.L_P%Q+€y_( ny)

y2

Iny (1—lny)2 Iny (jl'yQ—Qy-(l—lnyD
= ey - 2 +ey .
Y

y4
1 (1—Iny)? 1 (—y—2y+2yln
_ ! y4y) L Y2yt 2ying)

Y
1
/i . [1—21ny+ln2y—3y+2ylny]

yv ' (1=3y+ 2y +1ny —2)Iny).

Para calcular os pontos de inflexdo, tem-se

" (yY)=0=1-3y+ 2y +Iny—2)Iny = 0.

Fazendo o grafico no Geogebra, tem-se
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| A=(0.58,0) /B = (4.37, 0) Ve
0 05 1 15 2 2.5 3 3.5 4 /45 5 5.5 6 ’
-05
_‘1 y
o;\
-15 :
-2
-25
3

Figura 1 — Grafico da derivada 2* da funcéo g(y).

Logo os valores de y sdo, yr, ~ 0,58 e yp, ~ 4, 37.
1 - ~
Como x = yv, entdo os valores correspondentes de x sdo, rp, ~ 0,39 e xp, ~ 1,40.

Portanto, os pontos de inflexdo sdo, F} ~ (0.58,0.39) e F» ~ (4.37,1.40).
]

Observacao 1.3. Pelo Lema 1.3, a fungdo g(y) = y% é crescente no intervalo (0, e) e decrescente

no intervalo (e, 00). Em particular note que g é crescente em cada um dos subintervalos (O, —),

(21} e(l,e). e

Baseado no Lema 1.2, o grafico da fungdo ¢(y) € apresentado na figura 2.
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25

0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 5.5 6 6.5 7 75

< =

Figura 2 — Grifico da fungdo g(y) = yv.

Como ¢(y) ndo é invertivel pois ndo é bijetiva, so fard sentido falar de uma fun¢ao inversa

de g(y) se for feita uma restri¢do no dominio, como por exemplo a regido definida por

(a) Lugar geométrico dos pontos satisfa-
zendo a equagdo x¥ = y sem restri¢do
do dominio.

1
O<y<e O<x<Lee.

45
25

3.5

25

0.5

-1 -0.5 0 0.5 1 -0.5 0 0.5 1

-05

(b) Possivel grafico da fungéo

f(z) =2  comz e <O,e%] .

2T

Figura 3 — Possiveis grificosde y = ¥ e f(z) = 2°
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CAPIiTULO

Condicoes de convergéencia

O gréfico da figura 3a representa todos os pontos do plano satisfazendo a equagdo

y = ¥, contudo ndo € correto dizer que estes pontos pertencem ao grafico da fungdo f dada por
fx) =

Na pritica, y = f(x) é escrita como uma fun¢@o, enquanto y = z¥ ndo é a expressao de

x

uma funcao explicita. Pode-se constatar neste grafico que, para valores de 1 < z < e existem

em correspondéncia dois valores para y, o que contraria a definicdo de funcdo. Por exemplo,
1

usando a fungdo g(y) = yv = =, tem-se: g(2) = g(4) = V2, ou seja, dois valores de y dando a

mesma imagem .

Mas a torre de poténcia infinita ndo converge para todos os valores de . Como explicar
1sso? E como encontrar o intervalo de convergéncia? De acordo com o que foi visto anteriormente
a funcdo f(x) pode ser definida por recorréncia como o limite de uma sequéncia de fun¢des com

alturas finitas, ou seja:

1= .
= f(z) = limy,.
Ynt1 = 2" /() nro0)

Portanto, para algum valor de x, pode-se dizer que a sequéncia {y, } converge se tender para
algum valor finito quando n — oo. Para encontrar as condi¢cdes que garantem a convergéncia
devera ser abandonado, por enquanto, a torre de poténcia infinita, com o objetivo de explorar
detalhadamente as sequéncias, os pontos fixos e as possibilidades de uma sequéncia convergir

para um ponto fixo.
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2.1 Critérios de convergéncia do ponto fixo

Seja uma sequéncia r definida por seu valor inicial ¥, e pela equacdo de recorréncia

Ynt+1 = T(yn)v neN

em que 7 € uma funcdo suave e seja y* é o ponto fixo que satisfaz a equagdo y* = r(y*).
Se tivermos y,, = y*, entdo y,+1 = r(y,) = r(y*) = y* e a sequéncia ird reproduzir o mesmo

valor para todas as iteracoes futuras.

Definicao 2.1. Seja oo um numero real e v uma funcdo, entdo o é um ponto fixo de se e somente

ser(a) = a.

Exemplo 2.1. Encontre os pontos fixos de r(r) = 2° — 2.

Solugdo: De acordo com a defini¢cdo 2.1, r(x) = x. Deste modo, P —2=rxol-—xr—-2=

Oer=—-louzr =2
Istoé,r(—1)=(-1)*-2=1-2=—-1ler(2)=2"-2=4-2=2
Portanto, -1 e 2 sdo os pontos fixos de r.

Depois de encontrar os pontos fixos da sequéncia resolvendo a equacdo y = r(y), devera ser

investigado o comportamento da funcao para pontos ’proximos do ponto fixo”.

Observacao 2.1. No Capitulo 3 serd mostrado graficamente e no capitulo 4 algebricamente
para quais valores de x as curvas exponenciais definida pela sequéncia vy, 1 = x”" convergem

ou divergem.

Proposicao 2.1. Seja r(y) uma fungdo suave e y* um ponto fixo de r(y) satisfazendo a condigcdo
|7 (y*)| < 1. Entdo existe um intervalo I tal que y* € I cujas condigdes seguintes devem ser

satisfeitas: se y € I, entdo vy, € I para todon € N e, além disso, y, — y* quando n — oo.

Demonstragdo. Como |r'(y*)| < 1, entéo existe um ndmero A > 0 tal que |'(y*)| < A < 1.
Segue-se da continuidade de ' que existe um ndmero ¢ > 0, tal que paratodoy € I, |r'(y)| < A,

com [ = [y* — d,y" + §]. Para todo y € I, pelo Teorema do valor médio, tem-se

r(y) =) =" @lly =y <Xy =y
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com g entre y e y*.

Logo, tomando um ponto yy € I, tem-se

7 (yo) = () < A-lyo — vl

Contudo, y* é um ponto fixo, entdo

1 = y* I <X lyo =7l
E, ainda, sendo 0 < A\ < 1, entdo a distancia de y; a y¥* é menor do que a distancia de yy a y*.
Em particular, y; = 7(yo) também pertence ao intervalo I. Repetindo o passo anterior para y; e
Y, tem-se

r(r(yo)) = r(r(y" )l = Ir(y1) =) < A-Ir(yo) — r(y)l-

Ou seja,

ly2 =y < A lyn =7l
E, como demonstrado anteriormente, |y; — y*| < A - |yo — y*|. Logo,

2 = ' < A%+ [yo — v,
Todavia A < 1, o que implica em A\* < \. Isso significa que a distancia de 1, a y* é menor do que
a distancia de y; a y*. Suponha-se por hipétese de indugéo que v, € I e |y, —y*| < A" |yo —y7|
paran € N.

Pretende-se provar que essa desigualdade € verdadeira para n + 1. Novamente pelo Teorema do

valor médio
Y1 =Y <A+ lyn — 37l
Porém, por hipédtese de indugdo |y, — y*| < A" - |yo — y*|, logo,
Y1 — ¥ < N yo — g < APTES < 6
e consequentemente ¥,,1 € I.

Portanto, pelo principio de indug@o finita, |y, — y*| < A" - |y — y*| para todo n € N.
E, ainda, quando n — oo tem-se y,, — y*.

]

Proposicao 2.2. Seja r(y) uma fun¢do suave e y* um ponto fixo satisfazendo a condi¢do
|7 (y*)| > 1. Entdo, existe um intervalo I tal que y* € I de modo que para todo yy € I existe

um inteiro Ny tal que yn, ¢ I,em que y,, é a sequéncia definida por

Yn = fn(x) = " }n vezes.
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Demonstragdo. Como |r'(y*)| > 1, entdo existe A > 0 tal que |r'(y*)| > A > 1. Segue-se da
continuidade de 7’ que existe um nimero § > 0, tal que para todo y € I, [r'(y)| > A, com

I =[y"— 6,y + 0]. Paratodo y € I, pelo Teorema do valor médio, tem-se
r(y) = r() = 1r"@ly =y > A- |y —y"| com jentre y e y*.
Logo, tomando um ponto y, € I, tem-se
7 (yo) = (") > A~ lyo — 7.
Contudo, y* é um ponto fixo, entdo
1 =y [ > A lyo — vl

Se y; ¢ I, ouseja, se |y; — y*| > 0, entdo estd terminada a prova. Se este néo for o caso, pode-se

repetir o processo acima usando y; € /. Dai, pelo Teorema do valor médio, tem-se que

[7(r(y0)) = r(r(y )l = [r(yr) = ry) > Ay =7l

Ou seja,

[y =y | > Xy — v

E, como demonstrado anteriormente, |y; — y*| > A - |yo — y*|. Logo,
Yo =y > N Jyo — y7.

Note que A? > ) pois A > 1. Logo, a distAncia de v, a y* é maior do que a distancia de ; a
y*. Portanto, a medida que se aplica sucessivamente a func¢do r a y e y*, aumenta-se a distancia

entre r(y,) e r(y").
Como na Proposic¢ado 2.1, se y,, € I por indugdo vale a desigualdade

Y — " > A" yo — ¥

Observe que A" — oo quando n — oco. Entdo existe algum N > 0 tal que \" > | A para
Yo —Y
n > N.Seyy € I, entio lyy — y*| > AV - |yo — y*| > 6.
Por hipétese yn € I, consequentemente tem-se uma contradi¢ao.
[

Defini¢iio 2.2. Um ponto fixo r(y*) = y* € neutro se, e somente se |r'(y*)| = 1.
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A convergéncia/divergéncia de pontos fixos pode ser interpretada graficamente utilizando
a construgdo da “teia de aranha”. Na figura 4 tem-se a equag@o de recorréncia vy, 1 = 7(yy)
com y,+1 em funcdo de y,,. Os pontos fixos sdo as intersecdes entre o grafico da fungdo r e a
funcdo identidade y = x. Nesse grafico aparecem dois pontos fixos yp, € yp,. A construgdo da
teia mostra que P, € um ponto fixo atrator enquanto P, € um ponto fixo repulsor. Isto ocorre
pois |7 (yp,)| < 1e|r'(yp,)| > 1. O grifico abaixo da curva exponencial r(y) = 1,35Y e da reta
z = y foi usado para ilustrar uma situagdo de convergéncia/divergéncia. Isso nao € uma prova,

apenas para se ter uma ideia visual do que estd acontecendo.

z
7
B 4
/
. :
//
4
/|
/
s /
/
: y
/,/
/ y y
-1 1 2 3 4 5 6 7 2 4 6 Yy 8 10 12
/9’ yO /0 0
(a) Grafico da fung¢do r(y) = 1, 35Y indi- (b) Grafico da funcdo r(y) = 1, 35Y indi-
cando a “teia de aranha”convergindo cando a “teia de aranha”divergindo do
para o ponto fixo P;. ponto fixo Ps.

Figura 4 — Grafico da fungdo r(y) = 1, 35Y convergindo/divergindo.






29

CAPIiTULO 3

Analise dos pontos fixos da funcao r(y)

Para melhor entendimento dos resultados estudados nos capitulos anteriores serao utili-
zados elementos visuais, isto €, a andlise gréfica.
Nesse sentido, deve-se estudar o comportamento da sequéncia y,,1 = zY", cuja equagdo de
recorréncia € uma familia de curvas exponenciais em que a base x € um parametro, assim como
examinar os possiveis pontos de interse¢@o entre o grafico de r(y) = zY e a reta identidade z = y.
Neste caso tem-se y,+1 = 7(y,) com r(y) = z¥. No restante deste texto para cada x denota-se

por 7.(y) = x¥ a fungdo associada ao pardmetro. Sabe-se que (veja [5]):

e x > 1: a exponencial € crescente.

* 0 < x < 1: aexponencial é decrescente.

z

Observacio 3.1. Para © = 1 tem-se o caso trivial, pois a Torre de poténcia infinita y = ©°

-
setorna, y = 1" =1.

As posicdes das curvas definida pela fungéo r,(y) = x¥ em relacdo a fungio identidade

definida pela lei z = y permitem determinar a possivel existéncia de pontos fixos.

Para > 1, ocorrem os seguintes casos:

1. A curva exponencial estd sempre acima da reta z = y: nesse caso nao hd pontos fixos.
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"

-1 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 5 — Grifico da fungdo r,(y) = ¥ acima da reta z = y.

2. A curva exponencial € tangente a reta z = y: existe um ponto fixo y;

(ou dois pontos fixos coincidentes).

/

Figura 6 — Gréfico da fun¢do r,(y) = zY tangente areta z = y.

3. A curva exponencial cruza a reta z = y em dois pontos: existem dois pontos fixos y; e

*

Y-

Para 0 < x < 1 a curva exponencial ird intersectar a reta z = y em um Unico ponto.
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=<

4

-1 1 2 3 4 5 ] 7 ]

w

Figura 7 — Grafico da fungdo r,.(y) = x secante areta z = y.

Observacao 3.2. Como a base da curva exponencial r,(y) = x¥ é menor do que 1, entdo a

derivada 1° é sempre negativa. E os casos podem ser

4. No grafico da Figura 8, a derivada 1* no ponto de interse¢do é: —1 < 7/ (y) < 0, ou seja,
7" (y)| < 1. De acordo com a Proposi¢do 2.1 e a Defini¢do 2.2, respectivamente, y € um ponto

fixo atrator ou um ponto fixo neutro.
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-3

Figura 8 — Grifico da fungdo r,(y) = x intersec¢do com a reta z = y.

5. No gréfico da Figura 9, a derivada 1* no ponto de intersecdo é: 7. (y) < —1, ou seja,

|77.(y)| > 1. De acordo com a Proposi¢@o 2.2, y é um ponto fixo repulsor.

-1

Figura 9 — Grifico da fungdo r,(y) = zV intersec¢do com a reta z = y.

3.1 Condicdes de convergéncia na Torre de poténcia infinita

Serdo utilizadas as Proposi¢des 2.1 e 2.2 para aferir quando ocorrerd a convergéncia

entre as sequéncias que estdo discriminadas na fung¢do y = f(z) = 2”
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A sequéncia y,, 11 = 2" equivale a y,, 1 = 7.(yn).

Nessa igualdade,  é um parametro da equacgdo de recorréncia, enquanto ¥, € 9,1 Sa0
variaveis. Na pratica, tem-se um nimero infinito de sequéncias, uma para cada valor de x. Os
pontos fixos y* dessas sequéncias sdao encontrados quando ¥, 1 = ¥,, que satisfaz a equacdo de

recorréncia

r:(y) = y, o que equivale a g(y) = x, em que g(y) = y% (y é o ponto fixo de r), ou

equivalentemente como descrito na observagao 3.3.

Observacao 3.3. Os pontos fixos de r,(y) sdo os pontos da forma x¥ = y o que ocorre se e

somente se g(y) = .

Como queremos utilizar a Proposi¢do 2.1, deve-se usar o critério para que o ponto fixo

convirja, ou seja, |’ (y)| < 1.

1
Proposicao 3.1. Os pontos fixos da fungdo r.(y) = x¥ sdo atratores quando — < y < e
e

1 1
consequentemente — <z <ee.
e
~ Y . 7
Demonstragdo. De r,(y) = 2¥ = ™* = V"7 obtém-se
/

r'(y) =e!™" . Inz =2Y-Inx.

Em pontos fixos, como z¥ = y, resulta r,(y) =y -Inx = Inz¥ = Iny.

Entretanto, para ser atrator, tem-se que | Iny| < 1, ou seja,

1 1
—l<hy<l=h-<hy<he=-<y<e.
e e

1 1 1
E, os valores correspondentes para = (usando x = yv), sdo: x = — e x = e-.
e

1 1 1
Portanto, — < y < e e os valores correspondentes para x sdo — <z < e-. U
e e

Baseado no gréfico da Figura 9 e nas Proposi¢des 2.1 e 2.2 sdo definidas as fungdes A () =

(o) e hale) = (sl
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9 y
=05 0 0.5 1 13 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75
0.5
Figura 10 — Grafico da fung¢do g(y).
I\x
2
1.5
1
0.5
g y
0 0.5 1 15 2 25 i
Figura 11 — Gréfico da funcdo g| -
X
2
1.5
1
0.5
Y
] 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9

Figura 12 — Gréfico da fun¢o g|c,cc)-
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45

25 .

35

25

054 5

05

(a) Gréfico de hi(x) no intervalo ((), e%} . L I S
(b) Grifico de hy(z) no intervalo (e%, 1).
Figura 13 — Graficos de hy(z) e ha(x).

Consequentemente tem-se os 6 casos a seguir :

1 1
Lema 3.1. Se x € (0, —), entdoy = hi(x) € (0, —) é um ponto fixo repulsor de r(y).
e e

. 1 .
Demonstragcdo. Pela Observagao 1.3, g(y) é crescente no intervalo <O, —>, com hr% g(y) =0
e y—

1 1 1 1
ey (—) = —.,entdoz € (O, —e) se e somente se hy(z) =y € (O, —).
e e e e

Como In y € crescente,

1
Inhi(z) =lny<ln-=Iny < -1
e

Como visto na Proposic¢ado 3.1,

o (y) = Iny.

Portanto, | (y)| > 1. De acordo com a Proposi¢do 2.2, y é um ponto fixo repulsor. O

1 1
Lema 3.2. Se x = —, entdo y = hy(x) = — é um ponto fixo neutro de r,(y).
ec e

Demonstracdo. Como
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logo,
1
Iny=In-=-1.
e

Como visto na Proposicao 3.1,

. (y) = Iny.

Portanto, |7, (y)| = 1. De acordo com a Defini¢do 2.2, y é um ponto fixo neutro.

1 1
Lema 3.3. Se x € ( : 1] ,entdoy = hy(z) € (—, 1] é um ponto fixo atrator de 1, (y).
e

=

1 1 1
Demonstracdo. Pela Observagdo 1.3, g(y) é crescente no intervalo (—, 1], g <—> = —e
e e e°

~ 1 1
g(l)=1,entdox € | —,1| seesomente se hy(z) =y € [ -, 1].
ec e

Logo,
1
In—-<hy<Inl=-1<lny <0.
e

Como visto na Proposic¢ao 3.1,

. (y) = Iny.

Entao,
—1<ry(y) <0.

Portanto, | r..(y) |< 1. De acordo com a Proposigéo 2.1, y é um ponto fixo atrator.

]

Lema 3.4. Se x € (1, eé), entdo existem dois pontos fixos de r, sendo eles y; = hy(z) € (1,¢€)

e y2 = ho(x) € (e, 00), sendo que y, é atrator e ys € repulsor.

Demonstra¢do. Novamente pela Observagio 1.3, g(y) é crescente no intervalo (1,¢), g(1) = 1
egle) = e, entdo x € (1,e%> se e somente se y; = hy(z) € (1,¢).
Entao,

l<y<e=hl<hy<he=0<lny<1.

Logo,
0<rl(y) <Ll
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Portanto, | r.(y) |< 1. De acordo com a Proposigédo 2.1, y; é um ponto fixo atrator.

Pela Observagdo 1.3, ¢g(y) é decrescente no intervalo (e, 00), g(e) = et e liril g(y) = 1,
y—) o0

entdo r € (e%, 1> se e somente se Yy = ho(z) € (e, 00).
Logo,
y>e=Iny>Ilne=Iny > 1.

Como visto na Proposi¢ao3.1,

r,(y) = Iny.

Portanto, | (y)| > 1. De acordo com a proposi¢do 2.2, y, é um ponto fixo repulsor.

O
Lema 3.5. Se z = e¢, entdo y = hy(x) = e é um ponto fixo neutro de 7.
Demonstra¢do. Como g(y) = er = y = e.
Logo,
Iny =Ine =1.
Como visto na Proposicao 3.1,
re(y) =Iny.
Portanto, |1, (y)| = 1. De acordo com a Defini¢@o 2.2, y é um ponto fixo neutro. O

1
Lema 3.6. Se x € <eE, oo), entdo r ndo tem ponto fixo.

Demonstracdo. Segue-se do fato que g(y) = x se somente se r,(y) = y e g(0,00) = (O, e%].

O]
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Observacao 3.4. Baseado no Lema 3.6, se a curva r,, = z¥ estd acima da reta z = vy, entdo
¢ Yy Yy

ndo hd pontos fixos. Veja o grdfico abaixo que ilustra essa situacdo.

Yy
2 3 4 5 6

Figura 14 — Para z > eca sequéncia y,, diverge para qualquer valor inicial y.

Proposicao 3.2. A funcdo exponencial r,(y) = xV é tangente a reta z = y em (e, e), para

1 L
x = e<. Neste caso o ponto fixo é uinico.

Demonstracdo. No ponto de tangéncia T' a fungéo exponencial r,(y) = x terd a mesma
inclina¢do do que areta z = y, isto é: 1 (y) = 1.
Entdo,

d(ey lnz) 1

1
) =28 g =1=2Y = — = loga? = I ac<_>
r.(y) 7 ¥ Inzx = lnx: 09, 2

Denotando-se por yr a coordenada do ponto de tangéncia, tem-se

1
oo (L)
nr

Usando as propriedades operatérias dos logaritmos, tem-se

In(lnz)

1 -1
yr = log,(—) = log,(Inz) ! = —log,(Inz) = — na

Inz

1
2 =¥ = xlogm(ﬁ) = —.
Inx
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In(1 1
Logo, o possivel ponto de tangéncia € dado por, 1" = ( — M, 1—), em que . (y) = 1.
nr Inx

Porém, para a funcdo exponencial r,(y) = z¥ ser tangente a reta z = y, deve-se impor a
condicao:
In(ln x) 1

1
yr = 2p = — = :>ln(lnx):—1:>lnx:—:>x:eé%1.445.
Inz Inz e

. 1\¥Y
Portanto, para este valor de = a fung¢do exponencial r,(y) = x¥ se torna r,(y) = <ee> €eo

ponto de tangéncia é T = (e, e).

No grafico da Figura 15, esté representado a curva exponencial 7, (y) = <e%> ! earetaz =y,
cujo ponto fixo y* = e. Baseado no Lema 3.5, y* é um ponto fixo neutro. As iteragdes mostram
que, para o ponto inicial ¢y < e a sequéncia y,, converge para e e, para yy > € a sequéncia ¥,
diverge.

ol . 1 2 3 . . o : .
/ 0 [ 1 2 3 4 5
/ / Yo
(a) Para yp € (0,e¢] a sequéncia y,, con- (b) Para yy € (e, 00) a sequéncia yy,
verge. diverge.

Figura 15 — Convergéncia e divergéncia no ponto de tangéncia.
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Os gréficos das Figuras 16 e 17 sdo da curva exponencial r,(y) = x secante a reta
z = y. Sejam y] o ponto fixo atrator e y; o ponto fixo repulsor de r. Baseado no Lema 3.4, as
iteracOes nos graficos abaixo estdo mostrando que a funcao r ird convergir se o ponto inicial

Yo < y, (16a e 16b) e ira divergir se yo > vy (17).

84{Z
82
7
7 4
6
6 4
5
5 4
4
4 4
N 3
) 2
] A
A : : 3 : R A :
Yo /0/ 2 A 2
(a) Gréfico da sequéncia y,, com yy < yj. (b) Gréfico da sequéncia y,, com y; <
Yo < Ys-

Figura 16 — Grafico da sequéncia y,, convergindo para y;.
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94{Z
8
7
6
5
4
3
2
g
. . y
/ 2 4 Yy © 8

Figura 17 — Grafico da sequéncia y,, com yo > v, divergindo do ponto fixo y;.
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Agora € preciso verificar o que ocorre quando 0 < z < 1. Tendo em vista que, nesse
caso, a funcdo exponencial é decrescente, existe um ponto comum entre a sequéncia ¥, € a reta

z = 1. Para essa situac@o hé dois casos

Observacao 3.5. No grdfico da Figura 18, a curva exponencial r,.(y) = z¥ intersecta a reta
z = y no ponto fixo y*. Baseado no Lema 3.3, o ponto fixo y* é atrator. As iteracdes mostram

que para o ponto inicial yo > 0 a sequéncia vy, ird oscilar até convergir para y”.

0 /

07 /

0.6

04

0.3

o |/
01 /// \

}/ y. 02 04 06 0e 1
0

Figura 18 — Para y, € (O, e%] a sequéncia y,, ird convergir para y = h(z).
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Observacgao 3.6. No grdfico da Figura 19, a curva exponencial r,(y) = xV intersecta a reta
z = y no ponto fixo y*. Baseado no Lema 3.1, o ponto fixo y* é repulsor. As iteracdes mostram
que a sequéncia y,, ird novamente oscilar, aproximando cada vez mais de dois valores distintos

estdveis 1 e s, denominados de ciclo de periodo 2.

A2

0.9

0.8

0.7

0.6 1

0.5 1

044

0.3

0.2

0.1

yO 02 04 06 08 1 y

Figura 19 — Para y, € (O, e%] a sequéncia y,, ird divergir para dois valores diferentes denotado
por um ciclo de periodo 2.
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CAPIiTULO 4

Analise grafica com demonstracoes

Nesse capitulo serd estudado o comportamento da sequéncia y,, 11 = 7(y,) = z%". E,
ainda, serdo analisados os casos referentes a esta sequéncia, usando funcdes auxiliares e, no final,

os resultados encontrados serdo sintetizados em uma tabela.

1 —1
Conforme citado no capitulo 3 as fungdes hy(z) = (9\(0,4) e hy(z) = (g|(evoo))

podem ser representados graficamente do seguinte modo:

25 .

15

05

(a) Gréfico de hq () no intervalo (0, e%} : Ei e I A
(b) Griéfico de ha(x) no intervalo (e%, 1).
Figura 20 — Graficos de hy(z) e ho(z).
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Definicao 4.1. A partir deste capitulo, na sequéncia r.(y) = z¥ serd omitido o indice x, ou seja,

r(y) =

Observacao 4.1. Os pontos de convergéncia da sequéncia

y1 =r(1)
Yn+1 = r(:gn)
satisfazem a relacdo r(y) = y. De acordo com o Lema 3.4, y = hy(x) é repulsor, logo os

possiveis pontos de convergéncia serdo os pontos y = hy(x).

Proposicao 4.1. Se x € (1, e%], entdo a sequéncia

yr=r(1)
Ynt+1 = T(Qn)
converge para y = hi(x) € (1,el.

Demonstra¢do. Como y; = r(1) = x > 1, entdo r(y) = x¥ é estritamente crescente, pois

r(y) >r(l) = 1<y <o
———
Y2 Y1

E, ainda

r(y2) > () = 1 <y <y2 <ys.
—— =
Y3 Y2

Suponha, por hipétese de inducao y > yi_1, logo

r(ye) > r(yk-1) = Uk < Yrs1-
Yk+1 Yk

Portanto,

I<yr <yo<ys < .. <Yp-1 <Yk < Yps1 < ...

. N P 1 .y
Ademais a sequéncia y,, ¢ limitada, uma vez que 1 < y; = r(1) = x < e« (por hipétese), logo
1
r=1 <ee<e.
E, ainda, como ys = r(y;) = 2%, tem-se
Yo =" <12 < (eé)e =e.
Supondo por indugdo que y; < e, tem-se

Ypr1 = 2% < 2f < (e%)e <e.
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Portanto, ¥,, < e para todo natural n.

1 . L .. .
Conclusdo, se = € <1, eé} , entdo a sequéncia y,, € crescente e limitada, ou seja,
<y <yp<y3s<..<y,<e.
Portanto, y,, é convergente. Além disso, se
n—oo

tem-se que

=y

1
Proposicao 4.2. Se x € (O, ) entdo a sequéncia

e
y1=r(1)
Ynt1 = 7(Yn)
diverge, e, neste caso as subsequéncias com indices impares e pares tende a pontos p; e ps, ou

seja, nli_ggoyznﬂ =pre Ji—%oy% = po tal que 7”(]01) =p2e 7’(272) = P1-

Demonstracdo. Como
O<z<l=r(l) <r(x <r0).
~— =~
y1=x Yyo=x% 1

Seja 0 < y = hy(x) < 1 um ponto fixo de r, entdo

O<y<l = r(H)<ry <r0)=0<y<y<l1
~—~
Y

= r(1) <r(y) <r(y) <r(0)
= 0<y<y<y<l1
= (1) <r(y2) <r(y) <r(y1) <r(0)

= 0<yy<ys<y<ys <l
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Aplicando a funcao r no intervalo acima, tem-se

= (1) <r(y2) <r(y) <r(ys) <r(y) <r(0)

= 0<y<ys<y<myu<y <1

= (1) <r(y2) <7(ys) <7(y) <r(ys) <r(y1) <r(0)

= 0<y1 <ys <ys <y<wya<y2 <1

Aplicando novamente a funcdo r no inervalo acima, tem-se

= (1) <r(ys) <r(ys) <r(y) <r(ys) <r(ys) <r(y) <r(0)

= 0<y <y <ys <y <ys <ys<ys <l

Supondo por indugdo que yo,—1 < Y < Yak_2, €ntd0
T(yar—2) < 7(Yy) < 1r(Yar—1) = Yau1 <Y < Yok

(o) < 7(y) < 1(Yar-1) = Yokt1 < Y < Yok

Portanto, a sequéncia satisfaz o zigue-zague
O0<y1 <yYs< ... <Yop 1 < oo. <Y< oo <Yopo < ... <Yy <hyYp <1 “4.1)

Se z € (0, 1), entdo a sequéncia ys,1 € crescente e a sequéncia ys, é decrescente. Logo, Yo, 11

e Yop, $a0 sequéncias mondtonas limitadas, portanto sdo convergentes. Além disso, tem-se que
lim Yo, 41 = p1.
n—oo
lim Yon = P2.
n—oo

=

1
E, ainda, y,, converge < p; = p» = y = hy(z), contudo se = € (0, ), entdo pelo Lema 3.1

tem-se que | 7’(y) |> 1, ou seja, neste caso, o ponto fixo € repulsor e consequentemente ¥, €

divergente. Deste modo
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lim r(yont1) =7 <T}E§Oy2n+1> =r(p1),

n—o0
mas, 7(Y2nt1) = Yant2- LOgO,

nhIgOy2n+2 = T(p1)-
Portanto, p, = r(p1). E, ainda,

tim () = ( lim yon ) = r(p2).

n—oo
Porém, r(y2,) = Yont1. LOgo,
lim ya,11 = 7(p2).
n—oo

Portanto, p; = 7(p2).

1
Proposicao 4.3. Se x € {—, 1) , entdo a sequéncia
66
y1 =r(1)
Ynt1 = 7(Yn)
converge.

1 1
Demonstracdo. Se x € [—, 1) ,entdoy = hy(z) € {—, 1> € crescente pela Observagao 1.3 e,
e° e

ainda, Inz < 0 e r(y) é decrescente, logo:

1 1
—l=In-=Inh (—> < Inhy(x)
e e’
= InaY
= ylhz
= 2Ylnz

< z%Inzxz <0,

para todo u > hy(z).

Definindo r%(y) = 7(r(y)) e, usando a regra da cadeia, tem-se
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() (y) =7 (r(y)) -7 (y) = 2 Png-2YIng =25 2vIn’x = r2(y)r(y) In® z.

Além disso,

/

() ()] = [FP(y)r(y) In*a]
= (P)rey) @)
= (*(y) r(y) (@) +r*(y) (' (y)) In*(2)
= 2 (y)r(y) n*(2))r(y) n* () + r*(y) (r(y) In(z) n*(z)
= r*(y)(r(y))* n*(z) + r*(y)r(y) In*(z)
= rX(y)r(y) n®(@) (¥ Inz + 1)
= 2%2YIn’*(z) (2 Inx + 1).

Como, —1 < z"Inz paray > hy(z) e Inz < 0, entdo

(r*)"(y) < 0 em (hy(z), 00).

Entretanto,
(r})'(y) = 2”2 In’r = yylnrlnz = InzYInz? = In*y = In® hy (z) < 1.

Ou seja,

0<(r*)(y) = (r*)(a(x)) < L.

E, ainda, como (%) (y) < 0, logo (y) é decrescente e, portanto

0 < (r?)(u) < (r*)(hy(x)) = In® hy(x) < 1, parau > hy(z).

Usando o Teorema do valor médio, tem-se

|72 (uy) — 2 (u2) |=| (P (c) | - | us —ug |, comuy < ¢ < uy.
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Entao,
|2 (ur) = r?(ug) |=] (%) (e) | - [un —ug [<| w1 — uy | 4.2)

para u; # up € [hi(z),00). A fungdo r*(u) possui dois pontos fixos no intervalo [hy(z), 1],
sendo estes hy(x) e ps dado pela Proposicao 4.2.
A desigualdade (4.2) implica que hq(z) = ps, com efeito se hy(z) # ps tem-se

|7 () = po| = [r*(ha(@)) = r*(p2)| < [ha(z) = po

o que nos da uma contradi¢do. Logo a sequéncia ys, y4, Y - . . converge para hq(z). Analoga-
mente, pela Proposi¢ao 4.2, tem-se que 41, ys, ¥s, . . . converge para p; = r(py) = r(hy(z)) =

hi(z). Consequentemente a sequéncia y,, converge para hy(z).

]

1
Lema 4.1. Sejam = € (O, —), p1 e po tal que lim yo, 1 = py1, lim yo, = po, 7(p2) = p1,
ee n—oo n—oo

_z 1
’I“(pl) = P2. Entdo pode-se parametrizar estes pontos por p1 = zl-z e pp = 21—z, com z €

(1, 00).

Demonstragdo. Conforme visto na Proposicdo 4.2, os valores de p; € ps, envolvidos no ciclo de

periodo 2 podem ser representados como

p2 =71(p1) = 2 ep = r(p2) = 2.

Elevando essa dltima igualdade a p,, tem-se

P1 __ .p1P2
P =2 .

Substituindo z”* = p,, tem-se

pilol — (xpl)pz — ng-

Aplicando o logaritmo nos dois lados da igualdade, tem-se

Inpl* =Inph? = p;Inp; = paInps.

Substituindo py = zp; nessa equacao, tem-se

prInpy =zpilnzpy = Inp; =zlnzp

= Inp; =z(Inz+1lnp)
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= (1—2)lnp; =zInz

Inz

z
= lnp = ]

= Ilnp = In 272

Consequentemente,

=z 1
P2 = 21 :>p2:z.zl—z :>p2:zl—z'

1
Exemplo 4.1. Para z = 2, tem-se p; =22 = 1¢P2= 27 = 5

De acordo com a Proposi¢do 4.2, ps = r(p1) = 2P e p1 = r(pa) = xP?, tem-se
Bl Bl 1\ 4
v =p =pi? = (§> — 0.0625.
Lema 4.2. De acordo com o Lema 4.1, limp; = 0 e lim py = 1 ¢, além disso, v — 0.
Z—00 Z—00

Demonstracdo. Fazendo z — oo, tem-se

e eme limoghs
pp = lim 27— = limeT-> = ez~
Z—r00 zZ—r00

|
calculando lim il

. S .00
encontra-se uma indeterminacao do tipo —.
z—oo | — 2 o0

Usando a regra de L’Hopital, tem-se

1
lim ——— =—lim(lnz+1)=—(co+1) = —oc0.

z—o0] — 2 Z—00

Logo, p1 = e > = 0, ou seja, p; — 0 quando z — oc.

E, ainda, tem-se
In 2z
1—z

. 1 . Inz lim
Py = lim 27— = limel-= = ez~
Z—00 Z—00
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Calculando lim In 2

. . - . 0
encontra-se uma 1ndeterm1naga0 do tlpO —.
z—o0o | — 2 0

Utilizando a regra de L’Hopital, tem-se

Inz ) % 1

lim
z—=o0] — 2 Z—00 — Z—00 2

Logo, py = e’ =1, ou seja, po — 1 quando z — oo.
Por outro lado,

p=12=0=2'"=2=0.
Desta maneira, p; — 0 e p, — 1 quando z — 0.

]

Corolario 4.1. De acordo com o Lema 4.1, a distdncia mdxima entre os pontos p, e po € um.

Demonstracdo. Segue do Lema 4.2 [

1
Proposicao 4.4. De acordo com o Lema 4.1, 1im p;(z) = lim py(z) = —.
z—1t z—1t e

Demonstragdo. Entdo,
: zlnz
z zlnz ]'1m+ 1—2

lim 27—z = limel-z = ez—1
z—1+ z—1t

nz

Calculando lim
z—1t1 — 2z

Usando a regra de L’Hopital, tem-se

. N .0
encontra-se uma indeterminacao do tipo 0

1
lim ——— = — lim (lnz+1) = —(0+ 1) = —1.

2—1t1 — 2 21+

1

1 . 1
Logo, p1 = e~ = —, ouseja, py — — quando z — 1.
e e

Agora, calculando p,, tem-se

Inz

. N . o lim
lim 27 = lim el = ex=17 1 — 2,
z—1t z—1+t

Calculando lim
z—=1t1 — 2z

. N .0
encontra-se uma indeterminagdo do tipo 0

Utilizando a regra de L’ Hopital, tem-se
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;1

. 1
Logo, po = ¢~ = —, ou seja, py — — quando z — 1.
e (&

Conforme ja visto na Proposicado 4.2, tem-se:
z 1
p1=z1-= epy = 27>, sendo p;(z) decrescente e py(z) crescente.

Graficos:

] 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 1 12

Figura 21 — Gréfico da equacdo paramétrica p; = 2T com z € (1,00).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12

Figura 22 — Grafico da equacgdo paramétrica p, = 2TF com z € (1, 00).

De acordo com a Proposicao 4.4, tem-se o grafico da Figura 23.

Figura 23 — Grafico das equagdes paramétricas p;(z) e pa(z).

T’

Teorema 4.1. A funcdo torre de poténcia infinita y = f(x) = z°

converge se x € [

1

1

|
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Demonstragdo. Segue das Proposi¢oes 4.1 e 4.3. 0

fd

Teorema 4.2. A fungdo torre de poténcia infinitay = f(x) = x

1
periodo 2 se x € <0, —) .
66

converge para um ciclo de

Demonstragdo. Segue da Proposi¢do 4.2. 0

A conclusio € que a funcio torre de poténcia infinita converge para a funcao definida implici-
1 1 1 . 1

tamente pela expressdo y = z¥(oux = yv )sex € {—e, ee} , assumindo valores y € [—, e} e
e e

cujos valores dos pontos fixos de r estdo na tabela a seguir:
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Tabela 3 - Intervalos de convergéncia da fungdo r(y).

Comportamento
Valores de = | Valores dos pontos fixos | Quantidade de pontos fixos
assintdtico
x> es - Sem pontos fixos Diverge para +00
) Converge para
T =eec y=e 1 ponto fixo
o ponto fixo
) Convergéncia instantanea
l<a<ee l<y<e 2 pontos fixos
para o ponto fixo
1 1 Convergéncia para o
—<z<l -<y<l1 1 ponto fixo
e e
ponto fixo(oscilando)
1 1 Convergéncia para o
T = pra Y = - 1 ponto fixo
ponto fixo(oscilando)
1 1 1 p.f. repulsor+um ciclo-2 est. Convergéncia
O0<z < — O<y<—-<ya<l
e e .
com 2 valores y; € yo para o ciclo-2
y1 — 0 1 p.f. repulsor + Convergéncia
r— 07"
Yo — 1 um ciclo-2 estavel para o ciclo-2
1 1
Dados: — ~ 0,065988 — =~ 0, 367879 ec ~ 1,4446678 e ~ 2,718281
e e
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CAPIiTULO

Parte historica e funcao de Lambert

Algumas perguntas a respeito da torre de poténcia infinita podem ser feitas.
Qual a origem dessa fun¢do? Em qual operacdo essa funcdo teve seu inicio?

Voltando no tempo pode-se chegar até os Axiomas de Peano (Giuseppe Peano-matematico
italiano 1858 — 1932). A origem da torre de poténcia infinita estd ligada, de alguma maneira, as

operacoes aritméticas baseadas nos Axiomas de Peano.
Os Axiomas de Peano sao

1. Zero é um nimero.

2. Se a € um nimero, o seu sucessor s(a) ¢ um nimero.

3. Zero nao € sucessor de nenhum nimero.

4. Se dois nimeros t€ém 0 mesmo sucessor, entao eles sao iguais.

5. Se um conjunto K contém o zero e também o sucessor de cada nimero em k£, entdo cada

ndmero estd em K

A axiomatiza¢do padrao dos nimeros naturais € chamada de Axiomas de Peano em sua home-
nagem. Por meio dos Axiomas, as operacdes: adicdo, multiplicacdo, exponenciagao e tetracao
podem ser definidas. No entanto, a Gnica operacdo existente nos Axiomas de Peano € a de suces-
sor. Porém, com essa operacao pode-se construir todas as outras: basta iterar a operacao anterior.
As operagdes definidas dessa maneira sdo chamadas de hiperoperacdes e a primeira delas € a

operacdo sucessor que, quando iterada, pode ser utilizada para definir qualquer nlimero natural.
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Capitulo 5. Parte historica e funcdo de Lambert

A tetragdo € o primeiro hiperoperador apds a exponenciagdo. Foi cunhada pelo matemaético inglés
Rubem Louis Goodstein ( 1912 — 1985) de tetra(quatro) e iteracao.

Logo, pode-se construir uma sequéncia de operagdes como mostrado no quadro abaixo:

Operacao: Definic¢ao:
Adicao n+m = s"(n)

Multiplicagdo n-m=mn-+n+._ +n} mvezes
Exponenciagao n™ =n-n-n-_-n}mvezes

Tetragao m o }

n=n m vezes
Por exemplo,
5y 22222 _ 2% _ 9216 _ 565536

Outro matemético a dar uma contribui¢do para a torre de poténcia infinita foi o suico
Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777). A tetracdo com altura infinita € utilizada conjuntamente
com a fungdo W de Lambert y = W (z) definida como a fungdo inversa de z = y - €” cuja
expressao algébrica € uma funcdo implicita. O resultado dessa funcdo pode ser encontrado pelo
LambertW no Geogebra. A funcdo W de Lambert € usada para resolver alguns tipos de equagoes

transcendentais.

Exemplo 5.1. Determine x tal que x-¢* = 2. Utilizando o Geogebra obtém-se x = LambertW (2) =
0.852606. Logo, 0.852606 - 2852696 ~ 9,

xT

Proposicao 5.1. Os pontos de convergéncia da torre de poténcia infinita y = f(x) = x

podem ser expressos como

W(—Inz)

y= —Inzx

. . T - x‘Lz =Y
Demonstracdo. De fato, como visto no capitulo 1,y = f(z) = 2® .E,entdo,y = :v{ }

b

ou seja, y = xY. Logo,

y=1aY=y=e"1% = ye VN =1,
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Multiplicando ambos os lados da igualdade por — In x , tem-se
—ylnz-e V" = —Inz.

Definindo W = —ylnze Z = —Inx,

WV =2

Porém, por definicao, isto € a funcdo W de Lambert.

Substituindo de volta W e Z, tem-se

—ylnz

—ylnx-e =—Inx.

Agora, aplicando a funcdo W de Lambert em ambos os lados da igualdade, tem-se
W(—ylnz-e¥™%) = W(—Inx)

—ylnx =W(—Inx).
W(—1Inz)

] ¢ a forma explicita da fun¢do implicita definida por y = x¥.
—Inz

Portanto, y =

Exemplo 5.2. Calcule os pontos fixos quando

1
o r=—.
4
—1
Solugdo. Usando a formula W de Lambert, y = M tem-se
—Inzx
Yo w(—In1) _ W(ln4) _ W (2in2)
—Ing In4 2ln2
Porém,
W(2In2) = W(ln2e™?) = In2.
Portanto,
2 1
YT om2 T 2
1
o r=—.
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Solugdo. Usando a formula W de Lambert, tem-se

_ W(—Ine™®) W(e)‘

—Ilnee¢ e

Porém, W(e) = W(l-¢e') = 1.

1
Portanto, y = —.
e

1

* xr =ee.
Solugdo. Usando a formula W de Lambert, tem-se
W(—Ines)  W(-1)

L=
—Inee -

’y:

Porém,

W(—é) =W(-1-e)=—1.

—1

Portanto, y = — =€

e

2

Exemplo 5.3. Andlise da Torre de poténcia infinita y = z°  para x = V2 colocada no
inicio desse trabalho. Para esse valor de x a torre de poténcia infinita converge e, utilizando a
Proposicdo 5.1 obtém-se,

Solugdo. Usando a formula W de Lambert, tem-se

w(mvg) W(B2) w(imy) w(im}
v —Inv2 N —1n23 N —%1112 N %ln% ’

Porém,

Portanto,

<

Il

Il
o= =

Il

(\]
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No restante deste capitulo serd comentado sobre a origem e a relacdo da funcdo W
de Lambert com a equagao de Euller que serd apresentada a seguir e que também pode ser

pesquisada em [2]. Por fim, seré exibida a expansiao em série de poténcias de V.

A funcdo W de Lambert teve origem no artigo “Observationes variae in mathesin pura”

publicado em 1728 pelo matemético suico Johann Heinrich Lambert.

O artigo “Observationes Analytiques”, publicado em 1772 por Lambert, estudou a equacao
trinomial z = g + 2™ e escreveu a série que expressa nao somente uma raiz da equagao, mas
também as poténcias dessa raiz. Alguns anos depois, em 1779, Leonhard Euler publicou “De
Serie Lambertina Plurimisque eius insignibus proprietaribus” em que investigou trabalhos an-
teriores de Lambert e ainda pesquisou as solucdes de outra equagdo trinomial, equivalente a
estudada por Lambert, que possui a seguinte forma,

2 — a2’ =v. (a—pB)- x*tF. (5.1

Lema 5.1. A equacdo de Lambert v = q + x™ é um caso particular da equagdo de Euler

-2 =v.(a—p)-x*th.

Demonstragcdo. A escolha dos pardmetros « = —m, 3 = —1lev - (a — ) = ¢, conduz a
11 ve-8) g
—-m -1 _ . - _
romr = q:>$m r  gmtl T pmtl
Logo,

r—x"=q=>r=q+z".
O

Nesse caso, de acordo com a referencia [3], a série utilizada para expressar a solugao da
equacdo de Euler é:

1 1
= 1+nv—|—§n(n+a—|—5)02+6n(n+a+2ﬁ)(n+2a+5)vg+

in(n +a+38)(n+ 2o+ 28)(n + 3a+ pvt + ...

Lema 5.2. Tomando o limite « — 8 — 1 na equagdo de Euler (5.1) obtém-se In x = vz.

Demonstragdo.

2 — 2’ =v-(a—p)- 2P
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Isto é,
a _ B
x T _ . goth
a—p
@, (1 — B—a
= T ( x ) - u- moz—i—ﬁ
a—p3
o, B—a 1
= GG ) = .
b— «
e tomando o limite 5 — «, obtém-se § — o — € com ¢ — 0, desta forma
¥ (xf —1
limQ = p.gote
e—0 €
€ —1
= 2%lnz = vz*®, poislim =Inz
e—0 €
=Inz = vz
Como o — 1, resulta Inz = vx. O]
Lema 5.3. Tomando o limite « —  — 1en — 0 em
n 1 2 1 3
2" = l4+nv+-nn+a+p)v°+ -n(n+a+20)(n+ 20+ v+

2 6

in(n+a+35)(n+2a+2ﬁ)(n+3a+ﬁ)v4+...

obtém-se
1 2 3
1nx—v—|——122+3—2)3+4—v4—|—
N 21 3! 41 o
Demonstragdo. Escrevendo

z" —1

n

= v+%(n—l—a—kﬁ)vQ—l—%(n+a+25)(n+2a+ﬂ)v3+

2—14(n—|—a+35)(n—|—2a—|—26)(n+30¢+5)v4+---

e tomando os limites paraaw — 1,5 — 1 en — 0, tem-se
" — 1 1 32 3

4
: . . 2 3 4
7111_>m0 - _lnx—v—l——Z!v —l——3!v —l——4!v + ...
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Observacao 5.1. De acordo com a referéncia [2], pode-se ver que In x = Z ‘771)]' e que essa

=1 7

1
série converge para |v| < —.
e

Pelos Lemas 5.2 e 5.3 pode-se escrever a solucdo da equagdo trinomial de Euler do Lema 5.1 de
duas maneiras distintas
(1) Inz = vz.

1 32 43 54 65

2
(2)lnx:v+§112+§U3+Ev4+av5+av(§+...

Logo, a solu¢do da equagao transcendental In x = vz pode ser escrita pela série

212 323 434 545 656
lnx:v~|—§v +§v +IU +§v +av + ...

Fazendo a mudanga de varidvel Inz = ¢ (z = ') tem-se que t = ve' cuja solugio é
1 32 43 54 65

o o 4 9, 9 3 x4 9 5 O g
t—lnx—v+2!v —i—3!v —|—4!v +5!v —|—6!v + ...

A equagdo t = ve' pode ser reescrita como—te ' = —u (basta multiplicar ambos os membros da

igualdade por —e"). Usando a defini¢do da funcdo W de Lambert nessa tltima equagio como

solugdo de we® = z é w = W (z), tem-se

—te ' = —v = —t =W(-v).

Ou seja,

t=—-W(—v).

Logo, tem-se a seguinte expansao em série

3 8 125 54 N Ut
—W(=v) =v+0>+ 51)3 + 504 + gvﬁ + 3”6 +...= ;1 ‘%v”.
Isto €,
3 8 125 54 =it
W(—U):—”U—UQ—503—§U4—ZU5—€’06—...:— E ‘771}]-
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Fazendo —v = z, tem-se

3 8 125 54 (=g
_ . ,2.93 O4 1895 9% N\
W(z)=2z—=% +32 3% + o0t 7 + ... E 2.

a qual representa os seis primeiros termos da expansao em série da fungcdo W de Lambert.
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Consideracoes Finais

A iteragd@o da funcdo torre de poténcia infinita f(x) = 2 permitiu que fossem
investigadas suas propriedades e algumas delas foram até inesperadas, por exemplo, o fato de
a curva exponencial com base maior do que 1 poder ter como resultado um valor finito. Pelo
fato dessa func¢do ser calculada com infinitos expoentes, que se acumulam, isso fez com que o
resultado tendesse para um valor finito ou infinito. Para desenvolver esse tema foram utilizadas
varias ferramentas matemadticas, a saber: conceito de funcao e fungao inversa, exponenciais e
logaritmos, sequéncias, pontos fixos de sequéncias recursivas, limites e derivadas e o diagrama
da “teia de aranha”. Além disso foram usadas ferramentas empiricas, como cdlculo numérico,
tabela do Excel e graficos de pacotes de software matemaético, além do recurso Geogebra. Por
fim, pode-se concluir que muitas das propriedades origindrias da Torre de poténcia infinita e sua

convergéncia (ou ndo), para valores positivos, restou demonstrada.

Em sintese, o mais relevante no estudo da func¢ao torre de poténcia infinita é que, para
um intervalo de valores positivos, ela converge e, para outros intervalos, também de valores

positivos, ela ira divergir.
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