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“Daria tudo que sei, pela metade do que ignoro.”
(René Descartes)
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Resumo

Neste trabalho, estudamos os nimeros normais e pseudoaleatérios como uma apli-
cacdo da Lei dos Grandes Ntuimeros. Para isso, primeiramente construimos toda a base
tedrica de probabilidade com o objetivo de fundamentar a Lei dos Grandes Ntumeros,
um teorema da teoria da probabilidade que estabelece, sob certas hipéteses, que a mé-
dia aritmética dos resultados observados através da realizacdo da mesma experiéncia
muitas vezes aproxima-se da esperanca da varidvel aleatéria. Em seguida, vemos que
um problema fundamental na Matematica, na Estatistica e na Computagdo é a geracdo
de ntiimeros aleatérios, que possuem diversas aplicagdes praticas, e ainda, que os me-
lhores candidatos a nimeros aleatorios sdo os nimeros absolutamente normais, mas
ainda ndo os conhecemos. Sendo assim, devemos nos contentar com ntmeros pseu-
doaleatorios, que sdo niimeros “aparentemente” aleatérios, mas que sdo gerados de
uma forma deterministica. Na sequéncia apresentamos o problema de Monty-Hall,
também conhecido popularmente como problema dos bodes, que foi proposto pela
primeira vez em um programa de auditério nos EUA. Através de simulagdes e usando
a Lei dos Grandes Numeros conseguimos conjecturar um resultado correto para esse
problema. Atividades didaticas envolvendo tais resultados também foram abordadas
e sua aplicacdo em sala de aula, com estudantes de Ensino Médio de uma escola de
Manhumirim-MG e também de graduacdo em Matemaética da UFOP, sdo descritas. Os
dados foram coletados por meio de observac¢des durante a aplicagdo da atividade e
através das respostas dadas aos questiondrios. Os resultados mostram que os estu-
dantes podem, em muitos casos, ter uma visdo intuitiva do problema que os conduza
ao erro na escolha da melhor estratégia de resolucdo. Dai percebemos que atividades
como essas podem contribuir significativamente para o processo de aprendizagem dos
estudantes.

Palavras-chave: Probabilidade; Lei dos Grandes Ntumeros; Nuimeros Normais; Nume-

ros Aleatoérios; Numeros Pseudoaleatérios; Problema de Monty-Hall.
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Abstract

In this work, we study the normal and pseudorandom numbers as an application
of the Law of Large Numbers. To do this, we first construct the entire theoretical ba-
sis of probability in order to substantiate the Law of Large Numbers, a theorem of
probability theory that establishes, under certain hypotheses, that the arithmetic mean
of the observed results after performing the same experiment many times approaches
the expectation of the random variable. Next, we see that a fundamental problem in
Mathematics, Statistics and Computing is the generation of random numbers, which
has many practical applications, and further that the best candidates for random num-
bers are the absolutely normal numbers, but we do not know them yet. Therefore, we
must be content with pseudorandom numbers, which are “apparently” random num-
bers, but which are generated in a deterministic way. Next, we present the Monty-Hall
problem, also popularly known as the goat problem, which was first proposed in a
talk show in the USA. Through simulations and using the Law of Large Numbers we
were able to conjecture a correct result for this problem. Didactic activities involving
such results have also been approached and their applications in the classroom, with
high school students from a school in Manhumirim-MG and also with undergraduate
students in Mathematics at UFODP, are described. Data were collected through obser-
vations during the application of the activity and through the answers given to the
questionnaires. The results show that students can, in several cases, have an intui-
tive view of the problem that leads them to error in choosing the best solution strategy.
Hence, we realized that activities like these can significantly contribute to the students’

learning process.

Keywords: Probability; Law of Large Numbers; Normal Numbers; Random Numbers;
Pseudorandom Numbers; Monty-Hall Problem.
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Introducao

A Teoria da Probabilidade é um ramo bastante conhecido da Matematica e que pos-
sui diversas interpreta¢des, mesmo para leigos em Matemadtica. Frequentemente, ve-
mos na televisdo noticias envolvendo probabilidades, como em assuntos relacionados
a pesquisas eleitorais, previsdo do tempo, ou mesmo em assuntos esportivos. Alguns
indicios alegam que o surgimento da teoria das probabilidades teve inicio com os jogos
de azar disseminados na Idade Média. Esse tipo de jogo é comumente praticado atra-
vés de apostas, na ocasido também era utilizado no intuito de antecipar o futuro. Na
verdade, a teoria da probabilidade ndo prevé o futuro e sim tenta obter informacdes
sobre o futuro, com certa chance de ocorrer, baseado em eventos passados. Tal teoria
se sustenta rigorosamente através dos Axiomas de Kolmogorov, que serdo vistos no
Capitulo 1. As bases da teoria das probabilidades e da anédlise combinatéria foram es-
tabelecidas por Pascal e Fermat no século XVII e aplicadas a situagdes relacionadas a
apostas em jogos. Posteriormente, Bernoulli abordou a importancia da Lei dos Gran-
des Numeros. Atualmente, a probabilidade é bastante usada também em Estatistica
[11].

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas versdes da Lei dos Grandes Nu-
meros e, como aplicagdo, veremos os niimeros normais e pseudoaleatérios. Para isso,
temos que construir toda a base tedrica anterior. Em seguida, vamos usar a geragdo de
nimeros pseudoaleatorios para simular o problema de Monty-Hall um ntimero grande
de vezes. Usando a Lei dos Grandes Ntiimeros, vamos inferir uma resposta para esse
problema. Vamos também apresentar essas aplicagdes em sala de aula para estudantes

do ensino médio e superior.

No Capitulo 1, vamos definir formalmente um espaco de probabilidade. Para isso,
em um “conjunto universo” que chamaremos de espago amostral, vamos definir o con-
junto de eventos através da o-dlgebra, e vamos precisar de uma funcado de probabili-
dade, que atribui um valor entre 0 e 1 a todo evento. Essa fungdo de probabilidade
satisfaz os axiomas de Kolmogorov e dela podemos extrair diversas propriedades. Va-
mos também definir probabilidade condicional e independéncia, além de apresentar

alguns teoremas cldssicos da probabilidade, como o Teorema da Multiplicagdo e o Te-



2 CAPITULO 0. INTRODUCAO

orema de Bayes.

No Capfitulo 2, vamos apresentar o conceito de varidveis aleatorias, que sdo fungdes
que determinam um caracteristico numérico do resultado de um experimento. Vamos
apresentar também a fungdo de distribuicdo de varidveis aleatérias (tanto discretas
quanto continuas) e suas propriedades, além dos principais modelos de distribuigao.

No Capitulo 3, definimos a esperanga e a varidncia das varidveis aleatérias. Tam-
bém introduzimos o conceito de momentos, além das desigualdades classicas de Mar-
kov e Tchebychev.

No Capitulo 4, vamos definir dois tipos de convergéncia de sequéncias de varidveis
aleatérias: convergéncia em probabilidade e convergéncia quase certa. A Lei Fraca
diz respeito a convergéncia em probabilidade e é provada usando a desigualdade de
Tchebychev com a hip6tese das varidveis aleatdrias serem nao-correlacionadas (que é
uma hipétese mais fraca que usar independéncia), enquanto a Lei Forte diz respeito
a convergéncia quase certa. Daremos duas versdes da Lei Forte, que sdo provadas
usando o Lema de Borel-Cantelli e outros resultados mais profundos, supondo que
as varidveis sdo independentes (em uma das versdes necessitamos também que elas
sejam identicamente distribuidas). A Lei Forte necessita de hip6teses mais restritivas
que a Lei Fraca.

No Capitulo 5, finalmente vamos apresentar os ntimeros normais em uma base b
e os numeros absolutamente normais, que sado fortes candidatos a nameros aleatérios.
Vamos mostrar que, embora tenham medida total (probabilidade 1), ntimeros absolu-
tamente normais sdo de certa forma desconhecidos. Por isso, o problema de geragdo
de ndmeros aleatérios é tratado somente com ntimeros pseudoaleatérios, isto €, deter-
ministicos porém se comportam como aleatérios para a maioria das aplicagdes. Além
disso, vamos apresentar o Problema de Monty-Hall e usar a Lei dos Grandes Ntimeros
juntamente com um ndmero gerado pseudo-aleatoriamente para obter uma possivel
resposta para o problema.

No Capitulo 6, exibimos dois problemas relacionados a Lei dos Grandes Nimeros
e a geracdo de numeros aleatérios, para aplicacdo em sala de aula. Aplicamos uma
atividade em relagdo a esses problemas para estudantes de ensino médio e de ensino
superior em Matemadtica. Nessa parte, tivemos a aprovagdo do projeto pela Comissao
de Etica em Pesquisa da UFOP.

No Apéndice A, apresentamos outros tipos de integral (a saber: a Integral de Le-
besgue e a de Stieltjes), suas vantagens em relacdo a Integral de Riemann e suas propri-
edades, que sdo usadas ao longo de todo o texto a partir do momento em que falamos
sobre esperanca de varidveis aleatdrias.

No Apéndice B, calculamos a integral de uma fungdo gaussiana.



Capitulo 1

Preliminares sobre Probabilidade

1.1 Defini¢ao de Probabilidade

Definic¢ao 1.1.1. Seja 2 um conjunto ndo-vazio. Uma classe A de subconjuntos de ) é cha-
mada o-algebra, quando satisfaz as sequintes propriedades

1. oA,
2. Se A € A, entido A° € A,

3. S€A1,A2,... € A, entdo U Az cAe ﬂ Az e A.
=1 =1

Exemplo 1.1.2. A, = {@,Q} é uma o-dlgebra em ) chamada de o-algebra trivial. O con-
junto das partes Ay = {A C Q} éa o-dlgebra das partes de 2.

Definicao 1.1.3. Espago amostral é o conjunto 2 sobre o qual estd definida a o-dlgebra.

Definic¢do 1.1.4. Evento é um elemento (que é um conjunto) da o-dlgebra. Todo subconjunto
A € A serd chamado evento. Por exemplo, ) é o evento certo, & o evento impossivel. Um

evento aleatério é aquele em que ndo hd como prever o resultado.

Exemplo 1.1.5. Jogar um dado honesto e observar o niimero da face voltada para cima. Temos
que o espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6} e a o-dlgebra pode ser definida como a o-dlgebra
das partes de 2. O evento elementar “sair o niimero 2”, significa o evento Ay = {2}. “Sair

niimero maior que 2”, é um evento que consiste de 4 resultados {3,4,5,6}.

Definicdo 1.1.6. A o-dlgebra de Borel, definida sobre 2 = [0, 1], é a menor o-dlgebra que
contém todos os intervalos abertos, ou seja, um elemento de B é um conjunto formado por unido
enumerdvel, intersegdo enumerdvel e diferenga de intervalos. Observemos que o complementar

de conjuntos abertos é fechado e vice-versa, com isso ndo hd perda de generalidade ao supor que

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES SOBRE PROBABILIDADE

os intervalos abertos sdo apenas intervalos. Um elemento da o-dlgebra de Borel é chamado de
boreliano.
Notagio: Bjo1) = {A C [0,1] : A boreliano} é a o-dlgebra de Borel em [0, 1].

A seguir, vamos definir probabilidade de acordo com os Axiomas de Kolmogorov.

Axioma 1.1.7. SejaP : A — R.
1. P(A) >0.
2. P(Q) =1

3. (Aditividade finita). Se Ay, ..., A,, € A sdo disjuntos 2 a 2, entdo

P (Lnj Ak> = iP(Ak).

3'. (o-aditividade). Se Ay, As, ... € A sdo disjuntos 2 a 2, entio

o (0) - Sra

E possivel provar, mas ndo o faremos, algumas relacdes entre esses axiomas. Por

exemplo:

Proposic¢ao 1.1.8. O Axioma 3" implica o Axioma 3, isto é, se P é o-aditiva, entdo é finitamente
aditiva.

Definic¢ao 1.1.9. Uma fungio P definida numa o-dlgebra A e satisfazendo os Axiomas 1, 2 e
3" chama-se uma medida de probabilidade em A ou simplesmente uma probabilidade em
A.

Definicao 1.1.10. Considere a sequéncia de conjuntos (A,),>1. Dizemos que tal sequéncia é

i) crescente se Ay C Ay C As C .... Nesse caso, definimos lim A,, = Uk21 Ay, e dizemos
que (A,,)y cresce para lim A,,. Notagdo: Ay, 1 lim A,,.

ii) decrescente se Ay D Ay D A3 D .... Nesse caso, definimos lim A,, = ﬂk21 Ay, e dizemos
que (A, )n decresce para lim A,,. Notagdo: Ay | lim A,,.

Definicdo 1.1.11. a) Se a sequéncia de niimeros reais (a,),>1 € crescente e lim a,, = a, dize-

mos que a,, cresce para a e escrevenios a, T a.

b) Sea sequéncia de niimeros reais (ay,),>1 € decrescente e lim a,, = a, dizemos que a,, decresce

para a e escrevemos an, \L a.
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Proposic¢ao 1.1.12. Dados os Axiomas 1, 2, 3, 0 Axioma 3’ é equivalente a validade da conti-
nuidade no vazio, isto é, é equivalente a validade da sequinte afirmagdo: se a sequéncia (A,),1,
onde A, € A Nn decrescer para o vazio entdo P (A,,) | 0 quando n — oco. Com isso, podem_os
concluir que uma probabilidade finitamente aditiva é uma probabilidade se, e so se, é continua
no vazio.

Dados os Axiomas de Kolmogorov e suas equivaléncias, podemos extrair diversas
propriedades.

Proposic¢ao 1.1.13 (Propriedades de probabilidade). Seja P uma probabilidade em uma
o-dlgebra A definida sobre ). Entdo, para todo A, Ay, Ay, As,--- € A, valem as seguintes
propriedades:

P1. P(A°) =1—P(A). Emparticular: P (&) =1—P (Q2) = 0.
P2. 0 <P (A)<1.

P3. Se A; C Ay entido P (A1) <P (Ay).

P4. P <L:"Jl Ai) < ‘i P (A)).

p5. P (@1 A@-) < 27’ (As).

P6. (Continuidade de probabilidade). Se A, 1 A, entdo P (A,) T P (A). Se A, | A, entdo
P (An) L P (A).

Demonstragdo. Vejamos:

P1. Segue dos Axiomas 2 e 3.

P2. Isso segue do Axioma 1 e de P1.

P3. Pela aditividade finita, P (A2) = P (A1) + P (A2 — A1) > P (4;), pelo Axioma 1.

P4. Pela aditividade finita, P (41 U A3) = P (A1) + P (A2 N AT) <P (A1) + P (Ay), por
P3,ja que A, N Af C Ay. Completa-se a prova por indugéo.

P5. Defina Bl = Ala B2 = AQ—Bl, 35 = Ad_(Bl U BQ) g 7Bn = An_(Bl U---u Bn—l)-
Temos que os B,,’s sdo disjuntos 2a 2, | B, = |J A, e B, C A,. Logo, pelo Axioma
3" epor P3 temos que P (JA,) =P (UBn) =>_P(B,) <> P(A,).
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P6. Supondo que 4, | A, ouseja, que A,.1 C A,Vne (| A, = A. Assim, P (A,) >

n>1

P (A1), por P3,e (A, —A) | @ =P (A, — A) — 0, pela continuidade no vazio.
A aditividade finita implica P (4,, — A) = P (A,) — P (A), pois A C A,. Portanto,
temos P (A,) — P (A) = 0e {P (A4,)}n>1 é decrescente, logo P (4,) | P (A).

Se A, 1 A (ouseja, A, C A,11,Vne |J A, = A), entao A | A°. Logo P (AS) |
n>1

P (A°),ouseja, 1 —P(A,) | 1 —P(A), portanto P (4,) TP (4).

Proposicdo 1.1.14. i) Se P(A,,) = 0paran € N, entdo P ( U An) =
=1
ii) Se P(A,) = 1paran € N, entdo P (ﬂ An) =1
n=1
Demonstragio. i) Pela propriedade P5, temos que

(UA><;PA)—iO—O.

n=1

ii) Como P (AS) = 0 segue que P ( fj A,i) = 0 pelo item anterior. E, como
n=1

ﬁAn:Q—GAg, temosqueP(ﬁAn> :P(Q)—P<6Ag> =1-0=1.
n=1 n=1 n=1 n=1

[l
Defini¢ao 1.1.15. Um espaco de probabilidade é um trio (X2, A, P), formado por
(a) um conjunto 2 ndo vazio;
(b) uma o-dlgebra A de subconjuntos de €);
(c) uma probabilidade P em A.

A partir de agora, a menos que explicitemos o contrario, todos os espagos de pro-
babilidade serdo dados pela tripla (€2, A, P), e os eventos serdo eventos aleatérios per-
tencentes a A.

1.2 Probabilidade Condicional e Independéncia

Nessa se¢do, vamos definir probabilidade condicional e com isso definir indepen-

déncia. Vamos apresentar também alguns resultados basicos da probabilidade.
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Definicdo 1.2.1. Se B € Ae P (B) > 0, a probabilidade condicional de A € A dado B, é
definida por
P(ANB)

P (B)

Teorema 1.2.2 (Teorema da Multiplicagdo ou Teorema da Probabilidade Composta).

P(A| B) =

Sao vilidos:
(i) P(ANB)=P(A)P(B|A) =P (B)P(A|B),VA B € A

VA, € Acomn € N.

Demonstragio. O item (i) segue da defini¢do e o item (i) segue por indugéao. N

Exemplo 1.2.3. Um lote contém 10 pegas, sendo 7 boas e 3 defeituosas. Retiramos trés pegas,
ao acaso e sem reposicdo, para inspegio. Qual a probabilidade de se obter trés pecas defeituosas?

Seja D, o evento “retirar uma pega defeituosa na i-ésima extragido”. Entdo (com D = “retirar
3 pegas defeituosas”) temos:

3 21 1
P (D) =P (DiN DN D) =P (D) P (D2 | DI)P (D5 [ DiNDa) = 1555 = 135

Teorema 1.2.4 (Teorema da Probabilidade Total). Se a sequéncia (finita ou enumerdvel) de
eventos aleatorios Ay, As, ... formar uma particio de 2, isto é, se os A,,’s forem disjuntos 2 a 2
e JA, =, entdo

P(B)=) _P(A)P(B|A,) VBeE A

Teorema 1.2.5 (Teorema de Bayes). Nas mesmas hipoteses do teorema anterior, vale

 PAYP(B A
PAAB) = payp (BT 4)

Demonstragio. Da definicdo de probabilidade condicional temos

P(A;NB)

O numerador dessa expressdo pode ser reescrito pela regra do produto, condicionado
aA,, istoé,
P(ANB)=P(BNA)=P(B|A)P(A).

Para completar a demonstragado, basta notar que

P(B)=) P(BNA)=> P(B|A)P(4)).
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Exemplo 1.2.6. Suponha que um jogador participa de um torneio de ténis onde sua probabili-
dade de vitéria é 0,3 contra metade dos jogadores (chame-os de grupo 1), 0,4 contra um quarto
do jogadores (chame-os de grupo 2) e 0,5 contra o um quarto dos jogadores restantes (chame-os
de grupo 3). O jogador disputa uma partida contra um oponente selecionado aleatoriamente.
Supondo que o jogador venceu a partida disputada, qual a probabilidade dele ter jogado contra
um adversdrio do grupo 17

Considere que A; é o evento “ter um adversdrio do grupo j”. Temos P (A1) = 0,5; P (A2)
0,25, P (As) = 0,25. Além disso, se B é o evento “vencer uma partida” entdo P (B | A;) =
0,3, P(B|As) =0,4;P(B| As) = 0,5. Usando o Teorema de Bayes, temos que

P (A1) P (B A)

P (A1 | B) = P(A)P(B| A)+P(A)P (B | Ay) +P(A3)P (B | As)

B 0,5-0,3 _0,15_04
©0,5-0,340,25-0,440,25-0,5 0,375

Ou seja, a probabilidade do jogador ter disputado uma partida contra o adversdrio do grupo 1,

dado que ele venceu a partida é de 40%.

Definicao 1.2.7. Os eventos aleatdrios A e B sdo independentes se
P(ANB)=P(A)-P(B).

Segue da defini¢do de probabilidade condicional e de independéncia que se A e B
sdo independentes com P (B) > 0 entdo P (A | B) = P (A), isto é, a probabilidade de
A ocorrer ndo depende da ocorréncia de B.

Eventos de probabilidade zero ou um sdo independentes de qualquer outro. De
fato, se P(A) = 0, entdo P(ANB) = 0pois ANB C AeP(A)-P(B) =0,logo A
e B sdo independentes VB € A. Se P(B) = 1,entio P(ANB) =P (A— (AN B°%)) =
P(A) —P(ANDB°) e como AN B° C B implica P (AN B°) < P(B°) = 0, temos
PANB) =0eP(ANB) = P(A) = P(A) - (B). Logo A e B sdo independentes
VB € A

Proposicao 1.2.8. O evento A é independente de si mesmo se, e s se, P (A) = 0 ou 1.
Demonstragido. P(A) =P (ANA)=P(A)-P(A) < P(A) =0oul. O

Proposicdo 1.2.9. Se A e B sdo independentes, entdo A e B® também sdo independentes, assim
como A®e B eainda A° e B°.
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Demonstragio. Sejam A e B independentes. Entdo P(ANB¢) = P(A—(ANB)) =
P(A)-PANB)=P(A)—-P(A)P(B)=P(A)(1-P(B)) =P (A)-P(B°.Andlogo

para os demais casos. L

Exemplo 1.2.10. Seja 2 = {1,2,3,4,5,6} o espagco amostral ao jogar um dado uma vez e seja
A sua o-dlgebra das partes. Os eventos

A = {sair um miimero primo} e B = {sair um niimero par menor que 5}

1 2 1

sdo independentes, pois P (A) = % =3 (uma vez que 2, 3, 5 sdo primos), P (B) = 5= 3
1

(uma vez que 2, 4 sio pares menores que 5) e P (AN B) = 5= P (A) - P (B) (uma vez que

2 é o tinico primo par menor que 5). Por outro lado, o evento C' = {sair um niimero par} nio é

1 1 11
independente de A, pois P (C') = 5 PANC) = 8 + 375~ P(A)-P(C).
A seguir, vamos generalizar o conceito de independéncia para mais eventos.
Definic¢ao 1.2.11. (a) Sejam I um conjunto de indices e A; eventos aleatérios, com i € 1.
Dizemos que os A;’s siio independentes 2a2se P (A;NA;) =P (A)P(A;) Vi, jel,
i # J.
(b) Sejan > 2 um inteiro. Dizemos que os eventos Ay, ..., A, sdo coletivamente indepen-

dentes (ou simplesmente independentes) se
P(A, N A, N NA;L) =P (An) P (Ay) ... P (Ai,)

Vi< <ig<- - <ip<n Vm=23,...,n.

(c) Dizemos que os eventos da familia infinita enumerdvel A;, As, ... sdo independentes se
Vn > 2, Ay, Ay, ..., A, sdo independentes, isto €, se sio independentes quando tomamos

apenas 0s n primeiros termos da sequéncia, para todo n.

(d) Seja I um conjunto (enumerdvel ou ndo) de indices com pelo menos dois elementos. Di-
zemos que os eventos A; dessa familia, com i € I, sdo independentes se toda subfamilia
finita deles é de eventos independentes, isto é, se A;,, Ai,, Aig, ..., A;,, sdo independentes
para todo subconjunto {i, ..., iy} C I com pelo menos dois elementos.

E possivel mostrar que independéncia 2 a 2 ndo implica independéncia coletiva (ver
[6, Exemplo 7]).

Proposicdo 1.2.12. Se os eventos A;, i € I, sdo independentes, entdo os eventos B;, i € I,

também sdo independentes para cada B; € {A;, A}
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Nao vamos demonstrar essa proposigdo, mas a prova pode ser encontrada em [0,
Proposicao 1.7]. A ideia é passar para o caso finito e usar a mesma ideia da Proposigao
1.2.9



Capitulo 2

Distribuicao de variaveis aleatérias

2.1 Variaveis aleatorias

De maneira informal, uma varidvel aleatéria determina um caracteristico numérico
do resultado de um experimento, isto é, é a fun¢do que “transfere” a ideia de que (2 é
um conjunto qualquer e passa a considera-lo como um conjunto de ntimeros reais.

Observagio: Por [ X < z] vamos entender o conjunto {w € ; X (w) < z}.

Definicdo 2.1.1. Uma varidvel aleatéria X é uma fungio X : Q — R tal que [X < z|é
evento aleatorio para todo x € R, isto é, X é varidvel aleatéria se [ X < z] € A, Vz € R.

A seguir veremos alguns exemplos:

Exemplo 2.1.2. Ao langar uma moeda n vezes e observar a sequéncia de caras (c) e coroas (k)
obtidas, os resultados possiveis sdo sequéncias de tamanho n de caras e coroas e podemos definir

Q={w=(w1,...,wn); w; €{c,k}, i=1,...,n}

e X (w) =mnimerode d'semw = #{i:w; =c,1 <i<n}.

Com isso, o niimero de caras obtidas nos n langamentos é um caracteristico numérico da

sequéncia de caras e coroas.

Exemplo 2.1.3. Escolher um ponto ao acaso em [0, 1], ou seja, w € [0,1]. Seja X o valor do
ponto escolhido. Entdo
Q=10,1, X (w) = w.

Exemplo 2.1.4. Escolher um ponto ao acaso no quadrado unitdrio, ou seja, escolher um par
ordenado (z,y) € [0,1] x [0,1]. Entdo Q = [0, 1] x [0, 1] e sendo a varidvel aleatéria X o valor
do produto das duas coordenadas, temos X (w) = zy, para todo w = (z,y) € Q.

11
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Definicdo 2.1.5. Seja X uma varidvel aleatéria. Definimos a func¢do de distribuigdo como
Fx(z)=P(X <z),zeR

A funcgdo de distribuicdo descreve como probabilidades sdo associadas aos valores
ou aos intervalos de valores de uma varidvel aleatéria. Ela representa a probabilidade
de uma varidvel aleatéria ser menor ou igual a um valor real x. Desta forma, podemos

definir varidveis aleatodrias através da sua fungdo de distribuicéo.

Exemplo 2.1.6. Uma populagdo de 1000 pessoas foi analisada num estudo para determinar
a efetividade de uma vacina contra a COVID-19. No estudo, as pessoas recebiam uma dose
da vacina e, apds um més, passavam por um novo teste. Caso ainda ndo tivessem completa-
mente imunizadas, recebiam outra dose da vacina. Ao fim de 5 doses todas as pessoas foram

consideradas imunizadas. Os resultados completos estdo na tabela a seguir.

Tabela 2.1: Imunizagdo por doses

Doses | Freq.
1 245
2 288
3 256
4 145
5 66

Suponha que uma pessoa dessa populagio é sorteada ao acaso. Qual serd a probabilidade dela
ter ficado imunizada ao receber até 2 doses? O que precisamos obter é a fungdo de distribuigdo
no ponto 2, ou seja, calculamos a probabilidade acumulada de ocorréncia de valores menores ou

iguais a 2. Assim,
F2)=P(X<2)=P(X=1)+P (X =2)=0,245+0,288 = 0,533.

Logo, a probabilidade da pessoa sorteada ter ficado imunizada com até duas doses é de 53, 3%.
Na sequéncia, vamos estudar propriedades da fungdo de distribuicéo.

Proposicao 2.1.7 (Propriedades). A funcdo de distribuicio F' de uma varidvel aleatéria X

tem trés propriedades bdsicas:

F1. F é ndo decrescente.
F2. F é continua a direita.

F3. 0 < F(x) <1,lim,, o F(z)=0elim, ,o F (z) = 1.
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Demonstracao.
Fl.Ser<y=[X<z]C[X<yl=F(x)=PX<z)<P(X <y =F(y).

F2. Se x, | r,entdo F (x,) | F'(z),isto é, [X <uz,| | [X <z]= F(z,) =P (X <z, |
P(X <z)=F(x).

F3. Sex — —oo,entdo [X < z] | &,eassim F (z) =P (X <z) ] 0.Se x — 400, entdo
(X <z]1Qeassim F (z) =P (X <z) 1 1. O

Uma funcdo de distribuicdo é monétona ndo-decrescente e portanto tem um nu-
mero finito ou enumeravel de pontos de descontinuidade. Além disto, todas as des-
continuidades sao do tipo salto. E possivel provar que o tamanho do salto em certo
ponto z éigual a P (X = x). De fato,

P(X::L‘):Ji_{%op(x—%<)(§x> =F(z)—F(27),
onde 2z~ denota o limite a esquerda. Dai segue que F' é continua em z se, e s6 se
P(X =uz)=0.

E possivel provar usando conceitos da Teoria da Medida que toda fungao satisfa-
zendo F'1, F2, F'3 é funcdo de distribuicdo de alguma varidvel aleatéria. Para saber
mais, veja [6, Secdo 2.1].

Cada varidvel aleatdria gera uma funcado de distribui¢do, mas uma funcédo de distri-
buicdo pode corresponder a diversas varidveis aleatdrias. Por exemplo, se X : 2 — R
é uma varidvel aleatéria continua cuja densidade é dada por uma fungdo par entdo
Fx = F_x, mas em geral X # —X.

2.2 Tipos de varidveis aleatérias

Definicdo 2.2.1 (Varidvel aleatdria discreta). Seja X uma varidvel aleatéria. Se o niimero
de valores possiveis de X for enumerdvel (finito ou infinito), dizemos que X é uma varidvel
aleatéria discreta. A funcdop (x;) =P (X =x;),i = 1,2,..., é chamada funcdo de proba-
bilidade da varidvel aleatéria X e satisfaz as sequintes condigoes:

1. p(z;) > 0 para todo i;
2 ;p(ﬂfz’) =1L

Exemplo 2.2.2. Considere que uma moeda é langada duas vezes, sendo que os possiveis resulta-

dos para cada langamento sdo cara (c) e coroa (k), assim Q2 = {cc, ck, ke, kk}. Seja X a varidvel
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aleatéria definida no espaco amostral que é igual ao niimero de coroas nos dois langamentos. A
varidvel X é discreta e sua distribuicdo de probabilidade serd dada por

p(O)=P(X=0)=P({ech) = .
p()=P(X =1) =P ({ek}) + P({he) = 1 +7 = 3,
P =P(X=2)=P({kk}) = 1

que satisfaz as condicdes da Defini¢io

Definicao 2.2.3 (Variavel aleatéria continua). Dizemos que X é uma varidvel aleatéria con-
tinua se existe uma funcgio f : R — [0, 00) denominada funcao de densidade de X tal
que

:/m ft)dt, VzeR.

Dessa forma, para quaisquer a,b € R, com a < b temos

P<G<X§b) FX /f

Com isso, concluimos que quando X é uma varidvel aleatc’)ria continua, a proba-
bilidade de ocorrer um valor especifico é zero, pois P (X = [* f(z)dz = 0. Pelo
Teorema Fundamental do Calculo, temos F% (z) = f(z ) para todo z. Alem disso,
[ f(z)dx = 1, pela definigdo e pela propriedade F3. Reciprocamente, uma fungao
g (z) > 0 é densidade de alguma variavel aleatdria se, e s se, ffooo g(z)dx =1,ja que
neste caso, a fung¢do F' definida por

é funcdo de distribuicdo, pois satisfaz F'1, F2 e F'3.

Exemplo 2.2.4. Vamos escolher ao acaso um niimero no intervalo [0, 1]. A probabilidade de
ser o niimero 0, 27 € zero, pois como visto acima, todo ponto isolado em uma varidvel aleatéria
continua tem probabilidade zero. Pela aditividade, a probabilidade de qualquer conjunto enu-
merdvel também é 0. Em particular, a probabilidade de escolher os racionais (que é enumerdvel)
éo.

Exemplo 2.2.5. Seju A = {z : =2 < x < 3} e seja X uma varidvel aleatéria tal que sua
fungdo densidade de probabilidade seja f (x) definida abaixo, com k sendo uma constante. Qual
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deve ser o valor da constante k?

k, x€ A,
flz)=
0, z¢A.
Como [ é uma fungio densidade de probabilidade ela deve satisfazer a condigdo que
00 3 1
/ f(x)dx:1:>/ bdr =k (3 - (-2) =5k =1= k=
—00 -2
0, =<0,
Exemplo 2.2.6. Seja Fx () =<z, 0<xz <1,
1, z>1.
. 1, ze(01)
Como Fx é continua, X tem densidade que é dada por f (z) = F¥ () =
0, =¢][0,1]

Proposigdo 2.2.7. Se X é varidvel aleatéria em (2, A, P), entio o evento
X eBl={weQ: X(w)eB}
é evento aleatdrio para todo boreliano B, isto é,

[X € B] € A, VB € B = g-dlgebra de Borel.

Demonstragio. A prova se da utilizando a Teoria da Medida, mas podemos intuitiva-
mente justificar a proposi¢do: recordemos que a o-algebra 3, dos borelianos, é a menor
o-algebra contendo os intervalos. Vamos, entdo, verificar a conclusdo da proposi¢ao
para um intervalo B:

(i) Se B = (—o0,b], entdo [X € B] € A pela Defini¢ao2.1.1]

(ii) Se B = (a,00), entdo B = (—00,a|’e [X € B] = [X < a]° € A, por (i). Neste caso,
P(XeB)=P(X>a)=1-P(X<a)=1-Fx(a).

(iii) Se B = (a,b], entdo [X € Bl =ja < X <] = [X < b —[X < qa] € A, por (i).
P(XeB)=P(X <b)—P(X <a)=Fx(b)— Fx(a).

(iv) Se B = (a,b), entdo B = fj (a,b—2]e[X € B] = fj (a < X <b—1] € A por (iii).
n=1 n=1

Neste caso, P (X € B) — lim Pla< X <b—2]=1lim[Fx(b—1) - Fx(a) =
Fx (b_) — Fx (CL)
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Analogamente, podemos verificar que para todo intervalo B, [X € B| € Ae P (X € B)

é determinada pela funcéo de distribui¢do F'x. O mesmo resultado vale se B = |J B;,

=1
n

onde os B; sdo intervalos disjuntos, uma vez que [X € B] = |J[X € B;]eP(X € B) =
i=1

n
> P(XeB).
i=1
Com isso, a proposi¢do vale para unides finitas de intervalos, portanto, usando o

Teorema de Extensdo de Caratheodory [2, Capitulo 9], o resultado vale na o-dlgebra
B. O

Teoricamente, para verificar se certa propriedade é valida para todo boreliano, é
suficiente verificar se é vélida para toda unido finita de intervalos e, se vale para B,,
para todo n, e B, | B ou B, T B, entdo vale para B, ou seja, se continua valida
também para limites monétonos. Enfatizamos outra implicacdo desta demonstragao:

as probabilidades P (X € B) sdo determinadas pela fun¢do de distribuicdo Fx.

Defini¢do 2.2.8. A probabilidade Px, definida na o-dlgebra de Borel por Px (B) = P (X € B),
é chamada distribuicédo de X.

Nos casos discreto e continuo, podemos descrever a distribuigdo por meio da fun-

¢do de probabilidade ou densidade, como veremos na préxima secéo.

2.3 Principais modelos de distribuicao

Nesta se¢do, vamos introduzir os principais modelos de distribuic¢do, tanto no caso
discreto quanto no caso continuo. Existem véarios outros modelos que néo serdo trata-
dos aqui mas que também sdo tdo importantes quanto os apresentados a seguir, como

o de Poisson, o modelo exponencial, o modelo gama, etc.

Defini¢ao 2.3.1 (Modelo Uniforme Discreto). Seja X uma varidvel aleatdria discreta, cujos
posstveis valores sdo representados somente por xy,xa, . ... Dizemos que X segue o modelo
Uniforme Discreto se atribui a mesma probabilidade a cada um desses valores, isto é,

P(X =z;) =P(X =x;)oup(x;) =p(z;) para todo i, j.

Aqui, vale a pena ressaltar que {x1,zs,...} deve ser finito, ndo pode ser infinito
enumeréavel. De fato, se fosse, teriamos 1 = P (2) = > p(x;) . Mas essa tltima soma é
Osep(x;) =0eéocosep(ry) > 0,0queéum absurdo. Dessa forma, seja n o nimero
de elementos em tal conjunto finto. Temos Px (B) = 1B] para todo B € A.

Usaremos a notagdo X ~ U{zy,...,x,} para indicar que X possui distribuicdo

Uniforme Discreto entre os n valores.
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Defini¢ao 2.3.2 (Modelo Uniforme Continuo). Uma varidvel aleatéria X tem distribuigdo
Uniforme Continua no intervalo B = [a, b], a < b, se sua fungio densidade de probabilidade

é dada por:
1

fla)={b-a

0, caso contrdrio.

a<x<b

Assim, a probabilidade de B é dada por
Py (B) = / f(z)dr, VBeEB.
B
Usaremos a notagio X ~ Ula,b| para indicar que X possui distribuicdo Uniforme Continua

no intervalo dado.

Definicao 2.3.3 (Modelo Normal). Dizemos que uma varidvel aleatéria continua X tem
distribui¢iio Normal com pardmetros j e o* se sua fungdo densidade é dada por
1 _@w?

flz)= 26 202, para — oo < x < 00.
oV2m

Posteriormente, vamos mostrar que j é a média (ou esperanga) de X e o? é a varidncia de
X. Para saber o valor da probabilidade de X estar em um intervalo [a, b], devemos resolver a
integral da fungio densidade em tal intervalo, ou seja,

b _ (@2
Pla< X <b) = e~ 222 dx.

oV 21

Notemos que essa integral é da forma | f V" dy, que nio possui primitiva em termos de funcdes
elementares. Mas ainda assim podemos mostrar que, no caso da integral definida em R, temos
P(—o0 < X < o0) = 1 (ver Apéndice [B). Para outros intervalos podemos usar métodos
numeéricos e obter aproximagoes.

Usaremos a notacio X ~ N (u, 0?) para indicar que X tem distribuicdo Normal com pard-

metros e o>,

Definicao 2.3.4 (Modelo binomial). Dizemos que X tem distribui¢do binomial com pari-

metros n e p, onde n é um inteiro positivoe 0 < p < 1, se

pk)=P(X =k) = <Z)pk(1—p)n_k, k=0,1,...,n.

Notagdo: X ~ b(n,p).

Esta é a distribuigdo que atribuimos, por exemplo, ao ntimero de caras obtidas em
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n lancamentos de uma moeda tendo probabilidade p de dar cara.

Definicao 2.3.5. Chamamos de ensaios de Bernoulli com pardmetro p os ensaios binomiais

cuja probabilidade de sucesso é a mesma p para todo ensaio.

Definic¢ao 2.3.6 (Modelo geométrico). Dizemos que X tem distribuicdo geométrica com
pardmetro p se sua fungdo de probabilidade é dada por

p(k)=(1—p)p, k=12

Notagio: X ~ geom (p) .

A distribui¢do geométrica indica a probabilidade de obter o primeiro sucesso em
uma sequéncia de ensaios de Bernoulli com probabilidade p de sucesso exatamente no

k-ésimo ensaio.

2.4 Vetores aleatorios

Definicao 2.4.1. (a) Denomina-se vetor aleatorio (ou varidvel aleatdria n-dimensional), um
vetor X = (X1, X, ..., X,) cujas componentes sio varidveis aleatdrias definidas no mesmo
espago de probabilidade (Q2, A, P) .

(b) A funcdo de distribuicio F = F; = Fy, . x, de um vetor aleatério X = (X1,..., X,)

-----

é dada por:
F@)=F(xy,....,2,) =P (X1 <x1,..., X, <2,), VT = (21,...,2,) € R™.

F é também chamada fungao de distribuicdo conjunta das varidveis aleatérias X, . . ., X,.

Quanto a fun¢do de distribui¢do de um vetor aleatério, podemos tragar proprieda-

des analogas aquelas da Proposicao|2.1.

Proposicdo 2.4.2. Seja F' a fungio de distribuicdo de um vetor aleatério (X1, ..., X,). Sdo

vdlidos:
F1. F (xy,...,x,) é ndo-decrescente em cada uma das varidveis.
F2. F(xy,...,x,) é continua a direita em cada uma das varidveis.

F3. Paratodoi, lim F(xy,...,z...,x,) =0e lim F(z1,...,2;...,2,) = L.

T;——00 x;——+00
Dado um intervalo (a, b e g : R* — R uma fungio qualquer, o operador diferenga é definido
por

ANopg (1, xn) =g (21,00 Tpo1,0) — g (21, ..., Tpo1,a) .
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F4. Aal,bu . ,Aaman(ﬂfl, . ,.’En) > O,V (a,wbk], ap < b]wk = 1, o, N

Essa quarta propriedade é de fundamental importancia, pois sem ela podemos en-
contrar uma fungdo que satisfaz F'1, F2 e F'3 porém apresenta probabilidade negativa
(ver [6, Exemplo 14]), ndo sendo portanto, uma funcdo de distribui¢do de nenhum ve-
tor aleatério. Essa propriedade vale para cada componente do vetor. Por outro lado,
pode-se verificar (ver [4] pardgrafo 2.5] ) que uma funcdo que satisfaz as propriedades

F1, F2, F'3 e F4 é uma funcao de distribuicdo de um vetor aleatorio.

Definicao 2.4.3. A probabilidade definida em B™ por P (X € B) é chamada distribuicdo de
X ou distribuicdo conjuntade Xy, --- , X,.
Notagio. Py (B) = P (X € B), Py éa distribuicio de X.

Proposi¢do 2.4.4. (a) Se o vetor aleatério X é discreto, entio

Py(B)= > 73(5(:@-),\1368”.

ix; EB

(b) Se X é continuo com densidade f (x1,...,2,), entdo

PX(B):P(XEB) :/---/Bf(xl,...,xn)dxl...dmn.

2.5 Independéncia de variaveis aleatdrias

Vamos lembrar da Defini¢do[1.2.11} que é equivalente a defini¢do a seguir:
Definicado 2.5.1. As varidveis aleatérias Xy, ..., X, sdo (coletivamente) independentes se

P(X1€B1, X, €By,..., X, €B,)=[[P(Xi€B),VBi€B,i=1,....n.

i=1

A seguir, vamos obter critérios de independéncia em geral e um especifico para o
caso continuo.

Proposicdo 2.5.2 (Critério de independéncia). (a) Se X, ..., X, sdo independentes, entio
FX1 77777 Xn ({23'1,. .. ,l’n) = HFXL ([Bl) ,\V/(l‘l, Ce ,Zlfn) - Rn
i=1

(b) Por outro lado, se existem fungdes F, ..., I, tais que

lim F,(z;) =1,V

x; —+00
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n

Fxyoxo (1, w) = [[ Fi (21) ¥ (2, ... ) €RY,

=1

entdo Xy, ..., X, sdo independentes e F; = Fx,, Vi=1,...,n.

Demonstragdo. (a) Supondo Xj, ..., X, independentes. Entao

(X1 S :cl,...,Xn S l’n)
=P (X € (—o0,21],..., Xy, € (—00, x,))

5
i
3
&
S
2
I
hv)

n n

=[IP (X € (~ooad) = [P (Xi <) = ] P () ¥ (.

=1 =1

(b) A prova pode ser encontrada em [6, Proposigdo 2.4.b].
O

Proposic¢ao 2.5.3 (Critério para independéncia no caso continuo). (a) Se X1, ..., X, sdo

independentes e possuem densidades fx,, ..., fx,, entdo a fungdo

n
f ) =] fx (@), (@, 20) € R,
=1
é densidade conjunta das varidveis aleatérias X, ..., X, istoé, f = fx, .. x,,-

(b) Por outro lado, se X1, ..., X, tém densidade conjunta f satisfazendo
f(xla s >xn) = Hfz (x’L) ,V(in,. e >xn) S Rna
i=1

onde f; (x) > 0Oe ffooo fi(x)dx = 1, Vi, entdo Xy, ..., X, sdo independentes e f; é a
densidade de X;, parai=1,...,n.

Demonstragio. (a) Se Xi,...,X, sdo independentes, entao

:/Oo/mfx (t). . Fx. () dby .. dt,.

Logo ], fx, é densidade conjunta de X, ..., X,,.



2.5. INDEPENDENCIA DE VARIAVEIS ALEATORIAS

(b)

Tn 1

Fx,,., Xn<x1,...,ar;n):/ / flt,. ..
S

:/ e fl(tl)

— 11/; i (t;) dt;.

21

o) dty . dty,

fo (tn)dty ... dt,

Definindo F; (z;) = ffoo fi (t;) dt;, temos, por hipoétese, lirﬂ F; (z;) = 1.
T;—>+00

A Proposigdo 2.5.2(b) implica que X, ..., X, sdo independentes e F; = F,,, logo f;

¢é densidade de X;.

]
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Capitulo 3

Esperanca e Varidncia de variaveis

aleatorias

3.1 Esperanca e suas propriedades

Definicao 3.1.1. Seja X uma varidvel aleatéria discreta, cujos valores posstveis sido x1, 3, X3, . . .
e com fungio de probabilidade dada por p(x;). A esperancga de X é definida por

E(X) = inp(mi) = me(x = ).

Este valor estd bem definido quando a soma ndo depende da ordem dos termos,

em particular quando ) |z;|p(x;) < oo, isto é, quando a série converge absolutamente.

A esperanga de X também é chamada de média de X , ou valor esperado de X, ou expec-
tancia de X. De fato, E(X) é uma média ponderada, onde os pesos sdo as probabilidades
p(x;), isto é, E(X) é uma média dos valores possiveis de X, ponderada conforme a
distribuicédo de X.

Intuitivamente, uma explicacdo desta defini¢do se encontra na interpretagdo de pro-
babilidade como limite de frequéncias relativas, ou seja, interpretando novamente X
como um caracteristico numérico do resultado de um experimento, e admitindo que
vamos repetir o experimento n vezes, independentemente, e observar os valores desse
caracteristico numérico. Nesses n experimentos, se n é grande, as observagdes toma-
rdo o valor z; com frequéncia relativa de aproximadamente p(x;), Vi, isto é, z; aparecera
mais ou menos np(x;) vezes nas n observagdes. Portanto, o valor médio observado nes-

ses n ensaios do experimento, isto é, a média aritmética dos n valores observados, sera

23
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aproximadamente igual a

Z[Iz’ -np(;)]
% = Z xzp(xz)

Este valor serd o limite quando n — oo, isto é, o valor médio obtido em n ensaios
do experimento convergird para E(X) quando n — oo. Logo, podemos dizer que
“esperamos” obter a longo prazo um valor médio E(X).

Vamos apresentar através de exemplos, os célculos da esperanga de alguns dos mo-
delos tedricos discretos que foram definidos na Segdo 2.3 do capitulo anterior.

Exemplo 3.1.2. Considere a varidvel aleatéria X com modelo Uniforme Discreto (ver Definigdo
entre os valores 1 e n. Aplicando a definicdo de esperanga matemdtica e a expressdo para
a soma dos termos de uma progressio aritmética temos

- - 1 1 +1

=1

(14+2+3+4+5+6)
6

Em particular, a esperanga ao jogar um dado honesto é =3,5.

Exemplo 3.1.3. Seja X a varidvel aleatéria com distribui¢do Binomial de pardmetros n e p,
conforme Definigio Temos

:zn:kP(X:
—;k o ,k,,p( —p)"”
—Z eI (1 —p)*

(n—1)! 1 e
:np;(n—k)!(k:—l)!pk (L=p"

Substituindo nesta iltima expressdo, k — 1 por j, obtemos

uma vez que a somatdria é igual a 1, pois corresponde a somar todas as probabilidades de uma

varidvel Binomial com pardmetros n — 1 e p.
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Exemplo 3.1.4. Lembrando que chamamos de ensaios de Bernoulli, os ensaios Binomiais cuja
probabilidade de sucesso é a mesma p para todo o ensaio. Entdo para uma varidvel aleatéria X

com distribuigdo Bernoulli de pardmetro p, temos
EX)=0x(1—-p)+1xp=np.

Em particular, no caso de uma moeda honesta, se X denota a varidvel aleatéria satisfazendo

X(c)=0eX(k)=1, temos E(X) = %

Na sequéncia vamos definir esperanca para o caso continuo.

Definicao 3.1.5. Seja X uma varidvel aleatéria qualquer e F' sua fungdo de distribuicdo. A
esperanca de X ¢é definida por

o0

E(X):/_ xdF(x),

quando a integral impropria de Riemann-Stieltjes estd bem definida. Se X tem densidade f,
entdo a integral acima pode ser reescrita, pelo item 7 do Apéndice A, como

E(X)= /OO zf(x)dzx.

Se a densidade f for integrdvel a Riemann entdo esta tltima integral também sera
de Riemann [10, Teorema 6.17]. Em outras palavras, podemos continuar a trabalhar
com a integral de Riemann no caso continuo.

No caso discreto, ja vimos que E(X) = > x;p(z;). Pelo item 6 do Apéndice A, esta
definicdo concorda com a Defini¢cdo|3.1.5 l

Vamos agora, apresentar através de exemplos, os cdlculos da esperanca de alguns

dos modelos continuos que foram definidos anteriormente.

Exemplo 3.1.6. Sendo X uma varidvel aleatéria com distribuigdo uniforme no intervalo [a, b],
ou seja, X ~ Ula,b|, entdo f(z) =
esperanga de X fica dada por

1 .
5 para a < x < be f(x) = 0 em caso contrdrio. A
—a

b1 1 22
E(X):/ $b—adI:b—a.7

Exemplo 3.1.7. Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢do normal com pardmetros e

b —a®  a+b
o 20b—a) 2

o?. A esperanga de X é dada por
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:L’—,ud_ 1
Uﬂ’y O'\/§

Fazendo a mudanca de varidveis y = dx, temos

E(X)I/_Oo(ym/?+u) \}2—61’20\/56@

[e.9]

:/Oo(ya\/_ﬂLM)%e ¥ dy

= 0\/7/ ye‘y dy + — / e_dey.
ﬂ- —0o0

A primeira integral da linha anterior vale 0 pois é uma integral de funcdo impar sobre um
intervalo simétrico. A segqunda integral vale /T pelo Apéndice[B| Logo, E(X) = p.

Definicdo 3.1.8. Se E(X) é finita, dizemos que X é integravel.
Observagoes.

(A) Nesse texto, além das esperangas finitas, vamos admitir a existéncia de esperancas
infinitas, desde que seu valor seja “bem comportado”, isto é, tome o valor 400 ou

—00.
(B) A esperanga estd bem definida se fooo zdF(x) ou f xdF(x) for finita. De fato,

oo 0 0
/ xdFx(x) :/ xdFX(x)—i-/ xdFx(x),
— 00 —00 0

-~ ~~

1 11

sendo

temos I <0, IT>0e
(i) se I e I1 sao finitas, entdo £(X) = I + 11, ou seja, X é integravel,
(ii) se I é finita e /] = +o0, entdo E(X) = 400,
(iii) se [ = —oo e I é finita, entdo F(X) = —o0,
(iv) se I = —oo e II = 400, entdo F(X) ndo estd definida.

Dessa forma, X ¢ integravel se, e s6 se, [*_|z|dFx(x) < co. Mais adiante veremos
que essa dltima integral vale E|X \

Proposi¢do 3.1.9. E(X) = [[°(1 — F(x))dz — f F(z)dx.

Demonstragdo. Vamos provar que fo rdF(x fo (1 — F(x))dz. De forma completa-
mente analoga, é possivel mostrar que f_ a;dF = — f F(x)dz. Fazendo a inte-
gracao por partes com v = x e dv = dF(x), temos du =drev = F(x),logo

Wb > 0, /0 2dF(z) = [2F(z)]} — /O Flz)dz = bF(b) /0 Fla)de - /0 (F(b) — F(x)|da.
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A ideia agora é fazer b — oo e passar o limite para dentro da integral, obtendo F(b) —
1. Feito isso, obtemos o resultado desejado. Como F(b) < 1lel — F(x) > 0, temos

/0 (P — Fla)de < /O "l = Fa)ldr, Vb > 0.

de modo que
b

im [ wdP(z) < /O “H - P@)de.

b—o0 0

Por outro lado, seja A > 0. Se b > A, entdo

/O TR () - Fo))dz > / F(b) - F(x))dz
:/0 [F(b)—l]der/O 1 — F(x))de
_A[F(b) — 1] + /0 [l — F(x))de,

e portanto
b

im [ [F(b) — F(a)ldz > /0 1~ P(a))de + lim MF(b) — 1] = /0 1 — F(x))dz.

b—o0 0

Ja que isto vale para todo A > 0, temos

00 A 00
/0 xdF(z) > lim [ [l — F(x)]de = /0 [1— F(x)]dx.

A—00 0

Corolario 3.1.10. Se X tomar somente valores nido-negativos, ou seja, X (w) > 0, Yw € €,
entdo Fx(z) =0paraxz <Oe

B(X) = /000[1 ~ Fy(2)]dz = /OOO P(X > 2)da.

Demonstragio. A prova é imediata, pois 1 — Fx(z) = P(X > x). O

Coroldrio 3.1.11. Se a varidvel aleatéria X assumir somente valores inteiros ndo-negativos,

entdo

B(X) = ip(x > n) = ip(x > ).
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Demonstragio. Pela proposi¢do temos

E(X):1—F(O)+1—F(1)+1—F(2)+---zi[l—F(n)]:iP[X>n].

Como X assume apenas valores inteiros, temos
PX>n)=PX>n+1),

logo
STPX>n) =Y PX>n+1)=) PX >n)

n=0

Coroldrio 3.1.12. Seja A € Aeseja

1 sewe€ A,
0 sew¢ A,

14(Q) =

a fungdo indicadora do evento A. Entdo E(14) = P(A).

Demonstragio. Pelo corolério anterior e, como /4 s6 assume os valores 0 e 1, segue que
E(I4) =) P(Ia>n)=P(s>0)=P(ls=1)=P(A).
n=0
O

Exemplo 3.1.13. Seja X o miimero de langamentos necessdrios até obter a primeira cara ao se
langar uma moeda independentemente vdrias vezes e p a probabilidade de obter cara em um dado
langamento. Entdo X toma apenas os valores 1,2,3,... e P(X > n) é a probabilidade de ndo
obter cara nos langamentos 1,2, ..., n—1, isto é, a probabilidade de sair coroa nos langamentos
Latén — 1, que vale (1 — p)"~*. Logo

o0 [e. 9]

BX) = YP(X Zm) = Y=t = (=) = = =

n=1 n=0

Portanto, vemos que a esperancga do tempo de espera até o primeiro sucesso em uma sequéncia
de ensaios de Bernoulli (ou seja, a esperanga do modelo geométrico) é —, onde p é a probabilidade
p

de sucesso em cada ensaio. Para uma moeda honesta, essa esperanga vale 2.
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Como |X| > 0, o Corolério3.1.10)implica que
E|X| :/ P(|X| > z)dx :/ [P(X >2)+P(X < —x)|dx
0 0
— [ 1= Fx(a) + Fx((=2) )do.
0

Vale lembrar que Fx((—z)~) é o limite da fun¢do Fx(y) quando y 1 (—z). Logo,
Fx((—z)~) = Fx(—x) quando —z é o ponto de continuidade de Fx. Porisso, F'x((—xz)~)
e F'x(—x) sdo fungdes monoétonas (decrescentes em x) iguais, exceto em um nimero fi-

nito ou enumeravel de pontos. Com isso concluimos que
oo o 0
[ et = [ Exaie= [ Fx@r
0 0 —o0
Resumindo, temos
0

E|X|:/Ooo[1—FX(a:)]dx+/ Fy(x)dz.

—0o0

Entdo, pela prova da Proposigdo

E|X|:/0°°:chX(x)—/o 2dFy ()

:/OOO |:c\dFX(a;)—_/i\xrde<x)=/_Z\w!de<x)- (3.1)

Assim provamos que E|X| = [7_|z[dFx(z), e que X é integravel se, e somente se,
E|X| < 0.

Proposicao 3.1.14 (Propriedades da Esperanca). Sejam X, Y wvaridveis aleatérias e a, b
niimeros reais. Sio vdlidos:

El. Se X = ¢, ouseja, X (w) = cVw € Q, entido E(X) = c.
E2. Se X <Y entio E(X) < E(Y), se as esperangas estido bem definidas.

E3. Linearidade.

E3.i. Se E(X) estd bem definida, entdo E(aX + b) = aE(X) + b para todo a,b € R.
Aqui estamos convencionando que 0 - co = 0.

E3ii. E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y), quando o termo a direita da igualdade tem

sentido, isto é, nio temos um caso +oo — oo.
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E4. Desigualdade de Jensen. Seja ¢ uma fungio convexa definida na reta, isto é, uma fungio
que satisfaz to(a) + (1 —t)p(b) > p(at + (1 —t)b). Se a varidvel aleatdria X é integrdvel,
entao

Ep(X) > p(E(X)).

Escreve-se: Ep(X) = E(p(X)).
Demonstragdo. E1. Como X é uma varidvel aleatéria discreta, entdao

EX)=cP(X=c¢)=c-1=c.

,entdo Y < z implica X < z, logo [Y < z] C [X < z|. Portanto,
x(z) el — Fy(z) > 1 — Fx(z). Pela Proprosic¢ao

E(Y):/Ooo(l—Fy(z))dz—/O Fy(z)dzz/ooo(l—FX(z))dz—/o Fy(2)dz = B(X).

—0o0 —00

E3. i.Sea=0,entdo E(aX +b) = E(b) =b=aFE(X) +b. Se a > 0, entdo

Fax+b(x):P(aX+b§x):P(X§x_b) — Fy (x_b>,

a a

—b

logo tomando y = obtemos

o] 0
E(aX +b) / Foxo(x))dx — / F.xyp(x)dx
0

—00

= (e () e [ ()

—b/a
=a 1—FX dy —a FX d
/_b/a< (v))dy /_Oo (v)dy
= a 1—FX dy —a FX d a 1—FX d
/0< (v))dy /m (y)dy + /b/a< (v))dy
+a y Fx(y)dy

0
:aE(X)+a/ dy = aE(X) +b.
—b/a
Analogamente, temos o caso a < 0, e E3. 1. estd provado. Para E3. ii., resta provar
E(X+Y)=EX)+ E(Y) se o termo a direita estd bem definido. Veremos mais

tarde quando considerarmos esperancas de fungdes de vetores aleatérios.
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E4. Dado z, e o ponto ¢(x() do grafico de ¢, pela convexidade, a reta L tangente ao
gréfico no ponto (zg, ¢(z)) fica abaixo da curva ¢, como na figura a seguir.

Figura 3.1: Grafico de uma fungdo convexa

Seja A de forma que y — p(z9) = AM(x — x¢) é a equagado desta reta L. Entdo
p(x) = L(x) = ¢(x0) + Az — x0), Va.
Portanto, pelas propriedades anteriores, segue que
E(p(X)) = E(L(X)) = ¢(x0) + AME(X) — x0).
Tomando-se F(X) = zg, vem E(¢(X)) > p(E(X)). O

Proposic¢ao 3.1.15 (Critério para integrabilidade). Seja X uma varidvel aleatéria qualquer.
Entdo

Y P(X|>n) <EX[<1+Y P(X]|>n),
n=1 n=1

o
e portanto X é integrdvel se, e somente se, > , P(|X| > n) < oo.
n=1
Demonstragio. Seja |z | o maior inteiro menor ou igual a z, a fungdo piso de x. Se = > 0,

entdo a varidvel aleatéria || X || assume o valor k quando k < |X| <k +1e

0 < [[X]] < X[ < [IX]) +1,
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logo, por (E2) e (E3),
0< E||X|] <E|X|<1+E[X]].

Mas pelo Corolario

E|X|] =Y PUXl =2n) =) P(X|=n),

logo
Y P(X|>n) < EIX| <1+ P(X] >n).

n=1 n=1

3.2 [Esperancas de funcdes de variaveis aleatdrias

Sejam X uma varidvel aleatéria, ¢(z) uma fungdo real mensuravel (ver Definigdo
A.1.1) eY = ¢(X). Entdo Y é uma varidvel aleatéria cuja esperanca é dada por

0

Mmz/mmm@zlﬂr4uwmw—/ Fo(y)dy,

— 00

pela Proposigdo

Teorema 3.2.1. Seja X uma varidvel aleatéria, p(x) uma fungio polinomial (que é mensurd-

vel). Entdo

Ble@) = [ viFuo®) = [ ¢)iFx(a),

onde a existéncia de uma das integrais implica a existéncia da outra e a igualdade das duas.

Demonstragio. Prova-se o caso geral com a Teoria da Medida. Mas ja provamos na
Equagao (3.1) que para ¢(x) = |z| tal resultado é valido, e podemos provar o teorema

para polindmios usando somente a integral de Riemann, baseando-nos na Proposigao

B.1.9] Mostremos que

E(X") = /xdeX(x), para k =1,2, ..
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Vamos abreviar F' = Fx e supor inicialmente % par. Entdo
E(X*) = /0 h P(X* > t)dt (pois X* > 0)
= /OOOP(X > \"/E)dtJr/OOOP(X < —V/t)dt
= /000[1 — F(3/t)]dt + /OOO F((=¥/t)7)dt (fazendot = s*)
_ /00[1 - F(s)]ksk‘lds+/ooo F((=s) Jks*ds.
0

Observe que F((—s)~) e F(—s) sdo iguais exceto em um nimero enumeravel de
pontos, assim podemos desconsiderar o segundo sinal negativo. Fazendo v = —s na

segunda integral, temos

E(X*) = /00[1 — F(s)]ks"ds — /0 F(u)ku*du. (3.2)

—0o0

Por outro lado, de forma similar a prova da Proposigao é possivel mostrar que

[ dtare) = [To-rart - | " Flayiet

o0 —00

=k {/000[1 — F(2)]z" da — /(; F(x)xk_ld:v} :

Logo E(X*) = [a*dFx(x) para k par. Para k impar, a prova é analoga. Para ¢ po-
lindmio em geral, o resultado segue pela linearidade da esperanca e da integral de
Stieltjes. O

Vamos diferenciar os casos discreto e continuo do teorema anterior.
Caso discreto. Se X tiver fungdo de probabilidade p(z;), entao

E(p(X)) = Zs@(x)p(fvi)-

Caso continuo. Se X tiver densidade f(z), entdao

De forma mais geral, é possivel afirmar o seguinte:

Teorema 3.2.2. Seja X = (X4,...,X,) um vetor aleatério e p : R® — R, B-mensurdvel.
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Entdo

Rn

onde a iiltima integral é uma integral n-dimensional de Stieltjes, assim como a peniiltima.

Corolério 3.2.3. E(X*) =k {fooo[l — F(z)]e* Yo — [°_ F(a kfldx},pamk =1,2,....
Essa é a formula (3.2).

1
Exemplo 3.2.4. Suponha que X ~ U[0,1] e Y = min (X, 5) .Entdo Y = ¢(X), onde

5
=
S
-~
3
VRS
“E%

| —
N—
Il

V%%

W

9

&

A\
NI—= N

Usando o Teorema e o item e) do Apéndice A.2, seque que a esperanga de Y vale

B = [t = [ ofxie = [ o

1/2 1 1 1 3
:/ xder/ Lpp=t 1.3

O teorema anterior nos auxilia na defini¢do de momentos a seguir:

Defini¢do 3.2.5. Seja X uma varidvel aleatéria. O valor E(X — b)*, se existe, é chamado
k-ésimo momento de X em tornode b, parab € R, k € 7.

O k-ésimo momento em torno de zero, E(X ’“), é chamado de k-ésimo momento de X ou
momento de ordem k de X.

Se X é integrdvel, entdo o k-ésimo momento em torno da média, E(X — E(X))*, se chama
k-ésimo momento central de X.

Notemos que o primeiro momento é a esperanca e o primeiro momento central é
nulo, pois E(X — E(X)) = 0.

Definicao 3.2.6. O sequndo momento central é chamado variancia de X .
Notagdo. Var(X)

Da defini¢do anterior, segue que

Var(X) = E(X — BE(X))? = B(X? - 2XE(X) + (E(X))?
(X?) = 2B(X)B(X) + (E(X))?
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Além disso, se X = ¢, entdo Var(X) = 0, pois sendo E(X) = ¢, temos Var(X) =
E(X —¢)* = FE(0) = 0.

Se a,b € R entdo temos Var(X +b) = Var(X) e Var(aX + b) = a*Var(X), pois
sendo E(aX +b) = aE(X) + b, temos que Var(aX +b) = E(aX +b—aFE(X) —)* =
E(a*(X — E(X))?) = a*Var(X).

Definicado 3.2.7. A raiz quadrada da varidncia é chamada de desvio-padrdo de X, ou seja,

ox =/ Var(X).

A ideia do desvio-padrdo é manter a mesma unidade da varidvel aleatéria. Por
exemplo, se X denota uma variavel aleatéria medida em metros (m), entdo Var(X)

terd a unidade em m?, e assim oy terd a unidade em m.
Definigdo 3.2.8. Seja t > 0. Definimos E(|X|") como o t-ésimo momento absoluto de X.

Da defini¢ao anterior, segue que momentos absolutos possuem a seguinte proprie-
dade:

Proposicao 3.2.9. Sejam X uma varidvel aleatéria et > 0. A fungdo
(1) = EVX]'

é ndo decrescente em t. Notagdo: EV!| X |' = [E(| X|)]"/*.

Demonstragiio. Sejam 0 < s < t. Temos que a funcdo ¢(y) = |y|'/* é convexa, pois
t/s > 1.Se Y é integravel, a desigualdade de Jensen (Proposicdo EI (E4)) implica que

E(Y]"7*) > [E(Y)]".
Tomando Y = |X|°: segue que se | X|° é integrdvel, entdo
E(X|) > BV X,
isto ¢, VY| X|! > EY/*| X|°.
Se | X|* ndo é integrével, entdo | X|" também ndo o é, pois s < ¢ implica |X|* <
1 +|X|" e, portanto
E(|X]°) = 400 = 400 < 1 + E(|X|") = E(|X[") = <.
De qualquer forma, segue que

EY*|X|* < EV|X|' para 0 < s < t.
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]

Corolério 3.2.10. Se E(|X|") é finita para algum 0 < t < oo, entdo E(|X|*) é finito para todo
stal que 0 < s < t.

Corolério 3.2.11. Se X e Y sio varidveis aleatorias em (L2, A, P) tais que E(|X|') < oo e
E(JY|') < 0o, entdo E(|X + Y|") < o0
Demonstragio. Pela desigualdade triangular, | X + Y| < |X| + Y| < 2max(|X|, [Y]).

Portanto,
X 4+ Y] < 2'max(| X[, [Y]") < 2/(| X[+ [Y]"),

logo
E(X +Y[) < 2Y(E(IX]) + E(YT))-

]

Exemplo 3.2.12. Se F(X?) < oo entiio X ¢é integrdvel. Além disso, se o k-ésimo momento é
finito, entdo todos os momentos de ordem menor que k também sdo finitos.

Proposic¢ao 3.2.13 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatéria ndo-negativa.

Para todo \ > 0, vale que

PX >N < = (X).

>

Demonstragdo. Pelo Corolario temos que

%s) A 00

/PX>$ :/PX>xdx+/77X>x

[e=]
o
>

uma vez que P(X > z) > P(X > ) para z no intervalo [0, A\]. O resultado segue
dividindo ambos os lados por A. O

Proposicao 3.2.14 (Desigualdade de Tchebychev). Se X é integrdvel, entdo para todo A > 0

temos
Var(X)

\2
Demonstragio. Pela Desigualdade de Markov, como (X — F(X))? é uma variavel alea-

PIX-EX)zA) <

toria ndo-negativa, temos

Var(X)
A2

P(X - B(X)] 2 \) = P((X — E(X))’ 2 ) < S E(X — E(X))? =

1
A2
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Proposic¢ao 3.2.15 (Desigualdade de Markov generalizada). Seja X uma varidvel aleatéria
qualquer. Entdo para todo t > 0,

BIXT*

Py

PX| > ) < , VA > 0.

Demonstracio. Sendo |X| uma varidvel aleatéria ndo-negativa, usamos o mesmo argu-

mento da demonstracdo da proposicdo anterior. O

E importante salientar que se X é integravel entdo sua média y minimiza o segundo
momento E(X — ¢)?, c € R,isto§,

Var(X) = B(X — p)? = min E(X — ¢)*.

ceR

Definicao 3.2.16. Uma mediana de uma varidvel aleatéria X é um valor m que satisfaz

mxzmz%emxgmz

DN | —

Da definicdo, segue que se m é mediana de X, entdo m minimiza E|X — ¢|, ¢ € R,
isto ¢,
E|X —m|=min E|X — ¢|.
ceR

Agora ja temos todas as ferramentas necessarias para a demonstra¢do da lineari-
dade da esperanga (propriedade (E3)). Necessitamos provar que E(X +Y) = E(X) +

E(Y'), supondo que o termo a direita seja bem-definido. Por isso, sejam ¢(z,y) =
4y, o1(z,y) =z, p2(z,y) = y. Pelo Teorema3.2.1]

BOY+Y) = Bo(x.Y) = [ [+ p)iFiy(ay)
Pela linearidade da integral multipla de Stieltjes, obtemos
E(X+Y) = //xdFX,y(x,y)+//deX,y(x,y) =Fp1(X,Y)+Ep(X,Y) = E(X)+E(Y).

Proposicao 3.2.17. Se X1, ..., X, sdo varidveis aleatorias independentes e integrdveis, entio
[ X; éintegriavel e E(X 1 Xy ...X,,) = [[ E(X)).
=1 =1

Demonstragio. Vamos provar o caso n = 2 e o restante segue por indug¢do, uma vez que
E(X;...X,1X,)serd iguala E(X; ... X,_1)E(X,). Seja p(z,y) = xy. A independén-
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ciade X e Y implica

Il
—
)

QL
Qj
Neg
QL
Qj
S
Il
— Z
&
=
=
QL
<

]

E importante ressaltar que F(XY) = E(X)-E(Y) nao implica X e Y independentes,

como vemos no seguinte exemplo.

Exemplo 3.2.18. Sejam X e Y wvaridveis aleatérias tomando os valores —1,0,1, com distri-
buigdo uniforme nos pontos (—1,—1),(—1,1),(1,—1),(1,1) e (0,0), isto é, a probabilidade de

cada um desses pontos é = A fungdo de probabilidade é a da sequinte tabela.

X
—1]0 | 1

Y
~1 /51 0 |1/5
0 0 [1/5]| 0
1/51 0 |1/5

Tabela 3.1: Distribui¢do conjunta

Entdo,

E(X):(—1)-§+0-%+1-§:0:E(Y),

1
E(XY) = Jp(e,7) ==-(1-1-1+140)=0.
(XY) ;wp(w)  ( +140)
Portanto, E(XY) = E(X) - E(Y), mas X e Y ndo sdo independentes. De fato, temos, por
exemplo,
1

P(X=0,Y =0)=p(0,0) = = # 5

O] =
ot
] =

Definigao 3.2.19. Sejam X eY varidveis aleatdrias integrdveis. A covariancia entre X eY é
definida por
Cou(X,Y) = B[(X — E(X))(Y - E(Y))],

se esta esperanga existe.
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Pela linearidade da esperanca, temos
Cou(X,Y) = E(XY —YE(X) - XE(Y) + E(X)-E(Y)) = E(XY) — E(X) - E(Y),

o que implica que a covaridncia entre duas varidveis integrdveis existe se, e somente

se, existe a esperanca E(XY).
Definigdo 3.2.20. Se Cov(X,Y') = 0, dizemos que X e Y sdo nao-correlacionadas.

Se X e Y sdo independentes e integraveis, entdo sdo ndo-correlacionadas, pois neste

caso E(XY) = E(X) - E(Y) pela Proposigao Pelo Exemplo covariancia
zero ndo necessariamente implica independéncia.

Proposicdo 3.2.21. Sejam X, ..., X,, varidveis aleatdrias integrdveis tais que Cov(X;, X;) =
0 para i # j. Entdo
Var(Xy 4+ X,) = Y _VarX,.
=1

Demonstragdio.

Var(X1+...+Xn):E(X1_|_..._|_Xn_E<X1+,__+Xn))2
— E((X1 — E(X))+ -+ (X, — E(X,)))?

n

=E|) (X — E(X;)” +2) (X, — BE(X))(X; — E(X}))

i=1 i<j

= zn: VarX; + 2 Z COU(Xi’ Xj)

=7 1<j

= i VarX;.
i=1

Corolario 3.2.22. Se X1, ..., X,, sdo independentes e integrdveis, entdo

Var(X;+---+ X,) = Z VarX;.
i=1
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Capitulo 4

A Lei dos Grandes Numeros

Consideremos certo experimento basico, com a varidvel aleatéria X representando
o valor de um caracteristico numérico do resultado. Pensemos na realizacdo deste
experimento n vezes, onde n é um nimero grande, de tal maneira que as realiza¢des
sejam independentes. Suponhamos que depois de cada realizacdo do experimento
registre-se o valor de X; este serd o valor observado. Informalmente, os n observados
formam “uma amostra aleatdria da varidvel aleatéria X”. A Lei dos Grandes Nimeros
afirma que a média aritmética dos n valores observados é aproximadamente igual a
E(X) quando n é grande; de fato, ela afirma que esta média aritmética das observacdes
converge, em certo sentido, para média £ (X ), quando n — oc.

Um experimento composto consiste em realizar o experimento basico, de forma suces-
siva e independente, n vezes. Assim, um resultado possivel do experimento composto
é uma sequéncia de n resultados possiveis do experimento basico. Portanto, se €2 é o
espago amostral do experimento bésico, entdo o espaco amostral para o experimento

composto é o conjunto de sequéncias de comprimento n de elementos de €, isto é,
n . ) —
Q, =90 ={(w1,...,wn); wi € Qo, i =1,...,n}.

Na verdade, estamos interessados em passar o limite no espago €2, quando n — oo
para aplicar a convergéncia afirmada pela Lei dos Grandes Ntimeros. Por isso, o es-
paco amostral do experimento composto que vamos considerar consiste nas sequén-

cias infinitas de elementos de 2, isto é,
Q:{(WI,WQ,...); w; € o, i:1,2,...}290X90X :ng

Aqui, (2, é o resultado das n primeiras realizagdes do experimento basico. E importante
registrar o resultado do n-ésimo experimento basico. Para isso, sendo w = (wq,ws, .. .),

os valores observados serdo X (w;), X (wz), .... Assim, é conveniente representar por

41
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X,, o valor observado do n-ésimo ensaio, isto é, X,, é funcdo do resultado w do experi-
mento global, com
Xp(w) = X(wp),

e no decorrer do experimento serdo registrados os valores das varidveis aleatdrias
X1, X,,.... Como estamos tratando de repeticoes do mesmo experimento, segue que
) )
X, tem a mesma distribuicdo de X. Além disso, as varidveis aleatérias X,, sdo inde-
pendentes, e portanto a sequéncia X, Xs,... é formada por varidveis aleatérias inde-
pendentes e identicamente distribuidas. Se X, é integravel, entdo todas elas o sdo, e
E(X,) = E(X,) para todo n. Neste caso, temos a seguinte versdo da Lei dos Grandes
Ntmeros: Se X, Xy, ... sdo independentes, identicamente distribuidas e integraveis,

entao
X1+ 4+ X,

n

— E(Xy).

A seguir, vamos definir o tipo de convergéncia a ser considerado. Sejam Y, Y;,Y5, . ..

variaveis aleatérias definidas em um mesmo espago de probabilidade (€2, A, P).

Definicao 4.0.1. Y, converge para Y em probabilidade se para todo € > 0,
P(Y,—-Y|>¢€) — 0 quando n — oo.

Notagdo. Y, 5y,

Definicao 4.0.2. Y, converge para Y quase certamente se
P(Y, =Y quandon — oo) =1,

isto é, se 0 evento Ay = {w; Y, (w) — Y (w)} tem probabilidade 1.
Notacio. Y,, 25 Y.

Costuma-se dizer que Y, (w) converge para Y (w) para “quase todo” w. Interpre-
tando w € 2 como um resultado possivel de um experimento, a sequéncia Y,,(w) con-
verge para Y (w) para quase todo w quando Y;, & V.

Por outro lado, convergéncia em probabilidade apenas afirma que para valores
grandes de n as varidveis Y,, e Y sdo aproximadamente iguais com probabilidade bem
alta. Convergéncia em probabilidade é mais fraca que convergéncia quase certa, em
vista da proposicdo e do exemplo a seguir.

Proposicdo 4.0.3. Se Y, 25 Y, entdo Y, 5> Y.

Demonstracdo. Suponha que Y, % Y e seja ¢ > 0. Vamos provar que

P(Y,—-Y]|>¢€) —0.
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Seja Ay = {w; Yn(w) — Y(w)}, onde P(Ay) = 1. Para todo w € Ay, |Y,(w) — Y (w)| < €
para todo n suficientemente grande. Seja A,, 0 evento “para todo k > n, |V, — Y| <¢€”,
isto é,

A= (Ve =Y <e).

k=n

Sew € Ay, entdo w € A,, para algum n. Além disso, temos A,, C A,1, logo

%cUM:mww

n—00
n>1

Portanto, 1 = P(A4y) < P(lJ A.) e, por continuidade de probabilidade, P(4,) T 1.

n>1
Mas A, C [|Y, = Y| <¢€,logoP(|Y,—Y|<e) > 1eP(|Y,-Y|>¢)=1-P(]Y,-Y| <
€) — 0. O
A reciproca da proposigdo anterior ndo é necessariamente verdadeira.

Exemplo 4.0.4. Seja X ~ U|0, 1]. Consideremos os sequintes intervalos:

L=1[0,1], I, =[0,1/2], I; = [1/2,1), I, = [0,1/4), ..., I = [3/4,1], Iy = [0, 1/8], ...

istoé, param =0,1,2,... ei =0,1,...,2™ — 1, temos
1 141

_[mi: -, .

e

Entdio 0s 2™ intervalos de comprimento 5= cobrem o intervalo [0, 1], ao mesmo tempo que seu
comprimento fica cada vez menor.

Seja 'Y, o indicador do evento [ X € I,,], ou seja,

lse X €1,
Ose X ¢ I,.

Afirmamos que a sequéncia Y1,Y5, ... converge em probabilidade para a varidvel aleatéria
constante Y = 0. De fato, seja 0 < € < 1. Temos

P(Y,— 0> ¢) =P(Y, = 1) = P(X € L),

e esta probabilidade, que é igual ao comprimento de I,,, converge para zero quando n — oo. Se
€ > 1, é imposstvel que |Y,, — 0| > ¢, logo P(|Y,, — 0] > €) = P(0) = 0.
Afirmamos agora que Y, nio converge quase certamente para zero. De fato, ndo converge

em ponto algum, pois qualquer que seja o valor de X, este valor pertence a um ou dois dos 2"
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intervalos de comprimento -, para todo n. Logo, se w € €, Y, (w) assume o valor 1 para um
niimero infinito de n's, assim como assume o valor 0 também para um niimero infinito de n's e

isso implica que para cada w € Q, Y, (w) ndo converge.

Agora estamos aptos a formular a Lei dos Grandes Numeros de uma maneira mais
formal, separando em duas classes de lei: fraca e forte, de acordo com o tipo de con-

vergéncia.

Definicido 4.0.5. Sejam X, Xs,... varidveis aleatérias integrdveis em (2, A, P), e sejam
S1,S9, ... as somas parciais, definidas por S,, = X1 + --- + X,,. Observamos que Sy, Sa, . . .
também sdo varidveis aleatérias em (2, A, P).

Dizemos que X1, X, ... satisfazem a Lei Fraca dos Grandes Ntumeros se
S, — E(S,
S = E(Sa) P
n

ou equivalentemente, se para todo € > 0, vale

P(’X1+---+Xn—(E(X1)+---+E(Xn))‘Ze) o,

n

Dizemos que X1, Xs, . .. satisfazem a Lei Forte dos Grandes Ntumeros se
Sp — E(S,) 4
Sn = BSh) ae, 0,
n

ou equivalentemente, se

(X1 = B(X,)) + (X = B(Xp)) + -+ (Xo = B(X))

n

Pela Proposigao se a sequéncia Xy, Xo, ... satisfaz a Lei Forte, entdo satisfaz
a Lei Fraca, mas a reciproca nio é necessariamente verdade pelo Exemplo Com
isso, a Lei Forte é realmente mais “forte”.

Intuitivamente, este conceito mais geral da Lei dos Grandes Ntimeros pode ser ex-
presso assim: uma sequéncia de varidveis aleatorias satisfaz a Lei dos Grandes Ntme-

ros se, quando n é grande, a média aritmética dos primeiros n observados é aproxima-

. N L 1. . P . n , .
damente igual 8 média aritmética das suas esperancas, ou seja, — é aproximadamente
n

igual a E(:") _EX) A E<X")

n
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4.1 A Lei Fraca dos Grandes Numeros

Teorema 4.1.1 (Lei Fraca de Tchebychev). Sejam X, X, ... varidveis aleatdrias ndo corre-
lacionadas com varidncias finitas e uniformemente limitadas (isto é, existe c finito tal que para
todo n, Var(X,) < c). Entdo Xy, Xs, ... satisfazem a Lei Fraca dos Grandes Niimeros:

n

Demonstragdo. Seja € > 0. Queremos mostrar que
Sn — E(Sy,
P(M 26) — 0 quando n — oo.
n

Pela Proposicdo [3.2.21} temos Var(S,) = Var(X; + -+ + X,,) = >0 Var(X;) < nc.
Pela desigualdade de Tchebychev temos
Var(S,) < C

P(‘Sn — E(Sn)| > en) < 22 < % — 0.
]

Corolario 4.1.2 (Lei Fraca de Bernoulli). Consideremos uma sequéncia de ensaios binomiais
independentes, tendo a mesma probabilidade p de “sucesso” em cada ensaio. Se S,, é o niimero
de sucessos nos primeiros n ensaios, entio

S

P
— =
n

Demonstragdo. Seja

1 se 0 n-ésimo ensaio é sucesso,

0 se o n-ésimo ensaio é fracasso,

onde P(X,, = 1) = pe P(X, = 0) = 1 — p. Entdo X;, Xs,... sdo independentes,
identicamente distribuidas e integraveis, com média p = p. Como Var(X,) = p(1 — p)

é uniformemente limitada, a Lei Fraca de Tchebychev implica que

Sn—npﬂ>
n

0.

ou, equivalentemente,
Sn

P
— = p.
n



46 CAPITULO 4. A LEI DOS GRANDES NUMEROS

4.2 O Lema de Borel-Cantelli

Vamos apresentar agora o Lema de Borel-Cantelli, que serd uma pega importante
na prova da Lei Forte. Mas antes, precisamos definir os limites superior e inferior de

uma sequéncia de eventos.

Definicao 4.2.1. Seja Ay, As, ... uma sequéncia de eventos. O limite superior da sequéncia
é definido por
limsup A,, = ﬂ U Ay;

n—o0 n=1k=n

o limite inferior é definido por

ligglfAn = D ﬁ Ap.

n=1k=n

Por conveniéncia, vamos abreviar a notagdo como lim sup A,, e liminf A,,.

Intuitivamente, temos que o evento limsup A, é o evento “ocorréncia de um nu-
mero infinito dos A4,,”, ou seja, ocorre A,, para infinitos n's. O evento lim inf A, também
tem uma interpretacdo intuitiva, é o evento “ocorréncia de A,, para todo n suficiente-
mente grande”.

Como a ocorréncia de A,, para todo n suficientemente grande implica que A,, ocorre
infinitas vezes, temos lim inf 4,, C limsup 4,,. E comum definir o limite de A4,,, lim A4,,,
como liminf A,, se liminf A,, = limsup A,,.

Por vezes, vamos denotar lim sup A,, = [A,, infinitas vezes].

Proposicao 4.2.2 (Lema de Borel-Cantelli). Considere a sequéncia de eventos Ay, As, ...
definida em (Q, A, P).

(a) Se i P(A,) < oo, entdo P (A, infinitas vezes) = 0.

n=1

(b) Se i P(A,) = oo, e 0s A, sdo independentes, entdo P(A,, infinitas vezes) = 1.
n=1

O item (b) pode ndo ser verdadeiro se a hipdtese de independéncia for removida.
Por exemplo, seja A, = A para todo n, onde 0 < P(A) < 1. Entdo ) P(A,) = oo, mas
o evento [A,, infinitas vezes| = A e P(A,, infinitas vezes) = P(A) < 1.

Demonstragio. (a) Se Y P(A,) < oo, entdo i P(A;) — 0 quando n — oo. Mas
k=n
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[A,, infinitas vezes| C |J A para todo n, logo

k=n

P (A, infinitas vezes) < P <U Ak> < Z P(Ax) — 0.

k=n k=n

Portanto, P(A,, infinitas vezes) = 0.

(b) Basta provar que P ( U Ak) = 1 Vn pois [4, infinitasvezes] = (] |J Ax e a
k=n n=1n=k
intersecdo de um nimero enumeréavel de eventos de probabilidade um, é também
n+m

de probabilidade um. Seja B,, = |J A;. Entdo B, O |J A paratodom, e
k=n k=n

n+m ¢ n+m
Bt C (U Ak> = (] 45
k=n k=n
Aplicando a probabilidade na expressdo anterior, obtemos para todo m,

L= P(B,) =P(B;) <P (ﬂ A;) = [I P =TT - P

k=n k=n

Figura 4.1: Gréfico das fungdes f(z) =1 -z eg(z) =e™*

Pelo gréfico, temos 1 —p < e™? para0 < p < 1, logo

pas {-"E Paan}
1-P(B,) < H e P =l =S — 0
k=n
n+m
quando m — oo, pois Y P(Ax) = 400 quando m — oo. Logo P(B,) = 1 Vn, como
k=n

queriamos demonstrar. O
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Coroldrio 4.2.3. Consideremos uma sequéncia de ensaios binomiais independentes com proba-

bilidade p,, de sucesso no n-ésimo ensaio. Seja

1 se 0 n-ésimo ensaio é sucesso
X, =
0 se é fracasso.

Entdo, vale o seguinte:

1. Se > pp = +oo,entioP | > X, :oo) =1.
n=1 n=1

2. 5> pn < +oo,entdo73( X, < oo) = 1.
n=1 n=1

Em outras palavras,

E P < 00 = um niimero finito de sucessos, quase certamente

E pn = 00 = um nimero infinito de sucessos, quase certamente.

Demonstragio. Seja A,, = [X,, = 1]. Entdo P(A,) = p, e os A, sdo independentes. Pelo

Lema de Borel-Cantelli,

Z pn < 00 = P(A, infinitas vezes) = 0 (item (a))
Z pn = 00 = P(A, infinitas vezes) = 1 (item (b)).

Mas [A,, infinitas vezes|® = “apenas um numero finito de sucessos entre todos os
ensaios”. Portanto,
[A,, infinitas vezes| = [ E X, = oo} ,

[A,, infinitas vezes|® = [Z X, < oo} :

]

Exemplo 4.2.4. Ao colocar um macaco diante de um computador, é razodvel supor que haja
uma probabilidade positiva, embora muito pequena, dele digitar as obras completas de Shakes-
peare sem erro. Vamos chamar o primeiro ensaio de sucesso se ele realizar essa facanha, e de
fracasso quando ele comete o primeiro erro. No final do primeiro ensaio, que provavelmente
chegard logo, vamos alimentd-lo ou levd-lo para dar uma volta (para garantir a independén-
cia dos ensaios) e comegar o segundo ensaio. O processo segue assim sucessivamente. Como
Pn = p > 0 para todo n, temos y p, = oc. Pelo coroldrio anterior, hd probabilidade 1 dele

escrever as obras completas de Shakespeare um niimero infinito de vezes.
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Exemplo 4.2.5. O exemplo anterior pode ser adaptado para loterias. Se jogarmos na loteria com
uma frequéncia determinada (ndo necessariamente os mesmos niimeros), com probabilidade 1
vamos ganhar infinitas vezes. O grande problema é o tempo que isso vai levar. Provavelmente,
seguindo esse processo, pode ser que a primeira vez que ganharmos jd teriamos morrido ou fa-
lido, pois levariamos milhares ou milhdes de anos ou teriamos gastado todo o dinheiro disponivel

no mundo.

4.3 A Lei Forte dos Grandes Numeros

Proposicao 4.3.1 (Desigualdade de Kolmogorov). Sejam X;, ..., X, varidveis aleatérias
independentes tais que E(X) =0e Var(Xy) < oo, k=1,...,n,esejam S, = X1+ - -+ X,
e A > 0. E vdlida a sequinte desigualdade:

1<k<n

1 1 <
P (max |Sk| > )\) < ﬁVar(Sn) = ZVCLT(Xk).
k=1

Demonstragdo. Seja A = [max S; > A\?], e sejam

Al = [512 > )\2]7
Ay = [S7 < A%, 85 > N7,

A =187 <X\ .., Si, <A SF> )\, para2 <k <n,

n

de forma que A = |J Ay e 0s Ay sdo dois a dois disjuntos. Intuitivamente, A; é o
k=1

evento que indica que a primeira vez que S; > \* ocorre para j = k. Dessa forma,

temos [4 = ) I4,,logo
k=1

Sp >S4 =) Sils, = E(S)) > E(S24,). (4.1)

k=1 k=1

Além disso,
S2=(Sn— Sk +Sk)? = (Sn — Sk)? + Sp +2(S, — Sk)Sk = Sp + 2(S, — Sk) Sk
Multiplicando por I, e tomando a esperanca na desigualdade acima, temos que

E(S214,) > E(Sila,) +2E((Sp — Sk)Skla,).
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Notemos que Si14, s6 depende de X, ..., X}, enquanto S,, — S = X1 +--- + X,
depende de Xj.1,...,X,, logo Sils, e S, — S sdo independentes. Pela Proposicdo
segue que E((S, — Sk)Skla,) = E(S, — Sk)E(Skla,) = 0 pois E(S,) = E(S}).
Como 57 > A? em Ay, e usando o Corolério3.1.12]segue que

E(S214,) > E(Si1a,) > E(N1a,) = N E(14,) = N*P(A).
Pela desigualdade em (#.I), obtemos pela aditividade da probabilidade que
B(S!) = Y NP(A) = XP(A),
k=1
de onde segue a proposigao. O

Teorema 4.3.2 (Primeira Lei Forte de Kolmogorov). Sejam X, Xs, ... varidveis aleatdrias
independentes e integrdveis, e suponha que

= Var(X,)

E — Y < +o0.
n

n=1

Entdo os X,, satisfazem a Lei Forte dos Grandes Niimeros, isto é,

Xit- o+ X, (BEX) 4+ E(X,)) g

n n

Demonstragio. Se F(X,) # 0 entdo tome Y, = X,,— F(X,,). Entdo E(Y,,) =0, Var(Y,) =
Var(X,) e as Y, satisfazem as hipéteses do teorema. Se o teorema vale para o caso

E(Y,) =0, entao

}/1+...+Yn£>07
n

isto é,

(X1 —E(Xy)+-+ (X, — E(X,)) “ 0.

n

S
Vamos supor, portanto £(X,,) = 0 para todo n. Queremos mostrar que — < 0,
n

onde S, = X; + - -- + X,,. Basta mostrar que

M, = max |S—k|

qc
— 0, quando n — oo.
onck<ontl L

Usando a desigualdade de Kolmogorov e o Lema de Borel-Cantelli respectivamente,

vamos provar que

o0 1
(1) ZP(an—) <oo,Vm=12...,e
n=1 m
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(i3) M, %5 0.

Prova de (i). Seja m fixo. Como |S—;| < |2—| para k > 2" temos

27’l
P( max |Sk‘2l)§73( max |S|>—>
m m

2n<k§2n+l k 2n<k§2n+1

2" m?
<P ( max |Sk| > —> ey ; Var(Xg),

1<k<2n+l1

pela desigualdade de Kolmogorov. Seja

S 1 1
An:{ max ‘—'2—} {an—}
onck<ontl L m m
Temos
00 00 1 ontl
ZP(A,L) < m? Z (47 Var(Xk)>
n=1 n=1 k=1
> 1
= m? Z (4—nVaT(Xk))
k=1 n>[log,(k)]-1
> 1
.2
=m Z Var(Xg) Z 47)
k=1 n>[logy(k)]—1
Como
L _ 1,11 2 N 14
4 I 4 4 403
temos

n=[logy (k)] -1

Portanto, por hipétese temos

o0 2 oo
ZP<An) < 16?7)n Var(Xy) - o
n=1

k=1

Prova de (ii). Com a mesma notagdo de (i), temos P (A, infinitas vezes) = 0 por Borel-
Cantelli. Em outras palavras, para todo m fixo, a probabilidade de que M,, assuma um
valor > 1/m infinitas vezes é 0. Isto significa que para todo m, a probabilidade de que

M,, assuma um valor > 1/m para somente um ndmero finito de n’s é 1. Considere
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B,

“M,, assume um valor > % para somente um ntimero finito de n's”.

Temos que P(B,,) =1VmeP ( ﬁ Bm) =1
m=1

o0

Agora basta notar que o evento () B,, é equivalente ao evento [A,, — 0]. De fato,
m=1

temos M,, > 0 e portanto:

o0
w e ﬂ B, < ¥m, M,(w) > 1/m para somente um nimero finito de n’s
m=1

& Vm, 0 < M,(w) <1/m paratodo n suficientemente grande
< M,(w) - 0 quando n — oc.

O
Lema 4.3.3. Seja X uma varidvel aleatéria integrdvel com fungdo de distribuicdo F'. Entdo,
E — | ¥°dF(x) p < oo.
n
n=1

e 1

Lembramos aqui que [ = f(

—n,n|
-n

Demonstragio. Vamos observar primeiramente, usando o teste da integral, que para
j=12,..

> 1 1 [1 1 1 1 1
SEIERN EVE N 1 O
;v

2
< —.
— | 2 J? zf; +j T
J
Como ,
n n J
/xQdF(x) = Z /a:QdF(x),
Zn —ntl7y
temos
o0 n 0 n 1
2 _ 2
So4o [warw =3 > 4o [
n=1 “n n=1 j=-—n+l o1

j—1 j=—o00 TL:UH*I -1
= ] x? L

gQZ/TzF(x)H > /U!H F(z)
j:l]_1 j=—00
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2 2

Como = < zem (j—1,j],paraj>1,e ||xﬁ <|z|em (j—1,j], paraj < 0, temos
J J

i ;2 ?dF(z <22/xdF +22 /|:p|dF

n=1 ]*—OO

e /|x|dF

]7_00 -1

:2/|x|dF(a:):2E(|X|)<oo

Lema 4.3.4. Seja (a,,)nen uma sequéncia de niimeros reais. Se lim a,, = 0 entdo

lima1+a2+~--+an —0
n

Demonstragio. Seja e > 0 e tome ny € N de forma que se n > ng entdo |a,| < e. Pela

desigualdade triangular, se n > n, temos

a1+...+an S a1+...+an0 +an0+1+...+an
n n n
< i+ -+ ap, +e+---—|—e
n n
< ayp + -+ Ap, +n_n06
n n
+ e + an
Tomando n — oo, segue que LI R, H ) NG} [
n
Teorema 4.3.5 (A Lei Forte de Kolmogorov). Sejam X1, X, ... varidveis aleatérias inde-

pendentes, identicamente distribuidas e integrdveis, com E(X,) = pu. Entdo

Xit -+ Xn g
— H
n

Demonstragido. Como no teorema anterior, basta supor ;. = 0.

Definimos os truncamentos de X,, como

X,se —n<X,<n
Y, = Xn[[—n<Xn§n] =

0 caso contrario,
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isto é, Yn = XnI[fn<Xn§n}'
Definimos Z,, = X,, — Y, demodoque X,, =Y, + Z, e

X1+..._|_Xn_}/1+...+Yn+Z1+..._|_Zn
n B n n '

Vamos dividir a demonstra¢do em 3 partes:

it 70 g
(a)%%

0 (usaremos Borel-Cantelli),

Yi+---4Y, E(Y; o+ E(Y,) ge
(b) kA Yy B A (”)q—>0(Lema4.3.3eTeorema4.3.2,

n n

EYy) +---+ E(Yy)
n
Notemos que (a), (b) e (c) implicam o teorema, pois se

(©)

— 0 (pelo Teorema da Convergéncia Dominada).

Zi4 -+ 2,
A= L%O}eB:[
n

i+ +Y, EY)+---+EY,)
n n

— 0],

entdo somando os trés termos na interse¢do dos eventos quase certos de (a) e (b), segue

que

Xi 4+ X

P(A)=1,P(B)=1,P(ANB)=1e “ > 0em AN B.

Prova de (a). Notemos que Z,, # 0 & Y,, # X,, & X,, ¢ (—n,n]. Logo,
P(Zy #0) =P(Xy ¢ (—n,n]) < P(|Xu| = n).

Seja, A, = [Z,, # 0]. Como as X, sdo identicamente distribuidas, temos pelo Corolario

BT que

Y P(A) <D (PIXa| = n) =Y P(X1| = n) = E(1X1]) < 0.

Pelo Lema de Borel-Cantelli segue que P(A,, infinitas vezes) = P(Z,, # Oinfinitas vezes) =

0. Tomando o complementar, obtemos

P(Z,, # 0 para apenas um numero finito de n) = 1,
isto &,

P(Z, = 0 para todo n suficientemente grande) = 1.

Pelo Lema de Borel-Cantelli, se Z,, = 0 para n suficientemente grande, entdo Z,, — 0

Zi+ -t 7 Zi+ -t 7
e, pelo lema anterior, Lt dn — 0, logo P (L — O) =1.
n n
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Prova de (b). Seja F' a funcdo de distribuicdo de todos os X, ou seja F' = Fx,. Va-
mos mostrar que valem as hipdteses da primeira Lei Forte de Kolmogorov para as

variaveis aleatorias Y,,. Temos

n

Var(Y,) < E(Y,?) = BE(X2I|_n<x,<n) = / I (z)dF (z) = / 2dF (z),

-n

logo
= Var(y, =1 [
n=1 n=1 -n

Dai segue que as Y, satisfazem a primeira Lei Forte, o que prova (b).

Prova de (c). Pelo Lemaf4.3.4|basta mostrar que E(Y;,) — 0. Notemos que | X11|_p<x,<nj| <
| X1/, que é integravel por hipétese. Além disso, [-n < X; < n] = {w; —n < Xj(w) <
n} 1 Q, de modo que I pex,<n) — 1 Vw, ouseja, X11_,<x,<n — Xi. Como as X, sdo

identicamente distribuidas, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada que
E(Yn) = E(an[—n<Xn§n}) = E(Xll[—n<X1§n]) — E(Xl) = 0.

]

Corolario 4.3.6 (Lei Forte de Borel, 1909). Sendo X, X, ... varidveis aleatérias indepen-

dentes e identicamente distribuidas tais que P(X,, = 1) = p, P(X,, = 0) = 1 — p. Portanto
Sn

—5p,onde$n:X1+---+Xn.
n
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Capitulo 5

Numeros Normais e

pseudo-aleatoriedade

5.1 Numeros normais

Seja x € [0,1] escrito na base b > 2 como =z = 0,z12523..., isto é, x = —.
Notemos que tal expansdo pode néo ser tinica: de fato, alguns racionais possuem duas
expansdes. Por exemplo, na base 10, temos 0,1999--- = 0,2 = 0,2000. ... Quando este
for o caso, tomemos a expansdo que termina com 0's.

Seja A = (ag_1...a0)p = ap_1b" '+ -+ a;b+ap um ntimero inteiro com no maximo
k digitos na expansdo em base b. Denotamos A como um bloco de tamanho k. Seja
N(A;n;z) ondmero de vezes em que o bloco A aparece entre os primeiros n digitos do

numero z.

Exemplo 5.1.1. Fixado b = 10, N(12;20;0, 123456789101112131415...) = 2.
Fixado b = 2, N(1;10;0,101001000100001 . ..) = 4.

Definicao 5.1.2. Dizemos que = é normal na base b se para todo k > 1 e todo bloco A de tama-
nho k, a frequéncia relativa de aparicdes de A na expansio de x é a mesma. Mais formalmente,

x é normal na base b se
. NA;nz) 1
llm —_— =

n—00 n bk
Exemplo 5.1.3. Nuimeros racionais ndo sdo normais em nenhuma base, pois: (i) a expansio
“termina” e a partir de um determinado ponto todos os algarismos sdo iguais a zero; (ii) a
expansdo sendo uma dizima periddica, ela se repete, o que implica em convergéncia para 1
do bloco que se repete. Para outros blocos, a convergéncia pode ser para outros valores. Por
exemplo, no niimero racional 0,123123123123123 . .., a frequéncia dos blocos 123, 231 e 312
tende a 1, enquanto a frequéncia do bloco 1234 é 0; além disso, a frequéncia do bloco 23 tende a

1, enquanto a frequéncia do bloco 24 ¢ 0.

57
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Foi provado em [5] que o ntiimero 0,12345678910111213141516... formado pela
concatenacdo dos ntimeros naturais apds a virgula é normal na base 10. Analoga-
mente, pode-se provar que nimeros desse mesmo formato em outras bases também
sd0 normais nessas bases.

O préximo resultado, devido a Borel, é dos principais teoremas desse trabalho.

Teorema 5.1.4 (Borel [3]). Fixada uma base b, “quase todos” os niimeros reais siio normais na
base b, onde usamos a expressio “quase todos” no sentido de Lebesgue.

Demonstragio. Sejam €2 = [0, 1], A a o-dlgebra dos borelianos de [0, 1] e P a probabili-
dade uniforme em [0, 1], que coincide com a medida de Lebesgue (ver Apéndice [A).
Por simplicidade, vamos provar somente alguns casos desse teorema, mas deixando
claro que o método funciona em qualquer caso, bastando poucas modificagdes no ar-
gumento. A primeira simplifica¢do que faremos é considerar b = 2 (para outras bases,
o resultado é completamente andlogo). Vamos considerar também blocos de tamanhos
le2.

Para blocos de tamanho 1 na base 2, as tnicas possibilidades sdo 0 e 1. Seja v =

[e.e]

2—: € [0,1], onde z; € {0,1}. Vamos definir a seguinte sequéncia de
n=1

variaveis aleatodrias:

O’ x1x2x3 o« e e

0sez €0,1/2),
lsex e [1/2,1],

Osex € [0,1/4)U[1/2,3/4),
1sex € [1/4,1/2) U[3/4,1],

Notemos que X,,(z) = z,. Além disso, P(X,, = 0) = 1/2 = P(X,, = 1), logo as varia-
veis aleatdrias X,, sdo identicamente distribuidas. Nesse caso, essas varidveis também
sdo independentes. De fato, por exemplo, P(X; = 1 e Xy = 0) = P([1/2,3/4)) =
1/4 = P(X; = 1)P(Xy = 0) (para os demais caso é completamente andlogo). Além
disso, F(X,) = 1/2 para todo n, logo a Lei Forte (Corolario nos garante que
Xt Xn B 1 isto 6, Z1-F2n 5 1 para quase todo z.

Para blocos de tamanhos maiores, s6 precisamos de uma pequena modificagdo no
argumento. Por exemplo, se queremos saber a frequéncia relativa do bloco 10, consi-

deramos a seguinte sequéncia:

lsex,=1lex,1 =0,
Yn = .
0 caso contrario.



5.1. NUMEROS NORMAIS 59

Por exemplo, se x = 0,11100010110001... entdo vy = y2 =0, ys =1, ys = Y5 = Y6 =
0, y7 = 1,.... Para identificar a frequéncia relativa, basta calcular o valor de w
quando n é grande. Paraisso, sejaY, = X, (1—X,,;1) paran > 1. Podemos verificar que
essa sequéncia de varidveis aleatdrias é identicamente distribuida de forma anédloga ao
caso anterior, mas elas ndo sdo independentes. De fato, temos P(Y,, = 1) = P(X,, =
le X,y =0)=1/4,1ogo P(Y, = 0) = 3. Por outro lado, P(Y; = le Y, =1) = P(z; =
lexy=0exy=1ex3=0)=0+# =+ =P, =1)P(Yz = 1). Informalmente, podemos
pensar que x,, influenciaem Y,,_; eem Y,,. Mas isso pode ser contornado tomando duas
subsequéncias de Y;,: as de indice par (Y2,) e as de indice impar (Y3,41). Similar ao
caso anterior, é possivel mostrar que separadamente, cada uma dessas subsequéncias

sdo independentes. Pela Lei Forte, obtemos

Yi+Ys 4+ +Yo 1 g 1
1+ Y3+ + Y 1o L
n

W

Yo+ Y+ -+ Yoy g 1
2 F Yyt F Yoy a, L
n 4
O restante do argumento segue da seguinte forma: se calcularmos a frequéncia até um

indice par, teremos

H+B+m+%“j(K+%+m+&u+n+m+m+&v£¢
2n 2 4

n n

Se calcularmos a frequéncia até um indice impar, usamos o indice par anterior para

mostrar que os limites sdo iguais. De fato, usando a desigualdade triangular, obtemos

Vit A VYo Vit 4V

2n + 1 2n

200 Vo)~ 2 DYt -+ Ya)

B 2n(2n + 1)

LS Sl O e £V R SN
2n(2n + 1) 2n+1

]

Definicao 5.1.5. Se x é normal na base b para todo b > 2, entdo x é dito absolutamente

normal.
Corolario 5.1.6. Quase todos os niimeros do intervalo [0, 1| sdo absolutamente normais.

Demonstragiio. Seja A, = [« é normal na base b]. Pelo Teorema [5.1.4} temos P(4,) = 1
para todo b > 2. Pela Proposigdo|1.1.14} segue que P(() 4,) = 1. O

b>2

A nogdo contra intuitiva do tltimo resultado vem do fato de que ninguém até hoje

consegue encontrar um exemplo de nimero absolutamente normal, apesar de quase
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todos 0s nimeros reais serem dessa forma.

5.2 Numeros aleatérios e pseudoaleatérios

Um problema fundamental na Matematica, na Estatistica e na Computagdo é a ge-
ragdo de nimeros aleatérios, que possuem diversas aplica¢des praticas, dentre as quais
podemos destacar o Método de Monte-Carlo [8, 9], que é uma classe de métodos esta-
tisticos que se baseia em amostragens aleatérias muito grandes para obter resultados
numéricos. A principio, podem ser utilizados para resolver quaisquer problemas com
interpretagdo probabilistica . Niimeros absolutamente normais sdo candidatos ideais a
serem numeros aleatérios, mas ainda ndo os conhecemos concretamente. Sendo assim,
devemos nos contentar com ntimeros pseudoaleatérios, que sdo nimeros “aparente-
mente” aleatérios, mas que sdo gerados de uma forma deterministica. Intuitivamente,

todos os niimeros que conseguimos pensar sdo pseudoaleatorios.

5.3 Blocos de digitos iguais

Nessa se¢do, usamos o website 4Devs Ferramentas Online [1] para gerar o seguinte
nimero bindrio com 200 digitos:

00100011111001100011011000101101101101101111000100
11101001000110110001101010001111001010110010001000
01001000111001100010010101110100101111101000010001
10111100100110001100010011000001001011110000000101

Notemos que os 10 altimos digitos sdo 0000000101, ou seja, no nimero gerado ha
um bloco de tamanho 7 formado apenas por zeros. Parece contra-intuitivo que exista
um bloco tdo grande formado pelo mesmo digito, mas veremos a seguir que ndo é.
De fato, vamos dividir esse niimero em 40 blocos de 5 digitos cada. Vamos chamar de
sucesso a ocorréncia do bloco 00000 e fracasso a ocorréncia de quaisquer dos 31 blocos
possiveis de tamanho 5 com pelo menos um digito 1. Temos portanto um modelo de
35, € a média de tempo até o primeiro sucesso é dado pelo
modelo geométrico: no caso, tal média é de 32 blocos pelo Exemplo Como ha

40 blocos, existe uma alta probabilidade do bloco 00000 aparecer pelo menos uma vez

Bernoulli com pardmetro

no niamero gerado.
Fazendo um paralelo com os ntimeros normais na base 2, o bloco 00000 também

deve aparecer com uma frequéncia 55 para quase todo ntimero gerado aleatoriamente.
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Por isso podemos pensar que os niimeros (absolutamente) normais sdo os melhores

exemplos de ntimeros aleatérios.

No Capitulo 6, veremos uma atividade relacionada a esse problema contra-intuitivo

de encontrar blocos formados pelos mesmos digitos.

54 O problema de Monty-Hall

Também conhecido popularmente como problema dos bodes, ¢ um famoso jogo
que foi proposto pela primeira vez em um programa de auditério nos EUA. O jogo
consistia no seguinte: havia trés portas numeradas de 1 a 3. Atrds de uma delas ha-
via um prémio e atrds das outras duas havia bodes. Somente o apresentador do pro-
grama sabia onde estava o prémio. Inicialmente, o jogador escolhe uma das portas,
mantendo-a fechada. Em seguida, o apresentador abre uma das outras duas portas
revelando um dos bodes. Posteriormente, o apresentador pergunta ao jogador se ele
escolhe manter a mesma porta ou trocar de porta, sendo que agora s6 ha duas portas
disponiveis para o prémio. A pergunta natural é: qual é a melhor estratégia? Trocar

ou ndo trocar? A probabilidade de ganhar o prémio se altera de alguma forma?

Intuitivamente, podemos pensar que apds a abertura da porta contendo um dos
bodes, teremos duas portas e chances iguais para cada uma delas, isto é, uma proba-
bilidade igual a 3 a partir desse momento. Com isso, ndo importaria se fizéssemos ou
ndo a troca de porta. Mas essa resposta estd errada, como veremos a seguir de duas
formas distintas: Na primeira, vamos simular o problema diversas vezes e tentar adi-
vinhar a resposta com base na lei dos grandes niimeros. Na segunda, vamos de fato

resolver analiticamente o problema.

Para fazer a simulagdo do problema, usamos o website 4Devs Ferramentas Online
[1], que consegue gerar niimeros pseudo-aleatérios de diversas formas. Para isso, ge-
ramos 100 nimeros em {1,2, 3} para designar onde estd o prémio, e posteriormente
geramos 100 ntiimeros no mesmo conjunto para designar qual foi a porta escolhida

inicialmente. Os ntiimeros gerados estdo compilados nas tabelas a seguir:
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21311221123 |2]|1
2111131213 [1]1
1(3(2(1/1(3[3|3[3]|2
211]112}2(3|13[3|2]|1
1(1(2(2/1(2|3|1]1]1
1/1/113/2|13/1|3|2
31212111133 [3]|2
3/1(3(2]2(3[3|2]1]3
2111121233 [3]|3
1/21113/2|1/3/2|1,3

Tabela 5.1: Porta onde esta o prémio

2133|2231 |2]1
21111213123 |3]|1
311|122 |3|2(2(2]|2
3/1(2(2/3(1|1]2]2]3
3/13|/3/1/2|1|1(1{3]3
21213121212 (2(1]1
3/3|1/2]1|1/2(2|3]|3
11233211223
113211122332
313[213/2(2|3[3[1]3

Tabela 5.2: Porta que escolhemos inicialmente

A préxima tabela apresenta a diferenga (em mddulo) entre os respectivos valores
das duas tabelas anteriores. Notemos que se tal diferenga for 0 na tabela a seguir e
trocarmos de porta, entdo perdemos o prémio. Além disso, se tal diferenca for distinta

de 0 e trocarmos de porta, entdo ganhamos o prémio.
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0(2(2(1(0(1{1/2]0]0
0(0/0/12/0/1/1/0(2/0
2/2|1/1}1|0|1}(1{1]0
1(0(1{0)1(2]2|1(0]2
212|111 (112(0(2]|2
1(1(2|1 /111 /1]2]1
0O/1(1|1(0j0|1|1]0]|1
2/1(0(1]0(2(2]0]1]0
1/2(1{1/0({0{1/0]0]1
2/1(1(0(0(1}(0]1]010

Tabela 5.3: Médulo da diferenga entre as respectivas entradas das Tabelas 5.1 e 5.2

Se der 0 aqui, quer dizer que escolhemos a porta certa inicialmente, e ao trocar de
porta vamos perder. Se der diferente de 0, quer dizer que escolhemos a porta errada
inicialmente, mas ao trocar vamos ganhar. Observemos que hd 33 zeros e 67 uns e dois
na tabela anterior. Isso significa que ao trocar de porta vamos conseguir o prémio em 67
das 100 simulag¢des. Notemos também que se tivéssemos feito uma quantidade menor
de simulagdes, entdo os resultados poderiam se alterar um pouco, mas ainda assim os
numeros indicariam uma tendéncia a trocar de porta. Por exemplo, considerando os
10 primeiros nimeros gerados (1° linha), teriamos ganhado 6 vezes e perderiamos 4
vezes ao trocar de porta. Considerando os 30 primeiros ntimeros gerados (3 primeiras

linhas), terifamos ganhado 18 e perdido 12 vezes ao trocar de porta.

Tamanho da simulagao 10 | 30 | 100

Ao trocar de porta, ganhamos o prémio em 6 | 18| 67

Nao trocando de porta, ganhamos o prémioem | 4 | 12| 33

Tabela 5.4: Compilagdo dos resultados das simulac¢oes

Com os resultado apresentados e pela garantia dada pela Lei dos Grandes Ntume-
ros, parece razodvel concluir que trocar de porta é mais vantajoso pois oferece uma
possibilidade maior de ganhar o prémio; ao que tudo indica, trocar de porta apresenta
uma probabilidade de ganhar o prémio em 2 das vezes a medida que o nimero de
simulagdes fica grande o suficiente.

Agora vamos resolver analiticamente o problema. A melhor estratégia é trocar de
porta, pois nesse caso nossa chance de ganhar o prémio seria de . De fato, se ndo tro-
carmos, a Unica chance de ganhar seria ter escolhido a porta certa no primeiro passo,

que corresponde a uma probabilidade igual a . Com isso, ao trocar de porta, nossa
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chance passa a ser o complementar: 2. Outra forma de analisar o problema ¢ a se-
guinte: suponhamos que dizemos sempre “sim” a troca de portas. Vamos supor sem
perda de generalidade que o prémio esteja na porta 1. Temos trés possibilidades: Se
escolhermos a porta 1 inicialmente, entdo o apresentador ira abrir alguma das portas 2
e 3. Ao trocar de porta, perdemos o prémio. Se escolhermos a porta 2 inicialmente, en-
tdo o apresentador ird abrir a porta 3 obrigatoriamente. Ao trocar de porta, vencemos.
De forma anéloga, se escolhermos a porta 3 inicialmente e trocarmos, entdo vencemos.
Logo respondendo “sim” a troca, vencemos em 2 das 3 possibilidades, que sdo equi-

provaveis. Ao dizer “ndo” a troca, temos o complementar de chances para vencer: .

3
Alternativamente, podemos analisar o problema com 50 portas: em 49 delas hd bodes
e na restante hd um prémio. Inicialmente, escolhemos uma porta e dentre as 49 por-
tas restantes o apresentador abre 48, revelando bodes. Nesse momento, com apenas
duas portas disponiveis, ele nos d4 a escolha de trocar ou manter a nossa porta inicial.
Agora sim fica claro que a melhor estratégia é trocar de porta. No Capitulo 6, veremos

uma atividade relacionada ao problema de Monty-Hall.



Capitulo 6

Aplicacoes em sala de aula

Neste capitulo, apresentaremos as atividades praticas realizadas com estudantes
do Ensino Médio e com alunos da graduagdo em Matemadtica. Devido ao periodo de
pandemia do novo Coronavirus no ano de 2021, todas as orienta¢des foram feitas de
modo ndo presencial, utilizando de ferramentas digitais de comunicagdo. O objetivo
principal foi apresentar a Lei dos Grandes Ntumeros para os estudantes, aplicar duas
atividades relacionadas aos nimeros aleatérios e ao Problema de Monty-Hall e mos-
trar aos estudantes que esses sdo problemas com respostas altamente contra intuitivas.
Essa pesquisa s6 foi realizada ap6s anuéncia da escola envolvida, do PROFMAT-UFOP,
dos coordenadores do Bacharelado e da Licenciatura em Matematica na UFOP, dos es-
tudantes e dos pais ou responsédveis pelos menores de idade (ap6s obtengao do termo
de consentimento livre e esclarecido por parte dos participantes e dos pais ou respon-
sdveis pelos estudantes menores de idade) e s6 ocorreu apds a aprovagdo do projeto
junto ao Comité de Etica em Pesquisa da Universidade Federal de Ouro Preto.

A mesma atividade foi aplicada nos dois grupos de estudantes, com direcionamen-
tos de acordo com a escolaridade de cada um deles, e com o objetivo de observar suas
percepcdes. A atividade foi aplicada em um tnico encontro com cada grupo atra-
vés de videoconferéncia utilizando o Google Meet como aplicativo de comunicagdo, o
Power Point para apresentacdo, o website 4Devs: Ferramentas Online [1] para simulagdes
e geragdo de sequéncias de ntiimeros aleatdrios e o aplicativo Whiteboard, que funciona

como um quadro branco, para complementagado das explica¢des e apoio.

6.1 Justificativa e Relevancia

A Lei dos Grandes Ntumeros é um importante resultado em Teoria das Probabilida-
des, que possui diversas aplica¢gdes nas demais dreas do conhecimento. Nesse projeto,

apresentamos duas dessas aplicagdes: a primeira na identificacdo de niimeros pseu-

65
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doaleatédrios e a segunda para abordar o problema de Monty-Hall, com o objetivo de
instigar os estudantes a buscar solugdes alternativas para problemas praticos; em par-
ticular, usando a Lei dos Grandes Numeros.

Gerar e identificar nimeros aleatérios é um problema fundamental da Matemitica,
Estatistica e Computagdo, que possui inimeras aplica¢cdes praticas, dentre as quais
citamos o Método de Monte Carlo [8, 9]. Por outro lado, o problema de Monty-Hall
é um problema que desperta a curiosidade dos alunos, visto que é um jogo de facil

entendimento.

6.2 Roteiro da atividade

A pesquisa foi aplicada a 28 alunos do Ensino Médio de uma escola em Manhumirim-
MG, onde o mestrando Luciano Carlos de Lemos leciona a disciplina Matematica, e a
02 alunos do curso de Matematica (Bacharelado) da UFOP. Para cada um dos publicos-
alvo separadamente, foi suficiente um encontro com duracdo de cerca de 120 minutos
para a apresentagdo dos conceitos e dos problemas, para realizacdo da atividade, pre-

enchimento dos questiondrios e para a apresentagdo da resolugdo.

6.2.1 Objetivos

¢ Introduzir conceitos de probabilidade a estudantes do Ensino Médio e Superior;

Introduzir a Lei dos Grandes Numeros a esses estudantes;

Apresentar os nimeros normais e pseudoaleatérios, juntamente com sua impor-

tancia;

Verificar se um ntimero dado pode ser considerado aleatério;

Apresentar o problema de Monty-Hall e instigar as respostas dos estudantes;

Exibir as solucdes corretas aos estudantes.

6.2.2 Metodologia

A atividade foi conduzida pelo mestrando, que mediou as discussdes de modo
a levar os alunos a concluirem que todos os niimeros que conseguimos pensar sao
pseudoaleatorios, isto é, nimeros “aparentemente” aleatérios, mas que sdo gerados

de uma forma deterministica; o que é uma nogdo contra intuitiva desse problema, ja

que é possivel provar (ver Corolario .1.6), que “quase todos” os ntimeros reais sdo
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absolutamente normais, e que esses sdo os melhores candidatos a nimeros aleatérios.
No caso do Problema de Monty-Hall, espera-se que os alunos concluam ap6s as simu-
lagdes que a melhor estratégia é trocar de porta. Em seguida sera apresentada uma
solucdo analitica para o problema. O registro das atividades foi feito através da plata-
forma Google Meet, tanto com a gravacdo quanto com o arquivo com as mensagens de
texto. As impressdes dos alunos, algumas de suas falas e respostas a perguntas feitas
pelo mestrando também foram registradas através do Chat do Google Meet ou através
de manifesta¢des durante as atividades. Também foram aplicados questionérios com
o objetivo de obtermos informagées sobre as impressdes dos participantes acerca das

atividades.

6.2.3 Descricao das Atividades
Atividade 1: Niimeros normais e pseudoaleatérios

Os alunos foram apresentados aos ntimeros normais e aos pseudoaleatérios, além
de suas propriedades e utilidades. Explicamos o problema de gerar e identificar nu-
meros aleatérios. Ap0s isso, tentamos criar um niimero bindrio aleatério grande da
seguinte forma: No ensino médio, convidamos cada um dos 28 estudantes a escre-
ver uma sequeéncia bindria de 8 digitos, e em seguida concatenamos as sequéncias de
todos os estudantes obtendo uma sequéncia com aproximadamente 200 digitos. No
ensino superior, convidamos a tinica estudante presente no momento para que escre-
vesse uma sequéncia bindria de 100 digitos. A seguir, indicamos aos participantes que
respondessem a 1% pergunta relativa a esse problema. Ap0s isso, apresentamos um
cdlculo de forma a mostrar que a sequéncia obtida possui propriedades que a tornam
provavelmente pseudoaleatéria. Com isso, os participantes foram convidados a res-

ponder as demais perguntas relativas a esse problema.

Perguntas: Ntimeros normais e pseudoaleatérios

1. Vocé acha que o niimero obtido a partir da concatenacdo parece aleatério? Ou

vocé o classificaria como pseudoaleatério? Por qué?
2. Apo6s os calculos apresentados, vocé mantém a resposta da pergunta 17?
3. O que vocé achou dessa aplicacdo da matemaética?

4. Vocé consegue pensar em outra aplicacdo da geracdo de ntmeros aleatérios?
Qual?
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Atividade 2: O Problema de Monty-Hall

Os alunos foram apresentados as regras do problema de Monty-Hall, também co-
nhecido popularmente como problema dos bodes, um famoso jogo que foi proposto
pela primeira vez em um programa de auditério nos EUA. O jogo consistia no seguinte:
havia trés portas numeradas de 1 a 3. Atrds de uma delas havia um prémio e atras das
outras duas havia bodes. Somente o apresentador do programa sabia onde estava o
prémio. Inicialmente, o jogador escolhe uma das portas, mantendo-a fechada. Em
seguida, o apresentador abre uma das outras duas portas, revelando um dos bodes.
Posteriormente, o apresentador pergunta ao jogador se ele escolhe manter a mesma
porta ou trocar de porta, sendo que agora s6 ha duas portas disponiveis para o pré-
mio. Neste momento, os estudantes sdo convidados a responder a 1° pergunta relativa
a esse problema. Em seguida, apresentamos uma visdo probabilistica para o problema,
simulando computacionalmente o problema 100 vezes, dai os estudantes foram guia-
dos a 2% e 3" perguntas. Ap6s discussdo e a apresentacdo de uma solugédo analitica, os
estudantes responderam a 4" pergunta.

Perguntas: O Problema de Monty-Hall

1. Qual seria a sua estratégia? Mudar de porta ou manter? Por qué?
2. Apos ver o resultado gerado pela simulac¢do, qual seria a sua estratégia?
3. Ao trocar de porta, qual é a probabilidade de ganhar o prémio? Por qué?

4. Vocé consegue pensar em outra aplicagdo da Lei dos Grandes Numeros para

“prever” a solugdo de algum problema? Qual?

Durante toda a atividade os estudantes foram incentivados a fazerem perguntas, a

interagirem e a indicarem suas duavidas.

6.3 Analise dos Questionarios

Realizamos agora a andlise dos questiondrios aplicados aos estudantes durante as
atividades. Tais questiondrios pretendiam nos permitir uma coleta das impressoes e
opinides dos estudantes em relagdo ao tema proposto.

A mesma atividade e os mesmos questiondrios foram aplicados aos estudantes do
Ensino Médio e da graduacdo em Matematica, com o objetivo de verificar as semelhan-

cas e diferencas na percepgdo que cada grupo teria a partir da aplicagdo das atividades.
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Na Atividade 1, o questiondrio teve como objetivo verificar se os estudantes te-
riam algum conhecimento sobre o conceito nimeros aleatdrios e pseudoaleatérios,
bem como da importancia e aplicabilidade da geracdo de ntimeros aleatdrios.

Na Atividade 2, o questiondrio pretendia na primeira pergunta registrar o solugao
intuitiva dada pelos estudantes ao Problema de Monty-Hall, e nas outras perguntas,
ap0s a simulagdo, registrar suas conclusdes e outras aplicagdes para a Lei dos Grandes

Numeros.

6.3.1 Analise das respostas dos estudantes do Ensino Médio
Atividade 1: Niimeros normais e pseudoaleatérios

A 1% pergunta da Atividade 1 tinha por objetivo investigar se os estudantes apre-

sentavam algum conhecimento empirico sobre niimeros aleatérios e pseudoaleatorios.

1. Vocé acha que o nimero obtido a partir da concatenagdo parece aleatério? Ou vocé

o classificaria com pseudoaleatério? Por qué?

Catorze estudantes responderam que parece aleatério, apresentando como justifica-
tiva o fato de que “néao existe uma ordem légica na escolha dos ntimeros” ou ainda,
“porque foi formado por varios ntimeros intuitivos de cada aluno(a)”. Outros ca-
torze estudantes responderam que parece pseudoaleatério, sendo que uma aluna
justificou sua resposta dizendo: “Parece pseudoaleatério, porque apesar da escolha
ser individual, a maioria dos alunos podem optar por padrdes de repeticdo como a

alternancia dos nlimeros ou a repeti¢do dos ntimeros em conjuntos pares”.

A 2% pergunta pretendia, ap6s a apresentagdo da definicdo de ntimeros aleatérios e
pseudoaleatdrios e de alguns calculos com o ntiimero formado anteriormente, verificar

se os estudantes mudariam a opinido expressa na pergunta 1.

2. Ap6s os calculos apresentados, vocé mantém a resposta da pergunta 1?

Dos 14 que responderam, na pergunta anterior, que o ntimero parece aleatdrio, 6
mudariam a resposta e 8 manteriam. Dos que responderam se tratar de um ntimero

pseudoaleatério, 10 manteriam a resposta e 4 mudariam.

As perguntas seguintes foram com objetivo de verificar qual a percepcdo dos estu-

dantes dessa aplicagdo e se conseguiam pensar em outras aplicacdes.
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3. O que vocé achou dessa aplicacdo da Matematica?

Algumas das respostas dos estudantes foram: “interessante”; “complicada de en-
tender”; “fora do comum”; “incrivel ver com a matemadtica pode ser a base para
a resolucdo de problemas de diversas areas”; “que apesar de certa aleatoriedade

ainda conseguimos achar sequéncias de padrdes”; etc.

4. Vocé consegue pensar outra aplicacdo da geracdo de ntimeros aleatérios? Qual?

Treze alunos ndo conseguiram pensar em outra aplicacdo; mas quinze alunos disse-

74

ram que sim, principalmente para “criacdo de senhas e c6digos”, “programacédo de

s

computador”, “jogos do tipo bingo”, etc.

Atividade 2: O Problema de Monty-Hall

A 1° pergunta dessa atividade objetivava registrar a intuicdo dos estudantes em
relacdo a solugdo do problema.

1. Qual seria sua estratégia? Mudar de porta ou manter? Por qué?

Nove participantes mudariam, por achar que assim teriam mais chances. Cinco
acham que tanto faz (mudar ou manter), pois a chances sdo iguais. Catorze mante-
riam a 1% escolha, pois “acreditam na intui¢cdo”, e alguns relataram que “o apresen-

tador poderia estar tentando induzi-los ao erro”.

A 2% e a 3° perguntas tinham como objetivo ver a percepgdo dos estudantes em rela-
¢do ao problema apds simularmos o mesmo 100 vezes. Cabe ressaltar que a simulagado
gerou o seguinte resultado: ao trocar de porta, o jogador vence 67 vezes; ndo trocando,

vence 33 vezes.

2. Ap6s a simulagdo, qual seria sua estratégia?

Trés alunos responderam que permaneceriam com a sua escolha inicial, pois ainda
acham que as chances continuariam as mesmas. Mas 25 trocariam de porta, pois
viram na simulacdo que das 100 vezes em que trocassem de porta, ganhariam em

67 delas e perderiam em 33 vezes.
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3. Ao trocar de porta, qual é a probabilidade de ganhar o prémio? Por qué?

Algumas das respostas foram: 67 vezes em 100; %; 66,6%; pois foi o que viram na

simulacéo.

Ap6s uma apresentacdo analitica da resolucdo do problema, os estudantes foram
convidados a responder a 4* pergunta, com o objetivo de verificarmos se eles conse-
guiam pensar outra aplicacdo da Lei dos Grandes Ntimeros na “previsdao” da solugdo

de problemas.

4. Vocé consegue pensar outra aplicagdo da Lei dos Grandes Ntimeros para “prever”

a solucdo de algum problema? Qual?

Dez alunos ndo conseguiram pensar em outra aplicagdo, mas 18 responderam que
sim, principalmente, nas previsdes do tempo e desastres naturais, jogos de loteria,

pesquisas de intengdo de voto, estatisticas em geral.

Analisando as respostas dos questiondrios e a participagdo dos estudantes durante
as atividades, observamos que eles demonstraram uma satisfatéria compreensao do
contetido e que as atividades despertaram neles a curiosidade para problemas com

solu¢des muito das vezes contra intuitivas.

6.3.2 Analise das respostas dos estudantes da Graduacao em Mate-
matica

Todos os alunos da graduacdo em Matematica da UFOP foram convidados para
participar da pesquisa, porém somente dois alunos efetivamente aceitaram o convite,
sendo que a Atividade 1 foi realizada apenas por uma estudante. Os objetivos dos
questiondrios foram os mesmos citados para os alunos de Ensino Médio, porém com
uma expectativa de que as respostas fossem mais elaboradas, visto a maior experiéncia

desses alunos.

Atividade 1: Nimeros normais e pseudoaleatérios

1. Vocé acha que o ntimero obtido a partir da concatenacdo parece aleatério? Ou vocé

o classificaria com pseudoaleatério? Por qué?

A participante respondeu “aleatério. Pois os algarismos foram escolhidos aleatori-

amente”.
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2. Ap6s os calculos apresentados, vocé mantém a resposta da pergunta 1?

A participante disse que “nado”.

3. O que vocé achou dessa aplicacdo da Matematica?

A estudante disse: “Achei curiosa, pois é contra intuitivo. A principio se espera ndo

obter nenhuma relacdo do nimero descrito, uma vez que sup0s ser aleatério”.

4. Vocé consegue pensar outra aplicagdo da geragdo de ntiimeros aleat6rios? Qual?

Segundo a participante, “talvez em corretor de cédigo de erros’ﬂ

Atividade 2: O Problema de Monty-Hall

Dessa atividade participaram dois estudantes.

1. Qual seria sua estratégia? Mudar de porta ou manter? Por qué?

Um respondeu que manteria, pois aparentemente ndo muda a probabilidade. J4 o
outro respondeu que mudaria, pois a chance de escolher o bode na primeira escolha

é

(S]]

Aqui, simulamos o problema 100 vezes e o resultado foi: o participante ganha 66

vezes ao trocar de porta e ganha 34 vezes ao nao trocar.

2. Ap6s a simulagdo, qual seria sua estratégia?

Os dois responderam que mudariam de porta.

3. Ao trocar de porta, qual é a probabilidade de ganhar o prémio? Por qué?

Um deles respondeu “2, pois vocé tem que ter errado a primeira escolha e acertar a
segunda escolha”; ja o outro respondeu “66%, de acordo com a simulac¢do a chance

é essa”.

1Codigos corretores de erros
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4. Vocé consegue pensar outra aplicacdo da Lei dos Grandes Ntimeros para “prever”
a solugdo de algum problema? Qual?

Segundo os participantes, pode ser aplicada em “jogos de baralho, como tapdo, pifé,
truco, poker” e no “jogo de tampinhas, em que um objeto é colocado embaixo das
tampas e as tampas sdo embaralhadas rapidamente e uma determinada pessoa tem
que descobrir onde esta o objeto”.

Analisando as respostas dos questiondrios e a participagdo dos estudantes, apesar
de uma amostra muito pequena, percebemos que o contetido abordado ainda traz uma
série de compreensdes intuitivas que muito nos levam ao erro, e que mesmo os alunos
da graduagdo necessitam de um aprofundamento no estudo da Teoria das Probabili-
dades e de suas aplicagdes.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesse estudo, fizemos um compilado de resultados sobre a Teoria das Probabili-
dades, possibilitando assim demonstrar alguns teoremas mais complexos, como a Lei
dos Grandes Numeros. Desse modo, conseguimos mostrar também algumas aplica-
¢des pouco conhecidas como os Niimeros Normais e outras aplicagdes com resultados
bastante contra intuitivos, como o Problema de Monty-Hall.

Nas atividades aplicadas em sala de aula, pudemos perceber o quanto importante
é trabalhar atividades que estimulam os estudantes a procurar solu¢des ndo muito
6bvias. Assim, contribuimos com a formacado desses estudantes e com suas percep¢des
sobre diversos contetidos e aplicagdes.

Pessoalmente, pude retomar e aprofundar contetidos vistos em varias disciplinas
do PROFMAT, que foram fundamentais para o desenvolvimento desse estudo. Em
minha prética profissional, como professor de Matematica no Ensino Médio, esse es-
tudo contribuiu para um maior dominio de alguns contetidos e principalmente por
acrescentar formas diferentes de aborda-los, sempre buscando um maior interesse e
melhor entendimento dos estudantes.

Assim, posso dizer que as experiéncias vivenciadas no decorrer desse estudo e du-
rante todo curso PROFMAT me proporcionaram um desenvolvimento pessoal e pro-

fissional muito valioso.
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Apéndice A
GeneralizacOes da integral de Riemann

No Calculo, aprendemos a integral de Riemann, que é definida como o limite das
somas das dreas de diversos pequenos retangulos quando a maior das bases tende a
zero, caso esse limite exista. Em outras palavras, se f : [a,b] — R é uma funcéo e

tomamos uma particdio zp = a < z; < --- < x,_1 < z,, = b, entdo definimos

[ twyz=tim S £ — )

max{z;41—x;}—0

quando esse limite existir, onde z} € [z;, 7;41] € um ponto qualquer. E possivel provar
[7, Teorema 6 do Capitulo IX] que se f é continua entdo a integral de Riemann estd bem
definida no intervalo [a, b]. Mais geralmente, é possivel provar (ver [7, Teorema 20 do
Capitulo IX]) que a integral de Riemann estd bem definida se f é limitada e o conjunto
dos seus pontos de descontinuidade tem medida nula. Além disso, dada a hipdtese
f é limitada, vale a volta da afirmac¢do anterior. Posteriormente, usando o conceito
de limites, podemos estender a ideia de integrabilidade de fun¢des para intervalos
infinitos: [a, 00), (—o0, b] e (—00, 00), que podem ser vistos como os limites do intervalo
[a,b] quando b — oo e a é deixado fixo, quando a — —oo e b é deixado fixo, e quando

a — —oo e b — oo simultaneamente.

Nesse apéndice, vamos apresentar duas generaliza¢des das integrais de Riemann, a
saber, a integral de Lebesgue e a integral de Riemann-Stieltjes. Por fim, poderemos mis-
turar as duas defini¢des e considerar a integral de Stieltjes-Lebesgue, que serd usada
nos Capitulos[3|e[d]

77
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A.1 A integral de Lebesgue

A integral de Lebesgue é uma generalizagdo da integral de Riemann e apresenta al-
gumas vantagens com relagdo a esta. Existem fung¢des que ndo sdo Riemann-integraveis,

como f : [0,1] — R dada por

fa) = 0 sexeQ,
1 sexeR—-Q,

mas que terdo um valor bem definido ao considerar a integral de Lebesgue (no caso
da fungdo acima, a integral valerd 1, uma vez que “quase todos” os nimeros em [0, 1]
sdo irracionais). A seguir, vamos construir a integral de Lebesgue sobre um espaco de
probabilidade (Q2, A, P).

Seja £ € A um evento. Uma fungdo ¢ : £ — R U {£o0o} é dita fungdo simples se ¢
assume apenas um conjunto finito de valores. Em outras palavras,

g0<£C> = Z aiXEz‘ (Z‘),

onde a; € R U {+o0}, os E;’s sdo eventos que podemos supor 2 a 2 disjuntos satisfa-
zendo |J;_, E; = E, e Xg, é a fungdo indicadora do evento E;, ou seja,

1 sex e E;

0 sex & E;

(3

Convencionando que 00 - 0 = 0, definimos a integral de Lebesgue da fungao sim-

ples ¢ sobre E' como
/ p(z)dP = a;P(E;).
B i=1

Defini¢ao A.1.1. Dizemos que uma fungio f : Q@ — R é A-mensurdvel (ou apenas mensura-
vel quando ndo houver diividas) se, para todo o € R, o conjunto {x € Q; f(z) > o} pertence
a o-dlgebra A.

Usando as propriedades de 4, é possivel provar que o sinal > pode ser substituido
por <, > ou <. Além disso, sdo exemplos de fun¢des mensuréveis:

1. fun¢des indicadoras de eventos,
2. fungdes simples,

3. fungdes continuas sobre R sdo B-mensuravel,
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4. funcdes monoétonas sdo B-mensuravel sobre R,

5. combinagdes lineares de fun¢gdes mensurdveis, quadrado, produto e médulo de

fungdes mensuraveis,

6. parte positiva f*(z) = max{f(x),0} e parte negativa f~ () = max{—f(z),0} de
uma fungdo mensuravel f(z) = f*(z) — [ (x),

7. limites, supremos e infimos, limsups e liminfs de sequéncias de fun¢des mensu-

raveis, etc.

Seja f : @ — [0,00) é uma fungdo mensuravel e ndo-negativa. Também ¢é possivel
provar que existe uma sequéncia de fung¢des simples (p,)nen satisfazendo 0 < ¢, (z) <
¢©n+1(x) para todo n € N e todo = € Q2 de forma que f(z) = lim, ¢, (z). Nesse caso, a
integral de Lebesgue de f é definida por

/fdP :lim/gon(x)dP.

/E fdP = lim / o () X () dP.

Se /' € A, definimos

E possivel provar que a integral definida dessa forma ¢é linear e satisfaz que se 0 < f <
gentdo [, fdP < [, gdP.

, 0 sexeQ,
Exemplo A.1.2. Seja f(z) = que é uma fungido B-mensurdvel sobre

1 sexeR—-Q,
0, 1]. Notemos que [0,1] = [QU(R—Q)]NI0, 1], gue P(QN[0,1]) =0eP (R — Q) N [0,1]) =
1, logo

f(z)dP = 0dP +/ 1dP = 1.
0.1] 0.1nQ 0.1N(R-Q)

Defini¢do A.1.3. Sejam f, fi1, f2,--- : Q@ — R. Dizemos que a sequéncia (f,), converge
pontualmente para f se, para todo x € 2, vale que f,(x) — f(x) quando n — oc.

Um importante resultado sobre convergéncia de integrais de Lebesgue é o seguinte:

Teorema A.1.4 (da Convergéncia Monétona). Se (f,,)nen € uma sequéncia mondtona cres-

cente de fungdes mensurdveis niio-negativas que converge pontualmente para f, entdo [ fdP =

lim [ f,dP. Em outras palavras, podemos trocar a integral de posicdo com o limite se houver
V7 . . Y22 A .

uma “monotonicidade” da sequéncia.

Demonstracdo. Ver [6, Teorema 3.3]. O
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Para fungdes f : 2 — R em geral (ndo necessariamente ndo-negativas), basta con-
siderar a f = f* — f~, onde as partes positiva f* e negativa f~ de f sdo funcdo nao-
negativas e estender a defini¢do por linearidade, isto ¢, [ fdP = [ f*dP — [ f~dP.
Algumas propriedades que seguem diretamente sdo a linearidade da integral e a de-
sigualdade triangular. Dizemos que f é integrdvel se as integrais [ fTdP e [ f~dP sdo
finitas.

Nesse sentido, podemos enunciar o segundo resultado importante dessa secao:

Teorema A.1.5 (da Convergéncia Dominada). Seja (f,,)nen uma sequéncia de fungoes que
converge quase certamente para uma fungio mensurdvel f. Se existe uma fungdo integrdvel
g tal que | f,(z)| < g(x) para todo n e para todo = € Q, entdo f é integrdvel e [ fdP =
lim, [ f,dP. Em outras palavras, podemos trocar a integral de posigio com o limite se houver

uma “dominagdo” da sequéncia.
Demonstracdo. Ver [6, Teorema 3.4]. O

O Teorema da Convergéncia Dominada é usado algumas vezes no Capitulo {4
E importante ressaltar que quando ambas estdo definidas, as integrais de Lebesgue

e de Riemann de fato coincidem.

A.2 A integral de Stieltjes

Sejam ¢ : [a, b] — R uma fungdo continua e F' : R — [0, 1] uma fungdo de distribui-
¢do. Define-se a integral de Riemann-Stieltjes de ¢ em relagdo a F' (ou ponderada por F),

como o limite de “somas ponderadas de Riemann” da forma

n—1

lim > (@) [F(xin) — F(x)], (A1)
max{z;41—z;}—0 P

quando esse limite existe, onde a = ¢ < 1 < 23 < --- < x, = b, £} é um ponto arbitra-

rio de [x;, x;11]. Tal limite existe e é finito sob as condi¢des descritas, e é representado

por
b

/ o () dF (z).

A funcdo ¢ é chamada de integrando, /' de integrador.
A hipétese de que F' é uma fungdo de distribui¢do ndo é necessdria: basta que F'

seja uma fungdo de variagdo limitada (ver [6, Se¢do 3.1]). Em particular, a defini¢do da
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integral de Riemann-Stieltjes se estende para fun¢des ' monétonas, mas ndo usamos
isso nesse texto.
Por outro lado, a defini¢do da integral de Riemann-Stieltjes pode ser estendida a

outras fung¢des ¢ além das continuas. Para uma fungdo ¢ qualquer, define-se

b

[e@adr@

a

de forma analoga ao que fazemos com a integral de Riemann. O problema desta de-
tinicdo é que até fun¢des bem simples deixam de possuir integrais, como vemos no

seguinte exemplo.

Exemplo A.2.1. Seja F' a funcio de distribuicdo definida por

F(2) 1, sex >0,
€Tr) =
0, sex <0,

e consideremos a integral | _11 F(x)dF(z), ou seja, F' é ao mesmo tempo integrador e integrando.
Essa integral ndo estd bem definida pois o limite (A.1)) ndo existe. De fato, se x; # 0 para todo
i, teremos x; < 0 < x4 para algum j, logo F (x;41) — F (z;) = 1. Assim, o somatorio
assume como valor ou 0 ou 1, dependendo do valor escolhido para x; ser negativo ou positivo,
respectivamente.

Dada essa deficiéncia da definigdo, a integral de Riemann-Stieltjes mostra-se insu-
ficiente para nossos propdsitos, e temos que utilizar uma integral mais geral, a saber,
a integral de Lebesgue-Stieltjes, que, de agora em diante, serd chamada simplesmente
integral de Stieltjes. A integral de Stieltjes serd portanto a unido das defini¢des das in-
tegrais de Riemann-Stieltjes e de Lebesgue, isto é, serd a integral de Riemann-Stieltjes
com a interpretacdo mais geral dos conjuntos e fun¢gdes mensuraveis dada pela integral
de Lebesgue.

No que se segue, o integrando ¢ é uma funcado real mensuravel, e o integrador F'
é uma funcdo de distribui¢do. A notacdo ff odF significa ff o(x)dF(z). Quando ndo
aparecem limites de integracdo, a integral é sobre toda a reta:

00 b
/gde :/ pdF = lim / pdF.
oo a——00,b—+oc0 [,

Quando o integrando é continuo em [a, b], a integral de Stieltjes torna-se uma sim-
ples integral de Riemann-Stieltjes, e podemos utilizar as propriedades desta. Em parti-

cular, isso facilita nossa discussao sobre as propriedades da esperanca, ja que p(z) = =
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¢é continua.

Proposicao A.2.2. Sio vidlidos:
a) Teorema Fundamental do Cdlculo: f; dF(z) = F(b) — F(a).

b) A integral de Stieltjes ¢ linear, tanto no integrando quanto no integrador. Em outras pala-
oras, para o(z) = af(z) + Bg(x) temos

AZMF:QZTMF+BLZMW
/¢ﬂm:a/fm1+5/gﬂa

epara H(z) = aF (z) + SG(x) temos

b b b
/gde:a/ gde—l—ﬁ/ wdG
/(dezOz/(de+ﬁ/godG,

onde valem as equagoes acima desde que as integrais estejam bem definidas e as somas te-
nham sentido.

c) Aintegral de Stieltjes é aditiva, isto é, se a < b < c entdo

c b c
/ pdF :/ gde—i—/ pdF.
a a b

Isto vale também quando os intervalos sdo infinitos. Por exemplo,

‘/WF:/ WF+/<MF

Novamente, estas equagdes sio vdlidas quando as integrais estdo bem definidas e as somas
tém sentido.

d) Quando F é a fungdo de distribuicdo de uma varidvel aleatéria discreta X, a integral de
Stieltjes reduz-se a uma série: se P(X = xz;) = p(x;) > 0e > p(x;) = 1,istoé,sepéa

fungdo de probabilidade de X, entdo p(x;) é o salto de F em x; e

[eir = [ ewar) - S elepin)

o0
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Observagao: uma explicagdo intuitiva desta propriedade resulta da interpretagio da dife-
rencial dF(x) como igual a p(x;) no ponto x; e zero nos pontos x que ndo sio pontos de salto

de F' (notemos que F' cresce apenas em seus pontos de salto).

Quando a regido de integragdo é um intervalo finito, temos

/@dF: Z e(xi)p(z:).

ira<z;<b

e) Quando F é a fungido de distribuigdo de uma varidvel aleatdria continua tendo densidade f,
entdo f é a derivada de F' (em quase toda parte). Temos dF(x) = f(x)dz logo,

/ab pdF = /abgo(x)f(x)dx e /¢dF — /Oo o(x) f(z)dz.

[e.e]

Ja que F' é continua a direita, a integral de Riemann-Stieltjes em [a, b], se existe,
ignora um eventual salto de F' no ponto @, mas leva em consideragdo um eventual
salto de F' no ponto b. Por exemplo, seja

O,sex <a
1
Fi(z) = §,sea§x<b

1,se b < x.

Vemos que a fungdo de distribui¢do F3, embora possua dois pontos de salto pertencen-

tes ao intervalo [a, b], salta somente uma vez no intervalo.

Se ¢ for uma fungdo continua em [a, b|, a integral de Riemann-Stieltjes de ¢ em [a, b],
ponderada por F}, serd

b 1

Portanto, a integracdo leva em conta o salto em b e ignora o salto em a. Com isso,

.1s ., b . . . 2
utilizaremos o simbolo [’ para representar a integral sobre o intervalo (a, b], isto ¢,

b
/ godF:/ wdF (A.2)
a (a,b]

onde o termo a direita é a integral de Stieltjes em (a, b)].

Desta maneira, quando a integral de Riemann-Stieltjes existir, serd igual a integral
de Stieltjes e o termo a esquerda indicard as duas integrais.

No caso da esperanca, podemos refrasear os Teoremas[A.T.4|e[A.1.5/como a seguir:
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Corolario A.2.3 (Teorema da Convergéncia Monétona para esperangas). Sejam X, X,
X, ... varidveis aleatdrias em (2, A, P). Se 0 < X,, T X, isto é, X,,(w) > 0e X, (w) T X(w)
para todo w € ), entido E(X,,) T E(X).

Corolario A.2.4 (Teorema da Convergéncia Dominada para esperancas). Sejam Y, X,
X1, Xs, . .. varidveis aleatérias em (2, A, P) tais que Y é integrdvel, | X,,| <Y Vn,e X, - X
(isto é, X,,(w) — X(w) Vw). Entdo X e X,, sdo integrdveis e E(X,) — E(X).



Apéndice B
A integral de uma func¢ao gaussiana

Uma fungdo gaussiana é uma fungio da forma f(z) = ae"“~*/, onde a,b,c € R
e ac # 0. E possivel provar que a primitiva dessa fungéo nao pode ser explicitada em
termos de uma combinacao finita de fun¢des elementares. Por outro lado, podemos
usar a série de poténcias da func¢do exponencial para calcular sua integral, e com isso
obter aproximacgdes para o real valor da integral definida. Ainda assim, é possivel

encontrar a integral de uma funcao gaussiana sobre R.

I:/ e’dey.

Vamos calcular /? usando duas integrais, o que se transforma em uma integral du-

De fato, seja

pla, assim:

12:/ edey/ erdx:/ / eyzerdydq::/ / e*nyQdyda:.

Usando as coordenadas polares e observando que z* + y* = r?, temos que a regido
de integragdo é todo o plano xy, portanto 0 < r < oo e o angulo ¢ € [0,27]. Assim a

integral
I? = /OO /OO e‘y2_$2dydx = /27r /00 e rdrdf
—oo S0 o Jo
pode ser calculada utilizando o0 método de substitui¢do de variaveis. Fazendo u = —r?,
du = —2rdr, —;l—:f =dre—oo < u <0, temos
/Ooo e "rdr = —%/_(; edu = —%e""Q 0o = —%(0 -1)= %
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Teremos entéo:

2 oo ) 27 1 1
/ / errdrdﬁz/ —df = -(2r —0) = 7.
0 0 0 2 2

Portanto, concluimos que I? = 7, o que implica I = /7 ja que I > 0.
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