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RESUMO

O processo de ensino e aprendizagem de Matematica € composto por inimeras variaveis,
cabendo aos docentes a busca por metodologias e praticas diversificadas. Neste contexto, a
presente pesquisa tem como objetivo principal apresentar o software GeoGebra como uma
ferramenta auxiliar na resolucdo de problemas de Analise Combinatoria, evidenciando a
importancia das novas tecnologias para o ensino de Matematica. O conteudo de Analise
Combinatoria foi escolhido por ser um tema relevante ao curriculo do ensino médio e que os
alunos demonstram ter grandes dificuldades, principalmente quanto a interpretagdo dos
problemas. Desse modo, na fundamentacdo teodrica serdo apresentados: o contexto historico,
os principais conceitos da Analise Combinatdria e as estratégias para resolu¢do de problemas
de contagem. Na quarta secdo foi possivel explorar os varios recursos oferecidos pelo
GeoGebra, tais como: planilha, calculo simbolico(CAS), além das construcdes de figuras e
diagramas na janela de visualizagdo para a resolu¢do de problemas deste assunto. Espera-se
que as ideias apresentadas, possam incentivar o uso da tecnologia em sala de aula, tornando a

aprendizagem da Matematica ainda mais prazerosa.

Palavras-chave: Anélise Combinatdria. Raciocinio Combinatério. GeoGebra. Tecnologias.

Ensino de Matematica.



ABSTRACT

The teaching and learning process of Mathematics is composed of numerous variables, and
teachers are responsible for seeking out diversified methodologies and practices. In this
context, this research has as main objective to present the GeoGebra software as an auxiliary
tool in solving Combinatorial Analysis problems, highlighting the importance of new
technologies for the Mathematic teaching. The Combinatorial Analysis content was chosen
because it is a relevant topic to the high school curriculum and also because students have
shown great difficulties, especially regarding the interpretation of problems. Thus, the
theoretical foundation will present: the historical context, the main concepts of Combinatorial
Analysis and strategies for solving counting problems. In the fourth section, it was possible to
explore the various resources offered by GeoGebra, such as: spreadsheet, symbolic
calculation (SC), the construction of figures and diagrams in the visualization window for
solving problems in this subject. It is expected that the ideas presented can encourage the use

of technology in the classroom, making Mathematic learning even more pleasurable.

Keywords: Combinatorial Analysis. Combinatorial Reasoning. GeoGebra. Technologies.

Mathematic Teaching.
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INTRODUCAO

Analise Combinatoria ¢ um ramo da Matematica que estuda e desenvolve métodos
para a resolucdo de problemas que envolvem contagem. Para Barroso(2010), “A Andlise
Combinatdria ¢ o campo de estudo que desenvolve métodos para fazer a contagem, de forma
eficiente, do nimero de elementos de um conjunto”. As técnicas para resolugdo de problemas
de combinatoria sdo aplicadas em diversas areas da Matematica, tais como: Probabilidade,
Loégica, Estatistica, Geometria Combinatoria, dentre outras. E possui aplicabilidade em outras
areas do conhecimento, como: Informatica, Engenharia, Quimica, Geologia, dentre outras.

E perceptivel, a dificuldade enfrentada por alunos do ensino médio na resolugo
de problemas de Analise Combinatoria, pois os problemas de contagem envolvem a
interpretacdo e o raciocinio logico Unico para cada problema. Sabemos que para ensinar
Matematica ter o dominio do conteudo ndo ¢ suficiente, cabe aos professores preparar alunos
através da ajuda de recursos didaticos que estimulem o interesse € que possam desenvolver o
potencial de ensino e aprendizagem. Para isso € necessario que os docentes estejam sempre
atualizados, buscando novas estratégias e métodos para implementar suas aulas. Com a
tecnologia cada vez mais presente na vida cotidiana, ela pode e deve ser utilizada a favor do
ensino, servindo como fonte de aprendizagem e ferramenta para o desenvolvimento de
habilidades.

A Base Nacional Comum Curricular (2018), ja impulsiona para um ensino da
Matematica apoiado em recursos multimidiaticos. Uma das competéncias gerais proposta pela
BNCC diz, “Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais, de outras areas do
conhecimento, validando estratégias e resultados”.

Nesta perspectiva, a questdo da pesquisa foi: Como o sofiware GeoGebra pode
auxiliar na resolu¢do de problemas de Anélise Combinatdria?

Portanto o objetivo geral serd apresentar o software GeoGebra como ferramenta
auxiliar na resolucdo de problemas de Analise Combinatéria, apesar de alguns dos problemas
escolhidos ter um forte apelo geométrico.

Para efeito desse estudo, desafiamo-nos aos seguintes objetivos especificos:

* Possibilitar a insercdo de novas tecnologias que contribuam para ressignificar

conceitos matematicos;
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» Utilizar uma metodologia alternativa de trabalho para o ensino e aprendizagem na
resolucdo de problemas de contagem;

* Fazer uma andlise visual da solu¢do de cada problema e assim proporcionar uma
aprendizagem significativa.

A metodologia empregada neste trabalho sera bibliografica. Para Gil (2002),

A pesquisa bibliografica ¢ desenvolvida com base em um material j& elaborado,
constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Embora em quase todos os
estudos seja exigido algum tipo de trabalho dessa natureza, ha pesquisas
desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliograficas. Boa parte dos
estudos exploratorios pode ser definida como pesquisas bibliograficas. (GIL, 2002,
p. 44).

No tocante a construgdo deste trabalho estd organizado conforme detalhamos a
seguir:

A proxima secao trata da contextualizagdo histérica da Analise Combinatdria, a
importancia do Raciocinio Combinatério fundamentada por meio de uma andlise dos
documentos oficiais como PCN’s e a BNCC.

A terceira se¢do contempla os principais conceitos da Analise Combinatoria, os
métodos de contagem estudados no ensino médio como o Principio Fundamental da
Contagem, a fim de possibilitar uma base tedrica do assunto.

A quarta se¢do apresenta a importancia da tecnologia no ensino da Matematica,
uma breve apresentacdo do GeoGebra e destacamos a resolugdo de problemas de Analise
Combinatoria resolvidos com o auxilio do GeoGebra onde apresentamos para cada um dos
problemas os objetivos a serem atingidos.

A quinta secdo apresenta as consideracdes finais possibilitadas pela andlise
desenvolvida neste trabalho. Por fim, ¢ fundamental ressaltar a importancia deste trabalho no
contexto educacional da Matematica, pela relevancia do contetido que ¢ sempre abordado em
avaliacdes externas, como por exemplo: OBM, OBMEP, ENEM e concursos. E pelo fato de
evidenciar o uso do software GeoGebra apresentando como forte potencial na dinamicidade

quanto a visualizagdo de imagens nos problemas de contagem.
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2 ANALISE COMBINATORIA

Nesta se¢do serdo apresentados um pouco da histéria da Andlise Combinatoria,
onde serdo citados fatos e personalidades relevantes que contribuiram para o desenvolvimento
deste ramo da Matematica, a defini¢cao de raciocinio combinatério e a Analise Combinatoria

segundo o olhar da Base Nacional Comum Curricular(BNCC).

2.1 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA DA ANALISE COMBINATORIA

Acredita-se que a Analise Combinatoria tenha tido origem na antiguidade, antes
mesmo dos registros historicos. No entanto, segundo Morgado et. al. (2006, p. 02), o
desenvolvimento do bindomio (1+x)" esta entre os primeiros problemas estudados, onde o caso

n = 2 pode ser encontrado nos Elementos de Euclides, em torno de 300 a.C.

O triangulo de Pascal, era conhecido por Shih-Chieh, na China, (em torno de 1300)
e antes disso pelos hindis e arabes. O matematico hindu Béaskhara (1114 — 1185?),
conhecido geralmente pela "formula de Baskhara" para solugdes de equagdo do 2°
grau, sabia calcular o nimero de permutagdes, de combinagdes ¢ de arranjos de n
objetos. (MORGADO et al, 2006, p. 2).

Mas, de acordo com Wieleitner (1928, p. 183-184), o problema mais antigo
associado a Teoria dos Numeros e a Analise Combinatoria, ¢ o da formacao de quadrados
magicos. Quadrados magicos (de ordem n) € um tipo de tabela quadrada (n x n) onde a soma

de cada coluna, de cada linha e das duas diagonais devem ser sempre iguais. Essa soma ¢

chamada constante magica. Como no exemplo:

FIGURA 1 — Quadrado Magico 3x3 (Constante magica igual a 15)

2176 |—15

9|5
4|3

LN
15 15 15 15 15

FONTE: Disponivel em: <https:pt.wikipedia.org/wiki/Constante _magica>.
Acesso: 14/02/2021

—15

-

—»15

=]



https://pt.wikipedia.org/wiki/Constante_m%C3%A1gica
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A definicdo de um quadrado méagico apresentada por Eves(2011, p. 269), “[...] ¢
um arranjo quadrado de n” inteiros distintos dispostos de maneira tal que os niimeros de uma
linha qualquer, de uma coluna qualquer ou da diagonal principal tém mesma soma, chamada
constante magica do quadrado”.

Lo Shu é o nome do primeiro quadrado magico. Lo Shu ¢ usado como talisma pelo
povo Chinés. Segundo Needham (1959, apud Vazquez; Noguti, 2004) data de
aproximadamente do século I d.C., porém de acordo com Berge (1971, apud Vazquez; Noguti,
2004), Lo Shu pode ser tdo antigo a ponto de ter sido escrito por volta de 2000 a.C.

De acordo com Eves (2011), o quadrado méagico Lo Shu, aparece no I-King ou
Livro das Permutagoes. Conta a lenda que esse quadrado foi visto por Yu (um imperador que
reinou na China por volta de 2200 a.C.), quando estava meditando a margem do rio Amarelo,
na qual emergiu uma tartaruga (considerado um animal sagrado) com estranhas marcas no
casco. Yu observou que as marcas na forma de nds, feitos num tipo de barbante, podiam ser
transformados em niimeros e que todos eles somavam quinze em todas as dire¢cdes, como se
fossem algarismos magicos.

O resultado 15 se refere ao numero de dias que a Lua Nova leva até tornar-se Lua
Cheia. Os chineses sempre acreditaram que o universo ¢ baseado em nuimeros e principios
matematicos.

No quadrado méagico Lo Shu, os numerais sdo expressos por ndés em cordas, os
numeros pares sao representados por nds pretos e os numeros impares sdo representados por

nods brancos.

FIGURA 2 — O Quadrado Mégico Lo Shu
: ./
1 '
o————0O
|
O o

FONTE: Eves, 2011, p. 269
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Segundo Vazquez e Noguti (2004),

Este diagrama estd associado as nove salas do palacio mitico de Ming Thang, onde
varios ritos eram realizados, sendo que a substitui¢io destes simbolos por numeros
inteiros determina o famoso quadrado magico denominado Saturn. Este quadrado
causava uma grande fascinagdo para a maioria das pessoas, pois nesta época, mesmo
a mais simples aritmética era algo espantoso. Acredita-se que a ideia dos quadrados
magicos foi transmitida pelos chineses para os arabes, que fizeram grandes
contribuigdes e construiram quadrados maiores que o antigo Lo Shu. (VAZQUEZ;
NOGUTI, 2004)

Os chineses acreditavam que quem possuisse um quadrado magico teria sorte e
felicidade para toda a vida. Durante o século XV, os quadrados magicos foram se propagando
chegaram ao Japao, ao Oriente Médio, a Arabia, a India e posteriormente a Europa. Eram
relacionados com alquimia e astrologia e, quando esculpidos em placas de prata, eram usados
como amuleto contra a peste. Mas ndo eram apreciados s6 por questdes misticas, muitos
matematicos se admiraram com as combina¢des numéricas ¢ se esforgaram na busca de
procedimentos que levassem a construg¢ao destes incriveis objetos.

O famoso artista alemdo Albrecht Diirer (1471-1528), que também era
matematico, publicou em 1525 um tratado intitulado “Introdug¢@o a medida com compasso e
régua”, sobre a perspectiva, a geometria em trés dimensdes ¢ as se¢des cOnicas, onde ¢é
descrito um circulo pela primeira vez. No quadro intitulado 4 Melancolia, pintado em 1514,
podemos verificar a presenga de um quadrado magico de ordem 4, na qual a constante magica

¢ 34.

FIGURA 3 — A Melancolia

FONTE Dlsponlvel em: <htt0s //anaremdahberato com. br/wo content/uploads>
Acesso: 14/02/2021



https://aparecidaliberato.com.br/wp-content/uploads
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2

Podemos observar outra aplicacdo da Anélise Combinatoria no sistema “/ Ching’
(Y1 Jing) (1182-1135 a.C.), um dos trabalhos mais antigos do povo Chinés. Na China, ¢
estudado por religiosos, eruditos e praticantes da filosofia de vida taoista. Segundo
Biggs(1979 apud Vazquez, 2011), a primeira ocorréncia da Combinatdria pode estar nos 64
hexagramas do I Ching ou (Livros das Mudangas). Tal sistema ¢ baseado em dois simbolos:
Yang ( - ) e o Yin (- -), combinados em Trigramas(conjunto de trés simbolos), ou

Hexagramas(conjunto de seis simbolos).

FIGURA 4 — Trigramas

HE Il EE I B B Bl s
HE BN Il IS Bl EE I s
HEH B E BEED BN I e b e
Terra Montanha Agua Vento Trovéao Fogo Lago Céu

FONTE: Disponivel em <https:upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7

[Trigramas.png/1080px-Trigramas.png >
Acesso: 17/02/2021

FIGURA 5 — Hexagramas
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FONTE: Disponivel em: <https:/encrypted-tbn0.gstatic.com/images?

g=tbn:ANd9GcRPwpMhDIka50ibTzqZZieJWjtC-av24NhtQw&usqp=CAU>
Acesso: 17/02/2021



https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcRPwpMhDIka50ibTzqZZieJWjtC-av24NhtQw&usqp=CAU
https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcRPwpMhDIka50ibTzqZZieJWjtC-av24NhtQw&usqp=CAU
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7/Trigramas.png/1080px-Trigramas.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7/
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7
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De acordo com Vazquez (2011, p. 17),

Pode-se observar que existem 2°, ou seja, 8 trigramas e 26, ou seja, 64 hexagramas.
Os antigos chineses, através da enumeracgdo de seus casos, verificavam que n' regras
para combinacdo com repeticdo. No entanto deve-se considerar que apenas a
ordenacao desses hexagramas esta relacionado com a histéria da Combinatdria, e
também que ndo ha registros que evidencie a Matematica empregada. (VAZQUEZ,
2011, p. 17).

Existe uma poesia infantil, com autor desconhecido, que tem sobrevivido a varias

culturas, com ideia de um problema de Combinatoria.

“Quando eu estava indo para Santo Ivo,
Encontrei um homem com sete mulheres,
Cada mulher tinha sete sacos,

Cada saco tinha sete gatos,

Cada gato tinha sete gatinhos,

Gatinhos, gatos, sacos e mulheres,

Quantos estavam indo para Santo [vo?”

(BIGGS, 1979 apud VAZQUEZ, 2011)

Um problema similar datado do século XIII, escrito no livro Liber Abaci, cujo

autor ¢ Leonardo Fibonacci (conhecido como Leonardo de Pisa), que de acordo com Vazquez

e Noguti (2004), descreve o seguinte trecho: Sete velhas vdo a Roma; cada velha tem sete

mulas; cada mula carrega sete sacos; cada saco contém sete paes; para cada pao ha sete facas;

para cada faca ha sete bainhas. Quantas coisas viajavam para Roma?

O fato curioso ¢ que Fibonacci escreveu o livro Liber Abaci (1202) antes do

Papiro de Ahmes ser popularizado por Rhind. O problema 79 do Papiro Egipcio de Rhind

(cerca de 1650 a.C) é semelhante ao poema anterior.

As regras basicas de contar e suas aplicagdes tém sido enfatizadas, desde as
civilizagdes mais antigas por exemplos absurdos onde era destacada a elusiva
propriedade da memorizagdo como o Problema 79 do Papiro Egipcio de Rhind
(cerca de 1650 a.C.) Ha sete casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata sete
ratos, cada rato teria comido sete safras de trigo, cada qual teria produzido sete
hekat' de grios; quantos itens tém ao todo? (WILSON, 1990 apud VAZQUEZ,
2004).

1Segundo Vazquez e Noguti (2004), hekat ¢ uma unidade de medida de grios egipcia que atualmente equivale a

4,8 litros.
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Neste contexto, segundo Boyer e Merzbach (2012, p. 33), “o problema
evidentemente ndo pedia uma resposta pratica, que seria o numero de medidas de graos
poupadas, mas a ndo pratica soma dos nimeros de casas, gatos, ratos, espigas ¢ medidas de
grao”.

Podemos observar a utilizagdo do principio multiplicativo como técnica de
contagem para a solugdo dos problemas acima citados.

Segundo Tavares e Brito (2005), um problema geométrico proposto por
Arquimedes de Siracusa (287 a.C. — 212 a.C.), um dos maiores matematicos da antiguidade,
publicou em um de seus trabalhos, uma espécie de ‘“quebra-cabeca” que provocou a
curiosidade de matematicos e historiadores. Conhecido como Stomachion (palavra derivada
do grego stomachos, em portugués, estdmago), um “quebra-cabe¢a” composto por 14 pecas
poligonais variadas, jogo semelhante ao Tangran.

Consistia em determinar de quantas maneiras poderiam ser reunidas 14 pecas
planas, com tamanhos e formas distintos, de modo a formar um quadrado. Por mais de 2000
anos esse problema foi esquecido. Em 2003, o jornal americano New York Times publicou
um artigo intitulado, In Archimedes Puzzle, a New Eureka Moment, pesquisa do historiador
Reviel Netz, da Universidade Stanford da California. Esta publicacao conduziu os resultados
da pesquisa realizada por Netz que examinou um manuscrito do século XIII e concluiu a
partir desse, que o Stomachion nio era apenas um jogo, mas, sim, um objeto planejado por
Arquimedes para fins de Analise Combinatoria. A resposta recentemente provada para essa

questao ¢ que ha 17152 possibilidades.

FIGURA 6 - Stomachion

FONTE: Disponivel em: <https:/mathworld.wolfram.com/Stomachion.html>
Acesso: 15/02/2021

Segundo Tavares e Brito (2005, p. 33), a Teoria Combinatdria apareceu no final

do século XVII, como um capitulo novo da Matemadtica, assim logo trés notaveis livros


https://mathworld.wolfram.com/Stomachion.html
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surgiram: Traité du triangle arithmétique (escrito em 1654 e publicado em 1665) de Pascal;

Dissertatio de arte combinatoria (1666) de Leibniz; Ars magna sciendi sive combinatoria

(1669) de Athanasius Kircher.

Um grande desenvolvimento da Analise Combinatoria ocorreu devido aos
problemas originados com os jogos de azar. Os jogadores queriam achar maneiras
seguras de ganhar em jogos de cartas, dados ou moedas. Entre eles, podemos citar o
cavalheiro De Meré, um homem que ficou na histéria como escritor. De Meré
discutia com Pascal problemas relativos a probabilidade de ganhar em certos jogos
de cartas ¢ dados. Um dos problemas era saber qual o niimero minimo de vezes
necessario para que se obtenha um "doble seis" (6 e 6) no lancamento de 2 dados um
certo numero de vezes. (TAVARES; BRITO, 2005)

De acordo com Vazquez (2004), algumas definicdes de Combinatoria foram
descritas por Leibniz e Nicholson. Leibniz descreveu em 1666 a combinatoria como sendo “o
estudo da colocacdo, ordenacdo e escolha de objetos” enquanto Nicholson em 1818 definiu-a
como “o ramo da matemadtica que nos ensina a averiguar e expor todas as possiveis formas
através das quais um dado niimero de objetos podem ser associados e misturados entre si”.
Conforme Biggs(1979, apud Vazquez, 2004), existem dois principios de contagem
que sao a base da aritmética:
O principio da adigdo e o principio da multiplicagdo, sendo que o 1° diz que se
queremos contar um conjunto de objetos, podemos dividir isso em duas partes,
contar as partes separadamente, e somar os resultados. Isso ¢ fato da experiéncia do
dia a dia. J4 no 2° principio temos que se uma decisdo pode ser tomada de x
maneiras e a partir dessa, outra decisdo pode ser tomada de y maneiras, entdo o

nimero de maneiras possiveis serda a multiplicacdo entre x e y, ou seja, x.y. (BIGGS
1979, apud VAZQUEZ, 2004)

As autoras Vazquez e Noguti (2004), também ressaltam as obras de Wallis (1673),
Frénicle de Bessy (1693), J. Bernoulli (1713) e De Moivre (1718) para a desenvolvimento e
sistematiza¢do desse ramo da Matematica.
Segundo Gongalves (2014), no século XVIII, um problema que trouxe grande
contribuicdo para a Analise Combinatdria foi o problema das sete pontes Konigsberg.
No ano de 1736, o matematico Leonard Euler resolveu um famoso problema que
intrigava os estudiosos da época. O problema consistia em descobrir, a partir de um
mapa dado, se era possivel dar uma volta em torno da cidade, que possuia sete

pontes (das quais cinco ligavam a cidade a uma ilha), passando por todas elas uma
unica vez. (GONCALVES, 2014)
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A estrutura matematica usada por Leonard Euler para solucionar o problema das
sete pontes de Konigsberg ajudou a estabelecer a chamada Teoria dos Grafos.

Ainda segundo Gongalves(2014), no século XIX, o matemdtico alemao Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet formulou pela primeira vez o principio das gavetas (ou
principio das casas dos pombos). Esse principio ¢ um dos mais uteis para resolver problemas
de combinatoria.

Segundo Vazquez e Noguti (2004),

Durante o desenvolvimento da analise combinatéria muitos matematicos adotaram
diferentes simbologias para denominar as mesmas opera¢des. O simbolo m foi
instituido por Gauss (1777-1855) para representar o produto dos n primeiros
numeros naturais (fatorial de n), A. M. Legendre (Paris, 1811) usava o simbolo; a
notagdo n! € devida a Cristian Kramp (Colonia, 1808) e (n) I'(n +1) n usada por
outros autores. A Arbogast (Strasburgo, 1800) deve-se a denominagdo fatorial.
(VAZQUEZ; NOGUTI, 2004).

De acordo com Morgado et al (2006), o desenvolvimento da Analise
Combinatdria deve-se em grande parte a necessidade de resolver problemas de contagem
originados na teoria da probabilidade.

Atualmente o estudo e desenvolvimento da Andlise Combinatdria, segundo

Morgado et al (2006), se deve:

A Analise Combinatdria tem tido um crescimento explosivo nas ultimas décadas. A
importancia de problemas de enumeragdo tem crescido enormemente, devido a
necessidades em teoria dos grafos, em analise de algoritmos, etc. Muitos problemas
importantes podem ser modelados matematicamente com problemas de teoria dos
grafos(problemas de pesquisa operacional, de armazenamentos de informacdes em
bancos de dados nos computadores, ¢ também problema de matematica “pura”,
como o famoso problema das 4 cores). (MORGADO et al, 2006).

2.2 O RACIOCINIO COMBINATORIO

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais — PCN’s ao ensinar a
Andlise Combinatéria, deve-se ter como objetivo estimular o raciocinio, ajudando em
métodos organizacionais referentes a informacdes e problemas que exigem um pensamento

l6gico, criando assim um raciocinio dito combinatorio.
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O desenvolvimento do raciocinio combinatério é um processo longo. E necessario,
portanto, que durante a escolarizagdo os diferentes tipos de problemas sejam
trabalhados ¢ que haja um aprofundamento continuo para que estratégias proprias
das criangas, mais informais, sejam gradativamente transformadas em
procedimentos e sistematizadas. (BRASIL, 2014, p. 50).

Autores como Guirado e Cardoso (2007), defendem a iniciagdo do ensino de
Combinatéria j& nos anos iniciais do Ensino Fundamental, sendo necessario que os
professores trabalhem com seus alunos situagdes que exijam o raciocinio combinatdrio, assim
acreditam ser possivel pensar de maneira sistematica e generalizada na enumeragdo de
elementos combinados entre si.

Na introdugdo de Combinatoria nos anos iniciais, assim como nos anos finais do
Ensino Fundamental, “o que se pretende ndo ¢ o desenvolvimento de um trabalho baseado na
definicdo de termos ou de formulas envolvendo tais assuntos” (BRASIL, 1998, p. 52), mas
possibilitar o estudante “lidar com situagdes que envolvam diferentes tipos de agrupamentos
que possibilitem o desenvolvimento do raciocinio combinatdrio e a compreensdo do principio
multiplicativo para sua aplicagdo no calculo de probabilidades” (BRASIL, 1998, p. 52).

A defini¢do de raciocinio combinatorio dada por Borba (2010, p. 3) ¢:

[...] entendido como um modo de pensar presente na analise de situagdes nas quais,
dados determinados conjuntos, deve-se agrupar os elementos dos mesmos, de modo
a atender critérios especificos (de escolha e/ou ordenagdo dos elementos) e
determinar-se — direta ou indiretamente — o nimero total de agrupamentos possiveis.
(BORBA, 2010, p. 3)

Borba et al (2009, p.9) ressaltam a importancia de explorar as representagdes
menos formais e somente depois, introduzir a utilizacdo de formulas, possibilitando “[...] o
uso de diferentes tipos de representacdes, como: arvores de possibilidades, tabelas, forma
pictorica, diagramas, etc., ao invés de propor somente a formula como forma de
representacao”.

O estudo de Analise Combinatoria iniciada dessa maneira estimula a curiosidade e
o interesse dos estudantes. E alicerce para o desenvolvimento do raciocinio légico-
matematico, hipotético-dedutivo e o aprendizado de outros conceitos. O raciocinio hipotético-
dedutivo esta relacionado, segundo Inhelder e Piaget (1976, p.241), com a distingdo entre o
real e o possivel. Os autores destacam que essa dissociacdo esta vinculada a um nivel do

pensamento relacionado a Combinatoria e Probabilidade.
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Sendo esse modo de pensar alcangado mais plenamente em estagios avangados de
desenvolvimento cognitivo, ndo se deve desconsiderar que a génese do raciocinio
combinatdrio pode iniciar-se antes do periodo de pensamento operacional formal e
pode desenvolver-se por meio de interagdes entre maturagdo cognitiva e
experiéncias sociais — tanto as ocorridas fora da escola quanto as vivenciadas em
contextos escolares. (BORBA; ROCHA; AZEVEDO, 2015)

Guirado e Cardoso (2007, p.1) ressaltam a importancia do trabalho com problemas
que envolvem o raciocinio combinatdrio desde os anos iniciais, pois os alunos poderdo ser
conduzidos para a “[...] abstragdo e generalizagdo, e o habito de adivinhar a férmula adequada
para resolver um problema de combinatoria sera substituido por um trabalho de anélise e
sintese”. Baseadas em pesquisas desenvolvidas pelo Grupo de Estudos em Raciocinio
Combinatério (GERACAO), as autoras Borba, Rocha e Azevedo (2015), afirmam que para
auxiliar “um desenvolvimento mais amplo do raciocinio combinatério, ¢ necessaria a
utilizacdo de diferentes situagdes, com seus invariantes correspondentes, € o uso de
diversificadas representacdes simbolicas”.

De acordo com Pessoa ¢ Borba (2009) raciocinio combinatorio é

Um tipo de pensamento que envolve contagem, mas que vai além da enumeragdo de
elementos de um conjunto. Na combinatéria contam-se, baseando-se no raciocinio
multiplicativo, grupos de possibilidades, através de uma agdo sistematica, seja pelo
uso de formula, seja pelo desenvolvimento de uma estratégia que dé conta de
atender aos requisitos desses tipos de problemas, como a constituigdo de
agrupamentos, a determinac¢do de possibilidades e sua contagem. Assim, a Analise
Combinatoéria ¢ a parte da Matematica que estuda os agrupamentos a partir de alguns
critérios; a Combinatoria ¢ o assunto referente a esta parte da Matematica e que esta
diretamente relacionada com os problemas de produto cartesiano, permutacao,
arranjo e combinacgdo; o raciocinio combinatdrio ¢ a forma de pensar referente a
Combinatéria; e combinagdo ¢ um dos significados dos problemas de combinatoria,
juntamente com arranjo, produto cartesiano ¢ permutagdo. (PESSOA; BORBA,
2009).

De acordo com Lima (2011, p. 15) “[...] se as formulas sao apresentadas de forma
pronta e acabada, os alunos ficam sem saber em qual momento deverdo utilizar cada uma

delas e o ensino da andlise combinatdria torna-se tecnicista e operacional”.

O raciocinio combinatério tem importancia tanto no aspecto social na formagao de
cidaddos, quanto na formagdo matematica de um individuo, tornando-o flexivel na
utilizacdo de formas para representar ideias matematicas. Entendemos que o
raciocinio combinatdrio torna o individuo capaz de analisar situagdes, estabelecer
padrdes, criar estratégias, identificar possibilidades, além de desenvolver seu espirito
critico e argumentativo. (LIMA, 2011)
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De acordo com Morgado et al (2006 apud Lima, 2011), o estudo da andlise
combinatodria de forma intuitiva desenvolve o raciocinio combinatorio do estudante e o auxilia
na transi¢do do pensamento simplificado para o pensamento cientifico. Usando inicialmente a
contagem direta o individuo de forma gradativa desenvolve esse tipo de raciocinio ao analisar,
interpretar e encontrar solugdes para os problemas propostos. E de suma importancia o
desenvolvimento do raciocinio combinatério pelo fato de possibilitar um modo de pensar

necessario em situagoes do dia a dia.

2.3 O ENSINO DA ANALISE COMBINATORIA EM CONSONANCIA COM A BNCC

Segundo Brasil(2018), a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ um
documento normativo que define de forma organica e progressiva as aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver no decorrer dos niveis e modalidades da Educacao
Basica, indicando os conhecimentos e competéncias que todo aluno deve se apropriar em sua
escolaridade. Este documento desde 2015 passa por reformulagdes. Na versao final, entregue
em 2018, houve a inclusdo do Ensino Médio e a proposta colocada pela Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) orienta que os estudantes devem desenvolver habilidades
relativas aos processos de investigacdo, de construgdo, de modelos e de resolugdo de

problemas.

Assim, para o desenvolvimento de competéncias que envolvem raciocinar, &
necessario que os estudantes possam, em interagdo com seus colegas e professores,
investigar, explicar e justificar as solugdes apresentadas para os problemas, com
énfase nos processos de argumentacdo matematica. Embora todos esses processos
pressuponham o raciocinio matematico, em muitas situagcdes sdo também
mobilizadas habilidades relativas a representacdo ¢ a comunicagao para expressar as
generalizagdes, bem como a construgdo de uma argumentacdo consistente para
justificar o raciocinio utilizado. (BRASIL, 2018 p. 531)

No que se refere a area de Matematica e suas Tecnologias, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), fundamenta-se no desenvolvimento de competéncias especificas
e relaciona a cada uma delas as habilidades a serem alcancadas pelos estudantes. O contetido

de Analise Combinatoria estd inserido na Competéncia Especifica 3, que propde:
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Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados ¢ a adequag@o das solugdes propostas, de

modo a construir argumentagao consistente. (BRASIL, 2018, p. 535)

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular, com esta competéncia,
espera-se que a seguinte habilidade seja desenvolvida:

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes
tipos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,
recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de arvore. (BRASIL, 2018, p.
537)

Cabe ainda destacar a justificativa do uso na BNCC de “Resolver e Elaborar
Problemas” em lugar de “Resolver Problemas”, pois na elaboragdo pressupde que os
estudantes investiguem outros problemas embasados nos conceitos estudados e que possam
refletir sobre estes problemas.

Na Base Nacional Comum Curricular a proposta ¢ que haja uma progressao ano a
ano, a partir da “compreensdo e utilizagdo de novas ferramentas e também na complexidade
das situacdes-problema propostas, cuja resolugdo exige a execugdo de mais etapas ou nogoes
de unidades tematicas” (BRASIL, 2018, p.277). Nesse contexto, a BNCC propde que no
ensino fundamental os problemas envolvendo contagem iniciariam de situagdes em que fosse
permitido descrever todos os casos possiveis para que posteriormente fossem resolvidos sem a
necessidade de descrevé-los. E dessa forma estruturando o desenvolvimento do raciocinio

combinatorio.
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3 CONCEITOS BASICOS DA ANALISE COMBINATORIA

Nesta se¢do serdo apresentados os conceitos basicos da Analise Combinatoria,
exemplos resolvidos que servirdo de fator motivador para a introdugdo desse assunto, além da
exposicao de estratégias para a resolucao de problemas de contagens. Em relacdo as técnicas

de contagens, segundo Morgado et al (2006),

Embora a Analise Combinatéria disponha de técnicas gerais que permitem atacar
certos tipos de problemas, ¢ verdade que a solugdo de um problema combinatério
exige quase sempre engenhosidade e a compreensao plena da situagdo descrita pelo
problema. Esse ¢ um dos encantos desta parte da matemadtica, em que problemas
faceis de enunciar revelam-se por vezes dificeis, exigindo uma alta dose de
criatividade para sua solu¢gdo. (MORGADO et al, 2006)

O estudo da Analise Combinatéria nos permite a elaboragao de vérias situagdes
problemas que podem ser discutidas através da constru¢do de conjecturas, provendo assim o
desenvolvimento da capacidade de argumentagdo em diferentes niveis de ensino. Este estudo
teorico foi construido a partir das leituras dos seguintes autores: Morgado(2006), Dante
(2005), Barroso (2010), Machado (1986), Hazzan (2004), Lima at al(2005), Carvalho (2015),

Fomin at al(2012), dentre outros.

3.1 PRINCIiPIO ADITIVO

Defini¢do: Se A ¢ B sdo dois conjuntos disjuntos (ANB=4) com, respectivamente, p e q

elementos, entdo AUB possui p + q elementos.

Exemplo 1 Uma livraria virtual vende livios de Matematica, Fisica e Quimica, dos quais 20
tipos diferentes de livros de Matemadtica, 25 de Fisica e 10 de Quimica, quantas op¢oes um

estudante tem de escolher um unico livio?

Solugdo: Considere os conjuntos dos trés livros:
e M= {my, my, ms, ..., My, My}, conjunto dos livros de Matematica.
« F={f, i, f; ..., s, £i5}, conjunto dos livros de Fisica.

* Q={qi, 9 s ..., Q9 qio}, conjunto dos livros de Quimica.
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O estudante devera escolher um unico livro dentre os trés conjuntos acima, como
temos 20 opc¢des em M, 25 opgdes em F e 10 opcdes em Q, assim o total de opcdes serd de

20+25+10=55.

Podemos observar que o estudante escolherd um tnico livro: de Matematica ou de
Fisica ou de Quimica. Nota-se que o conectivo “ou” estd intimamente ligado ao Principio

Aditivo, sendo portanto uma ferramenta importante na identificagdo desses problemas.

Exemplo 2 Uma lanchonete vende sanduiches e pastéis, onde hda 3 sabores de
sanduiches(bauru, x-burger, hotdog) e 4 sabores de pastéis(carne, frango, queijo e misto).
Suponha que José so possa comprar um sanduiche ou um pastel. Quantas sdo as opgoes de

escolha que José pode fazer para um lanche?

Solugao: Considere os seguintes conjuntos:
* S = {bauru, x-burger, hotdog}, conjunto dos Sanduiches.
* P = {carne, frango, queijo, misto}, conjunto dos Pastéis.

Como José s6 podera escolher um sanduiche ou um pastel, onde ha 3 opg¢des
diferentes de sanduiches e 4 opg¢des diferentes de pastéis, temos que José pode escolher seu

lanche de 3+4 = 7 maneiras.

No enunciado observamos a presenca do conectivo “ou” indicando que devemos

aplicar o principio aditivo.

Extensao do principio aditivo: Se A, A,, ..., A, sdo conjuntos disjuntos dois a dois (isto €
A4,N A4, =¢para I # j), e se A;j possuig,elementos;i=1, 2,3, ..., n, entdo:

4 U4 0. VA |=a+a,+..+a,.

De acordo com Carvalho (2015), “problemas de contagem sdo, muitas vezes,
considerados dificeis entre alunos e professores, apesar de as técnicas matematicas
necessarias serem bastante elementares: essencialmente, o conhecimento das operagdes

aritméticas de soma, subtracao, multiplicacao e divisdao”.
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3.2 PRINCIPIO MULTIPLICATIVO OU PRINCiPIO FUNDAMENTAL DA
CONTAGEM (PFC)

Definicdo: O Principio Fundamental da Contagem diz que se ha x modos de tomar uma
decisdo D, e, tomada a decisdao D, ha y modos de tomar a decisdo D,, entdo o nimero de

modos de tomar sucessivamente as decisdes D, e D; € x.y.

Exemplo 3 (POTI 2012) Uma porta so é aberta quando usamos simultaneamente a chave e o
cartdo corretos. Se vocé possui duas chaves e trés cartoes, quantos testes devemos fazer para

garantir que a porta ira abrir?

Solugdo: Para melhorar a visualizagdo do problema, montamos o diagrama abaixo:

FIGURA 7- Abrindo uma porta (Exemplo 3)
S 88
— -

\.{-;--_'@' ZS\/;\ ®/{/

FONTE: POTI 2012

Portanto de forma visual temos um total de 6 combinacdes possiveis de uma
chave com um cartdo. Usando o raciocinio do principio fundamental da contagem: Temos que
para cada escolha de chave existem trés maneiras para escolher o cartdo. Assim, como temos

duas chaves e trés cartdes, o total de testes que garantem que a porta abrird serd 2.3 = 6.

Exemplo 4 Considere os lancamentos de uma moeda e um dado. Quantos sdo os pares

ordenados(moeda, dado) possiveis para o resultado? (usando C: coroa e K: cara).

Uma forma de visualizarmos os pares ordenados ¢ através do diagrama de
arvore, também conhecido como arvore de possibilidades. E uma técnica motivadora que

facilita a visualizagdo, pois através de desenhos de diagramas podemos listar todos os



resultados possiveis, através do desmembramento da “ramificagdao”

possibilidades. Mas ¢ uma técnica limitada quando o nimero de possibilidades ¢ elevado.

FIGURA 8 — Diagrama de arvore (Exemplo 4)

1 (C1)
(€, 2)
(C. 3
(C, 4)
(C, %)

o P W N

(C, 6)

P )

2 (K, 2)
(K, 3)
(K, 4)
(K, 5)
(K, 6)

FONTE: Elaborada pelo autor

da Aarvore
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de

Observamos que temos duas etapas, sendo 2 possibilidades na primeira etapa e 6

possibilidades na segunda etapa. Portanto temos 2.6 = 12 pares ordenados(moeda, dado).

Exemplo 5 (Formin) No Pais das Maravilhas existem trés cidades A, B e C. Existem seis

estradas ligando A a B e quatro ligando B a C. De quantas maneiras é possivel dirigir de A a

c?
FIGURA 9 — Estradas (Exemplo 5)
B
-
L f !
- F
v %
A 4
a4 N
. : .(__-
FONTE: Formin 2012
Solucao:

A primeira decisdo ¢ sair da cidade A e ir para a cidade B, temos portanto 6

possibilidades.
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A segunda decisdo ¢ sair da cidade B e ir para a cidade C, temos entdo 4
possibilidades. Portanto, pelo principio fundamental da contagem, temos 6.4 =24

possibilidades de caminhos.

Exemplo 6 Determinar quantos sdo os numeros de trés algarismos, multiplos de 5, cujos

algarismos das centenas pertencem a {1, 2, 3, 4} e os demais algarismos a {0, 5, 6, 7, 8, 9}.

Solugdo: Para ocupar a posicdo das centenas temos 4 possibilidades, das dezenas temos 6
possibilidades e das unidades temos 2 possibilidades, entdo a quantidade solicitada usando o

principio multiplicativo ¢ 4.6.2 = 48.

Exemplo 7 (Lima et al ) Quantas sdo as formas de pintar a bandeira a seguir utilizando 3

cores diferentes dentre 4 cores dadas?

FIGURA 10— Bandeira (Exemplo 7)

FONTE: Lima et al 2005

Solucao:

Temos que tomar 3 decisdes consecutivas: a cor externa, a cor do retangulo e a
cor do circulo. Para a cor externa podemos escolher qualquer uma das 4 cores.

Para a escolha da cor do retangulo temos apenas trés cores, pois uma cor ja foi
escolhida anteriormente. Para a escolha da cor do circulo temos as duas cores que restaram.

Portanto, pelo principio fundamental da contagem, o numero total de maneiras de

colorir ¢ 4.3.2 = 24 possibilidades.
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Exemplo 8 Quantos numeros naturais de trés algarismos distintos(na base 10) existem?

Solugdo: O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos, pois ndo podemos escolher o
zero para ocupar o algarismo das centenas, o segundo algarismo de 9 modos, pois nao
podemos usar o algarismo ja utilizado anteriormente e o terceiro podemos escolher de 8

modos, pois ndo podemos usar os dois algarismos ja escolhidos anteriormente.

Portanto, pelo principio multiplicativo a resposta ¢ 9.9.8 =648 numeros de trés

algarismos distintos.

Devemos observar neste exemplo que se comegassemos pelo ultimo algarismo,
teriamos 10 maneiras de escolher, 9 maneiras de escolher o penultimo, pois ndo poderiamos
escolher o algarismo ja escolhido anteriormente, entdo de quantas maneiras poderiamos

escolher o antepentlltimo? Assim, chegariamos a uma resposta totalmente errada.

Segundo Morgado et al (2006), “pequenas dificuldades adiadas costumam
transformar-se em grandes dificuldades. Se alguma decisdo ¢ mais complicada que as demais,

ela deve ser tomada em primeiro lugar”

Baseadas em Morgado; Carvalho (2015), listaremos algumas estratégias para

resolver problemas de contagem:

1. Postura

No momento de resolver um problema de contagem ¢ essencial se colocar no
lugar de quem estd executando a acdo solicitada pelo problema, pense sempre que estd de
posse das possibilidades e como realizara todas as etapas do problema, tendo assim uma

“postura ativa” diante do problema.

2. Divisao

Quando possivel devemos dividir o problema em etapas (ou decisdes) mais
simples de serem determinadas para que depois pensemos no conjunto de etapas como um
todo, uma solugdo bem construida passa pela formagdo de diversas etapas de decisdes, com

subdivisdo em casos, Se necessario.

3. Nao adiar dificuldades
A simplifica¢do do processo de resolucao muitas vezes vem da ordem em que as

decisdes sdo tomadas. Decisdes adiadas por conter alguma dificuldade tornam-se mais
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complicadas posteriormente, por isso devem ser resolvidas de imediato. Se uma das decisoes
a serem tomadas for mais restrita que as outras, essa ¢ a decisdo que deve ser tomada

prioritariamente.

3.3 FATORIAL DE UM NUMERO

Definicdo: Seja n um numero inteiro ndo negativo( n€IN ), definimos fatorial de n (e
indicamos por n!) por meio da relagao:
n!=n(n—-1)n-2)..3.2.1, para n=>2
Decorre da definicdo que 1!=1 e 0!= 1. Pois, pode-se definir n/ = nn—1)!.
Portanto paran=2,2!=2.2-1)! =2.1=2.1! 11=1
Assim, temos:

11 =13 - DI=1=1(0) =1=0!

Exemplo 9
31=32.1=6
4!=4321=24

51=5432.1=120

3.3.1 OPERACOES COM FATORIAL

Algumas operagoes, ndo sdo validas na funcdo fatorial: Dados x e y pertencentes
aos naturais entdo nao ¢ valido que:
a) x!+yl=x+y)!
b) x!-y!l=(x-y)!
c)x!.y!=(xy)!

A fim de simplificar as formulas que estudaremos posteriormente como o nimero
de arranjos e combinagdes, essa ferramenta servira para reescrever um numero fatorial em
relacdo a outro, como por exemplo, podemos escrever 5! = 5.4.3!, isto ¢, escrevemos 5! em

relagdo a 3!.
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!
Exemplo 10 Calcule: %
Solucao: Podemos fazer de duas maneiras:

* a primeira de maneira mais demorada que consiste em calcular o numerador e o
denominador, e depois efetuar a divisao.

5154321 120

= =20
3! 3.2.1 6

* Na segunda podemos desenvolver um fatorial, colocando seus fatores em ordem
decrescente até chegarmos a um fator conveniente, quando entdo, o desenvolvimento

sera interrompido. Dai simplificamos e efetuamos os calculos.

! !
SI_543l o, o
33l

Exemplo 11 Calcule: 9!

62!

Solugdo: Desenvolveremos 9! até chegarmos a 6!. Depois simplificamos e efetuamos os
calculos.

9 9.8.7.60 987

= =252
612! 6!2! 2

7'+ 5!
76!

Solugdo: Vamos escrever todos os numeros em relagdo a 5!, pois ¢ o menor nimero, temos
que:

Exemplo 12 Calcule:

7450 7.6.5450  SI(7.6+1) 43
761 7.6.5-6.5 5(7.6-6) 36

Exemplo 13 Simplifique a expressdo

Solugdo: Basta escrevermos (n + 2)! em relacdo a n!. Assim, temos:
(n+2)! (n+2)(n+1)n!
!

n!

=(n+2)(n+l)
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Exemplo 14 Simplifique a expressio (n+1)!

(n—1)!

Solugao: Desenvolveremos (n + 1)! até chegarmos a (n — 1)!.

(n+1)! _ (n+Dn(n-1)
(n-1!  (n-1)

=(n+n=n"+n

3.4 PERMUTACOES SIMPLES

A nocao de permutagdo esta ligada ao ato de trocar, ou seja, reordenar um grupo

de objetos. Intuitivamente, devemos associar a permutacdo a no¢do de misturar.

Definicao: Dado um conjunto finito A, uma permutagdo dos elementos de A ¢ uma lista

ordenada, ou seja, uma sequéncia na qual cada elemento de A aparece exatamente uma vez.
Observemos os seguintes exemplos de permutagdo simples.

Exemplo 15 Dada uma palavra qualquer, chamamos de anagrama qualquer palavra obtida
permutando-se as letras da palavra original. Quantos anagramas podemos formar com a
palavra LER?

Solugdo: Inicialmente faremos uma tabela listando todos os anagramas da palavra LER.

TABELA 1 — Anagramas da palavra LER

LER ELR REL

LRE ERL RLE
FONTE: Elaborada pelo autor

De fato, como cada anagrama corresponde a uma permutagcdo dos elementos do
conjunto: {l, e, r}. Temos que o nimero total de anagramas ¢ 6. A organizagdao dos anagramas

na tabela facilita a visualizagao.

Assim, na permutacdo simples de n objetos distintos, a escolha do objeto que

ocupara o primeiro lugar pode ser feita de » modos, a escolha do objeto que ocupara o
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segundo lugar pode ser feita de n — / modos, a escolha do objeto que ocupara o terceiro lugar
ser feita de n — 2 modos, assim sucessivamente até a escolha do objeto que ocupard o tltimo
lugar que podera ser feita de 1 modo. Portanto, uma permutac¢iio de n objetos distintos ¢
qualquer agrupamento simples dos n objetos, assim:

P =n(n-1)(n-2)-...-3.2.1=n!

Portanto, no exemplo 15 temos que a permutagao simples de 3 elementos é:

P;=3!=3.2.1=6.

Exemplo 16 De quantas maneiras podem 6 pessoas ficar em fila indiana?

FIGURA 11 - Fila indiana (Exemplo 16)

FONTE: Disponivel em: <https://media.gettyimages.com/illustrations/businessman-waiting-in-line-illustration-

1d177228339>. Acesso: 14/03/2021
Solugdo: Para cada forma de ficar em fila indiana ¢ uma permutagdo das 6 pessoas.
Portanto o nimero de permutacdes (maneiras de ficar em fila indiana) sera:

Ps=6!=6.5.4.3.2.1 = 120 modos diferentes

Exemplo 17 Quantos numeros pares podemos obter com a permutagdo, de todas as maneiras

possiveis, dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 57

Solugdo: Para a escolha do ultimo algarismo s6 temos os nimeros 2 ou 4. Note que
comecamos pelo ultimo algarismo, pois é o mais restrito; Agora vamos escolher os outros
algarismos, temos 4 modos de escolher o primeiro, 3 modos de escolher o segundo, 2 modos
de escolher o terceiro e 1 modo de escolher o quarto algarismo.
Portanto, pelo principio multiplicativo temos 4.3.2.1.2 = 48 niimeros pares.
Podemos observar que temos duas maneiras de escolher o ultimo algarismo e

permutar os outros quatro niumeros, temos entao as seguintes possibilidades:


https://media.gettyimages.com/illustrations/businessman-waiting-in-line-illustration-id177228339
https://media.gettyimages.com/illustrations/businessman-waiting-in-line-illustration-id177228339
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__2  4!=24 numeros pares terminador por 2.

__4  4!=24nameros pares terminador por 4.

Logo, ao todo teremos 24 + 24 = 48 numeros pares conforme o enunciado do

exemplo.

Exemplo 18 De quantas maneiras diferentes um casal com seus trés filhos podem ocupar um

banco com cinco lugares, de modo que o casal fique sempre juntos?

Solugdo: Se o casal ndo pode ser separado, devemos considera-los como uma unica pessoa,

calculando a permutacao de 4 pessoas, temos 4! =4.3.2.1 = 24.

Temos abaixo a representagdo de uma das possibilidades de ocupagdo dos cinco

lugares.

PAI | MAE |FILHO |FILHO | FILHO

Notemos a seguinte situacao: Se o casal trocar as posi¢des entre si, temos 2! = 2,

obtemos uma possibilidade diferente da anterior:

MAE | PAI |FILHO |FILHO |FILHO

Aplicando o principio multiplicativo temos: 4!.2! = 24. 2 = 48 maneiras diferentes

desta familia ocupar o banco de modo que o casal fique sempre juntos.

Exemplo 19 7em-se 12 livros, todos diferentes, sendo 6 de Matematica, 4 de Geografia e 3
de Sociologia. De quantos modos podemos dispo-los sobre uma prateleira, devendo os livros

de cada assunto permanecer juntos?

Solugdo: Como os livros de cada assunto devem permanecer juntos, podemos escolher a
ordem das matérias de 3! modos, ou seja, de 6 maneiras diferentes.

Depois, para organizar na prateleira os livros de Matematica, temos Pg = 6! = 720
modos.

Para organizar na prateleira os livros de Geografia temos P, = 4! = 24 modos

Para organizar na prateleira os livros de Sociologia, temos P;=3! = 6 modos.

Assim, podemos dispor os livros de 6.720.24.6 = 622080 modos.
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3.4.1 PERMUTACOES COM REPETICAO

O numero de permutacdes de n elementos dos quais 7n,, ¢ de um tipo, 72 de um

segundo tipo,...,nx de um k-ésimo tipo. Isto é:
n!

P”l M ey M
n

n!nyl..-n!

O denominador da fragdo representa os conjuntos formados pelos agrupamentos

repetidos, que devem ser descontados no resultado final.

Exemplo 20 Quantos sdo os anagramas da palavra MATEMATICA?

Solugdo: Podemos observar que na palavra MATEMATICA, temos a letra M que repete 2
vezes, a letra A que repete 3 vezes, e a letra T que repete 2 vezes, num total de 10 letras.
Portanto, usando a féormula de permutacdo com repeti¢do temos:

22 100 10.9.8.7.6.5.4.3!
T 3nn 311!

=151200

Logo, o nimero total de anagramas da palavra MATEMATICA ¢ 151200.

Exemplo 21 (POTI 2019) A figura abaixo representa o mapa de uma cidade, na qual ha 6
avenidas na dire¢do norte-sul e 7 avenidas na dire¢do leste-oeste. Quantos sdo os trajetos

minimos de A até C passando por B?

FIGURA 12 — Trajetos (Exemplo 21)

C

A

FONTE: POTI 2019
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Solugdo:
Inicialmente saindo da cidade A para a cidade B, temos 8 avenidas sendo 4 norte-
sul e 4 leste-oeste, portanto temos:

ph 8l 8.7.6.5.4! _ 1680 _

it = O 70
a4 44 24

Depois, saindo da cidade B, para a cidade C, temos 5 avenidas sendo 2 norte-sul e

3 leste-oeste, portanto temos:

2.3 5!

5 —ﬁzlo

Portanto a quantidade de trajetos minimos de A até C passando por B ¢: 70.10

=700

Exemplo 22 As embalagens dos produtos vendidos por uma empresa apresentam uma
sequéncia formada por barras verticais: quatro de largura 1,5 mm; trés de largura 0,5 mm, e
duas de largura 0,25 mm, como no exemplo abaixo. Cada sequéncia indica o pre¢o de um
produto. O numero de pregos diferentes indicados por essas nove barras?

Solucao:

Chamaremos de A a barra de largura 1,5; de B a barra de largura 0,5 e de C a barra

de largura 0,25.

Temos como exemplo o preco de um produto: AAAABBBCC, ou seja, para
calcularmos o numero de precos diferentes usando as nove barras, temos que calcular uma

permutacao com repeticao de: 4A,3B,2C.

!
B = 2 _1260
43121

Logo hé 1260 pregos diferentes usando as nove barras.

Exemplo 23 Quantos numeros de 7 digitos podem ser formados usando apenas os

algarismos 1, 3, 6, 6, 6, 8, 8 supondo que:
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a) ndo se tém restrigoes.

Solugdo: Podemos observar que o nimero 6 se repete 3 vezes e o numero 8 se repete 2 vezes.

Usando a formula de permutagdo com repeti¢ao, temos:

b) devem ser maiores que 6000000.
Solugdo: Se o numero for maior que 6000000 deve comegar por 6 ou por 8.

Escolhendo como primeiro digito o nimero 6, entdo teremos 6 casas vazias o que

nos da um total de:

P22 6! _6.5.4.3.2!=

22 - O 180
w2

Agora, escolhendo como primeiro digito o nlimero 8, entdo teremos 6 casas vazias

para os demais, o que nos d4 um total de:

pr_ 66543

% =~ = =120
33

Logo, pelo principio aditivo o total de nimeros maiores que 6000000 ¢ 180+120 =
300.

3.4.2 PERMUTACOES CIRCULARES (PC)n

Definicao: Permutacao Circular de n objetos distintos ¢ qualquer disposicao desses objetos
em torno de um circulo. Indica-se por (PC)n.

A permutacdo circular ¢ em geral, diferente da permutagdo simples. Considerando
o caso n = 3 temos P;= 3! = 3.2.1 = 6 modos de colocar 3 objetos distintos em 3 lugares.
Vamos observar o que acontecerd na permutacdo circular de 3 objetos, se considerarmos

equivalentes disposi¢des que possam coincidir por rotagao.
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FIGURA 13 — Permutagdo Circular

3

q " -
Q 1©? O i

1 2 3
O z 103 O 1
FONTE: Elaborada pelo autor

Vejamos que as trés primeiras disposi¢des podem coincidir entre si por rotacdo € o
mesmo ocorre com as trés ultimas, de modo que (PC); = 2. Nas permutacdes simples
importam os lugares que os objetos ocupam, mas nas permutagdes circulares o que importa &
apenas a posi¢ao relativa dos objetos entre si.

Observando os circulos da primeira linha no sentido anti-horario, 1 precede 2, que
precede 3, que precede 1, portanto a posicdo relativa dos objetos € a mesma. Agora,
observando os circulos da segunda linha, 1 precede 3, que precede 2, que precede 1, portanto,
a posicao relativa dos objetos € a mesma.

Assim, verificamos que (PC),= (n—1)!

Se ndo considerassemos equivalentes disposicdes que possam coincidir por
rotacdo, teriamos n! disposi¢des. Considerando a equivaléncia, cada permutagdo circular ¢
gerada por n disposi¢des. Logo, o nimero de permutagdes circulares de »n elementos ¢ dado

por:

(PC), _n (n=1)!
n

Exemplo 25 De quantas maneiras diferentes 6 pessoas podem se sentar em torno de uma
mesa redonda?
Solugao: Considerando que A, B, C, D, E e F representam as 6 pessoas, podemos montar o

seguinte esquema:
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FIGURA 14 — Permutagdo Circular (Exemplo 25)

= F

(i
o
&
=

D C

FONTE: Elaborada pelo autor

Observamos que, se todas as pessoas se deslocarem uma posi¢do no sentido
horario, por exemplo, a configuracdo continua a mesma.
Entdo, devemos fixar uma das pessoas, por exemplo A, e efetuar a permutagdo das
outras 5 pessoas.
Assim, calculamos a permutagao circular das 6 pessoas.
(PC), =(6-1!=5!=120

Logo, as 6 pessoas podem sentar-se a mesa de 120 maneiras diferentes.

Exemplo 26 De quantos modos pode-se pintar uma piramide pentagonal regular usando 6
cores diferentes, sendo cada face de uma cor?
Solugdo:

Vamos considerar duas etapas:

1* etapa: escolha da cor da base da piramide: sdo 6 possibilidades, pois temos 6
cores disponiveis.

2% etapa: escolha das cores das faces laterais da piramide. Depois de pintarmos a
base da pirdmide, sobram apenas 5 cores que devem ser permutadas de maneira circular.

Portanto, temos: 6. (PC)s =6.(5—-1)!=6.4!=6.24 =144

Logo, podemos pintar a piramide de 144 modos distintos.

3.5 ARRANJOS SIMPLES

Estudamos anteriormente a permutacao simples de n elementos, ou seja, qualquer

agrupamento ordenado desses n elementos. Mas agora, de posse de n elementos, estudaremos
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os agrupamentos ordenados de 1 elemento, 2 elementos, 3 elementos, ..., de p elementos, com

(p<n).

Defini¢cdo: Arranjos Simples de n elementos tomados p a p, ( p < n) sdo os

agrupamentos ordenados diferentes que se podem formar com p dos n dados.

Agora, vejamos como calcular o numero total desses agrupamentos no caso geral

de n elementos arranjados p a p, com n 2 p.
Indica-se por 4, ,0u A} (lé-se: arranjo de n elementos tomados p a p).
Para n=p temos 4, , =F, =n!

Para n>p temos n elementos distintos e vamos arranja-los p a p. Assim,

construindo a arvore das possibilidades, temos:
* na primeira posi¢do: n possibilidades. (pois temos n elementos disponiveis).
* na segunda posi¢do: n — 1 possibilidades. (pois temos n — 1 elementos disponiveis).

* na terceira posicdo: n — 2 possibilidades. (pois temos n — 2 elementos disponiveis).
Seguindo assim sucessivamente até a p-ésima posi¢ao: n — (p — 1) possibilidades.

(temos n — (p — 1) elementos disponiveis)

Assim, aplicando o principio fundamental da contagem, temos o niimero total de

possibilidades:

An’p =n(n—-1)(n-2).---.[n—(p-1)] com p fatores.

Multiplicando esse numero por (2= P)! temos:
(n—p)!

n!

o (-p)
Ay =D =2 =P =

Exemplo 27 Em uma fila do cinema ha 5 cadeiras consecutivas vazias. De quantas maneiras
trés pessoas, A, B e C, podem sentar-se nas cadeiras?

Solug¢do: Utilizando o principio multiplicativo vemos que: a primeira decisdo € sentar a pessoa

A, isso pode ocorrer de 5 modos diferentes, a segunda decisdo sera sentar a pessoa B, isso
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podera ser feito de 4 modos diferentes, ja que so restam 4 cadeiras vazias, € a terceira e ultima
decisdo sera sentar a pessoa C e isso podera ser feito de 3 modos diferentes. Entdo, sdo 5.4.3 =

60 possibilidades.

Observamos que estamos interessados nos agrupamentos ordenados de 3

elementos, retirados de 5 elementos, ou seja:

51 5432

Ay, = = 60
T G=3) 2

Portanto, hd 60 maneiras diferentes de organizar as trés pessoas nas cinco cadeiras

disponiveis.

Exemplo 28 Um estudante tem 6 lapis de cores diferentes. De quantas maneiras ele podera
pintar os estados da regido Sudeste do Brasil (Sdo Paulo, Rio de Janeiro, Minas Gerais e

Espirito Santo), cada um de uma cor?

FIGURA 15- Regido Sudeste (Exemplo 28)

BRASIL
Regido Sudeste

Minas Gerais

Sao Paulo

" Rio de Janeiro

FONTE: Disponivel<https://www.google.com.br/url ?sa=i&url=https%3 A%2F%2Fbr.pinterest.com%2Fpin
%2F718253840543426536%2F &psig=AOvVaw06uZp0gjdCulfeLqoDOZ5b&ust=1624481759384000&source
=images&cd=vfe&ved=0CAcQjRxqFwoTCNiUIKmQrPECFQAAAAAJAAAAABAD>
Acesso: 10/03/2021

Solugao:
Estamos interessados nos agrupamentos ordenados de 4 elementos, retirados de 6

elementos, ou seja:

6 6 65432

A, =— == =360
4T 6-4) 2 2!

Portanto, ha 360 maneiras diferentes de colorir o mapa da regido Sudeste do

Brasil.


https://www.google.com.br/url?sa=i&url=https%3A%2F%2Fbr.pinterest.com%2Fpin%2F718253840543426536%2F&psig=AOvVaw06uZp0gjdCuJfeLqoDOZ5b&ust=1624481759384000&source=images&cd=vfe&ved=0CAcQjRxqFwoTCNiU1KmQrPECFQAAAAAdAAAAABAD
https://www.google.com.br/url?sa=i&url=https%3A%2F%2Fbr.pinterest.com%2Fpin%2F718253840543426536%2F&psig=AOvVaw06uZp0gjdCuJfeLqoDOZ5b&ust=1624481759384000&source=images&cd=vfe&ved=0CAcQjRxqFwoTCNiU1KmQrPECFQAAAAAdAAAAABAD
https://www.google.com.br/url?sa=i&url=https%3A%2F%2Fbr.pinterest.com%2Fpin%2F718253840543426536%2F&psig=AOvVaw06uZp0gjdCuJfeLqoDOZ5b&ust=1624481759384000&source=images&cd=vfe&ved=0CAcQjRxqFwoTCNiU1KmQrPECFQAAAAAdAAAAABAD
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Exemplo 29 Numa sala existem 10 cadeiras numeradas de 1 a 10. De quantas formas 2
pessoas podem sentar nessas cadeiras, havendo ao menos uma cadeira entre elas?
Solugdo:

Inicialmente, vamos considerar que os numeros das cadeiras escolhidas pelas
pessoas A e B formam um par ordenado, ou seja, o par ordenado (3,6) significa que a pessoa A
ocupa a cadeira nimero 3, enquanto que a pessoa B ocupa a cadeira nimero 6. O par
ordenado (6,3) significa que a pessoa A ocupa a cadeira numero 6, enquanto a pessoa B ocupa
a cadeira nimero 3.

O total de modos diferentes das cadeiras serem ocupadas pelas duas pessoas sera
dado pelo numero de pares ordenados formados com os nimeros das cadeiras, que pode ser
calculado da seguinte maneira:

4, _ 1 =&=M=10.9=90
© o 310-2)! 8 8!

Assim, podemos formar 90 pares ordenados. Porém, temos a seguinte restri¢ao: A
¢ B ndo podem sentar-se juntas. Portanto A e B ndo devem ocupar cadeiras cujos nimeros sao
consecutivos. Temos entdo que descobrir quantos sdo os pares ordenados cujos elementos sdo
consecutivos para subtrai-lo dos 90 pares ordenados possiveis.

Listaremos abaixo os pares ordenados formados com niimeros consecutivos:

(1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6), (6,7), (7,8), (8,9), (9,10), (2,1), (3,2), (4,3), (5,4), (6,5), (7,6),
(8,7), (9,8) € (10,9), totalizando 18 pares.

Podemos concluir que existem 90 — 18 = 72 modos de as duas pessoas se
sentarem com, pelo menos, uma cadeira entre elas.

Notemos que a ideia principal na resolu¢do desse problema ¢ contar os objetos
“ndo pedidos” em vez dos “pedidos”. E depois subtrair o resultado para que atenda as

restri¢des exigidas no enunciado.

Exemplo 30 Cinco cavalos disputam um pareo. Qual é o numero de possiveis resultados para
os 3 primeiras colocagoes?
Solugdo:

Procuramos agrupamentos de 3 elementos em que a ordem € importante, pois se
identificarmos os cavalos como A, B, C, D ¢ E, se temos por exemplo com resultado das 3

primeiras colocacdes (A, D, E), significa que o cavalo A ganhou em primeiro lugar, o cavalo
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D em segundo lugar e o cavalo E em terceiro lugar, o que ¢ totalmente diferente do resultado
(D, E, A), onde o cavalo D ganhou o primeiro lugar, o cavalho E em segundo lugar e o
cavalho A em terceiro lugar.

Temos que encontrar o niumero de agrupamentos ordenados de 3 elementos,
retirados de 5 elementos, ou seja:

50 5 54320

Ay, = == 60
ST G-3) 2 2

Logo, ha 60 possiveis resultados para as 3 primeiras colocagdes.

3.5.1 ARRANJOS COM REPETICAO

Definicdo: Seja N um conjunto com n elementos, isto ¢, N = {aj, az,..., a,}. Chamamos
arranjo com repeticdo dos n elementos, tomados p a p, toda p-upla ordenada (sequéncia de
tamanho p) formada com elementos de N ndo necessariamente distintos. Indiquemos por

(AR)np o numeros de arranjos com repeticao de n elementos tomados p a p.

Cada arranjo com repeti¢do ¢ uma sequéncia de p elementos, onde cada elemento

pertence a N. Pelo Principio Fundamental da Contagem, o numero de arranjos (AR)n sera:

(ARgwp=n.n.....n=nP, p vezes

Observemos que, se p = 1, (AR)n,1 = 7 € a formula continua valida Vpe N *

Exemplo 31 Quantos numeros de trés algarismos podem ser escritos com os algarismos 1, 2,

4,56 7e9?

Solugdo: Notemos que os nimeros a serem formados com trés algarismos ndo precisam ser
necessariamente distintos, temos entdo um arranjo com repeti¢do, formaremos agrupamentos
ordenados de 3 elementos retirados de 7 elementos.

Pelo principio fundamental da contagem temos 7.7.7 = 343 numeros de trés
algarismos e pela formula de arranjo com repeti¢ao temos:

(AR)73 =73 = 343.
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Exemplo 32 Uma urna contém uma bola preta (p), uma branca (b) e uma vermelha (v). Uma
bola ¢ extraida, observada sua cor e reposta na urna. Em seguida outra bola é extraida e
observada sua cor. Quantas sdo as possiveis sequéncias de cores observadas?

Solugdo:
Cada sequéncia ¢ um par ordenado de cores (x, y) em que x, yeN = { D, b,v}.

Logo, pelo principio fundamental da contagem, o nimero de pares ¢ 3.3 =9, e

aplicando a formula de arranjo com repeti¢do temos (AR)3 2 =3*=9.

3.6 COMBINACOES SIMPLES

O conceito de combinagdo estd intuitivamente associado a nocao de escolher
subconjuntos.

Defini¢do: Combinagdo simples dos n elementos, tomados p a p,(p<n)sdo 0s
subconjuntos com exatamente p elementos que se podem formar com os »n elementos dados.
Assim, ha que reduzir, do total de combinagdes possiveis feitas com certo numero de
elementos, aqueles que possuem os mesmos elementos, porém em ordens diferentes. Para o
calculo das combinagdes, essas configuracdes representam um mesmo subconjunto. Como
sdo subconjuntos de um conjunto, a ordem dos elementos ndo importa. S6 consideramos

subconjunto distintos os que diferem pela natureza dos seus elementos.

Indica-se por C,,.Cr Ou(nJ
’ p

O niimero de combinagdes possiveis nessas condigdes €:

! A
C,, =— " ou C,,=—".
pl(n—-p) r
Podemos destacar uma propriedade importante das combinagdes: C,  =C

n,p n,n—p
Pois:
Cn,p _ n! _ n! _ n! _
pl(n=p)! (m-p)p! (n-p)ln-(n-p))

n,n—p

Essa propriedade ¢ utilizada para simplificar os calculos e ¢ conhecida por
igualdade de combinagdes complementares. Observemos que:

. C3’2 = C371,pois C3’2 =3eC3’1 =3
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A, 54 |
*Coo = Coanpois Gy = Sim g =10 € Cam =0,

100.99
i C100,98 = C100,2 = T =4950

Exemplo 33 Um grupo é formado de sete alunos e trés professores. De quantos modos se
pode formar uma comissdo de cinco pessoas?
Solu¢do: Num primeiro momento parece ser simples e que podemos usar o principio
fundamental da contagem, bastando escolher um representante por vez. O primeiro pode ser
escolhido de 10 modos, o segundo de 9 modos, o terceiro de 8 modos, o quarto de 7 modos e
o quinto de 6 modos. Logo, o nimero total de possibilidades parece ser 10.9.8.7.6 = 30240.
Esta solu¢do estd incorreta, mas podemos consertd-la para chegar a resposta
correta. Suponha que tivéssemos escolhido, trés estudantes E;, E,, E; e dois professores P, P,
sucessivamente teriamos E;, E,, E;, Py e P, . A comissdo seria exatamente a mesma se
tivéssemos selecionado, por exemplo, primeiro P;, depois P,, depois E., depois E; por tltimo
E.. No entanto, as duas escolhas foram contadas como se fossem distintas. O que nos permite
corrigir o resultado da contagem ¢é o fato de que todas as possiveis comissoes sdo repetidas o
mesmo numero de vezes, correspondente a todas as suas possiveis ordenagdes. Entdo por
exemplo, E;, E>, E;, P, e P, aparecem em nosso processo de enumeracao, 5.4.3.2.1 = 120
vezes, 0 mesmo ocorrendo com todas as possiveis comissdes. Logo, o nimero correto de
comissdes ¢ igual a 30240/120 = 252. Usando a féormula da combinagdo simples, ja que a
ordem dos elementos dentro do agrupamento nao importa, temos:

! ! !
Cos = 10! :£: 10.9.8.7.6.5! _ 10.9.8.7.6 _95)
o 5110-=-5)! 58! 515! 54321

Portanto, ha 252 comissoes distintas.

Exemplo 34 Considere a figura abaixo, quantos triangulos distintos podem ser tracados

tendo como vértices os pontos assinalados na circunferéncia?

FIGURA 16 - Circunferéncia (Exemplo 34)

FONTE: Elaborada pelo autor
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Solugdo: Como nao ha trés pontos alinhados, devemos escolher 3 pontos dentre os 6 para

tracarmos um triangulo. Portanto ¢ uma combinacao de 6 tomados 3 a 3.

6! 6! 6543 654
C6,3 = == = =
31(6-3)! 313! 313! 3!

20

Assim, podemos tragar 20 tridngulos distintos.

Exemplo 35 (UERJ) Para montar um sanduiche, os clientes de uma lanchonete podem

escolher:
* um dentre os tipos de pdo: calabresa, orégano e queijo;
* um dentre os tamanhos. pequeno e grande;,

* de um até cinco dentre os tipos de recheio. sardinha, atum, queijo, presunto e salame,

sem possibilidade de repeticdo num mesmo sanduiche.
Calcule:
a) Quantos sanduiches distintos podem ser montados?
Solugdo: A primeira decisao € escolher o tipo de pao: 3 possibilidades.
A segunda decisdo ¢ escolher o tamanho: 2 possibilidades.

Temos que ter atencdo quanto a terceira decisdo, pois ¢ preciso escolher o

recheio, lembrando que a escolha pode ser de um até cinco recheios, portanto:
* Escolhendo um tnico recheio, temos 5 opgdes;
5! 51 5.4
TONG-n 4 4
* Escolhendo dois recheios dentre os 5 tipos, temos 10 maneiras, pois:

! ! 430 2
S5 543 20
o215=-2) 23 231 2
* Escolhendo trés recheios dentre os 5 tipos, temos 10 maneiras, pois usamos aqui a

propriedade da combinagdo complementar j4 vista anteriormente.
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* Escolhendo quatro recheios dentre os 5 tipos, temos 5 maneiras, pois usamos aqui a

propriedade da combinac¢do complementar, temos:
C,=Cs, =5
* Por fim podemos escolher todos os 5 recheios, portanto 1 maneira.
Portanto aplicando o principio multiplicativo temos um total de:
32.(Cs1+CsptCs3+Cs4tCss)=6.(5+10+10+5+1)=6.31=186

Portanto, podem ser montados 186 sanduiches distintos.

b) O numero de sanduiches distintos que um cliente pode montar, se ele ndo gosta de

orégano, so come sanduiches pequenos e deseja dois recheios em cada sanduiche.
Solugdo: A primeira decisdo ¢ escolher o tipo de pao: 2 possibilidades.
A segunda decisdo ¢ escolher o tamanho: 1 possibilidade.

A terceira decisdo ¢ preciso escolher dois recheios dentre os cinco ofertados, ou

seja, 10 possibilidades.

! ! !
c oS 5 543 20,
dUaG-2) 23 230 2

Portanto o cliente pode montar um total de 2.1.Cs, = 2. 10 = 20 sanduiches

distintos nas condi¢des do enunciado.

Exemplo 36 (Fomin) Um clube de xadrez tem 2 meninas e 7 meninos. Tem que ser escolhido
um time com quatro pessoas para um torneio e este time tem que conter pelo menos uma

menina. De quantas maneiras isto pode ser feito?
Solugdo: Podemos dividir o problema em casos:
1. O niimero de times compostos por uma menina e trés meninos;

Temos: duas possibilidades para a escolha da menina e C;; possibilidades para a

escolha dos trés meninos entre os sete meninos.
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c . T _ T _7654_765_
TO3N7-3) 34 314 3211
Portanto: 2. C;53=2.35 =70 times.

35

2. O nimero de times compostos por duas meninas e dois meninos.

Temos: uma maneira de escolher as duas meninas e existem C;, maneiras de se

escolher dois meninos dentre os sete.

| | |
c TN T _763_76_,
2UN7-2) 2151 28]

Assim existem 1. C;,=1.21 =21 times.

Portanto, existem 70+21 =91 times possiveis.

Exemplo 37 (UFC) Considere o conjunto de digitos C = {1, 2, 3, 4, 5, 6.

a) Dentre todos os numeros naturais com quatro digitos que se pode formar utilizando

somente elementos de C, calcule quantos sdo multiplos de 4.

Solugdo: De acordo com as regras de divisibilidade, um ntimero ¢ divisivel por 4 se os dois

ultimos algarismos for um nimero divisivel por 4.

Com os algarismos do conjunto C podemos formar 9 pares, que sdo divisiveis por
4: 12, 16, 24, 32, 36, 44, 52, 56, 64. Os nimeros que procuramos sao da forma abcd, em que

os algarismos a e b sdo elementos de C, e c¢d € um dos nove pares acima.

Portanto, existem 6.6.9 = 324 naturais multiplos de 4.

b) Dentre todos os numeros naturais com trés digitos distintos que se pode formar utilizando

somente elementos de C, calcule quantos sdo multiplos de 3.

Solucdo: De acordo com as regras de divisibilidade, um ntimero ¢ divisivel por 3 se a soma

dos valores absolutos de seus algarismos resultar em um nimero divisivel por 3.

Vamos considerar como combinagdes (ndo importa a ordem); isso porque € mais
facil encontrar as combina¢des do que os arranjos, pois estes contam com uma quantidade

consideravelmente maior. Depois, multiplica-se o nimero de combinagdes por 3! que € o



numero de permutacdes possiveis de 3 elementos. Formando combinagdes de 3 digitos do

conjunto C, teremos Cg3= 20 combinacdes. Sao elas:

TABELA 2: Exemplo 37

123 —soma =6 234 —soma =9
124 —soma =7 235 —soma =10
125 —soma = 8§ 236 —soma =11
126 —soma =9 245 —soma =11
134 —soma = 8§ 246 —soma = 12
135 -soma=9 256 —soma =12
136 —soma =10 345 —soma =12
145 —soma = 10 346 —soma =13
146 —soma =11 356 —soma = 14
156 —soma = 12 456 —soma = 15

FONTE: Elaborada pelo autor

Logo, sao 8 combinag¢des somam numeros multiplos de 3.

Portanto, temos 8.3! = 8.6 = 48 nimeros com trés digitos distintos que sao

multiplos de 3 e sdo formados pelos elementos do conjunto C.

Exemplo 38 (Lima et al) Quantos retangulos ha formados por casas adjacentes em um
tabuleiro de xadrez 8x8? Por exemplo, em um tabuleiro 2x2 ha 9 retangulos, como mostra a

figura abaixo.

FIGURA 17 — Tabuleiro 2x2 (Exemplo 38)

th
=
=]

FONTE: Lima et al 2005

Solugdo: Observamos no desenho acima, ou seja, no tabuleiro 2x2, que cada retdngulo
corresponde a escolher 2 linhas e 2 colunas entre as 3 linhas e 3 colunas de separacdo das

casas.
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Portanto as duas linhas podem ser escolhidas entre as trés linhas consideradas da
seguinte maneira:

| | |
2T 33-2) 21 21

A escolha das duas colunas entre as trés colunas de separacao das casas, ¢ dada da

mesma forma, portanto de 3 maneiras possiveis.

Assim, o total de retdngulos formados em um tabuleiro 2x2, ¢ pelo principio
fundamental da contagem 3.3 = 9 retangulos, conforme podemos vé na figura do exemplo

dado.

Entdo, para encontrar o nimero de retangulos que podemos ter com um tabuleiro

8x8, basta escolher 2 linhas e 2 colunas entre as 9 linhas e 9 colunas de separagdo das casas.

O ntmero de maneiras que as duas linhas podem ser escolhidas entre as nove

linhas consideradas é:

| |
o - % 98T 98 .
2T 9-2)0 271 2

O numero de possibilidades para as colunas ¢ o mesmo. Logo o numero total de

retangulos formados no tabuleiro 8x8 € 36.36=1296.
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4 A TECNOLOGIA A FAVOR DO ENSINO DE MATEMATICA

Nesta secdo veremos a importancia da tecnologia no ensino de Matematica, em
especial o uso do software GeoGebra como ferramenta auxiliar na resolu¢ao de problemas de

Analise Combinatoria.

Os recursos tecnoldgicos disponiveis podem proporcionar um grande avango no
processo de ensino e aprendizagem de Matematica. Neste contexto, docentes e discentes
procuram constantemente por experiéncias mais dindmicas, que proporcionem o

desenvolvimento de habilidades cognitivas conduzindo-os do fazer ao compreender.

Segundo Abar(2011),

Na era digital, os recursos tecnoldgicos que se apresentam para dar suporte a
educagdo, ¢ em especial, a Educacdo Matematica sdo inumeraveis. Softwares
interativos, objetos de aprendizagem, applets, hipertextos, portais na internet, blogs,
podcasts, videos, simulagdes, jogos, ambientes virtuais de aprendizagem, realidade
virtual, realidade aumentada e outros recursos que privilegiam a agdo, a reflexdo e a
interagdo estdo disponiveis e ao alcance de professores, pais e alunos. (ABAR,
2011).

A internet pode ser acessivel através de qualquer aparelho eletronico como
notebooks, celulares e tablets e atualmente o acesso esta mais facilitado. Em relacdo ao uso da

internet na Educa¢do Matematica, afirma Guerra (2001),

No processo educacional, essas ferramentas tém a possibilidade de dinamizar o
processo de aprendizagem, modificar o tempo gasto na aquisicdo do conhecimento,
incentivar os aprendentes ao aprendizado autonomo criando com isso novas formas
de aprender e de ensinar, alterando também profundamente o papel tradicional das
interagcdes que se ddo entre professor e alunos no espago social da sala de aula
presencial, que agora também pode ser virtual. (GUERRA, 2001).

No Brasil, com a suspensdo temporaria das aulas presenciais, medida adotada
como forma de reduzir a disseminacdo do virus da Covid-19, houve uma ampliagdo do uso
dessas tecnologias como recurso pedagogico, saida encontrada para que milhares de
estudantes ndo ficassem totalmente sem o acompanhamento do professor. Segundo Martins e
Almeida(2020), “Videos, conferéncias on-/ine, mensagens, /ives, audios, imagens e sons, tudo

junto e misturado. Professores, alunos e seus responsaveis, criando em tempo recorde, taticas
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de sobrevivéncia a uma demanda de ensino, muitas vezes massivo e unidirecional, o chamado

ensino remoto”.

Em relacdo ao papel do professor, afirma Moran (2012),

O professor precisa aprender a trabalhar com tecnologias sofisticadas e tecnologias
simples; com internet de banda larga e com conexdo lenta; com videoconferéncia
multiponto e com teleconferéncia; com softwares de gerenciamento de cursos
comerciais ¢ com softwares livres. Ele ndo pode se acomodar, porque a todo o

momento, surgem solugdes novas para facilitar o trabalho pedagdgico. (MORAN,
2012)

O GeoGebra ¢ um software de geometria dindmica que apresenta grande potencial
na abordagem matematica, pois integra recursos geométricos e algébricos em um unico
ambiente. Segundo Aratjo e Nobriga (2010), “apesar do GeoGebra fornecer condi¢des que
permitem a elaboracgdo de situagdes que favorecem a construgao de conhecimentos pelo aluno,
ele, sozinho, ndao pode ensinar coisa alguma. Para que haja aprendizagem efetiva com este
recurso, ¢ necessario a elaboragao de situagdes de uso”. Segundo os autores, “O papel do
professor ¢ de fundamental importancia nesse processo. Ele precisa criar novos mecanismos
para fazer com que os alunos reflitam e percebam o que de fato estd por trads das construgdes

que eles estdo fazendo, além de auxilid-los nas justificativas das construcdes”.

De acordo com Borba e Penteado (2012),

A vantagem da utilizag¢@o de softwares ¢ que eles oferecem o recurso de visualizagdo
e a experimentagdo, podendo os educandos fazer conjecturas e desenvolver
argumentos, posteriormente, o professor faz o fechamento, socializando os
resultados obtidos pelos educandos e direcionando esses resultados para se chegar
ao conceito. (BORBA ;PENTEADO, 2012).

Considerando a utilizagao do software GeoGebra como ferramenta importante nas
praticas pedagogicas e no enriquecimento das aulas de Matematica, tornando-as mais atrativas
para o aluno, elaborou-se a presente proposta de trabalho destacando a resolucdo de
problemas de Analise Combinatoria utilizando o software. Inicialmente apresentaremos a
interface e algumas ferramentas necessdrias para as construgdes, posteriormente
apresentaremos uma lista de problemas de Anélise Combinatdria com objetivos definidos e

estratégias a serem utilizadas, bem como os passos para as construgdes no GeoGebra.
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4.1 O GEOGEBRA

O GeoGebra ¢ um software de Matematica Dinamica, gratuito e de acesso livre.
Desenvolvido em 2001 por Markus Hohenwarter, na Universidade de Salzburg na Austria.
Criado com o objetivo de ser uma ferramenta educacional para auxiliar em varios ramos da
matematica como: Geometria, Algebra, Calculo, Estatistica, dentre outras. E composto por
menus € submenus, apresentando uma interface grafica interativa que permite construgdes
geométricas, com uma janela de informacdes algébrica, onde cada construgao apresenta além

da demonstragdo geométrica, também a representagdo algébrica.

A janela inicial do GeoGebra, ¢ composta por: barra de menus, barra de
ferramentas, janela de algebra, janela de visualizagdo, campo para entrada. No presente
trabalho utilizaremos o GeoGebra Classic 5, a seguir apresentaremos seus componentes com

suas respectivas utilizagdes.

FIGURA 18 - Interface do GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor
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4.1.1 BARRA DE MENUS

A Barra de Menus fica na parte superior da janela de visualizagdo, composta pelas
seguintes opgoes: Arquivo, Editar, Exibir, Opcdes, Ferramentas, Janela e Ajuda. Com o
recurso Exibir, podemos personalizar a interface do GeoGebra, podendo-se, por exemplo,
exibir/esconder diferentes elementos, como por exemplo, a janela de algebra, uma segunda

janela de visualizagdo, a janela de visualizacdo 3D e uma janela planilha.
4.1.2 A BARRA DE FERRAMENTAS

A Barra de Ferramentas do GeoGebra ¢ dividida em 11 janelas, cada uma com
varias ferramentas e para visualiza-las, basta selecionar em cada um dos icones e selecionar a

opc¢ao desejada. Cada icone tem um desenho € um nome sobre o que a ferramenta faz.

FIGURA 19 — Barra de Ferramentas

Fonte: Elaborada pelo autor

Ferramentas da Janela 1

FIGURA 20 — Ferramentas Janela 1
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Algumas destas ferramentas com respectivas fungdes serdo descritas a seguir.

% Mover: Permite selecionar, mover ou manipular objetos.

% Girar em torno de um ponto: Permite girar objetos em torno de um ponto.
L ]

! / Funcio a mao livre: Desenha uma fun¢ao ou um objeto arrastando-se o mouse.

( / Caneta: E possivel escrever a mao livre na janela de visualizagao.
Ferramentas da Janela 2

FIGURA 21 - Ferramentas Janela 2
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Fonte: Elaborada pelo autor

.‘ﬁ‘ Novo ponto: Permite inserir pontos através do clique na janela de visualizagdao ou sobre
um objeto.
3\ Ponto em Objeto: Permite criar um ponto dependente de um objeto, o ponto criado s6
- poderé ser movido dentro do objeto.
{l' Vincular/Desvincular ponto: Para anexar um ponto a um objeto determinado, clique

em um ponto e em seguida no objeto.
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Intersecio de dois objetos: Selecione dois objetos ou clique diretamente na interse¢ao.

[ ] S . . 7 A
s Ponto médio: Selecione dois pontos, um segmento, um circulo ou uma conica.
L]

Z Numero Complexo: Permite criar na janela de visualizagdo um numero complexo.
]

N Otimizacdo: Basta selecionar a ferramenta e depois a fun¢do que deseja utilizar para
conhecer seus extremos locais.

f\ ; Raizes: A ferramenta exibe as raizes da funcao escolhida.

Ferramentas da Janela 3

FIGURA 22 — Ferramentas Janela 3
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Fonte: Elaborada pelo autor

/ Reta definida por dois pontos: Basta criar ou selecionar os dois pontos para definir a
reta.

/ Segmento definido por dois pontos: Selecione dois pontos para ser as extremidades do
segmento.

.'if' Segmento com comprimento fixo: Selecione primeiro um ponto e, depois, digite o
comprimento do segmento. Entdo sera criado um segundo ponto, moével com restrigao,

para determinar o segmento.
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,/" Semirreta definida por dois pontos: Selecione primeiro a origem e, depois, outro ponto
ao qual a semirreta passara e funcionara como final do vetor direcdo da mesma.

«—* Caminho poligonal: Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no vértice
il | [ , ~
inicial. Gera o poligono em questdo.
/ Vetor definido por dois pontos: Cria um vetor a partir de dois pontos. Selecione
primeiro a origem e, depois, a outra extremidade.
.; Vetor a partir de um ponto: Gera um novo vetor com as mesmas propriedades de um

jé criado, mas com a origem em outro ponto.

Ferramentas da Janela 4

FIGURA 23 - Ferramentas Janela 4
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Fonte: Elaborada pelo autor

}Reta perpendicular: Selecione ou crie um o ponto, depois, escolha uma reta ou vetor ja
criado, esta ferramenta gera uma nova reta perpendicular a escolhida, e que passa pelo

ponto desejado.

"~ _Reta paralela: Selecione primeiro o ponto em que a reta ira passar, depois, escolha uma

reta ou vetor, essa ferramenta gera uma reta paralela a desejada, passando pelo ponto

escolhido.
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>< Mediatriz: Selecione dois pontos ou um segmento, assim a ferramenta cria uma reta
\ perpendicular ao segmento que liga dois pontos escolhidos, passando pelo seu ponto

médio.

-{;Bissetriz: Selecione duas retas iniciais, ou trés pontos, sendo o primeiro pertencente a

primeira reta, o terceiro a segunda, e o segundo ponto como interse¢ao delas.

O Reta tangente: A ferramenta define uma reta tangente para isso, selecione primeiro um

Wi

' ponto e, depois, um circulo, uma cénica ou uma fungao.

:\@Reta polar ou diametral: Selecione primeiro um ponto ou uma reta e, depois, um
\ circulo ou uma conica.

.2" Reta ou regressio linear: Selecione pontos usando o retidngulo de selecdo ou selecione

-
e

uma sequéncia de pontos.
&Lugar geométrico: Selecione o ponto do lugar geométrico e, depois, o ponto sobre o

objeto ou o controle deslizante.

Ferramentas da Janela 5

FIGURA 24 — Ferramentas Janela 5
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Fonte: Elaborada pelo autor

*-. Poligono: Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no vértice inicial para
-

fechar a regido do poligono.
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:_'Poligono regular: Selecione primeiro dois vértices e, depois, digite a quantidade de

vértices.

I}.Poligono rigido: Selecione todos os vértices e, entdo clique no primeiro vértice
novamente (ou apenas clique sobre um poligono para fazer uma copia rigida).

f/\)Poligono semideformavel: Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no

vértice inicial.

Ferramentas da Janela 6

FIGURA 25 — Ferramentas Janela 6
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Fonte: Elaborada pelo autor

@ Circulo dados o centro e um de seus pontos: Basta selecionar o centro e, depois, um
ponto do circulo.

@ Circulo dados o centro e o raio: E necessario selecionar o centro em seguida digitar a
medida do raio.

(e} Compasso: Basta selecionar um segmento ou dois pontos para definir o raio e, depois, 0

L

ponto que sera o centro do novo circulo.
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Circulo definido por trés pontos: Selecione trés pontos que determinardo o novo
circulo.
fH‘Semicirculo definido por dois pontos: Basta selecionar dois pontos e a ferramenta
constroi um semicirculo, a metade de um circulo cujo diametro ¢ a distancia entre os dois
pontos selecionados.
Arco circular dados o centro e dois pontos: Selecione o centro e, depois, dois pontos.
Se o sentido dos cliques for anti-horario o arco construido sera o menor arco definido
pelos trés pontos. Se for ao sentido horario, o arco construido sera o maior arco.
/’} Arco circular definido por trés pontos: Basta selecionar os trés pontos e a ferramenta

constroi um arco a partir desses trés pontos.

Q Setor circular dados o centro e dois pontos: Selecione o centro e, depois, dois pontos.
Se o sentido dos cliques for anti-horério, serd construido o menor setor definido pelos trés
pontos. Se for ao sentido horario, serd construido o maior setor.

{{J Setor circular definido por trés pontos: Selecione trés pontos e a ferramenta constroi

um setor a partir dos trés pontos da circunferéncia.

Ferramentas da Janela 7

FIGURA 26 — Ferramentas Janela 7
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Fonte: Elaboragao do autor
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9 Elipse: Permite gerar uma elipse a partir de trés pontos, sendo os dois primeiros seus
. s
focos, e o terceiro um ponto contido na mesma.

i

--;%..Hipérbole: Basta selecionar dois pontos (que serdo os focos da hipérbole). Depois,
marque um terceiro ponto, o qual pertencera a hipérbole.

.;:;__Parzibola: Selecione primeiro um ponto (o foco) e uma reta, a qual sera a diretriz da
parébola.

QCﬁnica definida por cinco pontos: Esta ferramenta constrdéi uma conica (parabola,

elipse ou hipérbole) a partir de cinco pontos.

Ferramentas da Janela 8

FIGURA 27 - Ferramentas Janela 8
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Fonte: Elaborada pelo autor
.if" Angulo: Podemos determinar um angulo, basta selecionar trés pontos ou entdo
selecionar duas retas, semirretas, segmentos de reta ou vetores.
. ) . . .

s Angulo com amplitude fixa: Selecione um ponto, um vértice e uma amplitude para o
angulo.

=m . Distincia, comprimento ou perimetro: A ferramenta mostra na janela de visualizagao
e

o comprimento de um segmento ou distancia entre dois pontos. Basta selecionar dois

pontos, um segmento. També&ém mostra o perimetro de um poligono ou circulo.
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”E;ﬂ Area: Fornece o valor numérico da 4rea de um poligono, circulo ou elipse. Assim, basta
selecionar um poligono, um circulo ou uma elipse.

Inclinacdo: Selecione uma reta (ou semirreta ou um segmento) e a ferramenta fornece o

declive (inclinagao).

{1,2} Criar lista: Arraste ¢ marque um retdngulo em torno dos objetos a serem inseridos na
lista.

az n Relacdo entre dois objetos: Selecione dois objetos.
=/ ) . N
~._/ Inspetor de funcées: Selecione uma funcao.

Ferramentas da Janela 9

FIGURA 28 — Ferramentas Janela 9
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Fonte: Elaborada pelo autor

NReﬂexﬁo em relacdo a uma reta: Selecione primeiro o objeto e, depois, a reta de
L ]
reflexao.
L ~ ~ . . . . .
,* Reflexdo com relagdo a um ponto: Selecione primeiro o objeto e, depois, o ponto de

reflexdo.
l'-. L ~ ~ e . ~ &
._Reflexdo em relacio a um circulo (inversio): Constroi o reflexo de um ponto sobre

uma circunferéncia, para isto selecione o objeto e em seguida o circulo.
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", . Rota¢io em torno de um ponto por um angulo: Selecione primeiro o objeto, depois o
-

centro e, entdo, o angulo de rotagao.
* Translacio por um vetor: Selecione o objeto a ser transladado e, depois clique no vetor
que define a translagao.
..'. * Ampliar ou reduzir objetos dados centro e fator de homotetia: Basta selecionar o
objeto, depois o centro e, a razdo da homotetia.

b

Ferramentas da Janela 10

FIGURA 29 — Ferramentas Janela 10

7 GeoGebra Classic 5 - X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

R, IAV / /./ :’\", G] @ é’. NE,‘

» Janela de Algebra

272 Controle Deslizante o [
ABC Texto

Inserir Imagem

Botiio

/2 caia para Exibir / Esconder Objetos

a=1| Campo de Entrada

Entrada;

3 : i _ POR 1350
H pel Digite aqui para pesquisar PTB2 10/04/2021 %

Fonte: Elaborada pelo autor

as2 Controle deslizante: Clique na janela de visualizagdo para especificar a posicao do
controle deslizante. O uso do controle deslizante pode assumir a funcao de varidvel, pois

possibilita causar variagdes em objetos (manualmente ou automaticamente).

~BC Inserir texto: Clique na area grafica ou em um ponto para criar um texto. Os textos

podem ser estaticos, dindmicos ou em LaTeX.

M Inserir imagem: Clique na janela de visualizagdo. Abrira uma caixa onde podemos

procurar a imagem desejada e inserir na tela, podendo ser nos formatos: jpg, gif, png ou

tif.
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‘oK Inserir botéo: Clique na janela de visualiza¢do para inserir um botdo. Depois, ao abrir
uma janela com campo de texto, define-se na legenda a sua programacao.
{Caixa para exibir / Esconder objetos: Com esta ferramenta, podemos criar uma caixa
e anexar a esta objetos ja construidos.
a=1 Campo de entrada: Clique na janela de visualizagdo, entdo abrirda uma janela interativa

e definimos a legenda e o objeto a ser vinculados e clica-se em OK, para concluir.

Ferramentas da Janela 11

FIGURA 30 — Ferramentas Janela 11
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Fonte: Elaborada pelo autor

4%» Mover janela de visualizacio: Permite mover o sistema de eixos, bem como os objetos
nele contidos, ajustando a area visivel na janela de visualizagdo. Permite alterar a relagao
de escala entre os eixos coordenados, arrastando cada um deles com o mouse.
@ _Ampliar: Clique em qualquer lugar na janela de visualizagdo, podemos ampliar a
construcao. Também € possivel por atalho de teclado (Ctrl+) para ampliar.
=, Reduzir: Clique em qualquer lugar na janela de visualizagdo, podemos reduzir a
constru¢do. Também ¢ possivel por atalho de teclado (Ctrl —) para reduzir.
“ Exibir / Esconder objetos: Selecione os objetos e, em seguida, clique uma ou outra

ferramenta para ocultar ou exibir o objeto.
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A 2 Exibir / Esconder rétulos: Selecione o objeto para exibir / esconder o seu rotulo.
<t Copiar estilo visual: Clique no objeto modelo e, em seguida, naquele(s) cujo estilo
pretende alterar.

/J Apagar objeto: Selecione o objeto para apaga-lo.
4.1.3 JANELA DE ALGEBRA

A Janela de Algebra, tem a fun¢io de mostrar as informagdes algébricas dos
objetos (pontos, segmentos, retas, vetores, poligonos, dentre outros) que estdo na janela de
visualiza¢do. Podemos editar as propriedades de qualquer objeto na janela de algebra, basta
clicar com o botdo direito do mouse sobre a informacao algébrica do objeto e escolher a op¢ao

“Propriedades”.
4.1.4 JANELA DE VISUALIZACAO

A Janela de Visualizagdo, tem a funcdo de mostrar as construgdes geométricas dos
objetos (pontos, segmentos, retas, vetores, poligonos, dentre outros). Para personalizar esta
janela basta clicar com o botdo direito do mouse sobre a janela de visualizagdo e em seguida
no item janela de visualizacdo, podemos alterar a cor dos eixos coordenados, o estilo da linha,

as unidades e a cor de fundo.
4.1.5 CAMPO DE ENTRADA

O Campo de Entrada fica no rodapé da janela do GeoGebra, também chamado de
entrada de comandos, pois ¢ possivel inserir comandos escritos diretamente através do
teclado. Podemos utilizar a ferramenta "Ajuda", localizada no canto inferior direito, ao lado
do campo de entrada para facilitar a inser¢ao dos comandos.

Na ferramenta “Ajuda” encontramos varias op¢des de informagdes de comandos
como: Fun¢des Matematicas, Todos os Comandos, 3D, Algebra, Conicas, Diagramas
Estatistica, Fun¢des e Calculo, GeoGebra, Geometria, Listas, Logica, Matematica Discreta,
Matematica Financeira, Otimiza¢do, Planilha, Probabilidade, Programagdo, Texto,

Transformagoes, e Vetores e Matrizes. Assim, ao clicar em uma dessas op¢des uma caixa de



71

texto aparecera com as instrugdes necessarias. Abaixo alguns comandos referentes ao estudo
de Analise Combinatdria:
* (<n>)!: Calcula o fatorial do nimero n;
*  nCr(<n>, <r>): Calcula o numero de combinag¢des de n elementos com r elementos em
cada combinagdo, sendo 727,
* nPr(<n>, <r>): Calcula o nimero de permutacdes de n elementos com r elementos em
cada uma das trocas (tal qual o arranjo) sendo” =7,

O menu de simbolos fica localizado no canto direito do campo de entrada, e
possui alguns dos mais utilizados simbolos matematicos. Outras ferramentas do GeoGebra
sdo disponibilizadas quando clicamos com o botdo direito do mouse.

. Se clicarmos em uma é4rea em branco da janela de visualizacdo, temos as seguintes
opgdes: exibe ou esconde os eixos coordenados, exibe ou esconde uma grade no sistema de
eixos, aumenta ou diminui o zoom da tela, permite mudar a escala dos eixos, dentre outras.

. Se clicarmos em um objeto, teremos as seguintes opcdes de ferramentas: exibir objeto,

exibir rotulo, habilitar rastro, renomear, apagar e propriedades.

FIGURA 31 - Botdo Direito do Mouse sobre o Objeto
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Fonte: Elaborada pelo autor

O software GeoGebra auxilia docentes e discentes nos processos matematicos de
visualizagdo, interpretacdo, argumentacdo, experimentacao e demonstracdo. Estd disponivel

para download no site https://www.GeoGebra.org.



https://www.GeoGebra.org/

72

4.2 0 GEOGEBRA COMO FERRAMENTA AUXILIAR NA
RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE ANALISE COMBINATORIA.

4.2.1 PROBLEMA 1: No campeonato cearense de volei de praia feminino, quatro duplas
(D1, D2, D3, D4) foram para a semifinal. De quantas maneiras diferentes poderiam ocorrer

as duas primeiras colocagoes (campedo e vice-campedo)?

Objetivos do Problema 1:
* Construir a arvore de possibilidades(diagrama de arvore) no sofiware GeoGebra.
* Analisar o diagrama e identificar o Principio Multiplicativo como estratégia de

solucdo, na resolugdao do problema.

Passos para a construcao do diagrama de arvore no GeoGebra:

1. Vamos abrir uma nova janela, selecionando ARQUIVO e depois, NOVA JANELA.

2. Clicando com o botdo direito do mouse na janela de visualizagdo e desmarcando a opgao
EIXOS.

3. Alinhado formaremos trés colunas, inserindo na primeira, na segunda e na terceira coluna,
os respectivos textos: CAMPEAO, VICE-CAMPEAO e RESULTADOS. Ativando a
ferramenta INSERIR TEXTO agc(janela 10) e clicando em um lugar da janela de
visualizagdo, onde queremos que os textos acima aparecam.

4. Criar um ponto antes da primeira coluna(CAMPEAO). Selecionando NOVO PONTO o
(janela 2) e clicando na janela de visualiza¢do no lugar onde queremos que os ramos da arvore
de possibilidades comece, o GeoGebra nomeara de ponto A. Podemos escrever um texto
proximo aos pontos A e B, conforme o enunciado do problema.

5. Vamos criar quatro pontos na primeira coluna(CAMPEAO), pois temos quatro duplas
disputando o primeiro lugar. Selecionando NOVO PONTO g * (janela 2), clicando em
quatro lugares distintos, o sofiware nomeara os proximos quatro pontos como: B, C, D e E.

6. Agora, vamos fazer as ramificagdes do ponto A para os quatro pontos da primeira
coluna(CAMPEAO), criando os segmentos AB, AC, AD e AE. Selecionando a ferramenta
SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS . (janela 3) e clicando, por exemplo:
primeiro no ponto A e depois no ponto B, para fazer o segmento AB, repetindo o processo

para formar os outros segmentos.
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7. Conforme o enunciado do problema, vamos escrever:“D1”, préximo ao ponto B, “D2”
proximo ao ponto C, “D3”, proximo ao ponto D e “D4”, préximo ao ponto E. Ativando a
ferramenta INSERIR TEXTOAEC (janelal0) e clicar na janela de visualizagdo, onde
queremos que os textos acima aparecam.
8. Vamos criar mais doze pontos na segunda coluna, pois de cada ponto da primeira coluna,
temos trés possibilidades. Selecionando NOVO PONTO " (janela 2) e clicando em doze
lugares distintos na segunda coluna, o GeoGebra nomeara os seguintes pontos: F, G, H, 1, J,
K,L,M,N,0O,P,eQ.
9. Continuando a fazer as ramificagdes da arvore de possibilidades, criando os segmentos que
partirio da primeira coluna(CAMPEAO) para a segunda coluna(VICE-CAMPEAO).
Formando os seguintes segmentos: BF, BG, BH, CI, CJ, CK, DL, DM, DN, EO, EP e EQ,
selecionando a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS ,* (janela 3)
e clicando, por exemplo: primeiro no ponto B e depois no ponto F, para fazer o segmento BF,
repetindo o processo para formar os outros segmentos.
10. Conforme o enunciado do problema, vamos escrever:

e “D2”, préximo ao ponto F,

*  “D3” proximo ao ponto G,

*  “D4”, préximo ao ponto H,

e “DI1”, préximo ao ponto I,

e “D3”, préximo ao ponto J,

*  “D4” proximo ao ponto K,

*  “D1”, préximo ao ponto L,

e “D2”, proximo ao ponto M,

*  “D4” proximo ao ponto N,

*  “DI1”, proximo ao ponto O,

e “D2”, préximo ao ponto P,

e “D3” proximo ao ponto Q.
Ativando a ferramenta INSERIR TEXTO agc (janelal0) e clicando na janela de visualizagao,
onde queremos que os textos acima aparecam.
11. Selecionando a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO “, (Janela 11) e clicando

sobre cada ponto e, posteriormente, apertando a tecla ESC. Cada ponto devera desaparecer.
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12. Agora, com a visualizagdio do diagrama podemos escrever na terceira
coluna(RESULTADOS), os possiveis resultados, solucionando o problema.
13. Com o botdo direito do mouse, usando a opcdo PROPRIEDADES, podemos alterar por
exemplo, a cor e o tamanho da fonte.
14. Clicando com o botao direito do mouse na janela de visualizagao e desmarcando a opgao
MALHA.

A seguir a ilustragdo que representa o diagrama com os possiveis resultados das

duas primeiras colocagdes.
FIGURA 32 — Diagrama de arvore (Problema 1)
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FONTE: Elaborada pelo autor

A estratégica da constru¢do do diagrama de arvore no software GeoGebra para a
resolucdo deste problema, permite através da visualizagdo, a representagao de todos os
agrupamentos possiveis.

O diagrama possibilita uma melhor organizagdo, sistematizando o problema,
facilitando o processo de contagem e assim, identificando o uso do Principio Fundamental da
Contagem, pois para a primeira colocagdo, temos quatro possibilidades, e para a segunda
colocacao, temos trés possibilidades. Portanto temos 4.3 = 12 maneiras diferentes para as duas
primeiras colocacdes (campedo e vice-campedo), como apresentado no diagrama de arvore

construido no GeoGebra.
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4.2.2 PROBLEMA 2: (FGV-SP-ADAPTADA) Uma moto tem combustivel suficiente para
somente trés voltas num circuito. Pedro, Manoel e Anténio disputam, através do langamento
de uma moeda, a oportunidade de dar cada volta, do seguinte modo:

1) o langamento da moeda é efetuado antes de cada volta,

1l) se coroa, a vez é de Manoel;

1Il) se cara, a vez é de Pedro;

1V) se a mesma face ocorrer consecutivamente, a vez é de Antonio.

Pode-se dizer, entdo, que Anténio dara:

a) pelo menos uma volta.

b) no maximo uma volta.

¢) pelo menos uma volta, se a primeira for dada por Manoel.

d) no maximo duas voltas, independente da primeira pessoa a ser sorteada.

Objetivos do Problema 2:
* Construir a arvore de possibilidades(diagrama de arvore) no software GeoGebra.

* Compreender e analisar o diagrama, e assim encontrar a resposta do problema.

Passos para a constru¢ao do diagrama de arvore no GeoGebra:

1. Vamos abrir uma nova janela, selecionando ARQUIVO e depois, NOVA JANELA.

2. Clicando com o botdo direito do mouse na janela de visualizagdo e desmarcando a opgao
EIXOS.

3. Inicialmente vamos escrever o titulo, ou seja, do que se refere o diagrama a ser desenhado.
Exemplo: “Supondo C para cara e K para coroa”.

Ativando a ferramenta INSERIR TEXTOAEC (janela 10) e clicando em um lugar da
janela de visualizagdo, onde queremos que o texto acima apareca.

4. Abaixo do titulo e alinhado formaremos trés colunas, inserindo na primeira, na segunda e
na terceira coluna, os respectivos textos: 1° SORTEIO, 2° SORTEIO e 3° SORTEIO. Ativando
a ferramenta INSERIR TEXTO 4gC(janela 10) e clicando em um lugar da janela de
visualizac¢do, onde queremos que os textos acima aparecam.

5. Criar dois pontos na primeira coluna(1° SORTEIO), pois temos duas possibilidades:

cara(C) ou coroa(K). Selecionando NOVO PONTO ¢” (janela 2) e clicando em dois
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lugares distintos, o GeoGebra nomearda ponto A e ponto B. Podemos escrever um texto
proximo aos pontos A e B, conforme o enunciado do problema. Escreveremos “Pedro C”,
proximo ao ponto A e escreveremos “Manoel K”, préximo ao ponto B.

Ativando a ferramenta INSERIR TEXTOgapc(janela 10) e clicando na janela de
visualizagdo, onde queremos que os textos acima aparecam.

6. Vamos criar mais quatro pontos na segunda coluna(2° SORTEIO), pois para cada ponto
criado no passo anterior, temos duas possibilidades(cara(C) ou coroa(K)). Selecionando
NOVO PONTO 4” (janela 2), clicando em quatro lugares distintos, 0 GeoGebra nomeara os
proximos quatro pontos como: C, D, E e F.

7. Agora, vamos fazer as ramifica¢cdes da primeira coluna(1° SORTEIO) para a segunda
coluna(2®° SORTEIO), criando os segmentos AC, AD, BE e BF. Selecionando a ferramenta
SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS . (janela 3) e clicando primeiro no ponto A
e depois no ponto C, clicando novamente no ponto A e depois no ponto D, clicando no ponto
B e depois no ponto E, clicando novamente no ponto B e depois no ponto F.

8. Conforme o enunciado do problema, vamos escrever:“Anténio C”, proximo ao ponto C,
“Manoel K préximo ao ponto D, “Pedro C”, préximo ao ponto E e “Antdnio K”, préximo ao
ponto F. Ativando a ferramenta INSERIR TEXTO #EC(janelal0) e clicar na janela de
visualizac¢do, onde queremos que os textos acima aparecam.

9. Vamos criar mais oito pontos na terceira coluna, pois de cada ponto da segunda coluna,
temos duas possibilidades(cara(C) ou coroa(K)). Selecionando NOVO PONTO ¢"
(Janela 2) e clicando em oito lugares distintos na terceira coluna, o GeoGebra nomeara os
seguintes pontos: G, H, [, J, K, L, M e N.

10. Continuando a fazer as ramificagdes da arvore de possibilidades, criando os segmentos
que partirdo da segunda coluna(2° SORTEIO) para a terceira coluna(3° SORTEIO). Formando
os seguintes segmentos: CG, CH, DI, DJ, EK, EL, FM e FN, selecionando a ferramenta
SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS ,* (janela 3) e clicando primeiro no
ponto C e depois no ponto G, clicando novamente no ponto C e depois no ponto H, clicando
no ponto D e depois no ponto I, clicando novamente no ponto D e depois no ponto J, clicando
no ponto E e depois no ponto K, clicando novamente no ponto E e depois no ponto L,
clicando no ponto F e depois no ponto M, clicando novamente no ponto F e depois no ponto
N.

11. Conforme o enunciado do problema, vamos escrever:
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e “Antonio C”, préximo ao ponto G,
*  “Manoel K” proximo ao ponto H,
*  “Pedro C”, proximo ao ponto I,
*  “Antonio K”, préximo ao ponto J,
e “Antonio C”, préximo ao ponto K,
*  “Manoel K” proximo ao ponto L,
*  “Pedro C”, proximo ao ponto M,
*  “Antonio K”, préximo ao ponto N.
Ativando a ferramenta INSERIR TEXTO 2gc (janelal0) e clicando na janela de
visualizac¢do, onde queremos que os textos acima aparecam.
12. Selecionando a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO “, (Janela 11) e clicando
sobre cada ponto e, posteriormente, apertando a tecla ESC. Cada ponto devera desaparecer.
Agora, com a visualiza¢do do diagrama podemos analisar e encontrar a solu¢gao do problema.
A ilustragcdo abaixo representa o diagrama com as chances de Antonio participar
do circuito.

FIGURA 33 — Diagrama de arvore (Problema 2)
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A construcao da arvore de possibilidades no software GeoGebra, permite através
da visualizacdo, a representacdo das possibilidades de Antonio participar do circuito, seguindo

as regras expostas no problema, possibilitando a escolha do item correto(D).

4.2.3 PROBLEMA 3: Sobre uma circunferéncia tomam-se 5 pontos distintos. Quantos

triangulos se pode obter com vértices nos pontos dados?

Objetivos do problema 3:
* Identificar a natureza do problema de contagem.
* Construir com o auxilio do GeoGebra, todos os possiveis tridngulos.
* Ampliar o conceito de combinagao simples por meio da visualizagdo dos desenhos

construidos.

Passos para constru¢cdo no GeoGebra:

1. Selecionando a ferramenta CIRCULO DEFINIDO PELO CENTRO E UM DE SEUS
PONTOS @ (Janela 6) e clicando em dois pontos distintos da janela de visualizagcdo para
criar uma circunferéncia c.

O centro serd o ponto A e ela passara pelo ponto B.

2. Selecionando a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO “ -, (Janela 11).

Esconda o ponto A, clicando sobre ele e apertando a tecla ESC logo em seguida.

3. Selecionando a ferramenta NOVO PONTO .A (Janela 2), e posicionando o cursor
sobre a circunferéncia até que perceba que ela fique em destaque.

Clicando sobre a circunferéncia, criando assim, um ponto C.

4. Repita o procedimento anterior para criar mais trés pontos: D, E e F.

5. Clicando com o botdo direito do mouse, escolha a opcao “Renomear” para dar um novo
nome aos pontos. (Exemplo, renomeando ponto B por ponto A, e assim por diante).

6. Vamos construir um tridngulo em cada circunferéncia.

Usando a ferramenta POLIGONO :}: (janela 5) e clicando em trés pontos
distintos(serdo os vértices do tridngulo) em destaque na circunferéncia, clicando novamente
no primeiro ponto.

7. Repetindo os passos acima, quantas vezes for necessario até que nao haja triangulos iguais.

A seguir a ilustrag@o de todos os 10 tridngulos formados.
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FIGURA 34 — Triangulos inscritos na Circunferéncia (Problema 3)
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FONTE: Elaborada pelo autor

Para a identificacdo da natureza do problema de contagem, vamos usar o seguinte
raciocinio:

Como os pontos ndo sao alinhados, temos na constru¢do de um tridngulo a escolha
de trés pontos dados(vértices), sabendo que a ordem da escolha dos vértices ndo importa, pois
o tridangulo ABC, ¢ o mesmo triangulo BCA, portanto se trata de uma combinagdo simples de
cinco elementos, tomados trés a trés, temos:

oS5 543 20
3K (5=3)r 312t 3 2

Conforme constatamos na ilustragdo feita com o uso do GeoGebra. Espera-se que
a solu¢ao do problema por meio do sofiware aguge a curiosidade e assim a motivagao
necessaria para uma melhora na aprendizagem do aluno.

Podemos ainda acrescentar no momento da aula, considerando a mesma
construgdo as seguintes perguntas: Quantos quadrilateros podemos formar? Quantos
pentagonos?

Ou até mesmo acrescentar um nimero maior de pontos sobre a circunferéncia.



80

4.2.4 PROBLEMA 4: Quantos e quais sdo os numeros de 3 algarismos(sem repeti-los num

mesmo numero) podemos formar com os algarismos 2, 5, 9?

Objetivos do problema 4:
* Identificar a natureza do problema de contagem.
* Construir uma planilha no GeoGebra de maneira a organizar a formagdo dos numeros
pedidos.

* Ampliar o conceito de permutagao.

Passos para a construcao de planilha no GeoGebra:
1. Vamos construir uma planilha, clicando no menu Exibir e selecionando a opgao Planilha.

A Planilha aparecera no lado direito do GeoGebra como a figura abaixo.

FIGURA 35 - Planilha em branco(Problema 4)
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FONTE: Elaborada pelo autor

2. Nas células A1, B1 e C1, vamos digitar as seguintes entradas: A1 —Algarismo das Centenas,
B1 — Algarismo das Dezenas, C1 — Algarismo das Unidades.
3. Selecionando as células A1, Bl e ClI, clicando na op¢do N(Negrito) na barra de icone da

planilha para destacar.
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4. Selecionando com o cursor nas linhas e nas colunas a serem preenchidas e clicando na
opcao espessura na barra de icone da planilha, a planilha ficara com bordas.
5. Preenchendo as células com os valores conforme o enunciado do problema.

Com a planilha preenchida corretamente temos agora a resposta para o problema

3, quantos e quais sao os numeros pedidos.

FIGURA 36 — Planilha preenchida (Problema 4)
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FONTE: Elaborada pelo autor

A planilha do GeoGebra ¢ um recurso facilitador na organizacdo de informagdes,
proporcionando neste caso o Raciocinio Combinatorio, pois ao preencher a planilha, o aluno
realiza o problema de forma organizada, observando que a ordem dos algarismos importa,
pois todos os numeros diferem entre si pela ordem de seus algarismos. Temos entdo um caso
de permutagdo simples de trés elementos: P; = 3! =3.2.1=6.

Portanto, podemos formar 6 ntimeros, sao eles: 259, 295, 529, 592, 925 e 952,
conforme visualizamos na planilha acima.

O professor ainda pode acrescentar algumas perguntas, como por exemplo: Qual ¢

a soma de todos esses numeros? Quais sao divisiveis por 2? Quais sdo divisiveis por 3?
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4.2.5 PROBLEMA 5: Em um plano marcamos 6 pontos distintos, dos quais 3 nunca estdo

em linha reta. Quantos segmentos de reta podemos tragar ligando-os 2 a 2?

Objetivos do problema 5:
* Identificar a natureza do problema de contagem.

» Utilizar o GeoGebra na constru¢ao dos segmentos.

Passos para a constru¢ao no GeoGebra:
1. Ativando a ferramenta NOVO PONTO A (Janela 2), e clicando em seis lugares
distintos da janela de visualiza¢dao, conforme o enunciado. O Geogebra criard e nomeara os
seis pontos: A, B, C,D,E e F.
2. Ativando a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS ,~* (Janela 3) e
clicando em dois pontos distintos(exemplo A e B, para formar o segmento AB).
3. Repetindo o passo anterior para formar todos dos segmentos possiveis.

A figura a seguir ilustra todos os 15 segmentos formados: AB, AC, AD, AE, AF,
BC, BD, BE, BF, CD, CE, CF, DE, DE ¢ EF.

FIGURA 37 — Segmentos de retas (Problema 5)
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A visualizagdo da construcdao realizada no GeoGebra permite observar que o
segmento AB= BA, evitando a contagem em duplicidade. Assim podemos observar que neste
problema a ordem dos elementos dentro do agrupamento ndo importa, portanto se trata de
uma combinag¢do simples de seis elementos tomados dois a dois.

Assim, temos:

| | |
c. - 6 _ 6 _654_65_ .,
2716-2) 241 24 2

Conforme observamos na construgao dos segmentos no software GeoGebra.

4.2.6 PROBLEMA 6: Considere um poligono convexo. A diagonal de um poligono é um
segmento cujas extremidades sdo vértices ndo consecutivos desse poligono, quantas

diagonais existem num poligono de n lados?

Objetivos do problema 6:
* Relacionar o estudo de Analise Combinatéria com a Geometria.
* Desenvolver a capacidade de dedugao de formulas usando o Raciocinio Combinatorio.

* Construir uma planilha no GeoGebra.

Passos para a constru¢ao no GeoGebra:

1. Vamos construir os poligonos convexos mais simples, inicialmente um tridngulo qualquer,

usando a ferramenta POLIGONO (janela 5) ¢ T~oclicando em trés pontos distintos e
4-

clicando novamente no primeiro ponto.

2. Para as constru¢des dos outros poligonos(n=4, n=5 e n=6), vamos usar a ferramenta

POLIGONO RIGIDO ! DY (Janela 5), clicando em dois vértices, e depois digitando a

quantidade de vértices do poligono que queremos construir.

3. Para a construcdo das diagonais, usaremos a ferramenta SEGMENTO DE RETA e

(Janela 3) e clicando nos vértices, dois a dois ndo consecutivos.

4. Ativando a ferramenta INSERIR TEXTOAEC (janelal0) e clicando na janela de

visualizagdo, para digitar os textos que queremos.
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Observe que no caso do tridngulo, ndo se tem o que fazer, pois os tridngulos nao
possuem diagonais. Abaixo a visualizacdo dos poligonos com suas respectivas diagonais, que
facilita a deducdo da féormula que determina a quantidade de diagonais de um poligono com n

lados.

FIGURA 38 — Triangulo e poligonos de lados: n=4, n=5 ¢ n=6.(Problema 6)
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FONTE: Elaborada pelo autor

Agora, podemos fazer uso de uma ferramenta espetacular do Geogebra que € o
controle deslizante, tal ferramenta possibilita causar variagdes em objetos (manualmente ou
automaticamente), garantindo o dinamismo nas representagdes € nas manipulacdes de

conceitos antes abstratos.

Passos para construg¢do das diagonais de poligono, usando o controle deslizante.
1. Criar um controle deslizante n, usando a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE _232
(Janela 10), onde n representa a quantidade de lados desses poligonos, variando de 3 a 50 e
incremento 1. Clicar em OK.
2. Na barra de entrada, construa uma lista de pontos(vértices) com o seguinte comando:

V = Sequéncia((cos(k *2m / n),sin(k *271 / n)), k,0, n —1)

3. Para construir dos poligonos: Digite na barra de entrada o seguinte comando:
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Poligono[Elemento(V,1),Elemento(V,2),n]
4. Vamos criar uma lista de diagonais. Digite na barra de entrada o seguinte comando:
D = Sequéncial Sequéncia| Segmento| Elemento(V, j), Elemento(V , k), k, j+2,n], j,1,n—1]

Movendo o controle deslizante n observamos de forma dindmica a mudanca do

poligono com suas respectivas diagonais.

FIGURA 39 — Decéagono e suas Diagonais.(Problema 6)
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Para a deducdo da férmula do célculo das diagonais de um poligono com n lados,
aplicando combinatéria, pode ser feita usando o Principio Fundamental da Contagem, onde
precisamos fazer duas escolhas, que sao os dois pontos extremos(vértices) que formam uma
diagonal. Para a primeira extremidade temos n possibilidades, pois o poligono possui n lados,
j4 a segunda escolha temos (n — 3) possibilidades, pois ndo podemos escolher o primeiro
vértice escolhido e muito menos os dois vértices consecutivos.

Assim, temos n.(n — 3) diagonais que estdo sendo contadas em duplicidade.

Portanto a quantidade total de diagonais de um poligono de n lados pode ser
calculada, usando:

_n(n-3)
2

D
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Podemos ainda, usar um outro recurso do GeoGebra, a criacdo de
planilhas(tabelas), assim podemos mover o controle deslizante e registrar na planilha o

nimero de diagonais de cada poligono.

Passos para construcao da planilha.

1. Clicando no menu Exibir e selecionando a opg¢ao Planilha. A Planilha aparecerd no lado
direito na tela do GeoGebra.

2. Nas células A1, Bl e C1, vamos digitar as seguintes entradas: A1 —Poligono, B1 — Numero
de lados, C1 — Numero de diagonais. Selecionando as células A1, Bl e C1, clicando na opg¢ao
N(Negrito) na barra de icone da planilha para destacar.

3. Selecionando com o cursor nas linhas e nas colunas a serem preenchidas e clicando na
opcao espessura na barra de icone da planilha, a planilha ficara com bordas.

4. Clicando cada célula da primeira coluna para preencher com os nomes de alguns poligonos,
depois clicando cada célula da segunda coluna para preencher com numero de lado de cada
poligono.

5. Podemos digitar na célula C2 a seguinte expressao: B2*(B2 -3 )/2(formula para o calculo

do nimero de diagonais) e arrastar para todas as células da terceira coluna.

FIGURA 40 - Planilha do numero de diagonais (Problema 6)
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4.3.7 PROBLEMA 7: Considerando um grupo de 20 pessoas que participam de um conselho

consultor de uma empresa, calcule:

a) O numero de maneiras de escolher um presidente, um vice-presidente e um diretor para o
conselho.
b) O numero de maneiras de montar uma equipe de 4 pessoas do conselho para realizar uma

tarefa.

Objetivos do problema 7:
* Identificar a natureza do problema de contagem em cada item.
* Usar a ferramenta Célculo Simbdlico(CAS) do GeoGebra para aplicar as formulas de

arranjo e combinagao.

Passos para o uso de formulas no GeoGebra.

1. Clicando no menu Exibir e selecionando a opgdo “Calculo Simboélico”. Uma janela de
calculo simbolico abrird. Digitando no campo de entrada o seguinte comando: nPr(20,3)
apertando enter. O GeoGebra exibira o valor do célculo do arranjo de 20 elementos, tomados
3a3.

2. Digitando no campo de entrada o comando: nCr(20,4) e apertando enter. O GeoGebra

exibira o valor do célculo da combinagao simples de 20 elementos, tomados 4 a 4.

FIGURA 41 — Comandos de combinatoria(Problema 7)
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Muitas vezes nos problemas envolvendo contagem estamos interessados nao na
lista de agrupamentos e sim na quantidade deles. O GeoGebra possui a ferramenta “Calculo
Simbolico”, onde podemos calcular expressdes, fatorial, permutagdo e combinagdo de forma
rapida.

No primeiro item, dentre as 20 pessoas, devemos escolher 3 pessoas. A ordem em
que as pessoas serdo escolhidas ¢ relevante, pois a fungdo que cada pessoa desempenhara ¢é
diferente (um presidente, um vice-presidente e um diretor para o conselho). Portanto se trata
de arranjo simples de 20 elementos tomados 3 a 3.

200 20! 20.19.18.17!

Ay = = = 6840
2T (20-3) 17! 17!

No GeoGebra, usamos o comando permutacdo, pois toda permutacdo ¢ um
arranjo, onde n=p. Apenas alteramos os valores de n ¢ p.

Ja no segundo item, temos que escolher 4 dentre as 20 pessoas, mas neste caso a
ordem das escolhas ndo ¢ importante para determinar a equipe escolhida. Portanto se trata de
uma combinag¢do simples de 20 elementos tomados, 4 a 4.

20! 200 20.19.18.17.16!

Cys = = = = 4845
47 4(20-4)! 416! A116!

4.3.8 PROBLEMA 8: Considere 8 pontos distintos pertencentes a 2 retas paralelas, sendo 4
em cada reta. Qual o numero de retas distintas que podemos obter unindo-se dois qualquer

desses pontos?

Objetivos do Problema 8:
* Fazer a construgdo conforme enunciado no GeoGebra.

* Usar o Principio Fundamental da Contagem com atenc¢do no enunciado.

Passos para a constru¢ao no GeoGebra:

1. Vamos abrir uma nova janela, selecionando ARQUIVO e depois, NOVA JANELA.

2. Clicando com o botao direito do mouse na janela de visualizacdo e desmarcando a opgao
EIXOS.

3. Ativando a ferramenta NOVO PONTO A (Janela 2), e clicando em dois lugares

distintos da janela de visualizagdo. O GeoGebra criara e nomeara os dois pontos: A e B.
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4. Ativando a ferramenta RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS .~ (Janela 3) e clicando
nos dois pontos A e B, para formar a reta que passa por A e B.

5. Ativando a ferramenta NOVO PONTO A (Janela 2), e clicando em dois lugares
distintos sobre a reta formada pelos pontos A ¢ B. O GeoGebra criard ¢ nomeara os dois
pontos: C e D.

6. Ativando a ferramenta NOVO PONTO 4 (Janela 2), clicando na janela de visualizagdo
de modo que novo ponto ndo pertence a reta ja criada. O GeoGebra criard e nomeara o ponto:
E.

7. Agora, selecionando a ferramenta RETA PARALELA —*(janela 4) e clicando na reta que
passa por A e B e depois no ponto E, teremos assim uma reta que passa pelo ponto E e é
paralela a reta que passa por A e B.

8. Ativando a ferramenta NOVO PONTO A (Janela 2), e clicando em trés lugares
distintos sobre a reta que passa por E, o GeoGebra criara e nomeara os trés pontos: F, G e H.
9. Selecionando a ferramenta RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS ’/'/ (janela  3), e
clicando em dois pontos distintos para formar uma reta.

10. Repetindo o passo anterior para formar todas as retas possiveis.

FIGURA 42 — Retas (Problema 8)
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Esse problema ¢ bem interessante, porque se o aluno somente aplicasse o
Principio Multiplicativo, tomando as seguintes decisdes: escolhendo o primeiro ponto de 4
maneiras e para a escolha do segundo ponto 4 maneiras, teriamos 4.4 =16 retas, chegando a
um resultado incorreto. Pois, além dessas 16 retas, temos que lembrar que os pontos da
mesma reta também definem uma Unica reta, assim temos mais duas retas a considerar.

Portanto, sdo 18 retas no total, logo a construgdo de todas as retas no GeoGebra

permitiu a contagem correta, servindo como experiéncia para novos problemas.

4.3.9 PROBLEMA 9: Uma empresa possui um logotipo composto por trés cores: azul, verde
e vermelho, sendo que cada faixa contém uma letra: T, S e J, sempre nessa ordem. Quantas

opgoes de logotipos diferentes, utilizando as trés cores é possivel a empresa formar?

FIGURA 43 — Logotipo em branco (Problema 9)

T|S|J

FONTE: Elaborada pelo autor

Objetivos do Problema 9:
* Usar o Principio Fundamental da Contagem.

* Fazer a construgdo conforme enunciado no GeoGebra.

Passos para a construgao de cada logotipo no GeoGebra:

1. Vamos abrir uma nova janela, selecionando ARQUIVO e depois, NOVA JANELA.

2. Clicando com o botao direito do mouse na janela de visualizagdo e desmarcando a opgao
EIXOS.

3. O logotipo € composto por trés retdngulos. Para a constru¢do de cada retangulo, usaremos a
ferramenta POLIGONO I:::. (janela 5) e clicando em quatro pontos distintos, criaremos o

retangulo ABCD.
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4. Repetindo o passo anterior duas vezes para criar os outros dois retangulos do logotipo.

5. Ativando a ferramenta INSERIR TEXTO &gz (janela 10) e clicando em um lugar da
janela de visualizag@o, onde queremos que as letras T, S, J aparecam.

6. Clicando sobre cada retingulo e usando o botdo direito do mouse, podemos selecionar
EXIBIR ROTULOS, para ocultar os rotulos.

7. Agora, para colorir cada retangulo, basta clicar sobre cada retangulo e usando o botdo
direito do mouse, selecionando PROPRIEDADES para escolher a cor, conforme regras do

enunciado.

8. Clicando com o botdo direito do mouse na janela de visualizagdo e desmarcando a opcao

MALHA.

9. Repetindo os passos acima, quantas vezes for necessario até que nao haja logotipos iguais.

FIGURA 44 = Logotipos (Problema 9)
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FONTE: Elaborada pelo autor

O raciocinio para a resolugdo do problema, mostra a aplicacdo do Principio
Multiplicativo ou Principio Fundamental da Contagem, pois temos 3 decisdes consecutivas a

tomar: a primeira € escolher a cor da primeira faixa, pode ser qualquer uma das 3 cores; uma
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vez escolhida a cor da primeira faixa, temos que escolher a cor da segunda faixa, pode ser
pintada de dois modos diferentes, e para a terceira faixa temos apenas uma opg¢ao de cor. Logo
o total de possibilidades ¢ 3.2.1= 6 maneiras diferentes de pintar o logotipo, conforme

constatamos na visualizagdo proporcionada pela construgao no GeoGebra.

4.3.10 PROBLEMA 10: De quantas maneiras diferentes 4 pessoas podem se sentar em

torno de uma mesa redonda?

Objetivos do Problema 10:
* Identificar a natureza do problema de contagem.

* Fazer a constru¢do no GeoGebra conforme enunciado do problema.

Passos para a construcao de cada logotipo no GeoGebra:

1. Vamos abrir uma nova janela, selecionando ARQUIVO e depois, NOVA JANELA.

2. Clicando com o botdo direito do mouse na janela de visualizagdo e desmarcando a opgao
EIXOS.

3. Selecionando a ferramenta CIRCULO DEFINIDO PELO CENTRO E UM DE SEUS
PONTOS @ (Janela 6) e clicando em dois pontos distintos da janela de visualizagdo para
criar uma circunferéncia ¢. O centro sera o ponto A e ela passara pelo ponto B.

4. Esconda o ponto A, clicando sobre ele e com o botdo direto do mouse, selecionando a
ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBIJETO “# g

5. Selecionando a ferramenta NOVO PONTO .‘ﬂ‘ (Janela 2), e posicionando o cursor
sobre a circunferéncia, clicando em trés pontos distintos, criando assim, os pontos C, D e E.

6. Clicando sobre cada ponto e usando o botao direito do mouse, podemos selecionar EXIBIR
ROTULOS, para ocultar os rétulos.

7. Agora, para colorir os pontos, basta clicar sobre cada ponto e usando o botdo direito do
mouse, selecionando PROPRIEDADES para escolher a cor, aumentar o tamanho do ponto.
Assim, cada ponto representard uma pessoa em torno da mesa.

8. Entdo, basta repetir os passos anteriores, alternando as cores dos pontos para construir as

outras maneiras possiveis.
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9. Ativando a ferramenta INSERIR TEXTO 28z (janela 10) e clicando em um lugar da

janela de visualizag@o, onde queremos que o enunciado aparega.

10. Clicando com o botdo direito do mouse na janela de visualizagcdo e desmarcando a opg¢ao
MALHA.

A seguir a ilustragcdo de todos as distribui¢des possiveis.

FIGURA 45 — Permutagdo Circular (Problema 10)
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FONTE: Elaborada pelo autor

Na construcgao feita no GeoGebra, cada ponto representa uma pessoa sentada ao

redor da mesa, a coloragdo feita nos pontos distingue as pessoas, proporcionado uma melhor

visualizagao.

Observamos que, se todas as pessoas se deslocarem uma posi¢do no sentido
horario, por exemplo, a organizacdo ao redor da mesa continua a mesma. Logo, temos que

fixar uma das pessoas, nesse caso o ponto AZUL e efetuar a permutagdo das outras 3 pessoas.
Calculando a permutagdo circular das 4 pessoas: (PC), =(4-1)!=3!=6

Conforme visto na construgdo acima, temos 6 maneiras diferentes de organizar as

quatro pessoas em torno de uma mesa redonda.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente estudo apresentou os principais conceitos, técnicas e estratégias para
resolucdo de problemas de contagem, além da possibilidade da utilizagdo do software
GeoGebra na resolugao de problemas deste assunto.

Na perspectiva de buscar novas maneiras que possam despertar o interesse do
aluno e possibilitar uma melhor compreensdo do tema abordado, sugerimos que o professor
inicie o conteudo com a fundamentagdo tedrica e s6 em seguida a introducao do GeoGebra
como ferramenta auxiliar na resolugdo de problemas de Analise Combinatoria.

Espera-se que o presente trabalho possa auxiliar professores do ensino médio na
abordagem deste conteudo, pelas varias possibilidades de utilizacdo desse material como
apoio pedagogico. E notério a importancia da utilizagdo de recursos tecnologicos nas aulas de
Matematica, cabe aos docentes preparar atividades que cumpram os objetivos propostos de
cada uma delas, reconhecendo as potencialidades e limitagdes do GeoGebra.

Neste trabalho, apresentou-se uma lista com dez problemas de contagem, cada um
apresentando os objetivos a serem atingidos. Tais problemas foram resolvidos com o auxilio
do GeoGebra, alguns dos problemas escolhidos fazem a relagdo entre Geometria e
Combinatéria no intuito de facilitar a manipulacdo com o software e assim foi possivel
explorar as vdarias ferramentas oferecidas pelo GeoGebra como: Planilha, Calculo
Simbolico(CAS), além das construcdes de figuras e diagramas na janela de visualizacao,
construidos por uma sequéncia de passos, que proporcionam um melhor entendimento dos
conceitos matematicos.

A partir desse trabalho surgem algumas possibilidades para trabalhos futuros,
como a aplicacdo e a discussdo sobre os resultados encontrados a fim de validar de forma

mais concreta a sua contribuicao.
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