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RESUMO

Palavras-chave: Geometria euclidiana plana, anéis de polindmios, dlgebra computacional,
conjunto algébrico afim, resolugao de problemas geométricos.

O principal objetivo deste trabalho é resolver problemas e demonstrar teoremas da geo-
metria euclidiana plana usando polindmios. Isso sera realizado através do estudo de anéis de
polinémios, sistemas polinomiais e conjuntos algébricos afins. Estes conceitos nos permitem li-
gar a Algebra & Geometria. Assim, por exemplo, introduzindo coordenadas cartesianas no plano
euclidiano, as hipoteses e conclusoes de uma grande classe de teoremas geométricos podem ser
expressados com equagoes polinomiais. Também faremos uso de uma importante ferramenta
computacional, o sistema de &lgebra computacional SINGULAR.



ABSTRACT

Keywords: Plane FEuclidean geometry, polynomial rings, computational algebra, affine alge-
braic set, geometric problem solving.

The main objective of this work is to solve problems and demonstrate theorems of euclidean
plane geometry using polynomials. This will be done through the study of polynomial rings,
polynomial systems and affins algebraic sets. These concepts makes it possible to link Alge-
bra to Geometry. Thus, for example, by introducing cartesian coordinates into the euclidean
plane, the hypotheses and conclusions of a large class of geometric theorems can be expressed
with polynomial equations. We will also make use of an important computational tool, the
computational algebra system SINGULAR.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar teoremas e resolver problemas da geome-
tria euclidiana plana usando polindmios. Esta apresentacao bem como suas resolugoes estao
descritas no Capitulo 5. Para isso, precisamos estudar anéis de polindémios de varias variaveis,

conjuntos algébricos afins e também fazer uso de um sistema algébrico computacional.

No ensino médio e até mesmo em disciplinas da graduagao, os problemas da geometria
euclidiana plana sao resolvidos usando os axiomas ou postulados de Euclides, apresentado pelo
grande mateméatico Euclides de Alexandria em uma das suas maiores obras primas intitulada
“Os Elementos” a qual é constituida por treze livros que contemplam topicos como aritmética,
geometria e dlgebra. A obra “Os Elementos” é um dos mais influentes na historia. Nele, Euclides
introduz o método axiomatico que consiste em assumir como verdadeiras certas afirmacoes,
conceitos e proposigoes sem necessidade de prova apresentando proposi¢oes deduzidas a partir
de axiomas e postulados. Euclides refere-se a axioma como fatos de carédter geral, amplo para
qualquer ciéncia, proposigoes evidentes por si mesmas e ja postulado refere-se a teoria especifica,
tipo geométrica ou de determinado tema, proposigoes aceitas sem demonstragoes. Atualmente
axiomas e postulados tém o mesmo sentido, sao hipoteses admitidas como verdadeiras sem

precisar de uma demonstragao.

No Capitulo 2 definimos grupos, anéis, corpos e ideais que sao essenciais para o estudo de
anéis de polindmios que serao abordados nos outros capitulos. O principal anel que vamos
trabalhar é sobre o anel de polinémios em varias variaveis sobre o corpo dos niimeros racionais.
Inicialmente, discutiremos polindémios em uma varidvel para abrir caminho no entendimento de
algumas defini¢oes e algoritmos da divisao em varias varidveis que serao utilizados nos calculos
envolvendo conjuntos algébricos afins. Além de definirmos o algoritmo da divisdo em anéis de

polindmios em véarias variaveis, varios exemplos serao calculados.

Muitos problemas do Capitulo 5 também serao resolvidos com auxilio de uma importante
ferramenta computacional algébrica, o SINGULAR. Assim, no Capitulo 3 apresentaremos uma
breve introdugdo ao SINGULAR, [6]. O SINGULAR é um sistema de algebra computacional,
designado para calculos com polinémios. Os principais objetos que podemos trabalhar no
SINGULAR, sao ideais e modulos sobre uma grande variedade de anéis, em particular sobre o
anel de polinémios de varias variavies sobre o corpo do ntimeros racionais.

No Capitulo 4 sera abordado o conceito de conjunto algébrico afim, que é definido por
equacoes polinomiais. Por exemplo, a equacao x? + > — 1 = 0 define um conjunto algébrico

afim, no caso, uma circunferéncia de raio 1 e centro na origem no plano cartesiano xy. A base

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA PROFMAT



2 INTRODUGAO

para trabalhar com conjuntos algébricos afins ou variedades afins é um “pouco” de algebra e
ideais em anéis de polinomios. Um exemplo importante vindo da algebra linear é discutido no
Capitulo 4, com o objetivo de distinguir e definir um anel somente com variaveis e um anel com
variaveis e parametros.

O interessante é que o estudo de polinémios e sistemas de polindémios sobre um corpo per-
mite ligar a algebra a geometria. Logo, este conceito de conjunto algébrico afim nos permite
reformular problemas geométricos em termos algébricos e vice-versa. Esta relagao sera tratada
com exemplos praticos no Capitulo 5. Mais precisamente, introduzindo coordenadas cartesianas
no plano euclidiano, as hipoteses e conclusoes de uma grande classe de teoremas geométricos
podem ser expressados com equacoes polinomiais entre as coordenadas de uma colecao de pon-
tos de acordo com o problema apresentado. Por exemplo: como provar que as diagonais de
um paralelogramo se cruzam ao meio usando polinémios? Faremos uso de ferramentas com-
putacionais para resolver ou simplificar os sistemas polinomiais de acordo com cada problema
apresentado. Ressaltamos que para entender e construir as hipoteses e teses relacionados a um
determinado problema mostrado no Capitulo 5, é necessario saber os axiomas da geometria
euclidiana plana, distancias entre pontos, Teorema de Pitédgoras, Teorema de Tales, equacao da

reta, equacao da circunferéncia e outros mais.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA UFU



ANEIS E POLINOMIOS 3

2. ANEIS E POLINOMIOS

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos da teoria de anéis, corpos, grupos e ideais
que sao essenciais para o estudo de anéis de polinémios que serao abordados nos proximos
capitulos. Os contetidos abordados neste capitulo foram baseados nas referéncias 2], [3] e [4].

Os anéis mais conhecidos sao os dos ntimeros inteiros Z e o anel dos polinémios em uma

variavel sobre um corpo.

Definiremos o algoritmo da divisao em anéis de polindmios em varias variéveis, e por tltimo

uma breve apresentacao sobre o que podemos fazer com o Singular.

Definicao 1. Dizemos que um anel é uma estrutura algébrica que consiste em um conjunto nao
vazio A associado a duas operagoes bindrias adi¢cao e multiplicagcao, que satisfazem as sequintes

condigoes:

Adigao (denotada por +) A x A — A : (a,b) — a+b.
Multiplicagao (denotada por -) Ax A— A : (a,b) — a-b.

i) Associatividade em relagdo a (+): para quaisquer a,b,c € A temos:

(a+b)+c=a+(b+c).

it) Comutatividade em relagcdo a (+): para quaisquer a,b € A temos:

at+b=0b+a.

iii) Elemento Neutro (e¢) em relagdo a (+): para todo a € A, existe e € A tal que

at+e=e+a=a.

iv) Elemento Simétrico em relagao a (+): para todo a € A, existe um elemento b € A
tal que
a+b=b+a=ce.

Observe que para cada a,b € unico. Logo, denotaremos o elemento simétrico de a por —a.

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA PROFMAT



4 ANEIS E POLINOMIOS

v) Associatividade em relag¢do a (-): para quaisquer a,b,c € A temos:

(a-b)-c=a-(b-c)

vi) Distributividade em relacao a (-): para todo a,b,c € A, temos:
a-(b+c)=a-b+a-c
(@a+b)-c=a-c+b-c.

vii) Elemento Neutro (1) em relagao a (-): para todo a € A, existe 1 € A tal que

Daqui em diante, (A, +,-) denotard um anel A com as operacoes + e -.

Definicao 2. Seja G um conjunto nao vazio munido de uma operacao bindria
+:GxG—G.

Dizemos que G munido da operagao +, denotado por (G, +), € um grupo se valem os axiomas

(1), (i), (iv) e se valer também (iii) entdo (G,+) € chamado de grupo abeliano.

Um anel é completamente diferente de um grupo, pois em um anel sao definidas duas
operacoes. Comumente, essas operagoes sao chamadas de adigao e multiplicagao, enquanto um

grupo ¢ munido de uma tinica operagao.

O conjunto dos nimeros inteiros Z, com as operacoes de adigao e multiplicacao usuais, é

um anel comutativo com unidade.

Definicao 3. Seja A um anel. A € dito ser um corpo se qualquer elemento nao nulo a € A
€ uma unidade, isto €, existe b € A tal que ab = 1 # 0. Note que um corpo é um anel com
unidade em que todo elemento diferente de 0 (ndao nulo) possui um elemento inverso com relag@o

a multiplicacao.

O conjunto dos niimeros racionais com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao de nu-
meros racionais é um anel comutativo com unidade. Além disso, os niimeros racionais diferentes
de 0 formam um grupo abeliano com relagao a multiplicagao, com esta tltima propriedade é

denominada um corpo.

Definigao 4. Sejam A um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que I é um ideal

de A se

i) f,gel=f+gel.

it) fel,ae A= af € 1.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA UFU



ANEIS E POLINOMIOS 5

O conceito de ideais ¢ fundamental no estudo de geometria algébrica (estudo de objetos
geométricos definidos por equagoes polinomiais, usando meios algébricos). O anel principal que

trataremos aqui é o anel de polindmios em varias variaveis.
Definigao 5. Seja A um anel.

i) Um mondmio em n varidveis, xy,...,T,, € um produto da forma

=at a=(ag,...,a,) € N",

ii) Um termo é um mondémio vezes um coeficiente (elemento de A), escrito da forma
ar® =ax{' ... xi" a € A

n

iii) Um polinémio sobre A é uma combinagao linear finita de mondémios, com coeficientes em

A, e € escrito da forma

finita
f= E anx" = E Aoy, L1 e Ty € Al
a aEN™
Para o € N", colocamos |a| := ay + -+ 4+ ay,. Se f # 0, chamamos de grau de f, o

inteiro definido por grau(f) := max{|al,a, # 0}. Se f =0, colocamos grau(f) = —1. O
termo lider de um polinémio, é o termo de maior grau. O coeficiente do termo lider é

chamado de coeficiente lider.

w) O anel polinomial Alx] = Alxy,...,x,] em n varidveis sobre A é o conjunto de todos 0s

polindmios juntamente com as operacoes usuais de soma e multiplicacao:

Z o + Z box® = Z(aa + by )z,

«

Zaama Zbﬁxﬂ ::Z Zaabg z7.
B

a Y a+p

Note que A[zy,...,z,] ¢ um anel comutativo com unidade 1 = z9-... 2% que identificamos

com a unidade 1 € A. Elementos de A C A[z] sdo chamados de polindmios constantes.

Usamos x,y e x,y, z para as variaveis no caso quando n = 2 ou n = 3, respectivamente.

Exemplo 1. Considere o anel K[z,y,z|, K = Q, onde Q representa o conjunto do ntimeros
racionais ou K = R, onde R representa o conjunto do niimeros reais. Seja p(z,y,z) = 23y +

S5zy? — 222y2?, logo p é um polindémio contendo 3 termos e o grau de p é 5.

Dada uma cole¢ao finita de polinémios fi,..., fs € Klzy,...,z,], podemos criar outros
polinémios dependentes destes através de uma multiplicagao por polindmios arbitrarios em

K[z1,...,x,] e tomando a soma.

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA PROFMAT



6 ANEIS E POLINOMIOS

Definigao 6. Seja fi,..., fs € Klzy, ..., x,]. Pomos (fi,..., fs) para denotar a cole¢io

<f17"'7f8> :{p1f1+"'+psfs: pi € M[Il,...,.rn],i:l,...,S}.
Teorema 1. A colegao (f1,...,fs) € um ideal de K[xq,...,x,] e € gerado por fi,..., fs.
Demonstragao:

Dados f=p1fi+ -+ psfseg=aqfi+ -+ qsfs dois elementos de (f1,..., fs), entao:

fra=m+aq) i+ + s+ q)fs €fr,-- ) fo)

Também para f € (f1,..., fs) e a € K[zy,...,x,] temos que

af =apifi+---+apsfs
af = (apr) fr + -+ (aps) fs € (fr,- -, fs)-

Logo, as propriedades @) e i) da Definigao 4 estao satisfeitas.

O

2

Exemplo 2. Temos que 22 € {x — y*, xy) em K[z, y], pois 2% = pi(z — y?) + pexy, com p; = x

ep2 =Y.

Um resultado importante que nao provaremos aqui é o Teorema de Basis de Hilbert.

Teorema 2 (Hilbert Basis Theorem). Todo ideal I € Klxy,...,x,| tem um conjunto finito de
geradores.
Este Teorema nos diz que, dado um ideal I € K[zy,...,x,], existe um ntmero finito de

polinémios { fi,..., fs} € Klxy, -+ ,z,] tal que I = (f1,..., fs).

2.1 ALGORITMO DA DIVISAO

A divisao de polinémios é fundamental no estudo de ideais em anéis polinomiais. Por
exemplo, precisamos do algoritmo da divisao juntamente com bases de Groebner (que pode
ser aprofundada no livro de referéncia [2]) para verificar se um dado polinémio pertence a um
ideal. Nesta subsecao, definiremos o algoritmo em um anel de polinémios com uma e com varias

varidveis.

2.1.1 ALGORITMO DA DIVISAO EM K][z]

Relembre que um polinémio f na variavel x, € uma expressao da forma

f(2) = apz™ + an12" ' + ..+ aex® + a1 + ag,

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA UFU



ANEIS E POLINOMIOS 7

onde n é um nimero inteiro nao negativo com ay, . .., a, elementos de K, chamados de coefici-
entes de f, se a,, # 0 dizemos que a, € o coeficiente lider.

Em anéis de polindbmios em uma tunica varidvel, o algoritmo da divisao de Euclides nos
permite dividir polinémios, isto ¢, dados dois polinémios f, g € K[z], com g # 0, entéo existem

tinicos polindmios ¢, r € K[z] tal que
f=qg+r, comr=0ou grau(r) < grau(g).

Assim, como todo ideal I C K[z] é principal (gerado por um tnico gerador), se I = (g), isto &,
I ser gerado por um tnico polindémio g, teremos f € I se r = 0, ou seja, o resto da divisao de
f por g for o polindémio nulo. Caso, f = qg + r, com r # 0, segue que f ¢ I. Assim, verificar
se um polindmio f pertence a um ideal I, é facilmente resolvido no caso de anel de polinomios
em uma tnica variavel.

Note que todo polindémio pode ser escrito de modo tinico como a soma de seus termos a
menos da ordem da posi¢ao de seus termos, devido a propriedade comutativa da adi¢ao nesses
anéis. Em um anel polinomial em uma tnica variavel, podemos escrever de modo tinico um
polindmio de acordo com o grau de cada mondémio. Assim, para efetuar divisao de polinémios
precisamos primeiro estabelecer uma ordem, para que possamos escrever de modo tnico tal
polinémio.

Ao dividir um polindémio f por um polindémio g esperamos encontrar dois novos polinémios,
o quociente ¢ e o resto r, sendo que o grau(r) < grau(g). No algoritmo da divisdo quando o
anel dos coeficientes ¢ um corpo K, o polindmio divisor sempre tem coeficiente lider invertivel,
ou seja, um coeficiente que quando multiplicado por um ntmero apropriado resulta em 1 de

modo que a divisao seja sempre possivel.

Teorema 3 (Algoritmo da divisdo de Euclides). Seja A um corpo. Dados f(z),g(x) € Alz]
em que g(x) # 0. Entdao existem q(x),r(x) € Alzx] tais que

f(x) = g(x)q(x) + r(z),

com r(x) =0 ou grau(r(z)) < grau(g(z)).

Demonstragao:

Temos trés casos a considerar:

i) f(x)=0.

ii) f(z) # 0 e grau(f(z)) < grau(g(z)) .
iii) f(z) # 0 e grau(f(z)) = grau(g(z)) .

Suponhamos que f(z) = apx™ + @p_12™ 1 + -+ + a1 + ag, com grau(f(x)) =me

g(x) = bpx™ + byt + -+ - + by + by, em que grau(g(z)) = n.

No primeiro caso, se f(x) = 0, basta tomar ¢(x) = r(z) = 0.
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No segundo caso, sendo f(z) # 0, grau(f(x)) < grau(g(x)) e como f(x) = 0g(z) + f(z)
basta tomar ¢(x) =0 e r(z) = f(x).

Portanto, resta considerarmos o caso em que o f(x) # 0 e grau(f(x)) > grau(g(z)).

A ideia é multiplicar g(z) por um polindmio apropriado g(x) e subtrair o resultado de f(z),
afim de conseguirmos um outro polinémio r(z) que é o polinémio nulo ou de grau menor que
o grau de g(z)

r(z) = f(x) — g(0)qlx).

A maneira de encontrar o polinémio ¢(x) é via um algoritmo que passamos a descrever a
partir de agora. Defina:

—1,.m
@ (x) = anb, ©
Observe a forma como ¢;(z) é definido: ¢;(z) é um mondémio e seu tnico coeficiente é o

produto do coeficiente lider de f(x) pelo inverso do coeficiente lider de g(x) e o expoente de x

¢ grau(f(z))— grau(g(z)).

Multiplique g(z) por ¢i(x) = a,,b, '™ ™ e subtraia este resultado de f(z), obtendo outro

polinémio fi(z).
Mais precisamente, fi(x) = f(z) — ¢1(x)g(x). Note que

a(2)g(x) = (amb '™ ™) (bpa™ + by 12"+ -+ bz + by)
A by 10, ™ e b o ™ g, b g™

= apxT™ + -+ b oy ™+ a,, b, thga™

Como os polinémios f(z) e ¢;(z)g(z) tem o mesmo grau m e o mesmo coeficiente lider a,,

temos que a diferenca f(x) — ¢;(z)g(z) é um polindémio fi(x) de grau menor que m, portanto:
Se fi(z) = 0, entao tomamos q(z) = ¢1(z) e r(z) = 0.

Se grau(fi(z)) < grau(g(x)), entdo tomamos q(z) = ¢1(z) e r(z) = fi(x).

Se grau( fi(x)) > grau(g(x)), entdo executamos o processo anterior colocando f(z) no lugar
de f(x) e repete o processo.

Seja fi(x) = cpa? + -+ + c1x + ¢, com ¢, # 0 e grau(fi(z)) > grau(g(x)) ou seja p > n,
entao multiplicamos g(z) por ga(z) = ¢,b,'aP~" (observe que ¢2(z) tem o mesmo padrdo de

¢1(x)) e subtraimos este resultado de fi(x) obtendo um outro polinémio fs(z) dado por:

fa(x) = fi(z) — cpb, a?"g(x)
= filz) = q(z)g(x).

Uma anélise analoga a anterior mostra que grau(fo(z)) < grau(fi(z)).

Substituindo fi(z) = f(z) — ¢:(z)g(x) na igualdade anterior obteremos
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folz) = flz) — a(@)g(x) — ¢2()g(z)
= [(@) = |qi(z) + g2(2)]g(2)
= f(x) = [amb, '™ "™ + ¢,b,  aP "] g(x).
(x)

Se fo(x) = 0 tomemos ¢(z) = q(x) + @2(x) = amb;, 'a™ " + by 2P e r(z) = 0.

Se grau(fy(z)) < grau(g(x)), entao tomemos q(z) = ¢1(z) + ¢2(z) e r(x) = fo(z).

Se grau(fo(z)) > grau(g(x)), repetimos o processo anterior.

A demonstragdo dada acima é construtiva e o argumento usado para obter f;(x) constitui o
primeiro passo no algoritmo da divisao polinomial. O algoritmo consiste em primeiro multiplicar
o polinémio divisor por outro polinémio de forma que o polinémio do resultado da multiplicacao
tenha o mesmo grau e coeficiente lider do polinémio dividendo, isso é possivel pois o coeficiente
lider do polinémio divisor pertence a um corpo, ou seja, possui inverso multiplicativo. Com
isso, ao realizar a subtragao de ambos, obteremos um polinémio de grau menor. Em seguida,
realizamos novamente o procedimento com o polinémio obtido no lugar do polinémio dividendo
e repetimos o procedimento com o polinémio obtido novamente, com repeti¢oes sucessivas desse
argumento, até que se obtenha ou o polindmio nulo ou um polinémio de grau menor do que
o divisor. A cada passo o grau do polinémio f;(x) encontrado diminui estritamente, de modo

que ap6s um numero finito de (no maximo m) passos, obteremos f;(z) = 0 ou grau(fi(z)) <

grau(g(z)).

Logo, tomaremos r(x) = fi(z) e ¢(x) conforme a soma dos ¢ys(z) provando a existéncia dos

polinémios ¢(z) e r(x).
U

Teorema 4 (Unicidade do Algoritmo da Divisao). Seja A um corpo. Dados f(z),g(x) € Alz]
com g(x) # 0, existem q(x),r(x) € Alz] dnicos tais que f(x) = g(x)q(x) + r(x) com r(z) =0
ou grau(r(z)) < grau(g(x)).

Demonstragao:
Pelo Teorema 3, resta provar a unicidade de ¢(z) e r(x). Sejam q(z), ¢*(x),r(z),r*(x) € Alz]

tais que

f(x) = g(z)q(z) +r(z) e f(2) = g(z)q" () + r"(x), com

Entao,
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10 ANEIS E POLINOMIOS

Admitamos que ¢(z) # ¢*(x). Assim, ¢(z) — ¢*(z) # 0 e g(z) # 0, portanto a diferenca

entre r(x) — r*(x) tem grau, logo:

grau(r(x) —r*(z)) = graulg(z) — ¢*(v)]g(x)
= grau(g(z) — ¢*(2)) + grau(g(z))
> grau(g(z)).

Porém, como grau(r(x)), grau(r*(x)) < grau(g(z)) temos que

grau(r(z) — r*(z)) < max{grau(r(z)), grau(r*(z)} < grau(g(z)).
O que ¢é absurdo! Entao, ¢(z) = ¢*(z) e, portanto, r(z) = r*(z). Logo, sdo tnicos os
polindmios ¢(z) e r(x), tais que f(z) = g(x)q(z) + r(x).
O
Exemplo 3. Sejam f(z) = 625+ 72° +8z* +1 e g(z) = 2* + x4+ 1 em R[z]. Vamos determinar
o quociente e o resto da divisdo euclidiana de f(x) por g(z), aplicando os passos do algoritmo

da divisao polinomial.

Solugao: Temos que

m = grau(f(z)) = 6,n = grau(g(z)) =4,a, =6 e b, =1,

logo:
q1(z) = a,b,ta™ ™™ = 6.1.2571 = 622

file) = f(z) = a(z)g(x)
= f(z)—62%(z* +z + 1)
= 620 + 72° + 8% + 1 — (62° + 62° + 62?)
= T2° 4 8% — 62% — 622 + 1.

Como grau(fi(z)) > grau(g(z)), entdo executamos o processo anterior novamente colocando
fi(x) no lugar de f(z).

q@(z) = ¢pbtaP™ = T.1.2°74 = T

folz) = fi(z) — ¢2(x)g(x)
fi(z) = Ta(xt + 2+ 1)
8xt — 6% — 1322 — Tx + 1.

Como grau(fo(z)) > grau(g(x)), entao executamos o processo anterior novamente colocando
fo(z) no lugar de fi(x).

q3(z) = dbtet =8.1.271 = 8.
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f3(r) = fa(z) — gs(z)g(x)
= folx) =8zt + 2+ 1)
= —62% — 1322 — 1520 — 7.

Como grau(f3(x)) < grau(g(x)) o processo finaliza e obtemos
r(z) = fs(z) = —62% — 1322 — 152 — T e q(x) = q1(v) + @2(x) + q3(x) = 622 + Tx + 8.

O procedimento acima pode parecer complexo, mas, na verdade, é esse algoritmo que utiliza-
mos desde o ensino fundamental conhecido como método da chave, como podemos indentificar

no proximo exemplo.

Exemplo 4. Sejam f(z) = 62% 4+ 72° + 82* + 1 e g(x) = 2* + 2 + 1 em R[z], vamos aplicar o

algoritmo da divisdo de f(z) por g(z), utilizando o método da chave.

Solucao:
flx) — 6$6+7x5+8x4+1‘x4+x+1 +—g(z)
—qi(7)g(z) - —62% — 62% — 622 622 + 7z +8 <+ q(x)
ri(z) —————— T2°+8z* —62° — 627+ 1 T 1t 7
—g(r)g(r) — —— = =T2® —T2’— Tz 01 () ¢2(z) g3()
ro(z) — — ——— — — 8zt —62® — 132% — Tz + 1
—q3(7)g(z) —— — —— — —8x1— 8xr—8
r3(r) ——————— — —62% — 1322 — 152 — 7 + r(z).

Sendo assim,
q(z) = q1(z) + q2(x) + q3(x) = 62° + Tz + 8

r(z) = r3(x) = —62° — 132% — 150 — 7.

Note que:
¢1(x) é obtido dividindo o termo de maior grau de f(x) pelo termo de maior grau de g(z).
G2(x)
g3(x) é obtido dividindo o termo de maior grau de ry(z) pelo termo de maior grau de g(z).
Logo, f(z) = g(x)q(x) + r(x). Portanto,

¢ obtido dividindo o termo de maior grau de r1(z) pelo termo de maior grau de g(x).
)

F(x) = (2* + 2 + 1)(62% + Tz + 8) + (—62° — 1322 — 152 — 7).

Defini¢ao 7. Dizemos que f(x) € divisivel por g(x) quando na divisao de f(x) por g(x) o resto

for o polinémio nulo.
Abaixo os comandos do SINGULAR para efetuar a divisao entre polinomios do Exemplo 4.

0, (x), dp;
6x6 + 7x5 + 8x4 + 1;

> ring A

> poly £
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> £
6x6+7x5+8x4+1
>poly g =x4 +x + 1;

> division(f,g);

[1]:
_[1,1]1=6x2+7x+8
[2]:
_[11=-6x3-13x2-15x-7
[3]:

_[1,1]1=1

Note que a primeira entrada do comando division(f,g) retornou o quociente g(x) =
622 + 7x + 8 e a segunda entrada retornou o resto r(z) = —6x® — 132* — 152 — 7 da divisao de
f(x) por g(x).

Falaremos mais sobre os principais comandos basicos do SINGULAR no Capitulo 3.

2.1.2 ORDEM MONOMIAL

Antes de descrever um algoritmo da divisao em um anel de polindmios em varias variaveis
K[z, ..., x,], precisamos de uma maneira para ordenar os monomios do polinémio. Ordenar
mondmios em n variaveis ¢ o mesmo que ordenar sobre N". Podemos tornar esta ordem tinica
escolhendo uma ordem total sobre o conjunto dos monomios. O objetivo aqui é apenas apre-

sentar a definicao e fazer exemplos. Veja mais sobre ordens monomiais no livro da referéncia

2].

Definicao 8. Uma ordem monomial é uma ordem total > sobre o conjunto dos mondmios

Mon,, = {z%|a € N"} em n varidveis satisfazendo o sequinte:

2% > 2’ = 272" > 2728

para todo o, 5,y € N". Dizemos que > € uma ordem monomial sobre Alxy, ..., x,], A um anel,

considerando que > € uma ordem monomial sobre Mon,,.

Identificamos Mon,, com N", e entao uma ordem monomial é uma ordem total sobre N™.

Uma ordem tipica e importante ¢ a ordem lexicografica sobre N”, definida por: z% > z°
se, e somente se, a primeira entrada nao nula de a — 3 é positiva.

Trabalhar com uma determinada ordem, nos permite representar um polindémio em um
computador como uma lista ordenada de coeficientes, tornando testes de igualdade simples e
rapidos.

Vamos considerar um exemplo usando a ordem lexicografica denotada por 1p no SINGULAR.

Lembrando, que no SINGULAR antes de definir objetos, primeiro devemos definir um anel.

> ring A=0,(x,y,2),1lp;
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A linha de comando acima, significa que A = Q[z, vy, 2], onde: 0 ¢é a caracteristica do anel;
os coeficientes de A pertencem ao corpo do nimeros racionais Q; x,y e z sao as variaveis de A

e 1p define a ordem lexicografica com x >y > z.

> poly f = y6z3+4x3y3z2+3x5-z5+3y2; //definindo o polindmio f no anel A
> £ //apenas mostrando f
3xb+4x3y3z2+y62z3+3y2-z5

Observe que, quando colocamos o comando > f acima, o SINGULAR mostra f com os mond-
mios obedecendo a ordem 1p. Como 3z° e 4x3y>z? correspondem respectivamente as listas
a=(5,0,0) e =(3,3,2), segue que @ — § = (2, —3, —2), e como o primeiro termo nao nulo é

positivo, entao 3z° > 423y32%. Analogamente, 4231322 > y523 > 3y? > 2°.

Os comandos abaixo sao usados para operagoes com polindémios no SINGULAR.

> leadmonom(f) ; //mondémio lider de f

x5

> leadexp(f); //lista com os expoentes do mondémio lider de f
5,0,0

> lead(f); //termo lider de f

3xb

> leadcoef (f); //coeficiente do termo lider de f

3

2.1.3 ALGORITMO DA DIVISAO EM Kzy,...,x,]

Fixamos primeiro uma ordem monomial em N". Suponha que sao dados um polinémio f

e um conjunto ordenado (gi,...,¢gs) de polinémios em K[zy,...,x,]. O algoritmo da divisao
encontra polinémios ay, ...,as e r em K[zq, ..., x,] tal que
f:algl"i_"'"i_asgs"i_ra (21>

onde 7 = 0 ou nenhum mono6émio em r é divisivel por qualquer LT(g;),i = 1...s, (LT significa

termo lider).

Veja o algoritmo da divisao:
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DADOS DE ENTRADA: ¢1,...,Gs, f

a;:=0; i=1...s; r:=0; p:=f;

ENQUANTO p # 0 FACA

1:=1;

DNE := false (DNE = divisao néo efetuada)
(ENQUANTO i < s e DNE = false) FAcA

SE (LT(g;) DIVIDE LT (p)) ENTAO
a; == a; + LT (p)/LT(g;);
p:=p— (LT (p)/LT(9:))g:

DNE = true
SENAO

1:=14+1;
SE (NDE = false) ENTAO
r:=r+ LT (p)
p=p— LT(p)

DADOS DE SAIDA: ay,...,as, 7
ALGORITMO DA DIVISAO EM K]z, ..., z,].
Observacgao 1. 1. De acordo com a equacao 2.1, se r = 0, entdo f € (g1,...,gs)-

2. O resto r depende da ordem dos g;.

Note que no algoritmo acima, na linha “SE (L7 (g;) DIVIDE LT (p)) ENTAO”, o indice i varia

de 1 até s, logo uma vez fixada a posicao dos g; o algoritmo devera rodar até o final.

Vamos explicar o funcionamento deste algoritmo através de exemplos.

Exemplo 5. Sejam os polinoémios f := 2%y + xy? + 4%, g1 == 2y — 1 e go := y> — 1. Vamos

efetuar a divisdo de f por ¢g; e go usando a ordem lexicografica (z > y).

p:aty + axy? + y?
T

xy? + x + P

p:ay? + o+ P
Ty’ —y
r+yt+y

go:y*—1 | Entao, a; := (LT (p)/LT(q1)) = x
a,:
as : 0
r:0

g2 :y? —1 | Entao, a1 := a1 + (LT (p)/LT (1))
a;:r+vy
as :
r:0

g1:2y—1 | Passo 1: LT(g,) = xy divide LT (p) = 2%y

g1:xy—1 | Passo 2: LT(g,) = xy divide LT (p) = xy?

=ar+y
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g1 :xy—1 | Passo 3: LT(g;) = zy nao divide LT (p) =z
prx+ Y4y gy -1

LT(gs) = y* nao divide LT(p) = z

p:y: +y a; x4y neste caso, movemos o LT (p) = = para o resto r

a9

r.x

g1: 1y —1 | Passo 4: LT(g;) = zy nao divide LT (p) = y*

p: ¥ 4y | gy —1 LT(go) = y?* divide LT (p) = y?

pry+1 | gy’ —
a:x+y

p:1

Portanto,

y+1]as:1

(1221

rixr+vy

gr:xy—1
gyt —1
a;:r+y
as 1

rox4+y+1

1

v’ —1|ay:x+y | Entdo, ay := (LT(p)/LT(g2)) =1

g1:xy—1 | Passo 5: LT(g1) = xy nao divide LT (p) =y

LT(gs) = y* nao divide LT (p) =y

neste caso, movemos o LT (p) = y para o resto r

Passo 6: LT(g;) = xy nao divide LT (p) =1
LT(g2) = y* nao divide LT (p) = 1

neste caso, movemos o LT (p) = 1 para o resto r

p := 0 e o algoritmo da divisao termina.

Pyt +yi=(+y)(ey—1)+ 1@ - 1)+ (z+y+1).

Os polinémios do Exemplo 5 sao os mesmos do Exemplo 6, apenas permutamos a posi¢ao

de g1 e go.

Exemplo 6. Sejam os polindmios f := 2%y + zy* + y?, g1 == y* — 1 e go := xy — 1. Como
no Exemplo 5, faremos a divisdo de f por g; e go usando a ordem lexicografica (v > y) e
concluiremos que o resto é r := 2x + 1.

>y —a | a
zy  +r+y? | ay:
r:0

X

g1:y?>—1 | Passo 1: LT(g;) = y* nao divide LT (p) = 2%y
2 2, .2

prrtytay +yt | gpiay—1

:0

LT(g2) = xy divide LT (p) = x*y
Entéo, as := (LT (p)/LT(g2)) = «
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g1:y?>—1 | Passo 2: LT(g;) = y? divide LT (p) = zy?
praxy+x+y*| go:ay—1 | Entao, ay := (LT (p)/LT(q1)) =z
ry? —x ay: T
21 + 1> ag :
r:0

g1:y*>—1 | Passo 3: LT(g;) = y* nao divide LT (p) = 2z
p: 2 + y? | gpiay—1 LT(ge) = xy nao divide LT (p) = 2z
Py a:x neste caso, movemos o LT (p) = 2z para o resto r
Ao © X

T 2T

g1:y*>—1 | Passo 4: LT(g,) = y? divide LT (p) = 3
Py g2 :xy — 1 | Entédo, ay := (LT (p)/LT(g1)) =1
v —1la:z+1

1 a9 . X

2T

g1:y*—1 | Passo 5: LT(g;) = y* nao divide LT (p) = 1

p:l]gaiay—1 LT(ge) = xy nao divide LT (p) = 1
p:0|a :x+y | neste caso, movemos o LT (p) = 1 para o resto r
as : T

r:2x+1 | p:=0 e o algoritmo da divisao termina.

Portanto,

y+ayt+yt = (w+y) - 1) +a(ey — 1)+ (22 + 1).

Como podemos observar se alterarmos a ordem dos polinémios divisores g; e go, obtemos
restos diferentes.

Exemplo 7. Sejam os polindmios f = zy?> —x, g1 :=y> — 1 e ¢ := 2y + 1. Usando a ordem

lexicografica (x > y), mostre que f dividido por ¢g; e g, tem resto r := 0.

g1:y*>—1 | Passo 1: LT(g,) = y* divide LT (p) = zy?
piay’ —x | go:axy+ 1| Entao, ay := (LT(f)/LT(q1)) =@
vy’ —x |a;:x
0|ay:0
r:0

Portanto, temos uma divisao exata

ry? — 2 =a(y* —1).

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA UFU



ANEIS E POLINOMIOS 17

Exercicio 1. Sejam os polinomios f := xy?> —x, g, := ay + 1 e go := 3> — 1. Usando a ordem

lexicografica (x > y), mostre que f dividido por ¢; e gy tem resto r := —x — y.

No Exemplo 7, o resto é r := 0, logo podemos concluir que f := xy* — z pertence ao ideal
gerado por g; :=y?—1 e go := 2y + 1. Mas, pelo Exercicio 1, usando os mesmos g; e ¢» (porém
permutados), temos r # 0, e ndo podemos concluir se f pertence ao ideal gerado por eles.
Assim, o algoritmo da divisao (da forma que esta definido acima) néo fornece um teste para
saber se um polindmio f pertence a um ideal. Felizmente, é possivel resolver este problema

usando bases de Groebner.

Bases de Groebner é uma ferramenta de extrema importancia, pois permite resolver proble-
mas sobre ideais polinomiais, e consequentemente sobre o estudo de variedades afins. Usando
bases de Groebner é sempre possivel (dependendo da memoria do computador) decidir se um
polindmio pertence ou nao a um determinado ideal. Nao abordaremos sobre essas bases de
Groebner neste texto, porém, faremos uso dessas bases pois elas estao implementadas no SIN-
GULAR. O objetivo é usar essas bases para simplificar ideais e efetuar o algoritmo da divisao
em anéis de polindmios de varias varidveis. Veja mais sobre bases de Groebner nos livros da

referéncia |1, 2|.
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3. INTRODUCAO AO SINGULAR

Neste capitulo apresentaremos uma breve introdugao ao sistema de algebra computacional
SINGULAR, [6].

A maioria do texto deste capitulo foi extraido de [5], [4], e do manual online do SINGULAR.
Para maiores detalhes o leitor podera pesquisar o manual do SINGULAR, que esté disponibilizado

online.

O SINGULAR, é um sistema de élgebra computacional, designado para calculos com polino-
mios. Este sistema foi desenvolvido para dar suporte a pesquisa matemética, principalmente
nas areas de algebra comutativa, geometria algébrica e teoria de singuladidades. Os principais
objetos que podemos trabalhar no SINGULAR, sao ideais e modulos sobre uma grande variedade
de anéis. Esses anéis, por exemplo, poderao ser: anéis de polindémios sobre corpos finitos e sobre

o corpo dos niimeros racionais, entre outros anéis.

O SINGULAR contém implementado um dos mais rapidos e mais gerais algoritmos para
calcular bases de Groebner. Além do mais, podemos fatorar polinémios, calcular resultantes,

realizar decomposicao primaria de ideais e muitas outras funcionalidades.

O SINGULAR esta disponivel livremente para a maioria das plataformas. Versoes do SIN-
GULAR poderao ser baixadas através dos sites https://www.singular.uni-kl.de /download.html.
Também é possivel usar uma interface web do SINGULAR, criado por Franziska Hinkelmann,

Lars Kastner and Mike Stillman, através da pagina https://www.singular.uni-kl.de:8003/.

3.1 PRIMEIROS PASSOS

Primeiros passos para usar o SINGULAR.

1. Uma vez que o SINGULAR ¢ iniciado, aparece o prompt “>" a partir dai podemos digitar

os comandos.

.

2. Todo comando ou sentenga deveré ser terminado com “;” . O simbolo ponto e virgula diz

que o comando deveré ser interpretado.

3. Todos os objetos tem um tipo, por exemplo, uma variavel inteira é definida pela palavra

int.

> int k = 12;
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9.

Uma associacao é feita usando o simbolo “=".
Para testar uma igualdade o conjunto de simbolos “==" ¢ usado.

Testes para desigualdade é feito usando “! =” ou “<>", onde 0 representa a variavel

é
boleana com valor FALSE (falso), e qualquer outro valor retornado, representa a variavel
boleana TRUE (verdadeiro).

> k == 12;
1;
>k = 12;
03

Para ver o valor de um objeto, pasta escrever o nome do objeto e executar o comando
(apertando a tecla ENTER).

> k;
12;

O comando
> help; //abre um arquivo de ajuda do Singular

Textos escritos depois de // denota um comentério que é ignorado nos célculos.

Variaveis do tipo string também podem ser definidas e elas sao delimitadas por dupla aspas.

Sao importantes para comentar os resultados de saida de alguma computacao.

No SINGULAR podemos definir aneis de polinémios sobre os seguintes corpos:

1.

2.

D.

6.

corpo do ntmeros racioanis Q;

corpos finitos F},, onde p ¢ um nimero primo < 2147483629;
extensoes algébricas simples de Q ou £};

nimeros em ponto flutuante real (precisao simples);

niameros em ponto flutuante real (precisao arbitraria pescrita);

nimeros em ponto flutuante complexo (precisao arbitréaria pescrita).

Observacao 2. Na verdade, calculos sobre corpos finitos, sobre o conjunto dos nimeros intei-

ros, sobre o corpo dos niimeros racionais sao exatos, limitado somente pela memoria interna

do computador. Por outro lado, nimeros em pontos flutuantes (floating point numbers), nao

representam o corpo dos nimeros reais ou complexos. Por exemplo, devido a erros de arredon-

damentos, o produto entre dois nimeros nao nulos (ou a diferenga de dois nimeros nao nulos

distintos) podem resultar em zero. Porém, em muitos casos com o conhecimento técnico e

tedrico podemos confiar nos resultados, lembrando que a responsabilidade é sempre do usuério

em analisar os dados, mesmo em computadores de alta precisao.
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Para realizar operagoes no SINGULAR, primeiramente precisamos definir um anel.

Abaixo uma lista de exemplos de alguns anéis que podemos definir e trabalhar no SINGULAR.

1. Computacao sobre o corpo dos niimeros racionais:

> ring A=0, x, dp;
> number n = 2/3;
> n"3;
8/27;

> ring A=0, x, dp; este comando define o anel de polindémios da variavel z, caracteris-

tica zero, com coeficientes em , e ordem monomial global dp.

2. Computacao sobre corpos finitos:

> ring A1=32003, (x), dp;
> number n=1010253;
> n"8;

3451,

> ring A1=32003, x, dp; este comando define o anel Al= Z,[z], anel de polinémios

em z e de caracteristica p = 32003 com coeficientes no corpo Z,.

3. Computacao em nameros de ponto flutuante, 100 digitos de precisao:

> ring r=(real,100), (x),dp;

> number n=2/5;

> n~9000;

0.3466745429523766868669875201719137528580444595048549101118260943266639
857068382934568148647598693689¢e-3581

Temos um nimero com 3581 digitos depois do ponto. Entretanto, somente 100 digitos

sao computados.

4. Computagao em nimeros complexos em ponto flutuante, 20 digitos de preci-

sao:
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> ring Ri1=(complex, 20,i), (x), dp;

> number n = 123456.0+0.0211i;

> n"7;
0.43710463467674779545e+36+1*0.5204638194705186105e+31;

O resultado é um niimero complexo com parte real e imaginaria respectivamente com 36

e 31 digitos. Entretanto, somente 20 digitos sao computados.

5. Computagao em anéis polinomiais (sobre Q)

> ring R=0,(x,y,z), 1lp;
> poly f=x4+zy2;

> fxf-2%f;
x8+2x4y2z-2x4+y4z2-2y2z
>

R = Q[z,y, z] ¢ um anel polinomial de caracteristica 0 sobre Q, nas variaveis (z,y, z). (1p

¢ uma ordem monomial global lexicografica.)

6. Mais exemplos de anéis que podemos definir no SINGULAR.

i. > ring ril=integer, (a,b),1lp;

Anel de inteiros nas variaveis a e b.

ii. > ring r2=(integer, 20),(a,b),lp;

Anel de inteiros moédulo 20, variaveis a e b.

iii. > ring r3 = 0, (x(1..48)),dp;

Anel sobre Q, de caracteristica 0 e variaveis z(1), ..., z(48).

iv. > ring r4 = 0, (x,y,2),dp;
> ideal I=x"2,y,z"2;
> gring r6 = std(I); \\ anel quociente médulo I

O anel r6 é o anel quociente médulo I, r6 = %

v. > ring r=(0,a,b), (x,y,2),1p;

Anel de polinémios nas variaveis x, y, z, onde os coeficiente sao fracoes nas variaveis

aeb,r= Q(CL?b)['Z'ayaz]'

No SINGULAR, podemos definir varios anéis no mesmo ambiente. Para passar de um anel
para outro, devemos usar a fungao setring. Por exemplo, se estamos no anel r e desejarmos

ir para o anel r, basta digitar
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> setring rl;

Agora, o anel atual é o anel 1, porém os dados do anel r nao se alteram e nem sao deletados.
No SINGULAR, também é possivel programar, criar procedimentos, bibliotecas, e a sin-
taxe é baseada na linguagem C. A distribuicao do SINGULAR contém diversas bibliotecas com

procedimentos e rotinas que podem ser carregadas quando necessarias.
> LIB "all.lib"; //carrega todas as bibliotecas do Singular.

Objetos definidos em um anel podem ser transportados para outros anéis sem a necessidade

de redefini-los novamente.

imap ¢ uma aplicacao entre anéis que ¢ uma identidade entre as variaveis e parametros de

mesmo nome e 0 de outro modo.

fetch é uma aplicagao entre anéis que que ¢é a identidade sobre a posicao das variéveis, isto
é, a i-ésima variavel do anel fonte (anel de saida) é mapeada na i-ésima variavel no anel meta

(anel de chegada). Os corpos coeficientes devem ser compativeis.

ring r1=0, (x,y,z) ,dp;
ring r2=0, (y,x,z) ,dp;
ring r3=0, (a,b,c) ,dp;
setring ril;

poly f = x2+y3+z2+xz+y2z;
f;

y3+y2z+x2+xz+22

V V V V VvV V

> setring r2;

> poly f=imap(ri,f);f;

y3+y2z+x2+xz+2z2 \\usa o nome das variaveis

> poly g=fetch(rl,f);g;

x3+x2z+y2+yz+z2 \\usa a posigdo das variaveis
> setring r3;

> poly f=imap(ri,f);f;

0

> poly g=fetch(rl,f);g;

b3+b2c+a2+ac+c2

“Maps” sao aplicagoes entre anéis. O anel meta da aplicagdo map é sempre o anel atual.

Aplicagoes com corpos diferentes sao possiveis.

ring r1=0, (x,y,2),dp;
ring r3=0, (a,b,c),dp;

setring ril;

vV V V V

ideal i=x2+y2+z;
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> setring r3;

> map M=rl1, a2,b,c+l;
> ideal j=M(i);j;
j[1]=ad+b2+c+1

Neste exemplo, temos que M ¢ a aplicagao:

M :rn — r3
r — a?
— b
z — c+1

Entdao, M (i) = (a*)*+ > +c+1=a*+b*+c+1.

Bases de Groebner ou bases Standard, sao usadas por exemplo, para verificar se uma fungao
polinomial se anula sobre um conjunto algébrico, ou em termos algébricos, se um polinémio

pertence a um ideal. Para isto, usamos os comandos groebner ou std.

> LIB "standard.lib"; \\biblioteca para bases standard ou de Groebner
> ring r=0,(x,y),1lp;

> ideal I=xy-1,y2-1;

> ideal G=groebner(I); \\retorna uma base de Groebner do ideal I

> Gy

G[1]l=y2-1

G[2]=x-y

Abaixo alguns comandos muito tteis disponiveis no SINGULAR.

O comando reduce, reduz um polindémio, um vetor, ideal ou médulo para sua forma normal

a respeito a um outro ideal ou modulo.

> ring r=0,(x,y),ds;

> ideal I=x2+y2,xy;

> ideal J=std(I);

> reduce (yx2+y3+x2y,J);
0 //significa que yx2+y3+x2y & um elemento de I
> reduce(x+y,J);

xt+y //significa que x+y ndo & um elemento de I

O comando division, calcula a divisao com resto entre dois ideais.

Exemplo 8. Considere o polinomio definido por f(z,y) = 2%y + xy? + 3> e seja o ideal

I = {(y* -1,z —y). Encontrar aj, ay, r tal que f = a;(y> — 1) + as(x — y) +r, onde r & o resto.
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> ring r=0, (x,y),1lp;

> ideal I=y2-1,x-y;

> poly f=x2y+xy2+y2;

> list L=division(f,I);

> L[1]; //retorna ai’s
_[1,1]=2x+1

_[2,1]=xy+2

> L[2]; //retorna o resto r
_[1]=2y+1

Portanto,
Py+ay+yt = Qe+ D) - 1)+ (zy+2)(z —y) + 2y + 1).

Note que, reduce(f,std(I)), retorna o resto acima r = 2y + 1.

> ring r=0, (x,y),1p;
> ideal I=y2-1,x-y;
> poly f=x2y+xy2+y2;
> reduce(f,std(I));

2y+1 //igual ao resto r obtido acima

O comando factorize, computa os fatores irredutiveis de um polinémio.

> ring r=0, (x,y),dp;
> poly i=(x-1)"2x(y~2+1);
> factorize(i);
[1]:
_[1]=1
_[2]=x-1
_[3]=y2+1
[2]:
1,2,1 //o fator (x-1) tem multiplicidade 2

//o fator y~2+1 & irredutivel em Q[x]

O terceito item da primeira entrada do comando factorize(i) acima, retornou o fator
y*> + 1. Este fator ¢ irredutivel em Q[z]. Mas podemos fatori-lo com coeficientes complexos

conforme mostrado abaixo.

> ring q=(0,1),y,dp;
> minpoly =i2+1;
> poly p=y2+1;

> factorize(p);
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[1]:
_[1]=1
_[2]=y+(1)
_[3]=y+(-1)
[2]:
1,1,1

O resultado do comando factorize(p), diz que
yi 1= (y+i)(y — i),
onde, ¢ € um nimero complexo, ¢ = v/ —1.

O comando subst, substitui uma ou mais variaveis por polindmios ou constantes. Este

comando é muito util para avaliar funcoes.

> ring r=0,(x,y,z),dp;

> poly f=x2+y3+xz2+z2+1;

> subst(f,x,y,z,1); // x substituido por y e z por 1
y3+y2+y+2
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4. CONJUNTO ALGEBRICO AFIM

O conjunto de zeros em comum de uma dada familia de polindémios no anel de polinémios
Klz1,...,x,], onde K é um corpo, é chamado de conjunto algébrico afim. Este conjunto de zeros
esta contido no espago afim K" = K x --- x K | (n-vezes).

Pelo conceito de conjunto algébrico é possivel constituir uma relacao entre a algebra e a
geometria, o que permite reformular problemas geométricos em termos algébricos e vice-versa.
Esta relagao sera tratada com exemplos praticos no Capitulo 5.

Neste capitulo, definiremos conjuntos algébricos afins acompanhados com varios exemplos.

Para um estudo mais aprofundado sobre conjuntos algébricos afins, veja [2].

4.1 DEFINICAO E EXEMPLOS DE CONJUNTOS ALGEBRI-
COS AFINS

O conjunto K" = {(ay,...,a,) : ai,...,a, € K} é chamado de espago afim n-dimensional
sobre K. Por exemplo, se K = R, temos o usual e conhecido espaco euclidiano R". Cada
polinémio f € K[xy,...,z,] define uma fungao f : K* — K. O valor de f em (aq,...,a,) € K"
é obtido substituindo z; por a; e calculando o resultado da expressao em K. Mais precisamente

se escrevemos f = Y cax® para ¢, € K, entdo f(ai,...,a,) = > ,cna® € K, onde a =

Qn

ai,...,a,) e a*=aj'---a".
( ) 1 n

Defini¢ao 9. O conjunto de todas as solugdes simultaneas (aq,. .., a,) € K* de um sistema de

equagoes polinomiais:

fl(fL‘l, N ,[L’n) =
fQ(Il, N ,l’n) =

fs(x1,...,x,) = 0

€ conhecido como o conjunto algébrico afim definido por fi,...,fs, e € denotado por
V(fi, ..., fs). Um subconjundo V. C K" é dito ser um conjunto algébrico afim se V =
V(f1,-..,[fs) para alguma cole¢ao de polinomios f; € Klxy, ..., x,].
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Observagao 3. Quando K ¢ infinito, dois polinémios definem a mesma funcao sobre K" se,

e somente se, sdo iguais em K[zi,...,x,]. Note que qualquer equagdo p = ¢, onde p,q €
K[z, ..., x,], pode ser reescrita da forma p — ¢ = 0, entdo é usual escrever todas as equagoes
da forma f = 0.

Exemplo 9 (Conicas). As conicas: parabolas, elipses e hipérboles, sdo exemplos de conjuntos

algébricos afins.

Parabola: y—ax? —bx—c = 0. Os pontos do plano R? que anulam esta equacao polinomial

¢ um conjunto algébrico afim. Abaixo V(f), para f(x,y) =y — 2> + 42 — 3 =0.

)
V(f)
x
Hipérbole: Vamos tomar como exemplo a hipérbole y = % Aqui temos uma fungao

racional, mas como x # 0, entao y # 0, logo podemos considerar a equacao polinomial g(x,y) =
xy — 1 = 0. Assim, temos o conjunto algébrico afim V' (g). De modo geral, grafico de funcao

racional pode ser visto como conjunto algébrico afim.
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Elipse: Vamos tomar como exemplo a elipse h(z,y) = 22% + 9y* — 4z — 36y + 30 = 0.

Assim, temos o conjunto algébrico afim V' (h).

Note que no caso da hipérbole e da parabola, os conjuntos V(f) e V(g) podem ser dados

como grafico de fungdes, o que nao ocorre no caso da elipse V' (h).

Em algebra linear estudamos como resolver um sistema linear sobre um corpo K (geralmente
= R ou C). O conjunto solu¢ao de um sistema linear também é um exemplo de conjunto
algébrico afim e muito importante devido suas aplicagoes.

Nos dois exemplos seguintes vamos analisar a solugao do sistema linear

r + 2y — 2z — a = 0

g 2 — 3y + z — b =0
- — y + 3z — ¢ =0

+ y + =z = 0

em dois anéis diferentes. O primeiro em um anel considerando x,y, z como variavies e a, b, ¢
como parametros e no outro anel considerando z,v, z,a, b, ¢ como varidveis. A importancia

desse exemplo, facilitara no entendimento das resolugoes de problemas no Capitulo 5.

Exemplo 10. Considere o seguinte sistema linear S nas varidveis x,y,z e coeficientes no

b
anel R(a,b,c). Lembramos que os elementos do anel R(a,b,c) sao fragdes do tipo —fEa,b,c)
gla,b,c

com g(a,b,c) # 0. Assim, afim de resolver o sistema S, vamos trabalhar no anel A :=
R(a,b,c)[z,y, z].

r 4+ 2y — 22 = a
20 — 3y + = b
g x Y z
- — y + 3z = c
+ y + z =0

O sistema S possui 4 linhas e 3 colunas. Escalonando o sistema linear S, obtemos o sistema

linear S, equivalente a S, dado por:
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Sli

r + 2y — 22 = a
Ty — bz = 2a —b L=k
+ oz = a 4o &St
L4:L1—L4
r + 2y — 22 = a
7y - 5z 2a —b
- 12z = —ba —b —Tc <=2T=
4z = ¢ La=ls—la
) Ty — bz =2a — b
oF Powe
12 12 P
z - ¢

Substituindo o valor de z = € em L, teremos:

4

Ty —5z=2a—0>

7y—5-<§>:2a—b
28y — 5c = 8a — 4b

_2a b 5c

YT T

Agora, substituindo o valor de z = ¢ e y = 22 — & 4 5¢ oy [, teremos:
J 4 28 J

77
r+2y—2z=a

x+2.(2;_§+§_;)_2.<§):a

4a 20 be  2¢
T+— -+ ===

7 7 14 4
3a+2b+c
r=—4+ =+ =.
7 7 7

Note que encontramos o valor de z, porém o sistema s6 terd solucao se satisfazer a seguinte

condicao:

ou

5a b Tc ¢

2T T

5a +b+4c=0.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA UFU



CONJUNTO ALGEBRICO AFIM 31

Para constatar essa condicao através de um caso particular, vamos atribuir valores para a, b, ¢
que satisfaca a condicao 5a + b + 4c = 0. Tomando a = 0, b = —4 e ¢ = 1 e substituindo os
valores nas linhas 3 e 4 do sistema encontramos o valor de z e analogamente encontraremos os

valores de = e y

I _5a+b+7c_ 4+7_1
BT R TR TR T T T T 1
c 1
L4:Z:Z_1:Z_1'
IS
Y=V T8 T
8 1
— 00— 4 -=—1
v 77

Observem que o sistema tem solucao quando satisfeita a condicao.

Agora vamos atribuir valores que nao satisfaca a condi¢ao 5a + b + 4¢c = 0. Considerando

a=1,b=—4e c=1 teremos:

_ ba b Tc 5 4 7 2

Ly:z=— — =
37 12+12 12 12 12 12 3

Ly:z=-=

=0

1
1

No entanto, para esses valores atribuidos para a,b e ¢, o sistema nao teve solugao, pois

=+

AN,
wIN

Este exemplo mostra que em geral o sistema linear S nao possui solu¢cdao no anel A :=
R(a,b,c)[z,y, z], mas, se a condi¢do ba + b + 4c¢ = 0 for satisfeita, o sistema tera a seguinte

tnica solugao:

3a+2b+c 8a—4b+5¢ ¢
, a,b,ceR;.

Solugao de S = { ( - ; 78 1

Vejamos a resposta do SINGULAR para este exemplo.

> ring r=(0,a,b,c), (x,y,2),1p;

> ideal I=x+2y-2z-a, 2x-3yt+z-b, -x-y+3z-c, x+y+z;
> ideal J=std(I);

> J;

J[1]=1

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA PROFMAT



32 CONJUNTO ALGEBRICO AFIM

Quando o comando std(I) retorna 1, significa que para valores gerais de a, b, ¢ o sistema

nao possui solucao.

Exemplo 11. Considere o seguinte sistema linear Sy, porém agora considerando z,v, z, a, b, ¢

como variaveis. Neste caso, os célculos para solucao do sistema Sy serao realizados no anel

R[z,y, z,a,b,cl:
r +2y -2z —a =0
2v -3y +=z —b =0
SQ :
—-r -y +3z —c =0
r +y +=z =0

O sistema Sy possui 4 linhas e 6 colunas (e ndo 4 linhas e 3 colunas como antes). Escalonando

o sistema linear Sy, obtemos o sistema linear S3 equivalente a S,, dado por:

Ty -5z —2a +b =0 Je=2l—L2
53 : L3=Li+Ls
y +Z —Qa —c = 0 it il
y -3 -a = fazlazly
r 2y -2z —a —
S, - Ty =5z —2a +b —0
v —12z +5a +b +7c =0 Lo=la—Tls
+4z —c = La=ls—la
Ty —5z —2a +b =0
Sg .
122z —5a —-b —T7c =0
ba +b +4c =0 Jazls+3la

Observe que dependendo do anel, o sistema muda totalmente a solucao. Neste tltimo caso, o
sistema possui infinitas solugoes. Isolando qualquer uma das variaveis e efetuando as respectivas

substitui¢oes, temos:

b= —ba — 4c.
c
z—zl.
3¢
y:a—i—z.
r=—a—c

3
Solucao de S3 = {(—a—c,a+£,§,a,—5a—4c,c), a,c e IR}.
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>
>
>
>

>

Neste exemplo, temos infinitas solugoes.
Podemos resolver o sistema linear Sy, usando o Singular.

ring r=0,(x,y,z,a,b,c),1lp;

ideal I=x+2y-2z-a, 2x-3y+z-b, -x-y+3z-c, xty+z;
ideal J=std(I);

ideal K =simplify(J,1);

K;

K[1]=a+1/5b+4/5¢
K[2]=z-1/4c
K[3]=y+1/5z+1/5b
K[4]=x+y+z

Devemos ler o resultado da seguinte maneira:

K[l]za%—%b%—%c, entéoa+§+%:0, ouba+b+4c=0,oub=—5a— 4c.

<

K[2] =z — ¢, entdo z = .

1
K[3]:y+%z+%b,entéoy—l—§+§:0,ouy:—£—9 ouy:a—l—?’f.

KA =z4+y+z entdor = —y— 2, ouz = — — a.

Note que a solugao dada pelo escalonamento e pelo Singular coincidem.
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5. PROBLEMAS GEOMETRICOS USANDO
POLINOMIOS

Introduzindo coordenadas cartesianas no plano euclidiano, as hipoteses e conclusoes de uma
grande classe de teoremas geométricos podem ser expressadas através de equacoes polinomiais
que dependem das coordenadas de uma cole¢ao de pontos de acordo com o problema apresen-
tado. Dizemos que um teorema geométrico ¢ admissivel, se ambas as hipoteses e conclusoes
admitem uma formulagao somente em equacoes polinomiais. Existem muitos caminhos diferen-
tes, porém equivalentes para formulagoes de um teorema admissivel. Vejamos alguns exemplos
interessantes.

Em todos os problemas usaremos o conhecido sistema de coordenadas no plano cartesiano
xy, isto é, vamos utilizar dois eixos coordenados, eixo z e eixo y, dispostos perpendicularmente
um ao outro.

Os problemas apresentados neste capitulo foram baseados na referéncia [1].

5.1 TEOREMA DAS DIAGONAIS DE UM RETANGULO

Teorema 5. As diagonais de um retingulo se intersectam no ponto médio das duas diagonais.

Demonstracgao:
Utilizando o sistema cartesiano xy, faremos com que dois lados do retangulo estejam sobre
os eixos coordenados x e y. Um lado do retangulo vai estar sobre o eixo = das abscissas e o

outro lado sobre o eixo y das ordenadas, conforme ilustrado na figura abaixo:

YA
C(u,h)
D(0, )
P(z,y)
>
A(0,0) B(u,0) r
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Considere o retangulo ABC'D com coordenadas A(0,0), B(u,0), C(u,h) e D(0,h). Note
que o ponto P(z,y) esta na intersegao das diagonais do retangulo.

Observe que os pontos A, P e C' estao alinhados, isso significa que as retas que passam
respectivamente, por A, P e P, C tém a mesma inclinacao. Vale ressaltar que o coeficiente
angular de uma reta é a tangente do seu angulo de inclinacao. O coeficiente angular da reta

que passa por A(za,ya4) e P(xp,yp) é dado por:

_Ay: Yp — Ya

m = tan(a) = Ar zp oy

A inclinagao da reta que passa pelos pontos A e P é igual a

y—=0 'y
m = =

r—0 x

E a inclinagao da reta que passa pelos pontos P e C' é igual a

h—y
m = .
u—2x
Como tém a mesma inclinagao, obtemos:
y_l-y
r u—x

z(h—y) =y(u—x)
xh —yu = 0.

Procedendo de maneira semelhante para a outra diagonal, temos que B, P, e D estao

alinhados, logo BP e PD tém a mesma inclinagao:

y—0 h—y

r—u 00—z
xh +yu —uh = 0.

Encontramos duas equagoes nao lineares, uma vez que h e u também sao variaveis, porém
podemos fazer esse h e u respectivamente sendo a altura e comprimento fixo para o retangulo
que estamos considerando, de modo que h e u possam ser analisados como uma constante nao
nula, isto nos permite resolver o sistema de equacgoes lineares em x e y, encontrando assim o

ponto P.

xh —yu =20
(5.1)
xh 4+ yu —uh = 0.

- . zh o
Na primeira equagao isolando y encontramos y = —, substituindo o valor encontrado na
u

segunda equacao temos:

xh —uh 4+ uy =0
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h
xh—uh%—ﬂ:o
U

20h —uh =0
x—%
-~ 2h

r = —

5"
Voltand imei 3 t _ B sim obt to P (%, 4
oltando na primeira equagdo encontramos y = -, assim obtemos o ponto (57 5) .
Provamos que o ponto P é mesmo o ponto médio das diagonais para qualquer retangulo.
a

Exemplo 12. Para ilustrar, vamos atribuir valores particulares para u e h (que sdo variaveis
independentes) no sistema nao linear e assim teremos um sistema linear 2 x 2 que ¢é ensinado

no ensino médio. Tomando u =12 e h =4 em 5.1, temos

dr — 12y =0
4o 4+ 12y = 48.

Resolvendo esse sistema, encontramos os valores z = 6 e y = 2, assim o ponto de encontro

das diagonais é o ponto P (6,2). Esse conjunto solugdo é um conjunto afim e é a solugao do

sistema.
)
D(0,4) C(12,4)
P(6,2)
A(0,0) B(12,0) %

5.2 TEOREMA DAS DIAGONAIS DE UM PARALELOGRAMO

Teorema 6. As diagonais de um paralelogramo se intersectam em wum ponto P que divide

ambas as diagonais em seu ponto médio.

Demonstragao:
Utilizando o sistema de coordenadas cartesianas, sem perda de generalidade podemos supor
que o ponto A(0,0) é a origem do sistema e um dos vértices do paralelogramo, cuja base deve

estar sobre o eixo x e os demais vértices da forma B(uq,0), C(ug, us), D(z1,x2) € P(x3,24)
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o ponto de intersecao das diagonais, pois as propriedades do paralelogramo nao mudam sob
translagoes e rotagoes no plano, e assim podemos fazer rotagoes e translagoes até que o ponto

A coincida com a origem do sistema, obtendo assim a figura abaixo:

L\

C(uz2,u3) D(x1,z2)

>
xz

A(0,0) B(u1,0)

A primeira hipotese é que os lados opostos de um paralelogramo sao paralelos, entao eles
possuem a mesma inclinagao. Sendo AB || C'D temos que o coeficiente angular é zero, logo:

Ty — U3
—— =0, com x; —uy # 0.

hli

T1 — Us
Sendo AC' || BD temos que a inclinagao da reta que passa pelos pontos A e C' tem a mesma
inclinacao da reta que passa pelos pontos B e D, logo seus coeficientes angulares sao iguais, ou
seja:
mac = MpBp

hQIU3_0— .132—0

UQ—O xl—ul'

Assim obtemos duas equagoes polinomiais dadas por:
h1 . ) — us =
hg . T1uz — UU3 — TUy =

Como o ponto P pertence a diagonal AD, entao temos que os pontos A, P, D sao colineares,

temos:
0 0 1
hy:lzs x4 1|=04+0+ 2300 — 2421 —0—0=0
1 T2 1

h3 L Xyl — 3T = 0.
Analogamente, o fato de P pertencer a diagonal BC', temos que:
U1 0 1

hy:|zs x4 1| = x4u1 + 0+ 23u3 — 24U + Usuy — 0 =0

U2 U,31
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hy @ x4us — Tau — T3U3 + Urus = 0.

Resultando em mais duas equagoes polinomiais dadas por:

h3 L Ty — X3X9 =
h4 Do TqUp — TpUp — T3U3 + UU3 = 0.
Entao, as equacoes hq, ho, h3, hy sao as hipoteses que vamos usar para provar que P é o ponto
médio de ambas as diagonais do paralelogramo ABCD. As condigoes da tese ¢ que P divida

o segmento AD e BC em seu ponto médio. Logo, queremos provar as seguintes igualdades

AP =PD e BP = PC.

Usando o Teorema de Pitagoras nos triangulos retangulos APP’' e PDD’, temos:

Yy
C(uz2,us) D(z1,z2)
P(zs,x
b
¢ r S
A(0,0) P! B(u1,0) x

|AP|? = |AP')* + |PP'|?

|PD|* = |PD'|” + |DD'}?,
onde |PD| significa a distandia de P até D.

Provamos o resultado se:

(5.2)

g1: |AP| = |PD|
g2: |BP| = |PC|.

Temos que |AP| = |PD], se:

2, .2 2 2
r3+xy = (v1 — x3)" + (v2 — 4)

2 2 2 2, 2 2
T3+ )y = 2] — 20103 + x5 + 15 — 20004 + X
2 2 _

r] — 2x1703 — 22904 + 25 = 0.

Analogamente, temos que |BP| = |PC|, se:

(x3 — u1)2 + xi = (z3 — uQ)2 + (x4 — u3)2
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2 2 2 2 2 2 2
T3 — 2x3uy +uj + x5 = 135 — 2T3U + U5 + x5 — 2T4U3 + US
2 2 2
2x3u; — 2T3U — 2T4U3 — U + Uy + uz = 0.
Assim, o sistema 5.2, fica:

) 2 2 _
g1 T — 2ryw3 — 2m974 + X5 =0

qgs : 233'3U1 — 21‘3@62 — 25[)411/3 — U% +U§ —i—u%:O

Vamos resolver este problema, com as variaveis uq, us, ug sendo independentes, ou seja, os
vértices P e D sao dependentes dos vértices A, B e C, o que significa que x1, 23, T3 € x4 Sa0
dependentes de uq,us e us. E importante observar que neste sistema, o nimero de hipoteses,
as equagoes h;, 1 = 1,2,3,4 e o ntmero de variaveis dependentes x;, j = 1,2, 3,4 sao iguais.
Com isso, atribuindo valores para as variaveis independentes u;, © = 1,2, 3, esperamos que o

ntmero de solugoes, ou o numero de combinagoes de x satisfazendo as equagoes seja finita.

hl . i) — us = 0
hy: Tius — UUs — Tols = 0
hg . Xy — T3T9 = 0
h4 T T4U — TpUp — T3U3 + UU3 = 0.

Em h; isolando x, teremos:

Substituindo x5 em hs:

T1Uz — U1U3 — U3U2 = 0

Ujus UaUs3
I = +
Uus Uus

T = Up + Us.

Analogamente em hjz e hy teremos:

174(161 + Ug) — T3U3 = 0

x4(ur + ug)

us

T3 =

(Ul + UQ) —0
ToUp — TyUy — IE4U—U3 + urug =
3

TaUo — T4U] — T4UT — T4Uo + ujug = 0

—2$4U1 = —Ujus
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Uusg
T4 — —.

2

Substituindo x4 em x3, teremos:

_ug (ug + up)
r3= ———"~
2 Us

U + U
T3 = T

Com isso isolamos x1, x2, x3 € x4 em funcao de uq, us, uz, obtendo:

1 = Up +U2,

Lo = U3,
U + Uo
T3 = 9 )
us3
Ty = E

Logo, P sera o ponto médio se provarmos o anulamento de ¢; e g, substituindo os ;4

encontrados em gy, temos:

g1 : Z‘% — 2123 — 2T9T4 + x% =0

U + U
2

us3

5 +u§:0

g1 (uy +ug)? — 2(uy + ug)( ) — 2ug

g1 : (ug +ug)? — (ug + ug)® —ui +ui =0

91:0207

2 2 2
ga 2x3u1 — 2$3U2 — 25(74U3 — U + Uy + Uz = 0

U +u U +u U
ga : 2(172)111 —2(172)u2—2?3u3—uf+u§+u§ =0

2 2 2 2 2 2
g2 1 U+ UjUy — Uy U — U5 — Uz — U] + Uy + uz =0

Logo, concluimos que P é o ponto médio das diagonais de um paralelogramo.

U

Observamos que nao existe uma tinica maneira de traduzir um teorema geométrico para um
teorema usando polindomios como acabamos de descrever. Muitas vezes é possivel simplificar,

diminuindo o niimero de equagoes e o niimero de variaveis.
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Nem sempre é possivel resolver um sistema manualmente. Mas muitas vezes podemos

recorrer aos recursos computacionais.
Resolvendo este problema via Singular

Vamos utilizar o Singular para encontrar o conjunto afim V'(hy, he, hs, hy) e resolvemos o
problema se g; e g» se anulam neste conjunto.

Quem se interessar somente com a pratica, podemos resolver rapidamente este problema
usando o Singular, da seguinte maneira: neste problema do paralelogramo, como supomos as
variaveis uq, ug, usz arbitrarias, e as variaveis x, xs, 3, r4 como dependentes, e o objetivo ¢ isolar
z;, 1 = 1,2,3,4 em funcao de u;, j = 1,2, 3, podemos realizar contas no Singular com as variaveis
u; sendo os coeficientes de polinomios em x;. Esta analise nos diz que vamos resolver o sistema

nao-linear determinado pelos polindémios hy, ha, hs, € hy, no anel Q(uy, ug, ug)[r1, T2, T3, T4l.
No singular entre com os seguintes comandos:

> ring r=(0,ul,u2,ul), (x1,x2,x3,x4),1p;

> ideal I = x2 - u3, x1*u3- ul*u3d-x2*u2,x4*x1-x3*x2,x4*u2-x4*xul-x3*u3d+ul*ul;
> I; // note que I & gerado por hl, h2, h3, h4.

I[1]=x2+(-u3)

I[2]=(u3)*x1+(-u2) *x2+(-ul*u3)

I[3]=x1*x4-x2%x3

I[4]=(-u3)*x3+(-ul+u2) *x4+(ul*u3)

> ideal J=std(I);

> option(redSB); //usada para computar bases standard reduzida
> simplify(J,1);

_[1]=x4+(-1/2%u3)

_[2]=x3+(-1/2*ul-1/2*u2)

_[3]=x2+(-u3)

_[4]=x1+(-ul-u2)

>

Note que no resultado do ultimo comando, devemos ler da forma:

rT = Ul + U9
Ty = us (5 3)
. uitug ’
r3 = 3
. U
Ty = 73

No SINGULAR usando o comando SUBST, podemos constatar que as solucoes em 5.3 satis-

fazem os g;,, verificando o anulamento das teses.

>ideal g=x1"2-2%x1%*x3-2%x2*x4+x272,2*x3*ul-2*x3*u2-2*x4*u3-ul~2+u2~2+u3"2;
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>subst (g,x1,ul+u2,x2,u3,x3,1/2*xul+1/2%u2,x4,1/2%u3) ;

_[1]1=0
_[2]=0

O comando subst(g,f1,g1,f2,g2,...,fn,gn), significa que vamos substituir o objeto fi
por gi no objeto g. Acima, substituimos x; por u; + us, T2 por uz, T3 por “1;“2 e x4y por %

nas teses de ¢; e ¢o.

Exemplo 13. Para ilustrar vamos atribuir valores para os uy, que sao as variaveis indepen-

dentes para encontrar os xys. Fixando u; = 10, us = 4 e uz = 6 e substituindo em 5.3, temos:

.I‘1:14
x2—6
1'3—7
CL'4—3

Abaixo os pontos no sistema cartesiano, fica facil perceber que o ponto P é o ponto médio

das diagonais.
YA

C(4,6) D(14,6)

P(7,3)

5

A(0,0) B(10,0)

5.3 TEOREMA DAS MEDIANAS DE UM TRIANGULO

Teorema 7. A mediana de um tridngulo € um segmento que une um vértice ao ponto médio do
lado oposto. As trés medianas de um tridngulo se encontram em wm unico ponto, este chamado

de baricentro do tridngulo.

Demonstracgao:

Utilizando o sistema de eixos de coordenadas, fazemos a origem do sistema coincidir com
um dos vértices do tridngulo de modo que um dos lados (a base) esteja sobre o eixo z (do lado
positivo do eixo). Podemos assumir que a escala foi escolhida de modo que a base do triangulo
tenha comprimento d. Vamos denominar os vértices do tridngulo de A, B, C' conforme figura

abaixo:
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M2 M3

A(0,0) Ml B(d,O) z

De acordo com a figura temos A(0,0), B(d,0),C(x,y). Sabemos que as coordenadas do
ponto médio de um segmento AB é dada pela média aritmética das respectivas coordenadas
de A e B. Assim, o ponto médio dos segmentos AB, AC e BC, sao respectivamente, My, M e
Ms.

De posse destas coordenadas podemos por em ac¢ao nossa estratégia. Seja P o ponto de
intersecgao das medianas que passam por A e por B, digamos que P tem coordenadas (u,v).
Para constatar que P estd na mediana que passa por A basta igualar o coeficiente angular da
reta que passa por A e P com o coeficiente angular da reta que passa por M3 e A. Como
ambas as retas tém o ponto A em comum, a igualdade dos coeficientes angulares garante que
elas coincidem.

O coeficiente angular da reta que passa por A(0,0) e P(u,v) é dado por:

ﬂ:yp—yA:U—O

tan(a) -
m = tan(a) = —_—
Ar zp—xz4 u—0 u

O coeficiente angular da reta que passa por A(0,0) e por Mg(%id, 2) é

_ Ay ym—ya 50y

Ar Ty, — A JETJFd—O x+d

m = tan(«)

com z +d # 0.

Assim, a condigao para que P esteja na mediana que passa pelo vértice A, deve satisfazer:

ve + vd — yu = 0.

Seja hy : vr + vd — yu = 0, uma das hipéteses do Problema.

Procedendo de maneira analoga, expressamos a condi¢ao de que P pertenca & mediana que
passa pelos vértices B(d,0) e P(u,v).
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Ay _yp—yp ©v—0 v
Ar zp—2x25 u—d u—d

m = tan(a) =

O coeficiente angular da reta que passa por B(d,0) e por My(35, %) é:

A _
m:tan(a):A—i:iZ2_iZ =
3

-0 & oy
_d xr—

2d ’

[SIESRINIRS

com x — 2d # 0.
Assim, a condicao para que P esteja na mediana que passa pelo vértice B, deve satisfazer:

v Yy
u—d x—2d

vr — 2vd = yu — yd

v — 2vd — yu + yd = 0.
Seja hy : vr — 2vd — yu + yd = 0, outra hipdtese do Problema.

Portanto, se o ponto P pertence a intersecgao das medianas pelos vértices A e B, entao as
equacgoes h; e ho devem ser simultaneamente satisfeitas.
Por outro lado, o que queremos é provar que este ponto P também pertence a mediana que

passa pelo vértice C.
O coeficiente angular da reta que passa por C' (z,y) e por M, (%l, 0) é:

Ay _ymi—yc _O0—-y 2

Ax  xpy, — Xo g—aj d—2x

m = tan(«)
Vamos encontrar o coeficiente angular da reta que passa por C (z,y) e por P (u,v).

Ay _yp—yoc _v—y

=t = )
m = tan(a) Ar zp—2zc Uu—=T

Assim, a condicao para que P esteja na mediana que passa pelo vértice C, deve satisfazer:

-2y  v—y
d—2r u—=z

—2uy + 2xy = dv — 2vr — dy + 2xy

2ux —vd + yd — 2uy = 0.
Seja g : 2vx — vd + yd — 2uy = 0, a tese do Problema.

Precisamos mostrar que, se um ponto é zero comum de h; e hy, entao também é zero de
g. Uma maneira de fazer isto, é supor que o vértice C(z,y) esteja fixo, de modo que z e y séo
constantes, cujos valores nao conhecemos. A partir disso tentaremos calcular u e v sob estas

hipoteses:
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hi :vx +vd — yu = 0.
hy :vr — 2vd — yu + yd = 0.

Como y é a altura do triangulo, certamente y # 0. Assim podemos obter o valor de u a
partir da primeira equacao h;.

v +vd —yu =0

yu = vx + vd

d

y o Ve td)
Y

Substituindo o valor de u na segunda equacao hy teremos:

v — 2vd — yu +yd =0

(x +d)
Yy

vx—?vd—yv +yd =0

vr — 2vd —vxr —vd + yd =0

—3vd + yd = 0
Y
v==.
3

Para encontrar o valor de u, basta substituir o valor de v em u:

Portanto, P(u,v) = P(%i, %). Para saber se este ponto pertence a terceira mediana, basta

substitui-lo na equacao g, como segue:

g:2vx —vd+yd—2uy =0

y y (z +d)

I A _o. T =
g 3 x 3 d+yd 3 y=20
xy  2yd xy  2yd
R ANl AR Wil AN |

3+ 3 3 3

Verificamos que o ponto P pertence também a terceira mediana, como duas retas se inter-

sectam em apenas um ponto, obtivemos uma demonstracao do Teorema das Medianas.
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5.4 TEOREMA DE APOLONIO

Teorema 8. O pé da altura sobre a hipotenusa e os pontos médios dos lados de um triangulo

retingulo pertencem a wma mesma circunferéncia.

Demonstragao:

Utilizando o sistema de eixos de coordenadas cartesianas, podemos supor que os catetos
do tridngulo retangulo estejam sobre os eixos coordenados obtendo o triangulo ABC', de modo
que BAC seja o angulo reto. Logo, as coordenadas do triangulo podem ser A(0,0), B(d,0) e

C(0, ), conforme a figura abaixo:

Yy
C(0,5)
H
0\
My M3
A(0,0) M, B(d,0) e

Denotando por M; e M, os pontos médios dos catetos AB e AC e por M3 o ponto médio da

hipotenusa BC', entao teremos:

O0+d 040 d
Ml(l’A—Fl’B’yA‘i‘yB):Ml( + 7 + >:M1<§,0).

2 2 2 2
04+0 0
M, (Fat@o yatye) _,, (040 + 8 YA O,E .
2 2 2 2 2
M, :v3+xc’y3+yc _ d+0’0+5 M gljé .
2 2 2 2 2°2

O segmento que une dois pontos médios dos lados de um tridngulo é paralelo e mede a metade
do terceiro lado do tridangulo. Com isso, temos que o quadrilatero AM;MsM, é um retangulo
inscrito na circunferéncia, portanto o ponto A também pertence a circunferéncia. Seja P(u,v)
o centro da circunferéncia que passa por M, My e Ms. Sabendo que AP é igual ao raio da

circunferéncia e d4p significa a distancia entre os pontos A e P, entao:

dap =R = \/(xp —24)* + (yp — ya)’

R*=(u—0)>+(0-v)
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R? = u? 4+ 02

Denotaremos por h; a equacao que expressa o fato de My pertencer a circunferéncia de centro

P que passa por M. Logo dpy, = dp,.

hy \/(l’P — o)’ + (yp — yan)” = \/(fCP — )" + (yp — yas)”

ha (u—g>2+(”—0)2:(“_0)2+(U_§)2

h11U2—2U-g+d22+v2:u2+vz—2v-§+%2
pe 2
hlz—ud+z—|—vﬁ—zzo
2 pe
hlivﬁ—Z—UdﬂLZ:O.

Denotaremos por hs a equagao segundo a qual M3 esta sobre a mesma circunferéncia de centro

P, logo dpyr, = dppg,. Assim:

ho \/(IP — iL‘Ml)z + (yp — ?JMl)2 = \/(xP - $M3)2 + (yp — yM3)2

(o 2) o= (o D) 4 (o2

d d? d d? B B2
ho:u?—2u-—+4 — o —ou =+ — 2o o4
91U U 2—1—4—1—11 U U 2—1—4—1—'0 v 2+4

2
hQIUﬁ—ZZO.

Considere H(«, z) o pé da altura sobre a hipotenusa BC e r a reta que passa pelos pontos A e

H. Entao r tem a seguinte equacao:

=04+ya+0+0—-224+0=0

<5
O O 8
N [@n RN
—_ = =

r:ya—zxz=>0

zZx
Tyzg
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Logo, o coeficiente angular de r é:
z
=

Considere s a reta que passa pelos pontos B e C'. Entao s tem a seguinte equacao:

z y 1
s:ld 0 1|=0+0+dB8+0—-Bx—dy=0
0 g 1
s:dy=—pxr+d
_ B . d
sy = d$+d
s y:—gsc—i—l
Logo, o coeficiente angular de s é:
_B
7

Como m, é o coeficiente angular da reta r e m, é o coeficiente angular da reta s as quais

sao perpendiculares, entao m,.ms = —1, que corresponde a equagao hg portanto:

h3§(—§) :—]_

hs:—z0 = —ad

hs :ad—z8=0.

Observe que H,C e B estao na mesma reta, logo a colinearidade entre esses pontos pode

ser dada por hy:

hy : =af+2d+0—-df—-0+0=0

Q O Q9
O ™ W
g S Y

ha: Blo—d) + 2d =0.

Por fim, o teorema nos diz que H pertence & mesma circunferéncia de centro P que passa por

M, se a equacao g for satisfeita. A equacao g abaixo é satisfeita se dyp = dpyy,, ou seja, se:

g: \/(3313 - 37H)2 + (yp — yH)2 = \/(IEP - $M1)2 + (yp — yMl)2

g (u—a)+(v—2) = <u—g)2+(v—0)2
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d2
91U2—2U0é+a2—|—122—2vz—|—z2:u2—2u-§—|—Z—|—v2

2

g:—2ua+a2—2vz—l—22+ud—Z:O.

Para concluir que H pertence a circunferéncia temos que provar que a equacao g seja satisfeita,

ou seja, que a solugao do sistema abaixo satisfaca g. Para isso é necessério resolver o sistema

das equagoes hq, hs, hg € hy, que sao as hipéteses do problema.

hy : v@—%g—udjL% =0
ho : U/B—%Q =0
hs : ad — zf =0
hy:  pPla—d)+2zd =0

Isolando v e v em hy e hy respectivamente teremos:

u—é
4

|

Emhgzad—z6:0—>z:a—ﬁd.

Em hy : B(a — d) 4 zd = 0, substituindo o valor de z e isolando « temos:

ﬁa—ﬁd+%ld—0
Ba—,@d+%d2=0

B — Bd+ ad® =0
o (B + &) = pd
_ P
a—62+d2.

Como 2z = %d vamos substituir o valor de « encontrado:

_ Fd d

R
B

==\
62+d2
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Note que conseguimos isolar u, v, a e z em funcao das duas variaveis independentes 3 e d. Agora

vamos substituir no lado esquerdo de g para verificar se é igual a 0. De fato:

2

—2ua+a2—2vz+z2+ud—zz

d B B82d \? B[ Bd? Bd® \* d 2
2zm+(m) —2'1(52+d2)+(m> i

1 62d2 ﬁ4d2 ﬁQdQ 1 52d4 B
Sove) e (ie) st e

52(12 54d2 52d4

_52+d2+(,82+d2)2+ (B2 + d2)2 -

—52d2(62+d2)+ﬁ4d2+52d4 B
(ﬁ2+d2)2 o

—ﬁ4d2 —ﬁ2d4 +54d2 +52d4 _
(62—|—d2)2 -

0 J—
T
0.

Portanto, o fato de g : 0 = 0, implica que H pertence a circunferéncia de centro P e que passa

por M17M2 e Mg.

5.5 TEOREMA: LADOS DE UM TRIANGULO E O DIAME-
TRO DA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA.

Teorema 9. O produto dos dois lados de um tridngulo € igual ao produto da altura sobre o

terceiro lado pelo didmetro do circulo circunscrito.

Demonstragao:
Mais uma vez utilizando o sistema de eixos ortogonais, considere o triangulo com vértices
A(0,0), B(d,0) e C(m,n). Seja P(u,v) o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo

ABC, conforme figura abaixo.
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y A

C(m,n)

sY

A0,0)\ D B(d,0)

A primeira hipotese h; é dada por:

hi:dap = dpp

by (e — 2a) + (g — ya) = \/(ep — 25)* + (9 — ys)*
hi:(u—0)2+(@w—-0)7?*=(u—d?*+ (v—-0)>?
hi:(u—d)? 4+ —u?>—0v*=0

hy o d* —2ud = 0.
A segunda hipotese hy é dada por:

hy :dap = dop

h \/(xp —za)’ + (yp —ya)" = \/(ﬁP —z0) + (yr —yo)’

hy: (u—0)?+ (v —0)2 = (u—m)*+ (v —n)?

hy: (u—m)*+ (v—n)® —u*—0v*=0
hy i m? +n? — 2um — 2on = 0.

Queremos mostrar que:

qg: dAC-dBC = dCD.Q.mio

9/ Toc — 247 + (o — ya] - [(oc — o) + (4o — ya)*] = -2+ (ViET o7)

g\ [m =0+ (=0 [(m—d) + (0= 0)*) =n -2 (Va2 +12)

g:\/[m2+n2}-[(m—d)2+n2] =2n- (\/m)

g: (m*+n?) - [(m-— d)* + n®] = 4n* (u® + v*)
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g: (m*+n?) - [(m— d)* + n’] —4n* (u* +v*) = 0.
Provamos o resultado se a equacao g se verifica.

Vamos resolver este problema, com as variaveis m,n, d sendo independentes e as variaveis

u e v sendo dependentes de m,n e d.

hy : d* — 2ud =0
hy + m> + n? — 2um — 2vn =0
Em Ay, isolando u teremos:
d?
Y
d
u=—.
2

Substituindo u em hs:

d
m2+n2—2-§~m—20n20

m?+n?—dm—2vn=0

2un =m?*+n* —dm
m? +n? —dm
v 2n
Logo, o produto dos dois lados de um triangulo é igual ao produto da altura sobre o terceiro

lado pelo diametro do circulo circunscrito se provarmos o anulamento de g substituindo os

, com n # 0.

valores encontrados de v e v em g, temos:

g: (m2+n2)-[(m—d)2+n2} —4n® (V¥ +0%) =0

g: (m?+n?) - [m? = 2md+ & +n?] — 4n? [(5)2+( - )2] 0

d2 2 2 dm) - (m2 2 _ g
g:(m2+n2)-[m2—2md+d2+n2]—4n2- ——l-(m n m) - (m” +n m) =0
4 4n?

g: (m*+n?) - [m* = 2md + & + n*] — ((m* + n*)(m* — 2md + d* + n*)) =0

g:0=0.
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Portanto, concluimos que o produto dos dois lados de um triangulo ¢é igual ao produto da

altura sobre o terceiro lado pelo diametro do circulo circunscrito.

Resolvendo este problema via Singular

Utilizando o Singular para encontrar a variedade afim V' (hy, he) e resolvermos o problema
onde ¢ anula nesta variedade rapidamente, basta supor as variaveis m, n, d sendo independentes
e as variaveis u e v sendo dependentes de m,n e d.

Esta analise nos diz que vamos resolver o sistema nao-linear determinado pelos polinémios

hi e hy no anel Q (m,n,d) [u,v] .
No singular entre com os seguintes comandos:

ring r= (0,m,n,d), (u,v),1lp;
option(redSB);

>
>
> ideal I=d"2-2*u*d,m”2+n"2-2%uw*xm-2%v*n;
> ideal J=std(I);

> simplify(J,1);

_[1]=v+(-m2+md-n2) / (2n)

_[2]=u+(-d)/2

>

Note que no resultado do ultimo comando, devemos ler da forma:

u =

d
5

2 2 d
U:m—l—n m,comn;«é().
2n

Usando o comando subst, podemos constatar o anulamento da tese.

> poly g = (m~2+n"2)*((m-d) ~2+n"2) -4*n"2* (u"2+v"2) ;
> subst(g,u,d/2,v,-((-m2+md-n2)/(2n)));
0

O comando subst(g,f1,g1,f2,g2,...,fn,gn), significa que vamos substituir o objeto fi
por gi no objeto g. Acima, substituimos u por d/2 e v por —((—m2 + md — n2)/(2n))) no
polinomio g. Se tivéssemos definido o polinomio g como ideal, o procedimento é o mesmo, ou

seja,

> ideal g= (m~2+n~2)*((m-d)~"2+n"2)-4*n"2*%(u~2+v~-2);
> subst(g,u,d/2,v,-((-m2+md-n2)/(2n)));
0
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Quando a tese ¢ definida somente por um polindémio, podemos usar poly ou ideal. Se a
tese for definida por mais do que um polinémio, melhor usar ideal, pois em um ideal podemos

ter varios polinémios como seus geradores, e dai usa-se o comando subst uma tnica vez.

5.6 TEOREMA: DIAGONAIS DE UM TRAPEZIO E O PONTO
MEDIO DOS LADOS NAO PARALELOS

Teorema 10. A reta que passa pelos pontos médios das diagonais de um trapézio divide os

lados que nao sao paralelos ao meto.

Demonstragao:
Considere o trapézio ABCD, com os lados AB e C'D paralelos. Utilizando o sistema de
coordenadas cartesianas, podemos supor que A coincida com a origem do sistema e que o lado

AB esteja sobre o eixo x, conforme ilustrado na figura abaixo.

Y

Sejam A(0,0), B(xs,0), C(x2,y1) € D(x1,y1) os vértices do trapézio ABCD.

Se E for o ponto médio da diagonal AC' e F' for o ponto médio da diagonal BD, entao:

g (Otez 0tw :E<@@>
2 2 272

I x3+a:1’0—|—y1 _r xg—i-xl,& '
2 2 2 2

Queremos mostrar que a reta r que passa por E e F corta o lado AD em G (””2—1, ”71) que é

o ponto médio de AD.

Note que os pontos F, F' e (G, tém a mesma ordenada, o que ja ¢é suficiente para provar o
teorema. Apesar disso vamos utilizar equagoes polinomiais para provar o teorema.

Chamando de M (u,v) o ponto em que a reta 7 intersecta o lado AD, temos duas equagoes
que formam as hipoteses.

A primeira hipotese h; é que os pontos M, E, F' sao colineares, logo:
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U v 1
UuY1 VI3 + VI T2 T3l T1Y1 UuY1 VI9
P22 2 2 4 44 27
SRR

hy : 2vxs + 2vxy + Y120 — Y123 — Y121 — 209 = 0.

A segunda hipdtese hy é que os pontos M, A, D sao colineares, logo:

u v 1
hy:10 0 1|=04vr;+0—-0—uy; —0=0
oy 1

hy vy —uy; = 0.

Vamos utilizar as equacoes h; e hy para mostrar que os pontos G e M sao iguais, isto é,
precisamos mostrar que g; (igualdade das abscissas) e g» (igualdade das ordenadas) se verificam,

onde:

gy =u ot =v
g1:2u —x1 =0 go i 2v — 1y = 0.

Resolvendo o sistema abaixo com as varidveis x, o, x3,y; sendo independentes, os pontos
médios M, E, F' sao dependentes dos vértices A, B,C, D, isto é, u e v sao dependentes de

L1, T2,T3 € Y.
hy: 2vxs +2vx; +y1x2 —y1x3 —y1r; —2vxry =0

ho : wvry —uy =0.

Em Ay, isolando v teremos:

27)(%3 +x — .%‘2) = —Y1x9 + Y13 + Y11

_ yl(q:l — T2 —+ .leg)
2(513'1 — T2 + .%'3)

n
v = =.
2

Note que x5 # 1 + x3, senao teriamos um paralelogramo. Substituindo v em hy teremos:

VI
U= —
n
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Lo
2y
I
Substituindo u e v em g; e go, temos:
g1: 2u — x = 0 go: 20 — Yy =
g1 2% — x = 0 e g2 2% — y1 =
[ 0 = 0 gz : 0 =

Logo, a reta r bissecta o lado AD. Analogamente, a mesma reta r bissecta o lado BC'
do trapézio. Portanto, concluimos que a reta que une os pontos médios das diagonais de um

trapézio bissecta os lados que nao sao paralelos.

Resolvendo este problema via Singular
No singular entre com os seguintes comandos:

ring r= (0,x1,x2,x3,y1), (u,v),1lp;

option(redSB);

ideal I=2*v*x3+2*v*x1+yl*x2-yl*x3-yl*x1-2*xv*x2,v¥xl-u*xyl;
ideal J=std(I);

simplify(J,1);

_[1]=v+(-y1)/2

_[2]=u+(-x1)/2

>

V V V V V

Note que o resultado do ultimo comando traduz facilmente os valores de u e v.
Usando o comando subst, podemos constatar o anulamento da tese.

> ideal g = 2¥u-x1,2%v-yl;
> subst(g,u,x1/2,v,y1/2);
_[11=0

_[2]=0

>

Como a tese é definida por mais de um polinémio, é melhor usar ideal, pois em um ideal
podemos ter varios polindomios como seus geradores.
O comando subst(g,f1,g1,f2,g2,...,fn,gn), significa que vamos substituir o objeto fi

por gi no objeto g. Substituimos u por x1/2 e v por y;/2 nos polindbmios g; e gs.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho possibilitou aprimorar os conceitos de anéis de polindémios de varias varidveis,
ordens monomiais, conjuntos algébricos afins, algoritmo da divisao, além de introduzir o uso
do sistema algébrico computacional SINGULAR. Foram muitas as aprendizagens com o desen-
volvimento desse trabalho, trazendo muitas contribui¢oes para a minha pratica no cotidiano

escolar.

Os problemas de geometria euclidiana plana apresentados neste trabalho foram demonstra-

dos com enfoque em conhecimentos adquiridos ao longo do ensino médio.

Utilizando os axiomas da geometria euclidiana plana e introduzindo as coordenadas cartesia-
nas no plano, foram desenvolvidas as hipoteses e as conclusoes por meio de equagoes polinomiais

dos teoremas apresentados no Capitulo 5.

Os problemas foram provados resolvendo sistemas de equagoes polinomias formados pelas
hipdteses e conclusoes, buscando uma estratégia de ensino que facilite o processo de aprendiza-
gem, estimulando o raciocinio logico, melhorando a interpretacao e ampliando os conhecimentos

e conceitos que precisam ser consolidados.
Utilizamos o Singular para agilizar as resolugoes de alguns dos problemas apresentados.

Apesar de parte dos conceitos estudados aqui nao serem ensinados com detalhes e demons-
tragoes no ensino bésico, exemplificamos a demonstracao do algoritmo da divisao de polinémio

que é um procedimento aplicado desde o ensino fundamental.

Por fim, esperamos que este trabalho possa trazer contribuicoes para alunos e professores que
buscam aprimorar e enriquecer seus conhecimentos em resolucao de problemas da Geometria,

Algebra de polinémios e seus diversos desdobramentos.
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