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“O Teorema de Pitdgoras com suas muitas provas
é uma ilustracdo notavel de que ha mais de uma
maneira de estabelecer a mesma verdade.”

(Elisha Scott Loomis)
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CAPITULO 1

Introducao

O Teorema de Pitdgoras estd presente nos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica do

Ensino Fundamental e Médio, como especificado nas seguintes habilidades:

EFO9MA13 Demonstrar relacdes métricas do triangulo retangulo, entre elas o teorema de Pitadgo-

ras, utilizando, inclusive, a semelhanca de tridangulos.

EFO09MA14 Resolver e elaborar problemas de aplicacao do teorema de Pitdgoras ou das relacoes

de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por secantes.

Portanto, essa temdtica é pertinente em dissertacdes do PROFMAT. Vale ressaltar que apesar desse
assunto ndo ser inédito, ja ter sido tratado em outros trabalhos, continua sendo um assunto a ser muito
explorado. O Teorema estd no livro dos Recordes (Guinness, 1995), como aquele que mais possui de-
monstracdes na Matematica. J4, no livro The Pythagorean Proposition, do autor Elisha Scott Loomis,

publicado em 1940, foram catalogadas 370 demonstracoes.

Elisha Scott Loomis (Figura 1.1) nasceu na cidade de Medina, no estado norte americano de Ohio,
em 1852. Estudou matematica, metafisica e ciéncias sociais. De 1907 a 1927, ele catalagou demons-
tracdes do Teorema de Pitdgoras, publicando o livro “The Pythagorean Proposition” (A Proposicdo de
Pitdgoras) em 1927. Na primeira edicdo, haviam 230 demonstracoes, na segunda edicao 370. Depois

do falecimento do autor em 1940, o livro foi reimpresso mais duas vezes, em 1968 e 1972.

Loomis observa que nao é possivel provar o Teorema de Pitdgoras com argumentos trigonométri-

cos. De fato, a relacdo cos’z + sen?z = 1, j& é um caso particular do teorema de Pitagoras.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1



Introducao

Figura 1.1: Elisha S. Loomis - Fonte: The Pythagorean Proposition (1940, p. ii)

Nao é possivel ter certeza qual demonstracdo foi utilizada por Pitdgoras, mas a maioria dos histo-

riadores acredita que foi uma demonstracdo do tipo “geométrica”, representada na Figura 1.2.

Figura 1.2: Possivel Demonstracao

Esta suposta demonstracdo de Pitdgoras no livro de Loomis aparece como variante de uma das

provas dadas, nao sendo contada entre as 370 numeradas.

Embora Pitdgoras seja identificado como autor do teorema, outros povos da antiguidade, como

egipcios, povos da Mesopotamia e chineses, conheciam casos particulares do teorema.

Nenhum desses povos demonstraram o teorema ou se sabiam a demonstragao, nao existem re-

gistros. Tudo indica que Pitdgoras foi o primeiro a prova-lo ou alguém da sua Escola Pitagérica, uma vez

@ UFU-FAMAT-PROFMAT 2



Introducao

gue nessa escola o conhecimento cientifico era propriedade comum.

A proposta dessa dissertagao foi estudar o livro “The Pythagorean Proposition” (A Proposicao de
Pitdgoras) e escolher algumas das 370 demonstracdes. O livro é dividido em demonstracdes algébricas
(baseadas nas relacdes métricas nos triangulos retangulos) e demonstracdes geométricas (baseadas
em comparacoes de areas). O presente texto seleciona quatro demonstracées de cada tipo e apresenta

todos os detalhes matematicos desenvolvidos nas mesmas.

Assim, o trabalho possui duas abordagens: uma tedrica que envolve demonstracdes do Teorema
de Pitdgoras nao usuais nos livros didaticos; e outra, mais prética, isto é, a utilizacdo do aplicativo

GeoGebra na construcao das figuras de uma das demonstracdes apresentadas.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 3



CAPITULO 2

Base Teorica

Neste capitulo, lista-se alguns conceitos e resultados necessarios para a compreensdo das
demonstracdes do Teorema de Pitagoras abordadas nos préximos capitulos. Serao apenas
enunciadas algumas definicOes e proposicdes sem provas, para maiores detalhes consultar

[1] e [4].

2.1 Congruéncia de triangulos

Definicao 2.1

Um tridangulo é congruente a outro, se, e somente se, é possivel estabelecer uma correspondéncia
entre seus vértices de modo que: seus lados sdo ordenadamente congruentes aos lados do outro

e seus angulos sdo ordenadamente congruentes aos angulos do outro.

AB=A'B A=A
AABC=AA'B'C' s | AC=4'C" ¢ B=5H (2.1)
BC = B'C' c=¢c

A congruéncia de tridangulos estd ilustrada na Figura 2.1.

Casos de congruéncias

As condicdes de congruéncias de triangulos sao seis (trés lados congruentes e trés angulos con-
gruentes), entretanto nem sempre é necessario verificar todas, existem condicdes minimas que devem

ser analisadas para garantir a congruéncia entre triangulos, sdao os casos de congruéncias.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 4



Base Tedrica Congruéncia de triangulos

B A ' B

Figura 2.1: Triangulos congruentes.

Proposicao 2.1: (Caso LAL)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo compreendido entre

eles, entdo os triangulos sdo congruentes.

Para melhor visualizagdo do caso LAL, veja a Figura 2.2.

A B A B

Figura 2.2: Caso LAL.

Proposicao 2.2: (Caso ALA)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado e os dois angulos a ele adjacentes,

entdo os triangulos sdo congruentes.

O caso ALA, esta ilustrado na Figura 2.3.

/{\ //{X

Figura 2.3: Caso ALA.
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Base Tedrica Congruéncia de triangulos

Proposicao 2.3: (Caso LLL)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo os triangulos sao congru-

entes.

Para entender o caso LLL, verifique a Figura 2.4.

L g
A //% A’/::/\BL

Figura 2.4: Caso LLL.

Proposicao 2.4: (Caso LAAO)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacente e o angulo

oposto a esse lado, entdo os triangulos sdo congruentes.

Visualize o caso LAAo na Figura 2.5.

C C'

A B A B’
Figura 2.5: Caso LAAo.

A soma dos angulos internos de um triangulo

O préximo resultado nos garante que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, e pode

ser visto na Figura 2.6.

Proposicao 2.5

A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é igual a dois angulos retos.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 6



Base Tedrica Semelhanca de triangulos

a+B+A=180°

A B
Figura 2.6: Soma dos angulos internos de qualquer triangulo.

2.2 Semelhanca de tridangulos

Definicao 2.2

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos ordenadamente con-

gruentes e os lados correspondentes proporcionais.

Notacao:
A=A
B=pB
AABC ~ ANA'B'C' & (2.2)
c=¢
a b c
d Tk

A semelhanca de triangulos esta representada na Figura 2.7.

C

A G B
Figura 2.7: Triangulos semelhantes.
Casos de semelhancas

Nem sempre é necessario verificar todas as condicdes de semelhancas de triangulos, existem

condicdes minimas que devem ser analisadas para garantir a semelhanca entre tridngulos, sdo os casos

& UFU-FAMAT-PROFMAT



Base Tedrica Semelhanca de triangulos

de semelhancas.

Proposicao 2.6: (Caso AA)

Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, entdo os tridngulos sao

semelhantes (Figura 2.8).

C
A B A B’

Figura 2.8: Caso de semelhanca AA.

Proposicao 2.7: (Caso LAL)

Se dois lados de um tridangulo sdo proporcionais aos correspondentes de outro triangulo e os

angulos compreendidos por esses lados sdo congruentes, entdo os tridngulos sdao semelhantes

C
b <
/\
)
A c B N c B

Figura 2.9: Caso de semelhanca LAL.

(Figura 2.9).

Proposicao 2.8: (Caso LLL)

Se dois triangulos tém os lados correspondentes proporcionais, entao os triangulos sao semelhan-

C
b a ¢
N
A C B Ly c' B'

Figura 2.10: Caso de semelhanca LLL.

tes (Figura 2.10).
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Base Teorica Quadrilateros Notaveis

2.3 Quadrilateros Notaveis

Os quadrildteros notaveis sao os trapézios, os paralelogramos, os retangulos, os losangos e os

quadrados, representados na Figura 2.11.

Definicao 2.3

Um quadrildtero plano convexo é um trapézio se, e somente se, possui dois lados paralelos. Os

lados paralelos sao as bases do trapézio.

Definicao 2.4

Um quadrilatero plano convexo é um paralelogramo se, e somente se, possui os lados opostos

paralelos.

Definicao 2.5

Um quadrildtero plano convexo é um retangulo se, e somente se, possui 0s quatro angulos con-

gruentes.

Definicao 2.6

Um quadrildtero plano convexo é um losango se, e somente se, possui 0s quatro lados congruen-

tes.

Definicao 2.7

Um quadrildtero plano convexo é um quadrado se, e somente se, possui os quatro angulos con-

/

gruentes e os quatro lados congruentes.

Trapézio Paralelogramo
!
8 - A, [
Retangulo Losango Quadrado

Figura 2.11: Quadrildteros Notdveis.
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Base Teorica Quadrilateros Notaveis

A seguir, serdo enunciados algumas proposicdes e coroldrios sobre os quadrilateros.

Proposicao 2.9

Em todo paralelogramo dois angulos opostos quaisquer sdo congruentes.

Proposicao 2.10

Todo quadriladtero convexo que tém angulos opostos congruentes é paralelogramo.

—| Corolario 2.1 |

Todo retangulo é um paralelogramo.

Proposicao 2.11

Em todo paralelogramo, dois lados opostos quaisquer sao congruentes.

Proposicao 2.12

Todo quadrildtero convexo que tém lados opostos congruentes é paralelogramo.

—{ Corolario 2.2 |

Todo losango é um paralelogramo.

Proposicao 2.13

Em todo paralelogramo, as diagonais se interceptam nos respectivos pontos médios.

Proposicao 2.14

Todo quadrildtero convexo no qual as diagonais se interceptam nos respectivos pontos médios é

paralelogramo.

Proposicao 2.15

Todo paralelogramo que tem diagonais congruentes é um retangulo.

Proposicao 2.16

Todo quadrado é retangulo e losango.
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Base Teodrica

Areas

2.4 Areas

Finalizando o capitulo Base Tedrica, apresentamos as férmulas das areas de alguns poligonos (Fi-

gura 2.12).

A drea do retangulo de ladosa e h é a.h.

A &rea do quadrado de lado a é a?.

A 4rea do paralelogramo de base a e altura h é a.h

b.h
A drea do triangulo de base a e altura h é TR

(B +b).h

A drea do trapézio de bases B, b e altura h é 5

Retangulo

E) El

1 a

a

Area=a.h

Paralelogramo

Quadrado

=

Area=a’

Tridangulo

=3

o)

Trapézio
b

B
(B+b).h

Area= =

Figura 2.12: Areas.
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CAPITULO 3

Demonstracoes Algébricas

Neste capitulo, detalha-se minuciosamente algumas demonstracées algébricas, isto &, pro-
vas utilizando semelhanca de tridngulos, encontradas na referéncia [2]. Nesse livro, existem

370 demonstracdes catalogadas, para facilitar a consulta do leitor denota-se cada demons-

tracdo pelo nimero utilizado em [2].

3.1 Demonstracao um
Essa demonstracao foi primeiramente publicada em [3].

Dado um triangulo ABH retangulo em H, construa a altura HC. A construcao pode ser visualizada na

Figura 3.1.

A C B
Figura 3.1: Demonstracao um - Passo 1
Denotando os angulos CAH = ae CBH = B, notamos que BHC = ae AHC = B, uma vez que

a + B = 90°, formando assim trés triangulos retangulos semelhantes pelo caso AA.

Denota-se AH =b, BH =a, AB=h, HC =2, BC=ye AC=h—y.
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Demonstracées Algébricas Demonstracao dois

Os triangulos séo visualizados na Figura 3.2.

Triangulo 1 Triangulo 2 Triangulo 3

A hy C ¢ o

Figura 3.2: Demonstracao um - Passo 2

Considere as seguintes relacdes de semelhancas:

Dos triangulos 1 e 2, obtemos:

b h
= —. 3.1
h—y b (3.1)
Ja, considerando os triangulos 1 e 3: a h (3.2)
; — E. .
De (3.1) e (3.2), temos 5
b =h.(h — y), (3.3)
a2 =huy. (3.4)
Realizando a distributiva em (3.3): 5 5
b* = h® — hy. (3.5)

Substituindo (3.4) em (3.5), temos B2 h2 _ g2

Logo,
J a® +b% = h?

isto é, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

3.2 Demonstracao dois

A demonstracdo dois também pode ser encontrada em [3].

Dado um triangulo ABH retangulo em H, traca-se uma reta perpendicular ao lado AB pelo ponto

B, encontrando o prolongamento do lado AH no ponto C.
A construcao esta ilustrada na Figura 3.3.

Vamos denotar AH = b, BH = a, AB =h, HC = y e BC = z. Designhando os angulos BAH = q,
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Demonstracées Algébricas Demonstracao dois

Figura 3.3: Demonstragao dois - Passo 1

HBA = B, obtemos CBH = ae HCB = B, uma vez que a + § = 90°. Dessa maneira, obtemos trés

triangulos retangulos semelhantes pelo caso AA.

Os triangulos sdo representados na Figura 3.4.

Triangulo 1 Triangulo 2 Triangulo 3
C -
bry o
F x
d =
A h B

Figura 3.4: Demonstragao dois - Passo 2

Considere as seguintes relacdes de semelhanca, oriundas dos tridngulos 1 e 2 e 1 e 3, respectiva-

te:
mente 9 - L 6
h b+y '
a_b (3.7)
Yy a
De (3.6):
b2 + by = h? (3.8)
Utilizando-se (3.7), encontra-se
a? =b.y. (3.9)
Substituindo (3.9) em (3.8), temos
v +a® =h?

Logo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
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Demonstracées Algébricas Demonstracao seis

3.3 Demonstracao seis

A demonstracao a seguir foi publicada em [3], volume ll.

Dado um tridngulo ABH retangulo em H, por um ponto D qualquer do lado AH, traca-se uma reta

perpendicular ao lado AB, encontrando o prolongamento do lado BH no ponto E.

A construgao pode ser visualizada na Figura 3.5.

E

B

Figura 3.5: Demonstracao seis - Passo 1

Denota-se AH =b, BH =a,AB=h,DH =y, AD=b—y, AC=2, BC=h—2,CD=w, HE =z,
BE =a+z e CE =v + w. Designando os angulos CAD=ae HBC = B, temos ADC = B, HED = a
e EDH = B, uma vez que a + § = 90°, forma-se assim quatro triangulos retangulos semelhantes pelo

caso AA.

Os triangulos estdo representados na Figura 3.6.

Triangulo 1 Triangulo 2 Triangulo 3  Triangulo 4
E E

-y
(L=
*
.
*
s
*

a+x

D VW

o
]
D.
)

h-z B
Figura 3.6: Demonstragao seis - Passo 2

Utilizando as relacdes de semelhancas dos triangulos 1 e 4:
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Demonstracées Algébricas Demonstracao seis

a_b (3.10)
Yy T
Considerando as relacdes de semelhancas dos triangulos 1 e 3:
a h
= . 3.11
h—z2 a4z ( )
Por fim, através das relacdes de semelhancas dos triangulos 1 e 2:
b h
v ) (3.12)
z b—y
Fazendo o produto dos meios igual ao produto dos extremos nas equacdes acima, temos:
az = by, (3.13)
a(a+z) =h(h — 2), (3.14)
b(b — y) = hz. (3.15)
Realizando as distributivas em (3.14) e (3.15):
2 32
a“+azx =h"—hz, (3.16)
b2 — by = hz. (3.17)

Substituindo (3.13) e (3.17) em (3.16), temos

a® 4+ by = h? — (b* — by),

a? +by = h? —b? + by,

b2 + a® = h2.

Portanto, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
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Demonstracées Algébricas Demonstracao dezessete

3.4 Demonstracao dezessete

Em [3], temos 28 provas do Teorema de Pitdgoras, catalogadas por J. D. Runkle. No volume

II, uma das demonstracdes é a que detalha-se nessa secao.

Dado um triangulo ABH retangulo em H, marca-se o ponto E de tal forma que AE = 1, traca-se

EF perpendicular a AH, constréi-se também a altura HC do triangulo ABH.

A construcao esta ilustrada na Figura 3.7.

a_B 1B
A E B

Figura 3.7: Demonstracao dezessete - Passo 1

Designando os angulos HAB=ae ABH = B, sabendo que a+ 8 = 90°, determinamos os angulos
BHC = a, AEF = B e CHA = B. Dessa forma, temos quatro triangulos retangulos semelhantes pelo

caso AA.
Vamos denotar AH =b, BH =a, AB=h, AE=1,CB=v,AC=h—-—v, HC Zwe AF = z.

Os triangulos semelhantes podem ser visualizados na Figura 3.8.

Triangulo 1 Tridngulo 2 Triangulo 3 Triangulo 4

® B

A - o A L E

Figura 3.8: Demonstragao dezessete - Passo 2

Utilizando as relacdes de semelhancas dos triangulos 2 e 4:
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Demonstracées Algébricas Demonstracao dezessete

Ll (3.19)
z z
Substituindo (3.18) em (3.19):
h— 2(h —
T T T z
Note que AB=AC+ BC — h=(h—v) +v.
Substituindo (3.20) na igualdade acima, temos:
2 2 2 2
_ y“(h —v) _ y _ z° +y
h=(h—-v)+ <$2> — h=(h—v) <1+$2) :>h—(h—v)< 2 ) (3.21)
Agora, pelas relacdes de semelhancas dos tridangulos 1 e 2, encontramos:
h b b
UL (3.22)
1 T T

Pelas relacbes de semelhancas dos triangulos 2 e 4, temos:

(3.23)

Substituindo (3.23) em (3.22):

(3.24)
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Demonstracées Algébricas Demonstracao dezessete

Igualando as equacgdes (3.21) e (3.24 ):

2 .2
h—
(h —) <:z: ;y ) = mzv —z?+y? =1 (3.25)

De (3.22) temos b = h - z, e das relacbes de semelhancas dos triangulos 1 e 2.

Y a=y-h (3.26)

<@ | e

Finalmente, utilizando a equacao (3.25) e elevando ao quadrado os catetos a e b, obtemos

a? +0 = (y 1)’ + (2 h)" = (22 B%) + (4 B%) = (2% +9°) B2 =1 h2 = B2,

Logo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

Uma observacao importante se faz necessaria, utilizamos AE = 1 para facilitar os célculos (con-
forme [2]), mas a demonstracdo é vélida para qualquer triangulo retangulo, inclusive aqueles com hipo-
tenusa menor que uma unidade. Para isso, basta construir o segmento AF = k < AC, o resultado se

prova analogamente.
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CAPITULO 4

Demonstracoes Geométricas

Neste capitulo, detalha-se minunciosamente algumas demonstracdes geométricas, isto &,
provas utilizando comparacao de areas, encontradas na referéncia [2]. Novamente, para

facilitar a consulta do leitor denota-se cada demonstracdo pelo nimero utilizado em [2].

4.1 Demonstracao trinta e sete

Em [2], a demonstracao trinta e sete é referenciada como a prova XXXIV de [5], pagina 57,

onde é creditada ao trabalho de Hauff, 1803.

Seja ABH um triangulo retangulo em H.
Constréi-se sobre cada um dos lados do triangulo ABH os quadrados AHFG,BDEH e ACKB.

Traca-se HL perpendicular a CK, CM paralelo ao cateto AH, M K paralelo ao cateto HB, GO e
N D sdo paralelos a hipotenusa AB. Seja S o ponto de intersecao de AB com HL, como visualizado na

Figura 4.1.
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Demonstracoes Geométricas Demonstracao trinta e sete

‘s
0
a .
. .
d R
&" N E
’
.
s N BN
° . R #* N
G & 0 ¢ i
...................... . .
¢ ., ’ N
\ “H.~* .
. b Q A
. S o .
*, .
S 1 .
.
.
N L \rmmmmmmmmm————— > D

SECCEETEEDY DETEEEETN Su—"—,

e

C L K

Figura 4.1: Demonstragao trinta e sete - Passo 1

Note que o quadrado ACK B pode ser decomposto na soma dos retangulos ACLS e BSLK. Para

facilitar a notacao, denota-se

Area(ACK B) = Area(ACLS) + Area(BSLK). (4.1)

A drea do retangulo BSLK é igual a drea do paralelogramo BH M K, como ilustrado na Figura 4.2.

.
.
o0
.,
. .
Pid %
&x LN E
’
) ~
'¢' ~ AN
X3 S xs N
, . Pid Y
e msssEEEEEs s ————— 2, 0 .
e\ *, e o,
., “H R4 R4
(S S o .
*, .
S .
1S
.
N AN [ TSP > D
> i
. ®
% R
.
S, .
N X3
. d

C K

Figura 4.2: Demonstragao trinta e sete - Passo 2

De fato, BK e BS podem ser vistos como base e altura do paralelogramo BH M K e do retangulo

BSLK. Logo,
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Demonstracoes Geométricas

Demonstracao trinta e sete

Area(BSLK) = Area(BHMK).

(4.2)

Analogamente, a drea do retangulo ACLS é igual a area do paralelogramo ACM H, uma vez que

AC e AS podem ser vistos como base e altura do paralelogramo ACMH e do retangulo BSLK, como

pode-se ver na Figura 4.3.

Area(ACLS) = Area(ACM H).

Cc

’

.
| X

C L K

Figura 4.4: Demonstragao trinta e sete - Passo 4

(4.3)
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Demonstracoes Geométricas Demonstracao trinta e sete

Agora, prova-se que os paralelogramos BHMK e ABDN sao congruentes (visualizados na Figura

4.4), e, portanto,

Area(BHMK) = Area(ABDN). (4.4)

De fato, BK é igual a BA, pois sdo lados do quadrado ACK B. Também, BH é igual a BD, por

serem lados do quadrado BDEH. Resta verificar que o angulo ABD é congruente ao angulo KBH.

ABD = ABH + HBD = ABH + 90° (4.5)

Por outro lado,

KBH = ABH + ABK = ABH + 90°. (4.6)

Logo, ABD é congruente ao angulo X BH.

Cc

Figura 4.5: Demonstragao trinta e sete - Passo 5

Pelos mesmos argumentos mostra-se que o paralelogramo AC M H é congruente ao paralelogramo

ABOG, como vemos na Figura 4.5, ou seja,

Area(ACMH) = Area(ABOG) (4.7)
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Demonstracoes Geométricas Demonstracao trinta e sete

A area do paralelogramo ABDN é igual a drea do quadrado BDEH, conforme a Figura 4.6.

L3
DAY
.,
4 .
g pX
~° \ E
e (N
’ .
. s 2
0d . O PR
G fmmmmmmEm s ———— 2 ’ N
. . .
) <H Ve AN
LS S o (N
®, (Y
A5 h .
.
.,
.S N i »D
s 1
AN 1
1
> -
AN 1
W :
ArY= T B
1 1 S 1
1 1 1
1 ] 1
1 1 1
1 ] 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 A 1
1 1
1 PN 1
[ ’ LN 1
1 R4 ] . 1
] Re 1 . 1
1 1 . 1
¢ .
] % 1 £ 1
1 R [ .« 1
1 3 [l s
1 ',’ 1 X
CP.-------------.! ........ L]

Figura 4.6: Demonstragao trinta e sete - Passo 6

De fato, podemos calcular a drea do paralelogramo ABDN, utilizando AN como base e ED como

altura. Logo,

Area(ABDN) = AN.ED = DB.ED = Area(BDEH). (4.8)

Analogamente, verifica-se que a drea do paralelogramo ABOG é igual a drea do quadrado AHFG,

conforme Figura 4.7

Area(ABOG) = GA.FG = Area(AHFQG). (4.9)

Por (4.1), temos

Area(ACK B) = Area(ACLS) + Area(BSLK).

Utilizando (4.2) e (4.3) na igualdade acima, obtemos

Area(ACKB) = Area(ACMH) + Area(BHMK).

Com (4.4) e (4.7), obtém-se
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Demonstracoes Geométricas Demonstracao cinquenta

e

C L K

Figura 4.7: Demonstragao trinta e sete - Passo 7

Area(ACKB) = Area(ABOG) + Area(ABDN).

Finalmente, por (4.8) e (4.9), encontra-se

Area(ACK B) = Area(AHFG) + Area(BDEH).

Dessa forma, denotando AB = a, AH = b e BH = c e calculando as areas dos respectivos

quadrados acima, obtemos
a? =02+ ¢,

isto é, o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos

catetos.

4.2 Demonstracao cinquenta

A demonstracao cinquenta encontrada em [2], é citada como a prova XLII de [3], que contém
100 provas do Teorema de Pitdgoras. Na época, Dr. B. F. Yanney, editor do periédico, disse:

"Ndo hé limites para o nUmero de provas ... Nés apenas tivemos que parar."

Seja ABH um triangulo retangulo em H.

Constréi-se sobre cada um dos lados do triangulo ABH os quadrados AHFG, BDEH e ACKB.
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Demonstracoes Geométricas Demonstracao cinquenta

Prolongando os lados GF e DE encontra-se o ponto P, traca-se PH, prolonga-se PH até o seg-

mento C'K, e denota-se por L o ponto de intersecdao de PH com CK.

A construcao pode ser visualizada na Figura 4.8.

>0

23
.
.
R
0
I
£y
£y
.
X3

| T T ——

(¢}
-
A

Figura 4.8: Demonstracao cinquenta - Passo 1
Note que PL é perpendicular ao segmento CK.

De fato,
FH = HA (lados do quadrado AHFG),

HFP = AHB (angulos retos),

FP = HE = HB (lados do quadrado BDEH).

Assim, o triangulo HPF é congruente ao tridngulo ABH, pelo caso de congruéncia LAL.

Desse modo, FHP = HAB = a.

Denote-se por O a intersecao do segmento PL com AB. Note que OHB = FHP = a, pois tais

angulos sao opostos pelo vértice.
O tridngulo BHO é semelhante ao triangulo FHP, pelo caso AA.

Pois,
OHB =FHP =q,

FPH =0BH = 8.
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Demonstracoes Geométricas

Demonstracao cinquenta

Logo, o angulo HOB é reto.

Conseguentemente, o angulo AODL é reto, pois sao opostos pelo vértice. Também, OLK é reto,

pois AOL e OLK s&o alternos internos.

Portanto, PL é perpendicular ao segmento CK (Veja Figura 4.9).

1'}
p N
| “E
v o
G ' o
D
X
Ao JI—| 3 B
o
C ‘- K
L

Figura 4.9: Demonstragao cinquenta - Passo 2

Traca-se o segmento C'M paralelo a AH, sendo M um ponto de PL.

Denote por N a intersecao

da extensdo de HB com a extensdo de CM, constréi-se KM, sendo @ a intersecdao de AH com o

prolongamento de K M. (Construcao na figura 4.10).
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Demonstracao cinquenta
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Figura 4.10: Demonstragcao cinquenta - Passo 3

Note que KQ é perpendiculara AH.

De fato, através da figura 4.10, vé-se

CK = AB (lados do quadrado ACKB),

MCK = HAB,

CM = AH (segmentos paralelos, pois sdo lados de um paralelogramo).

Dessa forma, o triangulo ABH é congruente CK M, pelo caso LAL.

Assim, LMK = a, pois LKM = B e a+ B =90°. Consequentemente, QJ’VI\H = «, pois é oposto

pelo vértice ao angulo LMK = a.

O angulo MHA = B, pois o triangulo ABH é retanguloem H e oo + 8 = 90°. Logo, M@H é reto,

uma vez que a soma dos angulos internos do triangulo HQM é 180°.

Portanto, K(Q é perpendicular a AH.

Considere o trapézio ACNH, o triangulo HM N, paralelogramo ACM H e o retangulo ACLO, visu-

alizados na Figura 4.11.
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.
______________'.‘-:

C K

Figura 4.11: Demonstragao cinquenta - Passo 4

Veja que

Area(ACNH) — Area(HMN) = Area(ACM H) = Area(ACLO). (4.10)

Note que Area(ACM H) = Area(ACLO), pois a base é a mesma (AC) e as alturas sdo iguais (CL).

Analogamente, obtém-se pela Figura 4.12:

Area(BHQK) — Area(HQM) = Area(BHMK) = Area(BOLK). (4.11)
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Figura 4.12: Demonstracao cinquenta - Passo 5

Considere o trapézio AH PG, o tridngulo FHP e o quadrado AHFG (Figura 4.13).

Note que
Area(AHPG) — Area(FHP) = Area(AHFG). (4.12)
2
l\
1'1" ‘\\
\‘ J‘;":
q
] D
Q :
" e ;0 %
“\ : :) N
\\ 1 '1
AN M
f’ LY
’p’ j._ \\
C L K

Figura 4.13: Demonstragao cinquenta - Passo 6

Analogamente, temos que
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Area(BDPH) — Area(EPH) = Area(BDEH). (4.13)
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Figura 4.14: Demonstracao cinquenta - Passo 7

Agora, note que o trapézio ACN H é congruente ao trapézio AHPG.
De fato, AH é lado comum dos dois trapézios (base menor).

O segmento PH = AC, pois os triangulos HPF e ABH sao equivalentes, como demonstrado
anteriormente, ou seja, PH = AB. Por fim, BA = CA, uma vez que sao os lados do quadrado ACK B.

Logo PH = AC.

Sobre os angulos, temos

HAC = AHP = 90° + q,
ACM = HPF = 8,

FGA=GAH = AHN = HNC = 90°.

Pelo mesmo raciocinio, segue que o trapézio BHQK é congruente ao trapézio BDPH.
Pois, BH é lado comum dos dois trapézios (base menor).

O segmento HP = AB, pois os triangulos HPF e ABH sao equivalentes, como demonstrado

anteriormente. Note que, AB = BK lado do quadrado ACK B, logo HP = AB = BK.
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Temos as seguintes relagdes entre os angulos
KBH =PHB =90° + 8,
QKB =HPE = a,
HBD =BDP=BHQ=HQK = 90°.
Dessa forma, o trapézio BHQK é congruente ao trapézio BDPH.

Assim,
Area(ACNH) = Area(AHPG) e Area(BHQK) = Area(BDPH). (4.14)

Também, os seguintes triangulos sao congruentes:

Area(HPF) = Area(HMN) e Area(HQM) = Area(HEP). (4.15)
Finalmente,
Area(ACK B) = Area(ACLO) + Area(BOLK).
Utilizando (4.10) e (4.11) na igualdade acima, encontra-se

Area(ACKB) = Area(ACNH) — Area(HMN) + Area(BHQK) — Area(HQM).

Utilizando (4.14) e (4.15) na igualdade acima, tem-se
Area(ACKB) = Area(AHPG) — Area(HPF) + Area(BDPH) — Area(HEP).
Portanto, por (4.12) e (4.13 ), conclui-se
Area(ACK B) = Area(AHFGQG) + Area(BDEH).

Dessa forma, denotando AB = a, AH = b e BH = c e calculando as areas dos respectivos quadrados

acima, obtemos
a? =02 + 2,

isto é, o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos
catetos.
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4.3 Demonstracao cinquenta e um

Em [2], a demonstracdo a sequir é creditada ao trabalho de Vieth, 1805.

Construa sobre cada um dos lados do triangulo ABH os quadrados AHFG, BDEH e ACKB. Em B,
traca-se um segmento perpendicular de tamanho, tal que BO = BH, no lado AH encontra-se o ponto P
tal que HP = BH e por fim constréi-se PO = BH. Prolongando GA até M, tal que GA = AM, complete
o0 quadrado AMQH. Desenhe HL perpendicular a CK, CM paralelo a AH e KN paralelo a BH, esta

construcao pode ser visualizada na Figura 4.15.
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Figura 4.15: Demonstracao cinquenta e um - Passo 1

Note que o quadrado ACK B pode ser decomposto na soma dos retangulos ACLS e BSLK, ou

seja,
ACKB = ACLS + BSLK. (4.16)

A area do retangulo BSLK é igual a drea do paralelogramo BH N K como ilustrado na Figura 4.16.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 33



Demonstracoes Geométricas Demonstracao cinquenta e um

-
G -
!
D
; i g I
e \.‘ - ~J-
i "L‘ Y i"- L q
] . >
fX W
[ £
! % E
' * *
»
: ‘jf"
]
' <M
: 'F"
[ =
(] a7
[] -
R

Figura 4.16: Demonstracao cinquenta e um - Passo 2

De fato, BK e BS podem ser vistos como base e altura do paralelogramo BHN K e do retangulo

BSLK. Logo,

Area(BSLK) = Area(BHNK). (4.17)

Analogamente, a drea do retangulo ACLS é igual a drea do paralelogramo ACNH como visuali-

zados na Figura 4.17.

c

Figura 4.17: Demonstracao cinquenta e um - Passo 3
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De fato, AC e AS podem ser vistos como base e altura do paralelogramo ACNH e do retangulo

ACLS. Logo,

Area(ACLS) = Area(ACNH). (4.18)

Agora, prova-se que a area do paralelogramo ACNH é igual a area do quadrado AMQH em

destaque na Figura 4.18, ou seja

Area(ACNH) = Area(AMQH). (4.19)
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Figura 4.18: Demonstracao cinquenta e um - Passo 4

De fato, AH e H(Q) podem ser vistos como base e altura do paralelogramo ACNH e do quadrado

AMQH.

A érea do paralelogramo BHNK é igual a drea do quadrado BH PO, conforme Figura 4.19.
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g

c K

Figura 4.19: Demonstracao cinquenta e um - Passo 5

Os triangulos ABH e HN(Q sao semelhantes pelo critério AA (angulos a e 8), conforme Figura

4.20.

Cc

Figura 4.20: Demonstracao cinquenta e um - Passo 6

Fazendo a proporcao, usando os lados opostos aos angulos a e g, temos

yQ _ HQ

B~ AH (4.20)
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Note que HB = HP (lados do quadrado BHPQO) e que HQ = AH (lados do quadrado AMQH),

entao

NG _ AH

P - AH (4.21)

Portanto, NQQ = HP. De fato, BH e NQ podem ser vistos como base e altura do paralelogramo
HNKQ@, como NQ = HP, entdo a area do paralelogramo HN K pode ser escrito como BH - HP que
é a Area do quadrado BHPO. Logo,

Area(BHNK) = Area(BHPQ). (4.22)

O quadrado AMQH é congruente ao quadrado AHFG, por construcdo. Sendo assim,

Area(AMQH) = Area(AHFG). (4.23)

Analogamente, o quadrado BH PO é congruente ao quadrado BDEH.

Area(BHPO) = Area(BDEH). (4.24)

Por 4.16, temos
Area(ACKB) = Area(ACLS) + Area(BSLK).

Utilizando (4.17) e (4.18) na igualdade acima, temos

Area(ACKB) = Area(ACNH) + Area(BHNK).

Por outro lado, utilizando (4.19) e (4.22), obtemos

Area(ACKB) = Area(AMQH) + Area(BHPO).

Finalmente, por (4.23) e (4.24), obtemos
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Area(ACKB) = Area(AHFG) + Area(BDEH).

Dessa forma, denotando AB = a, AH = be BH = c e calculando as areas dos respectivos quadra-

dos acima, temos
a? =02 + 2,

isto é, o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos

catetos.

4.4 Demonstracao cinquenta e seis

Essa demonstracao pode ser encontrada em [5].

Construa sobre cada um dos lados do triangulo ABH os quadrados AHFG, BDEH e ACKB,
construa também os quadrados DOGP e HLM N, de mesmos tamanhos com lados valendo AH + BH.

Consequentemente temos
Area(DOGP) = Area(HLMN). (4.25)

A construgao pode ser visualizada na Figura 4.21.
Denotando o angulo HAB = a e 0 angulo ABH = B, tem-se no tridangulo ABH, o + 8 = 90°

Observe o segmento HAL, a soma dos angulos HAB + BAC + CAL = 180°. Como HAB = a e
BAC = 90°, entdo CAL = 8.

O anélogo ocorrerd com os segmentos LCM, MKN e NBH, desta forma teremos HAB=LCA=
MKC = NBK = a, assim como ABH = CAL = KCM = BKN = B, conforme a figura 4.22.
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Figura 4.22: Demonstragao cinquenta e seis - Passo 2

Com isso, mostra-se que os triangulos ABH, ALC, CM K e BK N sdo congruentes, pelo caso ALA

(dngulos a, lado do quadrado comum aos tridangulos e angulo g).
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Logo,
Area(ABH) = Area(ALC) = Area(CMK) = Area(BKN). (4.26)

Fica claro assim que

Area(HLMN) = Area(ACK B) + 4.Area(ABH). (4.27)

Para melhor visualizacao, veja a Figura (4.23).

Figura 4.23: Demonstracao cinquenta e seis - Passo 3

Note que os retangulos APBH e FOEH sao congruentes (FH = AH,EH = BH), assim:

Area(DOGP) = Area(AHFG) + Area(BDEH) + 2.Area(APBH). (4.28)

Para melhor visualizagao, veja a Figura (4.24).

Os triangulos retangulos ABH e BAP sao congruentes, pois temos a hipotenusa em comum AB,

AP = BH e AH = BP (lados do retangulo APH B), ou seja,
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M

Figura 4.24: Demonstragao cinquenta e seis - Passo 4

Area(APBH) = 2.Area(ABH). (4.29)

Por (4.25), tem-se

Area(DOGP) = Area(HLMN).

Utilizando (4.27) e (4.28), na igualdade acima, obtém-se

Area(AHFG) + Area(BDEG) + 2.Area(APBH) = Area(ACK B) + 4.Area(ABH).

Utilizando (4.29), obtemos

Area(AHFG) + Area(BDEG) + 2.2.Area(ABH) = Area(ACK B) + 4.Area(ABH)

Area(AHFG) + Area(BDEG) + 4.Area(ABH) = Area(ACK B) + 4.Area(ABH).
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Subtraindo 4.Area(ABH) em ambos os lados da igualdade, tem-se
Area(AHFG) + Area(BDEG) = Area(ACK B).

Dessa forma, denotando AB = a,AH = b e BH = c e calculando as areas dos respectivos quadrados

da igualdade acima, encontramos

a’ :b2+c2,

isto é, o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos

catetos.
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CAPITULO 5

Aplicacoes em Sala

Neste capitulo, detalha-se as construcdes utilizadas em uma das demonstracdes do Teorema
de Pitagoras para o uso em sala de aula, com o aplicativo GeoGebra e um plano de aula, tam-
bém utlizando o GeoGebra sobre a natureza do triangulo utilizando o Teorema de Pitédgoras.
Este capitulo se dedica a montar os desenhos no GeoGebra o0 mais minucioso possivel. Vale
lembrar que caso o leitor queira construir outra figura dos capitulos trés e quatro, essa leitura

é suficiente para capacita-lo.

5.1 GeoGebra

A seqguir, apresenta-se algumas ferramentas usadas para os nossos desenhos no GeoGebra.

Ferramenta Mover: Util para selecionar objetos. Para alterar o formato (cor, tamanho, nome, etc...)

é necessario estar em Ferramenta Mover.

Ll = e o) <) N2 @)
R

o
Mawer

Figura 5.1: GeoGebra - Ferramenta Mover

Ferramenta Interseccao de Dois Objetos: Quando se deseja marcar um ponto que seja interseccao

de duas retas ou reta e circunferéncia, por exemplo.
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i [¢™%  Ponto em Objeto

'/ Vincular / Desvincular Ponto

| >( Intersecao de Dois Objetos

Figura 5.2: GeoGebra - Ferramenta Interseccao de Dois Objetos

Ferramenta Segmento: Para desenhar um segmento. E necessario assinalar os dois pontos extre-

mos que determinam este segmento.

i / Reta
/ Segmento

Figura 5.3: GeoGebra - Ferramenta Segmento

Ferramenta Reta Perpendicular: Para construir uma reta perpendicular a uma reta dada ou a um

segmento. E preciso clicar na reta ou o segmento e depois no ponto por onde passara a reta perpendi-
cular. Perceba que é necessario marcar um ponto por onde passara a perpendicular, esse ponto deve
ser marcado antes do procedimento e posteriormente pode-se usar o comando ocultar objeto para que

0 ponto nao apareca na figura.

Xl D @O Ll S 222 )

1 .
"I"-." Reta Perpendicular ‘

Figura 5.4: GeoGebra - Ferramenta Reta Perpendicular

Ferramenta Reta Paralela: Para desenhar uma reta paralela a uma reta dada ou a um segmento.

Deve-se clicar na reta ou no segmento e depois na reta, no segmento ou no ponto por onde passara a
reta paralela. Perceba que se desejar uma paralela a um ponto, é necessario marcar um ponto por onde
passard a paralela, esse ponto deve ser marcado antes do procedimento e posteriormente podemos usar

o0 comando ocultar objeto.
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A

Reta Perpendicular

e

I

~* _ RetaParalela

Figura 5.5: GeoGebra - Ferramenta Reta Paralela

Ferramenta Poligono: Para construir um poligono qualquer. Precisa-se marcar os pontos do poli-

gono desejado. Cabe observar que é importante fechar o poligono, voltando ao primeiro ponto, assim

se quiser marcar um poligono ABC D, terd que marcar os seguintes pontos ABCDA.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

@ O] L) N[22 )

gl

.
'\1 Poli
o oligono

Figura 5.6: GeoGebra - Ferramenta Poligono

Ferramenta Poligono Regular: Quando se deseja desenhar um poligono regular. E necesséario mar-

car o segmento que servira de lado e depois a quantidade de lados que tera seu poligono.

= Poli

e oligono
] .
. *® Poligono Regular
.

Figura 5.7: GeoGebra - Ferramenta Poligono Regular

Ferramenta Circulo e Raio: Para fazer uma circunferéncia. Marca-se o centro e depois o valor do

raio desta circunferéncia.
5o . -

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

—
() Circulo: Centro & Raio

Figura 5.8: GeoGebra - Ferramenta Circulo e Raio

Ferramenta Angulo:

parte do angulo.

Para ilustrar um angulo no desenho. E necessério clicar nos pontos que fazem

45
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Figura 5.9: GeoGebra - Ferramenta Angulo

Comando Exibir Objeto e Exibir Rétulo: Este comando é Util para ocultar objetos secundarios, como

alguns pontos feitos somente para marcarmos os angulos no desenho ou marcar retas paralelas e per-
pendiculares. Cuidado, ao selecionar ocultar objeto, o rétulo é ocultado também. Porém, é possivel
ocultar o rétulo, sem ocultar o objeto. Basta clicar com o botao direito sobre o objeto que se deseja
ocultar.

Angulo & Angulo entre H, T, A

Exibir Objeto
As Exibir Rétulo

Figura 5.10: GeoGebra - Comando Exibir Objeto e Exibir Rétulo

5.2 Demonstracao cinquenta

Usando a ferramenta Segmento de Reta, desenha-se o0 segmento AB de 5 cm (para faciliar a
construcao tomou-se a hipotenusa igual a 5 cm). Para tracar o triangulo retangulo exato, precisamos
achar o ponto H (se tentar desenhar, serd muito mais dificil). Usamos a ferramenta Centro e Raio,
centro no ponto A e raio 4 cm (este serd o tamanho do cateto AH), depois com o mesmo comando,
desta vez centro em B e raio 3 cm (este serd o tamanho do cateto AH), o ponto de interseccao das duas
circunferéncias é o ponto H (vértice do angulo reto). Trace os catetos usando a ferramenta Segmento

de Reta. Marque o ponto H usando a ferramenta Ponto.

Para construir os quadrados ACKB, BDEH e AHF@G, usaremos a ferramenta Poligono Regular.
Marcamos o segmento AB, por exemplo, depois a ferramenta Poligono Regular e o nimero de lados
4. Caso o quadrado figue numa posicao inadequada, marque o segmento BA e aplique a ferramenta

Poligono Regular novamente, as vezes sera necessario.

Traca-se a reta perpendicular a hipotenusa passando por H, usando a ferramenta Reta Perpendi-

cular, clica-se na hipotenusa AB e no ponto H.

Para tracar o retangulo EHF P, usa-se a ferramenta Reta Paralela, clica-se no segmento AE e
depois no ponto F, da mesma forma traca-se a paralela ao segmento BF passando por E, as duas retas

se encontram no ponto P.
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Para que o desenho fique completo, trace segmentos sobre o desenho (usando linhas tracejadas).
Clicando com o botao direito fora da figura, desmarque eixos e malha. Clicando com o botdo direito
desmarque exibir objeto e exibir rétulos para as circunferéncias, reta perpendicular e as retas paralelas.

Renomeie os pontos conforme figura 5.11.

P
LS

Figura 5.11: Demonstracao Cinquenta - Passo 1

Usando a ferramenta Angulo, marca-se os angulos assinalados, lembrando que as vezes tem que
mudar o sentido se o angulo ficar "de fora". Por exemplo, se fizer HPF, ficard com o angulo obtuso ao
invés do angulo g, entao, tem que marcar o angulo FPH. Clicando com o botdo direito, em Propriedades,
é possivel alterar as cores e o tamanho da marcacdo do angulo no desenho. E interessante anotar as
configuracdes de qual a cor, transparéncia (na aba Cor), além de espessura da linha, opacidade do traco,
estilo da linha e tamanho (na aba Estilo). Excetuando-se pela cor, todas as outras configuragdes seriam

interessantes manter para todos os angulos (a e f).

Com isso, obtém-se a figura 5.12.

C'r 8

C K

Figura 5.12: Demonstracao Cinquenta - Passo 2

Usando a ferramenta Reta Paralela, traca-se a paralela a AH passando pelo ponto C, encontramos

o ponto M, interseccao de PL com a paralela. Usando a ferramenta Reta Paralela, constréi-se a paralela
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a AG passando pelo ponto H, encontra-se o0 ponto N, interseccao de C'M com a paralela. Usando a

ferramenta Segmento, traga-se o segmento K M encontrando AH em Q.

Logo, chega-se a figura 5.13.

K

Figura 5.13: Demonstracao Cinquenta - Passo 3

Para fazer a figura do Passo 4, delete todos angulos, exceto o angulo reto do ponto F, e as retas
suportes que fizermos para desenhar os angulos a. Usando a ferramenta Poligono, marque os pontos
ACNHA, selecione cor transparente para figura e selecione ocultar os rétulos dos lados deste poligono.
Faca o mesmo procedimento para o triangulo HM N H, marcando os lados na cor vermelha. Da mesma
forma, faca para o retangulo ACLOA, tornando o interior transparente e os lados amarelos, conforme a

figura 5.14.

ey

Figura 5.14: Demonstracao Cinquenta - Passo 4

Para fazer a figura do Passo 5, delete o tridngulo HMNH, o retangulo ACLOA e o trapézio
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ACNHA (na janela de éalgebra, clique com o botéo direito e delete as figuras). Usando a ferramenta
Poligono, marque os pontos BHQK B, selecione cor transparente para figura e selecione ocultar os ré-
tulos dos lados deste poligono escolhendo a cor vermelha. Faca o mesmo procedimento para o triangulo
HQMH, marcando os lados na cor azul. Da mesma forma, proceda para o retangulo BOLK B, tornando

o interior transparente e os lados verdes, conforme a figura 5.15.
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Figura 5.15: Demonstracao Cinquenta - Passo 5

Para fazer a figura do Passo 6, delete o triangulo HQMH, o retangulo BOLKB e o trapézio
BHQKB (najanela de algebra, cligue com o botdo direito e delete as figuras). Usando a ferramenta Po-
ligono, marque os pontos AH PG A, selecione cor transparente para figura e selecione ocultar os rétulos
dos lados deste poligono escolhendo a cor azul. Faca o mesmo procedimento para o triangulo FHPF,
marcando os lados na cor vermelho, deixando transparéncia 5 e traco do lado em 2 (esses detalhes
encontram-se na aba Cor e Estilo). Da mesma forma, proceda para o quadrado AHFGA, tornando o
interior transparente e os lados verdes , deixando transparéncia 5 e traco do lado em 2 ( esses detalhes

estao na aba Cor e Estilo). Conforme a figura 5.16.
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Figura 5.16: Demonstracao Cinquenta - Passo 6
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Para fazer a figura do Passo 7, delete o triangulo FHPF, o quadrado AHFGA e o trapézio AHPGA
(na janela de dlgebra, clique com o botdo direito e delete as figuras). Usando a ferramenta Poligono, mar-
que os pontos BDPH B, selecione cor transparente para figura e selecione ocultar os rétulos dos lados
deste poligono escolhendo a cor azul. Faca o mesmo procedimento para o tridngulo EPHE, marcando
os lados na cor vermelho, deixando transparéncia 5 e traco do lado em 3 (encontra-se esses detalhes na
aba Cor e Estilo). Da mesma forma, faca para o quadrado BDEH B, tornando o interior transparente e
os lados verdes , deixando transparéncia 5 e traco do lado em 2 (o leitor encontra esses detalhes na aba

Cor e Estilo). Conforme a figura 5.17.

G

K

Figura 5.17: Demonstracao Cinquenta - Passo 7

Os desenhos construidos ilustram a demonstracéo cinquenta do Teorema de Pitdgoras.

E interessante fazer no GeoGebra a figura que mostra que as areas dos paralelogramos e dos
quadrados sao iguais e, além disso que a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da

hipotenusa. Lembre de avisar aos alunos que isso ndao é uma demonstracado, mas sim uma constatacao.

Usando a ferramenta Reta, trace uma reta qualquer, depois use a ferramenta Reta Perpendicular,
marque um ponto qualquer e trace a reta, com isso formamos um angulo de 90°. Depois determinamos
2 pontos quaisquer nas retas perpendiculares, determinando assim o tridangulo ABH. Use a ferramenta
Segmento para determinar os lados do tridngulo. Sobre os lados do triangulo, usando a ferramenta
Poligono Regular, desenhe os quadrados (como ja foi feito anteriormente). Usando a ferramenta Reta
Paralela, trace a paralela a AH passando por C, depois use a ferramenta Reta, para tracar H B de forma

a encontrar a paralela e achar o ponto N.

Usando a ferramenta Reta Perpendicular, trace a altura relativa a hipotenusa, desta forma encon-
trara o ponto M que corta a reta paralela CN, use a ferramenta Segmento para tracar o segmento C M,

depois oculte a reta perpendicular. Use a ferramenta Poligono e marque os pontos ACM HA.
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Aplicac6es em Sala Demonstracao cinquenta

Agora fora da sua figura, clique na ferramenta Texto.

Arquivo  Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

2 D) Gl <l N fed| )]

Texto
Selecione uma posigéo ou um ponto existente

Figura 5.18: Ferramenta Texto

Dentro deste Menu, cligue na ferramenta Texto novamente.

R X ! ;d, :,“\ Ol @ ‘i.. x @ ‘%’

a=2
s

Controle Deslizante

ABC Texo

Figura 5.19: Ferramenta Texto

Ird abrir a janela representada na Figura 5.20.

7 Texto x

Editar

[1 Férmula LaTeX = | Simbolos * | Objetos =

ER I

Visualizar

J Ajuda OK Cancelar

Figura 5.20: Ferramenta Texto

Dentro da caixa Editar, escreva Area e a figura que deseja calcular a &rea, por exemplo, calcular as
areas dos quadrados ACKB, AHFG e BDEH, além da area do paralelogramo ACM H, para isso apds

digitar Area e o sinal de = selecione o poligono cuja &rea deseje que apareca na tela.

Como é possivel observar a figura pode girar em varias direcdes, e ainda assim é possivel verificar
que a soma do quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos. Também é possivel

observar que o paralelogramo tem area igual ao quadrado.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 51



Aplicac6es em Sala Plano de Aula

Area ACKB=18.82 Area ACKB=17.82
Area AHFG=1328 Area BDEH=553 Area AHFG=16.34 Area BDEH=1.47
Area ACMH=13.29 Area ACMH = 16.34

Figura 5.21: Exemplo 1 Figura 5.22: Exemplo 2

Ao criar a figura no GeoGebra, sera possivel “brincar” com ela, em varias posicdes e verificar tanto

o Teorema de Pitadgoras, quanto a congruéncia do paralelogramo com o quadrado.

5.3 Plano de Aula

TEMA: Aplicacdo do Teorema de Pitdgoras e natureza dos tridangulos.

OBJETIVOS: os alunos serao capazes de:
a) Utilizar o Teorema de Pitdgoras para calcular um dos lados desconhecido do triangulo retangulo,

b) Descobrir a natureza de um tridngulo utilizando o Teorema de Pitdgoras.

MATERIAL NECESSARIO: Aula expositiva e GeoGebra.

INTRODUCAO: Tema presente na BNCC (EFO9MA13 e EFO9MA14), importante para vida acadé-

mica e pratica matematica.

DESENVOLVIMENTO: Atividade a ser ministrada em 2 aulas de 50 minutos. Na primeira aula,

utilizar a seguinte atividade:
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Aplicac6es em Sala Plano de Aula

1) O lado oposto ao angulo reto de um tridngulo retangulo mede 15 centimetros e um dos outros

dois lados mede 12 centimetros. Calcule a medida do terceiro lado.

a)8 b) 9 c) 10 d) 13 e) 20

2) O Ponto no Interior do Quadrado Seja ABCD um quadrado de lado 28cm. Seja P um ponto
interior ao quadrado e E um ponto no lado CD tal que PE é perpendicular a CD. Além disso, AP = BP =

PE. Encontre o comprimento de AP.

D E C

L 2 I_I >

P

a) 14 b) 15,5 c) 16 d) 17,5 e) 19

3) Dados os lados dos triangulos abaixo, classifique-os em acutangulo, retangulo e obtusangulo.
a)3,5 6 b) 12, 15, 19 c)7,11, 13 d) 15, 20, 25 e) 38, 42, 57 f) 14, 18, 22 g) 7,
24, 25 h) 12, 35, 38 i) 20, 65, 100 j) 16, 63, 99

Deixar os alunos tentarem resolver os 3 exercicios. Caso o aluno tenha dificuldade em resolver
0 primeiro, entdo ainda ndo tem os conceitos de tridngulo retangulo bem embasados. O de ndmero
2 é para mostrar aos alunos que nas questdes de vestibular o mais dificil serd encontrar o triangulo
retangulo para usar o Teorema de Pitdgoras. O terceiro exercicio serd o foco da dinamica. Os alunos
devem chegar a conclusao que se o quadrado do maior lado for menor que a soma dos quadrados dos

outros dois lados o triangulo é acutangulo, se for igual é retangulo e se for maior é obtusangulo.

Na segunda aula mostre a relacdao no GeoGebra sobre a natureza dos triangulos. Peca que os

alunos refacam o exercicio 3 com estas informacdes. A quantidade de acertos deverd aumentar.

Construcao no GeoGebra. Usando a ferramenta Poligono, desenhe o triangulo ABC, depois use a
ferramenta poligono reqular para fazer os quadrados relativos aos lados. Com a ferramenta angulo, mar-
que um dos angulos, este serd o angulo oposto ao maior lado. Com a ferramenta Texto calcule as areas

do quadrado oposto ao angulo assinalado, depois calcule a soma da area dos outros dois quadrados.
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Plano de Aula

Exemplos: Triangulo Acutangulo

Mguivo Bty Exite Opgles Feramentas Janels Auda

!' Janels de Aigeled

& A= (20, 30)

& B=(2556, 4268

| =30, 30

|® B=10

|® a=1344

| e=1385

|® =24y

|® a=ss3r

[ EEET-1Y

@ poll = 19188

L AL

@ pol? = 120.63

® n=10

& poll = 100
SOMBCMHoE = 791,86

W beabod = "3 = 1806 » ' = FH1BE"

b lssela de Viesalizagho

| | A Al * P T ool
o " U Tl P B (= TG SNl o, =

L]

a® = 180.63
b* + ¢* = 291.86

Figura 5.23: Exemplo Triangulo Acutangulo

Triangulo Retangulo

|-'f=l¢l'& Eotar Exitir Opglies Femamentas Jansls Auda

- v L e WL LN

| o | ¥ Jneeis de Vissaliracio
& A=(2030

| B =20, 40

|® c=y30,30

| b=10

| a=idid

|® c=10

:. =50

| a=g0

& =10

5.‘ poil = 100

IL NERCET]

| potz = 200

|® n=10

|® pota=100

| somacatetos = 200

& oexiod = =a¥ = J00b « ¢' = 300"

. ] w0 Y .
__'_. if(f e ) ._':.‘- ./. oy

F3 I D
2] <

a* =200
b* + ¢ = 200

Figura 5.24: Exemplo Triangulo Retangulo

Triangulo Obtusangulo

Aegpatet ECiar Exibir Opodas Famamaniss Jansia Auds

|} P ¥ - \

Y kY i o] &) P N E

BBl od Al M | ¢ Janels oo Visaakrsgdo
& AR AT AR
@ B-08,27.35
® Ce{2544,201)
& b=16.13
® a-3577
® c-i128
@t =5248
® o-121
L N}

W texiod = “a" = BETANE + " = L3017

-
4w
£l

a’=661.43
b* + c* = 438.14

Figura 5.25: Exemplo Triangulo Obtusangulo

Assim, espera-se que a aula seja proveitosa tanto para o professor quanto para os alunos.
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CAPITULO 6

Conclusoes

O Teorema de Pitdgoras, apesar de sucinto, remete a uma infinidade de aplicacdes, conhecido
desde épocas remotas, coube a Pitdgoras e seus discipulos eternizar este importante teorema. Mesmo
tendo a sua paternidade questionada, por haver indicios do Teorema em regiées como Oriente Médio e
até a China antiga, com datas que antecedem a Escola Pitagérica em centenas de anos, o teorema leva

seu nome e seu legado.

Através de [2], pude aprender uma gama de novas demonstragdes extremamente enriquecedo-
ras, como o préprio autor relata, o livro é apenas um compéndio de demonstracdes reunidas através
dos tempos por varios autores. Por estas demonstracdes percebemos que é muito vasta as formas de

demonstra-lo.

Os ultimos 2 anos foram de muito estudo, muito aprendizado e muita luta. Luta contra um virus
que nos tirou quase 600.000 brasileiros por causa da COVID 19, desconhecidos, conhecidos, amigos e
para alguns familiares. Ndo consigo mensurar agora o impacto disso em nossos estudantes e nosso
sistema educacional, com certeza em um futuro préximo, haverao diversos estudos sobre esse impacto

devastador.

Posso apenas relatar as minhas experiéncias. Comigo, professor e estudante, percebo um cansaco
fisico e mental, uma sensacdo de dever incompleto e de total impoténcia. Mais que nunca o ensinar e
aprender ficou muito mais pendente para o que o aluno esta disposto a fazer e se esforcar. Lembrando
que esta Ultima frase deve ter um asterisco gigante, pois além do aluno sofrer os mesmos impactos
fisicos e mentais da pandemia, pesa ainda questdes de ordem financeira, auto estima e de acesso a
internet ou até mesmo a um computador ou a um celular (podendo este ainda ser compartilhado entre

pais e ou irmaos).
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Conclusoes

O ponto é que, trabalhando na rede Municipal e Estadual de ensino, vejo o quanto os alunos per-
deram em termos de conteldo e de aprendizado. Em uma turma de 2° ano do ensino médio no Estado
(com aproximadamente 30 alunos), no segundo semestre de 2021 apenas 1 ou 2 alunos assistem a aula
online. Na escola Municipal que leciono, alunos de 8° ano (turmas com aproximadamente 30 alunos
também), das 4 turmas, ndo tenho nenhum atendimento remoto nos 3 dias da semana que disponibilizo
a estes alunos. Isso sem falar que, agora estamos com atendimento em sala de aula de forma presen-
cial, juntando 3 destas turmas, apenas 12 alunos assistem aula. E o aproveitamento e disposicdo destes
alunos estd muito aquém do minimo necessério. E indispensavel esta contextualizacdo para explicar que
o Capitulo 6 onde teriamos uma dinamica com os alunos do 1° ano do ensino médio, para uma pratica
mais enriquecedora, tivemos uma participacao de apenas 4 alunos (de quase 120 possiveis), fazendo
com gue muddssemos o foco do capitulo. Tentamos entdo montar uma pratica de sala de aula com uma
das demonstracdes feitas no texto. Foquei em ensinar a utilizar o GeoGebra na montagem das figuras,
acreditando que com o0 passo a passo realizado, serd possivel montar qualguer uma das figuras das
demonstracdes desejadas. As demonstracdes de [2] sdo riquissimas, porém nao podem ser utilizadas
em todas salas de aula. Devido a complexidade de algumas demonstracdes, estas serao muito me-
Ihor aproveitadas em turmas de estudos especificas para alunos que fardo OBMEP ou turmas de exatas
com um conhecimento um pouco maior em Geometria. Percebo nos dias atuais que as demonstragdes
mais simples nao interessam aos alunos, eles mal conseguem guardar e usar corretamente as férmulas

empregadas.

Com certeza, farei uso de [2] em futuras aulas observando a capacidade da turma e a demonstra-
¢do que melhor encaixa com a teoria. A quantidade de conhecimento adquirido com este livro e também
com as experiéncias trocadas neste curso, seja com meus companheiros, seja com meus mestres, fazem

parte agora do meu cabedal de conhecimento. Sou muito grato a todos por esta vivéncia!
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