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Resumo

Recentemente, os problemas de geometria de distancias euclidianas do tipo DMDGP, tem
sido resolvidos por técnicas de calculo que utilizam variaveis discretas para o completa-
mento de matrizes, aplicando-se os determinantes de Cayley-Menger a resolucao desse
tipo de problema . O trabalho que segue descrito objetiva, por sua vez, delinear a cons-
trucao de algoritmos que permitam utilizar bilateracdes sucessivas aplicadas aos pontos
gue dao origem a matriz incompleta associada a problemas da classe DMDGP,, a fim de
completar a matriz dada. O algoritmo se pauta por uma de linha de raciocinio similar a
que é utilizada no algoritmo BP: Branch-And-Prune, explorando a arvore de possibilidades
gerada pelas bilateracdes sucessivas e utilizando técnicas de recursividade do tipo back-
tracking para obter as solucbes. Em termos da validacao do algoritmo proposto, esse se
mostrou eficaz, elencando todas as matrizes-solucdes esperadas, em conformidade com

os respectivos cdlculos realizados via determinantes de Cayley-Menger.

Palavras-chave: Bilateracdo, Geometria de Distancias, Distancias Euclidianas, Comple-

tamento de Matrizes.
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Abstract

Recently, the euclidean distance geometry problem of DMDGP;, type have been solved
by calculation techniques based on discrete variables for matrices completion, applying
the Cayley-Menger determinants to solve this kind of problem. In this work we deline-
ate algorithms using sucessive bilaterations to complete the partial matrix associated to
the DMDGP; instance. The algorithm is similar to the BP: Branch-And-Prune algorithm,
explorig the tree of possibilites generated by bilaterations and making use of recursivity
techniques of back-tracking type to found the solutions. On respect to the proposed al-
gorithm validation, all the expected solution-matrices was founded, in compliance to the

respective obtained Cayley-Menger determinants calculations.

Keywords: Bilateration, Distance Geometry, Euclidean Distances, Matrix Completion.
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CAPITULO 1

Introducao

Menger caracterizou varios conceitos geométricos (congruéncia, convexidade, etc.) em termos
de distancias. Os resultados de Menger e algumas complementacdes apresentadas posteriormente por
Blumenthal [3] deram origem a um ramo de estudo denominado Geometria de Distancias. Em [10], os
autores estabelecem uma “dualidade” entre o DGP (Distance Geometry Problem) e o EDMCP (Euclidean
Distances Matrix Completion Problem). Neste trabalho, trataremos de uma subclasse de problemas: o

Problema de Geometria de Distancias Moleculares Discretizdvel, em dimenséo K = 2.

Mostraremos como o teorema sobre o nimero de solucdes (em [2, 11]) pode ser utilizado em
conjunto com a bilateracao, para o calculo de certas distancias desconhecidas, para o qual faz sentido
aplicar o método de bilateracdo. Em complementacdo ao estudo apresentado em [1], implementaremos

um algoritmo para os céalculos das distancias desconhecidas.

1.1 O Problema de Geometria de Distancias

Em termos classicos, o DGP, ou "Problema de Geometria de Distancias", consiste em determinar

se uma dada matriz é ou ndo uma matriz de distancias euclidianas.

Conforme as explanacdes de Lavor (2014) em [7]: “Naquela época, a principal questdo era encon-
trar condicdes necessarias e suficientes para decidir se uma dada matriz D é uma matriz de distancias
euclidianas, ou seja, se D é uma matriz simétrica, tal que existe um niimero inteiro K e um conjunto de
pontos em R¥, onde as distancias euclidianas entre esses pontos correspondem &s entradas da matriz

.D.”

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1



Introducao O DMDGP

Mais recentemente, a Geometria de Distancias se estruturou em uma area de pesquisa que en-
volve conceitos tanto algébricos quanto geométricos na busca por determinar distancias desconhecidas
entre pontos, tomando como referéncia e base de célculo, algumas outras distancias que ja estejam

determinadas a priori.

Segundo Lavor, (2014) em: [7], "Atualmente, o problema fundamental da GD (Geometria de Dis-
tancias) é determinar um conjunto de pontos em um dado espaco geométrico, cujas distancias entre

alguns deles sao conhecidas."

O DDGP (Discretizable Distance Geometry Problem), ou "Problema de Geometria de Distancias
Discretizavel", por sua vez, consiste em um caso particular do DGP. Diferencia-se deste peculiarmente,
porque o DGP cléssico utiliza uma técnica de otimizacdo continua para resolver o problema, ao passo
que no DDGP a técnica de resolucdo prioriza o célculo de solucdes de varios sistemas lineares que,
neste caso, podem apresentar: nenhuma, uma ou no maximo duas solucdes. Ou seja, tem-se um caso

discretizado de abordagem via sistemas de equacdes, com universo de solucdes finito.

De acordo com Lavor (2014) em [7]: "Além da teoria matemética associada a GD, o interesse por
esse tdpico de pesquisa explica-se pela riqueza e variedade de suas aplicacées. Podemos citar, como
exemplo, aplicagbes em astronomia, bioquimica, estatistica, nanotecnologia, robética e telecomunica-

coes."

Uma outra subclasse do DGP com aplicacdes praticas de suma importancia, principalmente para
as ciéncias quimicas e biolégicas é o DMDGP(Discretizable Molecular Distance Geometry Problem),ou

Problema de Geometria de Distancias Moleculares Discretizavel.

O foco deste trabalho sera analisar o DMDGP em dimensdo 2. Entretanto nao adotaremos a abor-
dagem cldssica, que determina as realizacdes no plano euclidiano. Iremos determinar o completamento

da matriz parcial de distancias, a partir das distancias conhecidas, através do método de bilateracao.

1.2 O DMDGP

De acordo com Abud (2014) em [2]: "A relacdo entre moléculas e grafos é provavelmente a mais

profunda existente entre qguimica e matematica discreta."

Conforme elucida Lavor (2014) em [7]: "Atualmente, a aplicacdo de maior destaque para a GD estd
relacionada a Geometria Molecular, de forma mais especifica, ao problema de determinar estruturas

tridimensionais de moléculas de proteinas, utilizando dados de ressonancia magnética nuclear, que

& UFU-FAMAT-PROFMAT 2



Introducao O DMDGP

abreviamos por RMN."

Segundo os autores de [8]: "Experiéncias em NMR (Nuclear Magnetic Ressonance) ou Ressonancia
Magnética Nuclear, podem ser usadas para se determinar um conjunto de certas distancias euclidianas
entre 4tomos numa molécula. Estas, por sua vez, podem ser usadas para determinar a sua estrutura,

isto &, as posicdes relativas dos 4tomos em R3."

No K-Problema de Geometria de Distdncias Molecular Discretizavel (DMDGPg ), existe uma ordem
sobre V tal que quaisquer (K +1) vértices consecutivos induzem uma clique em G, ou seja, o conjunto U,
dos vértices adjacentes ao vértice v (vizinhos de v), deve ser constituido dos K predecessores imediatos
de v. Particionamos o conjunto de aresta E em dois subconjuntos disjuntos Ep e Ep. As arestas de
discretizacao podem ser descritas como Ep = {{u,v} € F : |[u —v| < K} e as arestas de poda sdo
dadas por Ep = E \ Ep. Tal problema surgiu de um interesse pratico em conformagdo molecular e, por

este motivo, vamos (re)defini-lo formalmente para K = 3:

Problema de Geometria de Distdncias Moleculares Discretizavel (DMDGP): Dado um grafo

G = (V,E,d), |V| = n, tal que existe uma ordem

p:V—={1,...,n}, (1.1)
sobre V satisfazendo:
(i) E contém todas as 4-cliques de vértices consecutivos: Vi € {4,...,n},Vj,k € {z —

3,..., it = ({4, k}) € B;
(ii) as seguintes desigualdades triangulares sao satisfeitas: d;_1;41 < di—1; + d; 41,72 €

{2,...,n—1}.

Perguntamos: existe uma realizacdo z : V — R3 tal que ||z, — .|| = du, para cada {u,v} € E?

Duas solucdes z e y sdo incongruentes se geram conjuntos de distancias distintos, isto é,

|Zu —
z.|| # ||yu — Yu|| para quaisquer u,v € V. Pode ser mostrado que o nimero de solugdes incongruentes

do problema é sempre uma poténcia de 2, com probabilidade 1.

Dentre os métodos que se destacam para a resolucdo deste tipo de problema temos o algoritmo

combinatorial "BP"(Branch-and-Prune).

llustraremos o caso K = 2, por este elucidar muito bem a situacdo geométrica. Consideramos

V =1{1,2,3,4} (veja a Figura 1.1).
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4 2 4 2 4
1 1
3 3
(a) Infinitas possibi- (b) Duas possibili- (c) Uma possibili-
lidades para o vér- dades para o vértice dade para o Vvér-
tice 4 4 tice 4

Figura 1.1: Possibilidades para a realizacdo do vértice 4 em R?.

A esquerda, temos E = {{1,2},{1,3},{2,3},{2,4}} e existe uma quantidade ndo enumeréavel de
posigdes para o vértice 4. No centro, adicionamos a aresta {1,4}, e temos exatamente duas possiveis

posicdes para o vértice 4. A direita, adicionamos agora a aresta {3,4}, e temos uma Unica possibilidade.

Assim, se usamos uma Unica distancia distancia (d»4) para realizar z4, temos incontdveis solugoes,

mas se usamos duas (di4 e dag) ou trés (di4, daa € d34), teremos um ndmero finito de solucdes.

Observe que para o DMDGPgk, temos uma situagao tipica da figura (b): na ordem dada, temos duas
realizacdes possiveis para um vértice v, para cada realizacao dos vértices anteriores, jd que conhecemos
K distancias do vértice v aos seus predecessores imediatos. Portanto, assumindo uma realizacao dos
primeiros K + 1 vértices como parte dos dados de entrada, teremos duas possiveis posicdes para v 2,
quatro para vk43 € assim por diante, de forma que |X| = 2n—K-1 A situacdo fica mais interessante
quando temos arestas adicionais em E, isto é, se conhecemos valores extras de distancias além daque-

les exigidos no DMDGP. Tais valores podem, eventualmente, tornar algumas realizacdes infactiveis.

O algoritmo BP encontra todas as solucdes do DMDGP. A cada passo do BP, podemos localizar o -
ésimo dtomo em duas posi¢des z; e z.. Entretanto, alguma ou ambas as posi¢ées podem ser infactiveis,
com respeito a certas restricdes sobre as distancias. A busca se ramifica em todas as posicdes atébmicas

que sao factiveis com relacdo a todas as restricoes e, se uma posicao nao é factivel, ocorre a poda.

O algoritmo acima pode ser encontrado em [9] e leva em consideracao as duas posicdes para
0 quarto vértice, ou seja, o nimero de solucdes encontrado serd o dobro do nimero de realizacbes

incongruentes.

1.2.1 Sobre a “Dualidade” entre o DGP e o EDMCP

O problemas de completamento de matrizes de distancias euclidianas (EDMCP) estd, por sua na-

tureza matematica, correlacionado com o problema de geometria de distancias DGP.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 4



Introducao O DMDGP

Seguindo o raciocinio de Laurent (2009), em [6], "No EDMCP, é dada uma matriz parcial de dis-
tancias (isto é, certas entradas sdo desconhecidas) A, e desejamos obter como solucdo um par (Z, K),

onde A é um completamento simétrico de 4, K € N, tais que:

(a) A é uma matriz de distancias euclideanas em R¥ g;

(b) K é o menor valor possivel.

Em algumas aplicacdes a dimensao K é dada, e nos referimos ao problema como EDMCPg.

Conforme descrito nesta secdo, é possivel verificar-se a existéncia de uma dualidade entre o Pro-
blema de Geometria de Distancias (DGP) e o Problema de Completamento de Matrizes de Distancias

Euclidianas (EDMCP).

Segundo as explanacodes de Liberti e Lavor, em: [10], no que tange a solucdo de um DGP, emprega-
se um modelo generalizado para esse tipo de problema, a partir do qual procura-se por uma realizacao
em R¥, de um grafo simples, ponderado, n&o direcionado, G = (V, E, d), onde se assume, para evitar o

caso trivial, que n = |V| > K.

Assim, dado um inteiro positivo K e um grafo, simples, ponderado, ndo-direcionado, G = (V, E, d),

o Problema de Geometria de Distancias (DGP) questiona se existe uma realizacdo z : V — RF, tal que:

v{’u” 'U} € E: ||2Bu - 1121,||2 = d'czl,,m

onde a norma é assumida como sendo a norma euclidiana.

De acordo com os autores de [4], citados pelos autores de [10], "é facil perceber que o EDMCPg
estd fortemente relacionado com o DGPg: se z é uma realizacdo valida de G, entdo a matriz parcial de
distancias pode ser completada em tempo polinomial, e se A é um completamento véalido de 4, entdo
o grafo do DGP correspondente é um clique, cuja realizacdo em R* pode ser encontrada em tempo

polinomial."

Nesse sentido, segundo os autores de [10]: "Formalmente, temos dois operadores: M(G) = A
para um grafo G e sua matriz parcial correspondente A, e G(A) = G para uma matriz parcial A e seu
grafo correspondente G. E facil perceber que M oG = GoM = I, onde I é o operador identidade. Assim,
os grafos ponderados e as matrizes simétricas parciais sdo “duais” um do outro através das aplicacdes

MeG"

Para exemplificar tal correspondéncia, vamos considerar um exemplo. Seja G = (V, E, a) um grafo

& UFU-FAMAT-PROFMAT 5
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simples, ndo direcionado, onde V' = {vy, v2,v3,va}, E = {{v1, v2},{v1, 3}, {v2,v3}}, a : E — R, dada por

a(vs,v;) = a({vs,v;}) = |2 — 7|. Neste caso, obtemos a seguinte matriz para G:

Reciprocamente, G(A) = G = (V, E,a), onde V, E, a sao definidos como acima.

A partir das definicdes feitas anteriormente, percebemos que o DMDGPg estd fortemente conec-

tado a um EDMCPgk: cada instancia G = (V, B, d) do DMDGPk pode ser transformada em tempo linear

em uma instancia de um EDMCPg. Assim, dada uma instancia do DMDGPgk, definimos a forma padréo

da matriz parcial dos quadrados de distancias euclidianas @ do EDMCPg associado, como sendo a matriz

parcial Q = [dfj], tal que d;; é a distancia associada aos vértices ¢ = p(u) e j = p(v). Tal forma padrao

garante que todos os elementos do conjunto {dfj : ]2 — j] < K} sdo conhecidos. Assim, por exemplo, a

forma padrao de uma matriz parcial do EDMCP; associado a um DMDGP; com |V'| = 5, tal que apenas as

distancias necessarias pela definicdo do DMDGP, (trés vértices consecutivos induzem uma cligue) séo

conhecidas é a seguinte:

0 d3, di;
0 di
Q= 0

?7 7
d, 7
3, dis

0 di

0

onde omitimos os elementos abaixo da diagonal principal por se tratar de uma matriz simétrica.

1.2.2 Sobre o numero de solucées do DMDGP

Em [2] o Corolario 3.1.5 fornece uma importante propriedade sobre os completamentos das matri-

zes de distancias associadas a um DMDGP:

,_[ Teorema 1.1: (Corolario 3.1.5 em [2]) ]

para as distancias desconhecidas {d;; :

Considere uma instancia do ¥ DMDGP com n > K +2 pontos, tal que a distancia d1, do primeiro ao
Gltimo ponto é desconhecida e tal gue existe mais de um completamento para a matriz parcial de
distancias euclidianas @ = [d;;]. Entdo, com probabilidade 1, cada conjunto de valores possiveis

(z,7) # (1,n)} gera valores (possiveis) distintos para

& UFU-FAMAT-PROFMAT



Introducao O DMDGP

d1n. Ou seja, com probabilidade 1, nao existem completamentos distintos @1 e Q> de D tais que

Ql(l, n) = Qg(l, n)

Para exemplificar a utilidade do resultado acima, vamos considerar uma instancia de um DMDGP,

com n = 5 vértices e Ep = (. A matriz de distancias associada tem a forma padrao:

onde e indica valores de distancias conhecidos, e omitimos as entradas abaixo da diagonal por se tratar
de uma matriz simétrica. Existem dois valores distintos para a entrada @(1,4) que correspondem as
duas realizacdes incongruentes da 4-clique associada aos vértices 1,2,3,4. Analogamente, existem dois
valores distintos para a entrada Q(2, 5) que correspondem as duas realizagdes incongruentes da 4-clique
associada aos vértices 2,3,4,5. Logo temos quatro possibilidades para o par (Q(1,4),@(2,5)). Para cada
um destes pares existe um Unico valor para Q(1,5) que corresponde a realizagao da 5-clique associada
aos vértices 1,2,3,4,5, onde apenas Q(1,5) é desconhecida. Logo temos quatro possibilidades para
Q(1,5) e cada possibilidade estéd associada a um Unico par (Q(1, 4), @(2,5)). Podemos garantir que estes
quatro valores possiveis para Q(1,5) sdo distintos? De acordo com o teorema acima, eles sao distintos

com probabilidade 1.

Em [2] os autores apresentam um resultado sobre o nimero de solu¢cées de uma instancia G =

(V, E,d) de um DMDGPgk e a contagem serd feita a partir da matriz parcial do EDMCPg associado.

Seja @ = [dfj] a matriz parcial de quadrados de distancias do EDMCPg associado a um DMDGPy

dado. Devido a simetria, consideramos apenas: < j,parat,j=1,---,n.

Definimos a k-ésima diagonal (ou simplesmente k-diagonal) como o conjunto de elementos

Q(z,7) de Q que satisfazemj —¢t =k, parak =0,---,n — 1.

Chamaremos de (%, j)-submatriz principal de Q a submatriz Qi,j, de ordem j — ¢ + 1, dada por

(d%s)j ., ou seja, constituida pelas linhas 7 < r < j e colunas 7 < s < j de Q. Abaixo, uma matriz Q e,

r,$=1

& UFU-FAMAT-PROFMAT 7



Introducao O DMDGP

em destaque, uma (2, 7)-submatriz principal de @Q:

0 dii—&-l d%j d%n
I R
0
Q: 2 2
djflyj o djflyn
0 z,
0

Neste trabalho, iremos sempre considerar instancias que ocorrem com probabilidade 1, ou seja,
para cada entrada desconhecida na (K + 1)-diagonal, temos dois possiveis valores. Além disto, valores

distintos para a (K + 1)-diagonal geram valores distintos para a k-diagonal (k > (K + 2)).

Em [9], os autores provaram que, se a Ultima distancia d;, é conhecida, existe um Unico com-
pletamento para a matriz incompleta @ associada. Assim, dada uma distancia de poda d;; (ou seja,
{t,7} € Ep ), aplicamos tal resultado a (z, j)-submatriz principal de @ e concluimos que tal submatriz

admite um Unico completamento.

Antes de enunciarmos o resultado sobre a contagem do nimero de completamentos da matriz de

distancias associada ao DMDGPx vamos considerar um exemplo.

Considere uma instancia do DMDGP,, com 6 vértices, cuja matriz parcial de distancias associada

(na forma padrao) é:

onde e indica as distancias conhecidas.

Para cada 4-clique, associada as (%, + 3)-submatrizes principais, obtemos duas possibilidades

distintas para o elemento df}i+3 na 3-diagonal, ¢ = 1,2, 3, conforme indicado (em vermelho) abaixo:

& UFU-FAMAT-PROFMAT 8
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Considere agora uma posicao qualquer dfﬂ-H,z’ = 1,2, na 4-diagonal. Cada (¢,7 + 4)-submatriz
principal contém duas entradas da 3-diagonal e, ao todo, temos 4 combinacdes de possibilidades para
estas duas posicdes. Assim, para cada (2, ¢+ 4)-submatriz principal (de ordem 5), obtemos um valor para
dfﬂ-H. Tais valores sao distintos com probabilidade 1. Logo, temos 4 valores distintos possiveis para cada

posicao na 4-diagonal, conforme indicado abaixo:

Observe que, escolhido um valor de distancia para um elemento na 4-diagonal, os dois elementos
da 3-diagonal que deram origem a este valor ficam determinados (e vice-versa). Assim, ao considerar-
mos a (1, 6)-submatriz principal (que é a prépria matriz A), esta contém trés entradas da 3-diagonal e,
ao todo, temos 8 combinacdes de possibilidades para estas trés posicdes. Escolhida uma destas combi-
nacdes de possibilidades, os elementos da 4-diagonal desta submatriz estao determinados obtemos um

2
valor para df g.

Procedendo desta maneira obtemos, via principio multiplicativo, as seguintes possibilidades (dis-
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tintas) para cada entrada desconhecida:

Observe agora que, fixados (escolhidos) os elementos da 3-diagonal, os demais ficam determina-
dos, de acordo com o processo acima. Sendo assim, o total de completamentos distintos (com probabili-
dade 1) é igual a 8. Cada matriz completa esta associada a uma Unica realizacdo possivel em R2. Assim,

o total de realizacdes para a instancia, cuja matriz associada é a matriz 4 acima, é 8 = 23,

Vamos considerar agora uma instancia do DMDGP; com 7 vértices, cuja matriz parcial de distancias

B = 0 o o7
0 eo|e

0|e

0

Observe que conhecemos a entrada (1, 6) da matriz B. Logo, s6 teremos uma possibilidade para as
entradas (1,4),(3,6) (a entrada (2, 5) ja estéa fixada). De fato, de acordo com a andlise feita no exemplo
anterior aplicada a (1, 6)-submatriz principal, o nimero de possibilidades para a entrada (1, 6) é o produto

das possibilidades para cada elemento do conjunto {(1,4), (2, 5), (3,6)}, como destacado abaixo:
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Continuando o raciocinio, como o conjunto de entradas {(1,5),(3,6)} da 3-diagonal esta unica-

mente determinado, obtemos uma Unica possibilidade para as entradas (1,5) e (2, 6).

Para a entrada (4, 7), obtemos duas possibilidades distintas que correspondem as duas realizagdes
incongruentes da 4-clique associada aos vértices 4,5,6,7. Consequentemente, via principio multiplica-
tivo, temos também duas possibilidades para cada entrada restante na sétima coluna (basta multiplicar
as possibilidades para os elementos da 3-diagonal na (z,7)-submatriz correspondente, ¢ = 1,2, 3,4).

Resumindo, obtemos as seguintes possibilidades para o completamento de B (em vermelho):

(0 o o 1 1 o 28]
0 ¢ ¢ o 1 2!
0 ¢ o 1 2!
B= 0 ¢ o 21
0 o @
0 e

| 0_

Portanto, temos 2 completamentos distintos para B e, consequentemente, duas realiza¢des incon-

gruentes em R3.

Finalizaremos com um ultimo exemplo. Para uma matriz parcial de quadrados de distancias @,
associada a um DMDGP; com |V| = 8, onde Ep = 0 obtemos as seguintes possibilidades para cada

entrada desconhecida de D:
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O teorema a seguir, que pode ser encontrado em [2], generaliza as ideias acima.

,_[ Teorema 1.2: (Teorema 3.1.10 em [2]) ]

Dada uma instancia de um ¥DMDGP, G = (V, E,d), com |V| = n, considere a matriz parcial D
do EDMCPy associado, dada de acordo com a ordem em V que garante que todas as distancias
d;j, com | — j| < K, sdo conhecidas (a matriz D = [d;;] estd na forma padrao). Assim, com

probabilidade 1, temos que:

1. Se o valor de uma entrada d;;, com |« — j| > K + 2, é conhecido, entdo existe apenas um

completamento para a (¢, 7)-submatriz principal bi,j.

2. Existem no méximo 2 possiveis valores reais distintos para cada entrada desconhecida
dooy(x+1) £ = 1,...,n — (K + 1), na (K + 1)-diagonal da matriz incompleta D = [d;;].
Mais ainda, existird exatamente um valor possivel para uma certa entrada desconhecida

dge+(K+1) S € somente se, existir uma entrada conhecida d;; com ¢ <£ < £+ (K +1) <j.

3. Se uma (4, 7)-submatriz principal D; ; é tal que todas as distancias na (X + 1)-diagonal s&o

conhecidas, entao existe um Unico completamento possivel para D ;.

4. O ndmero de possibilidades distintas para uma entrada desconhecida d;; de D, com |¢ — 3| >
K+2, éigual ao produto do nimero de possibilidades para cada elemento da (K +1)-diagonal

da submatriz principal D; ;.

Finalizamos esta secdo, destacando que os resultados sobre o nimeros de solucdes de um DMDGP
apresentados acima, possuem uma versao que utiliza a Teoria de grupos e pode ser encontrado em
[12]. Esta abordagem foge um pouco do objetivo principal deste trabalho, que é o tratamento “dual” do

DMDGP e por este motivo preferimos fazer a “contagem” a partir das matrizes de distancias.
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1.3 Determinantes de Cayley-Menger

Segundo Blumenthal (1953), citado por Havel em [5]: “A Geometria de Distancias pode ser definida
como a classificacdo e o estudo de espacos geométricos através dos significados das métricas que

podem ser neles definidas.”

Neste contexto, os determinantes de Cayley-Menger desempenham um papel de grande impor-

tancia no estudo dos espacos euclidianos.

Definimos o bideterminante de Cayley-Menger associado as sequéncias de pontos 7;,, ..., P;_
e Pj,...,P;,, emalgum espaco euclidiano, por
0 1 1
1 42 . ... 42 .
CM(i1, ..y inidty- - dn) = | 0 e (1.2)
2 2
odi ;o b,
onde dfj = ||P — Pj||2. Quando as sequéncias de pontos sdo as mesmas, escrevemos simplesmente
CM(z1,...,%n) € nos referimos a este determinante como o determinante de Cayley-Menger associ-
ado ao subconjunto de pontos F; , ..., P, . Assim, temos:
0 1 1
0 e,
CM(%1,-..,%n) = . ' A (1.3)
1 d& 0

. - " (=1)" . :
Devido ao significado geomeétrico, alguns autores acrescentam o fator 1 na definicao acima.
Para fazer uso deste artificio e evitar confusdes futuras, definimos:
) . . (-1)" ) . .
D(#1,---s%n; J1y---1Jn) = 1 CM(%1,-- %0} J1y---2Jn); (1.4)
: . (-1)" . .
D(#1,-.-,%n) = CM(%1,.--,%n); (1.5)

271,—1

e quando utilizarmos a notacao CM iremos dizer (bi)determinante de Cayley-Menger com sinal.

Para nos familiarizarmos com os determinantes de Cayley-Menger, observemos inicialmente que,
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Introducao Determinantes de Cayley-Menger

para um par de pontos {P;, P}, em algum espaco euclidiano, vale:

0 1 1
D(12):1 1 0 42 |=d°
) 2 12 12-
1 d3, 0

Logo, D(%, j) é igual ao quadrado da distancia entre os pontos P; e P;.

Para trés ou mais pontos, vamos considerar o simplex A com vérticesem P,..., Py (K > 2) e
P; = (z1,...,T) € R*, 1 <4 < (k+1). Odeterminante D(1,2,...,k + 1) é proporcional ao quadrado do

k-volume do simplex definido por estes k + 1 pontos.

Ainda, para trés pontos F;, P;, Py, o bideterminante D(%, j; ¢, k) € igual ao produto interno entre os

vetores (P; — P;) e (P, — P;).

Mais detalhes e outros significados geométricos relacionados a tais determinantes podem ser en-

contrados em [2].

Uma consequéncia direta dessa propriedade é que, dados trés pontos distintos P;, P», P; ndo co-
lineares, para determinar se ao adicionarmos quarto ponto P, a este conjuntos de pontos, tal conjunto
ainda é imersivel em R?, é suficiente verificar se o determinante de Cayley-Menger calculado sobre esses

quatro pontos é nulo, ou seja, CM(Py, Py, P3, P;) = 0.

Em [3] podemos encontrar condicdes necessdrias e suficientes para a imersibilidade de pontos em

R¥, a partir dos determinantes de Cayley-Menger.

1.3.1 Aplicacoées ao EDMCP,

As demonstracdes ou referéncias para os resultados enunciados nesta secao podem ser encontra-

das em [2], na secao 2.3.

Considere uma matriz parcial de distancias de um EDMCP, associado a um DMDGP, tal que a

distancia di4 € desconhecida. Facamos § = d2, e consideremos a matriz @ dos quadrados das distancias:

0 d?, d3; ¢
d, 0 di; di
3 di 0 di
§ di, di; 0
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Introducao Determinantes de Cayley-Menger

A equacdo quadratica CM(Q,d) = 0 (os valores de ¢ que anulam CM(Q)) tem solugdo real se,
e somente se, Q é uma matriz de distancias euclidianas em R?. Neste caso, ela tem duas solu¢des

distintas 61, 62, que sdo dois valores validos para a distancia desconhecida d2,.

Este resultado acima continua vélido se considerarmos a realizacdo em R¥ de uma quase-clique
(uma cligue com uma aresta faltante) sobre K + 2 vértices de um DMDGPg. Enfatizamos a dependéncia
do niimero de vértices em relacdo ao espaco euclidiano R¥, isto é, para uma quase-clique sobre K + r
vértices, r > 3, o resultado n&o é valido (e tal caso serd tratado mais adiante). E essencial que tenhamos
r = 2. No caso K = 2, cada possibilidade para a distancia desconhecida dé origem a duas realizacbes

em R2. Illustramos os casos K = 2 na Figura 1.2.

v
v3 4 v3
U4 Va
v1 V1
v2 v2 v2
(a) Uma quase-clique sobre 4 vérti- (b) Se exigimos 3-volume nulo, ima- (c) Obtemos duas posi¢cdes de
ces. A principio, sabemos que pode- gine que v4 pode se mover, “preso”a modo a obter 3-volume nulo (rea-
mos realizar os 4 vértices no espaco. vy € V3. lizacdo em R?), que correspondem

aos dois possiveis valores de d;s.

Figura 1.2: Uma quase-clique sobre 4 vértices admite duas realizacdes incongruentes no plano.

Considere agora uma matriz parcial de distancias associada a uma instancia de um DMDGP, tal
que apenas a distancia di5 é desconhecida. Seja @ a matriz dos quadrados das distancias e facamos

d3;, 0 d3; di, di
Q= d%l d%z 0 d§4 d%s

dy di, di; 0 di

Entdo, a equagado quadratica CM(Q, §) = 0 tem uma Unica solugao real, que é o Unico valor vélido para

a distancia desconhecida d;s.

O resultado acima também é vaélido se considerarmos uma matriz de distancias de ordem n com
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n > 6. Ou seja, se consideramos uma matriz parcial de distancias Q = [dfj] associada a uma instancia de
um DMDGP, tal que apenas a distancia d;, é desconhecida e fazemos § = d?, ent&o, a equagéo quadra-

tica CM(Q, d) = 0 tem uma Unica solugdo real, que € o Unico valor vélido para a distancia desconhecida

din.

No préximo capitulo veremos uma aplicacdo muito importante dos determinantes de Cayley-

Menger na deducdo das férmulas de bilateracdo, que sao o foco principal do nosso trabalho.
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CAPITULO 2

Bilateracao

Dada uma insténcia de um DMDGP;, com |V| = n e Ep = 0, vimos que podemos associar a ela uma
matriz incompleta de distancias @ = [d;;], onde as entradas d?j com |z — j| > 3 sdo desconhecidas. Neste
capitulo, apresentaremos uma formulacdo que nos permitird colocar o quadrado de uma distancia dfj

desconhecida, em fungao do quadrado da distancia d?¢+1r paracada: € {1,2,...,n—3},j € {1+ 3,n}.

. - == .
Denotaremos por p; o vetor posigao de um ponto P; (no plano euclidiano), e por p; ; o vetor P, P;. Seja

0 1 1
1\"|1 o0 a .,
D(1,...,n) =2 <—2> ’ (2.1)
1 di,l 0
o determinante de Cayley-Menger da sequéncia de pontos P, ..., P,, onde di s = ||p¢ — pxl|.

Lembramos algumas propriedades geométricas dos determinantes de Cayley-Menger apresenta-

das no capitulo anterior:

+ O valor absoluto de D(iy,...,%,) é igual a (n — 1)!? vezes o quadrado do hipervolume do simplex

gerado pelos pontos F;,,..., P, em R?L
* D(11,12; 71, 72) é equivalente ao produto interno entre os vetores p;, ;, € D, ;..

* D(%,7) é o quadrado da distancia entre P; e P;.

O problema da bilateracdo em R? consiste em encontrar posicdes factiveis para o ponto Py, dadas

as distancias de P, até dois outros pontos, digamos P; e P;, cujas posigdes sdo conhecidas. Entdo, de
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acordo com a figura 2.1, o vetor posicao da projecao ortogonal de P, sobre a reta por P; e P; pode ser

expresso como [14]:

Figura 2.1: Pontos no plano e vetores posicao no sistema de coordenadas dado.

D(s, k)
D(z,7)

D(i, j;1, k)
D(z,5)

p=p;i+ cos 8(p; — p;) = p; + (p; — pi) (2.2)

Além disso, a posicao do vetor P, pode ser expressa como:

D(%, 5, k)

Pr=pt D, 5) S(p; — i), (2.3)

onde o sinal de + aponta para as duas localizacdes simétricas possiveis para P, em relacao a

reta determinada pelos pontos P; e P;, e S € dado por:

Entao, substituindo 2.2 em 2.3 e expressando o resultado na forma matricial, obtemos [14]:

(pr — p:i) = Ziju(p; — pi) (2.4)

1 D(i,5;1, k) F+/D(3,5,k)

— é dita matriz de bilateracao.
D(.3) | £/D(,7,k)  DG,5:4k)

onde Zijk =

a -b
O produto de matrizes de bilateracdo é comutativo, visto que as matrizes do tipo , formam
b a

um grupo abeliano (matrizes ortogonais). Além disto, pode ser verificado [14] que se v = Zw, onde Z é
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uma matriz de bilateracao, entao
][> = det(Z)||w|? (2.5)

Podemos colocar Z;;, em fungdo apenas das distancias entre os pontos P;, P;, P, conforme [13]:

1 . D(3,7) + D(i,k) — D(j, k) —4A
2D(i:j) 4A¢]‘k D(i,j)—l—D(i,k)—D(j,k)

, (2.6)

onde Aiji = £ v/(D(5,5) + D(i, k) + D(5, k))* — 2D (5,3)% + D(5, k) + D(j, k)?). Em [13], 0s au-
tores destacam algumas propriedades importantes das matrizes de bilateracao. Seja I a matriz identi-

dade de ordem 2. Temos 6 férmulas de bilateracdo possiveis no triangulo com vértices em B, P;, Py:

Dik = ZijkDij (2.7)
Djk = L5:ikDji (2.8)
Dij = ZikjDik (2.9)
Dk = ZkjiPk,j (2.10)
Pk,j = Zkij P (2.11)
Dji = ZjkiDj k- (2.12)

A partir das equagbes acima, podemos obter as seguintes propriedades [13]:

L. Ziyy =1 — Zjir,
2. ZijrZi; = 1,
3. Zijk = —Zkjidjik-

A partir de identidades como acima, podemos aplicar a propriedade 2.5 para relacionar distancias

desconhecidas com distancias dadas.

Por exemplo, vamos considerar dois triangulos com uma aresta em comum, como na Figura 2.2:
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Py
Py

P; P;

Figura 2.2: Dois triangulos com uma aresta em comum.

Observe que, aplicando duas bilateragdes consecutivas, podemos obter p; , em termos de p; ;:
Dit = ZiktDike = ZikeZijkDi,5- (2.13)

De fato, qualquer vetor definido por dois pontos no conjunto {P;, P;, Px, Py} pode ser expresso em funcao

de p; ;, por matrizes de bilateragao. Por exemplo:
Pje = Pit — iy = (ZiweZijr — I)pij,
e pela propriedade 2.5, obtemos:

d?,l = det(Zing@'k — I)dij.
Podemos generalizar este procedimento para uma “faixa” de tridangulos tal que dois triangulos consecu-

tivos compartilham uma aresta. Este é o caso tipico de um grafo que representa um DMDGP,.

2.0.1 Bilateracoes Sucessivas Aplicadas ao DMDGP,

Em [2] os autores apresentam férmulas de bilateracao que podem se aplicadas ao DMDGP,; com
0 objetivo de antecipar “podas” no algoritmo BP e assim, acelerar o processo de obtencdo da solu-
¢do. Assume-se que a cada nivel do algoritmo, um certo nimero de solucées parciais é obtido pelo BP,
e através das féormulas de bilateracdo apresentadas, um teste de poda (futura) pode ser antecipado,
eliminando solugdes infactiveis em um nivel inferior ao nivel em que ocorreria a poda na formulacao

tradicional.

Neste trabalho, o nosso objetivo é completar a matriz de quadrados de distancias @ associada a
um DMDGP,, utilizando-se apenas os valores de distancias conhecidos. Trataremos de instancias onde

Ep = 0 e desejamos obter todas as possiveis matrizes completas.

Na matriz incompleta de distancias de um DMDGP,, utilizando bilateracées sucessivas, é possivel

determinar D(I,m) (o quadrado da distancia entre dois pontos P, e P,,) em fungdo dos quadrados de
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distancias que estao na 1-diagonal ou 2-diagonal da matriz incompleta de distancias, ou seja, valores de

distancia conhecidos (pelas hipéteses do problema).

Para exemplificar essa técnica de calculo, vamos inicialmente considerar alguns casos mais sim-

ples.

Bilateracao para o caso |V| =4

Considere uma instancia de um DMDGP;, com |V| = 4 e Ep = 0. A matriz incompleta de quadrados

de distancias Q tem apenas uma entrada desconhecida: Q(1,4) = D(1,4) = d3,.

Vamos aplicar bilateragdes sucessivas para expressar D(1,4) em fungao de D(1,2), supondo co-
nhecidas as distancias: D(1,2), D(1,3), D(2,1), D(2,3), D(2,4), D(3,1), D(3,2), D(3,4), D(4,2), D(4,3).

Com o intuito de alcancar esse objetivo, considere a seguinte soma vetorial

P1a = P12 + P23 + D3a (2.14)

P1

P4

Figura 2.3: Vetor p;4, como uma soma vetorial de p;3, p23 € p3s.

Utilizando as férmulas de bilateracao em 2.7 obtemos:

P23 = Z213P21 = P23 = — 421312 (2.15)
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D34 = Z324P32 = P3a = —4324P23 (2.16)

Substituindo-se 2.15 e 2.16 na equacao 2.14 obtemos

D1a = P12 + P23 — Za2aDas = P12 + (I — Z30a)P23 = P12 + (I — Z324)(—Z213D12) (2.17)
Portanto
P1a = P12 — (I — Z324) Z213D12 (2.18)
Ou seja:
p1a = (I — (I — Z324)Z213)P12 (2.19)

Agora, aplicando a propriedade 2.5 obtemos a seguinte expressdo, que relaciona D(1,4) com
D(1,2):
D(1,4) = det(I — (I — Z324)Zgl3)D(1,2) (220)

Observe que nas matrizes Z,,, que aparecem na expressao acima, todas as entradas sao valores
de distancias conhecidos. Uma vez que existem duas possibilidades para cada matriz de bilateracao do
tipo Z,4r (sinal da entrada Ap,,) entdo a equagao 2.22 retorna 4 possibilidades de valores para D(1, 4),

sendo apenas dois valores distintos. Esta repeticao de valores ocorre devido a simetria das solugoes.

Com o intuito de determinar os valores distintos para D(1,4), torne fixo o sinal de As13 em Zay3,
por exemplo, tomando o sinal negativo, e varie apenas o sinal de A3y em Zzz4. Geometricamente isto
equivale a fixar a posicéo do tridngulo de vértices Py, P», P; em R2. Também poderiamos fixar o sinal de

Aszos em Zaos, 0 que corresponde a fixar a posicdo do tridngulo de vértices Ps, P3, P, em R?.

Bilateracdao para o caso |[V| =5

Considere uma instancia de um DMDGP;, com |V| =5 e Ep = 0. A matriz incompleta de quadrados

de distancias @ tem as seguintes entradas desconhecidas: D(1,4), D(2,5) e D(1,5).
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Vamos aplicar bilateragdes sucessivas para expressar D(1,5) em fungédo de D(1,2) e D(2,5) em
funcao de D(2,3), supondo conhecidas as distancias: D(1,2), D(1,3), D(2,1), D(2,3), D(2,4), D(3,1),
D(3,2), D(3,4), D(3,5), D(4,2), D(4,3), D(4,5), D(5,3) e D(5,4).

J& conhecemos a expressao para D(1,4) em fungdo de D(1,2) (veja 2.20). Podemos obter de forma

andloga, uma expressdo para D(2,5) em funcdo de D(2, 3), considerando a soma vetorial

P25 = P23 + D34 + D45 (2.21)

E facil perceber que vale a relacdo

D(2, 5) = det(I — (I — Z435)Z324)D(2, 3) (2.22)

Com o intuito de obter D(1,5) em fungéo de D(1,2), considere a seguinte soma vetorial

P15 = P12 + P23 + P3a + Pas (2.23)

P1

P2 P4

Figura 2.4: Vetor p;5 como soma vetorial de pi2, pas, P34 € Das5.

Por outro lado, temos

D23 = Z213DP21 = P23 = —4213P12 (2.24)

D34 = Z324P32 = P34 = — 432423 (2.25)
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D45 = Z435P43 = Pas — —L435P34 (2.26)

Substituindo-se as expressdes 2.25 e 2.26 na equacao 2.23, obtemos:

P15 = P12 + P23 + P3s — ZazsPaa = P12 + P2z + (I — Zaszs)Daa (2.27)
Assim,
P15 = P12 + P23 + (I — Zazs)(—Z32ap23) = P12 + P23 — (I — Zazs) Z324D23 (2.28)
Ou seja:
P15 = P12 + (I — (I — Zazs)Z324) D23 (2.29)

Finalmente substituindo 2.24 na equacao: 2.29, obtemos:

P15 = P12 + (I — (I — Zuzs)Z324)(—Z213p12) = P12 — (I — (I — Za35)Z324) Z213D12 (2.30)

Portanto

P15 = (I — (I — (I — Za3s)Z324) Z213)P12 (2.31)

Consequentemente vale a relacao

D(1,5) = det(I — (I — (I — Z435)Z324)Zg]_3)D(1,2) (232)

Uma vez que existem duas possibilidades (sinal de A,4,) para cada matriz de bilateracao Z,4,, ob-
temos 8 possibilidades de valores para D(1,5). Com o intuito de determinar apenas os valores distintos

para D(1,5), torne fixo o sinal de A2;13 em Zz;3, por exemplo, tomando o sinal negativo.

A questdo que surge é: como os valores obtidos para D(1,4), D(2,5) e D(1,5) estao relacionados
para obtermos cada uma das quatro matrizes completas de distancias que sado as solucdes factiveis para

o problema?
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Pelo Teorema 1.2 na segdo 1.2, para cada valor de D(1,5) corresponde um Unico completamento
da matriz D. Assim, cada par de distancias {D(1,4), D(2,5)} estd associado a uma Unica possibilidade

de distancia D(1,5). Vamos revisitar as formulas de bilateragdo obtidas:

D(1,4) = det(I — (I — Z324)Z213)D(1, 2)
D(2, 5) = det(I — (I — Z435)Zgg4)D(2, 3)
D(l, 5) = det(I — (I — (I — Z435)Z324)2213)D(1, 2)
A correspondéncia entre as possibilidades obtidas para um dado par de distancias é feita partir da

analise da sequéncia de sinais no termo A,,, nas matrizes Z,,, comuns as duas expressdes para este

par de distancias. Veja as tabelas a seguir

Z213 | Z32a | Zas3s Z213 | Z32a | Zas3s
Daa) | - | - D8 | - | +
D(2,5) S - D(2,5) |-
pws) | - | - | - pLs) | - | + | -
Z213 | Z324 | Za3s Z213 | Z324 | Zas3s
D(1,4) | - - D(1,4) | - +
D(2,5) - + D(2,5) + +
D(1,5) - - + D(1,5) - + +

Tabela 2.1: Correspondéncia entre distancias calculadas, para completamento da matriz de distancias D.

Observe que optamos por fixar o sinal de Z»13. Ao variar este sinal obtemos mais 4 solucdes idén-
ticas as solucdes obtidas acima. A variacdo de sinal em Z3,4 corresponde as duas posicdes simétricas de
P, em relacdo a reta por P, e P; e a variacdo de sinal em Z,35 corresponde as duas posicdes simétricas

de Ps em relacao a reta por P; e Py.

Bilateracao para o caso |[V| =6

Considere uma instancia de um DMDGP;, com |V| = 6 e Ep = 0. A matriz incompleta de quadra-
dos de distancias @ tem as seguintes entradas desconhecidas: D(1,4), D(2,5), D(3,6), D(2,6), D(1,5) e
D(1,6).

Vamos aplicar bilateracdes sucessivas para expressar tais valores em funcao dos valores conheci-

dos na 1-diagonal e na 2-diagonal da matriz incompleta de distancias.

Por analogia aos célculos das expressdes para D(1,4) e D(2,5), podemos obter uma expressao
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<5

Figura 2.5: Reflexdes em termos da variagao do sinal em Z,,.

para D(3,6). A partir da soma vetorial

P36 = P34 + Pas + Ds6 (2.33)

E facil perceber que vale a relacdo

D(3, 6) = det(I — (I — Z546)Z435)D(3,4) (2.34)

Da mesma forma, por analogia aos calculos da expresséo para D(1,5) podemos obter uma expres-

sdo para D(2,6). A partir da soma vetorial

P26 = P23 + P34 + Pas + Ds6 (2.35)

E facil perceber que vale a relacéo

D(2, 6) = det(I — (I - (I - Z545)Z435)Z324)D(2, 3) (2.36)

Com o intuito de obter D(1, 6), considere a seguinte soma vetorial

P16 = P12 + P23 + P3a + Pas + Ds6 (2.37)
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P1

Figura 2.6: Vetor p;g como soma vetorial de pi2, p23, P34, Pas € Pss-

Por outro lado, temos:

D23 = —Z213P12 (2.38)
D3s = —Z324P23 (2.39)
Das = —Za35P34 (2.40)
Ps6 = —Z5a6P4s (2.41)

Assim, obtemos
D16 = P12 + P23 + P34 + Pas — ZsagPas = P12 + P23 + Paa + (I — Zrae)pas (2.42)

E logo,

P16 = P12 + Doz + P3a + (I — Zsas)(—ZazsP3s) = P12 + P23 + P3a — (I — Zsag) Zasspsa (2.43)
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Ou seja,

P16 = P12 + P23 + (I — (I — Zsa6)Za35)p3a (2.44)

E assim,

P16 = P12 + P23 + (I — (I — Zsae) Zazs)(—Z32ap23) = P12 + P2z — (I — (I — Zsas)Za3s) Z324D23 (2.45)

Ou seja:

P16 = P12 + (I — (I — (I — Zs46) Z435)Z324) D23 (2.46)

Finalmente,

P16 = P12+ (I — (I — (I — Zsae) Zazs) Zsoa)(—Zo13p12) = P12 — (I — (I — (I — Zsae) Zass) D324) Zo13p12 (2.47)

E portanto,

P16 = (I — (I — (I — (I — Zsae)Z435)Z324) Z213)P12 (2.48)

Assim, obtemos uma express&o que relaciona D(1,6) com D(1,2) e todas as matrizes Z4, envol-

vidas estdao determinadas (valores conhecidos de distancias):

D(1,6) = det(I — (I — (I — (I — Zsae) Fass) Faza) Za13) D(1, 2) (2.49)

Existem duas possibilidades para cada matriz Z,,, e assim, obtemos 16 possibilidades de valores
para D(1,6). Com o intuito de determinar apenas os valores distintos para D(1,6), torne fixo o sinal de

Zrag, por exemplo, tomando o sinal negativo.

A correspondéncia entre as possibilidades obtidas para um dado par de distancias é feita partir da

analise da sequéncia de sinais no termo A,q, nas matrizes Z,,, comuns as duas expressdes para este
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par de distancias. Veja as tabelas a seguir

Z213 | Z32a | Zuzs | Jsas Z913 | Z324 | Za3s | Zsas
D(1,4) - - D(1,4) + -
D(27 5) - - D(21 5) - -
D(37 6) - - D(B: 6) - -
D(1,5) - - - D(1,5) + - -
D(2,6) - - - D(2,6) - - -
D(1,6) - - - - D(1,6) + - - -
Z213 | Z32a | Zazs | Zsas Zo13 | 4324 | Za3s | Zsas
D(1,4) - + D(1,4) + +
D(2,5) + - D(2,5) + -
D(3’ 6) - - D(S: 6) - -
D(1,5) - + - D(1,5) + + -
D(2,6) + - - D(2,6) + - -
D(1,6) - + - - D(1,6) + + - -
L9013 | Z324 | Zazs | Lsae Z213 | Z32a | Za3s | Zbas
D(1,4) - - D(1,4) + -
D(2,5) - + D(2,5) - +
D(3,6) + - D(3,6) + -
D(1,5) - - + D(1,5) | + - +
D(2,6) - + - D(2,6) - + -
D(1,6) - - + - D(1,6) | + - + -
Zo13 | Z3o4 | Zuss | Zbas Z213 | Z324 | Za3s | Zbas
D(1,4) - + D(1,4) | + +
D(2,5) + + D(2,5) + +
D(3,6) + - D(3,6) + -
D(1,5) - + + D(1,5) | + + +
D(2,6) + + - D(2,6) + + -
D(1,6) - + + - D(1,6) | + + + -

Tabela 2.2: Correspondéncia entre distancias calculadas, para completamento da matriz de distancias D.

Observe que fixamos o sinal de Z,;3. Ao variar este sinal obtemos mais 8 solucdes idénticas as
solucdes obtidas acima. A variacdo de sinal em Z3,, corresponde as duas posicdes simétricas de P, em
relacao a reta por P, e P;, a variacao de sinal em Zs35 corresponde as duas posicdes simétricas de Ps
em relacdo a reta por P; e P, a variacdo de sinal em Zx44 corresponde as duas posicdes simétricas de P;

em relacdo a reta por P, e .

Bilateracdao para o casogeral |V|=n,ncN/n>5

A partir dos resultados obtidos até aqui, torna-se possivel determinar uma férmula geral de bilate-

ragao que permita expressar uma entrada D(l, m) de uma matriz parcial de quadrados de distancias @
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em fungdo de uma entrada D(l, k) que seja previamente conhecida.

Considere uma instédncia de um DMDGP,, com |V | = n e Ep = 0. A matrizincompleta de quadrados

de distancias @ tem as seguintes entradas desconhecidas: {Q(z¢,7) = D(%,7) = dfj tli—g| > 3}

Vamos aplicar bilateracdes sucessivas para expressar tais valores em funcao dos valores conheci-

dos na 1-diagonal e na 2-diagonal da matriz incompleta de distancias.

Visando expressar D(l,m) em funcédo de D(l,l +1),onde! +2 <m < nel > 1, vamos considerar

a soma vetorial:

Dim =Dii+1 T Dit1i42 + -+ Pm—1m

Vamos aplicar bilateracdes sucessivas para expressar tais valores em funcao dos valores conheci-

dos na 1-diagonal e na 2-diagonal da matriz incompleta de distancias.

2 Pun«h P y
P‘ Pn
pwl+3‘.
P Pima
(+1) (m-3) F" -
Figura 2.7: Vetor p;,,, como soma vetorial de p;;y1,Pi41,042+- - - Pm—1,m-
Observe que:
Dit1i42 = —Zi41,1,1+2D1,1+1 (2.50)
Di42,143 = —Zi42,1+1,1+3PI+1,1+2 (2.51)
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Pm—2m—1= —4m—2,m—3,m—1Pm—3,m—2 (2.52)
DPm—-1m = —4dm—1,m—2,mPm—2,m—1 (2.53)

Assim, obtemos
Pim =T —T -~ - Zm-1,m—2m)m—2m—3m—1) " )b1+2,41,1+3) Z141,1,1+2)PLi+1 (2.54)

Assim, obtemos uma expressao que relaciona D(l,m) com D(1,! + 1), onde todas as matrizes
de bilateracdo Z,4, envolvidas estao determinadas (valores conhecidos de distancias nas 3-cliques de

vértices consecutivos):

D(l,m)=det(I-(I-(I - - Zm-1,m—2m)Zm—2m—-3m—1) " ) di+20+1,+3) Z1+1,,1+2)D(l,1 +1) (2.55)

Existem duas possibilidades para cada matriz Z,,, e assim, obtemos 2™ "1 possibilidades de
valores para D(I,m). Com o intuito de determinar apenas os valores distintos para D(l, m), torne fixo o

sinal de Z;41,,+2, por exemplo, tomando o sinal negativo.

A correspondéncia entre as possibilidades obtidas para um dado par de distancias é feita partir da
analise da sequéncia de sinais no termo A,q, nas matrizes Z,,, comuns as duas expressdes para este

par de distancias.

A partir dessa linha de raciocinio, torna-se possivel determinar um algoritmo de bilateracdes suces-
sivas que permite obter todos os completamentos de matrizes de distancias associadas a um DMDGP;.

Este sera o assunto do préximo capitulo.
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CAPITULO 3

Um Algoritmo para o Completamento de

Matrizes

3.1 Um Exemplo com n=6

Vamos inicialmente considerar uma matriz de distancias euclidianas satisfazendo as hipéteses
minimas que caracterizam um DMDGP,, isto é, apenas as distancias associadas a 3-cliques de vértices

consecutivos sao conhecidas.

Para construir tal exemplo, iremos gerar aleatoriamente seis pontos em R?, e gerar uma matriz

completa de distancias euclidianas, de ordem 6.

Em seguida, serdo apagadas as distancias: D(1,4), D(1,5), D(1,6), D(2,5), D(2,6), D(3,6) e suas
respectivas correspondentes simétricas em relacao a diagonal principal, gerando a matriz incompleta
de quadrados das distancias que, por sua vez, . Aplicaremos as técnicas apresentadas no Capitulo
2 para obter todos os completamentos desta matriz. Obviamente, um destes completamentos deve

corresponder a matriz completa original.

Utilizamos o software Mathematica (Wolfram) para gerar aleatoriamente os 6 pontos em (—1, 1) x

(—1,1) C R?, conforme disposto na tabela a seguir:
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Um Exemplo com n=6

Pontos de R?

Abscissas (x)

Ordenadas (y)

P —0, 690547512 0,579518616
P, 0,301948011 0,014017642
P —0, 79949002 0,045352757
P, 0,86261934 0,37353617
Py —0, 856445835 0, 949556649
PBs 0, 524868429 —0, 038504527

A matriz completa de quadrados das distancias euclidianas associada a estes seis pontos é dada

por:

0
1,304838715
0,297201635
2,454756038
0, 164450399
1,859188513

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912
2,217109535
0, 052452091

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
1,760957345

drao de uma matriz associada a um DMDGP5:

2, 454756038

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0,283853214

0, 164450399
2,217109535
0, 820828643
3,286984669
0
2,88429398

1,859188513

0,052452091

1,760957345

0,283853214

2,88429398
0

Agora consideramos a seguinte matriz parcial de quadrados das distancias, que tem a forma pa-

0 1,304838715 0,297201635 0 0 0
1,304838715 0 1,214147626 0,443605912 0 0
0,297201635 1,214147626 0 2,870311879 0,820828643 0

0 0,443605912 2,870311879 0 3,286984669 0,283853214
0 0 0,820828643 3,286984669 0 2,88429398
0 0 0 0,283853214 2,88429398 0

onde os zeros fora da diagonal principal correspondem a valores desconhecidos de distancias.

A sequir, aplicaremos as técnicas de bilateracdes sucessivas e, ao final, obteremos todos os com-

pletamentos possiveis para a matriz acima.

Uma vez que a matriz de distancias euclidianas é simétrica em relacdo a diagonal principal, proce-

deremos ao completamento das entradas que estao acima da diagonal principal. As entradas abaixo da
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diagonal principal serao completadas imediatamente, por simetria.

Sob essas condigdes, a sequéncia de quadrados de distancias D; ; a serem calculadas, é dada por:

Linha Valores de D, ; a calcular

1 D(1,4), D(1,5), D(1,6)
2 D(2,5), D(2,6)
3 D(3,6)

Iremos completar a matriz por colunas sempre do elemento da linha mais inferior até o elemento

da primeira linha. Assim, nossa sequéncia de célculos sera a seguinte:

D(1,4) — D(2,5) — D(1,5) — D(3,6) — D(2,6) — D(1,6)

3.1.1 Calculo dos valores possiveis para D(1,4)

Sejam M, e m4 cada uma das duas possibilidade de sinais do termo A,y na matriz Z,,, que surge
nas férmulas de bilateracdes, conforme demonstrado no capitulo anterior. Assumiremos que M é o sinal
positivo e m é o sinal negativo. Aplicando-se bilateracdes sucessivas aos pontos P;, P,, P; e P, existem
dois valores distintos possiveis para D(1,4), que correspondem a duas sequéncias de sinais na férmula

de bilateracao:

D(1,4) (s, 0,) = det(I — (I — Z354)Z53)D(1,2) (3.1)

D(1,4)pymy) = det(I — (I - Z44)Z53)D(1,2) (3.2)

Aplicando as definicdes para os calculos das matrizes Z,,, contidas nas equagdes: 3.1 e 3.2, obte-

mos:
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Possibilidades para Z,,. no calculo de D(1,4):

Possibilidade 1:

s 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Z5 0,851364 -0,453515
0,453515 0,851364

Possibilidade 2:

s 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Z5s 0,851364 0,453515
-0,453515  0,851364

Procedendo aos calculos indicados pelas equacdes: 3.1, 3.2, obtemos:

Valores possiveis para D(1,4):

D(1,4)[M2M1] 2,45476

D(1,4) (Mama] 3,26101

Observe que fixamos o sinal positivo para a matriz Zs»4. Por simetria, valem as igualdades

D(1,4)a01) = D(1,4) mama) € D(1,4)(0amy) = D(1,4)[m,ns,)- A Figura 3.1 ilustra a situagao geométrica.

p

Figura 3.1: Observe que D(1,4)a,0m,] = D(1,4)[mam,] € D(1,4)(0omy] = D(1,4)[mons]-

Observe que os sinais iguais em Z3o4 € Z513 correspondem a valores de distancias d14 entre pontos
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P, e P, que estao do mesmo lado da reta que passar por P, e P;. Por outro lado sinais contrarios em
Z3a4 € Zap13 correspondem a valores de distancias di4 entre pontos P; e P, que estdo de lados opostos a

reta que passa por P, e Ps.

3.1.2 Calculo dos valores possiveis para D(2,5)

Aplicando-se bilateracdes sucessivas aos pontos P, P;, P, e Ps, existem dois valores possiveis

distintos para D(2,5), dados por:

D(2,5)(na0s) = det(] — (I — Zyss) Z3h4) D(2,3) (3.3)

D(2,5)Mem,) = det(I — (I — Z436) Z354)D(2, 3) (3.4)

Aplicando as defini¢cdes para os calculos das matrizes Z,,, contidas nas equagdes: 3.3 e 3.4, obte-

mos:

Possibilidades para Z,,, no calculo de D(2,5):

Possibilidade 1:

s 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Z 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

s 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

YA 1,499346 0,340014
-0,340614 1,499346

Procedendo aos calculos indicados pelas equacbes: 3.3, 3.4, obtemos:
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Valores possiveis para D(2,5):

D(2,5) 500 1,34019

D(2,5)[M3mo] : 2,21711

Observe que fixamos o sinal positivo para a matriz Zs35. Por simetria, valem as igualdades

D(2, 5)[M3M2} = D(2, 5)[m3m2} e D(2, 5)[M3m2} = D(2, 5)[m3M2]'

3.1.3 Calculo dos valores possiveis para D(1,5)

Agora, tomando M, e m, como cada uma das duas possibilidade de sinais do termo A4, na matriz
Zpgr Que surge nas férmulas de bilatera¢des, conforme demonstrado no capitulo 02, aplicando bilatera-
cdes sucessivas aos pontos Py, P,, P3;, P, e P, verifica-se que existem quatro valores possiveis distintos

para D(1,5), tais que:

D(1,5)(msntynm,) = Qet(I — (I — (I — Z335) Za4) Z213) D(1, 2) (3.5)
D(1,5)(umsmzm) = det(I — (I — (I — Zys5) Zsa) Z313) D(1, 2) (3.6)
D(1,5)ntzmonty] = det(I — (I — (I — Z435) Za34) Z213) D (1, 2) (3.7)
D(1,5) mymam:] = deb(I — (I — (I — Zz5) Za34) Z315) D(1, 2) (3.8)

Aplicando as definicbes para os calculos dos das matrizes Z,,, contidas nas equagdes: 3.5, 3.6,

3.7, 3.8, obtemos:
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Possibilidades para Z,,. no calculo de D(1,5):

Possibilidade 1:

s 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

s 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Z5 0,851364 -0,453515
0,453515 0,851364

Possibilidade 2:

s 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Zdos 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Zs 0,851364 0,453515
-0,453515  0,851364

Possibilidade 3:

Zs 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Zia 1,499346  0,340614
-0,340614  1,499346

Z5 0,851364 -0,453515
0,453515 0,851364

Possibilidade 4:

Zss 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

VA 1,499346 0,340614
-0,340614 1,499346

Z13 0,851364 0,453515
-0,453515 0,851364

Procedendo aos calculos indicados pelas equacoes: 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, obtemos:
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Valores possiveis (distintos) para D(1,5):

D(1,5) Mz Mobt] 1,97125
D(1,5) (M3 Mama] - 0, 146637
D(1,5)(Mamanty) 2,10259
D(1,5) [ Mamama] 0, 16445

3.1.4 Calculo dos valores possiveis para D(3,6)

Agora, considere M, e m, como cada uma das duas possibilidade de sinais do termo A,,, na matriz

Zpqr que surge nas férmulas de bilaterac6es, para o calculo das possibilidades de D(3, 6).

Aplicando-se bilateracdes sucessivas aos pontos P;, P, P; e Ps, existem dois valores possiveis

distintos para D(3, 6), tais que:

D(B’ 6)[M4M3] = det(I - (I - ZEEG)ZI’)S)D(374)

D(37 6)[M4m3} = dEt(I - (I - Z;lB)Z;%E)D(B:4)

(3.9)

(3.10)

Aplicando as defini¢cdes para os célculos das matrizes Z,,, contidas nas equacgdes: 3.9, 3.10, obte-

mos:
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Possibilidades para Z,,. no calculo de D(3,6):

Possibilidade 1:

e 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

s 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Possibilidade 2:

Zdie 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zis 0,929597  0,530109
-0,530109  0,929597

Procedendo aos calculos indicados pelas equacdes: 3.9, 3.10, obtemos:

Valores possiveis para D(3,6):

D(3,6) a0 1,76096

D(3,6)[rams] - 3,43276

3.1.5 Calculo dos valores possiveis para D(2,6)

Agora considere M, e m, como cada uma das duas possibilidade de sinais do termo A4, na matriz

Zpqr que surge nas férmulas de bilaterac6es, para o calculo das possibilidades de D(2, 6).

Aplicando bilateracdes sucessivas aos pontos Ps, P;, Py, Ps e P;, tomando como referéncia as for-

mulas desenvolvidas no capitulo 02, existem quatro valores possiveis distintos para D(2, 6), tais que:

D(2,6) ntaasansy) = det(I — (I — (I — Zi) Zis) Z55) D (2, 9) (3.11)

D(2,6)[maMsms] = det(I — (I = (I — Zslas) Zizs) Z324) D(2,3) (3.12)
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D(2,6) atemantz) = det(I — (I — (I — Zdys) Zazs) Boog) D(2,3) (3.13)

D(27 6)[M4m3mz} = dEt(I - (I - (I - Z;16)Z1£35)Z§24)D(27 3) (3.14)

Aplicando as defini¢des para os calculos das matrizes Z,4, contidas nas equagdes: 3.11, 3.12, 3.13,

3.14, obtemos:

Possibilidades para Z,,. no calculo de D(2,6):

Possibilidade 1:

T 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zh 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Zdoa 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Possibilidade 2:

Ze 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zh 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

VA 1,499346 0,340614
-0,340614 1,499346

Possibilidade 3:

Ze 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zy3s 0,929597 0,530109
-0,530109 0,929597

Zdoa 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346
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Possibilidades para Z,,. no calculo de D(2,6):

Possibilidade 4:

e 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zis 0,929597  0,530109
-0,530109  0,929597

Zina 1,499346  0,340614
-0,340614  1,499346

Procedendo aos calculos indicados pelas equacdes: 3.11, 3.12 e 3.13 e 3.14 obtemos:

Valores possiveis para D(2,6):

D(2,6) [, 0505 0, 383267
D(2,6)(Mantsms) 5,24521.10 2
D(2,6)[Mymadts] 1,08635
D(2,6)[mamams) © 0,572373

3.1.6 Calculo dos valores possiveis para D(1,6)

Seguindo a linha de raciocinio das formulas demonstradas no capitulo 02, considere M, e m, como
cada uma das duas possibilidade de sinais do termo Agg, Na matriz Z,,, que surge nas férmulas de

bilateragdes, para o célculo das possibilidades de D(1,6) .

Aplicando bilateracdes sucessivas aos pontos P;, P,, P;, Py, P; e Py, verifica-se que existem oito

valores possiveis distintos para D(1, 6), tais que:

D(1, ) atestananss) = det(I — (I — (I = Zgg) Zizs) Ziha) Z3r5) D1, 2) (3.15)

D(L, 8)atantanams) = Aet(I — (I = (I = Bi) Zis) Bsos) Bz D(1, 2) (3.16)
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D(116)[M4M3m2M1} = dEt(I - (I - (I - Z;L6)ZIS5)ZSE4)Z;13)D(172)

D(176)[M4M3m2m1] = det(I - (I - (I - Z;LG)ZZ’)S)Z??M)ZZEB)D(]-:z)

D(1)6)[M4W3M2M1} = dEt(I - (I - (I - Zgzm)ZlESE)ZSEZL)Z;lS)D(l:z)

D(17 6)[M4m3M2m1] = det(I - (I - (I - ZEZ6)ZZE’)5)Z?E4)Z2;.3)D(1) 2)

D(l’ 6)[M4m3m2M1] = det(I - (I - (I - ZEZZﬁ)ZLL_?:S)Z?ELL)Z;_l?:)D(l: 2)

D(1,6)[Mamamamy] = det(I — (I — (I — Zgae) Zazs) Z324) Z213) D(1, 2)

o

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Aplicando as defini¢cdes para os céalculos dos qui’j) contidos nas equacdes: 3.15, 3.16, 3.17, 3.18,

3.19, 3.20, 3.21, 3.22, obtemos:
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Possibilidades para Z,,. no calculo de D(1,6):

Possibilidade 1:

e 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

s 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Zdos 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Z5 0,851364 -0,453515
0,453515 0,851364

Possibilidade 2:

T 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zs 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Zdoa 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Zo13 0,851364 0,453515
-0,453515 0,851364

Possibilidade 3:

T 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zh 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Zina 1,499346 0,340614
-0,340614  1,499346

73 0,851364 -0,453515
0,453515 0,851364
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Possibilidades para Z,,. no calculo de D(1,6):

Possibilidade 4:

e 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

s 0,929597 -0,530109
0,530109  0,929597

Zina 1,499346  0,340614
-0,340614  1,499346

Zs 0,851364 0,453515
-0,453515  0,851364

Possibilidade 5:

T 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zaas 0,929597  0,530109
-0,530109  0,929597

Zdoa 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Zhs 0,851364 -0,453515
0,453515  0,851364

Possibilidade 6:

T 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566

Zyas 0,929597 0,530109
-0,530109 0,929597

Zdoa 1,499346 -0,340614
0,340614  1,499346

Za13 0,851364 0,453515
-0,453515 0,851364

& UFU-FAMAT-PROFMAT 45



Um Algoritmo para o Completamento de Matrizes

Um Exemplo com n=6

Possibilidades para Z,,. no calculo de D(1,6):

Possibilidade 7:

e 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566
Zias 0,929597  0,530109
-0,530109  0,929597
Zaoa 1,499346 0,340614
-0,340614  1,499346
Z5 0,851364 -0,453515
0,453515 0,851364
Possibilidade 8:
Zde 0,895566 -0,274682
0,274682  0,895566
Zas 0,929597  0,530109
-0,530109  0,929597
Z3oa 1,499346 0,340614
-0,340614  1,499346
Zona 0,851364 0,453515
-0,453515 0,851364

Procedendo aos célculos indicados pelas equacées: 3.15, 3.16, 3.17, 3.18, 3.19, 3.20, 3.21, 3.22,

obtemos:
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Valores possiveis para D(1,6):

D(1,6)[asMsMoby] 1,7758
D(1, 6) (a0 Mam] 2,49791
D(1a6)[M4M3m2M1] : 1,76002
D(1, 6) (M4 Mamama] : 1,85919
D(1,6)[MumsMoy] 2,45312
D(1, 6)[MymsMom] 4,4012
D(1,6)[Mymamany) : 3, 25479
D(1,6)[Mymamamy] - 3,51211

3.1.7 Completamentos da Matriz de Distancias

Dado que a matriz de distancias incompleta a qual se visa o completamento das distancias desco-

nhecidas é de ordem 6, existe um total de 26—3 = 23 = 8 completamentos distintos.

Em relacdo as possibilidades de distancias que foram calculadas na secao anterior, essas mesmas
distancias precisam ser vinculadas entre si de modo a comporem exatamente o total das 8 matrizes

possiveis.

A pergunta que precisa ser respondida nesse momento é: qual é o fator de vinculo existente
entre as varias possibilidades de distancias que foram calculadas, que garanta que a matriz obtida por

completamento seja uma das 8 solucdes?

A resposta se encontra na prépria estruturacao algébrica das férmulas de bilateracdes sucessivas

que propiciaram o célculo de cada uma das distancias desconhecidas.

De acordo com o item (3) do Teorema 1.2.2, se uma (3, 7)-submatriz principal .D—L"j é tal que todas
as distancias na (K + 1)-diagonal sdo conhecidas, entdo existe um Unico completamento possivel para
Di,j. Assim, fixados os elementos da 3-diagonal da matriz incompleta de distancias, os elementos das

diagonais superiores ficam unicamente determinados.

Ao fixarmos, por exemplo, os elementos D(1,4) e D(2,5), o elemento D(1,5) que corresponde a

este par é aquele elemento que foi gerado pelas mesmas matrizes Z,4, (mesma sequéncia de sinais)
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que compdem D(1,4) e D(2,5). Por exemplo, se escolhemos:
D(1,4)n,01;) = det( — (I — Z354)Z515)D(1,2)

D(27 5)[m3M2} = det(‘[ - (I - ZZESS)Z;_ZAL)D(z) 3)

entdo o elemento D(1,5) que corresponde a este par é dado por
D(]-: 5)[m3M2M1] = det(I - (I - (I - Z;SE)Z;FM)Z;ES)D(]-: 2)

Observe ainda que conforme se caminha em uma coluna da matriz incompleta, de uma linha inferior
para um a linha imediatamente superior, as férmula de bilateracdes sucessivas “aproveitam” o produto
matricial acumulado no cdlculo imediatamente anterior. Por exemplo, ao calcularmos a sequéncia de

valores de distancias para a coluna 6 da matriz incompleta temos:
D(3,6) [ n15] = det(I — (I — Zglye) Z455)D(3,4)

D(2,6)(ntsm3005) = Q€61 — (I — (I — Z545) Za35) Z3pa) D(2, 3)
D(]-: 6)[M4M3M2M1] = det(I - (I - (I - (I - ZQZLG)ZLEB)Z;M)Z;_H)D(]-: 2)

Como consequéncia imediata, se procedermos aos completamentos da matriz incompleta por colunas,
da linha mais inferior até a primeira linha, é possivel aproveitar os calculos realizados nas linhas inferio-

res para obter os resultados esperados para os elementos localizados nas linhas superiores.

3.1.8 Descricao do Algoritmo de Bilateracoes para o Completamento de Matrizes

de Distancias Incompletas em problemas do tipo DMDGP,

A resolucdo de problemas do tipo DMDGP; pressupde que sejam previamente conhecidos os qua-
drados das distancias que estao localizados na 1-diagonal e na 2-diagonal da matriz simétrica incompleta
dada. Conforme estd descrito no decorrer deste trabalho, uma técnica de completamento das matrizes
de distancias incompletas pertencentes a problemas do tipo DMDGP, ocorre percorrendo-se as colunas
gue contém distancias desconhecidas, do elemento mais inferior na coluna até o primeiro elemento da

coluna.

Um fato que precisa ser destacado é que, nas férmulas de bilateracdes sucessivas, a definicdo de
cada possibilidade de distancia calculada se da em fungdo da variagao dos sinais do termo A,g, que, por
sua vez, determinam as duas possibilidades para cada matriz Z,,, nas formulas de bilatera¢gdes. Dado

que, cada entrada desconhecida D(I, m) é calculada em fungdo de uma entrada conhecida D(l, k), exis-
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tem m — k fatores Z,,, na expressao correspondente. Logo, em cada férmula de bilateracbes sucessivas
para o célculo de possibilidades de D(I, m) em funcéo de D(I, k), existem 2™~*~1 possibilidades distintas
de valores para D(Il,m). Observe que dividimos o total de possibilidades por 2 visto que, por simetria,

existem pares de possibilidades idénticas.

Na busca por um algoritmo que permita obter um completamento de uma matriz pertencente a

classe de problemas do tipo DMDGP,, devemos considerar os seguintes aspectos:

Primeiramente, é preciso sistematizar uma técnica para o calculo que contemple as variacoes
de sinais possiveis nos A,y de cada Zp, que surge nas férmulas de bilateragdes sucessivas. A partir
dali, é calculada, entdo, uma possibilidade para cada distancia desconhecida a partir das férmulas de
bilateracdes sucessivas, estruturando as sequéncias de variacdes de sinais, de modo a se obter uma
matriz completas que seja solucdo do problema. O algoritmo explora a arvore de possibilidades, descrita

na Figura 3.2 a sequir.

Cada vértice c; corresponde a uma possibilidade de completamento da coluna ¢z da matriz incom-
pleta. Uma ramificacao no nivel ¢z corresponde a variacdo de sinal na sequéncia de matrizes de bilatera-

cao correspondente.

+ - —
Zizss Loy 13

st Zagy: Zana: L3

Zeags Ziggy Langs Zony Zi: Ziagy Znas Dz Zaag: Zazy: L3nas Zo1a

Zig: Ly Zioas Zna Ziosgs iz Zana a3 Zig: Zizy Zanas Zng Zeag: Lz Zins Zona

Figura 3.2: Arvore de possibilidades para o completamento de uma matriz de ordem 6.

O Algoritmo 1 corresponde a fungao Bilatera(), que recebe como argumentos os valores de ¢, j e s,

onde: 2 é o indice do nivel de calculo, que corresponde ao indice coluna da matriz incompleta que sera
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completada, menos um, j corresponde ao indice da matriz-solucdo atual, em completamento e s é vetor

de sinais, obtido de acordo com as matrizes que serao completadas.

Os valores dos sinais de s definem, por sua vez, o sinal do Ap,, de cada Z,,, utilizado nas férmulas

de bilateracao.

A fungao Bilatera() inicia sua sequéncia de célculos, atribuindo os valores :+1, ao indice c da inicial
da matriz atual M;, em completamento, ¢ — 3, ao indice r da linha inicial e » + 1 ao indice k do elemento
D(l, k) que seré utilizado como referéncia para o célculo das disténcias D(l, m), onde m corresponde ao

indice das colunas em preenchimento.
Em seguida, a funcdo testa a condigdo if(z = 3) ...

Caso o teste anterior retorne verdadeiro, O sinal de s[1] é, entdo, atribuido a varidvel ;. E
o sinal de s[2] é, entdo, atribuido a varidvel g2. A Matriz Q; recebe, entdo o valor de: (I — (I —
o1 o0 7 . ~ -
Z(k+1,k7k+2))Z(k7k_1,k+1)) que, por sua vez, corresponde aos calculos de bilateracdes necessarias para
definir a primeira distancia D(r, k) a ser calculada.

Caso contrario, ¢ > 3, e as instrucdes aninhadas no préximo {else ... end if} sao executadas. Essa
sequéncia de instrucdes se inicia atribuindo o valor 3 ao contador count, que, por sua vez, indexa as

matrizes de fatores de bilateracao Qcount-
Em seguida, é feito um teste, se a condigcao if(r > 2)... é verdadeira.

Em caso afirmativo, a sequéncia de comandos, entdo, adentra um lago {for() ... end for} que varre
as colunas da matriz em completamento, M,, atual, desde a linha r até a linha 1, completando as

respectivas colunas.

A caracteristica fundamental da estrutura de comandos aninhados nesse lago {for()...end for}
consiste no fato de que, ao calcular uma distancia genérica D(Il, m) localizada em uma linha superior
da mesma coluna, sdo aproveitados os calculos ja efetuados e armazenados em memdria, relativos as

linhas inferiores.

Dessa forma os algoritmo de completamento de matrizes, quando feito por colunas, otimiza e

reduz os esforcos computacionais inerentes a esse tipo de calculo.

Vale observar que, a cada passagem completa pelos comandos da fungao Bilatera(), o algoritmo

gera o completamento de uma das colunas da matriz incompleta M; em questdo.

Sendo assim, variando z de 3 a n — 1, e percorrida a sequéncia de testes do tipo {if...end if}, a
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funcéo Bilatera() retorna a matriz M; obtida por completamentos via bilateracdes, que, por sua vez,

apés todas essas passagens, corresponde a uma das matrizes-solucbes esperadas.

A seguir, estao dispostos os detalhamentos referentes ao algoritmo que foi descrito nessa secao.

Algorithm 1 Algoritmo para a obtencao das matrizes-solucdes via completamentos por bilateracao
Require: n >4,3<i<n-1,1<5<2"3
1: function Bilatera(M;,i,j,s) : M;

2:  M; <+ matriz de quadrado de distancias incompleta, atual
3: 1 < nivel atual de célculo, igual ao indice da coluna a ser completada, menos um
4 j < indice da matriz incompleta atual
5: s + vetor de sinais, de acordo com as matrizes-completas a serem geradas
6: c—1+1

7: r<c—3

8: E—r+1

9: if (i=3) then

10: o1 < $[1]

11: o2 + $[2]

12: QL (I-(I- Z(",‘}H,k,kH))Z(",j,k_l,kH))

13: M;j[r,c] < det(Q1) * D(r, k)

14: else

15: count « 3

16: if (r > 2) then

17: for (w=r)— 1l,w__) do

18: E—w+1

19: o1 < s[count]

20: B « Zz’kl’kfl,kﬂ)

21: B < Qcount—1 X B

22: Qcount — I — B

23: M;w, c] « det(Qcount) * D(r, k)

24: count, _1

25: end for

26: end if

27: end if

28:  Bilatera() = M;
29: end function
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Seguem descritas as respectivas matrizes-solucdes encontradas:

Matriz Completa M1:

M,

0

1,304838715
0,297201635
D(174)[M2M1}

D(lv 5)[M3M2M1]

D(la 6)[M4M3M2M1}

Portanto,

M,

Determinante de Cayley-Menger, calculado para a matriz-solucdo M1: aproximadamente 1074°,

Matriz Completa M2:

M,

0

1,304838715

0,297201635
2, 45476
1,97125
1,17758

0

1,304838715
0,297201635
D(lv 4)[M2m1}

D(lv 5)[M3M2m1]

D(la 6)[M4M3M2m1}

Portanto,

Mo

Determinante de Cayley-Menger, calculado para a matriz-solucdo M2: aproximadamente 1039,

0
1,304838715
0,297201635

2,26101
0, 14664
2,49791

1,304838715
0
1,214147626
0,443605912
D(2» 5)[M3M2}

D(2, 6)[n1,M52]

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912
1,34019
0,38327

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912
D(2, 5)[M3M2]

D(2, 6)[na05M2]

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912
1,34019
0,38327

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0,820828643
D(3, 6)[n, 0]

0, 297201635
1,214147626
0
2, 870311879
0, 820828643
1,76096

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0,820828643
D(3, 6)[na 0]

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
1, 76096

D(l, 4)[M2M1]
0, 443605912
2,870311879
0
3,286984669
0,283853214

2, 45476

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0, 283853214

D(1,4)(0ym]

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0,283853214

2,26101

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0, 283853214

D(l) 5)[M3M2M1]
D(Z, 5)[M3M2}

0, 82082643
3, 286984669
0
2, 88429398

1,97125
1,34019
0, 82082643

D(l’ 6)[M4M3M2M1}

D(2, 6)[n.05115]

D(37 6)[M4M3}
0,283853214
2,88429398

0

1,17758
0, 38327
1,76096

3,286984669 0,283853214

0
2,88429398

D(l’ 5)[M3M2m1]
D(2v 5)[M3M2]

0, 82082643
3,286984669
0
2, 88429398

0, 14664
1,34019
0, 82082643

2, 88429398
0

D(lv 6)[M4M3M2m1]
D(2, 6) (a5 1]

D(‘?’: 6)[M4M3}
0,283853214
2,88429398

0

2,49791
0, 38327
1,76096

3,286984669 0,283853214

0
2,88429398

2, 88429398
0
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Matriz Completa M3:

0
1,304838715
0,297201635
D(1,4)[mm1]

D(1,5)[Mamymy]

D(l, 6)[M4M3m2M1}

Ms

Portanto,

0

1,304838715

0,297201635
2,26101
2, 10259
1,76002

1,304838715
0
1,214147626
0,443605912

D(2) 5)[M3mz]
D(27 6)[M4M3m2}

1, 304838715
0
1,214147626
0,443605912
2,21711
5,24241.1072

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0,820828643
D(3, 6)m. 03]

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
1,76096

D(1,4)nm.1]
0, 443605912
2,870311879
0
3,286984669
0,283853214

2,26101

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0, 283853214

D(lv 5)[M3m2M1]

3,286984669 0,283853214

D(l) 6)[M4M3m2M1]

D(2,5)Mama)]  D(26) (s ttyma]
0, 82082643 D(3,6) 1. 15]
3, 286984669 0,283853214
0 2, 88420308

2,88429398 0
2, 10259 1,76002
2,21711  5,24241.1072

0, 82082643 1,76096

0 2,88429398

2,88429398 0

Determinante de Cayley-Menger, calculado para a matriz-solucdo M3: aproximadamente 103!,

Matriz Completa M4:

0
1,304838715
0,297201635
D(1,4) 1m0y

D(1,5)[03mami)
D(1, 6)10, Mymama]

M,

Portanto,

0

1,304838715

0,297201635
2, 45476
0, 16445

1,85919

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912

D(2) 5)[M3m2]
D(2, 6)[M4M3m2}

1, 304838715
0
1,214147626
0,443605912
2,21711
5,24241.1072

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0,820828643
D(3,6)a.05)

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
1,76096

D(L, 4) (a1, 01

0,443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0,283853214

2, 45476

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0, 283853214

D(lv 5)[M3m2m1}

3,286984669 0,283853214

D(lv 6)[M4M3m2m1}

D(2,5)Mma) D2, 6) (a1, M3ma)
0, 82082643 D(3,6) (a4 5]
3, 286984669 0,283853214
0 2,88420398
2, 88420398 0
0, 16445 1,85919
2,21711  5,24241.10~2
0, 82082643 1,76096

0 2,88429398

2,88429398 0

Determinante de Cayley-Menger, calculado para a matriz-solucdo M4: aproximadamente 1045,
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Um Algoritmo para o Completamento de Matrizes

Um Exemplo com n=6

Matriz Completa M5:

0
1,304838715
0,297201635
D(1,4)(m,0m)
D(1,5)[0M5mama)

D(l, 6)[M4m3M2M1}

Ms

Portanto,

0

1,304838715

0,297201635
2, 45476

=
Il

0, 16445

2,45312

1,304838715
0
1,214147626
0,443605912

D(2) 5)[M3mz]

D(27 6)[M4m3M2}

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912
2,21711
1,08635

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643

D(3, 6)[M4m3}

0, 297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
2, 43276

D(1,4) (a1, 0m1)

0,443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0,283853214

2, 45476

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0, 283853214

D(lv 5)[M3m2m1}
D(2a 5)[M3m2}

0,82082643
3,286984669
0
2,88429398

0, 16445
2,21711
0, 82082643

3,286984669 0,283853214

0
2,88429398

D(1, 6)[0MamasMabty]
D(2, 6)[M4m3M2]
D(3, 6)[Mama]
0,283853214
2,88429398
0

2,45312
1,08635
2, 43276

2,88429398
0

Determinante de Cayley-Menger, calculado para a matriz-solucdo M5: aproximadamente 1045,

Matriz Completa M6:

0
1,304838715
0,297201635
D(1,4)0m.]
D(1,5)[Myma]

D(la 6)[M4m3M2m1}

Mg =

Portanto,

0
1,304838715

0,297201635
Mg

2,26101
2,10259

4,4012

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912
D(2,5)[M3m.]

D(2, 6)[M4m3M2}

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912
2,21711
1,08635

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643

D(3, 6)[M4m3}

0, 297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
2, 43276

D(1,4)[0ym]

0,443605912

2, 870311879
0

3, 286984669

0,283853214

2,26101

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0, 283853214

D(]" 5)[M3m2M1}

D(2,5)(M3ma
0,82082643
3, 286984669
0
2,88429398

2, 10259
2,21711
0, 82082643

3,286984669 0,283853214

0
2,88429398

D(1, 6)[M4m3M2m1}
D(2,6)[0ums o]
D(3, 6)[M4m3]

0, 283853214
2,88429398
0

4,4012
1,08635
2, 43276

2,88429398
0

Determinante de Cayley-Menger, calculado para a matriz-solucdo M6: aproximadamente 1039,
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Um Algoritmo para o Completamento de Matrizes

Um Exemplo com n=6

Matriz Completa M7:

M; =

Portanto,

0
1,304838715
0,297201635
D(1,4)0m.)

D(]" 5)[M3M2m1]
D(l, 6)[M4m3m2M1}

0

2,26101
0, 14664
3, 25479

1,304838715
0,297201635 1,214147626

1,304838715
0
1,214147626
0,443605912

D(2a 5)[M3M2]

D(Z, 6)[M4m3m2}

1,304838715
0

0, 443605912
1,34019
0,57237

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
D(3, 6)[pMama]

0, 297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
2, 43276

D(1,4)Mama)
0,443605912
2,870311879
0
3,286984669
0, 283853214

2,26101

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0, 283853214

D(17 5)[M3M2m1}
D(2’ 5)[M3M2}

0,82082643
3, 286984669
0
2,88429398

0, 14664
1,34019
0, 82082643

3,286984669 0,283853214

0
2,88429398

D(1, 6)[mamsmaits]
D(2,6)[Mymama]
D(3, 6)[Mama]
0,283853214
2,88429398
0

3, 25479
0, 57237
2, 43276

2,88429398
0

Determinante de Cayley-Menger, calculado para a matriz-solucdo M7: aproximadamente 1030,

Matriz Completa M8:

Mg

Portanto,

S
Il

0
1,304838715
0,297201635

D(1’4)[M2M1]

D(]" 5)[M3M2M1]

D(l, 6)[M4m3m2m1]

0

2, 45476
1,97125
3,51211

1,304838715
0,297201635 1,214147626

1,304838715
0
1,214147626
0, 443605912

D(2a 5)[M3M2]

D(2’ 6)[M4m3m2]

1,304838715
0

0, 443605912
1,34019
0,57237

0,297201635
1,214147626
0
2,870311879
0,820828643
D(3,6)(Mama)

0, 297201635
1,214147626
0
2,870311879
0, 820828643
2, 43276

D(1,4) (a1, ,]
0,443605912
2,870311879
0
3,286984669
0,283853214

2, 45476

0, 443605912

2,870311879
0

3, 286984669

0, 283853214

D(17 5)[M3M2M1]
D(2’ 5)[M3M2]

0, 82082643
3, 286984669
0
2, 88429398

1,97125
1,34019
0, 82082643

3,286984669 0,283853214

0
2,88429398

D(1,6)[Mamamama]
D(2,6)[Mymsma]
D(3,6)[a4ms]
0,283853214
2, 88429398
0

3,51211
0, 57237
2, 43276

2,88429398
0

Determinante de Cayley-Menger, calculado para a matriz-solucdo M8: aproximadamente 1045,

Conforme pode ser observado, das matrizes-solugdes que foram elencadas, a matriz M4 corres-
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Um Algoritmo para o Completamento de Matrizes Um Exemplo com n=6

ponde a matriz completa inicial que foi apagada parcialmente e deu origem ao problema de completa-
mento distancias proposto, considerando-se uma precisdo de cinco casas decimais apds a virgula, para

efeito de comparacao numérica.
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CAPITULO 4

Consideracoes Finais

O desenvolvimento dessa pesquisa proporcionou a oportunidade de langar um novo olhar sobre
as possibilidades de célculo de distancias em espacos euclidianos, a partir da aplicacao de técnicas de
bilateracdes sucessivas sobre pontos cujas distancias sao previamente conhecidas, obtendo distancias

ainda nao conhecidas a priori.

O trabalho propde combinar as respectivas técnicas de bilateracdes sucessivas com varreduras
dos niveis da matriz a ser completada por meio de um algoritmo gue propicia a resolucao de problemas

de geometria de distancias da classe DMDGPs.

As habilidades requisitadas para a estruturagao do algoritmo proposto se revelaram de fundamen-
tal importancia para a melhora da percepcao do possivel funcionamento computacional das estruturas
matematicas envolvidas, o que propiciou otimizar as técnicas de programacado do autor da dissertacao,

sob tutela constante do seu orientador.

Dado gue essa dissertacdo ocorre nos ambitos de um Mestrado Profissional, em termos do aperfei-
coamento profissional do autor da dissertacao, vale ressaltar que os ganhos foram notérios: no decorrer
da pesquisa, foram aplicadas técnicas de andlise e de sintese dos conceitos matematicos correlatos
ao tema proposto, relacionando férmulas algébricas com a visualizacdo geométrica de estruturas re-
lacionadas, exercitando a elaboracao de textos cientificos consistentes, que por sua vez, tratam-se de

habilidades fundamentais para os profissionais do magistério.

Apesar de a proposta de um modelo diferenciado de técnica de calculo para problemas do tipo
DMDGP, ter logrado éxito, o trabalho proposto abre campo para o desenvolvimento de novas pesquisas

visando a generalizacao de resultados, construcdo de algoritmos mais gerais e implementacdes mais
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Consideracoes Finais

eficientes que, com certeza, poderao agregar novos conhecimentos, desvendando novas perspectivas

a serem acrescentadas aos vieses que foram elencados.
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