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FREITAS, E. C. Programacao Linear: da teoria a aplicacao em sala de aula. 2021. 92 p.
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo de problemas de Programacao Linear. Para
tanto, investigaremos que tipos de problemas sao esses, traremos exemplos de como modelar
tais problemas, mostraremos como é possivel determinar a solucdo desses problemas em R?
e R? geometricamente, apresentaremos o funcionamento do algoritmo Simplex para a solucao
de problemas desse tipo, incluindo toda fundamentacao tedrica necessaria, e relataremos uma

aplicacao desses problemas em uma sala de aula do ensino médio.

Palavras-chave: Programacao Linear, método grafico, algoritmo Simplex.
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FREITAS, E. C. Linear programming: from theory to classroom application. 2021. 92 p. M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work aims to study Linear Programming problems. Therefore, we will investigate
what these types of problems are, we will bring examples of how to model such problems, we will
show how it is possible to determine the solution of these problems in R? and R? geometrically,
we will present how the Simplex algorithm works to solve problems of this type, including all
the necessary theoretical foundation, and we will report an application of these problems in a

high school classroom.

Keywords: Linear Programming, graphic method, Simplex algorithm.
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Introducao

A Programagao Linear consiste em determinar a melhor solu¢ao para problemas cujos
modelos possam ser representados por expressoes lineares. A tarefa da Programacao Linear
¢ maximizar ou minimizar uma funcao linear, denominada Funcdo Objetivo, respeitando um
sistema linear de equacoes ou inequacoes que recebem o nome de Restricoes. Tais restrigoes
geram uma regiao chamada Conjunto de Solugoes Vidveis. A solugao viavel que maximiza ou
minimiza a fungao objetivo é chamada Solucao Otima. O objetivo da programacao linear é

determinar essa solucao.

Segundo Bazaraa et al. [2], os primeiros problemas de programacao linear sao creditados
ao mateméatico George B. Dantzig e foram obtidos por volta de 1947 enquanto ele trabalhava
para a Forca Aérea dos Estados Unidos. Embora o matematico e economista L. V. Kantorovich
tenha formulado e resolvido problemas desse tipo por volta de 1939, seu trabalho permaneceu

desconhecido até 1959, e por essa razao o crédito pelos primeiros problemas é dado a Dantzig.

O termo “programacao linear” foi cunhado pelo matematico e economista T. C. Koopmans

em 1948. Um problema de programacgao linear é frequentemente denominado PPL.

Para resolver um PPL sao necessarios dois passos. O primeiro é a Modelagem do problema
e o segundo é o método de resolugao do modelo. De acordo com Bregalda et al. [1], o método
mais utilizado para a resolucao de um PPL é o Método Simpler, cuja primeira versao foi

publicada por Dantzig em 1949 e aperfeicoada posteriormente por diversos pesquisadores.

Os problemas de programacao linear surgem em diversas areas, entre eles encontramos o

problema da dieta, o problema da alocacao de recursos e o problema de transporte.

Neste trabalho serao apresentados exemplos e modelos de alguns PPLs classicos, a re-
solucao gréfica de um PPL, o Método Simplex, e por fim, a aplicacao de problemas de Pro-
gramacao Linear em uma sala de aula de ensino médio. Para isso, estruturamos a dissertacao

da seguinte forma.

No capitulo 1, a énfase sera sobre a modelagem de problemas de Programagao Linear
através de exemplos e sobre como colocar um PPL no que chamaremos de forma padrao.

No capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos preliminares e estudaremos a representacao

grafica de problemas de Programacao Linear onde descreveremos um procedimento geométrico

para resolver um PPL. Veremos que resolver graficamente o PPL consiste em encontrar, entre



o conjunto de pontos ou solugoes viaveis, o ponto que otimiza o valor da funcao objetivo. Ve-
remos também que graficamente a solucao étima do PPL encontra-se sempre em um vértice e

por esse motivo devemos focar em procurar por um vértice que otimize a funcao objetivo.

No capitulo 3, serda apresentada a teoria bésica para o desenvolvimento do algoritmo
Simplex. Vamos caracterizar o PPL quanto ao conjunto M de solugoes viaveis e quanto aos

vértices. Por fim, provaremos a existéncia de um vértice 6timo para problemas com solucao.

No capitulo 4, vamos mostrar a base do funcionamento do algoritmo Simplex. A partir de
uma solucao basica viavel inicial, mostraremos como gerar novas solugoes basicas viaveis cada
vez melhores até chegarmos a uma que nao pode mais ser melhorada, ja que entre as solugoes

bésicas viaveis se encontra uma que é a 6tima.

O dltimo capitulo registra como foi a aplicagao de problemas de Programacao Linear
em sala de aula para alunos do primeiro ano do ensino médio de uma escola de Uberlandia-
MG. Acreditamos que essa atividade foi importante, pois conhecer e aprender Programacao
Linear no Ensino Médio contribui ativamente para a vida dos jovens, seja por capacita-los
para o desenvolvimento de diferentes atividades no mercado de trabalho, como por exemplo em
farmacias, industrias, empresas, entre outros, mas também de subsidia-los para o enfrentamento

da era digital e do mundo tecnoldgico atual.

Erika Cristina de Freitas
Uberlandia-MG, 10 de dezembro de 2021.



Capitulo 1
Modelos e Forma Padrao

Em geral, um PPL ¢ dado por um conjunto de restrigoes do tipo

a1 1 + oo + -+ - + ATy < b; (1.1)
ou

ai1®1 + p%a + -+ iy = b; (1.2)
ou

a1 + Qe + - + ATy 2> by, (1.3)
com i =1,...,m, e uma funcao objetivo

Q(x) = c1x1 + cora + - -+ + Ty,

onde os a;;’s, 0s b;’s e 0s ¢;’s sao constantes fixas e estamos interessados em determinar valores
para as variaveis xq, ..., T, que maximizem ou minimizem a funcao objetivo, de acordo com o

problema considerado.

Conforme dito na Introducgao, para resolver um PPL sao necessarios dois passos: a mo-
delagem do problema e o método de resolugao do modelo. Neste capitulo, apresentaremos
exemplos de como modelar um PPL, falaremos sobre como colocar um PPL na forma padrao,
que sera essencial para a aplicacao do método Simplex, e fixaremos algumas notagoes que serao

utilizadas ao longo do trabalho. O texto aqui apresentado foi baseado no Capitulo 2 do livro

[1].

1.1 Exemplos de modelos de programacao linear

E importante ressaltar que nao existem técnicas precisas para a modelagem de um pro-
blema, para isto, é necessario experiéncia e capacidade de analisar e interpretar o problema
para que o modelo possa ser consistente com a situacao real e assim produzir uma solucao
viavel condizente com a realidade. Apresentaremos nesta se¢ao alguns exemplos de como obter

o modelo de um problema de programacao linear.



Exemplo 1.1 (Problema da dieta). Um nutricionista precisa estabelecer uma dieta contendo,
pelo menos, 10 unidades de vitamina A, 30 unidades de vitamina B e 18 unidades de vitamina
C. Essas vitaminas estao contidas em quantidades variadas em cinco alimentos que vamos
chamar de Si,S3,S55,54 € S5. O quadro a sequir mostra o numero de unidades das vitaminas

A, B e C em cada unidade desses cinco alimentos bem como seu custo por unidade.

S| S| S3 | S| S5

A 011151 41|83
B 2110 2
C 31110 9|0
Custo| 4 | 2| 1 |10]| 5

Vamos determinar um modelo para calcular as quantidades dos cinco alimentos que devem
ser incluidas na dieta didria, a fim de encontrarmos esses teores de vitaminas com o menor

custo.

Sejam 1, To, x3, x4 € x5 0 numero de unidades dos alimentos Si, Ss, 53, 54 e S, respecti-
vamente, de uma dieta didria. O teor minimo de cada vitamina pode ser expresso da seguinte

forma:

0131 + T9 + 51‘3 + 41‘4 + 31’5 Z 10
25(]1 —+ x9 + OZL‘3 + 3.%'4 + 21‘5 Z 30
31‘1 + To + OZE3 + 9ZE4 + OZL‘5 2 18.

Como nao podemos consumir uma quantidade negativa de unidades dos alimentos, temos

também:
112 0; 22 >0; 232> 0; 24 > 0; x5 > 0.

O custo por dia dessa dieta, em unidades monetdrias, sera expresso pela funcao:
Q(z) = 4x1 + 229 + x3 + 1024 + Sx5.

O problema consiste em determinar x = (x1, 9, 23,24, 25) (ponto 6timo) tal que todas as
restrigoes (inequagoes) sejam satisfeitas e, a0 mesmo tempo, o valor da fungao objetivo Q(x)
seja minimizado.

Sendo assim, podemos modelar o problema da seguinte maneira:

;

0x1 + 29 4+ dxg + 424 4+ 325 > 10

2x1 + x9 + 023 + 324 + 2225 > 30

3r1 + 29+ 0x3 + 924 + Oz5 > 18

T1, To, T3, Tg, T5 >0

4dx1 + 229 + x3 + 1024 + S25 = Q(2) — Min!




Exemplo 1.2 (Problema de alocacao de recursos). Uma empresa para fabricar n produtos P,
necessita de m recursos F;. Para cada unidade de produto P; sao necessdrias a;; unidades do
recurso F;. De cada recurso F; so existe a quantidade b; com b; > 0. Sabendo que cada unidade

do produto P; fornece lucro c¢j, qual a quantidade x; que deve ser produzida de cada produto P;

para que o lucro seja o maior possivel?
Para cada recurso F; temos uma restri¢ao:

1121 + 19T + - - - + a1, < by

2171 + Qo2%o + -+ + 2Ty < by

A1 T1 + A2l + -+ ATy < by
Como nao podemos fabricar uma quantidade negativa temos:
120, 2020;...; =, > 0.
A funcao lucro Q(z), que é a nossa fungao objetivo, pode ser representada por:
Q(z) = 121 + coxo + - - - + .

Esse problema consiste em determinar x = (x1,Z2,...,x,) (ponto étimo) que satisfaga
as m restricoes dos recursos Fj, as n restricoes de nao negatividade das quantidades a serem
produzidas e, ao mesmo tempo, maximize a fun¢ao objetivo Q(z).

Entao, o modelo do problema é:

¢
1171 + a1Te + -+ a1, T, < by

2171 + Q22%o + -+ + Gon Ty < by

Am1T1 + Am2T2 +--+ AynTn S bm
. Ty >0

11 + caxg + - -+ + cpr, = Q(x) — Méx!

Ty, To,..

\

Podemos também representar o modelo de forma mais compacta:

( n
Zaijxjgbi (221,2,,777,)
j=1

;>0  (j=1,2,....,n)

ch:cj = Q(z) - Max!

( J=1

Exemplo 1.3 (Problema da formacao de ligas metdlicas). Queremos formarl ligas L, a partir

de v matérias-primas R;. Sabemos que:



a) uma unidade de matéria-prima R; contém a;; unidades do metal M;;
b) uma unidade da liga Lg contém b;s unidades do metal M;;

¢) uma unidade da matéria-prima R; custa P; unidades monetdrias;

d) uma unidade da liga Ly é vendida a qs unidades monetdrias;

e) de cada matéria-prima R; so existem k; unidades disponiveis.

Qual a quantidade x; da matéria-prima R; a ser comprada e qual a quantidade ys da liga Ls a

ser vendida para que o lucro seja mdximo?

Como o metal contido nas matérias-primas deve ser no minimo igual ao contido nas ligas,

que ¢é o produto final, temos
r l
Z a;Tj > Z bisYs,
J=1 s=1
para todo ¢ € {1,2,...,m}.
Como de cada matéria-prima R; temos somente k; unidades disponiveis, teremos
Z; S k’j,
para todo j € {1,2,...,r}.
Como nao podemos comprar e nem vender quantidades negativas:
x; >0, Vje{l,2,...,r}
ys >0, Vse{l,2,...,1}.

Como o lucro é igual ao preco de venda menos o prego de custo, a fungao lucro Q(z), que

é nossa funcao objetivo, é representada por:

l r
Q(l’) = ZQSys - ijxj'
s=1 7j=1

Logo, esse problema consiste em determinar o ponto z = (x1, T2, ..., Tr Y1,Y2, .-, Y1)

(ponto 6timo) que satisfaca a todas as restrigoes e maximize a func¢éo objetivo.

Portanto, o modelo do problema é:

( r l
Zazjxj > Zbisys (Z =1,2, 7m)
7=1 s=1
Ij<k] (.]_]-727 ,T’)




1.2 Forma padrao de um PPL

A elaboragao de um método (ou algoritmo) que determine a solugdo de um PPL torna
necessario que o problema seja colocado em uma forma que permita a aplicagao direta desse
algoritmo. No caso de programacao linear, o algoritmo mais utilizado é o Algoritmo Simplex
e, para que o Simplex seja empregado, é necessario reduzir o PPL a forma padrao definida a

seguir.

Definigao 1.4. Dizemos que o modelo de um PPL encontra-se na forma padrao quando ele

¢ formulado da sequinte maneira:

( n
Zaijxj:bi, onde b; > 0 (1=1,2,...,m)
j=1
z; >0 (1=1,2,...,n) (1.4)
chacj = Q(x) — Min!
(7=t

Os dois primeiros conjuntos de equacoes usualmente sao denominados restrigoes do PPL,
o segundo denomina-se condicoes de nao negatividade e a tultima equacgao representa a
funcgao objetivo.

O modelo (1.4) também pode ser representado matricialmente, conforme definimos a
seguir. Considere:

A — matriz m x n, formada pelos elementos a;j, i = 1,2,...,me j=1,2,...,n;

a, — vetor m x 1, formado pelos elementos a;, i = 1,2,...,m, referentes a k-ésima

coluna da matriz A;

b — vetor m x 1, formado pelos elementos b;, 1 = 1,2,...,m;
¢ — vetor n x 1, formado pelos elementos ¢;, j =1,2,...,n;
x — vetor n x 1, formado pelos elementos z;, j =1,2,...,n.

A forma padrao de um PPL pode ser representada da seguinte maneira:

Zajxj =b,onde b > 0

j=1

r; >0j=12,...,n (1.5)
Z cjr; = Q(x) — Min!

j=1

Ou entao:
Ax =0b,onde b >0
r >0 (1.6)
'z = Q(z) —Min!

7



Vejamos agora como reduzir um PPL qualquer a forma padrao definida em (1.4). Vamos
analisar todos os casos que podem ocorrer e mostrar como eles podem ser reduzidos a forma

padrao.

a) Ocorréncia de desigualdades

Qualquer desigualdade pode ser convertida em uma equagao se subtrairmos ou adicionar-

mos variaveis positivas denominadas variaveis de folga.

a.1) Considere a inequacao linear a1 x1 +agers+- - -+ appx, < bi, que pode ser escrita
)

n
E A5 5 S bk
j=1

Introduzindo uma variavel de folga positiva x, 1, essa inequacao é equivalente a equacao:

na forma:

n

E Qe T 5 + Tnt1 = bk

=1

a.2) Considere a inequagao linear

n
E A5 T 5 Z bk.
j=1

Introduzindo uma variavel de folga positiva x, 1, essa inequagao é equivalente a equagao:

n

E Apjlj — Tpt1l = bk

Jj=1

b) Ocorréncia de b; < 0

Neste caso, basta multiplicar a restricao 7« por —1, pois os coeficientes a,; podem ter

qualquer sinal.

c¢) Ocorréncia de varidveis livres
Chamaremos de variaveis livres as variaveis que podem assumir valores positivos, nega-
tivos ou nulo. Considere x; uma variavel livre. Podemos substituir z;, por duas variaveis,
/ ! _ / ! / /! : .
xy, e xy, de forma que z;, = z) — ), sendo x, > 0 e x}) > 0. Assim:
/ .
x>0 & 7 > 2y
=0 & ), = 1y;
/ "

Dessa forma, trocamos uma variavel livre por duas variaveis positivas.



d) Ocorréncia de varidvel nao positiva

Se o modelo possuir uma variavel x < 0, basta trocéd-la por sua simétrica, isto é, basta

tomar zj = —xy, e substituir z;, por zj, nas equagdes do problema. Entao, obteremos
/

xy, > 0.

e) A funcgao objetivo é de maximizagao

Neste caso, basta trocar a funcao objetivo dada por sua simétrica, passando a minimizar
a nova fungao objetivo, pois max{Q(z)} = min{—Q(z)}. Assim, se temos uma fungao

objetivo do tipo

n

Qz) = chacj — Maéx!,

j=1

basta considerarmos
n

Q' (z) = — chxj — Min!,

=1

j& que Q(z) = —Q'(x).

Exemplo 1.5. Vamos reduzir o sequinte modelo a forma padrao.

(

31+ X9 — X3+ x4 + 45 > 5
201+ 13— 224 — 25 < 0

—2x3 + x4 + 225 > —9
r1+4xs — x4+ x5 =4

21> 0,20 > 0,25 > 0,23 <0 e x4 qualquer
21 + x9 — 23+ 34 — x5 = Q(x) — Mdx!

\

Multiplicando a terceira restricao por —1 e introduzindo as variaveis de folga nas desi-

gualdades, temos:

p
31’1+$2—I3+I4+41‘5—I6:5

201 +x3 — 224 — 25 + 27 =0

203 — x4 — 25+ 23 =9

Ty +4xy — 24+ 25 =4

21> 0,20 >0,25 > 0,26 > 0,27 > 0,25 > 0,23 <0 e x4 qualquer
2r1 + 9 — x3 + 3x4 — x5 = Q(x) — Max!

\

Fazendo x3 = —af, x4 = )} — 2] e Q(x) = —Q'(z), obtemos a forma padrao:

)
3vy +ao+ s+ — ) +4vs —x6 =5

20y —ah — 220 + 22 —ws+ a7 =0
—2zh —x + af —2x5 + a3 =9
x1+4xe — ol +af +a5 =4

x1, Ta, Th, Xy, Ty, Ty, T, Tz, Tg >0

—211 — xg — xy — 32 + 32 + x5 = Q'(x) — Min!




Para colocar o sistema na forma (1.6), considere:

T —2
T —1
x4 -1
31 1 1 -1 4 -1 00 5
) -3
20 -1 -2 2 -1 0 10 0
A= ,x=\|a] |, c=] 3 e b=
00 -2 -1 1 -2 0 01 9
Ty 1
14 0 -1 1 1 0 00 4
Tg 0
T 0
s 0
Obtemos entao:
Ax =0
x>0

1.3 Notacoes

Fixaremos aqui algumas notacoes referentes a um PPL. Representaremos as variaveis
por x; e os principais parametros por a;;,b; e ¢;. O indice 7 indica a equacao ou restri¢ao onde
o parametro aparece e o indice j indica a variavel a qual o parametro esta associado.

Para representar os vetores coluna omitiremos um dos indices. Assim:

Ty ayj C1 by

o) A2 Ca by
T = , a; = , c= e b=

Tn a'nj Cn bm

Quando necessitarmos do vetor linha, utilizaremos a simbologia a;«. Dessa forma:
Qi = | Q1 Q2 -+ Qip

A solucao otima do PPL sera representada por z*. Quando for necessario diferenciar
diversas solucoes utilizaremos indices superiores x!, 22, . ... Para nos referir a uma certa solucao

poderemos utilizar também o simbolo 7.

Para diferenciar a forma padrao da forma originalmente dada no problema, utilizaremos
a seguinte simbologia: A serd a matriz composta pelos coeficientes a;; originalmente dados no
problema e A sera a matriz referente a forma padrao. Da mesma forma, definimos ¢, ¢, T e .
Quando nao houver duvidas em relacao a forma considerada, utilizaremos A, x e ¢ no lugar de

A, T e ¢, respectivamente.
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Assim, dado o problema

i

T=25b
x>0
'z — Min!

uma vez colocado na forma padrao, ele sera dado por:

Az =10
x>0
c'x =Q(z) — Min!
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Capitulo 2
Solucao grafica de um PPL

Descreveremos neste capitulo um procedimento geométrico para resolver um PPL. Embora essa
técnica possa ser aplicada apenas para problemas com um numero reduzido de variaveis, ela
permite uma visualizagao do método algébrico utilizado para determinar a solu¢ao do problema.
Antes de apresentar tal procedimento, apresentaremos alguns conceitos preliminares. O texto

aqui apresentado foi baseado no Capitulo 3 do livro [1].

2.1 Hiperplanos e semiespacos

Definicao 2.1. Em R?, a equacdo da reta é da forma ax +by+c=0 com a,b,c € R. Uma
reta separa o plano em duas regioes chamadas semiplanos. A inequacao ax + by + ¢ < 0

representa um semiplano e a inequacao ax + by + ¢ > 0 representa o outro semiplano.

Exemplo 2.2. Para determinarmos o semiplano com inequacdao 2x+5y—10 > 0, tomamos um
ponto qualquer para teste. Considere o ponto (5,5). Se o substituirmos na inequagao, teremos
2:54+5-5—10=25> 0. Como o ponto (5,5) satisfaz a inequagao 2x + 5y — 10 > 0, entao
pertence ao semiplano por ela representado. Assim, o semiplano 2x + by — 10 > 0 encontra-se

acima da reta 2x 4+ 5y — 10 = 0.

Figura 2.1: Semiplanos. Fonte: Elaborado pela autora.
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Definicao 2.3. Em R?, a equacdo do plano ¢é da forma ax + by +cz+d =0 com a,b,c €
R. Um plano separa o R® em duas regioes que denominamos semiespacos. A inequacgdo

ax + by + cz + d < 0 representa um semiespaco e a inequacao ax + by + cz + d > 0 representa

0 outro semuiespago.

Exemplo 2.4. O plano 6x + 4y + 3z = 12 divide o R em dois semiespacos, que sio represen-

tados pelas inequacgoes 6x + 4y + 3z < 12 e 6x + 4y + 32 > 12.

Considere o ponto (0,3,4). Se o substituirmos na inequagao, teremos 6-0+4-3+3-4 =
24 > 12. Como o ponto (0,3,4) satisfaz a inequacio 6x + 4y + 3z > 12, entdo pertence ao
semiespaco por ela representado. Assim, o semiespaco 6x + 4y + 3z > 12 encontra-se acima do

plano 6x + 4y + 3z = 12 e o semiespaco 6 + 4y + 3z < 12 encontra-se abaixo.

6x+4y+37=12 (0,3,0)

/é, 0.0
X,

Figura 2.2: Semiespacos. Fonte: Elaborado pela autora.

Definicao 2.5. Generalizando as definicoes anteriores para o R™, podemos definir hiperplano
como o conjunto de pontos da forma (xl, T, ... ,xn) tais que a1y + asxo + -+ + apx, = ag
com ag,ay,...,a, € R. Podemos dizer que o hiperplano divide o R™ em dois semiespacos

representados pelas inequacoes ou desigualdades lineares:
121 + QX9 + -+ - + Apxy > Qg
a1T1 + QX2 + -+ - + ATy < Q.

Note que a reta ¢ o hiperplano no R? e o plano é o hiperplano no R3.

2.2 Solucao grafica
Sabemos que um PPL é dado por um conjunto de restri¢coes do tipo

a1 + apTy + -+ apx, > (ou < ou =) by, (2.1)
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sujeito as condigoes de nao negatividade

e uma funcao objetivo

1x1 + Cog + -+ + cpry, = Q(x). (2.3)

As restrigoes (2.1) e as condigdes de nao negatividade (2.2) podem ser representadas por
um conjunto de hiperplanos e semiespacos que determinam um conjunto de pontos do espago

denominado conjunto de solugoes viaveis.

A funcao objetivo representa uma familia de hiperplanos paralelos entre si ao conside-
rarmos os possiveis valores que podem ser assumidos por Q(z). A cada ponto do conjunto de

solugdes vidveis esta associado um tnico hiperplano da familia (2.3).

Resolver graficamente o PPL consiste em determinar o(s) ponto(s) do conjunto de solugoes
vidveis que otimiza(m) (minimiza ou maximiza) o valor de Q(z). A solugao grafica de um PPL

é possivel apenas em R? e R3.

Conforme comentamos no inicio do capitulo, o método grafico permite a visualizacao
do método algébrico, do qual o método Simplex, que sera desenvolvido a partir do préximo
capitulo, é o mais conhecido. Veremos que a solucao 6tima de um PPL, quando existe, sempre
ocorre em um veértice ou ponto extremo do conjunto de solugoes viaveis. Assim, nos exemplos

a seguir iremos procurar por um vértice que otimize a fungao objetivo.

Exemplo 2.6. Considere o sequinte modelo de um PPL com duas varidveis:

( —21 4+ 229 < 4

3xr1 + dxy < 15

201 — 312 < 6

2120, 22 >0

2r1 + 22 = Q(x) — Méx!

\

Vamos determinar a solu¢ao otima deste problema.

Cada restricao e cada condicao de nao negatividade representa um semiplano no R2?. O
conjunto de solucoes vidveis é determinado pela intersegao de tais semiplanos e esta representado
na Figura 2.3.

Desejamos determinar qual (ou quais) ponto(s) de tal conjunto fornece(m) o maior valor
para a funcdo objetivo Q(z) = 2z + 5. Como a funcdo objetivo representa uma familia de
retas paralelas, vamos escolher uma dessas retas e deslocé-la paralelamente no sentido de obter
o(s) ponto(s) que propicia(m) o maior valor para ((x) dentre os pontos do conjunto de solugdes
viaveis.

Fazendo Q(x) = 6, obtemos a reta 2z; + x2 = 6, que aparece na figura a seguir.
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Figura 2.3: Representacao grafica do problema. Fonte: Elaborado pela autora.

Podemos ver que ao deslocar tal reta paralelamente para a direita aumentamos o valor
de Q(z). Devemos determinar entdo o ponto do conjunto de solugoes vidvel que estd contido

na reta mais a direita paralela a reta 2x, + zo = 6.

75 12

( 1919 )>Ponto étimo

Figura 2.4: Solugao 6tima. Fonte: Elaborado pela autora.

Logo, a solucdo 6tima é determinada pelo ponto (21, x9) = (I—S, %), onde Q(z1,x2) = %.

. ~ . d d
Sabemos que o gradiente de uma funcao f num ponto z, ou seja, o vetor (%, ceey %) ,

formado pelas derivadas parciais de f em z, aponta na direcao de maior crescimento de f, e

que qualquer direcao que faz um angulo menor que 90° com o gradiente implica no crescimento
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da funcao.

Vamos supor a fungao objetivo passando por uma solucao viavel P. Qualquer ponto no
semiplano a direita do plano determinado pela fungao objetivo determina uma direcao que faz
um angulo menor que 90° com o gradiente (figura abaixo). Assim, nesse ponto percebemos o

crescimento da fungao objetivo.

-y
.
(=

Figura 2.5: Direcao de maior crescimento da funcao objetivo. Fonte: Elaborado pela autora.

Logo, se P for tal que nao existe nenhuma solugao viavel situada no semiplano a direita
do plano determinado pela funcao objetivo, entao nao sera possivel melhorar, ou seja, aumentar

o valor da funcao objetivo. Nesse caso, o ponto P é solucao 6tima do PPL.

Esse fato nos mostra que a solucao étima, quando existe, localiza-se em pelo menos um

ponto extremo ou vértice do conjunto de solucoes vidveis.

Vejamos a seguir um exemplo com trés variaveis. Note que esse exemplo exige uma boa

visao espacial.

Exemplo 2.7. Considere o sequinte modelo de um PPL com trés varidveis:

(
ZL’1—£L’2§O

T, + 23 <10

To <6

3 <6

2120, 29 >0, 23>0

3x1 + 4xs + 23 = Q(r) — Max!

\

Vamos determinar a solugao otima desse problema.

Neste caso, cada restrigao e cada condicao de nao negatividade representa um semiespago
no R3. O conjunto de solucoes vidveis, determinado pela intersecao de tais semiespacos, esté

representado na figura a seguir.

16



(0,0,6) (0,6,6)

(4,4,6) (4,6,6)

(0,0,0) (0,6,0)

(6,6,0)

Figura 2.6: Representacao grafica do problema. Fonte: Elaborado pela autora.

A funcao objetivo representa uma familia de planos paralelos. Escolhendo um desses
planos e deslocando-o paralelamente, podemos obter o ponto que propicia o maior valor para
Q(z) dentre os pontos do conjunto de solugdes vidveis. Logo, a solu¢ao étima é determinada

pelo ponto (x1, 22, x3) = (6,6,4), onde Q(x1, za, x3) = 46.
Vamos ilustrar mais um ultimo exemplo de solugao grafica de um PPL.

Exemplo 2.8. Considere o sequinte modelo de um PPL:

3x1+ dxy < 15

5x1 + 229 < 10

71 < 0,22 <0

621 + 1022 = Q(x) — Méx!

Vamos determinar a solucao otima desse problema.

O conjunto das solucoes viaveis é definido pela intersecao das quatro restri¢coes do modelo

e estd representado na figura a seguir.

X;

Figura 2.7: Representacao grafica do problema. Fonte: Elaborado pela autora.
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Notamos que ao atribuir um valor para Q(z) e deslocar tal reta paralelamente para a
direita aumentamos o valor de Q(z). Logo, a solugdo 6tima é determinada pelo ponto (22, 43)

19719
onde Q(zy,z2) = 30.
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Capitulo 3
Fundamentacao Teodrica do Simplex

Neste capitulo, apresentaremos a fundamentacao tedrica necessaria para justificarmos a vali-
dade do método Simplex. Procuramos sempre que possivel fazer um paralelo entre conceitos

algébricos e geométricos. O texto aqui apresentado foi baseado no Capitulo 4 do livro [1].

3.1 Caracterizacao do conjunto de solucoes viaveis

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos necessarios para caracterizarmos o conjunto
de solugoes viaveis de um PPL. Para tanto, vamos comecar recapitulando alguns conceitos ja

apresentados.

Um problema de programacao linear pode ser sempre reduzido a forma:

Az =b (3.1)
z>0 (3.2)
Q(z) = 'z — Min! (3.3)

O conjunto de equagoes e inequagoes (3.1) e (3.2) é denominado o conjunto de restrigoes

do problema e (3.3) é a fungao objetivo.

O conjunto M de pontos que satisfazem o sistema de restrigoes (3.1) e (3.2) é denominado
conjunto de solugoes viaveis. Neste capitulo, vamos denominar M o conjunto das solugoes
viaveis do PPL escrito na forma padrao.

A solugao vidvel z* que minimiza a fungao objetivo Q(z) é denominada solugao 6tima
do PPL.

Consideraremos a matriz A com tamanho mxn. Assim, as dimensoes de x, b e ¢ serao n, m
e n, respectivamente. Vamos supor ainda que posto(A) = m < n, pois caso posto(A) =r <m
temos (m — r) equagdes redundantes que podem ser eliminadas. Vamos supor entao eliminadas

as equagoes redundantes, o que nao altera o conjunto de solugoes viaveis.
Definicao 3.1. Uma métrica num conjunto nao vazio M é uma fung¢ao d : M x M — R* que
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associa a cada par ordenado (z,y) de pontos de M um nimero real d(z,y), chamada distancia

do ponto x ao ponto y, de tal modo que

i) d(z,y) =0= 1z =y;
d(z,y) > 0=z #y;

i) d(x,y) = d(y,z);
ii) d(z,y) + d(y, z) > d(z, 2);

para todos x,y,z € M. Um espago métrico é um par (M,d) formado por um conjunto M e

uma métrica d em M.

Definicao 3.2. Um subconjunto A de um espago métrico M € dito limitado, se existir um

nimero real a tal que d(x,y) < a para todos x,y € A.

Exemplo 3.3. Sejam © = (x1,x9,...,2,) € y = (Y1,Y2,...,Yn) dois pontos quaisquer do R™.

O conjunto R™ munido da métrica

€ um espaco métrico.

Nesse espago, o conjunto

X ={(z1,29,...,2,) GR":Z@ < K;x;>0,i=1,2,...,n}

i=1

¢ limitado. Note que o nimero real K € tal que d(x,y) < K para quaisquer z,y em X.

O conjunto de solucoes vidveis de um PPL pode ou nao ser limitado.

Definicao 3.4. Sejam M wum espaco métrico, v um niumero real positivo e p um ponto de M.

A bola aberta de centro p e raio r € o conjunto
B(p,r) ={x € M :d(x,p) <r}.

Definicao 3.5. Sejam M um espago métrico, N um subconjunto de M e p um ponto de M.
Diremos que p é um ponto interior de N, se ezistir uma bola aberta B(p,r) inteiramente
contida em N, e diremos que p € um ponto de aderéncia de N, se para toda bola aberta existir
x € N tal que x € B(p,r). O conjunto de todos os pontos de aderéncia de N, denominado
fecho de N, contém todos os pontos interiores. Pontos do fecho de N, que nao sao interiores,
sao chamados de pontos de fronteira de N. Assim, o fecho de N € dado pelos pontos

interiores e pelos pontos de fronteira de N.

111

Exemplo 3.6. O conjunto {1, 3, 7,5, } tem o zero como ponto de aderéncia, embora ele ndo

pertenca ao conjunto.
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Definicao 3.7. Sejam A e N subconjuntos do espaco métrico M e N o conjunto dos pontos
de aderéncia de N. Diremos que N ¢ fechado em M, se N = N. Diremos que A é aberto

em M, se o seu complementar M — A € fechado em M.

Pode parecer que os conceitos de aberto e fechado exprimem ideias mutuamente con-
traditorias. Entretanto, é possivel verificar que o R e o conjunto vazio sao simultaneamente

abertos e fechados (veja [3]).

A seguir apresentamos ilustragoes dos conceitos de aberto, fechado, limitado e ilimitado:

\\// <

Conjunto Fechado e ilimitado Conjunto Aberto e ilimitado

3

=

._s‘

\4
’:\
N

e =
L4
3
-
-

Conjunto Fechado e limitado Conjunto Aberto e limitado

Figura 3.1: Ilustracoes dos conceitos. Fonte: Elaborado pela autora.

Nas figuras acima, consideramos as linhas cheias e tracejadas representando pontos que

pertencem e nao pertencem ao conjunto, respectivamente.

Observacao 3.8. a) O semiespago dado pela inequagdo Z?Zl a;jx; < b; € fechado, pois os

conjunto dos pontos de aderéncia desse semiespag¢o € 0 proprio Semiespago.

b) Seja M o conjunto formado pela interse¢ao de semiespagos fechados da forma
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Zaijxi < b, para todoi € {1,2,...,m}
j=1

x; >0, para todo j € {1,2,...,n}

E possivel verificar que a interse¢ao de uma familia qualquer (finita ou infinita) de sub-
conjuntos fechados de um espago métrico € um subconjunto fechado desse espago (veja
[8]). Como o conjunto de solugies vidveis de um PPL é descrito por um modelo que pode

sempre ser reduzido a forma acima, temos que esse conjunto € sempre fechado.

c) Um subconjunto de R™ € dito compacto se ele for fechado e limitado. FEsse tipo de
conjunto possui propriedades especiais. Uma delas é que toda funcgao real e continua,
definida num conjunto compacto nao vazio, possui mdximo e minimo nesse conjunto (veja
[3]). Como o conjunto de solugdes vidveis de um PPL ¢ fechado, temos que um PPL cujo

conjunto de solugoes vidveis é limitado (nao vazio) sempre possui solug¢ao dtima.
Seja M o conjunto de solucoes vidveis de um PPL. Temos os seguintes possiveis casos:

1) M = @: o PPL nao tem solugao vidvel e ndo possui solu¢ao étima.
2) M # @ e limitado: o PPL tem solugao 6tima.

3) M # @ e nao limitado (dois possiveis casos):
3.1) Q(x) possui ponto 6timo em M. Neste caso, o PPL possui solu¢ao 6tima.

3.2) Q(x) nao possui ponto 6timo em M, ou seja, Q(x) pode crescer ou decrescer

ilimitadamente. Neste caso, o PPL nao possui solucao 6tima.

Definicao 3.9. Sejam z', 22, ..., 2" vetores de R™ e ay,qo,...,ar nimeros reais. Dizemos
9 Y 9 Y J 9
k ;. . ~ . .

que x = Y .., a;x' € uma combinacdo linear convexa se o; > 0 (i = 1,2,....k) e se

k . . ~ .
Yoiqjoa; = 1. Sea; >0 para i = 1,2,....k, temos uma combinagdo linear convexa
legitima.

. 1 2 2 1 3 3 1,10, 1,2 1,3
Exemplo 3.10. Sejam - = , o= exr’ = . Qwvetor x = 3o + go° + 517 =
3 2 —

2 1 3 z _ _
i 1 1 =3¢ b 10 [ d t La?ead
3| 4 5| 5 + 3 Ik ¢ uma combinagao linear convera dos vetores -, x* e x°.

o 6

Geometricamente, uma combinacao linear convexa de dois pontos, 2! e 22, é um ponto

contido no segmento de reta de 2! a 2.

Definicao 3.11. Um conjunto de pontos M € dito convexo, se toda combinacdo linear convexa

de qualquer par de pontos x' e x> em M também pertence a M.
Exemplo 3.12. Em R", uma reta, um hiperplano e um semiespac¢o sao conjuntos converos.
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Exemplo 3.13. a) O conjunto vazio é convexo.

De fato, se o conjunto vazio nao fosse convexo deveria existir uma combinacao linear
convexa de um par de pontos do vazio que nao pertencesse ao vazio. Como nao existe um

par de pontos no conjunto vazio, a afirmac¢ao acima € verdadeira.

b) Todo conjunto unitdrio é convezo.

Considere um conjunto unitario A = {a}. Como A contém apenas um elemento, entao
qualquer combinagao linear conveza de dois pontos de A é da forma v = aa+(1—a)a = a.

Logo, x € A.

Apresentamos a seguir algumas ilustracées de conjuntos convexos e nao convexos.

A®

Figura 3.2: Conjuntos convexos. Fonte: Elaborado pela autora.

Doy b

Figura 3.3: Conjuntos nao convexos. Fonte: Elaborado pela autora.

Provaremos a seguir que o conjunto de solugoes viaveis de um PPL é um conjunto convexo.
Teorema 3.14. O conjunto M das solugoes vidveis de um PPL € convexo.
Demonstracdao. Sejam z', 2% € M. Entao 2! > 0, 22 > 0, Az! = b e Az? = b. Mostremos que

toda combinacao linear convexa de x! e 2% também pertence a M. Considere o z' + anz?, com
aq, a9 > 0 e a; +as =1. Note que:
a) Alaz! + apr?) = A(aga!) + A(aer?) = aj Az + apAz? = b+ asb = (ag + az)b = b.
b) Como a; >0, ap > 0, 21 > 0 e 2? > 0, segue que ax! + ax? >0

Logo, toda combinagao linear convexa de um par de pontos de M também pertence a M.

Portanto, o conjunto de solugoes viaveis M ¢é convexo. O

O Teorema 3.14 é grande importancia para a programacao linear, pois ele permite provar
uma série de resultados bem gerais e que dizem respeito a otimizagao de fungoes concavas e

convexas em conjuntos convexos (para mais informagoes, veja [2] e [4]).
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Neste momento, vamos procurar caracterizar melhor um PPL. Para isto, necessitaremos

de uma série de defini¢oes apresentadas a seguir.

Definicao 3.15. Dado um semiespaco fechado ax < b, o hiperplano ax = b é chamado de

hiperplano gerador do semiespaco.

Definicao 3.16. Definimos um politopo ou politopo convexo como o conjunto de pontos
{r e R": Zj a;x; < b} parai={1,2,...,m}, isto € como a interse¢io de um nimero finito
de semiespacos fechados. Uma demonstracao andloga a demonstracao do Teorema 3.1/ mostra

que todo politopo € um conjunto convexo.

Quando todo b; = 0 (i = 1,2,...,m), isto é, quando todos os hiperplanos geradores
dos semiespacos passam pela origem, denominamos a intersecao dos semiespagos de cone

poliédrico convexo.

Nao é dificil mostrar que um cone poliédrico convexo é um caso particular de cone convexo.

A seguir apresentamos a definicao do cone convexo.

Definicao 3.17. Um cone é um conjunto G de pontos, tal que, se v € G e A > 0, entdo

Ax € G. Um cone convexo é um cone que é um conjunto convexo.

Um caso particular bastante importante de politopo convexo é o poliedro convexo.

Definicao 3.18. Um politopo convexo limitado € denominado poliedro convexo.

O conjunto de todas as possiveis combinagoes lineares convexas de pontos de um conjunto
S é denominado envoltéria convexa de S. E possivel provar que a envoltdria convexa de um

nimero finito de pontos é um poliedro convexo (veja [5]).

Pela Definigao 3.16, temos que o conjunto M de solugoes viaveis de um PPL é um politopo

convexo. Caso M seja limitado, teremos que M é um poliedro convexo.
E possivel mostrar que o politopo convexo dado por M é a soma de um poliedro convexo
P e um cone poliédrico convexo @), onde P é a envoltdria convexa dos vértices de M (veja [6]).

Istoé, M =P+ Q={x:x=p+q,p€ P,qec Q}. Talfato é ilustrado na figura abaixo.

Figura 3.4: Politopo convexo como soma de um poliedro convexo e um cone poliédrico convexo.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Na figura a seguir ilustramos alguns exemplos dos conceitos que acabamos de definir.

A A A
> > > >
(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.5: Exemplos dos conceitos recém apresentados. Fonte: Elaborado pela autora.

Na figura acima, (a) é um conjunto convexo, (b) é um conjunto nao convexo, (c) é um

politopo convexo, (d) é um poliedro e (e) é um cone poliédrico convexo.

3.2 Caracterizacao de vértice

Vamos caracterizar nesta secao o conceito de vértice. Mostraremos mais adiante que,
quando um PPL possui solucao 6tima, ao menos um vértice é solucao 6tima do PPL. Para
mostrar esse fato, precisaremos compreender bem o conceito de vértice. Além disso, sera

necessario entender como vamos determinar tais vértices no conjunto de solugoes viaveis do
PPL.

Definicao 3.19. Um ponto x de um conjunto convexo M €é demominado vértice (ou ponto
extremo) de M, quando ele nao pode ser obtido como combinagdo linear convexa legitima de

nenhum par de pontos distintos de M.

Tendo definido o conceito de vértice, desejamos caracteriza-lo algebricamente em um PPL.
Isso sera feito no Teorema 3.22. Com essa caracterizacao, serd mais facil elaborar um algoritmo
que determine os vértices do PPL. O objetivo sera encontrar o vértice que ¢ a solugao 6tima

do problema.

Vejamos no exemplo a seguir, como encontrar os vértices dentre o conjunto de solucoes

do sistema Ax = b,z > 0.

Exemplo 3.20. Considere o conjunto de solugoes vidveis, definido da sequinte maneira:

;

1 <2 — Ry
To < 2 — Ry
T+ 20 <3 — Rs
3x1+312 <9 — Ry
1 >0 — Rs
\xQZO — Rg

Vamos determinar os vértices de tal conjunto.
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O conjunto pode ser representado graficamente pela figura a seguir.

X, RI

Figura 3.6: Conjunto de solugoes viaveis. Fonte: Elaborado pela autora.

Adicionando variaveis de folga, obtemos:

( l'1+$3:2

To+ 14 = 2

1+ 2o+ x5 =3
3x1+ 312 +26=9
z; >0, 7=1,...,6

\

O sistema acima, que pode ser escrito na forma Az = b, é um sistema indeterminado. A
resolucdo de Az = b consiste na escolha de varidveis 2 e 2, de maneira que podemos escrever
o sistema na forma

BaP + Ra® = b,

onde B é uma matriz invertivel. A solucao do sistema é dada quando escrevemos as variaveis

2P em funcao das variaveis z:

2 = B~ — B7'R2".

Para obter uma solucao do sistema basta entao atribuir valores numéricos a .

Vejamos o que devemos fazer para obter um vértice. Observando a figura anterior, nota-
mos que um vértice é dado pela interse¢ao de um nimero suficiente de hiperplanos definidos
pelas restrigoes e pelas condigdes de ndo negatividade (denominados hiperplanos restrigao).
Vemos que o ponto B é dado pela intersecao de Ry e Rs5, o ponto A é dado pela intersecao de
Rs5 e Rg, o ponto E é dado pela intersecao Ry e Rg, o ponto D é dado pela intersecao R3 = Ry
e R, e o ponto C' é dado pela intersecao Ry e Ry = Ry.
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Por outro lado, podemos ver que, para que um ponto pertenca a um certo hiperplano
restricao, ao menos uma variavel deve ser anulada. Por exemplo, se anularmos z3, entao o
ponto esta em R;. Anulando z;, o ponto estd em Rs, e anulando x5 e xg, 0 ponto estd em
R3 = R4.

Assim, temos que um vértice pode ser obtido pela anulacdo de um certo nimero de
varidveis tal que o problema se torne determinado. No sistema Bz? + Raz® = b, tomando
2® = 0, obtemos um sistema determinado Bxz® = b, onde z® = B~'b. Claramente, teremos
um vértice apenas se a solucao for vidvel, isto ¢, se tivermos #” = B~'b > 0. Note que, quando
fazemos x3 = x4 = 0, temos z5 = —1 e xg = —3, isto significa que o ponto G = (2,2) nao é
solugao viavel, ou seja, nao é vértice.

Podemos também inverter a ordem de tal processo, escolhendo primeiro a matriz B e

obtendo os vértices da seguinte maneira:

i) escolha uma matriz invertivel B de forma que Bz® + Raft = b;
ii) tome zt = 0;
iii) obtenha 2% = B~1b > 0.

Dessa forma, obteremos como resultado uma solucao que vamos chamar de solucao basica

viavel e que vamos definir a seguir.

Definicao 3.21. Seja A uma matriz m X n tal que posto(A) = m. Um conjunto de m vetores
coluna a; de A linearmente independentes é denominado base associada a A, base de A ou
simplesmente base. Os vetores a; que formam a base sao denominados vetores base de A e

o conjunto de seus indices € denominado conjunto de indices base de A.

Considere o PPL formado por (3.1), (3.2) e (3.3). Asm componentes de x corresponden-
tes aos vetores base sao denominadas varidveis bdsicas (VB). As demais (n—m) componentes
sao as varidveis nao bdsicas (VNB). Anulando as (n — m) varidveis ndo bdsicas, obtemos
um sistema compativel e determinado, constituido de m equagoes e m incognitas. Resolvendo
esse sistema de equagoes, isto €, determinando o valor das VB, obtemos uma solugcao bdsica.
Uma solucdo badsica onde as VB sao ndao negativas é denominada solugao bdsica wvidvel.
Enquanto a solugao bdsica obedece apenas as restrigoes (3.1), a solu¢ao bdsica vidvel obedece
as restrigoes (3.1) e (3.2). Uma solugdo bdsica vidvel onde existe ao menos uma VB nula é
denominada solugdo bdsica degenerada. A solugdao vidvel que minimiza Q(x) recebe o nome

de solugao otima.

A seguir mostraremos que os conceitos de solucao basica viavel e vértice sao equivalentes.

Teorema 3.22. Sejam M o conjunto de solucoes vidveis de um PPL e x € M. O ponto x é

vértice de M se, e somente se, x for solu¢ao bdsica vidvel.

27



Demonstracao. (<) Seja x uma solugao basica viavel. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que apenas as primeiras r componentes xy, ..., x, sejam positivas. Tais componentes sao VB
associadas aos vetores linearmente independentes ay, ..., a, de A. Para provar que x é vértice

de M, basta mostrar que x nao é combinacao linear convexa legitima de dois pontos distintos

x' e 22 de M. Considere

z=az' + (1 —a)2? (3.4)
onde 0 < a < 1 e x', 2?2 € M. Entdo necessariamente ! = 22 = z. De fato, como x,,; =
Tpyg ==z, =0ecomoz! >0ex?>0, temos por (3.4) que

ri=22=0, j=r+1 n (3.5)
i ; , R .

J& que x', 2% € M, temos Az’ = Az? = b. Por (3.5), segue que

T

Z ajx;‘? =0b, k=12 (3.6)
j=1
Como ay,...,a, sao Li., temos que (3.6) possui uma tnica solu¢ao. Dai, :c]l = x? para j =
1,...,7. Assim, por (3.5), segue que z! = 2.

(=) Seja (z1,...,2,,0,...,0)T um vértice de M. Suponha, sem perda de generalidade,
que as r primeiras componentes desse vértice sao positivas. Vamos mostrar primeiramente que
ai,...,a, sao li. Para tanto, vamos verificar que a hipdtese de que aq,...,a, sao 1.d. levam
a uma contradi¢ao com o fato de x ser vértice. De fato, se aq,...,a, sdo l.d., entao existem
constantes Aq,..., A\, nao todas nulas tais que

Z /\jaj =0. (37)
j=1

Dai, podemos definir através do vetor coluna A = (Aq,..., A, 0,...,0)T dois pontos distintos,
' =z +alex? =x—al Por (3.7), segue que
Azt = Zaj(xj+aAj) =b+0=0.
j=1
De forma analoga, temos que Az? = b. Por outro lado, para que ' > 0, ou seja, x; + aX; >0
para j = 1,....r, basta que o > —5 para \; > 0, assim como o < —3Z para A; < 0. Assim,
J J
para z' > 0, devemos ter
x; . . Ty .
max —r.jzl,...,r, Aj>0p <a<min —Y.jzl,...,r, Aj<0p. (3.8)
J J
Além disso, para que z? > 0, ou seja, ; — a); > 0 para j = 1,...,r, basta que o > i—j para

Aj < 0, assim como o < i—] para \; > 0. Logo, para 22 > 0, devemos ter
J

max{%:jzl,...,r, )\j<0}§a§min{%:j:1,...,r, )\j>0}. (3.9)

J J
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Claramente pode ser que um dos limites a esquerda ou a direita em (3.8) e (3.9) nao exista.

Isso ocorre se todos os \; possuem o mesmo sinal. Portanto, temos que x', 2% > 0 desde que

tenhamos
|a|§min{i—j j=1,...m Aﬁéo}. (3.10)
Entao, se tivermos (3.10) satisfeita, segue que z',z* € M. Agora, como
T = % T4 %:ﬂ, (3.11)
se supusermos ai,...,a, l.d., entao x sera uma combinacao linear convexa legitima de dois
pontos distintos z* e 22 de M, o que é uma contradicao pois z é vértice de M. Logo, ai,...,q,

sao L.i. Portanto, = é solugao bésica viavel, pois temos duas possibilidades. Se r = m, temos uma
base formada pelos vetores aq,...,a,,, as variaveis positivas zy,...,x,, sao as VB e as demais
variaveis nulas sao as VNB. Dai, temos uma solucao basica viavel. O outro caso seria r < m.
Como posto(A) = m, existem m vetores a; linearmente independentes e podemos formar uma
base com tais vetores. Além disso, a partir do conjunto de vetores aq, ..., a,, podemos escolher
mais (m — r) vetores coluna de A, de maneira a formar uma base. As varidveis associadas a
essa base sao as VB, sendo positivas ou nulas. Como, para este caso, existe ao menos uma VB
nula, estamos num caso de degeneracao. As demais variaveis nulas sao as VNB. Novamente,

temos uma solucao bésica viavel. O]

E importante compreender a interpretacao geométrica do vetor A do teorema anterior.
Esse vetor define uma direcao tal que, para qualquer novo ponto x + aX ou x — aX gerado a
partir de x, continuam nulas as componentes que eram nulas para . Como cada componente
nula corresponde a um hiperplano restri¢ao, entao, se x pertence a (n—r) hiperplanos restrigao,
os pontos  + aX e xr — a) também pertencem a esses hiperplanos. Quanto maior o nimero
de componentes nulas em x, menor o nimero de componentes \; em (3.7), ou seja, mais

determinado fica A, pois é menor a dimensao da intersecao a qual A deve pertencer.

Além disso, para cada um dos novos pontos gerados sao obedecidas as restrigoes A(z+a)
= A(z —a)) = b. Mas nao teremos necessariamente x+aX > 0 ou x —aX > 0, dependendo dos
valores atribuidos a a. Os valores limite de o para que = + a\ e x — o\ satisfacam as condigoes
de nao negatividade foram obtidos em (3.8) e (3.9). Como no Teorema 3.22 estamos apenas
interessados em dois pontos quaisquer z',x?> € M, tais que sua combinacao linear convexa
nos fornega o ponto z, basta que « satisfaca as desigualdades (3.8) e (3.9). No Teorema 3.24,

estaremos interessados em um desses valores limites para « especificamente.

Mostraremos a seguir que um conjunto de solugoes viaveis de um PPL possui sempre um
numero finito de vértices. Esse fato é importante, pois garante que o processo de otimizagao

que utilizaremos e que consiste em gerar vértices € finito.

Teorema 3.23. Um PPL possui um numero finito de solucoes bdsicas vidveis, isto €, o conjunto

M de solucoes vidveis de um PPL tem um niumero finito de vértices.
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Demonstragao. Considere um PPL definido por (3.1), (3.2) e (3.3), onde A é uma matriz m X n.
Sabemos que posto(A) = m. Dos n vetores coluna a;, existem no maximo (:1) conjuntos de
m vetores linearmente independentes. Assim, temos no maximo (Z) solugoes basicas. Como
as solugoes basicas viaveis sao um subconjunto das solucoes basicas, existem no maximo (:1)

solugoes basicas viaveis, isto é, vértices do conjunto M. n

3.3 Existéncia de vértice 6timo

Na secao anterior, mostramos que os conceitos de solucao bésica viavel e vértice sao
equivalentes e estabelecemos um limite superior quanto ao nimero de vértices. Nesta secao,

vamos mostrar que a solucao 6tima pode ser encontrada entre os vértices.
Vamos comecar demonstrando um resultado auxiliar.
Teorema 3.24. Seja M o conjunto de solucoes vidveis de um PPL, definido por Ax = b e

x > 0. Todo ponto x € M pode ser escrito como combina¢ao linear convera v = T+ (1 — 5)T,

0< B <1, ondeT € vértice de M eT € M.

Demonstragdo. Seja (z1,...,2,,0,...,0)7 um ponto de M. Suponha, sem perda de generali-
dade, que as r primeiras componentes desse ponto sao positivas. Mostraremos o teorema por

indugao finita sobre 7.

Considere r = 0. Como posto(A) = m, sempre podemos determinar uma base a qual seja

possivel associar a solucao bésica vidvel x, ou seja, o vértice x. Assim, temos x = Z, ou seja
g =1
Considere agora r > 0. Suponha que o teorema ¢é valido para o caso em que x possui no
méximo (r — 1) componentes positivas. Provemos que a afirmagao é valida para o caso em que
T possua no maximo r componentes positivas. Temos dois casos possiveis:
a) ay,...,a, sao Li.

Neste caso, podemos adicionar as colunas as,...,a,, (m —r) colunas de A de forma a
obter uma base a qual podemos associar a solugao basica viavel x, isto é, o vértice .

Assim, temos x = T, ou seja, 8 = 1.

b) ai,...,a, sdo ld.

Neste caso, existem constantes Aq,..., A, nao todas nulas tais que

> Njaj =0. (3.12)
j=1

De maneira andloga a parte b) da demonstragao do Teorema 3.22; podemos definir, por

meio do vetor A = (A1, ..., A, 0,--+,0)7, pontos 2! =z + a) e 2% = r — a tais que
Lo, 1,
= - —x°. 3.13
z=5 —|—2x (3.13)
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Conforme vimos na demonstracao do Teorema 3.22, ', 22 € M, desde que tenhamos

lof < || =ming [ :j=1,...,1, \; #0¢.
" X
Tome o = —f—’;. Assim, temos que
T
x,lg:xk—l—a)\k:xk——)\kzo.
Ak
Dessa forma, z} = =}, = 21,5, = --- = 2, = 0, isto é, z' tem no mdximo (r — 1)

componentes positivas. Pela hipotese de indugao, segue entao que
' =9+ (1—9)Z (3.14)
para 0 <y <1, onde T é vértice de M e T € M. Substituindo (3.14) em (3.13), temos

R P e B S e PO e S S I,
x—zx—l— 5 x+2x—2x+ 5 2_7x+2_7$ )

~ P ~ ~ . ~ .
Tomando x = ﬁx + ﬁxQ, temos que x € M. Basta notar que x é combinacao linear

convexa de dois pontos T e 22 de M, pois =2 + ;L= =1, I=2 > 0 e 72~ > 0. Como M
-y 2= 2—y 2—y
é convexo, toda combinagao linear convexa de dois pontos de M pertence a M. Fazendo

f =3, temos x = B2+ (1 — B3)x, onde 0 < B < 1, T é vértice de M e 7 € M.

Assim, supondo a afirmacao verdadeira para (r — 1) componentes positivas, foi possivel
demonstra-la para r componentes positivas. Como a hipotese é verdadeira para r = 0, o

teorema fica demonstrado. O

Em decorréncia do teorema anterior, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.25. Se o conjunto M for nao vazio, existird ao menos um vértice de M.

Com esse corolario percebemos que faz sentido procurarmos pela solucao 6tima entre os

vértices, pois sabemos que M possuird ao menos um vértice se for nao vazio.

Mostraremos agora que no caso do PPL ter 6timo, ele sera atingido em ao menos um
vértice de M. Vamos considerar o caso de minimizagao de Q(x) e a demonstracao para o caso

de maximizagao é analoga.

Teorema 3.26. Considere um PPL cujo conjunto M de solucdes vidveis € definido por Ax = b
ex >0, e seja Q(z) a funcdo objetivo que tem um minimo em M. Entao esse minimo serd

atingido ao menos em um vértice de M.

Demonstragao. Seja z* solugao 6tima do PPL;, isto é, Q(z*) é o valor minimo atingido pela

funcao objetivo de M. Pelo Teorema 3.24,
x*=pr+ (1 - )7,
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0 < <1, onde 7 é vértice de M e T € M. Pela linearidade de Q(z), segue que

Qz") = Q) + (1 — B)Q(T). (3.15)
J& que z* é solugao 6tima, temos Q(z*) < Q(T). Substituindo essa informagao em (3.15),
obtemos

Qz") > BA(T) + (1 - B)Q(z").
Dai,

Q) = Q(@). (3.16)
Porém, como z* é solucao 6tima, segue que
Q(z") < Q). (3.17)

De (3.16) e (3.17), temos Q(z*) = Q(Z). Podemos ter z* = 7, isto é, 2* é vértice. Caso z* # T,

existe mais de uma solucao 6tima dentre as quais ao menos uma é um vértice. O

Para encerrar esta secao apresentaremos um teorema e dois corolarios sobre problemas
que possuem mais de uma solucao otima. As demonstracoes desses resultados sao diretas e,

por essa razao, nao serao apresentadas aqui.

Teorema 3.27. Cada combinacdo linear convexa de solucoes otimas do PPL € também solugdo

otima.
Como consequéncia do teorema anterior obtemos dois corolarios.

Corolario 3.28. O conjunto das solugoes otimas de um PPL ¢ um conjunto convexo.

Corolario 3.29. Se um PPL possuir mais de uma solugao otima, possuirda uma infinidade de

solugoes dtimas.
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Capitulo 4
O Algoritmo Simplex

Neste capitulo, apresentaremos em detalhes o algoritmo Simplex. Iniciaremos analisando um
PPL com um formato especial que nos permite entender as primeiras ideias do método. A
partir desse ponto investigaremos como o método deve ser adaptado para resolvermos um PPL
geral. Ao fim do capitulo, teremos compreendido o algoritmo para um PPL geral e interpretado

geometricamente suas ideias. O texto aqui apresentado foi baseado no Capitulo 5 do livro [1].

4.1 Primeiras ideias

Considere um PPL na forma:

( n
Zaijl‘j<bz‘> ondeb; >0  (i=1,2,...,m)
j=1
;20 (j=1,2,...,n) (4.1)
chxj = Q(z) — Min!
j=1

\

Reduzindo o problema a forma padrao, obtemos:

(

1121 + -+ A1sTs + 0+ ATy FTp = b
A1+ -+ GpsTs + - - + ATy + Tptr = br
(4.2)
Am1T1 + Qs + - -+ + G Ty, + Tn+m = bm
z; >0 (j=12,....,n+m)
| T G Ty = Q(x) — Min!
O sistema acima pode ser representado na forma matricial
Ar=1b
x>0 (4.3)

Q(r) = 'z — Min!
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As m primeiras equagoes do Sistema (4.2) e a funcdo objetivo podem ser representadas

através do seguinte quadro ou tableau:

xl ... '/'L‘S . x’l’l anrl PR anr’," .. anrm b
ail a1s A1n 1 0 0 bl
Qr1 Qrs Ay, 0 1 0 br
am1 Ams Qmn 1 bm
Cl e CS .. Cn 0 PRI 0 o e 0 Q(I‘)

Tabela 4.1: Quadro ou Tableau. Fonte: Elaborado pela autora.
Para determinar uma solugao basica viavel, vamos estabelecer as seguintes condigoes:

a) As n varidveis arbitrarias sdo as VNB, as quais vamos atribuir o valor zero.

b) As m varidveis restantes saio VB e s@o obtidas a partir das m primeiras equagoes do

sistema. As VNB devem ser escolhidas de forma que as VB sejam nao negativas.

c) Os vetores coluna a; associados as VBs devem ser linearmente independentes, de maneira

a formarem uma base associada a matriz A = (a;;).

Segundo o que foi apresentado no capitulo anterior, essas trés condigoes asseguram que obte-
remos sempre uma solucao bésica viavel. O método Simplex constitui-se em um conjunto de

etapas que mantém satisfeitas as condi¢oes acima e adicionalmente a seguinte condigao:
d) As solugdes bésicas vidveis sdo obtidas de forma a otimizar a func¢ao objetivo.

Apresentamos a seguir o passo a passo para obter solugoes basicas viaveis, sempre com o

proposito de otimizar a fungao objetivo. Para tanto, iremos nos basear no PPL (4.1).

Passo 1: Determinar solucao bésica vidvel inicial .

Escolhemos as n primeiras varidveis do Sistema (4.2) como VNB, tomando-as como zero.

Obtemos entao:
VNB: 2, =---=72,=0

VB: $n+1 = b]_, Ce ,$n+m = bm

Passo 2: Melhorar a solucao, caso possivel, selecionando nova VB.

Para a solucao bésica inicial T, temos
Q(ZE) =Ccr1+ -+, = 07
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pois Ty = .-+ = I, = 0. Vamos entao criar uma nova solucao bésica viavel x tal que x, seja a

nova VB e as demais VNB sejam mantidas. Observe que

Q(x) = csxs.

Assim,

Qz) — Q) = cozs.
Como queremos minimizar Q(z), vamos escolher z tal que ¢, < 0 seja o menor possivel, ou
seja,

cs = gg%{cj}

Caso nao exista coeficiente negativo, ou seja, ¢; > 0 para todo j, entao serd impossivel

diminuir o valor de @). Portanto, Q(Z) é o valor minimo de @ e T é solugao 6tima do PPL.

Se ¢; > 0 para todo j e existir ao menos uma VNB z; tal que ¢; = 0, entao tornando

xs VB, ou seja, fazendo ela nao negativa, obtemos uma nova solucao basica viavel x tal que

A~

Q(z) = Q(7). Dai, temos mais de uma solugao 6tima. Pelo Coroldrio 3.29, teremos infinitas

solugoes 6timas.

Passo 3: Atribuir valor a nova VB e selecionar nova VNB.

Seja x a nova solugao basica viavel, onde escolhemos x, como nova VB e mantivemos as
VNB z; = 2; =0 paraj=1,...,s —1,s+1,...,n. Precisamos escolher uma nova VNB.

Observe que fazendo x4 > 0, temos
Tn4s = bz — Qs
para i =1,2,...,m. Devido as condi¢oes de nao negatividade, precisamos ter
bi — QisTs 2 0

parat=1,2,...,m.

Temos entao dois casos sao possiveis:

i) a;s <0,parai=1,...,m.

Neste caso as condigoes de nao negatividade sao satisfeitas para qualquer valor x, > 0.
Fazendo x; — 00, obtemos Q(x) — —oo, pois temos ¢; < 0 pelo Passo 2. Logo, Q(z) nao

tem minimo, isto é, o PPL nao possui solucao.

ii) Existe ao menos um a;s > 0.

Seja KT ={i=1,...,m:a;s > 0}. Como para a;s < 0 a condigdo de ndo negatividade
para x,.; € satisfeita, precisamos nos preocupar com o caso em que a;s > 0, ou seja,
i € K*. Desejamos

b, — a;sxs >0 parai€ KT,
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ou seja,

b;
zs < — parai € K. (4.4)
Ui

Para anular uma variavel z,; e tornd-la uma VNB, basta tomar z, = ab— para algum
1S

i € K*. Para garantir que (4.4) seja satisfeita para todo i € KT, tomamos

b, ) b;
Ty=—=min [ — | .
Qg 1EKT \ Qg

Assim, as condig¢oes de nao negatividade sao satisfeitas e obtemos uma nova VNB z,, .

Precisamos agora apenas verificar se é possivel substituir o vetor a,,,., que sai da base
(Zn4r se torna VNB), pelo vetor as, que entra na base (zs se torna VB). Mas isso é

possivel, pois

m
Qs = E QisQn4i € Qpg 7é0
=1

A entrada a,s é chamada pivo, a r-ésima linha é dita linha pivo e a s-ésima coluna é

denominada coluna pivo.

Em resumo, tendo escolhido a nova VB no Passo 2, fazemos

b, ) bi
Ty =— =min | — | .
Qs PEKT \ Qs

Se Kt for um conjunto vazio, o PPL nao possui solucao.

Isso garante que as condigoes a), b) e ¢), citadas anteriormente, sdo satisfeitas. Além

disso, a condigao d) é garantida pelo Passo 2.

Passo 4: Reduzir o PPL a forma canonica.

Diremos que o PPL esta na forma canodnica se:

i) sao nulos os coeficientes das VB na func¢ao objetivo (isso permite a verificacao imediata

da alteracao no valor da fungao objetivo pela introdugao da nova VB z (Passo 2));

ii) a base estiver na forma canonica, ou seja, é igual a uma matriz identidade.

Para passar de uma solucao bésica vidvel inicial T para uma nova solucao bdsica vidvel
x serd importante que o PPL esteja na forma canonica para aplicarmos os passos 2 e 3. Para

tanto, realizaremos as operacoes de pivoteamento, apresentadas abaixo, no Quadro 4.1.

i) Dividir a linha pivo pelo pivo a,

ii) Anular os demais elementos da coluna pivo subtraindo da i-ésima linha (i = 1,2,...,r—1,
r+1,...,m,m+1) a nova linha pivo, multiplicada por ais, Gas, . . ., Gr—1.5, Qri1ss - - - 5 s,

Cs, Tespectivamente.

36



Dessa forma, o vetor a,., sai da base e o vetor a,, que entra na base, se torna um vetor

unitario. Ainda, o coeficiente de z; (nova VB) na funcao objetivo é anulado e obtemos o quadro

a seguir:
:L‘l ... ':Es .« .. ’ITL :Cn+1 DY ’:ETLJ"?” PR l‘n_"_m
an_% () aln_ar#f:ls 1 _% 0 b1—%
arl N 1 - Arn 0 - 1 . 0 br
Qrs ars Ars Ars
A1 ar;ams 0 o, — ‘ITZM 0 . _‘Zﬂ . 1 by, — b"‘aaﬂ
s s s s
_ arics _ QrnCs R < _ bres
Cl Qrs O Cn Qrs 0 Qrs O Q(m) Qrs

Para que o quadro acima tenha a mesma forma do Quadro 4.1 basta trocar a coluna n+1r

pela coluna s.

O método Simplex foi apresentado aqui levando em conta apenas a primeira iteragao, ou
seja, a partir da solucao bésica vidvel inicial Z, construimos uma nova solucao z. Mas o método
nao ¢ interrompido nesse ponto, pois novas solugoes basicas viaveis serao geradas, de modo a
otimizar a funcao objetivo, até determinarmos a solugao 6tima, caso ela exista. Para isso, apds
realizarmos o pivoteamento no Passo 4, voltaremos ao Passo 2, na tentativa de determinar uma
melhor solucao. O algoritmo ird parar, quando determinarmos a solugao 6tima ou quando for

possivel concluir que o problema nao possui solucao.

Nas préximas iteragoes devemos utilizar o algoritmo com muito cuidado com a simbologia,
pois essa foi apresentada levando em consideracao a primeira iteracao do algoritmo e, por essa

razao, nas proximas iteragoes nao teremos mais a;j, b; ou ¢; originais do PPL.
O fluxograma da pégina a seguir resume o algoritmo.

A versao simplificada do método que apresentamos nesta secao possui alguns inconveni-

entes que precisaremos tratar, sao eles:

i) Todas as restrigoes sao do tipo < com b; > 0.
ii) A notagao é excessivamente baseada na primeira iteragao.

iii) O raciocinio é demasiadamente baseado no quadro ou tableau.

As ideias basicas do algoritmo Simplex estao todas contidas na versao simplificada, mas
precisaremos desenvolver ferramentas mais avancadas para continuar o desenvolvimento da
teoria. Nas préxima secoes, desenvolveremos tais ferramentas que nos permitirao dar uma

tratamento mais abstrato e livre do quadro Simplex.
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Determinacdo de uma solug¢do

basica viavel inicial

A dltima solugdo obtida
é solucdo otima

NAO
SIM
A soluci Existe uma
sotueao infinidade de
€ unica solucoes

SIM

Seja ¢, = min(c,)
<0

X, serd a nova VB

NAO

lsu\/l

Solucdao
impossivel

O(x)=-o0

Seja b,/ a,= min(b,/ a,)
a,>0
a, serd o pivd, x,,, serd

n+r

a nova VNB

!

Reduzir a nova solugdo basica
vidvel a forma canénica aplicando|——
as operacgoes de pivoteamento.

38




Vamos fixar algumas notacoes antes de iniciar a préxima secao.

Considere o PPL dado pelo Sistema (4.3), onde A é uma matriz m X ng e x é um vetor

ng X 1. Suponha que seja possivel obter uma solucao basica vidvel. Entao:

N:{1,2,...,n0}

I={j,...

J:N—[:{jm+1,...

 Jm}

B = (aj17 s ’ajm>
R = (ajm+l7 s 7ajn0)
Cj
cr=|
| Cim
Cimt1
cr=|
Ciing
le
P=1
| Tjm
oy —
xft = :
| Ting

7j’)’L0}

_>
_>

conjunto de todos os indices das variaveis.

conjuntos de indices base, isto é, I C N é o conjunto de
todos os indices das VB.

conjunto dos indices nao base, isto é, J C N é conjunto
de todos os indices das VNB;

matriz m x m, formada pelos vetores coluna a;,, onde
ji € I sao associados as VB.

matriz m x (ny —m), formados pelos vetores coluna a;,,

onde j; € J sao associados as VNB.

vetor m x 1, constituido pelos coeficientes das VB na

funcao objetivo.

vetor (ng—m) x 1, constituido pelos coeficientes das VNB

na funcao objetivo.

vetor m x 1, constituido pelas VB.

vetor (ng —m) x 1, constituido pelas VNB.

4.2 Reducao do PPL a forma canonica

Nesta secao, vamos generalizar a obtencao da forma candnica para uma solucao basica

vidvel genérica .

Suponhamos dada uma solucao bésica viavel T, associada a uma base B. Entao o sistema

Ax = b pode ser escrito na forma

Bxz® + Raft = b. (4.5)

Multiplicando (4.5) por B~!, obtemos

Assim, a solucao bésica vidavel T é obtida quando fazemos x

2 + B7'Ra® = B~ .

(4.6)

B — 0. Nesse caso, obtemos
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78 = B~1b por (4.6). Por outro lado, substituindo ¥ = B~*R em (4.6), temos

2P 4Vl =P 4 Z@x] =P, (4.7)
jes
Dali,
Ti + Z YijTj = Ti (4.8)
jed

para todo i € I, onde §; = (Jj,j, -, Yj,nj)* € um vetor coluna de Y.
Vamos entender melhor Y. Observe que R = B}A/, ou seja,
CLj = B@\] = Z ai@-j
iel
para todo 7 € J. Logo,

[(Yij)iet]B = Z aiyij = aj,

iel
ou seja, o vetor com coordenadas (¥;;):er na base B é igual ao vetor a;. Assim, para determinar

yj, basta determinar as coordenadas de a; na base B.

As equagoes (4.7) e (4.8) permitem determinar os valores de 2%, a partir dos valores de

Zp e dos novos valores atribuidos a z'.

Vejamos o que ocorre com a fungao objetivo. Vamos consideré-la na forma:
Q(z) = (CF)Ta” + (CH)Ta". (4.9)
Substituindo (4.7) em (4.9), temos
Qz) = (C*)'@" - Va™) + (C™) "

_ (CB)T/Z,\B _ (CB)TS}:L,R + (OR)TxR
= (CBY'Z8 + (CP)T — (CP)TY)al. (4.10)

Observe que, fazendo zf* = 0, obtemos
Q@) = (CP)"7".
Facamos z = (C?)T7, ou seja,
zZ = (C")"g;
para todo j € J. Substituindo esses valores em (4.10), obtemos
Q(z) = (CF)T27 + ((CH)T = 2)a".

Dali,
Q) — Q@) = (CMT =2)a" = (¢j = Z)x;.

jeJ
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Assim, conhecida uma solucao bésica vidvel Z, o PPL na forma canonica é dado por
2B+ YVl = 78
Qz) — Q@) = ((CH)" —2)a".

Na pratica, comegamos representando o PPL pelo quadro:

R)T B)T

P R B b
(CHT(CHT ] Q)

Em seguida, multiplicamos R, B e b por B~

B)T

xB Y I i

(CHT | (CP)T ] Q(x)

Por fim, subtraimos da dltima linha Y, I e 28 multiplicados por (CB)7:

(] @)
1%

CBT -z 0 | Q) -Qx)

Na aplicacao do método Simplex, nao serd necessario passarmos sempre de uma forma
inicial para a forma canodnica, o que pode ser feito pelo método de Gauss-Jordan. Veremos que
a forma canodnica para uma solugao basica viavel x serd sempre obtida se iniciarmos o processo

com uma solucao bésica vidvel T na forma canonica.

4.3 Determinacao de uma nova solucao basica viavel

Aprendemos na Secao 4.2 como escrever uma solugao basica vidvel na forma canonica. O
objetivo disso é colocar o PPL num formato que permita determinar critérios para obter uma

nova solucao basica viavel. Esta secao visa estabelecer tais critérios.

Teorema 4.1. Seja dada uma solugao bdsica vidvel T, a qual estd associada uma base B. Se
tivermos ¢, — Zjs < 0 e ys < 0, para algum s € J, entdo, para qualquer x, > 0, continuamos
obtendo uma solugao vidvel x. Fazendo xs — 00, temos que Q(x) — —oco. A determinagdao da

solugao otima do PPL ¢ impossivel.

Demonstracao. Seja £, = 0 uma VNB de T nas condigbes especificadas pelo enunciado do
teorema. Vamos considerar uma nova solugao basica viavel tornando x5 uma nova VB, ou seja,

tornado x, positivo e vamos manter as demais VNB, isto é,
G=85=0 Yjej#s (4.11)
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Substituindo (4.11) em
temos

E substituindo (4.11) em
Qx) = Q@) =) (¢ — 3
jeJ
temos

Q) = Q) + (cs — Zo)s.

Como y, < 0, temos —y,xs > 0. Assim, podemos aumentar o valor de x; o quanto quisermos
sem correr o risco de alguma componente de z” assumir valores negativos. Agora, fazendo
Ty — 00, temos (¢s — Z5)Ts — —00, pois ¢; — 25 < 0, donde segue que Q(x) — —oo. Portanto,

o PPL nao tem solucao. O]

Teorema 4.2. Seja ¥ uma solugao basica vidvel. Se tivermos ¢, — Zs < 0, para algum s € J,

tal que existe yis > 0 ao menos para algum i € I, e

z, _ Z;
~— =1mm g =/,
Yrs Yis>0  Yis
entao, tomando xs = g—r como nova VB e x, =0 como VNB, obtemos uma nova solucao basica
s
vidvel x tal que Q(x) < Q(T).

Demonstracao. Seja x a nova solugao obtida de ¥ fazendo x, = ;—T e x, = 0. Vamos mostrar
s

que z é solucao basica viavel. Nessa nova solucao mantemos as VNB, com excecao de z,, ou
seja,
r=2;=0 VjeJ j#s (4.12)

e fazemos
Ty = — > 0. (4.13)

Substituindo (4.12) e (4.13) em (4.8), obtemos

~

T =T = Y Gyt = B~ Gists = T — G Vi€ L (4.14)
= Urs

Por hipodtese,

~

/x\i Ly . ~
A_>A_ VJ€[>%’5>O-

Yis o Yrs
Assim,
~ ~ /x\'r ~ ~ i’\z
Ti =Tj — Yis= > Tj — Yis=— =0
rs Yis

para todo i € I com ;5 > 0.

42



Para 3;5s < 0, temos por (4.13) e (4.14) que
Ty = Ty — Yists > 0.
Logo, x; > 0 para todo ¢ € I. Portanto, x > 0.

Observe que z, = 0 satisfaz (4.14). Como todas as varidveis satisfazem (4.14) e esse

sistema é equivalente ao sistema Az = b, temos satisfeitas as restricdes do PPL.

Para mostrar que x é uma solucao basica viavel, falta mostrar que podemos associar uma
base as VB. Vimos anteriormente que podemos escrever
Qs = E A;Yis-
iel
Como ¥,s # 0, obtemos uma nova base se trocarmos a, por as na base antiga. Logo, x é uma

solugao basica viavel.

Além disso, temos que

]

Teorema 4.3. Seja uma solugdo bdsica vidvel . Se ¢; —z; > 0, para todo j € J, entdo T €

solucao otima.

Demonstracao. Temos que
Q) = Q@) + > _(¢j — Z)x;.
jeJ
Se ¢; —Zz; > 0 para todo j € J, a melhor solucao z serd obtida tomando x; = 0 para todo j € J,
caso contrario, teremos Q(x) > Q(T). Assim, obteremos exatamente . Como nao é possivel
melhorar 7, ela deve ser a solugao 6tima. Caso tenhamos ¢; —2; > 0, com ¢; — z; = 0 para
algum s € J, entao tomando z, > 0 e anulando as demais VNB, obtemos uma nova solugao

bésica viavel z tal que Q(z) = Q(Z). E nesse caso, também nao é possivel melhorar a solugao

2. Logo, T é solucao 6tima. ]

Corolario 4.4. Seja T uma solugao bdsica vidvel. Se c¢; —z; > 0, para todo j € J, e se

cs — 25 = 0, para algum s € J, entdo teremos uma infinidade de solugdes dtimas.

Demonstracao. Segundo a demonstracao do teorema anterior, podemos tomar x, > 0 e obter
uma nova solucao étima x. Assim, o PPL possui infinitas solugoes 6timas, pelo Corolario
3.29. 0

Vimos no Teorema 4.2, que ao procurarmos por uma nova solugao basica viavel, escolhe-
mos a nova VB z; de forma que ¢, — Z; < 0. Mas o que fazer se tivermos ¢; — z; < 0 para mais

de um j 7 Sabemos que devemos ter

/x\r . /m\z
Tg=<—=ImMM§ < ¢.
Yrs Yis>0 | Yis
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Daf,

Qz) — Q@) = > (¢; — Z)a; = (e A)gj—

jeJ

onde T é antiga e x é a nova solucao basica vidvel. Assim, faz sentido tomar z, tal que

(cs —Zs)= = min < (¢; —Z;) min ¢ — ¢ ¢,
Yrs  ¢—%<0 ¥i; >0  Yij

pois dessa forma terfamos o maior decréscimo possivel.

No entanto, nada garante que tal escolha seja melhor do que qualquer outra que leve a
uma melhoria da fungao objetivo. O importante é que ocorra uma reducao do valor da funcao

objetivo. Usaremos entao um critério mais simples, tomando a nova VB z tal que

Cs — 25 = erflgijgo {c; =%}

Na proxima pagina apresentamos um fluxograma com o resumo dos conceitos estudados

até o momento.

Vejamos agora trés exemplos de aplicagao do algoritmo Simplex.
Exemplo 4.5. Seja o PPL dado pelo modelo:

3x1 + 5x9 < 15
5x1 + 229 < 10
120,29 >0
Sxq + 3xe = Q' () — Madz!

Vamos determinar a solucao deste problema.

Resolucao Grafica:

\\sz—>

20 \ﬁ )
9 19\ (Ponto Otimo)

x,=0

Figura 4.1: Soluc¢ao do Exemplo 4.5. Fonte: Elaborado pela autora.
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Determinacdo de uma solucdao

basica viavel inicial
na forma candnica

A dltima solugdo obtida
é solucdo otima

NAO
SIM
A soluci Existe uma
sotueao infinidade de
€ unica solucoes

SIM

Seja c,-z.= min(c;-7;)
¢-2<0
X, serd a nova VB

NAO

lsu\/l

Solucdao
impossivel

O(x)=-o0

Seja X,/ y,=min(x,/y,)
y is>0
V., serd o pivo,
X, serd a nova VNB

!

Reduzir a nova solugdo basica
vidvel a forma canénica aplicando|——
as operacgoes de pivoteamento.
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Solucao pelo método Simplex:
Colocando o modelo em forma padrao, temos
3r1 + 9522 +x3 =15
5x1 + 229 + x4 = 10
r1 20,22 > 0,23 > 0,24 >0
—bz1 — 3x9 = Q(x) — Min!

Primeiro quadro:

}
VB | x1 22 3 x4
(Ly) x5 |3 5 1 0| 15
(Ly) + 4 2 0 1] 10
(Ls) 5 -3 0 0]Q()

Na primeira solugao bésica viavel, temos x; = 25 = 0 (VNB), 23 = 15,24 = 10 (VB) e
Q(z) = 0. Tal solugao corresponde ao vértice D = (0,0).

Para simplificar, na primeira coluna do quadro apresentamos as VB relativas a cada linha,
isto é, a cada equacao. Denominamos cada uma das linhas do quadro L, Ly e Ls.

A solugao (x1 = 9 = 0, 3 = 15 e x4 = 10) ndo é Gtima, pois a linha L3 da fungao
objetivo apresenta coeficientes negativos. A VNB que passa a ser VB é aquela que possui o
menor coeficiente negativo na linha L3 da funcao objetivo, ou seja, a variavel x;. Pelo Teorema

4.2, determinamos o pivo e o valor de x; anulando uma VB, que se torna VNB. Observe que

. [15 10
Ty =min{ —,— » = 2.
{5%)

Note que o minimo ocorre na linha Ly, entdao o pivo sera 5 e fazendo x; = 2 anulamos x4, que
se torna VNB.
Obtemos entao uma nova solucao bésica viavel, onde x; e x3 sao VB e x5 e x4 sao VNB.

Vamos reduzir o PPL a forma canonica para a nova solucao basica vidavel, obtendo um
segundo quadro. Isto pode ser feito através das seguintes operacoes efetuadas sobre o primeiro

quadro do Simplex:

3 1
_5L2+L1 %Ll, gLQ —>L2, L3+L2 —>L3.
Segundo quadro:
VB |xz1 x9 23 x4
(Ly) « a5 |0 |2 1 =2 9
(LQ) 1 1 % % 2
(Ls) 0 -1 1 | Q(z)+10




Na segunda soluc¢ao bdsica vidvel, temos z3 = x4 = 0 (VNB), 21 = 2, 23 = 9 (VB) e
Q(z) = —10. Tal solugao correspondente ao vértice C' = (2,0).

Essa solugao (x; = 2,29 = 0,23 = 9 e 4 = 0) nado é 6tima, pois a linha da fungao objetivo
ainda possui coeficiente negativo. Vamos entao gerar uma nova solugao basica viavel.

A VNB que vai entrar na base é 9, pois ela é a tinica que possui coeficiente negativo na
funcao objetivo. A VNB que vai sair da base é x3, pois 9 + 1—5? <2+ % O pivo sera %.

O préximo quadro é obtido realizando as operagoes:

5 2 5
1—9L1 — Ll) L2 — ELl — LQ, L3 + 1—9L1 — L3.

Terceiro quadro:

VB | 21 z9 3 Ty

5 3 45
2 | 01 19 19 19

2 5 20
z |10 —5 15 19

0 0 2 B IQ+z

Na terceira solugdo bésica vidvel, temos 23 = x4 = 0 (VNB), z; = 22, 2, = £ (VB) e

_ 235 ~ e _ (20 45
Q(z) = —%5. Tal solugao correspondente ao vértice B = ({3, 75)-
Note que essa é a solucao 6tima, pois a linha da fungao objetivo nao possui mais coefici-

entes negativos. Logo, a solucao 6tima do problema ¢é dada por

20 45
=1 27 g r3 =0, ry = 0.
Além disso,
235 235 235
Min Q(z) + — =0 = Min Q(z) = —— = Max Q'(z) = —

19 19 19 °

Exemplo 4.6. Seja o PPL dado pelo modelo:

3r1 + 9512 <15

5r1 + 2x9 < 10

x1 2> 0,29 >0

6x1 + 102 = Q'(x) — Maz!

Vamos mostrar que este problema possui infinitas solugoes.
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Resolucao Grafica:

Figura 4.2: Solucao do Exemplo 4.6. Fonte: Elaborado pela autora.

Solucao pelo método Simplex:

Colocando o modelo em forma padrao, temos
3r1 + 5Ty + x3 =15
5x1 + 229 + 24 = 10
120,20 20,23 > 0,24 >0
—621 — 1029 = Q'(z) — Min!

Primeiro quadro:

!

VB T i) T3 T4

— x3 |3 [5] 1 0] 15

za |5 2 0 1| 10
6 -10 0 0 |Q(x)

Na primeira solucao bésica vidvel, temos z; = 29 = 0 (VNB), z3 = 15,24 = 10 (VB) e
Q(z) = 0. Tal solucgdo corresponde ao vértice D = (0,0).

Tomando 5 como pivo, obtemos a segunda solugao basica viavel.

Segundo quadro:

4
VB | 21 x9 x3 24
Ty % é 0
— oz |20 -2 1 4
0 0 2 0]Qx)+30



Na segunda solugao bésica vidvel, temos z; = 23 = 0 (VNB), 20 = 3, 24 = 4 (VB) ¢
Q(z) = —30. Tal soluc@o correspondente ao vértice A = (0, 3).

Essa é uma solugao 6tima, pois temos todos os coeficientes das variaveis da fungao objetivo
nao negativos. Como temos um coeficiente de uma VNB (z;) nulo, entdo existe mais de uma
solucao 6tima, segundo o Corolario 4.4. Para determinar uma outra solugao 6tima, basta

colocar z1 na base. Tomando % como pivo, obtemos a préoxima solucao basica viavel.

Terceiro quadro:

VB |xz1 z9 x5 Ty

5 3 45
2 |01 45— 19
_2 5 20
x| 10 9 19 19

0 0 2 0 |Q)+30

Na terceira solugdo bdsica vidvel, temos z3 = 24 = 0 (VNB), 2y = 22, 2, = 32 (VB) e

197
Q(z) = —30. Tal solugao correspondente ao vértice B = (33, 12).

Essa solugao também ¢é 6tima, pois todos os coeficientes das varidveis da fungao objetivo

sao nao negativos.
Logo, o PPL possui infinitas solugoes 6timas, pelos Corolarios 4.4 e 3.29.
Além disso, o conjunto de solugoes 6timas do problema é dado pelo conjunto de todas

as combinagoes lineares convexas das duas solucoes 6timas determinadas, isto é, toda solugao

6tima é da forma

20 45
I’* — a(0,3,0,4) + (1 — OZ) (E, 1—9,0,0) s

onde 0 < o < 1. Ainda, Q(z*) = —30 e Q'(z*) = 30.
Observagao 4.7. A solugao grdfica mostra que qualquer ponto do segmento AB € solu¢do
otima do PPL, pois as retas, determinadas ao igualarmos a func¢ao objetivo a uma constante,

sao paralelas a esse segmento. De fato, o segmento AB contém todas as combinacdes lineares

convezxas dos dois vértices otimos A e B.
Exemplo 4.8. Seja o PPL dado pelo modelo:

Ty — T > —1

—%xl + x5 < 2

120,29 >0

2z + 229 = Q' () — Madz!

Vamos mostrar que este problema nao possui solugoes.
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Resolucao Grafica:

4(0,0) N X,

N\
-~ @@&

| x=0 |
Figura 4.3: Solucao do Exemplo 4.8. Fonte: Elaborado pela autora.

Solucao pelo método Simplex:

Colocando o modelo em forma padrao, temos
—T1+x3+a3=1
—ir tatay=2
112 0,22 > 0,23 20,24 >0
—211 — 229 = Q(x) — Min!

Primeiro quadro:

Na primeira solugdo bésica vidvel, temos 1 = x5 = 0 (VNB), 23 = 1,24 = 2 (VB) e

}
VB | 1 22 x3 x4
x3 | -1 1 0] 1
z |—3 1 0 1| 2
2 -2 0 0|Qx)

Q(z) = 0. Tal solugao corresponde ao vértice A = (0,0).

Tomando o nimero em destaque no quadro como pivo, obtemos a segunda solugao basica

vidvel.

Segundo quadro:

b
VB | 21 z2 23 x4
x |[—-1 1 1 0 1
v |[L] 0 1
-4 0 2 0 |Q(x)+2



Na segunda solugao bésica vidvel, temos z; = x3 = 0 (VNB), 2o = 1,24 = 1 (VB) e
Q(z) = —2. Tal solugao corresponde ao vértice B = (0, 1).

Tomando o nimero em destaque no quadro como pivo, obtemos a terceira solugao basica

vidvel.

Terceiro quadro:

1
VB r1 X9 X3 T4
x| 0 1 -1 2 3

x| 1 0 -2 2
0 0 -6 8 |Q)+10

Na terceira solucao bésica vidvel, temos z3 = x4 = 0 (VNB), 1 = 2,29 = 3 (VB) ¢
Q(z) = —10. Tal solugao corresponde ao vértice C' = (2, 3).

Note que x3 deve entrar na base, pois seu coeficiente na funcao objetivo é negativo. Porém,
como 113 = —1 < 0 e yo3 = —2 < 0, temos que x3 pode assumir qualquer nao negativo, e quanto

maior for o valor de 3, menor serd o valor de Q(x). Assim, o PPL nao tem solugao.

4.4 Determinacao de uma solucao basica viavel inicial

Na secao anterior, vimos que partindo do Sistema (4.1) era sempre possivel obter uma
solugao basica inicial na forma candnica. Era suficiente adicionar variaveis de folga, reduzindo
o problema a forma padrao (4.2), tomar as variaveis de folga como VB e as demais n varidveis
como VNB; atribuindo a elas o valor 0. Obtinhamos entao uma solugao bésica viavel inicial na
forma candnica que podia ser representada pelo Quadro (4.1). Isso foi possivel, pois o PPL era

constituido por inequacgoes do tipo
n
Z aijry < b;
j=1

onde b; > 0. Entretanto, se tivermos restri¢goes do tipo
Z QT = bl ou Z&ijx]’ Z bz
J J

tal que b; > 0, como vamos resolver o problema? Vejamos a seguir um exemplo dessas situagoes.
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Exemplo 4.9. Seja o PPL dado pelo modelo:

.

41 + 19 < 21

2x1 + 319 > 13

T, — Ty = —1

120,29 >0

6x1 — 29 = Q'(x) —Madx!

\

Vejamos que nao poderemos proceder como nos exemplos anteriores.

Colocando o modelo em forma padrao, temos

( 4ZL‘1+$2+ZE3:21

201 + 319 — x4 = 13
—x14+ x93 =1

120,20 20,23 > 0,24 >0
—621 + 29 = Q(x) — Min!

\

Segue o quadro desse modelo:

Ty T2 T3 T4

4 1 1 O 21
3 0 -1 13

11 0 0 1

6 1 0 0]Q)

Note que tomando as varidveis de folga como VB e anulando as demais varidveis, nao

obtemos uma solucao bésica viavel, pois x4 fica negativo.

Vamos agora analisar tal questao de maneira mais genérica. Considere um PPL com m
restrigoes e n incégnitas. Suponha b; > 0 para todo 7. Isto serd sempre possivel, pois se b; < 0,
para algum j basta multiplicar a restricao por —1. Considere o PPL reduzido a forma padrao

e introduzidas as variaveis de folga.

Se tomarmos as variaveis de folga como VB e anularmos as demais, podem surgir os

seguintes problemas:

i) No caso de existéncia de uma igualdade.

Como a igualdade nao origina uma variavel de folga, teremos menos de m variaveis de
folga, ou seja, teremos menos de m VB e, portanto, deixamos de ter uma solucao bésica

inicial.
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ii) No caso de existéncia de uma desigualdade >.

Neste caso, introduzimos uma variavel de folga acompanhada do sinal negativo. Tomando
tal variavel de folga como VB, criaremos uma VB negativa, pois temos b; > 0. Entao
as condicoes de nao negatividade nao seriam satisfeitas, ou seja, obterfamos uma solugao

inicial nao vidvel.

Como devemos proceder em tais casos? Para resolver tal problema vamos gerar inici-
almente uma solugao basica artificial. Ela sera chamada artificial pois nao pertencera ao
conjunto de solugoes viaveis do PPL.

Comegando por essa solugao bésica artificial, caminharemos por solugoes bésicas até che-
gar em uma solucao basica viavel do problema. Essa sera a primeira fase do que chamamos
de Método das duas fazes. Em seguida, prosseguiremos normalmente com a aplicacao do
método Simplex, que serd a segunda fase do método.

Na primeira fase, a busca por uma solucao bésica viavel a partir de uma solucao artificial

serd realizada com ajuda do Simplex.
Vejamos como gerar uma solugao bésica artificial inicial.

Suponhamos que o PPL foi modificado, de forma que b; > 0 para todo i. Em cada
igualdade 7 introduzimos uma variavel artificial positiva z¢. Além disso, em cada desigualdade
> introduzimos, a variavel de folga e uma variavel artificial positiva acompanhada de sinal

positivo, da seguinte forma:

E QijT; = bl — E Q5T -+ .Z’? = bz
J J

Z(lzjl’j Z bl — Zaijxj — Xy, -+ ZE? = bz

J J
onde z{ > 0.

Vejamos como isso se aplica no exemplo anterior.

Exemplo 4.10. Seja o PPL dado no Fxemplo 4.9:

dri +x9 <21

2x1 + 3x9 > 13

T, — Ty = —1 (4.15)
120,29 >0

6x1 — xo = Q'(x) — Madz!

Vejamos que as varidveis artificiais possibilitarao a constru¢ao de uma solug¢ao bdsica.
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Introduzindo as variaveis de folga e as variaveis artificiais, temos

(

dxy + 29+ 23 =21

201 + 3w — x4 + 2§ = 13

—r1+ oyt ai=1 (4.16)
1 2> 0,29 20,23 > 0,24 > 0,2¢ > 0,25 >0

—621 + 29 = Q(x) — Min!

\

Tal sistema pode ser representado pelo quadro:

1 To T3 T4 T] @G

4 1 1 0 0 0 21
2 3 0 -1 1 0 13
-:11 0 0 0 1 1
6 1 0 0 0 0 |Q(

Fazendo x3, x{ e 2§ como VB e anulando as demais varidveis (VNB), obtemos

VB: 23 =21, 2{ =13, 25 =1

VNB: T1 = T2 = Ty =0.

J& que todas as variaveis sao nao negativas e temos uma base composta de vetores
unitarios, associada as VB, conseguimos uma solucao basica T na forma candnica e podemos
iniciar a aplicagao do método Simplex.

Mas note que os valores obtidos para z; e x5 nao satisfazem todas as restrigoes do Sistema

(4.15), ou seja, a solugao bésica artificial ¥ nao representa uma solugao viavel para o PPL dado.

Quando inserimos ao problema variaveis artificiais e tornamos elas VB com valores posi-
tivos, infringimos as restricoes do PPL, pois ao inserir numa igualdade ¢ uma variavel artificial
positiva z¢, deixamos de ter uma igualdade e passamos a ter uma desigualdade, e ao inserir
numa desigualdade > uma varidvel de folga nula z;, (VNB) e uma variavel artificial positiva
x¢, deixamos de ter uma desigualdade > e passamos a ter uma desigualdade < (considerando
bj > 0). Ocorre que infringimos as restri¢oes de forma a ampliar o conjunto de solugoes vidveis
do PPL, englobando a possibilidade da solucao trivial (z; = --- =z, = 0).

Assim, inserindo varidveis artificiais, criamos um novo PPL, que serd denominado P’ e
serd diferente do PPL dado P. A solugao basica artificial gerada inicialmente ao tornarmos as

variaveis artificiais positivas é uma solucao basica viavel de P’, mas nao de P.

Nao ¢ dificil ver que as solugoes viaveis de P’, com z¢ = 0 para todo ¢, correspondem as
solucoes viaveis de P. Assim, ao eliminarmos as varidveis artificiais, verificamos que as variaveis

restantes satisfazem as restricoes do PPL.

o4



Partindo de uma solugao bésica vidvel inicial de P’ e utilizando o Simplex, vamos gerar
novas solucoes basicas viaveis de P’, até obter uma solucao cujas varidveis artificiais sejam todas
nulas. A essa ultima solucao poderemos associar uma solucao basica vidvel de P, eliminando
as variaveis artificiais. Essa sera a primeira fase do método.

Tendo construido uma solugao basica viavel inicial para o problema P, procedemos como
anteriormente, com o objetivo de otimizar o valor da fungao objetivo Q(z) dada. Essa serd a
segunda fase do método.

Mas como faremos para obter uma solucao béasica vidavel de P’ com todas as varidveis
artificiais nulas na primeira fase? Para tanto, no lugar de minimizar Q(z), na primeira fase

vamos considerar como func¢ao objetivo:
Q%x) = fo — Min!
i

Como z¢ > 0 para todo ¢, o menor valor possivel sera obtido quando z{ = 0 para todo i.

Apés a primeira fase, deixamos de lado Q%(x) e passamos a trabalhar com a funcao
objetivo dada Q(z).

Vejamos a seguir um exemplo de aplicagao do método das duas fases.

Exemplo 4.11. Seja o PPL dado no Exemplo 4.9:

(

Aoy + 29 < 21

211 + 319 > 13

T, — Ty = —1

120,29 >0

6x1 — 29 = Q'(x) — Madz!

\

Vamos determinar a solugcao deste problema pelo método das duas fases.

Utilizando o quadro do exemplo anterior, apds introduzir as varidveis artificiais, e consi-

derando a fungao objetivo artificial Q*(x) = x{ + x%, temos:

VB |21 x2 23 x4 2§ 24
r3 |4 1 1 0 0 0 21
x 3 0 -1 1 O 13
xy | -1 1 0 0 1 1
0O 0 0 11| Q%)
6 1 0 0 0| Qx)

Iniciando a primeira fase do método, tomemos como solucao basica inicial:
VB: x5 =21, 27 =13, z5 =1
VNB: 21 =29 =24 = 0.
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Mas por que colocamos duas funcoes objetivo no quadro? Na primeira fase trabalhamos
apenas com a fungao objetivo Q%(z). A fungao objetivo Q(x) é incluida no quadro apenas
porque isso mantem o PPL na forma candnica e permite a passagem direta a segunda fase,
uma vez finalizada a primeira.

Note que os coeficientes de x{ e z§ (VB) em Q%(x) sdo nao nulos. Assim, para reduzir a
solugao basica a forma candnica, vamos precisar zera-los. Para tanto, basta substituir a quarta

linha por ela menos a segunda e a terceira linha. Obtemos entao:

!

VB |z1 2o 23 x4 2y 24
x| 4 1 1 0 0 0 21
2|2 3 0 -1 1 0 13
— x| -1 0 0 0 1 1
-1 4 0 0 0 |Q%x)—14
6 1 0 0 0 O Q(z)

Vamos aplicar o Simplex levando em conta apenas a func¢ao objetivo artificial Q*(z). A

variavel xy se torna VB e 2§ se torna VNB. O pivo serda o 1 em destaque no quadro. Temos

entao o quadro a seguir.

+
VB |21 x2 23 x4 2y 24
x3 |5 0 1 0 0 -1 20
— s 0o 0 -1 1 -3 10
x |-1 1 0 0 O 1
5 0 0 1 0 4 ]Q%)—10
5 0 0 0 0 -1] Qz)—1

Nesse caso, temos 21 = x4 = 2§ = 0 (VNB), 23 = 20,2 = 10,20 = 1 (VB), Q(z) =1 e
Q(z) = 10.

Como a funcao objetivo artificial contém coeficientes negativos, damos continuidade a
primeira fase. A varidvel x; se torna VB e z{ se torna VNB. O piv6 serda o 5 em destaque no

quadro. Obtemos assim o seguinte quadro.

VB |2y zo x5 x4 2f 28

r3 | 0 0 1 1 -1 2 10

rr |10 O —% % —g 2

x| 0 1 0 —% % % 3
o 0 0 o0 1 1 Q% (x)
0 0 0 -1 1 -4 |Qx)+9

Nesse caso, temos x4 = z{ = 2§ = 0 (VNB), 21 = 2,29 = 3,23 = 10 (VB), Q(z) = -9 ¢
Q% (x) = 0.
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Como nenhum outro coeficiente da funcao objetivo artificial é negativo, chegamos ao fim
da primeira fase. Como temos z§ = 2§ = 0 e Q*(x) = 0, podemos desconsiderar as varidveis
artificiais e a fungao objetivo artificial Q*(x).

Vamos iniciar agora a segunda fase do método, a partir do seguinte quadro:

d
VB |z 22 23 a4
— x3 |0 0 1 10
x| 1 0 0 —% 2
x| 0 1 0 —% 3
0 0 0 -1 |Qx)+9

Nesse caso, temos x4 = 0 (VNB), 1 = 2,20 = 3,23 = 10 (VB) e Q(z) = —9.
Como a funcgao objetivo possui coeficientes negativos, damos continuidade a segunda fase.

A variavel x4 se torna VB e x3 se torna VNB. O pivo serd o 1 em destaque no quadro. Passamos

entao ao seguinte quadro.

VB | z1 x93 x3 x4
xg |0 0 1 1 10
z1 |1 0 % 0 4
|01 1 0
0 0 1 0]Q()+19
Nesse caso, temos x3 =0 (VNB), 1 = 4,25 = 5,24 = 10 (VB) e Q'(z) = —Q(z) = 19.

Como nenhum coeficiente da funcao objetivo é negativo, obtemos a solucao 6tima, che-

gando ao fim da segunda fase do método.

Vejamos graficamente o que foi feito ao aplicarmos o método das duas fases.

Considere a representacao grafica do PPL dado por (4.15):

x,=0
Figura 4.4: Representacao grafica. Fonte: Elaborado pela autora.
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O conjunto de solucoes vidveis do PPL é o segmento AB da reta 1 —x9 = —1. Chamamos

esse de problema P.

Agora, representemos o PPL P’, dado por (4.16), no mesmo plano. O Sistema (4.16)

podera ser representado pelo seguinte sistema equivalente:

(

Aoy + 29 < 21

2x1 + 3xe < (ou >) 13

—r1+wy <1 (4.17)
120,29 >0

—621 + 29 = Q(x) — Min!

A segunda equacao nao vai mais representar uma restricado para r; e To, pois é sempre
possivel tomar x4 = 221 + 322 e 2 = 13, por exemplo, e a equagao sera valida para quaisquer

valores de x; e x.

Apresentamos a seguir a representagao grafica do problema (4.17):

x=0 15> /

Figura 4.5: Representacao grafica. Fonte: Elaborado pela autora.

Como dissemos anteriormente, o conjunto de solugoes vidveis do problema P’ contém
o conjunto de solugoes viaveis do problema P. Na primeira fase, iniciamos com a origem
como solucao inicial, pois tomamos x; = x5 = 0. Na primeira iteracao, obtemos o ponto
C(xy = 0,29 = 1) e na iteragao seguinte chegamos ao ponto A(x; = 2,25 = 3). Neste ponto,
encerramos a primeira fase do método, pois o ponto A pertence ao conjunto de solugoes viaveis
do problema P. O ponto A é o ponto inicial da segunda fase. Na segunda fase, obtemos o

ponto B que é a solucao 6tima do problema dado.

Na figura a seguir visualizamos as iteragoes realizadas pelo Simplex.
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Figura 4.6: Iteracoes realizadas pelo Simplex. Fonte: Elaborado pela autora.

Observagao 4.12. Através da representagdo grdfica, notamos que existe uma certa inexatidao
em considerarmos o ponto A com solucdo bdsica vidvel, isto €, como vértice de P', pois A ndo
¢ vértice de P', mas sim a projecao no espaco R? das varidveis 1 e x5 de um vértice de P'.
Isso ocorre pois estamos representando apenas as varidveis x1 e Ty Sem considerar as varidveis

de folga e as variaveis artificiais.

No exemplo anterior, investigamos uma aplicagao do método de duas fases em que era
possivel zerar a fungao objetivo artificial Q%(x) e determinar uma solucao bésica viavel. Mas
serd que é sempre possivel anular Q%(z)? E se ao anularmos Q%(z), continuarmos com uma
variavel artificial na base, o que devemos fazer? Vejamos as respostas para essas perguntas.

Sejam P o PPL dado e P’ o PPL obtido depois de inseridas as variaveis artificiais. Con-
sidere a fungao objetivo artificial Q%(z) dada pela soma das varidveis artificiais. Suponha que
a primeira fase do método de duas fases tenha terminado, ou seja, alcancamos o menor valor

possivel para Q%(z) num ponto x*. Vejamos quais possibilidades temos para Q(z*).

a) Q*(z") = 32, 27" > 0.

Neste caso, existe z;* > 0, ou seja, nao conseguimos obter uma solucao bésica viavel de
P pela regra dada, pois nao existem vértices de P’ em que todas as variaveis artificiais sejam
nulas. De fato, como a todos os vértices de P correspondem vértices de P’, isto significa que
nao existe vértice de P, isto é, nao existe solugao bésica viavel de P.

Pelo Corolario 3.25, segue que o conjunto de solugoes viaveis de P é um conjunto vazio.

Portanto, o PPL nao tem solucao.

Vejamos esta possibilidade no seguinte exemplo.
Exemplo 4.13. Seja o PPL dado pelo modelo:

—T1 — T2 Z 1
120,20 >0
x1 + 3z = Q(z) — Min!
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Vejamos que este problema nao possui solucao.

Podemos representar esse problema graficamente por:

X,

Ay

\ 4

X,

0

Figura 4.7: Representagao grafica. Fonte: Elaborado pela autora.

E facil ver que o conjunto de solucoes viaveis é vazio. Vamos comprovar tal fato aplicando

o método das duas fases.

Insira uma variavel de folga e uma varidavel artificial na primeira restricao. Obtemos um

problema P’, dado por:

-1 — Ty — 23+ af =1

x1 Zova ZO,[Eg 207'T(f ZO
x1 + 32 = Q(z) — Min!

Primeiro quadro (referente a solugao béasica artificial inicial):

VB |21 29 x3 2f
¢ -1 -1 -1 1 1
0 0 0 1 |Q%)
3 0 0| Qx)

Anulando o coeficiente de z{ na funcao objetivo artificial, damos inicio a primeira fase do

método.
VB |2y x2 x5 af
¢ -1 -1 -1 1 1
1 1 1 0|Q%)—1
1 3 0 0 Q(x)

Observe que ja obtemos a solugao 6tima que minimiza a funcao objetivo artificial, pois os

coeficientes de Q(z) sao todos positivos. Nesse caso, temos 1 = x9 = 23 = 0 (VNB), 2 =1

(VB) e Q*(z*) = 1.

Assim, vemos que nao é possivel anular a variavel artificial, o que significa que nao existe

solugao basica viavel para o problema dado. Logo, o problema dado nao tem solucao.
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a * _ *a __
b) Q(x7) = 2 ;27" = 0
Neste caso, x;* = 0 para todo 7, ou seja, conseguimos obter uma soluc¢ao bésica viavel de

P, eliminando as varidveis artificiais. Aqui temos os seguintes possiveis casos:
b.1) Todas as varidveis artificiais saio VNB.

Ja que as variaveis artificiais nao tém significado, podemos desconsiderar tais variaveis e

também a funcao objetivo artificial. Seguimos entao para a segunda fase do método.

b.2) Existe varidvel artificial que ¢ VB.

Primeiramente, desconsidere todas as variaveis artificiais que sao VNB e os respectivos

coeficientes em Q(z) e Q%(z), sobrando apenas as variaveis artificiais que sdo VB.

Este é um caso de degeneracao pois, como as variaveis artificiais sdo todas nulas (Q*(x)

foi anulada), existe uma VB nula, o que caracteriza uma degeneragao.

Nesta situacao nao podemos eliminar as varidveis artificiais que estao na base, pois

terfamos um ntimero menor de VB do que é necessario para compor uma solucao basica viavel.

Vamos utilizar o quadro abaixo para compreender o que acontecera neste caso.

Variaveis dadas Variaveis de folga Variaveis artificiais
VB . T, . S g

<

Yis 0---010---01]0

<9

Considere x§ uma varidvel artificial nula que é VB. Temos dois casos possiveis:

b.2.1) Existe y;s; # 0 na linha referente a variavel artificial .

Neste caso, é suficiente realizar uma mudanca de base, tornando x, uma VB e retirando
r§ da base. O pivo serd y;,. Se existir mais de uma possibilidade de y;, # 0, a escolha de z,
pode ser feita de maneira arbitraria, pois qualquer z, que entrar na base assumird o valor 0

para nao alterar o valor da funcao objetivo.

A seguir apresentamos um exemplo deste caso.
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Exemplo 4.14. Seja o PPL dado pelo modelo:

1+ 4xe > 4

3x1+x =1

1> 0,29 >0

r1 + 29 = Q'(x) = Mdz!

Vamos determinar a solugcao deste problema.

Resolucao Grafica:

\
x,=0 > -
Figura 4.8: Solucao do Exemplo 4.14. Fonte: Elaborado pela autora.

Reduzindo o PPL a forma padrao e introduzindo as variaveis artificiais, temos

( T +4ry — 23+ 2f =4

31 +r+ 25 =1

x1 2> 0,29 > 0,2 > 0,25 > 0
z§ 4+ 2§ = Q*(x) — Min!
—11 — 29 = Q(x) — Min!

\

Esse sistema é representado pelo seguinte quadro:

VB |21 xy x3 27 2§
2|1 4 -1 1 0 4
1

xg |3 1 0 0 1
0 0 0 1 1]|Q%)
-1 -1 0 0 0] Q)

Aplicando a primeira fase do método, temos:
i)
VB |21 z2 23 2{ 2§
2|1 4 -1 1 0 4
— % |3 0 0 1 1

4 -5 1 0 0]Q%x)-—5
-1 -1 0 0 0 Q(z)
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Nesse caso, temos z7 = 2o = 23 = 0 (VNB), 2{ =4,25 =1 (VB), Q*(z) =5 e Q(x) = 0.
Como a funcao objetivo artificial contém coeficientes negativos, damos continuidade a

primeira fase. A variavel xs se torna VB e 2§ se torna VNB. O pivo serda o 1 em destaque no

quadro.

Obtemos assim o seguinte quadro:

VB |z 29 23 2 2§

¢ |-11 0 -1 1 -4 0

x| 3 1 0 0 1 1
11 0 1 0 5 Q% (x)
2 0 0 O Qz)+1

Nesse caso, temos 1 = 23 = 2§ =0 (VNB), 2§ = 0,20 =1 (VB), Q%(z) =0e Q(z) = —1.

Assim, chegamos ao fim da primeira fase e obtemos:

Primeiramente, vamos eliminar a variavel artificial 3 que é VNB e a linha referente a Q°(z).

VB | 21 22 3 2f
¢ |[-11 0 -1 1 0
x| 3 1 0 O
2 0 0 0|Q(x+1

Como a variavel artificial x{ é VB, nao podemos simplesmente elimina-la. J& que na linha

referente a ela temos elementos nao nulos, vamos fazer uma mudanga de base. Tome x3 para

entrar na base.

VB |z 20 z3 2
x3 |11 0 1 -1 0
x |3 1 0 0
2 0 0 0]|Qx+1

Nesse caso, temos 21 = 2§ =0 (VNB), 2o = 1,23 =0 (VB) e Q(z) = —1.
Note que também poderiamos ter escolhido x; para entrar na base.

Como agora a variavel artificial ¢ VNB, podemos elimina-la e iniciar a segunda fase.

VB | xz1 x9 23
x3 [11 0 1 0
o | 3 1 0 1
2 0 0|Q(x)+1
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Nesse caso, temos 1 = 0 (VNB), o = 1,23 = 0 (VB) e Q'(z) = —Q(z) = 1. Como os

coeficientes da fungao objetivo nao sao negativos, chegamos a solucao 6tima do PPL.

b.2.2) Na linha referente a varidvel artificial 2§ temos y;; = 0 para todo s.

Neste caso, temos uma linha de zeros no quadro, com excecao do elemento relativo a

variavel artificial que é 1.

Considere o sistema Az = b de m equagoes, do PPL dado P, onde foram introduzidas as
varidveis de folga, mas nao constam as varidveis artificiais. Como y;s = 0 para todo s, obtemos
uma equagao nula no sistema Ax = b, ou seja, essa era uma equagao redundante que pode ser
eliminada do sistema.

Assim, se no final da primeira fase tivermos uma varidvel artificial z§ na base, tal que
y;js = 0 para todo s, podemos eliminar a linha e a coluna a ela relativas, ou seja, podemos

eliminar x§ e a equagao onde essa se encontra.

A seguir apresentamos um exemplo desta situacao.

Exemplo 4.15. Seja o PPL dado pelo modelo:

201+ 315 =5

—6x7 — 929 = —15

x1—2x9 >0 (4.18)
1> 0,29 >0

r1 + 29 = Q'(x) = Mdz!

Vamos determinar a solucao deste problema.

Resolucao Grafica:

x,=0 (4]

x,=0

Y >
Figura 4.9: Solucao do Exemplo 4.15. Fonte: Elaborado pela autora.
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Reduzindo o PPL a forma padrao e introduzindo as varidveis artificiais, temos

(

201 +3x2 + 2 =5

6x; + 929 + 25 =15
—x1+ 29+ 23=0

212> 0,29 > 0,23 > 0,2¢ > 0,25 >0
z§ + x5 = Q*(x) — Min!

—11 — 29 = Q(x) — Min!

(4.19)

\

Aplicando a primeira fase do método, temos:

VB |2y x9 x3 27 2§
22 3 0 1 0 5
gy | 69 0 0 15
zz | -1 1 1 0 O 0
0 0 0 1 1|Q%
-1 -1 0 0 0| Q)

i
VB |2y 2o 23 2 2§
x§ 3 0 1 0 5
xy |6 9 0 0 1 15
! 1 0 0 0
8 -12 0 0 0 |Q%x)—20
-1 -1 0 0 O Q(z)

Nesse caso, temos z1 = x5 = 0 (VNB), z3 = 0,2f = 5,25 = 15 (VB), Q%(z) = 20 ¢
Q(z) =0.

Como a funcao objetivo artificial contém coeficientes negativos, damos continuidade a
primeira fase. A varidvel x5 se torna VB e x3 se torna VNB. O pivo sera o 1 em destaque no

quadro.

Obtemos entao:

1
VB | 21 2 x5 27 25
— ot 0 -3 1 0 5
zg |15 0 -9 0 1 15
zo | -1 1 1 0 0 0
20 0 12 0 0 |Q*z)—20
2 0 1 0 0 Q(z)




Nesse caso, temos ;7 = z3 = 0 (VNB), 2o = 15 (VB), Q*(z) = 20 e

Q(x) = 0.
Como a funcao objetivo artificial contém coeficientes negativos, damos continuidade a

rimeira fase. A varidvel z; se torna VB e z¢ se torna VNB. O pivo serd o 5 em destaque no
1

quadro.

VB |z x2 x3 2§ x4

|10 =2 + 0 1

x5 |0 0 0 -3 1 0

[0 1 2 1 0 1
0O 0 0 4 0| QY=
0 0 —f 2 0|Qx)+2

Nesse caso, temos z3 = z§ = 0 (VNB), z; = 1,20 = 1,25 = 0 (VB), Q%(z) = 0 ¢

Q(x) = —2.

Como nao temos mais coeficientes negativos na funcao objetivo artificial, chegamos ao

fim da primeira fase e obtemos:

— a __ .0 __
, 27 = x5 = 0.

Q" ()
Primeiramente, vamos eliminar a variavel artificial 2§ que é VNB e a linha referente a

Q" ().

VB |21 x2 w3 24
|1 0 =2 0 1
210 0 0 1 0
|0 1 2 0 1

0 0 -1 0|Q)+2

Temos aqui uma variavel artificial (z§) que é VB. Note que a linha referente a essa varidvel
artificial é composta por zeros (com exce¢ao do elemento referente a prépria variavel artificial).
Esse é portanto um exemplo do caso b.2.2. Assim, existe uma equacao redundante no Sistema

(4.18). Logo, podemos eliminar a linha e a varidvel artificial a ela relativas. O que nos da o

quadro:
i
VB r1 X2 XT3
—~ @ | 0 1 |2 1
0 0 —1|Qx)+2

Podemos seguir com a segunda fase. Como a fungao objetivo possui coeficientes negativos,

vamos tornar 3 uma VB e x5 uma VNB. O pivo sera o

66

¢ em destaque no quadro acima.



VB |21 x2 3
x| 130 2
0 3 0[Q)+3
Nesse caso, temos x5 = 0 (VNB), 21 = 23 = 2 (VB) ¢ Q'(z) = —Q(z) = 2. Como agora

os coeficientes da fungao objetivo sao nao negativos, obtemos a solugao 6tima do problema.

Vejamos que o caso b.2.2 ¢ justamente um caso de degeneracao, onde o modelo do PPL

possui restricoes sob a forma de igualdades linearmente dependentes.

Seja dado um PPL com um conjunto de m restrigoes dos tipos:

AT =10
ou

AT <b (4.20)
ou

Az > b.
Introduza as variaveis de folga. Assim, o conjunto de restrigoes passa a assumir a forma:

Az = b. (4.21)

Em seguida, introduza varidveis artificiais para obter uma solucao basica inicial. Podemos

entao escrever o conjunto de restrigdoes como
Ax =b.

A matriz A é obtida a partir de A pela introducao das colunas referentes as variaveis artificiais.

Além disso, T é obtido a partir de x, acrescentando-se as varidaveis artificiais.

Suponha que, aplicado o método das duas fases, chegamos ao final da primeira fase e

conseguimos anular Q(x).

Vamos provar que existem igualdades l.d. em (4.20) se, e somente se, estamos no caso
b.2.2.

(=) Se existem igualdades l.d. em (4.20), essas serdo mantidas sem altera¢ao em (4.21).
Dai, posto(A) < m. Se estivéssemos nos casos b.1 ou b.2.1, poderfamos eliminar as variaveis
artificiais, e obteriamos um sistema do tipo (4.21). Teriamos para esses casos m VB, o que nao

pode ocorrer, ji que posto(A) < m. Assim, estamos necessariamente no caso b.2.2.

Antes de provar a volta da afirmagdo, note que apenas igualdades 1.d. em (4.20) geram
igualdades 1.d. em (4.21), pois as desigualdades sempre originarao igualdades l.i. em (4.21),

devido as variaveis de folga.
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(<) Se estamos no caso b.2.2, podemos anular uma linha em (4.21). Isso implica que

temos igualdades 1.d. em (4.21). Nesse caso, temos respectivas igualdades 1.d. em (4.20), pois,

como acabamos de ver, desigualdades dao origem a igualdades 1.i. em (4.21).

Observacao 4.16. E possivel eliminar as varidveis artificiais conforme que essas se tornam

VNB ao longo da primeira fase.

Apresentamos na proxima pagina um fluxograma do método das duas fases.

Para encerrar esta secao, listamos todos os casos possiveis quando aplicamos o método

das duas fases.

a)

b)

O sistema de equacoes dado no PPL é incompativel. O PPL nao tem solucgao, pois o

conjunto de solugoes viaveis é vazio.

O sistema de equacoes dado no PPL é compativel. E possivel eliminar as variaveis ar-
tificiais, gerando uma solugao basica viavel inicial para o problema dado. No final da

primeira fase poderemos ter as seguintes situagoes:
b.1) As varidveis artificiais sao VNB. E possivel elimina-las diretamente.

b.2) Existem varidveis artificiais que sdo VB. E possivel elimind-las de duas maneiras

(supomos j4 eliminadas as varidveis artificiais que sdo VNB):

b.2.1) Se a linha referente a varidvel artificial contém elementos nao nulos, podemos

substitui-la na base por outra varidavel, eliminando assim a variavel artificial.

b.2.2) Se a linha referente a varidvel artificial s6 contém elementos nulos, exceto o
1 relativo a propria variavel artificial, podemos elimina-la, bem como a coluna correspon-

dente.

4.5 Interpretacao geométrica do Simplex

Considere um PPL geral:

(A7 < (ou >) by — my desigualdades (4.22a)
AyT = by — my igualdades 4.22b
(a2 T TR (4220)
T >0 — n varidveis dadas (4.22¢)
| Q(T) — Min!

Considere A a matriz m X n composta pelas matrizes A; e Ay da seguinte forma:

A
A

Z:

Y

onde m = m; + ms.
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Reduza o PPL
a forma padrdao.

Y

Introduza variaveis artificiais x{
o
bem como Q(x) = £x;, se necessdrio.
J

Sendo passe diretamente a segunda fase.

v

Dé inicio a primeira fase. Aplique
o0 Simplex minimizando Q(x).

Sistema compativel.
Passe a
segunda fase.

. Solugdo impossivel.
NAO O conjunto M de
solucoes vidveis
évazio.
SIM
Elimine todo xque é VNB.
A
Elimine x; bem
como a linha P»
correspondente.
Faca uma mudanca
de base
substituindo x; .
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Cada desigualdade Zj a;jx; > b; ou Zj a;;x; < b; do tipo (4.22a) origina um semiespaco,
cujo hiperplano gerador é > jaiTy = b;. As condigoes de nao negatividade x; > 0 também
geram um semiespago cujo o hiperplano gerador é x; = 0. Finalmente, cada igualdade do tipo

(4.22b) também origina um hiperplano. Assim, os seguintes conjuntos de hiperplanos

AT = by, — my hiperplanos (4.23a)
AsT = by — my hiperplanos (4.23b)
Z =0 — n hiperplanos (4.23c)

que delimitam o conjunto de solugoes viaveis do PPL. No total, temos m; +ms +n =m +n

hiperplanos.

As intersecoes de tais hiperplanos dao origem a um conjunto de pontos, sendo que nem
todos correspondem a solugoes viaveis para o PPL em questao. Mostraremos que cada iteracao
do Simplex pode ser vista como a escolha de n dentre os m~+n hiperplanos citados anteriormente,

gerando um vértice, isto é, a uma solugao basica viavel.

Ao reduzirmos o PPL dado a forma padrao, introduzindo varidveis de folga relativas as

desigualdades (4.22a), obtemos um sistema da seguinte forma:

Az =b — m igualdades (4.24a)
x>0 — nyg=mn+m variaveis (4.24Db)
Q(T) — Min!

A matriz A é obtida através da matriz A adicionando m; colunas, referentes as varidveis de
folga das desigualdades (4.22a). Ainda, o vetor x ¢é formado por T adicionando-se m, variaveis
de folga.

Suponha que em (4.22b) nao hé igualdades 1.d. Entao a matriz A é a composta de m
linhas 1.i., isto é, posto(A) = m.

Suponha também que o PPL nao possui nenhum vértice degenerado. Assim, nao teremos
VB nula.

Considere m < ng. Dali, cada solucao bésica viavel é obtida pela escolha de m VB,
de forma que, ao atribuirmos valor 0 para as ny — m demais varidaveis (VNB) e resolvermos
o Sistema (4.24a), encontramos valores positivos para as VB. Vejamos o que isso significa

geometricamente.

Vamos mostrar, primeiramente, que cada VNB corresponde a escolha de um hiperplano.

T X
T ; — Z2 Lfy ~
Temos que x = é um vetor (ng x 1), onde z = | = |exy = . sao vetores
x : :
Tn {L‘fml
(n x 1) e (my x 1) relativos as variaveis do PPL (4.22).
Considere R™ o espaco das variaveis 1, s, . .., x,. Entao cada equagao de (4.23a), (4.23b)
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ou (4.23c) pode ser representada por um hiperplano nesse espaco. Temos os seguintes possiveis

Casos:

a) v; =0

A escolha de uma variavel x; como VNB pode ser interpretada como a escolha do hiper-

plano z; = 0.

b) ‘Tfi =0

A escolha de uma varidvel de folga xy, para VNB pode ser interpretada como a escolha

do hiperplano > ; aijTj = b.

¢) Quanto aos hiperplanos (4.23b), temos que cada solugao vidvel deve pertencer aos hiper-

planos definidos por estas restrigoes.

Vejamos agora qual é a quantidade de hiperplanos escolhidos em cada iteracao. Vamos

considerar os hiperplanos dos tipos a) e b) em conjunto. Como temos ng —m VNB e como
Ng=n-+m; € m=mq+ mao,

podemos dizer que contamos com ng —m = n —my hiperplanos do tipo a) e b) correspondentes
as VNB escolhidas em cada solucao bésica viavel.
Por outro lado, como temos ms igualdades (4.22b), obtemos ms hiperplanos tipo c).
Assim, para cada solugao basica viavel, temos n — mo 4+ my = n hiperplanos que vao

determinar o vértice no R™.

Para enfatizar os conceitos apresentados nesta secao, vamos revisar o PPL do Exemplo

4.5.
Exemplo 4.17. Seja o PPL dado no Exemplo 4.5:

3x1 + dxy < 15

521 + 229 < 10

1> 0,22 20

bxy + 3xe = Q' () — Mdz!

Reduzindo o PPL a forma padrao, temos

3r1 + 529 +x3 =15

521 + 229 + x4 = 10

21 20,29 20,23 20,24 > 0
—bz1 — 3x9 = Q(x) — Min!
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Resolucao Grafica:

A C

=0 D(0,0) 2 \
X
e )
2 ¥

x=0 1p» 4« =

2V

Figura 4.10: Solugao do Exemplo 4.17. Fonte: Elaborado pela autora.

Vamos realizar uma interpretagao geométrica das iteracoes do algoritmo Simplex apre-

sentadas no Exemplo 4.5.
1* Solugao bésica viavel:
VB: z; =29 =0, VNB: 23 =15, 24 = 10.

Note que a cada VNB corresponde um dos hiperplanos z; = 0 e zo = 0, que sao os eixos

coordenados, e cuja intersecao resulta no vértice D.
2% Solucao basica viavel:
VB: 29 =24,=0, VNB: 2y =2,23=09.

Ao anular x4, forcamos a solucao bésica viavel a pertencer a reta 5r; + 2x, = 10. Mantemos
x9 = 0. A interse¢ao dessas retas resulta no ponto C.
3* Solucao bésica viavel:
20 45
VB:x3=24=0, VNB: 2y = —, 15 =—.
3 4 1= 19°%2 7 19
Ao anular x3 e x4, forcamos a solugao basica viavel a pertencer as retas bxy; + 2z, = 10 e

3x1 + bxe = 15. A intersecao dessas retas resulta no ponto B, que é a solucao 6tima do PPL.

Vemos, portanto, que cada solucao basica viavel esta associada a escolha de dois dentre os
quatro hiperplanos que delimitam o PPL. A intersecao desses dois hiperplanos fornece o vértice

correspondente.

Claramente, a intersecao dos hiperplanos zo = 0 e 327 + bxy = 15 geram um ponto que
nao é uma solucao viavel. O mesmo ocorre com a intersecao das retas x1 = 0 e by + 2z = 10.
Entretanto, como o método Simplex respeita as condigoes de nao negatividade, geramos apenas
solugoes viaveis durante suas iteragoes, isto ¢é, a escolha dos dois hiperplanos leva sempre a um

vértice do conjunto de solugoes viaveis do PPL.
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4.6 Fluxograma do algoritmo Simplex

Apresentamos nesta ultima secao um fluxograma que descreve resumidamente todas as

etapas do método Simplex.

Reduza o PPL a forma-padrao.

17

Determine a solucdo bdasica inicial. Se
necessdario, introduza varidveis artificiais
e aplique o método das duas fases.

Solugdo impossivel,
O conjunto de
solugodes vidveis
é vazio.

A dltima solucdao
obtida é
solucdo otima.

Seja ¢, -Z= min(c;-7,)
G=g<
X, serd a nova VB

NAO Solugdo
35.>0 ? impossivel
O(x)=-e0
A solugdo é
nnica.
Existe uma SIM
infinidade de
solugoes

Seja '/x\r /j}rs: min(xt /j;is)
i|y1s>0
y.. serd o pivé, x, serd a nova VNB.

Faca o pivoteamento.
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Capitulo 5
Aplicacao em sala de aula

Neste capitulo descrevemos duas atividades aplicadas em sala de aula de forma on-line. Tais
atividades foram propostas para alunos do primeiro ano do Ensino Médio da Escola Estadual
de Uberlandia na cidade de Uberlandia-MG. A atividade foi dividida em partes: uma breve
introducao sobre programacao linear, apresentacao dos problemas, modelagem matematica,
apresentacao do GeoGebra e resolucao dos problemas. A mestranda enviou o link da sala de
videoconferéncia para os alunos interessados com antecedéncia. A atividade foi dividida em

dois dias. Apresentaremos a seguir a primeira e segunda aula, respectivamente.

5.1 Primeira aula

Na primeira aula, houve a participacao de 7 alunos. A aula foi iniciada com uma breve

introducao sobre Programacao Linear e, logo apds, o primeiro problema foi apresentado.

Problema 1: Uma empresa pode fabricar dois produtos, produto I e produto 1. Na fabricacao
do produto I a empresa gasta 9 horas-homem e 3 horas-maquina. Na fabricagdo do produto
II a empresa gasta 1 hora-homem e 1 hora-maquina. Sendo z e y as quantidades fabricadas
dos produtos I e 11, sabendo que a empresa dispoe de 18 horas-homem e 12 horas-maquina e
ainda que os lucros dos produtos sao 4 reais e 1 real, respectivamente, quanto deve fabricar de

cada produto para obter o méaximo de lucro possivel?

Nesse momento foi importante a mestranda explicar todas as informagoes contidas no
problema. A modelagem do problema foi feita em conjunto com os alunos participantes. Foi
pedido para que eles falassem sobre as restricoes do problema, conduzidos por perguntas da

mestranda.

As seguintes restri¢oes foram obtidas:

9z +y <18
31 +y <12
x=>20,y=>0
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A funcao objetivo foi identificada:
f(z,y) =4z +y — Max!

Em seguida, o GeoGebra on-line foi apresentado para os alunos.

X+ v - 8 x

& C @ geogebra.org/classic?lang=

AP OO LN

@
o
Il

+ @
3
2
1
ry 8 -7 -6 5 En 3 2 R ) 1 2 3 4 5 6 ] 9
Q
-2
Q
-3
123 f(x) ABC #& X
X y z T 7 8 9 x *
2 B e 4 5 6 + -
< > < > 1 2 3 = &
( ) [ 0 < > «

Figura 5.1: GeoGebra on-line. Fonte: Elaborado pela autora.

Para a primeira restricao foi feita a construcao da reta 9x + y = 18 escolhendo pontos e
depois localizados os pontos tais que 9z +y < 18. Identificando assim onde estaria representada

a primeira restrigao. Essa construcao foi apresentada no GeoGebra.

€2 GeoGebra Cla: X + v - o X
C @ geogebra.org/classic -4
R]A A~ X > OO &N =2 Q =
@ a:9x+y<18 N 18 a H:Hi‘ﬁ cg: &
+ 16
14
12
10
8
L
6
Q
4
Q
2
-0 8 % 4 =2 o I ¢ 6 & 1 2 14 16 18 20 22 24 2 28 30 32 U
123 f(x) ABC #&~ X
X y z T 7 8 9 x *
2 N e 4 5 6 + -
< > < 2> 1 2 3 = &
( ) Ji3l 0 < > «

Figura 5.2: Primeira restricao. Fonte: Elaborado pela autora.

Na segunda restri¢ao, os alunos sozinhos disseram a mestranda como deveria ser cons-

truido o grafico no GeoGebra. Para a primeira restrigao, os alunos fizeram a escolha de varios
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pontos, pois nao estava claro para eles a definicao de reta. Ja para a segunda restrigao esco-
lheram apenas dois pontos, orientados pela mestranda sobre os pontos mais praticos a serem

escolhidos. Foi entao representado 3z + y < 12, que é a segunda restricao.

€2 GeoGebra Classic x 4+ v = s} X
& > C @ geogebraorg/classic?lang=pt_PT r H
Rl L P>OO &N = o5C Q=
@  Restriciol : 9x+y <18 N Restricao! | | HEacs : @
©  Restrigio2: 3x+y<12 EdEedtasa: PR
+ Entrada...
L
A | a
N S
) o
A 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34‘_’
123 f(x) ABC #& X
x y z ks 7 8 9 x +
2 N e 4 5 6 + -
< > < > 1 2 3 =
( ) (]| 0 < > «

Figura 5.3: Segunda restrigao. Fonte: Elaborado pela autora.

Nesse momento, a mestranda perguntou sobre as outras duas restrigoes. Foi explicado
aos alunos o que é um critério de nao negatividade. Assim, diante da explicacao da mestranda,

ficou claro qual regiao representava x > 0 e y > 0.

€ GeoGebra Classic x  + v - a X
& > C @ geogebraorg/classic?lang=pt_PT *
R]A L > 0O &N = oC Q=

@  Restrigiol: 9x+y <18 =N

Restrigdo2 : 3x+y <12

Critériol : x >0

Critério2: y >0

+ 0 @ O

Entrada..

H2 416

123 f(x) ABC #&- X
x y z T 7 8 9 x +
e VE e 4 5 6 * -
< > < 2 1 2 3 = &
( ) (]| 0 < > «

Figura 5.4: Condicoes de nao negatividade. Fonte: Elaborado pela autora.

Em seguida, foi feita uma breve explicagao sobre a solucao 6tima de um PPL e informado,
que quando tal solucao existe, ela sempre ocorre em um vértice do conjunto de solucoes viaveis.

Estabelecendo entao a intengao de procurar por um vértice que otimize a fungao objetivo.
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Voltando ao grafico, a mestranda perguntou quais seriam os vértices. Os pontos (0,0),
(2,0) e (0,12) foram identificados rapidamente pelos alunos, mas para o ponto de intersegao de
9z +y = 18 e 3x + y = 12 houve uma tentativa de descobrir suas coordenadas apenas olhando
para o grafico. Como o grafico nao fornecia informagoes suficientes, nao foi possivel encontrar
o ponto dessa maneira. Os alunos questionaram entao a mestranda sobre como iriam encontrar
aquele ponto em questao. A mestranda, através de perguntas, mostrou para os alunos que
se tratava de um ponto de intersecao entre duas retas, logo, encontrando esse ponto teriam o

vértice que faltava.

€2 GeoGebra Classic x o+ v - o X
C @ geogebraorg/cl ang=pt #
(x] &~ :.,,;-\-w“z\ st Q =
@  Restrigiol : 9x+y <18 W (P \ Jg]Restrcaod [EINE::E i =ik - I &

©  Restrigio2: 3x+y <12
@  Critériol : x>0

Critério2: y >0

-0 -8 6 4

123 f(x) ABC #&~ X

2 V& e 4 5 6 + =
< > < 2 1 2 3 = &
( ) [ 0 < > «

Figura 5.5: Vértices. Fonte: Elaborado pela autora.

Foi necessario explicar como montar e resolver um sistema linear. Essa parte da apre-
sentacao foi mais longa, pois alguns alunos pediram tempo para resolver o sistema apds a

explicacao. Encontrado o ponto, esse entao foi listado junto com os demais.

Para finalizar a anélise, restou apenas testar todos os vértices na funcao objetivo e verificar
para qual deles o valor da funcao seria o maior, ja que o objetivo do problema era maximizar
o lucro. A mestranda deu um tempo para que os alunos testassem os pontos. Os seguintes

valores foram encontrados.

(z,9) flz,y)=4x+y

8

A= (0,0) 0
B = (2,0) 8
C = (0,12) 12
D

(1,9)

Assim, foi determinado que o ponto 6timo do problema é o ponto D e que o valor maximo da

funcao é 13.
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) GeoGebra Classic x + v = =] X

&« cC & geogebra.org/cla w
. S " ) e a= f—
R / By (Zj ‘:-,"‘ ‘é. o\ 2 O\ p—
@  Restrigiol : 9x+y <18 N | \, Hrc e @
Restrigdo2 : 3x+y <12
Veértices
@  Critériol: x>0 A=(0,0)
Critério2: y >0 B=(2,0)
C=(0,12)
+ D=(1,9)
L
Q
Q
-0 8 6 -4 -2 (Gritendl 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 |
12 f(x) ABC  #&n X
X y z T 7 8 9 +
G B R - e 4 5 6 * -
< > < 2 1 2 3 = &
( ) Ji3 0 < > «

Figura 5.6: Anélise final. Fonte: Elaborado pela autora.

5.2 Segunda aula

Na segunda aula, houve a participagao de 5 alunos. Durante a aula foi trabalhado um

segundo problema com os alunos.

Problema 2: Uma granja deseja alimentar seus frangos com uma dieta mais economica.
A dieta deve conter quatro tipos de nutrientes. Vamos chama-los de A, B, C' e D. Esses
componentes encontram-se em dois tipos de ragao: J e K. A quantidade, em gramas, de cada

componente por quilo desses alimentos para os frangos é dada na tabela a seguir:

Racoes | A B C D
J 100 | O | 100 | 200
K 0 | 100 | 200 | 100

A dieta didria do frango deve ser composta por pelo menos 0,4 Kg do componente A, 0,6 Kg
do componente B, 2 Kg do componente C' e 1,7 Kg do componente D. O composto J custa
0, 2 reais por Kg e o composto K custa 0, 08 reais por Kg. Qual quantidade deve ser adquirida

das racoes .J e K para que o gasto em alimentos seja o menor possivel?

As informacoes do problema foram analisadas com atencao. Lembrando do problema
anterior os alunos identificaram as restricoes com a ajuda da mestranda, principalmente o
critério de nao negatividade.
0,1z +0y > 0,4
Oz 40,1y > 0,6
0,1z + 0,2y > 2
0,2¢+0,1y > 1,7
r>0,y=>0

\
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A fungao objetivo também foi identificada:
f(z,y) = 0,22+ 0,08y — Min!

Foi solicitado que os alunos fizessem os calculos das restrigoes e, logo apos, foi utilizado
o GeoGebra para andlise da regiao (conjunto de solugoes vidveis). Assim, foram representadas
asretasx =4,y =06,y =10—0,5x e y = 17 — 2z, e também identificadas as restricoes = > 4,

y>6,y>10—-0,5z ey > 17 — 2.

€2 GeoGebra Classic X o+

& > C @ geogebraorg/classic?lang=pt_PT 3

Rl > 0O 4L N =@

(@) Restrigdol : 0.1x> 0.4 =N
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Restrigao3: 0.1x+ 0.2y >2

Restricao3

Restrigdod4 : 0.2x+0.1y > 1.7

Entrada

+ O O

Restrica

Figura 5.7: Restrigoes. Fonte: Elaborado pela autora.

O préximo passo foi procurar por um vértice que minimizasse a fungao objetivo, testando
os pontos e analisando os resultados.

Assim como no exemplo anterior, foi perguntado aos alunos quais eram os vértices. Com
facilidade eles os localizaram no grafico. Dessa vez, os alunos pensaram na estratégia para
encontrar os pontos sozinhos, ja que seria necessario encontrar os pontos de intersecao de x = 4
ey=17—2z,y =6 ey = 10 — 0,5z, e também y = 17 — 2z e y = 10 — 0,5z . Nesse
momento, foi possivel notar uma dificuldade dos alunos quanto as operagoes com ntimeros
decimais. Finalizados os calculos os pontos foram testados na fungao objetivo e os seguintes

resultados foram obtidos.

(x,y) f(z,y) = 0,22+ 0,08y
A= (4,9) [1,52]
B = (8,6) 2,08

C = (4,67;7,66) 1,54

Assim, como o objetivo era minimizar o custo, o ponto com o menor valor na fungao
objetivo foi encontrado. Logo, foi determinado que o ponto 6timo do problema é o ponto A e

que o valor minimo da fungao é 1,52.
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Figura 5.8: Analise final. Fonte: Elaborado pela autora.

Essa atividade foi importante para que os alunos interpretassem a modelagem de proble-
mas e a utilizacao de softwares na aprendizagem de conteuidos. Vale destacar que os alunos
demonstraram compreender bem a modelagem dos problemas, mas no segundo problema ti-
veram dificuldade para localizar a solucao 6tima, devido ao maior nimero de restri¢coes e ao
uso de numeros decimais. Considerando tudo que foi apresentado, essa atividade foi relevante
para o desenvolvimento do raciocinio légico dos jovens, além de capacita-los para a solugao de

problemas do dia-a-dia de forma mais rapida e eficiente.

O algoritmo Simplex nao foi apresentado para discentes do primeiro ano do Ensino Médio,
pois eles ainda nao aprenderam o contetido necessario para realizar operagoes com matrizes.
Tal aplicacao poderia ser realizada em uma turma do terceiro ano do Ensino Médio, porém

optamos por nao realiza-la pois nao seria possivel justificar a validade do método.
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