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Resumo

A Matematica apresenta uma série de problemas em aberto, que instigam muitos
estudiosos e amantes a encontrarem resolucoes ou métodos que facilitem seu estudo.
Apresentamos neste trabalho, um estudo acerca dos ntimeros primos; que destacam-se
dentre os problemas mais recorrentes. Sabe-se que nao existem féormulas para compro-
var se um numero muito grande é ou nao primo, ou que retorne apenas esses nimeros.
Entretanto, existem polindmios que expressam algumas sequéncias de ntimeros primos
e algumas representacoes geométricas, tal como a espiral de Ulam, que dispoem sobre
possiveis arranjos de ntimeros primos para os nimeros naturais. Trataremos aqui, de
algumas representacoes geométricas; que sao maneiras especificas de dispor os nime-
ros naturais em figuras da Geometria Plana, seguindo formas de preenchimento pré
estabelecidas e definidas, e a partir de entao, identificar sequéncias de nimeros primos,
relacionando-as com polindémios quadréaticos. Propoe-se um estudo sobre estes méto-
dos, bem como a importancia de sua aplicacao, como uma alternativa para abordagem
dos niimeros primos e o estudo dos mesmos. Nao obstante, abordaremos assuntos ine-
rentes ao entendimento do método, como uma breve abordagem sobre recorréncias e
polinémios, além de algumas observacoes historicas dos niimeros primos.

Palavras-chave: Numeros Primos, n—quadrado Zeta, Sequéncias, n—Triangulo de
Quadrados.






Abstract

Mathematics presents a series of open problems, which instigate many scholars and
lovers to find resolutions or methods that facilitate their study. We present in this work,
a study about prime numbers; which stand out among the most recurrent problems.
It is known that there are no formulas for proving whether or not a very large number
is prime, or that it returns just those numbers. However, there are polynomials that
express some sequences of prime numbers and some geometric representations, such
as the Ulam spiral, that provide for possible arrangements of prime numbers for the
natural numbers. We will deal here with some geometric representations; which are
specific ways of arranging natural numbers in Plane Geometry figures, following pre-
established and defined filling forms, and from then on identifying sequences of prime
numbers, relating them to quadratic polynomials. A study of these methods is propo-
sed, as well as the importance of their application, as an alternative to approach and
study prime numbers. However, we will address issues inherent to the understanding
of the method, such as a brief approach to recurrences and polynomials, in addition to
some historical observations of prime numbers.

Keywords: Prime Numbers, Zeta n—square, Sequences, n— Triangle of Squares.
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1 Introducao

A Matematica vem sendo usada em beneficio do homem, desde o inicio dos tempos.
Sem ela, o mundo que conhecemos hoje, ndo existiria e gracas a ela, nos estabilizamos
como uma sociedade desenvolvida e em constante evolucao. Desde o inicio dos tempos,
os homens se utilizam de técnicas matematicas para resolucao de problemas, sejam eles
préaticos, como o calculo de area para plantio na agricultura ou os valores pertencentes
as moedas comerciais, ou os que ainda carecem de solucao, como o a Conjectura de
Goldbach. A Matematica esta intimamente ligada a formagao do homem como ser pen-
sante e atuante, e quanto mais a entendemos e conjecturamos sobre ela, mais problemas
sao descobertos e mais possibilidades passam a ser vislumbradas.

Mediante a tudo que a Matemaética abrange nao podemos deixar de falar dos Nu-
meros Primos e dos intimeros estudos para identificar padroes ou formulas fechadas que
os gerem totalmente. Eles foram e vém sendo objeto de estudos de muitos matemati-
cos famosos como: Euclides de Alexandria, Eratostenes de Cirene, Pierre de Fermat,
Marin Mersenne, Christian Goldbach, Leonhard Paul Euler, Carl Friedrich Gauss, Ge-
org Bernhard Riemann, Pafnuti Tchebychev, Jacques Hadamard, Charles-Jean de la
Vallée Poussin, Godfrey Harold Hardy, John Edensor Littlewood, Srinivasa Ramanu-
jan, Paul Erd&s, Terence Tao, Harald Andrés Helfgott, entre outros, que contribuiram
imensamente para varias areas da Matematica moderna e para a Teoria dos Niimeros.

Os trabalhos sobre nimeros primos, nos Elementos de Fuclides, deram origem &
area da Teoria dos Niumeros que é a parte da matematica que se dedica ao estudo
das propriedades dos nimeros inteiros. Grande parte dessa area é dedicada ao estudo
dos ntimeros primos. Neles, sao abordados as seguintes linhas de pesquisa: Distri-
buicao dos niimeros primos, Testes de primalidade, Criptografia, Padroes especiais de
niimeros primos, entre outras. Essas linhas podem, eventualmente, interconectar-se.
Atualmente, um dos grandes objetivos das pesquisas envolvendo nimeros primos é en-
contrar um algoritmo, que seja ao mesmo tempo deterministico, que consiga dizer com
certeza se o numero testado é primo ou nao, mas que tenha um tempo de execucao
razoavel mesmo quando o nimero seja extremamente grande (da ordem de mais de
uma dezena de milhdes de digitos, [1]).

Segundo AVILA, et al., |2|, existem, pelo menos, duas formas de padroes especiais
de distribuigdo dos nimeros primos: (a) Forma analitica, que busca por fungoes gera-
doras de ntimeros primos, capazes de gerar sequéncias longas de nimeros primos. (b)
Forma geométrica, que busca arranjos dos niimeros naturais para identificar padroes
de ntimeros primos sobre geometrias planas, uma vez identificado o padrao procede-
se & obtencao de uma funcao geradora de niimeros primos ou uma féormula fechada.
Exemplos, desta tltima forma, sao: A espiral de Ulam, o n—quadrado Zeta, [2], entre
outros. Até o momento, tentar achar uma féormula para a sequéncia de primos como
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20 Introducao

um todo nao parece ser a melhor opcao. Os resultados nao sao muito trabalhaveis. Os
polinémios geradores de primos sao criados a partir de subsequéncias com um padrao
muito mais claro, facil de ser entendido e estudado, sao uma busca por simplicidade
em um meio cadtico, [3].

Neste trabalho, faremos um estudo da abordagem geométrica sobre o n— Tridngulo
de Quadrados para a obtencao de sequéncias longas geradoras de niimeros primos.



2 Resultados Preliminares

Neste Capitulo, traremos alguns conceitos basicos que sao necessarios para o en-
tendimento dos proximos capitulos.

Notacao 2.1.
O conjunto dos Numeros Naturais: N =1{0,1,2,3,...}, N*=N-{0}
O conjunto dos Nameros Inteiros : Z ={...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}
O conjunto dos Numeros Reais: R

Defini¢ao 2.1 (Polinémios Quadraticos ou de grau 2). Seja x € R. Definimos um
polinémio de grau 2, por

po(z) = ax® +br+c (2.1)
onde, a,b,c € R, a # 0, sao chamados coeficientes do polinomio.
Observacao 2.1. Uma funcao de 2° grau ou quadrética é um polinomio de grau 2.

Definigao 2.2 (Sequéncia de Numeros Reais). Seja s : N — R uma fungao. Definimos
uma sequéncia (a,),eny de nimeros reais, por

(@n)nen = (a(n) : n=0,1,2,...) = (ap, a1, as,...)
onde, a,, ¢ chamado o n—ésimo termo da sequéncia.
Exemplo 2.1. A sequéncia (a,)ncns, @, = 1/n, é dada por (1,1/2,1/3,...).
Definigao 2.3 (Progressao Aritmética (PA)). Sejam a,r € R. A sequéncia
(a,a+r,a+2r,a+3r,...)
é uma Progressao Aritmeética, onde r é chamada de razao e a de primeiro termo da PA.

Observacao 2.2. Costuma-se denotar por a,, o termo geral da sequéncia. O n—eésimo
termo de uma PA ¢é dado por:

ap,=a+n—1r, n=123,...
Definicao 2.4 (Recorréncia). Seja n € N. Uma recorréncia é definida por
Apn = f(an—la an—2; -, n—k, Apn—k—1, - - ) (22)

onde, f é uma funcao real de varias varidveis.

21



22 Resultados Preliminares

Observacao 2.3.

(a) Grosso modo, podemos dizer que uma recorréncia ¢ uma sequéncia cujos termos
sao obtidos recursivamente.

(b) f é chamada de func¢ao dos termos anteriores da recorréncia.

(¢) Uma solugao de (2.2) é da forma a, = ¢(n,cp,c,...), onde ¢; sdo constantes
arbitrarias.

Definicao 2.5 (Recorréncia com valor inicial). Sejam k,n € N e q; € R. Uma
recorréncia com valor inicial é definida por

T =
T2 = Q2
(2.3)
T = ag
| 0 = f(Tn1,Tn2, oo Tk Tty - ), 2k + 1

Observagao 2.4. Uma solucao de (2.3) é da forma x,, = p(n).

Exemplo 2.2. Uma Progressao Aritmética (z,) de razao r e primeiro termo a, é
definida pela seguinte recorréncia:

I = a
Tpi1 =Tn+7r, n=1,2,3,...

Exemplo 2.3. A sequéncia de Fibonacci (F),),>1 = (1,1,2,3,5,8,...) é definida pela
seguinte recorréncia:

=1
F1:1
Fn+2:Fn+1+Fn, n:O7273’...

Exemplo 2.4. Segue um exemplo de recorréncia:

lL‘1:2
1172:3
_ 2 _
Tp = Tp_1 +T5_o, n=23,405,...

As recorréncias podem classificar-se de acordo & ordem e a linearidade.
Ordem: E o ntimero de termos que f possui.

Recorréncia de 12 ordem: Uma recorréncia é de 1* ordem, se z,, = f(x,_1).

Recorréncia de 22 ordem: Uma recorréncia é de 2% ordem, se z,, = f(x,_1, Tn_2).
O Exemplo 2.2 é uma recorréncia de 1# ordem, ja os exemplos 2.3 e 2.4 sao de
22 ordem.

Linearidade: Uma recorréncia é linear se os termos de f possuem coeficientes

constantes.

Os exemplos 2.2 e 2.3 sao recorréncias lineares, ja o Exemplo 2.4 é nao linear.
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Definicao 2.6 (Recorréncia Linear de Primeira Ordem). Sejam p = p(n) e r = r(n)
funcoes reais de variavel natural, p # 0. Define-se uma recorréncia linear de 12 ordem,
por

Tp+ PTp1 =7 (2.4)

Defini¢ao 2.7 (Recorréncia Linear de Segunda Ordem). Sejam p = p(n), ¢ = q(n) e
r = r(n) funcdes reais de variavel natural, ¢ # 0. Define-se uma recorréncia linear de
22 ordem, por

Tp +PTp1+qTp2 =T (25)

Observacao 2.5. Quando r = 0 em (2.4) e (2.5) dizemos que as recorréncias sao
homogéneas, e se r # 0 as recorréncias sao nao-homogéneas.






3 Os Numeros Primos

Neste Capitulo faremos uma breve revisao historica dos nimeros primos, e defini-
remos alguns conceitos importantes que envolvem nimeros primos.

Defini¢ao 3.1 (Numero Primo). Seja p € N, p > 1. Dizemos que p é um nimero
primo se ele tem como tnicos divisores positivos o 1 e ele mesmo.

Notagao 3.1. Conjunto dos Nameros Primos: P = {2,3,5,7,11,13,...}

Definigao 3.2 (Teste de Primalidade). Um teste de primalidade refere-se a um algo-
ritmo que tendo como entrada um inteiro positivo n, determina se n é ou nao primo.

Defini¢ao 3.3 (Fun¢do Geradora de Numeros Primos). Dizemos que f : Z — 7Z é
uma fungao geradora de niimeros primos se f(n) € P, para algum n € Z.

3.1 Um Pouco de Histoéria

A historia dos nameros primos se inicia na Grécia Antiga, periodo em que grandes
pensadores voltaram sua atencoes para a resolucao de problemas, e a formulacao de
conceitos os envolvendo.

A partir dessa formulacao, comecou-se a desenvolver novos pensamentos, tais como;
os conjuntos numeéricos. A logica dos nimeros comecou a ser investigada mais a fundo
e suas propriedades passavam a ressaltar ainda mais. Surgia entao, um novo conjunto
de ntmeros, que possuia apenas dois divisores naturais (pode-se pensar em quatro
divisores inteiros também), e ndo podiam ser decompostos com o auxilio de nenhum
outro nimero. Esse agrupamento de niimeros, com caracteristicas tao distintas, recebeu
o nome de numeros primos.

Alguns estudos, revelam que a Escola Pitagorica (500 a 300 a.C), ja estudava os
niimeros primos, mas sem essa nomenclatura. Eles estudavam os ntimeros perfeitos e
os nimeros amigaveis. Numeros perfeitos, sao aqueles em que a soma de seus divisores
(com exce¢ao do proprio nimero), resulta no proprio niimero; como o numero 6 (ao
somar os divisores 1,2 e 3, o resultado é o proprio 6). Numeros amigaveis sdo nameros,
que a soma dos divisores de um é igual ao outro niimero, como 220 e o 284 (a soma dos
divisores de 220 : 1 +24+4+5+ 10+ 11+ 20+ 22+ 44 + 55+ 110 = 284, e a soma dos
divisores de 284 : 1 +2+4 + 71 + 142 = 220). Os matematicos da escola pitagorica, ja
entendiam o conceito de primalidade e estavam interessados em suas propriedades mis-
ticas e numerologicas. De inicio, os nimeros primos eram designados como nimeros
lineares, enquanto os nimeros compostos, designados como nao-lineares. Posterior-
mente, Euclides (por volta de 300 a.C), referenciou os niimeros primos no seu livro, Os
Elementos, que trata do calculo do MDC entre dois niimeros e a infinitude dos ntimeros
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26 Os Niimeros Primos

primos. A obra elaborada por Euclides, é constituida por XIII volumes, e a definicao
de nimeros primos aparece no volume VII, onde os niimeros primos sao denominados
como aqueles que nao podem ser colocados em funcao de nenhum outro ntimero, com
excecao do numero 1. Euclides prova que existem infinitos ntiimeros primos, sendo esta,
uma das primeiras demonstracoes a utilizar o método da contradicao.

Ainda na Grécia Antiga, outro matematico se propos a estudar os nimeros primos:
Erastotenes de Cirene, que formulou uma tabela para sintetizar os nimeros primos
(por volta de 200 a.C), pela eliminac¢do dos nimeros compostos. A tabela formulada,
é utilizada até hoje para introduzir a ideia de niimeros primos no ensino fundamental.
O método consiste em analisar os divisores dos niimeros, para classifica-los em primos
ou nao primos, dessa forma, se o nimero for considerado primo, seus multiplos serao
numeros compostos. Como exemplo, podemos tomar o ntimero 2, que é primo; logo,
seus miltiplos serao nimeros compostos, pois todos os nimeros pares, sao multiplos de
2. O raciocinio é aplicado aos demais ntimeros; geralmente, apresenta-se uma tabela
com os nimeros de 1 a 100, destacando-se os que sao primos.

Figura 3.1: Crivo de Eratostenes

1 2 2 4 5 6 7 8 9 10

11 [128 13 [ET4ASSISAIRGE| 17 (ETSE 19 (20

ZININ228] 23 [F24RIE25 ARG AN TRIR AN 29 B30

31 | 32 "33 |34 | 350036 | 37 |38 (| 39| 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

5188528 53 |ESASIEEEAINS6NINSTRIESSN] 59 |ME0

6l | 62 | 63 [ 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

71 |72 73 |ETANISTSHIRTON RO 79 [RS8

81 | 82 | 83 |8 | 8 | 8 | 87 | 8 | 89 | 90

SINIRCISINOSRIFOARIFOSAINE6E] 97 [FISHIEISRIE 00

Fonte: Os autores (2022).

Os ntmeros primos foram objeto de estudo dos gregos por muitos séculos, e por
volta de 500 d.C, passaram a ser estudados em outras partes do mundo. Os niimeros
primos sao conhecidos e estudados ha muito tempo pela humanidade, havendo indicios
até de que povos como os egipcios ja trabalhavam com tais concepcoes, mesmo que com
pouca organizagao, ha bastante tempo, sendo encontrados alguns indicios no papiro de
Rhind (papiro adquirido no Egito cerca de 1650 a.C pelo egiptdologo escocés A.Henry
Rhind); mas os primeiros a trabalharem em cima do conceito propriamente dito, foram
0S gregos.

H4 indicios de que também no antigo Egito ja se tinha algum conhecimento sobre
este tipo de nimeros. No entanto, os registros mais antigos de um estudo sobre niimeros
primos deve-se aos gregos.

A histoéria dos niimeros primos, continua no perfiodo Renascentista, surgindo nessa
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época, uma das publicacoes mais importantes para a Matematica: “Libber Abacci”,
escrito por Leonardo Fibonacci. Pierre de Fermat (1601-1665, francés, natural de
Beaumont de Lamagne, é considerado o maior matemético francés do século XVII).
Fermat, apds a traducao da obra “ Aritmética de Diofanto”, desenvolveu alguns estudos
a respeito dos nimeros primos, algumas tao importantes, que lhe renderam o titulo de
“pai da teoria dos nimeros moderna”. Uma das conjecturas formuladas por Fermat,
expressa que: “Todo nimero escrito sob a forma 22" 4+ 1 ¢ primo”, essa conjectura é
conhecida como os Primos de Fermat. Mais tarde, em 1732, Leonhard Euler provou
que para n = 5 a conjectura nao era véalida.

Marin Mersenne, depois de algumas conversas com Fermat, apresentou uma férmula
para os numeros primos, conhecida como os “0Os primos de Mersenne”, onde 2P — 1,
p primo, gera numeros primos. Estes resultados acarretou, posteriormente, em um
dos teoremas importantes da teoria dos ntmeros: “O Pequeno Teorema de Fermat”
que expressa: “Para todo a € Z, se p € P, entao p|a”? — a. Uma consequéncia deste
teorema & expressado por “Para todo a € N;a > 1,p € Pe pta, entdo pla?! —17. A
contra-positiva deste resultado representa um teste de nao-Primalidade.

Fermat deixou uma grande variedade de conjecturas, entre elas, a que ficou co-
nhecida como “O tltimo Teorema de Fermat”, que foi provado pelo britanico Andrew
Wiles, em 1994.

Uns dos resultados importantes, em teoria dos niimeros, é o Teorema Fundamental
da Aritmética, que expressa que “todo ntimero natural maior que 1 ou é primo ou é
o produto de ntimeros primos”. Parte da prova deste teorema é encontrado no livro
XII de “Os Elementos”. Mas, foi Carl Gauss que apresentou uma prova completa deste
Teorema.

O Teorema de Wilson fornece condigoes necessarias e suficientes para um ntimero
ser primo. A seguir enunciaremos a condicao suficiente (Teste de Primalidade) para
um numero ser primo.

Teorema 3.1 (Teorema de Wilson). Sejan € Nyn>1. Se (n — 1) = —1 mod n,
entao n € primo.

Exemplo 3.1. Verificaremos, pelo Teorema de Wilson, que o niimero 5 é primo. (5 —
)=24=—-1 mod 5.

Quando uma sequéncia de nimeros primos é notada em um determinado arranjo,
busca-se estabelecer um padrao que ird definir os proximos nimeros dessa sequéncia.
Esse padrao é muito importante, visto que aplicando os conceitos basicos de recorréncia,
pode-se estabelecer uma possivel formula fechada, que ird retomar os proximos termos.

Nos proximos capitulos, veremos como alguns arranjos dispostos em figuras geo-
métricas, retornaram algumas sequéncias com nimeros primos, que puderam ser con-
solidadas em férmulas fechadas. Até o presente momento, nao existe uma formula
fechada que retorne apenas nimeros primos, mas existem alguns polinémios, chama-
dos de “polindmios geradores de primos”, que expressam uma longa cadeia de ntimeros
primos, para alguns niimeros inteiros avaliados nele. Por exemplo, o Polinémio de Eu-
ler, P(n) = n?> —n +41, n > 1, ¢ uma férmula famosa, que gera 40 nimeros primos
diferentes e em sequéncia. E possivel observar que certos arranjos, levam a sequéncias,
que levam a formulas, que podem ser estudadas para assim, encontrar mais ntimeros
primos. No seguinte Capitulo estudaremos os arranjos geométricos.
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Neste Capitulo, estudaremos trés arranjos geométricos para obtencao de ntimeros
primos. Seguindo a ideia de AVILA, et al. (2022), os arranjos geométricos sao
maneiras de dispor os nimeros naturais em figuras planas, obedecendo regras pré-
definidas, de modo a encontrar padroes especiais de nlimeros primos.

E bastante natural que encontremos relacoes entre as formas geométricas e os ni-
meros, afinal, as formas estao presentes em toda parte do nosso Universo, e como disse
Pitagoras, “Os ntimeros governam o mundo”. Por isso, com este trabalho, busca-se tra-
tar um pouco sobre um arranjo especifico, criado através da perspectiva de um triangulo
(que sera abordado no proximo capitulo), para se encontrar sequéncias de nimeros pri-
mos. Essa metodologia voltada para o relacionamento entre formas e sequéncias, é de
fato muito instigante e pode ser direcionada a alunos da educacao basica, como uma
forma de se estudar os nimeros primos, levando os estudantes a aprenderem Matemé-
tica de uma forma mais atuante, participativa e criativa.

A seguir, estudaremos os arranjos geométricos: Espiral de Ulam, espiral de Sacks e
o n—quadrado Zeta.

4.1 A Espiral de Ulam

Um arranjo geométrico bastante conhecido é a Espiral de Ulam. Em 1963, Stanislaw
Ulam elaborou um arranjo dos ntimeros naturais, sobre um quadrado, em uma ordem
que segue o formato de uma espiral, conhecida como a Espiral de Ulam (veja na Figura
4.1 a espiral de Ulam de tamanho 10 x 10). Dizer que uma espiral é de tamanho n x n,
significa dizer que ela esta sob um quadrado con n linhas e n colunas.

Algumas das diagonais da espiral, apresentam uma alta densidade de ndmeros,
fazendo com que a espiral seja estudada até os dias de hoje. As sequéncias sao o0s
numeros naturais encontrados na diagonal da espiral e quao maior for sua quantidade de
nlimeros primos, maior serd sua densidade. Ulam também percebeu nesse arranjo, que
existem certos padroes de nimeros primos determinados por polindomios quadraticos
da forma: 4n? + bn + c¢. O arranjo de Ulam, deu origem a polindmios que retornam
sequéncias mais densas do que o proprio Polinémio de Euler. Também, sao encontrados
outros polinémios como o polindémio: 4n? — 1260n + 98827 que retorna 490 nimeros
primos positivos e diferentes para n = 1000, [4]. A existéncia de muitos ntimeros primos
em diagonais da espiral de Ulam nao deve ter ligagao com nenhuma aleatoriedade,
indicando a existéncia de algum padrao na distribuicao dos nimeros primos, por isso,
deve ser investigado e, por outro lado, apresenta uma complexidade bem menor em
relacao a outros estudos acerca da determinacao de sequéncias para niimeros primos.

29
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Figura 4.1: Espiral de Ulam 10 x 10 com os nimeros primos destacados.
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Fonte: Os autores (2022)

A Figura 4.2 representa a espiral de Ulam de tamanho 200 x 200. Verifica-se a
concentragao de alguns primos em determinadas diagonais. Percebe-se que a medida em

Figura 4.2: Espiral de Ulam 200 x 200 com os ntimeros primos destacados.

I I P A L L L TRt
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-

Fonte: https://brito.blog.incolume.com.br/2011/12/links-em-latex.html?m=1

ampliamos a espiral, a quantidade de niimeros primos encontrada, é consideravelmente
aumentada. Mas, nao basta considerar a espiral como um todo. Assim como na Espiral
de Ulam, o intuito das aplicagoes geométricas, ou seja, os varias maneiras de dispor os
numeros naturais em figuras da geometria plana, é encontrar caminhos, baseados nas
linhas, colunas ou diagonais, que contenham uma quantidade substancial de niimeros
primos e a partir de entao, definir polinémios de segundo grau, que remetam a sequéncia
encontrada.
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Identificar se um ntimero é primo ou nao, ou ter a disposicao muitos niimeros primos
dados por uma expressao matematica elementar nao é tarefa simples. Um polinomio
gerador de nimeros primos seria o achado ideal!

Na Figura 4.3 apresentamos a espiral de Ulam de centro 41, em que percebemos
uma sequéncia que pode ser remetida através do polinémio 22 — x 4+ 41, mencionado
anteriormente, como Polindmio de Euler. Na sequéncia destacada em vermelho, nota-
se um caminho de ndmeros primos, os mesmos remetidos pelo Polinémio de FEuler.

Figura 4.3: Espiral de Ulam de centro 41.
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Nesta espiral, o que realmente é importante é que parece que existem féormulas com
mais densidade de primos do que outras (isso ainda nao foi provado). A observa¢ao dos
nimeros primos pode ajudar a resolver outros problemas, como a Hipotese de Goldbach
que diz "Os nimeros pares maiores do que 2 podem ser expressados pela soma de
dois nimeros primos'"ou a hipdtese da existéncia de infinitos niimeros primos gémeos
(nimeros naturais primos cuja diferenga é 2). Os arranjos geométricos possibilitam a
obtenc¢ao de infinitos polindmios, uma vez que diversas formas geométricas podem ser
consideradas para sua construcao, o que facilita o trabalho de observacao dos ntimeros
primos e de possiveis padroes.

4.2 A Espiral de Sacks

A espiral de Sacks é uma variacao da espiral de Ulam, criada pelo matematico
Robert Sacks, em 1994. Na espiral de Sacks os nimeros inteiros nao negativos sao
marcados numa espiral de Arquimedes.

A Espiral de Arquimedes (também espiral aritmética), obteve seu nome do matemético
grego Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) na obra "Sobre as Espirais”. Define-se
como o lugar geométrico de um ponto movendo-se a velocidade constante sobre uma
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reta que gira sobre um ponto de origem fixo a velocidade angular constante, de tal
forma que os nameros quadrados perfeitos(um quadrado perfeito ¢ um nimero natural
positivo, cuja raiz quadrada ¢, também, um nimero natural positivo), coincidam ao
final de cada rotagao, conforme mostra a Figura 4.4.

Figura 4.4: Espiral de Sacks com 16 pontos

-'II'I

Fonte: https://www.gaussianos.com /la-espiral-de-sacks/k

Aumentando o nimero de pontos marcados sobre essa espiral chegamos, primeiro,
a Figura 4.5, e logo, a Figura 4.6, onde os pontos mais escuros representam os ni-
meros primos em ambas, entao comecamos a perceber uma maior presenca deles em
determinadas linhas, como pode ser observado.

Figura 4.5: Espiral de Sacks com 2026 pontos (primos destacados)

Fonte: http://gaussianos.com/la-espiral-de-sacks

4.3 O n—quadrado Zeta

No n—quadrado Zeta ¢ possivel encontrar sequéncias “longas” de ntimeros primos
(caminhos). Nele, existem dois tipos de caminhos: diagonal e vertical, que foram
modelados por polinomios de 2° grau da forma: k% + ak + b, sendo a impar e b um
quadrado perfeito. os criadores do arranjo estudaram o caminho vertical V,; por possuir
grande quantidade de niimeros primos e perceberam que o polinémio vy7, 0 qual modela
o caminho vertical Vy;, é uma translacao do polinomio de Euler. Finalmente, fizeram
uma comparacao do perfil do polinomio de Euler, tanto na espiral de Ulam, quanto no
n—quadrado Zeta.
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Figura 4.6: Espiral de Sacks com 46656 pontos (primos destacados)

Fonte: http://gaussianos.com/la-espiral-de-sacks

A seguir, descreveremos alguns conceitos, propriedades e consequéncias mais im-
portantes do n—quadrado Zeta, maiores informacdes sao encontradas no artigo AVILA,
et al. (2022).

Defini¢ao 4.1 (Casa de um Quadrado). Seja Q um quadrado. Uma casa de @ é
um quadrado contido em (), cujo valor é um nimero inteiro positivo.

Definicao 4.2 (O n—quadrado). Dado n € Z*. Um n—quadrado é um quadrado
formado por n? casas que se interceptam em um lado. Cada casa ¢;;, i,5 =1,2,...,n,
segue uma ordem, como descrita na Figura 4.7, e seu valor nao se repete.

Notacao 4.1. O n—quadrado ¢é denotado por

{0117012,'--,0171; C21,C22,...,Cony - .. ;CnlaCnQa"-ycnn}

Figura 4.7: O n—quadrado.

C11 C12 e Cin

C21 C22 cee Can

Cnl Cn2 s Cnn

Fonte: AVILA et al. (2022).

Definicao 4.3 (Arranjo de Formacao). Chama-se um arranjo de formagao de um
n—quadrado a qualquer preenchimento nao-aleatorio dos valores de suas casas.

Definig¢ao 4.4 (O n—quadrado Zeta). O n—quadrado Zeta, denotado por n—qZeta,
é um n—quadrado, cujo arranjo de formacao segue os 3 passos seguintes:
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(12) Casas da diagonal principal. Sao preenchidas, nessa ordem, pelos quadrados
perfeitos: 1,4,9,...,n2%

(22) Casas da j—ésima coluna superior. Para cada j, 2 < j < n, temos a
sequéncia:

((j—1)2+1, G—12+2 (G-12+3, ..., j(j—l)) (4.1)

que possui (j — 1) casas. As casas com nameros primos sdo pintadas de cor verde.

(32) Casas da i—ésima linha inferior. Para cada i, 2 < < n, temos a sequéncia:
(i(¢—1)+1, iG—1)+2, (i—1)+3 ..., (z'—l)(i—l—l)) (4.2)

que possui (¢ — 1) casas. As casas com nimeros primos sao pintadas de cor
amarela.

Exemplo 4.1. Na Figura 4.8(a) apresentamos o 7—quadrado Zeta que mostra seu
arranjo de formacao através de linhas (note que os quatro primeiros nimeros formam a
letra Z, que no alfabeto grego seria o Zeta, por isso o nome Zeta no arranjo). A Figura
4.8(b) mostra o T—qZeta, obtido pela Defini¢ao 4.4.

Figura 4.8: (a) O 7—qZeta mostrando o arranjo de formacao através de linhas. (b) O
T—qZeta, obtido pela Definicao 4.4.

1—z/i: 1|0 1|7 16 | 1 (2| 5|10|17]| 26|37
Za s/1|1 1|s 17 ?8 3| 22| 6 1118|2738
Prai

19 | 28 | 39 7| 8| 32[12[19] 28] 39
Ta—15—16! 20| 29 | 40 13|14 | 15| 42| 20| 29| 40
2 =T— —24—25! 30 | 21(22|23| 24| 5% 30|41

—33—34—35—36 42 31|32(33(34|35] 62|42

2
a6 — 1 — 48— 49 43 |44 | 45|46 |47 | 48| 7

(a) (b)
Fonte: AVILA et al. (2022).

Exemplo 4.2. Na Figura 4.9 apresentamos trés n—quadrados Zeta: (a) O 20-qZeta.
(b) O 100-qZeta. (c) O 300-qZeta. Para a elaboracdo de um n—qZeta foi escrito um
cddigo em Linguagem Visual Basic do Excel.

A seguir, definiremos os conceitos relacionados com caminhos no n—quadrado.

Defini¢ao 4.5 (Sequéncia de casas). Uma sequéncia de casas no n—quadrado, deno-
tado por (¢;;), 4,5 = 1,2,3,...,n, é qualquer agrupamento “continuo” de casas.

Definigao 4.6 (Caminho). Um caminho no n—quadrado, denotado por C(n) = (¢;;),
1,7 =1,2,3,...,n, é¢ qualquer sequéncia de casas com pelo menos um primo.

Definicao 4.7 (Caminho Retilineo). Um caminho retilineo ¢ um caminho no n—quadrado
que, geometricamente, descreve uma linha reta.
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Figura 4.9: O n—quadrado Zeta.
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Fonte: AVILA et al. (2022).
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Exemplo 4.3.

Considere o 3—quadrado {1,4,5;7,2,6;8,9,3} (veja Figura 4.10):
(a) O caminho C;(3) = (ca9, Ca3, €32, Co1,¢11) = (2,6,9,7,1).
(b) O caminho retilineo Cq(3) = (ca1, c32) = (7,9).

Considere o 7—qZeta (veja Figura 4.10):

© Ci(7) = (8,15,23,34,45).  Co(7) = (11,17).
Cs3(7) = (5,11,19,29,41).  C4(7) = (3,7,13,21,31, 43).

O tnico caminho que ndo é retilineo é o Cy(7).
Considere o 41—qZeta (veja Figura 4.10):

(d) Temos o seguinte caminho retilineo:

C(41) = (c2022,c19 23,1824, - - - , €339, €240, C141) = (461,503, 547, . ..,1447,1523,1601)

Figura 4.10: Caminhos e caminhos retilineos.
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Fonte: AVILA et al. (2022).

Defini¢ao 4.8 (Comprimento de um Caminho). No n—quadrado, o comprimento de
um caminho C(n), denotado por |C(n)|, € o nimero total de casas que ele possui.

Definigao 4.9 (Densidade de um Caminho). No n—quadrado, a densidade de um
caminho C(n), denotado por p(n), define-se por

p(n) = Ipl/I1C(n)| (4.3)

onde, |p| denota a quantidade de nimeros primos que contem o caminho C(n).

4.3.1 Tipos de Caminhos Retilineos

Existem varios tipos de caminhos retilineos em um n—quadrado. FEscolheremos
quatro caminhos retilineos que partem da diagonal principal: Diagonal, vertical, per-
pendicular inferior e perpendicular superior. E importante destacar que a primeira
casa desses quatro caminhos retilineos podem ou nao iniciar-se na casa da diagonal
principal. Veja na Figura 4.11 cada um deles.
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Figura 4.11: Quatro tipos de caminhos retilineos em um n—quadrado.

Caminho Diagonal —
Caminho Vertical

Caminho Perpendicular Inferior —
Caminho Perpendicular Superior —

Fonte: AVILA et al. (2022).

Figura 4.12: Os caminhos Dz5(100) e V4;(100), no 100—qZeta.

Vi

Fonte: AVILA et al. (2022).

4.4 Caminhos Diagonais e Verticais no n—qZeta
Define-se, no n—qZeta, os caminhos retilineos: diagonal e vertical que foram esco-
lhidos dentre uma infinidade de caminhos retilineos.
Defini¢ao 4.10 (Caminho Diagonal). Seja o n—qZeta. Um caminho diagonal, deno-
tado por D;(n),3 < j < r, é definido por
DJ<TL) = (Clj, Co (+1)5 - - 7C(n—j+1)n) (44)

onde 7 é impar, e r =n sen é impar e r =n — 1 se n é par.
O subindice j indica que o caminho diagonal se inicia na coluna j.

Definicao 4.11 (Comprimento de um Caminho Diagonal).
D) = n— (j — 1)
Exemplo 4.4. No 100—qZeta (veja Figura 4.12) temos o caminho diagonal 61, 54%:
D75(100) = (Cl 75, C276, - - - y C2599, C26 100) = (5477, 5627, N ,9629, 9827)

Definicao 4.12 (Caminho Vertical). Seja o n—qZeta. Um caminho vertical, denotado
por V;(n),1 < j < r, é definido por
Vin) = (¢G11)5CGt2)5 -+ Cnj) (4.5)

onde j é impar,er =n—2sen é impare r =n — 1 se n é par.
O subindice j indica que o caminho se encontra na coluna j.
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Definicao 4.13 (Comprimento de um Caminho Vertical).
Vi)l =n—j
Exemplo 4.5 (Caminho vertical V,;(100)). No 100—qZeta (veja a Figura 4.12),

V41(100) = (04241, C4341, C4441, - - - , C9841, C99 41, 010041)

(1.763,1.847,1.933,...,9.547,9.743,9.941) (4.6)

¢ um caminho vertical 77,97%.

4.5 Formulacao Matematica de Caminhos Retilineos
no n—qZeta

Se determinaréd uma formulacao matematica para os caminhos retilineos: diagonal e
vertical, que se encontram no n—qZeta. Nota-se que dado um caminho retilineo existe
um polinémio quadratico associado a ele.

Proposigao 4.1 (Polinomio associado a um Caminho Diagonal). Seja o n—qZeta. O
polindomio que descreve os valores das casas do caminho diagonal D;(n), 3 < j < r, e
comprimento s ¢ dado por

di(k) = K+ (27 -3)k+(j—2)?% Vk=1,23,...,s (4.7)
Prova. De (4.4), temos a seguinte sequéncia:

a = ¢ =35-2j+2, az = Ca(j41) = a1 + 27,
az = Ca(jy2) =ap +25+1-2, ay = Ca(jy3) =az+2j+2-2,
ap = Cr(jth-1) = Q1 +2j+(k—2)-2

Observamos que a sequéncia é, na verdade, uma recorréncia linear nao-homogénea:
a, = j2-2j+2 e ap = ap1+2k+2(j—2), k=2 (4.8)

A solugao de (4.8) é dada por
k
a = art Yy <2l+2(j—2)) = R (2 =3+ (- 22 V=1
1=2

Essa recorréncia define o seguinte polindémio:

di(k) = K+ (2i-3)k+(—2)?% 1<k

N

s
Exemplo 4.6. O polinémio associado a Dz5(100), comprimento 26 = 100 — 75+ 1, é
drs(k) = k* + 147k + 5329, Vk =1,2,...,26

Proposigao 4.2 (Polinomio associado a um Caminho Vertical).  Seja o n—qZeta. O
polindmio que descreve os valores das casas do caminho vertical V;(n), 1 < j < r, e
comprimento s é dado por

vi(k) = K+ (25— Dk+35% Vk=1,2,3,...,s (4.9)
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Prova. A prova é anédloga a Proposicao 4.1, considerando a seguinte recorréncia:
a = j(i+2) e ap = ap1+2k+2(j—-1), k=2 (4.10)

Defini¢ao 4.14 (O Polinémio vy;). Seja o n—qZeta, n > 42. O polinémio associado
ao caminho vertical V;;(n) é chamado Polindémio vy, e é dado por

v (k) = kK +81k+1681, Vk =1,2,...,(n —41) (4.11)
Exemplo 4.7. O polinomio, associado a V,1(100), comprimento 59 = 100 — 41, é
v (k) = k*+81k+ 1681, Vk =1,2,...,59 (4.12)

4.6 Funcao Geradora de Ntumeros Primos: O Polino-
mio U1

No n— qZeta, os polinémios quadraticos (4.7) e (4.9) associados aos caminhos
diagonais e verticais, respectivamente, sao fungoes geradoras de niimeros primos. No
entanto, o mais admiravel é o Polindmio de Euler, o qual é definido por:

pe(k) = kK —k+41, k=1,23,... (4.13)
Este polindbmio gera quarenta ntimeros primos para todo k£ = 1,2,3,...,40, eles sao:
{41,43,47,53,61,...,1.447,1.523,1.601}

A sequéncia nao possui nimeros primos consecutivos, pois o 59 nao esta presente. Mas,
ele continua fornecendo mais primos para outros valores de k.

4.6.1 O Caminho Vertical Vy;(n) fora do n—qZeta

Para cada n > 42, existe um tnico caminho vertical V,;(n) de comprimento (n—41),
no n—qZeta. Se pensamos, por um momento, em um oo—qgZeta teremos um tnico
caminho vertical V,; independente de n e de comprimento “infinito”. Assim, o caminho
vertical V,; seria:

Vi = (ca2,Ca3,C44,...) = (1.763,1.847,1.933,...) (4.14)
Sendo assim, o polinémio vy, associado ao caminho vertical V,;, é dado por
v (k) = Kk*+81k+ 1681, Vk =1,2,3, ... (4.15)

Este polinomio de 2° grau é uma funcao geradora de niimeros primos.

4.6.2 O Polindmio de Euler como Translacao do Polindmio v
Por inspecao,
U41(1) = pE(42) = 1763, ?}41(2) = pE(43) = 1847, N ,1)41(]6) = pE(k + 41)7 k 2 1

Assim, o polindmio v4; resulta ser uma translacao de 41 unidades, para tras, do po-
linbmio de Euler. Ou, ainda,

pe(k) = wvu(k—41) (4.16)

Nesse caso o polindmio vy; pode, também, ser avaliado nos inteiros nao positivos.
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4.7 O Perfil do Polinémio de Euler no n—quadrado

Estudaram o perfil do polinomio de Euler pg () = 2? — z + 41, tanto na espiral de
Ulam, quanto no n—quadrado Zeta. Estes perfis foram obtidos com um cédigo escrito
em Linguagem Visual Basic do Excel.

Figura 4.13: O perfil do polinémio de Fuler.
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(a) Espiral de Ulam (em um 99—quadrado). (b) O 100—quadrado Zeta.

Fonte: AVILA et al. (2022).
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Neste Capitulo, trataremos, especificamente, da peca principal do presente trabalho,
um arranjo geométrico conhecido como n—tridngulo de quadrados. Assim, como os
arranjos geomeétricos, estudados no capitulo anterior, a espiral de Ulam, a espiral de
Snack e o n—quadrado Zeta, este, também, serd estudado para encontrar padroes de
nimeros primos.

O n—triangulo de quadrados é de autoria propria, onde os ntimeros naturais sao dis-
postos de maneira crescente, pré-estabelecido por um arranjo de formacao, e a medida
em que aumentamos sua proporcao, aumenta-se também a contagem. A figura plana
formada pelo arranjo geométrico é semelhante a um triangulo retangulo. Os nimeros
sao dispostos em colunas.

Como o n—triangulo de quadrados é baseado sobre a ideia do n—quadrado Zeta,
alguns conceitos sao 0s mesmos, por isso sugerimos ao leitor que consulte o Capitulo 4
quando precisar deles.

A seguir, algumas definicbes importantes, quanto & geometria e o preenchimento
desse novo arranjo geométrico.

5.1 Geometria

Definicao 5.1 (Casa de uma Figura Plana). Seja F' uma figura geométrica plana.
Uma casa de F' é um quadrado contido em F', cujo valor é um ntimero inteiro nao
negativo.

Defini¢do 5.2 (A n—figura plana). Dados m,n € Z*. Uma n—figura plana é uma
figura geométrica plana formada por mn casas que se interceptam em um lado. Cada
casa ¢, 1 = 1,2,...,me j=1,2,...,n segue uma ordem, cujo valor nao se repete, a
menos, que seja zero.

Observacao 5.1. As casas cujos valores sao zeros, nao fazem parte da n—figura plana.
Exemplo 5.1. O n—quadrado (Figura 4.7) é um exemplo de uma n—figura plana.

Defini¢ao 5.3 (O n—triangulo). Um n—triangulo é uma n—figura plana, cujo trian-
gulo ¢ formado por n? casas com valores inteiros positivos.

Dentre as diversas maneiras de definir um n—triangulo (retangulo, isosceles, equi-
latero, etc), vamos a considerar um triangulo retangulo especial, chamado n—triangulo
de quadrados.

Defini¢ao 5.4 (O n—triangulo de quadrados). Um n—triangulo de quadrados,
denotado por T,, é um n—triangulo retangulo, com as seguintes propriedades:

41
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(a) As casas do T, (veja Figura 5.1) sdo denotadas por:

{en, crzy ooy cin Ca2,Co3, - Cong v S Cono1 0 Con2n}
(b) Os valores das casas da base do triangulo sdo preenchidos da seguintes forma:
2

2 2 2
cii=1% c2=2% ¢c13=3", ..., c.,=n

(c¢) Os valores de cada coluna sobre a base do triangulo, sdo preenchidos de cima
para baixo. A j—ésima coluna é preenchida por:

Coj_1j = (j—1)2+17 Coj2j = (j—1)2+27 C2j-3j = (j—1)2+3,-~~762j =j°-1

para todo 7 =2,3,...n

Figura 5.1: Notacao das casas de um n—tridangulo de quadrados, T,,.

Coan—1n
Con—2n
Cs53 e Csnp,
C43 | = | Can
C32 | €33 | *-* | C3n
C22 C23 e Con
Ci1 | 12 | €13 | --- | Cin

Fonte: Os autores (2022).

Definigao 5.5 (Linha base de um T,,). A linha base de um n—triangulo de quadrados
é dada pela primeira linha:

(C11, C12y ... 7cln)

Definigao 5.6 (A altura de um T,,). A altura de um n—triangulo de quadrados é dada
pela tltima coluna:

(Clna Cony -+ -3 C2n—2n, CQn—ln)

Observagao 5.2 (Quantidade de casas da altura de um T, ). O namero de casas da
altura de um T, é dada por 2n — 1.

Exemplo 5.2. Seguindo a Defini¢ao 5.4, construimos o 5—triangulo de quadrados, Ts.
Nas Figuras 5.1(a) e (¢) mostramos a notagao e o valor de cada casa, respectivamente.
Na Figura 5.1(b) mostra o arranjo de formacao através de linhas do Ts.
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Figura 5.2: O 5—triangulo de quadrados, Ts.

€95 L7 17
H
C85 /1‘8 18
€74 | €75 19 10 | 19
o1 | cas | 20 11 | 20
C53 | C54 | C55 /’ 21 5 | 12 | 21
€43 | Ca4 | Ca5 'i/ 22 6 | 13 | 22

€32 | €33 | C34 | C35 23 2 7 |14 |23

C22 | C23 [ C2q | C25 24 3 8 15 | 24

C11 | €12 | €13 | C14 | C15 25 ‘ 1 4 9 |16 | 25

(a) Notagao das casas. (b) Arranjo de formacédo atra- (c) Valores das ca-
vés de linhas. sas,

Fonte: Os autores (2022).

5.1.1 Tipos de Diagonais em um T,

Em um n—triangulo de quadrados o estudo dos ntimeros primos a partir de suas
diagonais é o principal objetivo. As diagonais de um T, podem ser classificadas em:
principais e secundarias, veja a Figura 5.1.1 para seu melhor entendimento.

Definigao 5.7 (Diagonal Principal). Seja o n—triangulo de quadrados, T,,. Definimos
as diagonais principais de T, por

Py = (022)

P = (033,024)

Py = (C(4k+1) (2k+1)5 Cak (2k42)5 - - )
V=1, P = (C(4k+2) (2k+2) ) C(4k+1) (2k+3) 5 - - )
Py = (Clah+3) (@hr3)s Cakt2) (2ht4)s - - -

Defini¢ao 5.8 (Diagonal Secundéaria). Seja o n—triangulo de quadrados, T,. Defini-
mos as diagonais secundarias de T,, por

(C(4k+1) (2k+1)5 C(4k4-2) (2k+2)5 - - - ac(n+2k)n> se k>1
Sk = (02270337"'767111) se k — 0
(022(1—k)7 C32(1—k)+1; - - - 7C(n+2k)n) se k< -1

Seguindo a defini¢ao de caminhos, definida no Capitulo 4, estudaremos alguns ca-
minhos em um n—triangulo de quadrados. Os caminhos apresentados, a seguir, s6
possuem casas com valores inteiros impares.

Definicao 5.9 (Caminhos Diagonais em um T,). .

(a) Um caminho diagonal principal em um T,, é definido por

Pr(n) = P, Vk=0 (5.1)
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Figura 5.3: Diagonais e Linha Base de um T,,.

P(; ] 52
P L
5 7
A%
P 7
P3 SO
P “
P ./
S_1
P /.
P S 5
Diagonal Principal
Diagonal Secundaria —
Linha Base ‘ I

Fonte: Os autores (2022).

(b) Um caminho diagonal secundéria em um T,, é definido por

Sl_gk(n) = Sk, Vk<0 (52)

Exemplo 5.3. Apresentamos 6 caminhos diagonais no Tgy, a localizacdo de cada
caminho é mostrado na Figura 5.4. Em vermelho e amaraelo os caminhos diagonais
secundéarias e primarias, respectivamente.

(a) Si1(50) = (143,167,193, 221,251,283,317, - - , 2363, 2461)

(b) S17(50) = (323,359,397, 437,479, 523,569, - - - , 2363, 2467)

(¢) Su(50) = (1763,1847,1933,2021, 2111, 2203, 2297, 2393, 2491)
(d) Pao(50) = {197,229, 263,299, 337, 377,419, 463, - - - , 1763, 1849}
(e) Pa3(50) = {257,293,331,371,413, 457,503,551, - - - , 2303, 2401}
(d) Ps5(50) = {577,629, 683,739,797, 857,919,983, - - - , 2377, 2477}

O estudo dos caminhos em um n—triangulo de quadrados, é mais relevante em caminhos
de diagonais secundérias, por serem mais longos. Os caminhos em diagonais primarias,
apresentam sequéncias mais curtas, tornando-as menos interessantes para o estudo.

Defini¢ao 5.10 (Comprimento de um Caminho). Seja uma n—figura plana, o compri-
mento de um caminho C(n), denotado por |C(n)|, é o ntimero total de casas que ele
possui.

Defini¢ao 5.11 (Densidade de um Caminho). Seja uma n—figura plana. A densidade
de um caminho C(n), denotado por p(n), define-se por

p(n) = |pl/|C(n)| (5.3)

onde, |p| denota a quantidade de nimeros primos que contem o caminho C(n).
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Figura 5.4: Caminhos em um Triangulo de Quadrados t5

Fonte: Os autores (2022)

Como o n—triangulo de quadrados ¢ uma n—figura plana, entao podemos calcular
a densidade dos caminhos estudados acima. E claro notar que a densidade de um
caminho aumenta ou diminui conforme n cresce.

Exemplo 5.4. Vamos a calcular a densidade dos caminhos apresentados no Exemplo
5.3.

a) p1(50) = % = 18 = 0,4615. Logo, a densidade do caminho S19(50) & p; = 46, 15%

a) p2(50) = LE‘ = 22 = (,6667. Logo, a densidade do caminho S17(50) é pa = 66, 67%

a) p3(50) = ‘54112‘50” = 8 =0,6667. Logo, a densidade do caminho S41(50) ¢ p3 = 66, 67%

a) p4(50) = \Pm‘:ﬁ 8 =0,62. Logo, a densidade do caminho P5y(50) & ps = 62%

a) p5(50) = % = 13 = 0,4545. Logo, a densidade do caminho Pa3(50) & ps = 45,45%

a) pe(50) = % = g—g =0,77. Logo, a densidade do caminho Ps35(50) é pg = 77%

5.2 Formulacao Matematica de Caminhos

Nesta Secao, determinaremos uma formulagao matematica para os caminhos diago-
nais secundérias no n—triangulo de quadrados. Tem-se que; dado um caminho, existe
um polinémio quadratico associado a ele. Esse polinémio determina um tipo de funcao
geradora de nimeros primos (fungdo com dominio inteiro e cujos valores sao ntimeros
primos).
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Definigao 5.12. Seja (x,,),en uma sequéncia de nimeros reais. Definimos a sequéncia

(Axn)nENa por
A, = Tpi1 — Ty (5.4)

onde, A ¢é o simbolo grego Delta.

Proposigao 5.1. Seja (x,)neny uma sequéncia de nimeros reais. (x,) € uma PA se, e
somente se, (Ax,)nen € uma sequéncia constante.

Demonstracao. A demonstracao direta, segue imediatamente, pois
(Axn)neN =Tpyl —Tp =0 +nr — [CL + (n - 1)7’] =r

Reciprocamente, (Aa:n)neN = Tpy1 — Tp = ¢, ¢ € uma constante. Desse modo, temos a
seguinte recorréncia: r,.1 = x, + c. Entao,

Tp = Tp_1tcC
Tp-1 = ZTp—2+C
Ty = x1+cC (5.5)

Somando, membro a membro, (5.5), temos
Tpn=x1+(n—-1)¢c, n=123, ...
Logo, a sequéncia (z,) é uma PA.

Definigdo 5.13 (PA de 22 ordem). Seja (z,)neny uma sequéncia de nimeros reais.
() € uma PA de 22 ordem se a sequéncia (Ax,),en € uma PA.

Exemplo 5.5. A sequéncia (z,)neny = (2,4,8,14,22,32,44,...) é de 2% ordem. De
fato, pois
(AZp)neny = (Tnt1 — Tn)neny = (2,4,6,8,...)

é uma PA com razao 2.

Observagao 5.3. Segundo [5], se a sequéncia dada (z,) ¢ uma PA de segunda ordem,
entao a sequéncia de nimeros reais dada por:

(yn)neN = (Aﬂﬁn)neN = (($2 - Il); (1’3 - $2); ($4 - 1‘3); HR (In - lEn—l); T )

= (yiyiysie e iYnior)

. ~ . , . . -1 ;
é uma PA ndo-estacionaria. Assim, > » | (Yn)nen = Y1 + Y2 + Y3 + -+ + yp—1 € a soma
dos (n—1) primeiros termos da PA: (y,)nen, 0 qual serd denotada por um polinémio do
segundo grau, na variavel n. Se simplesmente somarmos todos os termos da sequéncia

(yn)nEN7 teremos:

n—1
Z(yn)neN = (332 - 1131) + (5U3 - £U2) + (fU4 - 5U3) +- 4+ (:Un - $nf1)
i=1

= Ip — T

~ -1 : N . .
Entdo, z, = 1+ ;1 (Yn)nen. Assim, o termo geral da sequéncia (x,) também seré expresso
por um polinémio do segundo grau, na varidvel n.
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Por outro lado, se o termo geral da sequéncia numérica (z,,) for expresso por z,, = an® +
bn + ¢ , onde a, b e ¢ sdo constantes reais, entdao seu operador Ax,, seré:

(ATp)neN = Tpy1 — Tn
an+1)2+b(n+1)+c—an®—bn—c
= an®’+2an+a+bn+b+c—an®—bn—c
= 2an+ (a+0)

Generalizando, (Axy,)nen € expresso por um polindémio do primeiro grau, na variavel n. Logo,
(Azp)nen € uma PA nao-estacionaria e, por defini¢do, (x,) ¢ uma PA de segunda ordem.

Exemplo 5.6 (O Polinoémio s4;(k)). Formularemos um polindémio quadrético para o
caminho:

S41(50) = (1763, 1847,1933, 2021, 2111, 2203, 2297, 2393, 2491)
Tem-se que,
(Tn)nen = (1763,1847,1933,2021,2111, 2203, 2297, 2393, 2491)

Logo, (Yn)nen = (AZy)nen = (1847—1763,1933—1847,2021—-1933,2111-2021, - - - ,2491—
2393) = (84,86,88,84,---,98). Percebe-se que x,, ¢ uma progressao aritmética de se-
gunda ordem de razdo r = 2, ou seja, x,, = an® + bn + ¢, com a # 0. Agora, basta
aplicarmos tudo em um sistema linear, para obtermos o polinémio associado ao cami-
nho. Atribuindo a n os valores 1,2 e 3.

a+b+c=1763
4a + 2b+ c = 1847
9a + 3b + ¢ = 1933

Resolvendo o sistema linear, encontramos que: a = 1,b = 81 e ¢ = 1681. Agora,
podemos associar o caminho Sy (50) ao polinomio sy (k) = k* + 81k + 1681. Um
n—triangulo de quadrados, apresenta intimeros caminhos, e cada um desses caminhos,
pode ser designado em um polindémio quadratico, permitindo assim, a anélise para uma
quantidade infinita de n,, desde que n > 0.

n | su(k) = k% + 81k + 1681
1 1763
2 1847
3 1933
9 2491

Fonte: O autor (2022).

Se tomarmos por exemplo, o caminho Si42(3000), teremos como polindémio para
a sequéncia retornada por ele; syo(k) = k? + 569k + 80657, gerando 60 niimeros
primos, quando 0 < n < 100. Como mencionado anteriormente, existirdo infinitos
caminhos. A quantidade de niimeros primos expressa em cada caminho, pode aumentar
ou diminuir, a medida que n aumenta, possibilitando assim, analisar quao relevantes
sao os polinémios geradores. Quanto mais ntimeros primos encontrados no caminho
estabelecido, maior sera sua densidade, possibilitando assim, analises mais profundas
do polinémio.
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5.3 Polindomios Geradores de Numeros Primos

Nesta Secao, apresentaremos os polinomios de Euler, o polinémio v4; e outros po-
linbmios notaveis.

5.3.1 Os Polinémios pg, v41 € sS4

Existem vérios polinomios que descrevem funcoes geradoras de ntimeros primos,
entretanto, o mais famoso é o Polinomio de Euler, o qual é definido por:

pe(k) =k —k+41, k=1,2,3,... (5.6)
No n—quadrado Zeta destaca-se o seguinte polinomio:
vg (k) = k* + 81k + 1681, k=1,2,3,... (5.7)

O polindmio s41(k), associado ao caminho Sy1(n), é igual ao polindmio vy (k). O
n—triangulo de quadrados e o n—quadrado Zeta, como sabemos, sao dois arranjos
diferentes dos nimeros naturais que identificam padroes de distribuicao de nimeros
primos. Apesar de serem arranjos distintos, percebe-se que alguns caminhos, com
nomenclaturas diferentes, remetem as mesmas sequéncias de nimeros.

5.3.2 Alguns Polindmios Notaveis

A partir de um codigo elaborado em Visual Basic, no Microsoft FExcel, foi possivel
analisar uma série de triangulos de quadrados e a partir de entao, encontrar alguns
polindomios notaveis. Em um triangulo de quadrados T3g00, observou-se os seguintes
polindémios, expressados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Polinomios obtidos no T 3ggg.

Caminho Polinémio Obtido
S41(3000) n®+ 81n + 1681
S55(3000)  n?+ 221n + 12101
S142(3000)  n? + 569n + 80657
S310(3000)  n? + 1241n + 384401

Fonte: Os autores (2022).

Nessa tabela, os polinémios variando em funcao de n, retornam sequéncias ex-
pressivas de nimeros, obviamente, realizar tal observagao demanda alguns artificios
computacionais, pois a medida que n cresce, o valor retomado para o polinébmio tam-
bém cresce. Averiguar se nimeros muito altos sao primos ou nao, torna-se uma tarefa
um tanto quanto complexa, para um computador de uso doméstico. E importante
ressaltar que para n no intervalo de 0 a 107, os polinomios s41(k) = vy (k) e s310(k),
retornam, respectivamente, 2.208.165 e 2.072.280 ntimeros primos.
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5.4 Conclusao

O estudo dos ntimeros primos a partir de perspectivas geométricas ainda carece
de referéncias e estudos aprofundados. A preferéncia por estudos analiticos, mostra
que ainda existe resisténcia no meio matematico, pela busca de caminhos alternati-
vos. Grandes foram as contribuicoes encontradas a partir dos estudos analiticos, mas
talvez, seja 0 momento de investigar mais a fundo a modelagem geométrica em busca
de padroes e sequéncias de numeros primos. A elaboracao do n— tridngulo de qua-
drados, possibilitou: (a) Um novo arranjo dos ntimeros naturais para a identificagdo
de padroes da distribuicao de niimeros primos, distribuidos em um triangulo, enfatica-
mente, pelas sequéncias obtidas nas diagonais secundarias. (b) Um novo método, para
encontrar longas sequéncias de nimeros primos, que juntamente com o n— quadrado
Zeta e a Espiral de Ulam, corroboram para o potencial da analise de padroes e busca
de sequéncias de niimeros primo. (¢) A associagao de polindmios quadraticos, aos ca-
minhos, favorecendo a obten¢ao de nimeros primos grandes. (d) Alguns polinémios
quadraticos destaques, que remetem sequéncias significativas de primos. Espera-se que
o estudo sirva de incentivo para outros matematicos criarem seus proprios arranjos,
ou até mesmo, melhorem a compreensao dos arranjos geométricos ja existentes. A
partir de matematica bésica, criou-se uma ferramenta eficaz para obtencao de ntime-
ros primos, que mostra-se altamente eficiente para revelagao de novos padroes e quem
sabe, polindmios mais admiraveis do que o proprio Polinémio de Euler. Finalmente,
pretende-se com este trabalho motivar a criacao de arranjos alternativos, que possibili-
tem o estudo dos niimeros primos, vislumbrando novos arranjos, que contribuam para
descoberta de novos padroes de niimeros primos.
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