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Resumo

Os logaritmos representaram um grande avango nos estudos da astronomia e da nave-
gacgao, trazendo desenvolvimento e prosperidade. E hoje, ¢ de grande importancia o
conhecimento de logaritmo, suas propriedades e aplicagoes em diversas areas do conhe-
cimento, principalmente para estudantes que estao ingressando na carreira académica
ou se preparando para ingressar, seja numa area relacionada a matemética ou nao. O
estudo dos logaritmos enfrenta algumas dificuldades por parte dos estudantes, seja pela
deficiéncia na base do conhecimento necessario para compreensao ou pelo preconceito
de achar o assunto dificil e nao se motivar a tentar compreender. Sabendo disso, o pre-
sente trabalho apresenta uma abordagem simples e didatica da defini¢ao, propriedades,
fungoes, séries e algumas aplicagoes com logaritmos, aproximando os estudantes dos
logaritmos, deixando de ser algo tao abstrato, mostrando que é algo muito importante

para a sociedade e que ele poderé precisar fora da Matemaética.

Palavras-chave: logaritmos; propriedades; aplicacoes.



Abstract

Logarithms represented a great advance in the studies of astronomy and navigation,
bringing development and prosperity. And today, the knowledge of logarithm, its pro-
perties and applications in several areas of knowledge is of great importance, especially
for students who are entering an academic career or preparing to enter, whether in an
area related to mathematics or not. The study of logarithms faces some difficulties
on the part of students, either because of the deficiency in the knowledge base neces-
sary for understanding or because of the prejudice of finding the subject difficult and
not being motivated to try to understand. Knowing this, the present work presents a
simple and didactic approach to the definition, properties, functions, series and some
applications with logarithms, bringing students closer to logarithms, ceasing to be so-
mething so abstract, showing that it is something very important for society and that

he may need outside of Mathematics.

Keywords: logarithms; properties; applications.
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1 INTRODUCAO

Os logaritmos surgiram da necessidade de realizar calculos de multiplicagao e divi-
sao de numeros muito grandes. Assim, os navegadores e astronomos da época podiam
facilitar os extensos e trabalhosos calculos que enfrentavam em suas longas viagens.
Entao, em 1614, O escocés Jonh Napier (1550 — 1617), também conhecido como Neper,
preocupou-se seriamente em simplificar esses calculos e, apds vinte anos de pesquisa,
publicou os resultados de seus estudos, intitulado como teoria dos logaritmos. Na deco-
dificagao dos logaritmos, Napier usou uma constante que, embora nao tenha descrito,
foi a primeira referéncia ao notavel e, descrito quase cem anos depois por Leonhard
Euler, e que se tornou conhecido como nimero de Euler ou nimero de Napier.

Atualmente, temos softwares como o ZGrapher, Geogebra, Mathematica, entre ou-
tros e calculadoras cientificas para realizar esses célculos, mesmo assim, ¢ de grande
importancia o conhecimento de logaritmo, suas propriedades e aplicacoes, principal-
mente para estudantes que estao ingressando na carreira académica ou se preparando
para ingressar, seja numa area relacionada a matemética ou nao.

O primeiro contato do estudante com logaritmos se da na primeira série do ensino
médio, e durante os trés anos, vé partes especificas que podem-se aplicar logaritmos,
até a parte revisional na terceira série do ensino médio, j4 na preparacao para os ves-
tibulares.

O ensino de logaritmo apresenta grande resisténcia por parte dos estudantes, e em
alguns casos até mesmo de professores, que enfrentam essa dificuldade na compreensao
e aplicagao das propriedades na resolugao de situagoes problema envolvendo o con-
teudo.

Muitas vezes o estudante acha que o problema esta na definicao de logaritmo, que

¢ até simples de entender, mas a dificuldade pode estar nos contetidos suporte para
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aplicacao dessa defini¢ao e suas propriedades, contetidos base que o aluno precisa com-
preender para que possa entender o conceito de logaritmo e aplicagoes.

Este trabalho visa contextualizar e simplificar o conceito de logaritmo, suas propri-
edades, fungoes, equagoes e aplicagdes na matemaética e em outras areas, como biologia,
quimica, geografia e fisica, melhorando a compreensao do leitor, seja ele estudante ou

professor.

14



2 POTENCIACAO

A potenciagdo é uma operacao que envolve multiplica¢oes sucessivas de um nu-
mero por ele mesmo. Nesta secao abordaremos a definicao e algumas propriedades

importantes.
Definigao 1. Dados a € Ry —{0,1} en € N, definimos o nimero a"
1

e Paran =1, denotamos a" = a;

e Sen=keN comk>1, definimos

O valor a" é chamado de poténcia de a, o natural n é o expoente e o nimero a é

chamado de base.
Observagao 2.1. Para a =1, a poténcia a™ é sempre igual a 1.

Sejam m,n € N. Usando a definicao acima, obtemos a propriedade
am-aq" =amt" vV m,n € N,

Mais geralmente, temos

i) Dados mq,ms,...,m; € N temos

m; __ am1+m2+...+mi .
7

- a

ii) Dado m,n € N, temos

15



Dividiremos a base da poténcia em dois casos:
Caso 1: a > 1.

Multiplicando ambos os membros desta desigualdade por a”, obtemos

a"t > a".

Portanto, se

a>1

entao

1

l<a<d’<---<a*<att<-...

Caso 2: 0<a< 1.

Nesse caso,

I1>a>a>>--->a">a"'>...

Portanto, definindo a fungao
f . N — R+

n —— a"

temos que f é crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.

Note que f goza da seguinte propriedade

f(m+n) = f(m)+ f(n)

para todo m,n € N.

E possivel estender o dominio da funcao f para os nimeros inteiros. Para isso, dado

16



a € Ry — {0, 1}, definimos a funcao f:Z — R, por f(n) =a". Se n =0 temos

obtemos

Note que f é continuaﬂ e
i) crescente para a > 1;
ii) decrescente quando 0 < a < 1.

E mais, f satisfaz a igualdade

fm+n) = f(m)- f(n).

para todo m,n € Z.
De fato,

flm+n)=a™"=a"-a" = f(m)- f(n).

Agora, vamos estender o dominio da fun¢ao f : Z — R para o racionais.

m
Seja a”". Suponha que r = — onde m € Z e n € 7Z*.
n

'Uma funcdo f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no ponto a € X quando,
para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que z € X e |z — a| < ¢ impliquem
|f(z)— f(a)] < e. A demonstragio pode ser encontrada no livro Analise Real volume 1, do autor Elon
Lages Lima.

17



Segue que

(ar)n — ar ar ar
— an-'r‘
= a/n.%
= am
Portanto,
a =an = Vamr.

, . m . u .~
Além disso, denotando » = — como anteriormente, e s = — nas mesmas condicoes,

n v
temos que
ar . as — ar+s
seja qual for r, s € Q.
De fato, como sabemos
CLT: nam:a% :a’rgs = nvamv’
e também
(ZS: va“:a% :a% = ’“’a’nu‘
E assim
a’-a® = g . Warr = Wqgmv . g = Vi qmvtnu — a%tnu'
Portanto
r s mutnu m r+s
a a = Qa nv = qaqn v = Qq

18



A fungao f: Q — R, definida como sendo

fr)=d,

ainda é continua e satisfaz as propriedades citadas acima.

Vamos agora estender o dominio da f para o conjunto dos ntimeros reais, ou seja,
f R — R,. Dessa maneira, devemos analisar a poténcia a”, onde z € R. Essa nova
funcao pode ser definida usando a continuidade da funcao f : Q — R, e a densidade
dos ntmeros racionais Q sobre os niimeros reais R para aproximar qualquer irracional
via sequéncia de ntimeros racionais. Outra maneira de calcular o nimero a® é usando
aproximagoes racionais por falta e por excesso. Veja o livro Fundamentos de Cdlculo

Numérico, do autor Dornelles Filho.
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3 LOGARITMOS E SUAS PROPRIEDADES

Podemos definir o logaritmo considerando dois ntimeros reais a e b positivos e b # 1.
Denomina-se logaritmo de a na base b o nimero x de modo que b* = a. Assim, dados
a,be R eb#1:

log,a =2 & 0" =a,
onde:
e a ¢é o logaritmando;
e b é a base do logaritmo;
e 1 ¢ o logaritmo.

Como consequéncia da definicao de logaritmos, considerando a,b e ¢ positivos e

b # 1, temos as seguintes propriedades:

a) Quando logaritmando e base sao iguais, o logaritmo é 1.

log, a = 1, pois a' = a.

b) Quando o logaritmando é 1, independente da base, o logaritmo é igual a 0.

log, 1 =0, pois b” = 1.

¢) Em qualquer base b, com 0 < b # 1, o logaritmo de uma poténcia de base real
positiva e expoente real é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base
da poténcia.

log, a® = x - log a.

20



Considerando log, a = m e log, a” = n, temos:
bm = a;
" =a® = 0" = (b")" = n =x-m, logo log, a* = z - log, a.
Se dois logaritmos em uma mesma base sao iguais, entao os logaritmandos sao
iguais.
log,a =log,c = a =c.
Considerando log, a = m e log, ¢ = n, temos:
bm = a;
" = ¢

m=mn=b0"=10", pois0<b+#1, logoa=c.

Uma poténcia de base b e expoente log;, a é igual a a.

blogba —a

Considerando b'°%¢ = m e log, a = n, temos:
m = b = m = b" = log,m = n = log, m = log,a = m = a.

Logo, b8 = @,

O logaritmo de a na base b, essa base elevada a z, é igual ao produto entre o

inverso de x e logaritmo de a na base b.
1
logy. a = — - logy a.
x

Considerando log, a = m e log,. a = n, temos:
bm = a;

(b")" = a;

21



" =b"=>m=an=n=

SHE
S

1
Logo, log,. a = — - log, a.
x
Ainda considerando a, b e ¢ positivos e b # 1, vejamos as proposi¢oes operatorias:

Proposicao 3.1. Adicao de logaritmos de mesma base.
log, a + log;, ¢ = log,(a - ¢).

Demonstracao:

Considerando log, a = m e log, c = n, temos:
log,a=m=a="0b" (I);

log,c=n=c=0b" (1l);

Multiplicando (1) e (II):

ac="b"-b" = ac =0""" = m +n = logy(a - c).

Portanto, log, a + log, ¢ = log,(a - ¢).

Proposicao 3.2. Subtragao de logaritmos de mesma base.

log, a — log, ¢ = log, (ﬂ) .
c

Demonstracao:

Considerando log, a = m e log, c = n, temos:
logya=m=a="b" (I);
log,c=n=c="b" (1l);

Dividindo (1) e (1I):

a b a a

E—b—nézzbm’"ﬁm—nzlogb<z>
a

Portanto, log, a — log, c = log, <—> .
c

22



Proposicao 3.3. Mudanca de base.

1
log, a = M,cam 0<c#1.
log. b

C

Demonstracao:
Considerando log, a = m e log, c = n, temos:
log,a=m=a=0b" (I);
log.a=n=a=c" (1ll);
De (I) e (II):
log,.a

bm =c" = n=1log. 0" = n=m-log.b=log.a =log,a-log.b=log,a= 0w b
og

C

Podemos destacar também o Cologaritmo e o Antilogaritmo, como propriedades
dos logaritmos. Essas duas propriedades sao pouco notoérias, mas podem nos ajudar
nas solucoes de problemas especificos.

Denomina-se o cologaritmo de a na base b, o oposto do logaritmo de a na base b
ou, por propriedade, o logaritmo do inverso de a na base b, considerando a e b reais
positivos com b # 1.

1
colog,a = —log, a = log; —.
a

Se log, a = x, entao a ¢ o antilogaritmo de = na base b, também considerando a e

b reais positivos com b # 1.
logya = x = a = antilog, x.

As proposicoes 3.1 e 3.2, garantem que o objetivo de Napier foi atingido, trans-
formando as multiplicagoes e divisoes em adigoes e subtracgoes, conseguindo assim,

facilitar o trabalho dos cientistas nos calculos.
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O conjunto de todos os logaritmos dos ntmeros reais positivos nessa base, é de-
nominado sistema de logaritmos na base b. Diante dos diversos valores que podem
assumir a base do logaritmo, podemos destacar dois muito importantes: A base 10 e o
ntmero de Euler.

Os logaritmos de base 10 formam o sistema de logaritmos decimais, representados
por log,, x ou simplesmente log x, ou seja, quando nao houver indicador na base, esta
serd uma base 10. O sistema de logaritmos decimais ¢ muito 1til nos calculos em que
sao necessarias poténcias de base 10. Nesses calculos, quando é necesséario operar com
esses valores, sao utilizados procedimentos reversos a potenciagao.

O nimero de Euler é um ntmero irracional com valor aproximado de 2, 7182818 e
representado por e. Os logaritmos de base e formam o sistema de logaritmos neperia-
nos, em homenagem a John Napier, ou sistema de logaritmos naturais. Para qualquer

x > 0, o logaritmo neperiano log, x é indicado por Inz e lé-se logaritmo natural de x.

3.1 TAabua de logaritmos

Dado qualquer nimero real positivo z, estard compreendido entre duas poténcias
de 10 com expoente inteiros consecutivos.

Assim, dado x > 0, existe ¢ € Z tal que:

10° < 2 < 107 = log 10° < logz < log 10 = ¢ <logx < c+ 1.

Entao, podemos afirmar que

logr =c+m, ondeceZ e <m<1,

24



isto é, o logaritmo decimal de x é a soma de um nimero inteiro ¢ com um ndimero
decimal m nao negativo e menor que 1.

Por exemplo:

e 2=0,03=10"2<0,03 < 107!
e x=0,351 = 107! < 0,351 < 10°
o v =41,8= 10! < 41,8 < 102

O numero inteiro ¢ é por definicao chamada caracteristica do logaritmo de x e o
namero decimal m (0 < m < 1) é, por definigdo, chamada mantissa do logaritmo
decimal de x.

A caracteristica do logaritmo decimal de um ntimero z real positivo sera calculada

por uma das duas condigoes seguintes:

e Quando z > 1:
A caracteristica do logaritmo decimal de um ntimero x > 1 é igual ao numero de
algarismos de sua parte inteira, menos 1.

Como z > 1 e x tem (n + 1) algarismos na sua parte inteira, entao temos:

10" <2 < 10" = log 10" < logz < log 10" = n <logz < n+1

isto é, a caracteristica de logx é n.

Por exemplo, em log 3,5 a caracteristica é ¢ = 0, em log 108 a caracteristica é

c=2.

e Quando 0 <z < 1:
A caracteristica do logaritmo decimal de um niimero 0 < x < 1 é o oposto da

quantidade de zeros que precedem o primeiro algarismo significativo.
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Seja 0 < z < 1 e x tem n algarismos zeros precedendo o primeiro algarismo nao

nulo, temos entao:

107" <2<107"™ = logl0™" < logx < log 107" = —n <logz < —n + 1,

isto é, a caracteristica de logx é —n.
Por exemplo, em log 0,025 a caracteristica é ¢ = —2, em log0, 8 a caracteristica

éc=—1.

Observe que a mantissa do logaritmo decimal de x nao se altera se multiplicarmos
2 por uma poténcia de 10 com expoente inteiro.

Considerando p € Z, temos:

107 - x

log(10? - x) — log z = log ( ) =logl0? =p e Z.

Como consequéncia disso, os logaritmos de dois nimeros cujas representacoes deci-
mais diferem apenas pela posi¢ao da virgula tem mantissas iguais.

Assim os logaritmos decimais dos numeros 5, 500, 5000, 0,5; 0,005 tem todos a
mesma mantissa 0,6990; mas as caracteristicas sao respectivamente 0, 2, 3, -1 e -3.

A mantissa pode ser obtida através da tdbua de logaritmos. Em geral, a mantissa
¢ um nimero irracional e por esse motivo as tabuas de logaritmos sao tabelas que
fornecem os valores aproximados dos logaritmos dos niimeros inteiros, geralmente de 1
a 10000.

A primeira tabua de logaritmos foi construida por Henry Briggs (1561-1631), um
dos primeiros e mais entusiastas do trabalho de Neper. Os primeiros logaritmos ne-
perianos tinham sérios inconvenientes e foram logo modificados pelo proprio Neper e

por Briggs. O resultado foi o aparecimento dos logaritmos de Briggs, ou logaritmos
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decimais. Briggs publicou sua primeira tabua em 1617; depois, em versao bem mais
ampliada, em 1624.
Briggs comecgou extraindo a raiz quadrada de 10, seguida das extragoes sucessivas

das raizes quadradas dos resultados obtidos em cada extragao. Isso equivale a elevar
111 ) .
10 aos expoentes —, —, — e assim sucessivamente.
2°4°8
Assim,

1
V10 = 3,1622 = log 3, 1622 = 5= 0.5

1

104 = 1/3,1622 = 1,7783 = log 1, 7783 = 1= 0, 25;
1

108 = \/1,7783 = 1,3352 = log 1,3352 = 5= 0,125.

Briggs usou esse procedimento de ir extraindo a raiz quadrada sucessivamente por

. , 1 . R
54 vezes, ou seja, elevou 10 até o expoente 354 e obteve os logaritmos de varios ntmeros.
Ele foi aumentando sua tabela, utilizando os resultados ja obtidos e as propriedades

dos logaritmos, por exemplo:
log(10%/2 - 10Y4) = log 102 + log 10Y/4;

log(3,1622 - 1,7783) = 0,5 + 0, 25;
log 5,6234 = 0, 75.

Vejamos abaixo a tabua de logaritmos decimais, que na verdade trata-se de uma
tabela contendo nao logaritmos, mas somente mantissas de logaritmos na base dez.
Para obtermos a mantissa do log 0, 000504 através da tabela, vamos transformar o

ntmero 0,000504 em um ntmero de trés algarismos, entre 1,00 e 9,99, simplesmente
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Figura 3.1: Tabua de logaritmos I Figura 3.2: Tabua de logaritmos II

22 | 3424 | 3444 | 34B4 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3508
23 | 3617 | 3636 | 3665 | 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3802 | 3009 | 3927 | 3945 | 3962
26| 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | A0B2 | 4099 | 4116 | 4133
26| 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 4281 | 4798
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4278 | 4303 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456
4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4504

8261 | B267 | 8274 | B280 | B287 | 8293 | B299 | 8306 | 8312 | B9
8326 | 8331 | 8338 | B344 | B35 | 8357 | 8363 | 8370 | 8376 | 8382
8388 | BIOE | B401 | 8407 | 8414 | BAZ0 | B426 | BA32 | 8439 @ B4as

8451 | BAST | B463 | B4TO | B476 | BAB2 B48B | B494 | 8500 B506
8513 | 8619 | 8525 | B531 | 8637 | 8643 | 8640 | 8555 | 8561 | 8567
8579 | B585 | 8591 | B597 | B603 | BG09 | 8615 | BE21 @ BE27
| B639 | BG4S | BES1 | BGS7 | BG63 | BE6O | BE67S | 8681 B6E6
| 8698 | 8704 | 8710 | B716 | B722 | 8727 | 8733 | B739 @745

Mantissas Mantissas
n]o | 1|2 ]a]als|[e]7]8]oe wlol v Jalalafs]e[7]s]os
1 1

10 | 0OOD | 0043 | Q0BG | 0128 | 0170 | 0212 | 0283 | 02094 | 0334 | 0374 55 | 7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 | 7443 | 7451 | 7459 | 7466 @ 7474
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0B07 | 0B45 | DEB2 | 0719 | D755 66 | 7482 | 7480 | 7497 | 7505 | 7513 | 7520 | 7528 | 7536 | 7543 | 7551
12 | 0792 | 0828 | 0864 | 0B98 | 0934 | 0369 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106 67 | 7550 | 7566 | 7574 | 7582 | 7580 | 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627
13 | 1130 | 1173 | 1206 | 1230 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430 B8 | 7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 15B4 | 1674 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732 8 | 7709 | 7716 | 7723 | 7731 | 7738 | 7745 | 7752 | 7780 | 7767 | 7774
15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 195G | 1987 | 2014 @80 | 7782 | 7789 | 7796 | 7803 | 7810 | 7818 | 7825 | 7832 | 7839 | 7846
16 | 2041 | 2088 | 2085 | 2122 | 2148 | 2975 | 2200 | 2227 | 2253 | 2279 61 | 7853 | 7860 | 7868 | 7875 | 7882 | 7B89 | 7896 | 7903 | 7910 | 7917
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 @ 2455 | 2480 | 2504 | 2529 62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | 7987
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2766 83 | 7003 | 8000 | BOOT | BOY4 | 8021 | 8028 | BO3S | 8041 | 8048 | BOSH
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989 64 | BOG2 | 8069 | BO7S | B0B2 | 8089 | 8096 | 8102 | 8109 | 8116 | 8122
20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3076 | 3086 | 3118 | 338 | 360 | ;@ | 32 66 | B120 | B136 | 8142 | 8140 | B156 | B162 | 8160 | 8176 | 8182 | B18Y
21 | 3222 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404 68 | 8195 | B202 | 8209 | B215 | B222 | 8228 | B235 | 8241 | 8248 | B254
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4624 | 4639 | 4654 | 4660 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757 74 | 8692 |

4 | 4786 | 4800 | 4814 | 4B29 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900 76 | 8751 | B756 | 8762 | 8768 | B774 | 8779 | 8785 | 8791 | 8797 | B802
4814 | 4828 | 4942 | 4956 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | 5024 5038 76 | BBOB | 8814 | 8820 | 8825 8831 | 8837 | 8842 | 8848 | BEGA i 8859
5061 | 5065 | 5079 | 5002 | 5105 | 5119 | 5132 | 51456 | 5159 | 5172 77 | BB66 | B871 | 8876 | BBR2 | BEET | B8O3 | 8809 | 8904 | 8910 | BO15

5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302 78 | 8921 | 8927 | 8932 | 8938 | 8943 | 8949 | 8954 8960 | BOES | 8OV
6315 | 5328 | 5340 | 5363 | 6366 | 5378 6391 | 5403 | 5416 | 5478 8976 | 8982 | B9B7 | 8993 | 8998 | B004 | 9008 | 8015 | 9020 | 2025

5441 | 5453 | 5465 | 5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5627 | 5539 | 5551 9031 | 9036 | 9042 | 9047 | 5063 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9079
5563 | 5575 | 56B7 | 5509 | 5611 | 5623 | 6635 | G647 | G6SE | SGTO 9085 | 9090 | 9096 | 9101 | 9106 | 9112 | 9117 9122 | 9128 | 9133
6GB2 | 5694 | 5706 | 6717 | 5728 | 5740 | 5752 | 5763 | 5775 | 5786 9143 | 9148 | 8154 | D150 | 9165 | 8170 9175 9180 | 9186
5798 | 5809 | 5821 | 6832 | 6843 | 6855 | BAG6 | 6877 | SHBB | 5839 0196 | 9201 | 9206 | 8212 | 9217 | 9222 | 9227 @ 9232 | 9238

5911 | 5922 | 5833 | 5844 | 5955 | 5966 | 5377 | 5988 | 5099 | 6010 9243 | 9248 | 9263 | 9268 | 9263 | 9260 | 9274 0279 0284 | 9289
6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | BO&5 | GO9G |5|U? L6117 9204 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 ! 9320 | 9326 | 9330 | 9335 | 9340
6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222 9346 | 9350 | 9355 | 9360 | 9365 9370 | 9375 | 9380 | G386 | 9390
G232 | 6243 | G253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | B35 9435 = 9440

6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 | G385 | 63956 | G405 | 6415 | Ba25
6435 | G444 | BAGA | G4B4 | B4T4 | BaB4 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522

6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6500 | 6599 | 6609 | GE18
6628 | 6637 | BB4A6 | GG56 | G665 | 6675 | GGB4 | G683 | 6702 | 6712
6721 | 6730 | 6739 | 6749 | B7S8 | 6767 | 6776 | 6785 | 6794 | 6803
6812 6821 | 6B30 | 6B39 | 6BAB | GB57 | BB66 | 6875 | 6BB4 | 6893
6902 | 6911 | 6920 | 6928 | GO3T | 6O46 | OS5 | G964 | 6972 | GIE1

BO90 | 6998 | 7007 | 7046 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 | FOS9 | 7067
J076 | 7084 | 7083 | 7100 | 7110 | 7118 | 7126 | 71356 | 7143 | 752
7160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 710 | 78 | 7226 | 7235
7243 | 7251 | 7259 | 7267 | 7275 | 7284 | 7292 | 7300 | 730B | 7316
7324 | 7332 | 7340 | 7348 | 7386 | 7484 | 7372 | 7380 | 7388 | 7396

9445 | 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 9474
9499 | 9504 | 9509 9513 | 9518 | 9523

9542 | 9647 | 9662 | 9557 | 9562 | 9666 | 9571
9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619
9638 | 9643 | 9647 | 9652 | 0657 | 9661 | 9666
| 9685 | 9689 | 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 |
| 9731 | 9736 | 9741 | 9746 | 9750 | 9754 | 9758

9777 | 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 9805
9823 | 9827 | 9832 | 9836
9868 | 9872 | SB77 | 9881 9886 | 9890 | 9894
9912 | 9917 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939
9956 | 9061 | 9965 | DOGO | 9974 | 9978 | 9983
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Fonte: lezzi, 1977 Fonte: lezzi, 1977

mudando a posi¢ao da virgula para a direita do primeiro algarismo diferente de zero:

0,000504 = 5,04

Agora vamos separar o 5,04 em duas partes. O terceiro algarismo (4) seréa utilizado
para identificarmos a coluna na tabela e o namero 50, formado pela outra parte (5,0)
sem a virgula, sera utilizado para identificar a linha da mantissa na tabela.

Procurando na tabela vemos que no cruzamento da linha 50 com a coluna 4 temos

exatamente a mantissa 7024. Note na linha 50 estao as mantissas dos ntimeros de trés
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algarismos de 5,00 a 5,09. A mantissa do ntimero 5,04 esté justamente na coluna 4.

Esta é a mantissa do log 0,000504 e de qualquer outro niimero que difira de 0,000504
apenas pela posicao da virgula, como 0,0504, 5,04, 504, 50400, ...

Podemos obter, a partir da tabela acima, a mantissa do logaritmo de qualquer ni-
mero real positivo, que apds a colocagao da virgula a direita do primeiro algarismo
diferente de zero, resulte em um ntmero com até trés algarismos.

Existem niimeros cujas mantissas de seus logaritmos nao se encontram na tabela.
Nesses casos, para determina-los, utiliza-se um processo chamado interpolagao logarit-
mica.

Para calcular log 57,65, a mantissa de 57,65 é a mesma de 57650, de 5765, de 576,5
e assim por diante. Dentre eles, podemos escolher 576, 5 para escolher sua mantissa,
porém na tabela s6 podemos encontrar as mantissas de 576 e 577.

Como a mantissa de 576 é 7604 e a mantissa de 577 é 7612, a mantissa de 576,5

estd compreendida entre 7604 e 7612. Assim, por interpolagao, temos:

576 — 576,5 7604 — k

_ I = 7608.
576.5 577 k7612~~~ 1008

Dessa forma, a mantissa de 576,5 ¢ 0, 7608 e o log 57,65 é 1, 7608.

3.2 Logaritmos em uma série

Como In z nao tem sentido para z = 0, consideraremos a fungao In(1 + z), definida

para todo x > —1. Por definicao,
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Integrando termo a termo a série de Taylor,

1 (_1)n+1xn+1
=1- -H'z"+ —1.
T x4+ (=) + Tz =
Obtemos,
2 3 gt > T
In(1 —r -+ - 4. = 1)m+t
n(l+z)==x 5 + 3 1 + ;( ) >

¢ a série de Taylor de In(1 4 z), convergente no intervalo aberto (—1,1), pois 1 é seu
raio de convergéncia.
Trocando x por —z nessa série, obtemos também,

nf(l—2)= —p— — - = _ R _1n+1x_n

finalmente, subtraindo uma série da outra, obtemos uma série para a funcao,

1
ln1+I:ln(1—|—w)—ln(1—x),
—x

ou seja,

Wit? oy (pa T T
n — . T - - R e .
1—=x 3 5 7

Essa série permite calcular o logaritmo natural de qualquer niimero. De fato, a

(1+2)

varia de zero a infinito.
-2

medida que x varia no intervalo —1 <z <1,y =

1
Integrando termo a termo o desenvolvimento finito de ) visto acima, obtemos
x
até a ordem n:
22 o3 n
ln(1+x):x_§+§—'--+( 1)71—1 —I-T’n(l'),
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onde

rn(x):(—l)"/oz A

1+t
P 1,t ()| < [ tndt !
ara r = 1, temos |r, < = i
’ 0 n+1
Portanto lim,, . 7,(1) = 0. Segue que
11 (—1)n1
m2=1—- -4 = —ooqx~ 4.
t 2 + 3 + n +

Essa é uma expressao interessante de In2 como soma de uma série alternada. Ela
mostra que a série de Taylor > 7 (—=1)""'2™/n coincide com In(x + 1) quando |z| < 1

e r = 1, mas diverge para x = —1, logo representa In(z + 1) no intervalo (—1,1].
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4 FUNCAO EXPONENCIAL E LOGARITMICA

A funcao logaritmica, bem como sua inversa, a exponencial, sao ferramentas para
demonstrar matematicamente a evolugao de grandezas, nas quais o crescimento ou de-
crescimento sao proporcionais a quantidade dessa grandeza em um determinado tempo,
apresentado iniimeras aplica¢oes que modelam fendmenos cotidianos em diversas areas
como biologia, fisica, quimica e geografia.

Definiremos a Fun¢do Exponencial de acordo com Lima (2012,v.1) [11]:

Definigao 2. Seja a um nimero real positivo e diferente de 1. A fung¢ao exponencial
de base a, f: R — R, indicada pela notagao f(x) = a*, deve ser definida de modo

a ter as sequintes propriedades, para quaisquer x,y € R:
a) a* - a¥ = a*"y;
b) a' = a;
c)x<y=a*<a¥ quandoa>1cecx <y= a®>a’ quando 0 < a < 1.
Como decorréncia dessas propriedades, temos:

d) A funcado f: R — R4, tal que f(z) = a”, é ilimitada superiormente;
De fato, todo intervalo de R, contém valores a”, r € Q, provando que f cresce
sem limites quando z > 0 com a > 1 e quando x < 0 com 0 < a < 1.
Essa propriedade reitera o fato de que

lim a® = +o00, sea>1e
T—+00

lim a® = +o0, se 0 <a<1.
r—r—00
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e)

A fungao exponencial é continua;

Isto significa que, dado zg € R, é possivel tornar a diferenga |a® —a™| tdo pequena
quanto se deseje, desde que z seja tomado suficientemente proximo de xq. Dito
de outro modo: o limite de a* quando = tende a x(y é igual a a™. Ou seja,
lim, ., a® = a™.

Fazendo x = z¢ + h, temos © — 1y = h e entdo |a® — a®| = a*|a" — 1|. Ora,
sabemos que a” pode ser tomado tdo proximo de 1 quanto desejemos , desde que
tomemos h suficientemente pequeno. Como a™ é constante, podemos fazer o
produto a®|a" — 1] tdo pequeno quanto o queiramos, logo lim,_,,, |a® — a™| = 0,

logo lim,_,,, a® = a™.

A fungao exponencial f : R — Ry, definida por f(z) = a®, a # 1, é injetiva e
sobrejetiva, ou seja, ¢ bijetiva, logo, admite inversa.

A injetividade de f decorre de sua monotonicidade. Se a > 1, entao
Ty > X9 = a” > a™ ex; < x9 = a”t < a*?.

Portanto 27 # 2o = a™ # a™. De modo anélogo chegamos & essa conclusao
para 0 < a < 1. Agora vamos provar que f é sobrejetora, ou seja, que para
todo ntimero real y > 0 existe um z € R tal que a® = y. Por propriedade
temos que para cada n € N, existe uma poténcia a™, com r,, € QQ, que pertence
. 1 1 1 . . ,
ao intervalo |y — —,y + — |. Logo, |a™ — y| < —, e assim vale, lim a'™ = y.
n n n n—00
Suponhamos a > 1, e escolhemos poténcias a’™ que se aproximam por falta de y

com a propriedade a™ < a™ < --- < a™ < --- <y. Como a fungao exponencial

¢ ilimitada superiormente, podemos assegurar que existe s € Q tal que y < a®.
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Usando a monotonicidade de f, verificamos que

T < T < - <1y < :--- <8,

Portanto, (r,,) é uma sequéncia mondtona e limitada superiormente por s. Usando
o Axioma da Completeza, os valores r, se aproximam por falta de um ntimero

real x, ou seja, lim,, .., r, = x. Como f é continua, obtemos

a® = lim o™ =y.
n—oo

Assim f é sobrejetora. O caso 0 < a < 1 é provado de modo analogo.

Agora, vamos caracterizar a Funcao Exponencial. A caracterizacao aqui proposta

¢ a encontrada em Lima (2012,v.1) [11]:

Teorema 4.1. (Caracterizacao da fungao exponencial)
Seja f: R — Ry uma fung¢ao mondtona injetiva, isto €, crescente ou decrescente,

sao equivalentes as sequintes informacoes:
1) f(nx) = f(z)" para todo n € Z e todo x € R;
2) f(x) = a® para todo x € R, onde a = f(1);

3) flx+vy) = f(z)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstracao. (1) = (2).
Iniciemos provando que a hipotese (1) é valida para todo nimero racional r = m/n,

comm € Zen €N, onde f(rz) = f(x)". Escrevendo nr = m, temos

flra)" = f(nre) = f(mx) = f(z)™.
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Logo
flra) = fa)™" = f(z)"

Se fixarmos f(1) = a, teremos

f(ry=f(r-1)= f(1)" =a", para todo r € Q.

Agora suponhamos que f seja crescente. Entao 1 = f(0) < f(1) = a. Suponhamos,
por absurdo, que exista um x € R tal que f(z) # a®. Se f(z) < a® (o caso f(x) > a”
é provado de modo analogo), entao pelo que ja vimos, existe um nimero racional r tal
que

flz) <ad" <a® = f(z) < f(r) < a”.

Como f é crescente, entdo f(z) < f(r) =z <r. Mas a” < a® = r < z. Assim
temos uma contradi¢ao, provando que (1) = (2) quando f for crescente. A prova é
analoga se f for decrescente.

(2) = (3).

Seja f(zr) =a®, x € Rea= f(1). Sendo y € R, obtemos

flat+y)=a"=a"-a" = f(z) f(y).

(3) = (1).

Seja f(z+y) = f(z)- f(y), z,y € R. Paran € N, vale

fna) = flo+a+a+-ta) = f@) f0)- f(2)... fz) = fla)"

Vv Vv
n vezes n vezes
Agora falta provarmos o caso f(—nz) = f(x)™". Para isto, analisemos o caso
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1
f(=x) f(fﬁ):f(—ﬂx):f(O):lz‘f(—fv):m-
Logo
flong) = oo~z —a- = a)= f(-a) - f(-0) - floa) =
= 111 - 1 = f(z)™"

Jw) flx) o flx) o flao)n

n'g
n vezes

A figura abaixo exibe o grafico de f(z) = a” nos casosa > 1e 0 <a < 1.

Figura 4.1: Esbogo do grafico da fungao f(x) =a” nos casosa>1le0<a <1

Fonte: Autor (Software Geogebra)

Quando a > 1, nota-se que, quando x varia da esquerda para a direita, a curva
exponencial y = a” apresenta um crescimento bastante lento enquanto x é negativo. A
medida que x cresce, o crescimento de y torna-se cada vez mais acelerado.

De modo geral, a fungao f(x) = a® é crescente em todo o seu dominio quando a > 1
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e ¢ decrescente em todo o seu dominio quando 0 < a < 1.

Tal caracteristica também acompanha sua inversa, ji que a funcao exponencial
f: R — R, definida por f(z) = a®, é uma correspondéncia biunivoca entre R e R,
portanto possui uma funcao inversa, crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1,

com a propriedade adicional:

flz+y) = flx) fy).

Tomando como inversa da funcao exponencial f a funcao: log, : Ry — R que
associa a cada nimero real positivo x o ntimero real log, x, chamado o logaritmo de z

na base a. Por definicao de func¢ao inversa, devemos ter:

log,(a®) = e a'%" = .

Assim, log, x é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o nimero z. Ou
seja,

y=log,x < a’ = .

Segue-se, por propriedade, que

log,(z - y) = log, * + log, y.

Agora, vamos caracterizar a Fungao Logaritmica. A caracterizagao aqui proposta

¢ a encontrada em Lima (2012,v.1) [11]:

Teorema 4.2. (Caracterizag¢io da fungao logaritmica)
Seja f: Ry — R uma fun¢ao mondtona tal que f(xy) = f(x)+ f(y) para quaisquer

x,y € Ry. Entao existe a > 0 tal que f(x) = log, x para todo v € R, .
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Demonstra¢ao. Admitamos f crescente e se for decrescente, seré tratado analogamente.
Temos que f(1) = f(1-1) = f(1)+ f(1), logo f(1) = 0. Inicialmente, vamos supor que
exista a € R, tal que f(a) = 1. Depois mostraremos que isto sempre acontece, logo
nao é uma hipotese adicional.

Como f é crescente e f(a) =1> 0= f(1), tem-se a > 1. Para todo m € N vale:
fla")=fla-a-a-...-a) = f(a) + f(a) + f(a) +--- + f(a)

=14+1+14---+1=m.

0=f(1)=fla™-a™™) = fl@") + fla™™) =m+ f(a™™") = fla™™) = —m.

Ser =m/ncomm € Zen € Nentao r-n = m, logo m = f(a™) = f(a'™) =
f((a™)™) =n- f(a"). Portanto,
fla") =

m
— =T
n

Se x € R é irracional, entao para r, s € Q tem-se:
r<r<s=a <a®<a" = f(a") < f(a®) < f(a®) =1 < f(a”) < s.

Assim, todo nimero racional r, menor do que x, é também menor que f(a*) = x
para todo z € R e todo nimero racional s, maior do que x, é também maior que
f(a*) = x para todo x € R. Portanto se f: Ry — R ¢ tal que f(a”) = z para todo
x € R entao f(y) = log, y para todo y > 0 pois f(x) = a” é uma fungao sobrejetiva de
Rem R, coma>0ea#l.

Consideremos agora o caso geral, em que se tem uma fungao crescente g : R, — R,
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tal que

g(x-y) =g(x) +g(y).

Entao g(1) = 0 e, como 1 < 2, devemos ter g(2) = b > 0. A nova funcao f : Ry —
R, definida por f(x) = g(z)/b, é crescente, transforma somas em produtos e cumpre
f(2) = 1. Logo, pela primeira parte da demonstragao, tem-se f(x) = log, x para todo

x > 0. Isto significa que, para todo x > 0 vale

¢ = @) — 9@/ _ (9U0)9) — 49@). o ¢ — DU/

Aplicando log, em ambos os membros, temos:

g(z) = log, .

[]

Como consequéncia do Teorema 4.2 acima, teremos uma série de propriedades im-

portantes das funcoes logaritmicas:

a) Uma funcao logaritmica f: R, — R é sempre injetiva, isto é, nimeros positivos
diferentes tém logaritmos diferentes.
Se x,y € R, sao diferentes, entao ou z < y ou y < x. No primeiro caso,
pelo Teorema 4.2, como f é mono6tona, vamos fixar como crescente, resulta que
f(z) < f(y). No segundo caso tem-se f(y) < f(x). Em qualquer hipotese, de

x # y conclui-se f(x) # f(y), portanto a funcao é injetiva.

b) O logaritmo de 1 ¢ zero.
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De fato, temos
S =fA-1) = fQ1)+ f(1), logo f(1) = 0.

Os ntmeros maiores do que 1 tém logaritmos positivos e os nimeros entre 0 e 1
tém logaritmos negativos.

De fato, sendo f crescente, de 0 < z < 1 < y resulta f(x) < f(1) < f(y), ou seja

f(@) <0< [f(y).

Para todo x > 0, tem-se f(1/z) = —f(x).

Como z - i =1 temos que f(x)+ f(1/z) = f(1) =0, portanto f(1/z) = —f(x).

Para quaisquer z,y € Ry, vale f(z/y) = f(x) — f(y).
Como fa/) = £ (1) = fa) + £1/3) = 1(2) = ).

Para todo x € Ry e todo namero racional r = p/q tem-se f(z") =r - f(z).
Primeiro verificamos se a propriedade funciona para r =n € N.
(i) Para n = 1, temos:

f@') = flz) =1 f().

(ii) Por outro lado, supondo f(z") =n - f(x), temos que:

f@™) =f@" a') = f@") + fz) =n- fl@) + 1 f(z) = (n+ 1) - f(2).

Demonstrando por inducao matemaética a propriedade para n € N. Quando
r = 0, a propriedade também vale, pois como 2 = 1 para todo nimero real
positivo, temos que f(z°) = f(1) =0=0- f(z).

n 0

Consideremos agora r = —n, n € N, entao, para todo x > 0 temos z"-27" =z’ =

L. Logo, f(a" -a~) = f(a") + f(a~) = f(1) = 0, entéio, f(z™) = —f(a") =
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Finalmente, o caso geral, em que r = p/q onde p € Z e ¢ € N. Para todo

r € Ry teremos: (27)? = (2P/9)7 = 2P logo q - f(z") = p - f(z) temos que

f(@") = (p/q) - f(z), ou seja,

fa) = fla)

Analisaremos o comportamento da funcao logaritmica através do grafico de f(x) =

log,z noscasosa>1el<a<1.

Figura 4.2: Esbogo do grafico da fungao f(x) =log, z nos casos a >1le0<a <1

f(x) =log,x
(0<a<1)

Fonte: Autor (Software Geogebra)

Observando o grafico esbocado acima, podemos indicar que o dominio é R%; a
imagem é R e a fun¢ao f(x) = log, z é crescente em todo o seu dominio se a > 1 e
decrescente em todo o seu dominio, se 0 < a < 1. Esse crescimento lento do logaritmo,
que contrasta com o crescimento rapido da exponencial, é bem ilustrado pelo gréfico

abaixo, que, como sabemos, sao simétricos em relacao a diagonal de R2.
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Figura 4.3: Fungdes g(z) = a” e Figura 4.4: Fungdes g(z) = a” e
f(z) =log, x para a > 1 f(z) =log,x para0 <a <1

6 9 6

f

Fonte: Autor (Software Geogebra) Fonte: Autor (Software Geogebra)

Notemos, em cada esboco, a simetria dos graficos em relacao aos quadrantes impares
e analisando os gréaficos das fungoes exponenciais, podemos destacar que o dominio e

contradominio sao R e a imagem ¢é R, .
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5 LOGARITMO E EXPONENCIAL SOB O PONTO

DE VISTA DO CALCULO

Definiremos a funcao real In : R* — R como
1
Inx = / —dt,x > 0.
1t

O ntmero Inz é o logaritmo natural de = e a existéncia dessa funcao depende do
fato de a integral de uma funcao continua sempre existir.

Sobre os extremos do intervalo de integragao, temos:

/aaf(a:)da: —0e /abf(x)da: _ /baf(a;)da:.

Comisso, In1=0,lnz <0se0<x <1lelnx >0 quando x > 1, por ser a integral
da fungao positiva % no intervalo [1, z].

A fungao In : R* — R ¢ monoétona crescente e derivavel, com In’(x) = i eln”(z) =
—%, sendo infinitamente derivavel.

Agora, usaremos esta regra de derivacao para demonstrar as seguintes propriedades
sobre a funcao logaritmo.

Se x e y forem ntmeros positivos e r for um niimero racional, entao teremos as

seguintes propriedades sobre a funcao logaritmo:

a) In(zy) =lnz +Iny

ln(:zc)—/wyﬁ—/xﬁqL/wyﬁ—lnx+/wyﬁ
ARV A A A . b

Quando s varia de 1 a y, o produto xs varia de = a xy. Assim a mudanca de

Temos:
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variavel t = xs, dt = xds nos da:

/xydt Y xds Yds |
— = = — =Iny.

1 ST 1S

Portanto, In(zy) = Inx + Iny.

In (E) =Inz—Iny
Y

Usando a Propriedade a) com = = —, temos:

1 1
In—-+Iny=1In (—y) =Inl=0.
Yy y

Assim,

1
In—=—Iny.
)

Usando a Propriedade a) novamente, temos:

1 1
In (z) =1In (x—) =nz+In-=Inz—Iny.
Y Y Y

Portanto, In (£> =lnx —Iny.
Y

In(z") =r-Inz

Consideremos um niimero natural n. Segue-se diretamente da propriedade a) que

In(z") =n-Inz. Como 2™ - x~" = 1, temos:

O=Inl=InE"-27")=h(z")+In(z™")=n-lnx+In(z™")

E, portanto,

In(z™) =—n-lnx.
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Fica estabelecida a propriedade quando r € Q.
De modo geral, temos r = Z—), com p e q inteiros.
q
Por definigdo, temos (27/9)? = 27, dai p - Inx = In(zP) = In[(2?/9)9] = ¢ - In(zP/9).

Segue-se que In(2?/7) = Plnz.
q

Agora, determinaremos os limites da funcao In x:
Usando a propriedade ¢) com z = 2 e r = n, onde n é um inteiro positivo arbitrario,
temos In(2") = nln2. Como In2 > 0, segue que In(2") — oo quando n — oc.

~ . ) 1
Mas Inz é uma funcao crescente, ja que sua derivada — > 0. Portanto,
x

Iim Inz = oo.
Tr—r00

1
Se tomarmos t = —, entao t — oo quando z — 07. Entao, aplicando no limite
x

determinado acima, temos:
) . 1 )
lim Inz=limln (- | = lim(—Int) = —cc.
r—0+ t—o0 t t—o00

Portanto,

lim Inz = —o0.
z—0t

Agora, sabemos que Inx é ilimitada superior e inferiormente, é continua e sua
imagem é um intervalo, logo é sobrejetiva. Sendo uma fungao crescente, In é uma
bije¢ao de R* sobre R. Sua inversa, exp : R — R* é a fun¢ao exponencial, definida

como exp(r) =y < lny = x, ou seja, In(exp(z)) = x e exp(lny) = y.

Observagao 5.1. Existe um tnico numero real cujo logaritmo natural € igual a 1. Ele
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€ muito importante e € denotado por e. E assim, definimos,

lne=1

Esta defini¢cao € consistente com a defini¢ao do nimero e como um limite.

O teorema a seguir demonstra o nimero e como um limite.

Teorema 5.1.

8|~

e =lim(1+ z)

x—0

1
Demonstracao. Seja f(x) =Inz. Entao f'(z) = —, logo f'(1) = 1.
x

Pela definicao de derivada, temos:

8=

1
= lim —In(1 4 z) = lim In(1 + z)=.
x—0 z—0

Como f'(1) = 1, temos:

lim In(1 4 )+ = 1.
z—0

Assim, pela continuidade da funcao exponencial e propriedades de limite, temos:

8=

. 1 1
e = el = iMoo (40)™ — Jiy om+2)* — 1y (1 4 2=
z—0 z—0
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6 APLICACOES COM LOGARITMOS

Os logaritmos possuem varias aplicagoes na Matematica e em outras areas do conhe-
cimento, tais como: Fisica, Geografia, Quimica e Biologia. Apresentaremos algumas

aplicacoes na Matemética e em outras areas do conhecimento.

6.1 Matematica Financeira

Na Matematica Financeira, mais precisamente na parte dos Juros Compostos, apli-
camos constantemente os logaritmos. Quando nos deparamos com a féormula do mon-
tante M = C'-(1+1)', em que a variavel do perfodo é exponencial, precisamos descobri-
la, recorremos ao logaritmo e suas propriedades operatorias.

Os juros compostos sao importantes nas relacoes comerciais, como financiamentos,
empréstimos, compras com parcelas a longo prazo e é importante conhecer os fatores
que influenciam o seu célculo, que s@o o capital (C), a taxa de juros (i), o tempo (t) e
o montante (M).

Analisando a férmula para o montante, podemos fazer algumas consideracoes:

M=C-(1+14)" =

QlE

M

Com1l+4+i>0el+i#1, ouseja,i>—1ei#D0.

Vejamos uma situacdo em que um capital de R$ 5000,00 é aplicado & uma taxa de
juros compostos de 20% ao ano, para sabermos em quanto tempo esse capital vai gerar
um montante de R$ 6000,00.

Para encontrarmos o periodo, podemos utilizar a formula em que o tempo fica em
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fungao do logaritmo. Lembrando que os 20% sao 0,2 na formula. Entao teremos:

M 6000

Portanto, o capital aplicado vai gerar um montante de R$ 6000,00 em 1 ano.

Considere uma situacao em que uma pessoa aplicou a importancia de R$ 500,00
em uma determinada instituicao financeira, que paga juros mensais de 3%, no regime
de juros compostos. Vamos determinar em quanto tempo apods a aplicacao o montante

atingira R$ 2000,00.

2000

M =C-(1+i)" = 2000 =500 - (1+0,03)" = 2 =

=1,03' =4 =1,03

Aplicando logaritmo em ambos os membros e considerando log4 = 0,602 e log 1,03 =

0,012, temos:
' . log 4
4=1,03"=logd =logl1,03" = logd =t-logl,03 = ———— =
log 1,03
0,602
= m =t =50, 16 meses.

Portanto, o montante atingira R$ 2000,00 ap6s aproximadamente 50 meses da apli-

cagao.

6.2 Lei de Benford

Segundo Chavante (2016), antes das calculadoras, os livros com tabelas logaritmi-
cas eram utilizados para facilitar os célculos com ntimeros grandes, ou seja, niimeros
com muitos algarismos. Em 1881, o astronomo Simon Newcomb percebeu que as pri-

meiras paginas desses livros, que continham logaritmos de ntimeros iniciados com os
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algarismos 1,2 e 3, estavam bem mais desgastadas que as demais.

Para ele, isso foi indicio de que os calculos com nimeros grandes comecados com
1,2 e 3 sao muito mais frequentes do que com os iniciados com 7,8 e 9, por exemplo.
Conforme seu interesse, Newcomb escreveu um artigo sobre a frequéncia dos primeiros
digitos significativos de um ntimero, que segue uma determinada distribui¢ao de proba-
bilidade. O primeiro algarismo significativo de um nimero positivo é o digito nao nulo,
mais a esquerda em sua representacao decimal. Por exemplo, o primeiro algarismo
significativo de 5,167 ¢ 0 5, o de 0,065 é o 6.

Em 1938, o fisico Frank Benford, sem ter conhecimento do artigo de Newcomb,
apo6s analisar mais de 20000 nameros (taxa de mortalidade, quantidade da populagao,
area de rios, entre outros dados), verificou que a distribuigdo dos primeiros digitos
significativos seguia certa regularidade e demonstrou uma férmula para determinar tal
padrao de probabilidade, a Lei de Benford.

A lei de Benford afirma que nimeros coletados de maneira aleatoria, apresentam
probabilidade de frequéncia de seus primeiros digitos significativos de 30% para o digito
1 e apenas 4,5% para o digito 9. Abaixo segue uma tabela com os resultados da Lei
de Benford.

Figura 6.1: Resultados da Lei de Benford

B(i)

35%
30%
25%
20%

15% U

10% 4 — —
0% ‘I‘..----—
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Nectoux, 2012
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A frequéncia B(i) do primeiro digito significativo i, de ntimeros aleatérios é
. 1 .
B(i) = logy, (1 + —,) ;com i€ {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
i

Algo bem interessante nessa lei € que muitos conjuntos que nao sao aleatérios tam-
bém se encaixam: populacoes de paises, de comprimentos, de areas e outros. Além
disso, esta lei é uma das tnicas que nao varia por mudanga de escala, ou seja, a me-
digao pode ser em metros ou quilometros que a probabilidade dos ntimeros se mantém
constante.

Na tabela abaixo temos estatisticas de areas e populacoes relacionadas com a Lei
de Benford.

Figura 6.2: Estatisticas de areas e populagoes relacionadas com a Lei de Benford

= B(i)

u Areas em quildmelros
2% guadrados

Areas em milhas
quadradas

- 1 M., ... & Populacies de paises
5% - 3 . L 5
“Illlml_u.;_a.
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Nectoux, 2012

Muitas empresas de auditoria utilizam programas baseados na Lei de Benford, essa
lei é muito importante na deteccao de fraudes, sonegacoes de impostos, erros e ma-
nipulacoes de demonstragoes contébeis, nas eleigoes, entre outras ocorréncias. Sao
resultados confiaveis e nao variam por mudanca de escala.

Baseado nessas informacoes, fizemos a analise da tabela abaixo:
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Figura 6.3: Resultado das eleigoes para deputado federal no Ceara em 2018

Deputados Federais Eleitos pelo Ceard em 2018
Pos |Candidato (Partido) N° de Vatos  |1° digite significativo
1| Capitdo Wagner (Pros) 303.593 3
2| Célio Studart (PV) 208.954 2
3| Luizianne (PT) 173.977 1
4| Guimardes (PT) 173.039 1
5| Idilvan (POT) 154.338 1
6] Mauro Filho (PDT) 157.510 1
7| AJ Albugquerque (PP) 132.319 1
8] Robério Monteiro (PDT) 131.275 1
9] Moses Rodrigues (MDB) 128.526 1
10| Pedro Bezerra (PTB) 119.030 1
11| Genecias Moronha (Solidaniedade) 113.515 1
12| Domingos Neto (PSD) 111.154 1
13| Denis Bezerra (PSB) 111.154 1
14| André Figueiredo (PDT) 103.385 1
15| Roberto Pessoa (PSDB) 102.470 1
16| Lednidas Cristino (PDT) 102 417 1
17| Heitor Freire (PSL) 97.201 9
18| Eduardo Bismarck (POT) 87.009 8
18| José Airtton (PT) B87.009 g
20| Jinior Mano (Patriotas) 67.917 6
21| Dr.Jaziel (PR) 67.917 6
22| Vaiden Qliveira (Pros) 30.392 3
Fonte: G1

Calculando a probabilidade de cada digito, podemos montar um gréafico comparando
com a Lei de Benford.

Figura 6.4: Relacao da Lei de Benford com os dados da figura 6.3

70,00%
60,00%
50,00%

40,00%

50,00%
20,00%
10,00% I
0005 [ II Iz B u=
1 2 3 6 3 a9

B CandidatosEleitos M LeideBenford B(i)

Fonte: Autor

Considerando que os digitos que nao apareceram nos dados foram omitidos, pode-
mos observar que com uma pequena varia¢ao, os resultados da tabela acima estao de

acordo com a Lei de Benford, o que poderia garantir a veracidade dos dados.
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6.3 Numeros Complexos

Os nimeros complexos surgiram da necessidade de trabalhar com niimeros nao reais
para resolver certos problemas matematicos, como por exemplo, na obtencao das raizes
de uma equagao ciibica, nesses calculos surgem raizes do tipo v/—25, onde sabemos que
no universo dos ntimeros reais essa raiz nao ¢ possivel.

Para que essa radiciacao fosse sempre possivel, os matematicos ampliaram o conceito
de namero, definindo o niimero nao real 7, chamado de unidade imaginaria e que satisfaz

a condicao i = —1. Conhecendo essa unidade imaginéria, podemos calcular

V=25=1/25-(=1) = V2512 =5i

Conhecendo a unidade imaginaria, podemos definir um ntmero complexo como
todo nimero da forma z = a + bi, em que a e b sao reais e ¢ é a unidade imaginaria.
Essa forma ¢ chamada de forma algébrica de um niimero complexo, sendo a ¢é a parte
real e b é a parte imaginéaria.

Quando o niimero complexo possui apenas a parte real, é chamado de ntimero real,
por exemplo, 8 + 0i = 8. Quando ele possui apenas a parte imaginaria, é chamado
imaginario puro, por exemplo 0+ 5¢ = 52. Quando nem a e nem b sao nulos, é chamado
nimero imaginario.

O conjunto dos numeros complexos é representado por C e sabendo que um ntmero
complexo que possui parte imaginaria nula é um ntmero real, podemos concluir que
R c C.

Um nimero complexo z = a + b pode ser representado no plano cartesiano deter-
minado pelo par ordenado (a,b), onde a serd marcado no eixo das abscissas, chamado

de eixo real e b sera marcado no eixo das ordenadas, chamado de eixo imaginério. Cada
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ponto P(a,b) desse plano é a imagem do numero complexo a+bi. Analisando os pontos
do plano cartesiano como niimeros complexos, temos uma representacao geométrica de

C, chamada de plano complexo.

Figura 6.5: Representacao geométrica de um niimero complexo no plano complexo

o
W -—--—--—---

Fonte: Autor

O moédulo ou valor absoluto de um ntimero complexo, representado na figura 6.5
por 7, é a distancia entre a origem do plano e o ponto P(a,b). Aplicando distancia
entre dois pontos temos que r = Va2 + b2. O angulo ¢ é chamado de argumento de z.

Aplicando as funcgoes trigonométricas no triangulo retangulo que contém o argu-

mento ¢, podemos chegar a forma polar de um ntmero complexo que é

z =1(cosp +isinp)

Relacionando com a formula de Euler ¢*? = (cos ¢ + isin ), temos que z = re'?.
Os numeros complexos w que resolvem a equagao e = z sao chamados logaritmos

complexos e dessa igualdade temos w = In z. Considerando w = a + bi com a e b reais
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e z = re'?, podemos fazer a seguinte associacao:

eV = z = e — el = . Y — pei®

e =r=a=Inr
e =e" = b= (p+2k)

Portanto

w=1Inz=1Inr+i(e+2kr), comk € Z.

O angulo ¢ é o argumento principal de z e o 2k aparece pelo fato de termos o
argumento principal ¢ quando k£ = 0 e nesse caso w sera o valor principal do logaritmo,

ou teremos um outro argumento ¢’ quando k # 0, sendo k£ um inteiro arbitrario.

Como aplicacao desse logaritmo complexo, encontraremos o In z para z = —1 —+/3i.
Para z = —1 — v/3i, temos r = \/(—1)2 + (V3?2 =1+3=V4=2ccosp =
a —1 2T 5
= pelas coordenadas polares teremos ¢ = BEY entao:

2
Inz=Inr+i(e+2kr) =z :1n2+z’(—§+2k7r), com k € Z.

6.4 Entropia de Shannon e Tsallis

A Entropia de Shannon, também conhecida como Teoria da informagao, foi criada
por Claude Elwood Shannon, 1916 — 2001, um matematico e engenheiro norte ameri-
cano que trabalhou por 15 anos com uma teoria que lidava com criptografia de dados,
o que o influenciou na criacao da teoria da informacao.

Em 1948, Shannon langa a base para a teoria da informagao, em um artigo inti-

tulado como A Mathematical Theory of Communication. O artigo tratava de como
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reproduzir em um ponto a mensagem exata ou a mais aproximadamente possivel da
mensagem emitida originalmente, em outro ponto.

O objetivo era buscar uma grandeza que quantificasse ou caracterizasse uma men-
sagem sem ambiguidades, passando-se a estudar um modelo de comunicacao de uma
fonte discreta, com emissao de simbolos para compor uma mensagem.

Quanto maior for a variabilidade de simbolos, maior sera a quantidade de informa-
¢ao, por outro lado, também aumentara a incerteza probabilistica. A quantidade de
informagao esta ligada a quantidade de estados microscopicos permitidos ao sistema.
Desta maneira, quanto mais estados microscopicos o sistema tiver maior sera a quan-
tidade de informacao contida nele.

No langamento de um dado, por exemplo, temos seis possibilidades, ou seja, seis
microestados acessiveis ao sistema. Comparando com o langamento de uma moeda,
ela terda uma menor incerteza probabilistica, justamente por ter uma quantidade de
informagao inferior.

Segundo Shannon (1948), a definigao de quantidade de informagao ou incerteza pro-
babilistica, utiliza um tratamento probabilistico e faz uso de uma funcao logaritmica,

tendo sua forma funcional sendo representada por

n
H<p17 .. 7pn) - - Zpl 1Og2(pi)7
i=1

n
onde p; é a probabilidade de ocorréncia de cada evento i e > p; = 1.

i=1

Por exemplo, vamos calcular a entropia de um dado honesto, considerando o con-

junto de variaveis {z1,xs,...,2,} em que p; = — é a probabilidade associada a x;.
n

Partindo da definicao de entropia de Shannon, e considerando a base arbitraria do
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logaritmo como e, temos:

n

0 n
1 1
H(pi,...,pn) = —Zpiln(pi) = H(p1,...,pn) = —;pi <ln;) = _ (lnE) izlpi

H(pi,...,pn) = —In(n"') = In(n)

Como trata-se de um dado honesto, temos:

1':1,2,...,6.

92{1,2,3,4,5,6}:>pi:6,7,

Como as possibilidades da entropia sao equiprovaveis, tomaremos H = log, n
H =log, 6 =logy(2-3) =log, 2+ log, 3
Por defini¢ao, log, 2 = 1 e considerando log, 3 = 1, 6, temos:
log,2 +1logy,3=14+1,6=2,6

Portanto, a entropia de um dado honesto é 2, 6.

Com o intuito de aumentar o escopo de aplicagbes no contexto de mecénica esta-
tistica, em 1994, o fisico Constantino Tsallis introduziu um conceito que generaliza a
exponencial e logaritmo: a g—exponencial e o g—logaritmo.

A partir do parametro ¢ podemos deformar continuamente a funcao exponencial.
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O ponto de partida dessas deformacoes é o ¢ = 1. A g—exponencial é a aplicagao

0 seq#lel+(1—q)x <0,

eq(2) = < exp(x) se g =1,

14+ (1—-¢q)z]V0=D seq#1lel+ (1—q)r >0,

\

A fungao g—logaritmo é a inversa da g—exponencial

(
nao esta definida sex <0

Ing(z) = “”1:;1 sex>0eq#1

In(x) sex>0eq=1
\

Por continuidade, é facil verificar que

limln, o = Inw.
q—1

A entropia de Tsallis pode ser definida como sendo

n
H)(p) = pllngp;.
i=1
Essa entropia, generaliza a entropia de Shannon.

6.5 Psicologia

Na psicologia temos leis que descrevem a percep¢ao humana e essas leis sao re-
presentadas por funcgoes logaritmicas. A lei de Hick, também conhecida como lei de

Hick-Hyman, formulada por William Edmund Hick e Ray Hyman, é uma lei que des-
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creve uma relagao entre o tempo que os individuos escolhem uma alternativa e o nimero
de opgoes que eles possuem para decidir e esta ligada & capacidade cognitiva informaci-
onal em experimentos baseados em escolhas. A taxa de ganho de informacao é o tempo
levado para processar uma certa quantidade de bits na lei.

Hick realizou um primeiro experimento que envolvia dez lampadas com chaves de
codigo Morse que acendiam aleatoriamente a cada cinco segundos e a reacao da esco-
lha foi registrada com um nimero de escolhas de duas a dez lampadas. Um segundo
experimento foi realizado mantendo as dez alternativas, mas o participante realizou a
tarefa nas duas primeiras vezes orientado a ser mais preciso e na terceira vez, ser mais
rapido.

Hick preocupou-se com a relagao logaritmica entre tempo de reagao e ntmero de
escolhas, Hyman se propds a entender melhor a relacao entre tempo de reacao e a
média do nimero de escolhas. Hyman fez um experimento onde havia oito focos lumi-
nosos diferentes, organizados numa matriz seis por seis. Cada luz tinha um nome e foi
registrado o tempo que o participante demorava para dizer o nome da luz depois de
acender. A contribui¢cao de Hyman foi determinar uma relagao linear entre o tempo de
reacao e a informacao transmitida.

Para n alternativas igualmente provaveis de escolhas, com tempo médio T para a

escolha dentre as alternativas, a lei de Hick-Hyman ficou definida como:

T =k-logy(n+1),

onde k ¢ uma constante que pode ser determinada empiricamente ao ajustar uma linha
a dados coletados. O logaritmo expressa a profundidade da hierarquia de arvore de
escolha, log, indica a pesquisa binaria que é realizada. A adi¢ao de 1 a n considera a

incerteza sobre responder ou nao, além de decidir sobre a resposta a dar.
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Podemos utilizar a lei na forma T = k - H, para escolhas com probabilidades

desiguais, onde H esta associada a entropia de decisao, definida como:

n
1
H=Y plog, (27 + 1) ,
i=1 ¢

onde p; é a probabilidade de ocorréncia de cada evento i. Essa lei descreve o tempo que
a pessoa leva para tomar uma decisao com base no niimero de opgoes possiveis a serem
escolhidas, ou seja, quanto maior o nimero de alternativas e maior a complexidade
ou divergéncia destas, maior sera o tempo necessario para que a pessoa chegue a uma
decisao.

Pensando nisso essa lei pode ser aplicada, por exemplo, no agrupamento das esco-
lhas de um menu em categorias e mostra-las quando houver alguma interagao, dividir
algum processo complexo ou extenso em etapas mais amigaveis. Em um restaurante,
em dia de lotacao méxima, seria interessante utilizar um cardépio mais reduzido, para
que os clientes demorassem menos tempo para tomar suas decisoes.

Em relagao ao tempo necessario para mover rapidamente um objeto para uma area
alvo, foi desenvolvido um modelo preditivo do movimento humano usado principal-
mente na interagao humano-computador, denominada lei de Fitts.

A lei de Fitts, publicada por Paul Fitts em 1954, descreve um modelo de movimento
humano e define o tempo necessario para mover-se rapidamente, desde uma posicao
inicial até uma zona destino final, como uma func¢ao da distancia até o objeto e o ta-
manho deste.

Em outras palavras, a lei de Fitts afirma que o tempo necessario para mover-se
rapidamente de uma posigao inicial até uma posicao final é proporcional ao tamanho

do objeto de destino.
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Uma forma consolidada da lei de Fitts é:

D
T = a+ blog, <W+l>,

onde T' é o tempo médio para completar o movimento, a e b sao constantes empiricas,
determinadas por dados medidos em uma linha reta, onde a define a interse¢ao no eixo
y e é interpretada como um atraso, b é uma inclinacao e descreve uma aceleracao, D é
a distancia entre o ponto inicial até o ponto final e W ¢é a largura do objeto.

Um exemplo de sua aplicagao seria a drea de um elemento de interacao, como o
botao, que deve ser maior para se destacar na regiao onde for colocado. Aumentando a
area do botao, aumenta-se o nivel de precisao para interagir. Quando tivermos mais de
um botao, as posicoes que esses botoes estao dispostos também é importante. Vejamos
como a posi¢ao de dois botoes, um com a funcao de enviar a mensagem e o outro com

a funcao de limpar a mensagem, pode aumentar ou diminuir a probabilidade de erro.

Figura 6.6: Posi¢oes entre os botoes

Enviar | Limpar |
Probabilidade de erro maior

Emviar Limpar |

Probabilidade de erro menar

Fonte: Autor

Sendo assim, devemos ter o cuidado de como posicionar os elementos clicaveis numa

tela, tendo como propoésito diminuir a probabilidade de erro.
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6.6 Fisica

A acustica é a parte da Fisica que estuda os sons e a qualidade da propagacao dos
sons em um ambiente, considerada do ponto de vista da percepcao dos ouvintes.

A utilizacao de logaritmos esté presente no estudo das ondas sonoras, onde percebe-
se que o som apresenta caracteristicas: Altura, intensidade (I) e timbre.

A intensidade representa a poténcia de uma onda sonora por unidade de area. O
timpano humano s6 percebe uma onda sonora, medido em watt por metro quadrado

(W/m?), se essa intensidade for no minimo
Iy =107 W/m?>.

Conhecida como limiar de audibilidade e suporta no maximo 1 ¥W/m?, conhecida
como limiar da dor. O nivel sonoro (N), é a comparacdo entre a intensidade sonora
(I) e o limiar de audibilidade (/y), e sua unidade de medida mais utilizada é o decibel

(dB). O nivel sonoro obedece a uma escala logaritmica, sendo definida por

1
0

Por exemplo, o nivel de intensidade sonora em um estadio de futebol é 60 dB,
esse nivel aumenta em 1000 vezes no momento de um gol. Vamos calcular o nivel de
intensidade sonora no momento do gol.

Fazendo N = 60, temos:

60 =10-1 ! =6=1 ! = ! =106
- e A i)~
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Agora, calculando o nivel de intensidade sonora no momento do gol:

1031

0

N = 10-log ( > = N = 10-log(10%-10%) = N = 10-log 10° = N = 10-9 = 90 dB

Portanto, o nivel de intensidade sonora no momento do gol é de 90 dB.

Outra aplicagao interessante dos logaritmos, é na lei de resfriamento de Newton,
onde a diferenga de temperatura entre um corpo e o meio que o contém decresce a uma
taxa de variagdo proporcional & diferenca de temperatura.

Considerando ATy a diferenga de temperatura no instante t = 0 e AT'(¢) a diferenga
em um instante ¢ qualquer, essa lei se traduz pela expressao AT (t) = ATy - e, em
que a constante depende do corpo.

Suponha que em uma cozinha, cuja temperatura ambiente constante é de 30°C,
um bolo é retirado do forno e colocado sobre a pia. Nesse momento, a temperatura do
bolo é de 100°C. Apoés 5 minutos, verifica-se a temperatura do bolo e o termémetro
marca 65°C. Se o bolo estiver no ponto para servir quando sua temperatura atingir
37°C, vamos calcular quanto tempo, a partir do momento em que foi colocado sobre a

pia, ele estara pronto para ser servido.

Considerando que a temperatura do bolo quando sai do forno é de 100 °C, temos:
ATy =100 — 30 =T70°C.

Apo6s 5 minutos:

AT(5) = 65 — 30 = 35°C.

Como AT(5) = ATy - 75, entéo:



Aplicando logaritmo em ambos os membros, temos:

1
log (5) =loge ™ = log2~ ! =log(e™®)° = —log2 =5 -loge °.

Considerando log 2 = 0, 3, temos:

—-0,3
—0,3=5-loge™ = loge™® = T’ = —0,06.

Apébs t minutos:

AT(t) = 37 — 30 = 7°C.

Entao:

1
7T=70.-e %"= — =¢ ot
0-e :>10 e

Aplicando novamente logaritmo em ambos os membros, encontramos:

1
log <E) =loge " = log10~" =log(e )" = —1 =t -loge ™.

Como loge™ = —0, 06, vem:

-1 .
—1=1t-(-0,06) =t = 0.06 16,66 minutos.

Portanto, o bolo estara pronto para ser servido aproximadamente 16 minutos apos

sair do forno.

6.7 Geografia

A Geografia é a ciéncia que estuda elementos fisicos, biol6gicos e humanos, e suas re-

lacoes com o planeta Terra e seu principal objetivo é compreender a relagao do homem
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com o meio ambiente, as condi¢oes climaticas e as caracteristicas do espago geografico.

Essas caracteristicas do espaco geografico incluem as populagoes, que em sua totali-
dade, crescem sempre exponencialmente, fazendo com que sejam utilizados logaritmos
para facilitar esses calculos.

Vamos imaginar que em uma determinada cidade, a taxa de crescimento populacio-
nal seja de 3% ao ano, aproximadamente. Vamos calcular em quantos anos a populacao
dessa cidade dobrara, sabendo que a taxa de crescimento continuara a mesma.

Considerando a populacao inicial como Fy, a populagao da cidade em z anos, seréa
P, = Py-(1,03)*. Supondo que a populagao da cidade dobrara em relac¢ao a populagao

inicial em x anos, temos:
P,=2-Py= Fy-(1,03)* =2- Py = (1,03)* = 2.

Aplicando logaritmo em ambos os membros e considerando log 1,03 = 0,0128 e

log 2 = 0, 3010, temos:

(1,03)" =2 = log(1,03)" =log2 =z -log 1,03 = log2 = x - 0,0128 = 0, 3010

0, 3010
xr =
0,0128

= 1 23,5.

Portanto, a populagao dobrara em aproximadamente 23 anos.

Os logaritmos também tém aplicagdes na Geologia. A escala Richter é baseada em
logaritmos e foi desenvolvida para medir a magnitude de abalos sismicos provocados
pelo movimento das placas tectonicas.

O ntmero de pontos que um terremoto atinge na escala Richter é determinado pelo
logaritmo da amplitude maxima medida pelo sismografo a certa distancia do centro do

fendmeno. A escala utiliza logaritmos na base 10, isso significa que, se um terremoto
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foi de 6 pontos, ele teve sua oscilacao maxima dez vezes maior do que um terreno de 5

pontos. A intensidade I de um terremoto, medida na escala Richter, é

2 E
I =2 log —
3 OgE[),

onde E é a energia liberada no terremoto em quilowatt-hora e Ey = 7-1073 kWh. Por
exemplo, podemos calcular a energia liberada por um terremoto de intensidade 8 na

escala Richter.

2 E 2
I=—--log—=8=—-"log

3 5 F, 3 8T g~ 2= log

7-1073

Pela defini¢cao dos logaritmos, temos:

E
7.10-3 =102 = E=7-107-10" = E =7-10° kWh.

Portanto, a energia liberada por um terremoto de intensidade 8 na escala Richter

¢ de 7-10° kWh.

6.8 Quimica

Na quimica, sao realizados varios calculos que envolvem taxas, periodos, reacoes de
substancias, tempo de desintegracao de elementos e entre esses calculos, muitas vezes
envolvendo logaritmos, precisamos recorrer as propriedades logaritmicas.

Desintegragao radioativa ou decaimento radioativo, é o nome dado ao fenémeno da
transformacao de um dtomo em outro por meio da emissao de radiacao a partir de seu
nicleo instavel. Essa instabilidade se da quando o nimero de prétons e o nimero de

néutrons em seu interior nao apresentam estabilidade.
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Esses atomos possuem uma tendéncia natural a se desintegrarem, emitindo parti-
culas e transformando-se em outra substancia nao-radioativa.
Para determinar o tempo de desintegracao de uma substancia radioativa, utilizamos

™ em que () é a massa da substancia, @y é a massa inicial, r é

a formula Q) = Qg - e~
taxa de reducao da radiatividade e ¢ é o tempo em anos.

Para aplicar essa formula, vamos determinar o tempo em que 250 g de certa subs-
tancia radioativa leva para se reduzir a 50 g, sabendo que a mesma se desintegra a uma

taxa de 2% ao ano.

Aplicando os valores, temos:

50 L
= Qo e = 50 =250 ¢ 00 = o 002 = T o o700 =
Q=Qo-e ¢ ¢ 250 ¢ 5

Aplicando In em ambos os membros, temos:

1 1
e 00%t — == Ine %%t = 1n == Ine %2t =In57' = —0,02-t = —1,6094

11,6094

2-t=1 4 = > .
0,02 ¢ ,6094 = ¢ 0.02 =t = 80 anos

Portanto, substancia levara 80 anos para reduzir-se a 50 g.

Temos também uma escala logaritmica que expressa o grau de acidez de uma solu-
¢ao aquosa, que é o potencial hidrogenidonico, o pH. Dessa forma, tem-se que o pH de
uma solucao é o cologaritmo de base 10.

Na tabela abaixo, temos a classificagao de uma substancia de acordo com seu pH.
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Tabela 6.1: Classificagao de uma substancia de acordo com o pH

’ pH \ Classificacao ‘
pH >9 Muito alcalina
7,5 <pH <9 Alcalina
6 <pH<T7,5 Neutra
3,5<pH <6 Acida
pH < 3,5 Muito acida
Fonte: Autor

O calculo do pH é realizado pela férmula

1
H =log —.

Em que H é a concentragao de ifons de hidrogénio em mol por decimetro ciibico.
Por exemplo, ao medir a concentracao de ions de uma xicara de café obteve-se que

esta ¢ de 1075 mol/dm3. Assim, aplicando a férmula do pH, podemos classificar o café.

= pH =1og10° = pH = 5.

1
pH = log T = pH =log 105

Portanto, o pH do café é 5, sendo assim, o café é uma solucao acida.

6.9 Biologia

Na biologia, a fungao logaritmica e sua inversa, a exponencial, estao bem presentes
descrevendo diversos fendmenos naturais. Um desses fendmenos é o crescimento de
uma arvore. Por exemplo:

A fungao h(t) = 1,5+ log,(t + 1), representa a altura média de um tronco de certa
espécie de arvore, desde que é plantada, com h(t) em metros e ¢t em anos. Uma dessas

arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m de altura, vamos calcular o tempo,
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em anos, transcorrido do momento da plantagao até o do corte.

Sabendo que h(t) = 3,5 em t anos, temos:

h(t) =1,5+1logy(t+1) = 3,5 =1,5+log;(t +1) =2 =logs(t +1) =t +1=3°

t+1=9=1¢t =28 anos.

Portanto, a arvore foi cortada 8 anos apos sua plantacao.

Temos também que o crescimento de uma pessoa ou a expectativa de vida também
podem ser representados e calculados com aplicacao de logaritmos. Por exemplo:

A expectativa de vida, em anos, em uma regiao, de uma pessoa que nasceu a partir
de 1900 no ano x é dada por L(z) = 12(199log x — 651). Vamos calcular a expectativa

de vida de uma pessoa que nasceu no ano 2000.

L(z) = 12(199log z — 651) = L(z) = 12(199 log 2000 — 651)

L(z) = 12(19910g 1000 - 2 — 651) = L(x) = 12(199(log 1000 + log 2) — 651)

Considerando log 2 = 0, 3, temos:

L(z) = 12(199(3 + 0,3) — 651 = L(z) = 12(656,7 — 651) = L(z) = 12(5,7)

L(z) = 68,4 anos.

Portanto, uma pessoa que nasceu no ano 2000, nessa regiao, ¢ de 68,4 anos.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi realizado com o propésito de auxiliar os estudantes na compreen-
sao dos logaritmos. Alunos e professores que queiram utilizar o trabalho como base de
estudo para melhorar a compreensao ou até aprofundar os conhecimentos em seguida.

Neste trabalho temos uma abordagem contextualizada sobre os logaritmos e suas
aplicagoes, comegando pelo contexto historico e defini¢ao, passando pelas suas proprie-
dades que sao consequéncias da defini¢ao, propriedades operatorias, funcao logaritmica,
equagoes e inequagoes logaritmicas, finalizando com aplica¢oes dos logaritmos na ma-
tematica e em outras areas do conhecimento. Todos os topicos foram feitos com o
cuidado de aliar a explicacao a pratica, de maneira que mais facilitasse a compreensao
quanto ao contetdo.

O ensino de logaritmo no Brasil ainda enfrenta uma certa resisténcia por parte dos
estuantes, seja pelo preconceito de que é algo muito dificil de aprender, o que real-
mente dificulta, comecar a estudar algo pensando que nao vai conseguir aprender ou
por uma deficiéncia na base de contetidos que servem como pré-requisito para uma boa
compreensao e aplicacao dos logaritmos.

Por isso, este trabalho apresenta uma abordagem simples e didatica, com uma li-
gacao entre os topicos, fazendo o estudante buscar cada vez mais os exemplos que
ajudam na compreensao e com as aplicagoes em outras areas do conhecimento, o aluno
se aproxima mais dos logaritmos, deixa de ser algo tao abstrato e torna mais concreto,
vendo que ¢ algo muito importante para a sociedade e que ele poderé precisar fora da

Matemaética.
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