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RESUMO

A presente dissertacdo tem como objetivo mostrar a utilizacdo de coordenadas baricéntricas
na resolucdo de problemas de geometria plana e suas aplicagdes em uma sociedade moderna,
sociedade esta que aponta cada vez mais a necessidade de apresentar novos meios de
solucionar situagdes problemas que aparecem no dia a dia. Neste trabalho, sera desenvolvida a
definicdo de coordenadas baricéntricas e algumas de suas propriedades, com destaque no
estudo da geometria do triangulo. Demonstrar-se-a as coordenadas baricéntricas de alguns dos
principais pontos notaveis do triangulo estudados na educacgdo bésica, a equacdo de retas
através destas coordenadas, bem como a demonstracdo de paralelismo e perpendicularidade
entre retas com a prefacdo de um novo conceito através da introducdo de ponto no infinito, e
também havera a demonstracdo da interseccdo de duas retas e a forma de se calcular a
distancia entre dois pontos utilizando essas coordenadas. Depois serd falado acerca da
utilizacdo de coordenadas baricéntricas na resolugédo de alguns problemas de geometria e suas
aplicacdes na sociedade. Por fim, discutiremos sobre a possibilidade de inserir esse conteldo

no ensino basico, bem como a possibilidade de seu aprofundamento na area computacional.

Palavras-chave: Coordenadas Baricéntricas. Pontos Notaveis do triangulo. Resolugdo de
problemas de geometria plana. Aplicagdes.



ABSTRACT

The present dissertation aims to show the use of barycentric coordinates in solving plane
geometry problems and their applications in a modern society, a society that increasingly
presents the need to present new ways to solve problem situations that appear in everyday life.
In this work, we will develop the definition of barycentric coordinates and some of their
properties, with emphasis on the study of triangle geometry. The barycentric coordinates of
some of the main notable points of the triangle studied in basic education will be
demonstrated, the equation of lines through these coordinates, as well as the demonstration of
parallelism and perpendicularity between lines with the preface of a new concept through the
introduction of point at infinity, and there will also be a demonstration of the intersection of
two lines and how to calculate the distance between two points using these coordinates. Then
we will talk about the use of barycentric coordinates in solving some geometry problems and
their applications in society. Finally, we will discuss the possibility of inserting this content in

basic education, as well as the possibility of deepening it in the computational area.

Keywords: Barycentric coordinates. Notable points of the triangle. Analytic Geometry. Plane

geometry problem solving. Applications.
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1 INTRODUCAO

A Geometria tem grande importancia historica tanto para a matematica como para a
sociedade em geral. Com o avanco da sociedade moderna, percebe-se cada vez mais a
necessidade constante de se aprofundar no saber matematico, pois a cada dia situacdes
complexas surgem, principalmente envolvendo problemas na area cientifica e da tecnologia.
Diante disso, associado com o grande apreco do pesquisador nessa area de conhecimento da
matematica, viu-se a necessidade de seu trabalho, ser voltado no estudo da geometria de
forma a contribuir no seu aprofundamento.

A geometria do tridngulo vai muito além daquilo que se costuma ensinar na Educacao
Bésica, onde sdo ensinadas algumas propriedades que sdo independentes do formato do
triangulo, como as trés medianas de um triangulo que sempre se intersectam em um ponto,
denominado de baricentro do triangulo, ou como o incentro (intersecdo das bissetrizes), o
circuncentro (intersecdo das mediatrizes) e o ortocentro (interse¢do das alturas). Tais pontos
sdo conhecidos desde a Grécia Antiga, e sdo chamados de pontos notaveis, varios outros
pontos com propriedades especiais foram identificados.

Atualmente, o pesquisador Clark Kimberling, professor de matematica
na Universidade de Evansville dos Estados Unidos, catalogou 46 938 centros de tridngulos em
sua obra Encyclopedia of Triangle Centers (ETC), uma lista online que mantém milhares de
pontos ou “centros" associados com a geometria de um triangulo. Nesta enciclopédia, cada
ponto especial é descrito através de suas coordenadas baricéntricas. Este tipo de coordenada
foi apresentado pelo matematico alemao August Ferdinand Mobius em 1827, no seu livro Der
bary centrische Calkul, que em traducdo livre se chama “O calculo dos centros de
gravidade”, para tratar de propriedades projetivas e afins de figuras bidimensionais e
tridimensionais, definindo uma forma de representar um ponto no espago em funcao de outros
pontos, chamados de pontos de controle.

Coordenadas Baricéntricas estdo intimamente ligadas ao conceito de area e podem ser
consideradas como um tipo especial de geometria analitica, pois ela possibilita resolver alguns
problemas em geometria através do seu emprego.

Neste trabalho, serd feita a apresentacdo do conceito e das principais propriedades de
coordenadas baricéntricas, dando destaque no estudo de alguns dos pontos notaveis do
triangulo, como também a representacdo de retas utilizando coordenadas baricéntricas.

Tentaremos mostrar a utilizacdo dessas coordenadas na resolucdo de problemas envolvendo



14

geometria plana, principalmente envolvendo &rea e pontos notaveis do triangulo, e sua
aplicabilidade na sociedade moderna.

Para melhor situarmos o leitor, este trabalho se apresenta estruturado em cinco secdes.

A primeira secdo, ja apresentada, faz uma breve apresentacdo do objeto de estudo do
pesquisador, bem como o proposito desse estudo.

Na segunda secdo tem-se a fundamentacdo teorica, onde mostraremos a relacdo de
coordenadas baricéntricas com areas com sinal, com os vértices e pontos médio do triangulo,
com pontos divisores e cevianas, e também veremos sua relacdo com alguns pontos notaveis
do triangulo como baricentro, incentro, circuncentro, ortocentro, ex-incentros, ponto de
Nagel, ponto de Gergonne e centro de Spieker.

Na terceira se¢do hd a representacao da equacdo da reta em coordenadas baricéntricas,
bem como o paralelismo, perpendicularismo e a interseccdo de retas nestas coordenadas.
Também mostraremos a forma de se calcular a distancia entre dois pontos utilizando
coordenadas baricéntricas.

Na quarta secdo possui-se a resolucdo de alguns problemas, aplicando o que foi visto
nas secOes anteriores.

Na quinta secdo sera possivel perceber outras aplicacGes de coordenadas baricéntricas
na sociedade moderna, bem como sua relevancia em areas como a computacional, a industrial

e na area da saude.
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2 COORDENADAS BARICENTRICAS

Nesta secdo sera mostrada a definicdo de coordenadas baricéntricas, a area com sinal
de triangulo e relacionaremos as coordenadas baricéntricas com as areas dos subtriangulos
formados a partir de um ponto qualquer no plano ligado aos vértices dos triangulos de
referéncia. Também haverd demonstracdo dos pontos notaveis do tridngulo: baricentro,
incentro, circuncentro, ortocentro, ex-incentros, ponto de Nagel, ponto de Gergonne e centro
de Spieker, em coordenadas baricéntricas.

Antes de iniciarmos as informagdes relativas ao trabalho, lembremos da defini¢éo de
baricentro.

Definicdo 1. Dado um triangulo, o baricentro € o ponto de encontro dos segmentos

formado pelo vértice do triangulo e o ponto médio do lado oposto a esse vértice.

Figura 1 - Baricentro do triangulo AABC

ws]

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Definicdo 2. Coordenadas Baricéntricas: seja AABC um triangulo de referéncia e P
um ponto qualquer no plano. Expressamos u, v e w como as coordenadas baricéntricas de P
em relagdo ao tridangulo AABC se o ponto P pode ser obtido como média ponderada dos
vértices A, B e C com pesos u, v e w, respectivamente. Assim, temos:

_UA+vB+wC
u+v+w

P

Deste modo, o ponto P pode ser representado pela notacdo P = (u:v:w).
Observe a figura abaixo, onde nela temos a representacdo dos vértices do triangulo

AABC e dos pontos P e Q no plano cartesiano.
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Figura 2 - Coordenadas de pontos no plano cartesiano

A=(3.5)

B=(L1)

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 5 9 10

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Temos que a média ponderada Mp dos vertices A, B e C com pesos 6, 4 e 2 é dada por

_BA+4B+2C  6(35)+4(11)+2(71) (36,36)
P 6+4+2 12 12

-(33)=P.

Isso nos permite associar o ponto P, tomando o triangulo AABC como referéncia, ao
terno ordenado de nudmeros reais formados pelos pesos 6, 4 e 2. Esta associacdo sera
explicitada por P = (6 : 4 : 2). Do mesmo modo, temos:

9(35)-4(L) +7(7) 9A-4B+7C
12 9-4+7

Q= (6!4) =

Logo, o ponto Q é média ponderada de A, B e C com peso 9, —4 e 7 0 que nos permite,
tomando o tridngulo AABC como referéncia, escrever Q = (9 : —4 : 7). Dessa forma, temos
que dado um ponto qualquer no mesmo plano de um tridngulo de referéncia AABC, esse ponto
pode ser representado pela média ponderada dos vértices A, B e C desse triangulo com pesos
u, v e w que sao as coordenadas baricéntricas desse ponto.

A representacdo de um dado ponto P poderéa ser feita por mais de uma tripla ordenada
de coordenadas baricéntricas. Se as coordenadas baricéntricas forem multiplicadas por
qualquer numero diferente de zero, 0 ponto ndo muda.

Observe que, se P = (u:v:w) e R = (ku:kv:kw), com k # 0, entdo P = R. De fato:

R_}mA+hB+ka_k-mA+vB+wc)_uA+vB+wc__P

ku+kv+kw — k-(u+v+w) U+V+W

Logo P =R.
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2.1 Areas com sinal e sua relagio com coordenadas baricéntricas

Definicdo 3. Sejam A, B e C trés pontos do plano. Definimos a area com sinal Sagc como
sendo Sasc = 0, se A, B e C forem colineares, Sagc = +VABC, se A, B e C estéo dispostas no
sentido anti-horéario, Saec = —VABC, se A, B e C estdo dispostas no sentido horério, onde

VABC representa a area convencional (euclidiana) de um triangulo AABC.

Figura 3 - Area com sinal em sentido anti-horario

S 3c =+VABC= +a—;

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Figura 4 - Area com sinal em sentido horario

S yo=-VABC= —%"’

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Propriedades da area com sinal do triangulo:
1) (Propriedade da permutacdo) Segue-se da defini¢do que

Sasc = Seca = Scag = —Sace = —Scea = —Sgac.

2 (Propriedade da decomposic¢do) Seja um triangulo, um ponto P qualquer no
plano do tridngulo, com a nocéo de areas com sinal, determinard outros trés subtriangulos

APBC, APCA e APAB que satisfazem a relagdo Saec = Spec + Spca +Spas.



18

Figura 5 - Triangulo com um ponto P interno Figura 6 - Triangulo com um ponto P

externo

~
~

-
S e = Seaat ez S e

ABC PBC PCA PAB
Sipc =Spac +Spcs+Spaz

~

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022. Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Observa-se na figura 5, sendo o ponto P pertencente ao interior do trianguloAABC,
também valeria a relacdo VABC = VPBC + VPCA + VPAB, onde as areas desses subtriangulos
sdo todas positivas. Veremos que sendo P um ponto no plano com coordenadas baricéntricas
(u:v:w) em relacdo a um triangulo de referéncia AABC, entdo temos que (u:v:w) = (Spec : Spca
:Spag). Iss0 ira nos garantir que P pertence ao interior do tridngulo se, e somente se, as
coordenadas baricéntricas de P forem todas positivas ou todas negativas.

Observe também que na figura 6 a igualdade é verdadeira, obedecendo ao conceito de
area com sinal, temos que VABC = —-VPBC +VPCA +VPAB.

As coordenadas baricéntricas estdo fortemente ligadas ao conceito de area com sinal,
algo que pode ser observado na demonstracdo da Proposicdo 1, onde veremos que as
coordenadas baricéntricas sdo proporcionais as areas formadas pelos os subtriangulos
formados por um ponto qualquer no plano.

Proposicdo 1. Seja AABC um triangulo de referéncia de vértices A, B e C e seja P um ponto

qualguer do plano. As coordenadas baricéntricas do ponto P podem ser dadas por

P = (Spec : Spca: Spag) .
Demonstracgao. Sejam A = (Xa,ya), B = (xs,ys) € C = (Xc,yc) as coordenadas cartesianas dos

vertices do tridngulo AABC e P = (xp,yr) um ponto qualquer do plano. Sabemos que



19

Xp Xp Yp

Xa Xa Ya 4 0
Xg Xg Vs ’
Xe Xc Ye

pois a primeira coluna é igual a segunda. Desenvolvendo o determinante pela primeira coluna,

temos:

Xp Ya Xp Yp X Yp Xp  Yp

Xp " |Xg  Yg —Xa 1 Xs  Ys +Xg[Xa  Ya —Xe [ Xa Ya =0
X Ye Xe Ye Xe Ye Xg  Ys

(]

Xp Ya Xp  Yp Xp Yp Xp Yp

Xp "1 Xg  Yg —Xa 1 Xs  Ys —Xg [ Xc  Yc =X [Xa  Ya =0,
Xe Ye Xe Ye Xao Ya Xg  Yg

que implica que
Xp(2.Sasc) — Xa(2.Spec) — X8(2.Spca) — Xp(2.Spas) = 0.
Logo temos

SaBc . Xp = Spac . XA *+ Spca . XB + Spag . Xc .

Analogamente, temos

Yoo Xp Yo
X
Ya A Ya ~0,
Ye Xz Vs
Yo X Yc

que nos garante
Sasc .Yp = Spec .Ya + Spca .YB + Spas .Yc .
Dessas duas relagdes, temos que
Sasc .P = Spec .A + Spca .B + Spag .C .
Pela propriedade da decomposicéo da &rea com sinal do triangulo (Saec = Spac + Spca
+ Spag), podemos concluir que

Spec-A+ Spca:B +Spps C
SPBC + SPCA + SPAB

P=
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Dessa forma, temos que P = (Spac : Spca : Spas). 1SS0 nos mostra que as coordenadas
baricéntricas de um ponto sdo proporcionais as areas com sinal dos subtridngulos formados
pelo ponto P com os vértices do tridngulo de referéncia AABC. Assim, para P = (u : v : w),
entao

(u:v:w)=(Sesc: Spca: Spas).

2.2 Teorema do co-lado

Proposicdo 2. Triangulos com alturas iguais tém areas com sinal proporcional as medidas

com sinal de suas bases.

Figura 7 - Relacdo entre area com sinal e a medida de suas bases

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022,

Demonstracéo: Considere o caso particular da Figura 7, com B entre A e C e 0s triangulos
APAB e APBC orientados no sentido anti-horario. Tomando |AB| e |BC| como bases, 0s

triangulos APAB e APBC tém a mesma altura h. Logo,

1
Sews  VPAB 5 1ABI'N g

Spac - VPBC _1.|BC|.h ~BC’
2

Os demais casos (A entre B e C, C entre A e B, os triangulos orientados no sentido
horéario ou no sentido anti-horario) sdo tratados analogamente.
E importante destacarmos que o resultado continua valido mesmo quando P n&o aparece no
inicio da expressao, ou seja,

Spas — S agp — Seea — AB _
Seec  Seee  Scps BC
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Teorema 1. (O teorema do co-lado) Seja X o ponto de intersecdo das retas AP e BC. Se P néo
pertence a reta BC e X # P, entéo

Suse _ AX

Spac  PX’

Figura 8 -Teorema do co-lado

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstracéo. Pela Proposicao 2 temos

(1) B, XeCséocolineares e A ndo pertence a reta BC, logo Shec _ B_—C;
ABX BX

P ) X S,y AX

(2) A, PeXsdocolineares e B ndo pertence a reta AP, logo —28% = —;
SPBX PX
P . \ Spex  BX

(3) B, XeCsdocolineares e P néo pertence a reta BC, logo —8% = C

PBC

Entao,

Suec _ Suec Samx  Sesx _ BC AX BX _ AX
Spsc Saex Spsx Opsc BX PX BC PX

O teorema do co-lado nos permite substituir uma razao entre as medidas de segmentos
orientados contendo o ponto X por uma razdo entre areas com sinal onde X ndo aparece, isto €,
podemos usar a equacao para eliminar X daquela expressdo (que sera substituido pelo lado
comum, sendo nesse caso o lado BC).

Corolario 1. Seja P um ponto que ndo pertence a qualquer um dos lados de um triangulo

AABC e se X € 0 ponto de intersecao das retas AP e BC, entdo

Seas _g

Spea  XC
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Figura 9 - Corolério 1

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstracdo. O ponto X é a intersegdo das retas PA e BC. Observa-se também que os
triangulos ABPA e ACPA possuem o lado em comum AP e temos que X # C. Assim, pelo

teorema do co-lado e pela defini¢do de area com sinal, temos

Seas _W@ Sgpa _ﬁ

Secn  XC  Sgea  CX

Observe que Sgpa = Spas, Scpa = —Spca e CX =—XC . Logo, temos que

Seas _ _Sepa _ BX _ﬁ

Spca  ~Scea __C_X _X_C.

Assim, temos que

2.3 Coordenadas baricéntricas dos vértices e pontos médios de um triangulo

Proposicdo 3. (Coordenadas baricéntricas dos vértices) Os vértices do triangulo em coorde-
nadas baricéntricas sdo representados por A=(1:0:0),B=(0:1:00eC=(0:0:1).
Demonstracéo. Pela Proposicdo 2, fazendo P = A, temos A = (Sasc : Saca : Saag) =(S5:0:0) =
(1:0:0). Analogamente,B=(0:1:0)eC=(0:0:1).

Proposicdo 4. (Coordenadas baricéntricas dos pontos médios) As coordenadas baricéntricas
dos pontos médios dos lados do triangulo s&o representados por D=(0:1:1),E=(1:0:1)
eF=(1:1:0).
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Figura 10 - Ponto médio

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstracéo. Pela Proposicdo 2, fazendo P = D, temos que D = (Spec : Sbca : Spas) =

(0:%:%]2(0:1:1).Ana|ogamente,E:(1:O:1)e F=(:1:0).

2.4 Coordenadas baricéntricas do baricentro, incentro, ex-incentro e circuncentro

Dentre os diversos pontos notaveis existentes, destacam-se em sala de aula na
educacdo bésica, o ensino do baricentro, incentro e circuncentro, pontos estes que sao
abordados desde a 8% ano do ensino fundamental. Ao se estudar alguns dos elementos dos
triangulo, como mediana, bissetriz e mediatriz, que sdo representados por segmentos de
reta no interior do triangulo, os alunos se deparam com a intersec¢do desses segmentos em um
ponto e que possuem importantes caracteristicas e propriedades.

A mediana de um triangulo é uma reta formado pelo vértice do triangulo e o ponto
médio do lado oposto a esse vértice. Em todo triangulo, as trés medianas se intersectam em
um mesmo ponto, chamado de baricentro do triangulo.

A bissetriz de um triangulo é uma reta formado pelo vértice e o ponto formado pela
reta que divide o angulo interno desse vértice ao meio e o lado oposto a esse vértice. O
encontro das trés bissetrizes do tridngulo se intersectam em um mesmo ponto, chamado
incentro do triangulo.

A mediatriz de um triangulo é uma de reta perpendicular que passa pelo ponto médio
de um dos lados desse triangulo. O encontro dessas mediatrizes ocorrem em um ponto em

comum, chamado de circuncentro.
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Outro ponto notdvel estudado nesse trabalho é o ex-incentro, onde esse ponto é
formado pelo encontro da bissetriz de um triangulo com a bissetriz dos angulos externos néo

adjacentes desse triangulo.

Proposi¢do 5. (Coordenadas baricéntricas do baricentro) As coordenadas baricéntricas do
baricentro G do tridngulo é representado por G=(1:1:1)

Figura 11. Baricentro G do triangulo AABC

T g
O €

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstracéo. Seja G o baricentro do triangulo AABC, pela Proposic¢éo 1, temos que
G = (Seac : Scca : Scas).

O baricentro ¢ o centro de gravidade do triangulo e divide o tridngulo em trés

subtriangulos de mesma area.

Figura 12. Area dos subtriangulos formados pelo baricentro

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Desse modo temos que Scec = Scca = Seas = Sasc/z = %



25

Logo

Proposicdo 6. (Coordenadas baricéntricas do incentro) Sejam a, b, ¢ as respectivas medidas
dos lados BC, AC e AB de um triangulo de referéncia AABC. As coordenadas baricéntricas

do incentro | do tridngulo AABC é dada por | = (a :b :c).

Figura 13 - Incentro | do triangulo AABC

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstracdo. Sejam a, b, ¢ a medida dos lados do triangulo AABC, r o raio da
circunferéncia inscrita no triangulo AABC e AIBC, AICA e AIAB as areas dos subtriangulos

formados com o incentro | e os vértices do triangulo AABC, temos que as areas dos
= x ar br cr -
subtriangulos sdo dados por Sigc = > Sica = P e Siag = 5 Pela Proposicéo 1, temos que

ar _br cr
I =(Siec : Sica : SiaB) = (???j= (@:b:c).
Proposi¢cdo 7. (Coordenadas baricéntricas dos ex-incentros) Sejam a, b, ¢ as respectivas
medidas dos lados BC, AC e AB de um triangulo de referéncia AABC. As Coordenadas
baricéntricas dos ex-incentros la, Ig € Ic do tridngulo AABC, é dada por Ia=(-a:b:c), lg=

(@:-b:c)elc=(a:b:—c).
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Figura 14 - Ex-incentro

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstracdo. Dado um triangulo AABC, as interseccdes das bissetrizes dos angulos
externos do triangulo formardo os pontos Ia, I € Ic de modo que esses pontos sao o centro das
circunferéncias tangentes aos lados do tridngulo de referéncia AABC. Esses circulos sdo
denominados de circulos ex-inscritos e 0s centros destes circulos sdo os ex-incentros. O ra é 0

raio do circulo ex-inscrito de centro 1, temos que

ar, br, cr,
7’ SIACA :7 € SIAAB :7-

SIABC ==

Logo, pela Proposicdo 1 temos que

ar, br, cr
I, :(S,ABC 'S S,AAB):(— 2a :f:fj:(—a:b:c).

De forma analoga, temosque ls=(a:-b:c)elc=(a:b:—c).
Proposi¢cdo 8. (Coordenadas baricéntricas do circuncentro) Sejam a, b, ¢ as respectivas
medidas dos lados BC, AC e AB de um triangulo de referéncia AABC e R o raio do circulo

circunscrito ao tridngulo AABC. As Coordenadas baricéntricas do circuncentro O do

triangulo AABC, é dada por

O = (a(—a?+ b? + c?) : b?(a®— b? + ¢?) : c®(a® + b — ¢?)).
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Figura 15: Circuncentro

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstracdo. Observemos na figura, pelo teorema das areas e as regras do seno da soma,

sten!ZA)
2

_R 22sen(A)cosA)

temos que

SOBC =

=R sen( )COS( )

De forma analoga temos

Socn = sten(é)cos(é) e Soup = sten(ﬂ)cos(ﬂ).

Pela Proposic¢éo 1, concluimos

O =(Sogc : Soca : Sons) = (sten(A)cos(A): sten(é)cos(é): sten(é)cos(é».
Como ja visto antes, uma representacdo das coordenadas baricéntricas podem ser

escritas por mais de uma tripla ordenada de coordenadas. Assim, podemos reescrevé-la na

forma
O= (2Rsen(A)cos(A) 2Rsen( )cos(B) 2Rsen( )cos(C))
Pela lei dos senos, T:(X) = 2R, assim, temos

a= 2Rsen( ) b= 2Rsen(l§)e c=2Rsen(A).

Assim, podemos escrever

0= (a' cos(A): b- cos(é): c- cos(é)).
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Ja pela lei dos cossenos, temos que a® =b? +¢* — 2bccos(A), assim

—a’+b%+c?
2bc

a’—b?+c?
2ac

a’+b%-c?

e cos( A): oal

cos(A): , cos(é):

Assim, temos
O:(a-cos(A):b-cos(é):c'cos(é»
—a®+b*+c?) , (a’=b*+c?) (a’+b*-c?
=la.| ———|:b- ‘C-
2bc 2ac 2ab
[ a2, —a’+b%+c? b2 a’—b%+c? 2. a’+b%—c?
2abc ' 2abc ' 2abc '

Relembrando que a representacdo das coordenadas baricéntricas podem ser escritas

por mais de uma tripla ordenada de coordenadas, multiplicamos as coordenadas por 2abc,

onde teremos

0=(a?-(-a®+b?+¢?):b?- (a2 —b? +c?): c? - (a® + b2 —c?)).

2.5 Soma das coordenadas baricéntricas do circuncentro

Proposicdo 9. A soma das coordenadas baricéntricas do circuncentro

0 = (a?(—a?+ b? + ¢?) : b?(@®— b? + ¢?) : c?(a® + b?> — ¢?)) é dada por 16S?, sendo S a area

com sinal do triangulo de referéncia AABC.

Demonstracéo. Sendo g a soma das coordenadas baricéntricas do circuncentro, temos

q=a2-(—a2+b2+cz)+b2~(a2—b2+c2)+02~(a2+b2—02))
=—a*+ a%b? + a%c? + b%a?— b* + b%c? + c2a® + ¢?b? — ¢*
2a%bh? + 2a2c? + 2b%c?—a*— b*—¢*

(@+b+c)-(—a+b+c)-(@a—-b+c)-(a+b—c)

=(@a+b+c)-(a+b+c-2a)-(a+b+c-2b)-(a+b+c—2c)
=2p-(2p—2a) - (2p —2b) - (2p —2c)
=16p-(p-a) - (p—b) - (p ).
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Na geometria euclidiana, utilizando a formula de Heron, temos

q=16S% ou q=4D2.

2.6 Coordenadas baricéntricas de pontos sobre os lados do triangulo de referéncia

Proposicdo 10. Sejam X, Y e Z pontos sobre os lados BC, CA e AB do triangulo AABC.

Figura 16: Tracos dos segmentos AX, BY e CZ

[sx]

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Entao:

(1) X = (O :XC: W) se, e somente se, X pertence a reta BC.
@Y= (& ; O:ﬁ\), se, e somente se, Y pertence a reta CA.

3) z= (Z_B AZ O), se, e somente se, Z pertence a reta AB.

Demonstracdo. Seja X um ponto pertencente ao lado BC do triangulo AABC. Temos

que X = (Sxac : Sxca : Sxag). Como B, X e C sdo colineares, entdo Sxsc = 0. Logo

X = (SXBC : SXCA : SXAB): (0 : SXCA :SXAB): (0 : X_C : W)

Reciprocamente, suponhamos que X :(0: XC:B ) entdo Sxac = 0. Logo, X,Be C
sdo colineares e, portanto X pertence ao lado BC.

Se X pertence a reta BC e ndo pertenca ao segmento BC, temos que a proposicao
continua sendo verdadeira, sendo observado a definicdo de area com sinal e segmento
orientado.

Os casos (2) e (3) podem ser demonstrados de forma analoga.
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2.7 Area com sinal do triangulo a partir das coordenadas baricéntricas dos vértices

Proposicéo 11. Seja P1, P2 e P3 pontos com coordenadas baricéntricas Py = (uz : vi @ w1), P2
= (u2:v2: W) e P3=(us:vs:ws)emrelacdo a um tridngulo AABC. Entdo, a area com sinal

do triangulo AP1P»P3 é dada por

S ul Vl Wl
ABC .
S CYE Y N
3 3 3

Sendo s(Py), s(P2) e s(P3)a representacdo das somas das coordenadas baricéntricas
desses pontos diferentes de zero.
Demonstracéo. Sejam P1 = (U1 : v1: W), P2 = (U2 : v2 : W2) e P3 = (us : v3 : wg) as coordenadas
baricéntricas dos pontos P1, P> e Pz em relagcdo a um tridngulo AABC e sejam s(P1) = uy + v +
w1 # 0, S(P2) = uz2 + v2 + w2 #0 e S(P3) = us + vz + w3 #0. Se Pi = (X(Pi) , y(Pi)), A = (Xa, Ya),
B=(xs,Yys) e C=(Xc, Yc) sdo as coordenadas cartesianas dos pontos Pj, A, B e C, entdo, para

cadai=1, 2, 3, temos

u-A+v,-B+w,-C u -A+v,-B+w, -C
P = P_’ P)=1 [ i — i i i
= (P, yR) U +Vv, +w, s(P)

Assim, temos

P :(ui'XA+Vi'XB+Wi'XC Ui'YA"‘Vi‘yB"'Wi'YCJ

‘ s(P,) | s(P)

Entdo, a area com sinal S, € dada por

U Xy +V Xg +W X WY, +VYg W Y .
XP YR s(P,) s(P,)
SF’1P2P3 Z%- xP, YP, N SPlePa :%‘ U, X, +V,Xg + WX U, Y\ +V, Y5 +W, Y, 1
XP, YP s(P,) s(P,)
3 3 U Xy +VaXg +WoXe  UgyY, +VoYg +WaYe 1
S(Ps) S(P3)

Multiplicando a linha i por s(P;), obtemos:
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ulXA +V1XB + WIXC u1yA +VlyB +W1yC SPl

UZXA +V2XB +W2XC u2yA +V2yB +W2yC SPZ

Spop = 1 UsXp +VaXg + WX UgVYa +V3Yg +WsYe  SPy
2 S(Pl)'S(Pz)'S(Ps)

U

U X, +V Xg + W, X UYa+ViYs +W Ye u +v, +w,
Uy Xy +VoXg +WoXe UpY, +V, Y + WY U, +V, +W,
S _ U3XA +V3XB +W3XC u3yA +v3yB +W3yC U3 +V3 +W3
PRP, —
o 2'5(P1)'S(P2)'3(P3)

2-Spgc
Xa Ya
Sendo [x; Yg 1=2-S,5,temos
Xe Ye
ul Vl Wl

u3 V3 W3

ul Vl Wl

— SABC v W

2 2 2

S GV N YA
3 3 3

Observa-se que, quando as somas das coordenadas baricéntricas de P1, P2 e P3 € igual

a 1, temos que a area com sinal do triangulo AP1P>P3 é dada por

u vi W
SF’1P2P3 =Sppc Uz Vo W
Uy V3 Wi

Coroléario 2. Sejam Py, P2 e P3 pontos, tais que apresentam as somas de suas coordenadas
baricéntricas diferentes de 0, temos que esses pontos sdo colineares se, e somente se, 0

determinantes da matriz formada com as coordenadas baricéntricas desses pontos for nulo.
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2.8 Coordenadas baricéntricas homogéneas e exatas

Definicédo 4. Seja P um ponto qualquer pertencente ao plano de um triangulo de referéncia
AABC e seja as coordenadas baricéntricas P = (u : v : w), dizemos que as coordenadas
baricéntricas sdo classificadas como homogénea ou absoluta, quando u + v + w = 1 e exatas
ou areais, quando u = Spsc, V = Spca € W = Spag, Onde neste caso teremos que U + vV + w =
Sagc pela propriedade da decomposi¢do da area com sinal.

Proposicdo 12. Seja P um ponto do plano de coordenadas baricéntricas P = (u : v : w), com
u+ v+ w# 0. As coordenadas baricéntricas de P na forma homogénea ou absoluta sdo

dadas por

P u . v W
U+VHW U+V+W U+V+W)
Demonstracéo. Na definicdo de coordenadas baricéntricas, vimos que a representacdo de um

dado ponto P pode ser feita por mais de uma tripla de coordenadas baricéntricas. Assim

sendo, temos que P =k - P, sendo k = #. Logo
U+v+w

U+V+W U+V+W U+V+W

P=(u:v:w):[ “ v . W J

Somando-se as coordenadas baricéntricas do ponto P, temos

u v W u+v+w
+ + = =

= 1.
U+V+W U+V+W U+V+W U+V+W

Na sequéncia, usaremos a Definicdo 4 para calcular as coordenadas baricéntricas na

forma exata de alguns pontos importantes.

@) Coordenadas baricéntricas exatas dos vértices.

Sendo Saec = S, temos que A = (Saec : Saca : Saag) € Saca = Saag = 0. Logo

A = (Sasc : Saca: Saag) =(S:0:0).
Analogamente, B=(0:S:0)eC=(0:0:95).
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(2)  Coordenadas baricéntricas exatas dos pontos médios D, E e F, dos lados do tridngulo

de referéncia AABC.

Como Sy =0 € Sy =Spas =%, temos que

S S
D =(Sggc :Spea i S =0:=:—|.
(DBC DCA DAB) [ 2 2}
Analogamente, E=(§:O:§j e F=(§:§: J
2 2 2 2

(3)  Coordenadas baricéntricas exatas do baricentro G.

Como S,z =S € Sgge = Sgea = Sgas :%, temos que

S S S
G =(Sppe :Sens @S = —:1—=:1=.
(GBC GCA GAB) (3 3 j

(4)  Coordenadas baricéntricas exatas do incentro I.

Como Sasc = Sisc + Sica + Siag € Sisc = % , Sica = % e Siag = %, temos que

ar br cr
I =(Siec:Sica: S = — 1 ——.
(Siec : Sica : Siag) (2 > 2)

(5)  Coordenadas baricéntricas exatas do circuncentro O.

R%sen(2A
Como Smec = Soec *+ Soca + Soas € Soecz%—)

! SOCA

_ R%sen(2B) .
2

R*sen(2€)
Sons = > , temos que

sten(ZA) : sten(zé) : sten(ZC)J _

O= (SOBC : SOCA : SOAB) :( 2 2 2

(6) Coordenadas baricéntricas exatas dos ex-incentros Ia, Ig € Ic, sendo ra, ', € rc 0S raios
dos ex-incentros Ia, Is € Ic , respectivamente.

ar, br. cr,
7‘1 e S a8 :76‘, temos que

a —
) SIACA =

2

ar, _br, cr,
IA:(SIABC:SIACA:SIAAB):(_ 2 77)

Como S g = SIABC + SIACA + SIAAB € SIABC ==

Analogamente,

ar, = br, cn
g :(SIBBC FSica :S|BAB)=[7b:_7b:7bj
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ar, br, cr,
Ic :(SICBC :SICCA . SchB):(7:7-_?J-

Na sequéncia, usaremos a Proposicdo 12 e a Defini¢éo 4 para calcular as coordenadas

baricéntricas na forma homogéneas de alguns pontos importantes.

(1)  Coordenadas baricéntricas homogéneas dos vértices.

Sendo Sasc =S, temos que A = (Sasc : Saca : Saag) € Saca = Saas = 0, logo

A:(SABcZSACAZSAAB):(SZOZO):(IZOZO).
Analogamente, B=(0:1:0)eC=(0:0:1).
(2)  Coordenadas baricéntricas homogéneas dos pontos medios D, E e F, dos lados do

triangulo de referéncia AABC.

Como D = (0:1:1) e asoma de suas coordenadas baricéntricas é diferente de 1,

usando a Proposic¢do 12, temos

D=(Oﬂ:D=( 0 L L }

0+1+1 0+1+1 0+1+1

D:[O:lzlj.
2 2

Analogamente, E = 1:0:1 e F= 1:1:0 :
2 2 2 2

assim

(3)  Coordenadas baricéntricas homogéneas do baricentro G.

Como G=(1:1:1)easoma de suas coordenadas baricéntricas é diferente de 1, temos

G:(l:lzl):( t .t 1 j = G:G:l:lj.
1+1+1 1+1+1 1+1+1 333

4 Coordenadas baricéntricas homogéneas do circuncentro O.
Como O = (a?(—a?+ b? + ¢?) : b?(a®— b? + ¢?) : ¢?(a? + b? — ¢?)), temos pela Proposi¢do 9 que

a soma de suas coordenadas baricéntricas ¢ igual a 4D?, logo
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O:[az.(—a2+2b2+cz) : bz.(az—b22+c2) : cz.(a2+b22—cz)j.
4D 4D 4D

(5)  Coordenadas baricéntricas homogéneas do incentro 1.

Como I =(a:b:c), sendo a soma de suas coordenadas baricéntricas diferente de 1, temos que

che a . b c a_ b ¢
| =(a:b:c)= ; ; > ===
a+b+c a+b+c a+b+c 2p 2p 2p
(6) Coordenadas baricéntricas homogéneas dos ex-incentros la, Is € Ic, sendo ra, rp € rc 0S
raios dos ex-incentros de la, Is e Ic, respectivamente.
Tendo In = (—a : b : ¢), e sendo a soma de suas coordenadas baricéntricas diferente de 1,

temos que

IA=(—a:b:c)=( —a . b . ¢ j

—a+b+c —a+b+c —a+b+c

U

s =(2(;ila): 2(pb—a): Z(F’C‘ a))

De forma anéloga, temos

5 _(2(pa—b):2(;?b) Z(Ioc—b)j

'°‘[z<pa-c):z<pb—c) Z(QECJ'

2.9 Ponto no infinito

Defini¢do 5. (Ponto no infinito). Dizemos que P é um ponto no infinito se a soma das
coordenadas baricéntricas é igual a zero, ou seja, dizemos que P = (u : v : w) é um ponto no
infinitoseu+v+w=0.

E importante observarmos que pontos no infinito ndo s&o pontos do plano euclidiano,
mas sim, abstracfes que irdo auxiliar a da consisténcia a algumas das operagdes sobre pontos

que veremaos.
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2.10 Pontos com coordenadas baricéntricas balanceadas

Definicdo 6. (Pontos com coordenadas Baricéntricas Balanceadas) Dizemos que dois pontos
estdo com as coordenadas baricéntricas balanceadas ou que esses pontos estdo balanceados,
quando as somas das coordenadas baricéntricas desses pontos séo iguais.

O baricentro G=(1:1:1)eo vértice A=(3:0:0) estdo balanceados com soma 3. O

incentrol = (a: b :c)eovértice A= (2p: 0: 0) estdo balanceados com soma 2p. A forma

absoluta do baricentro G =(%%%) e 0 ponto médio D :(O:%:%) estdo balanceados
com soma 1. Qualquer par de pontos pode ser facilmente balanceado, bastando escrever os
dois pontos na forma absoluta.

Observacéo 1. A diferenca de dois pontos balanceados € um ponto no infinito.

De fato, pois seja P1 = (U1 : vi:wi)eP2=(u2:v2:wz),se
Up+Vi+Wi=U2+Vo+We=5 = (U1—U2) +(V1—V2) + (W1i—W2)=5-5=0.
2.11 Operagdes com coordenadas baricéntricas

Definicdo 7. Sejam P1 e P2 dois pontos com coordenadas baricéntricas P1 = (U1 : vi: W) e

P2 = (u2 : v2 : w2). Denominamos soma de Pz e P> sendo igual a P tal que
P=P1+P2=(up+uz:vi+Vv2:Wwp+wy).

E importante destacarmos que a soma de dois pontos que ndo estdo no infinito pode
ser um ponto no infinito. Se P1 = (5:6:1) e P = (-2 : —4 : —6), sendo esses dois pontos que
ndo estdo no infinito, temos que P = Py + P> =(3 : 2 : —5), que é um ponto na qual a soma de
suas coordenadas baricéntricas € igual a zero, logo P € um ponto do infinito. Também é facil
observar que a soma de dois pontos no infinito € um ponto no infinito e a soma de um ponto
no infinito com um ponto que n&o esta no infinito &€ um ponto que ndo esta no infinito.
Definicéo 8. Sejam P1 e P2 pontos com coordenadas baricéntricas P1 = (U1 : v1: wi) e P2 =

(u2 : v2 : w2). Denominamos diferencga de P1 e P> sendo igual a P tal que

P=P1—P2=(U1—Uz2:Vi—V2:W1—Wp).
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Definicdo 9. Seja P1 um ponto com coordenadas baricéntricas P1 = (ur : vi @ wa).
Denominamos multiplicagéo de P1 pelo escalar k sendo igual a P tal que

P=k-Pr=(k-ui:k-vi:k-w).

2.12 Coordenadas baricéntricas de pontos divisores

Nesta secdo determinaremos as coordenadas baricéntricas do ponto que divide um

segmento orientado em uma dada razdo. Conhecidas as coordenadas baricéntricas das

extremidades P e Q de um segmento orientado PQ, sendo P # Q, e a razdo k em que um

ponto X da reta PQ divide aquele segmento orientado ¢ possivel utilizar um método algébrico
para calcular as coordenadas baricéntricas do ponto X.

Proposicdo 13. Sejam P e Q pontos do plano, X um ponto da reta PQ e k um niimero real
diferente de —1. Se P e Q estdo com as coordenadas baricéntricas balanceadas, entdo

sz se,esomentese, X=P+k-Q.
XQ

Demonstracéo. (=) Seja k um numero real diferente de —1. Supondo P e Q pontos distintos
com somas das coordenadas baricéntricas r, r # 0 e X um ponto da reta PQ, X distinto de Q
com soma das coordenadas baricéntricas s, s # 0, considere um triangulo de referéncia AABC,
no mesmo plano do segmento PQ, entdo, podemos concluir pela Proposicéo 1, que

P = (Spec : Spca : Spag), Q = (Soac : Sqca : Soas) € X = (Sxec : Sxca : Sxas).
Veremos primeiramente 0S componentes up, Ug € Ux das coordenadas baricéntricas de

P, Q e X, sendo os outros componentes conseguidos de forma analoga, temos que
Up = Spac , UQ = Sgac € Ux = Sxac . 1)

Denotando-se XQ por t, segue-se da hip6tese que PX =k-XQ=k-t. Como P, X e Q
s30 colineares e B e C néo pertencem & reta PQ, temos pela Proposicdo 3 (O teorema do co-

lado) que:
Ses  PX  PX kit k Seex _ PX PX k.t k

Seos PQ PX+XQ ki+t k+1 Seco PQ PX+XQ ki+t k+1
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Assim, temos

kK K
Sexe = (mj'SPQB € Spex = (m)'SPCQ' )

Figura 17 -Relag&o de &rea com sinal do AABC com os pontos P, X e Q

B C

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Pela relacdo de area com sinal, tendo AXBC como triangulo de referéncia, segue-se

que

Sxec = Spec + Spcx + Spas. 3)
Do mesmo modo, considerando-se agora AQBC como tridngulo de referéncia, temos

que

Soec = Spec + Spco + Spos = Spcq + Spos = Sorc — Seac. 4)

Substituindo-se (2) em (3), obtemos

k K k
SXBC = SPBC + (mj.SPCQ + [mj.SPQB = SXBC = SPBC + (mj.(SPCQ + SPQB)'

Aplicando a (4), temos

Kk
SXBC = SPBC +(mj-(sosc - SPBC)'
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Da (1), temos que

B k Uk 1)+ kug —up) up +kag
uX_uPJ{kH)'(uQ e )= k+1 Cok+1

Logo, temos
k+1)-ux=up+k-uq.

Analogamente, temos

(k+1)-vx=vp+k-voge(k+1)-wx=wp+k-wq.
O que por sua vez acarreta que
X = (ux : Vx : Wy)
=((k+1D-ux:(k+1)-vx:(k+1) w)
=(up+k-ug:vp+k-vg:wp+Kk-wg)
=(up:vp:wp)+ (k-ug:k-vg:k-wg)
=(up:vp:wp)+Kk-(Ug:vg:wg)
=P+k-Q.
(<) Suponhamos X = P + k - Q e seja X~ o ponto que divide PQ na razdo k. Temos de

(=) que X’ =P + k- Q. Assim temos que

X =(up:vp:wp)+Kk-(Ug:Vq:Wg)
=(up:vp:wp)+ (k-uUg:k-vo:k-wg)
=(up+k-ug:vp+k-vg:wp+k-wg).

Logo, temos que
Ux=Up+k-Ug Vx=Vp+k-vge wx =wp+k-wg.

De forma anéloga teremos em X’

Ux'=Up+ K-Ug, Vx'=Vp+K-Vvge wx =wp+Kk-wq.

Assim, temos que
Ux=Up+K-Ug=uUx,vx=Vvp+K-vog=vx'e Wx =wp+K-Wg=Wx".

que implica que X = X, logo 1 =k.
XQ
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No caso de k =—1, arelagdo X = P + k - Q também é verdadeira. Com as coordenadas
baricéntricas de P e Q balanceadas, teremos X = P + (1) - Q, o que implica que X é um ponto
infinito. Assim, podemos definir o ponto X = P + k - Q (com as coordenadas baricéntricas que
P e Q balanceadas), sendo o ponto infinito que divide o segmento orientado PQ na raz&o
k=-1.

Corolério 3. Sejam P e Q dois pontos distintos e balanceados do plano e X um ponto da reta

PQ. Entéo, X é ponto médio de PQ se, e somente se, X=P + Q..

Demonstragéo. X é ponto médio de PQ, temos que

1=1 = X=P+k-Q > X=P+1.Q = X=P+Q.

XQ
2.13 Coordenadas baricéntricas e cevianas
Definicdo 10. As retas que partem dos vértices do triangulo de referéncia AABC para o lado
oposto, cortando em um ponto P, sdo denominadas cevianas do ponto P e os pontos onde as
cevianas do ponto P cortam os lados opostos do triangulo de referéncia séo chamados de

tracos do ponto P.

Figura 18 - X, Y e Z os tragos do ponto P

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Determinaremos as coordenadas baricéntricas desses pontos, assim como as
coordenadas do ponto P e a relagdo entre as coordenadas baricéntricas dos tracos do ponto P
com as coordenadas do ponto P. Veremos que conhecidas a posi¢do (ou razdo) de um ponto
em uma de suas trés cevianas e a posi¢do (ou razdo) do respectivo trago sobre o lado oposto,

entdo é possivel determinar as coordenadas baricéntricas desse ponto.
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Lema 1. Sejam X, Y e Z os tragos de um ponto P, respectivamente, sobre os lados BC, CA e
AB do triangulo de referéncia AABC. Se P dividle XA na razdo k, entdo
Pz(k-B_C:%:W), se P divide YB na razdo k, entdo Pz(C_Y:k-CTA:WA) e se P divide

ZC narazdo k, entdo P =(Z3:E -k E)

Demonstracdo. Suponha que o ponto P divide a ceviana XA na razéo k, isto é, %: k.

Vimos que P = (Seec : Spca : Spas), para demonstrar o Lema 1, mostraremos que

k-BC : XC :BX =Spac : Spca : Spas . Pelo Corolario 1, temos XC : BX = Spca : Spag . Temos

que

k-BC _XP BX+XC _XP-BX+XP-XC _XP BX  XP

= - —+ =
XC PA XC PA- X PA XC PA

Da Proposicdo 2 e do corolario 1, temos

Logo

kE_C — Spex .SPAB n Sexc — Spex n Sexc - Seex + Sexc - Spac .
XC Seas Seca  Spca  Spca  Seca Seea Seca

Isso mostra que k - BC = S,,.. Portanto,

P= (k -ﬁ:%:ﬁ):(sm ©Soca i Sons)-

As demonstracdes se P divide YB na razdo k e se P divide ZC na razdo k, sdo
analogas a anterior.
Teorema 2. (Teorema de Ceva) Dado um triangulo AABC e os pontos X, Y e Z pertencente

respectivamente as restas BC, CA e AB, temos que

se, e somente se, as retas AX, BY e CZ forem concorrentes ou paralelas.
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Figura 19 - Teorema de Ceva

A

BY CY 47 _
XC Y4 ZB

Y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Teorema 3. (Teorema de Ceva em coordenadas baricéntricas) Considere um triangulo AABC.

Sejam, respectivamente, X, Y e Z pontos sobre os lados BC, AC e AB do triangulo. Entdo,

0s pontos X, Y e Z sdo os tracos de P = (u: v : w) se, e somente se, X, Y e Z sdo da forma

X=0:v:w),Y=(@Uu:0:w) e Z=(u:v:0),

para algum u, v e w.

Figura 20 - Coordenadas dos tracos X, Y e Z e do ponto de interse¢édo P

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que X, Y e Z séo os tragos de P = (u : v : w). Fazendo

k:%, pelo Lema 1, temos que P=(k-BC:XC:BX)=(u:v:w), assim, temos

XC:BX =u:v. Como X esta sobre o lado BC, temos pela Proposicio 11 que

P:(O:%:W)z(O:v:w).Analogamente, temosqueY=(u:0:w)eZ=(u:v:O0).
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(<) Suponhamos que X, Ye ZsdodaformaX=(0:v:w),Y=(u:0:w)eZ=(u:v:D0), para
algum u, v, w. Como X, Y e Z sio pontos sobre os lados BC, AC e AB do triangulo, temos
pela Proposicdo 11 que

=(O:v:w):(0:%:ﬁ),

X
Y =(u:0:w)=(CY:0:YA)

Z =(u:v:0)=(zB: AZ :0).

Aplicando Ceva ao triangulo AABC, temos

BX CY AZ _w
XC'YA'ZB v
Isso mostra que AX, BY e ZC sdo concorrentes. Logo, X, Y e Z séo os tracos do ponto P =

(u:v:w).
2.14 Coordenadas baricéntricas do ortocentro

Outro ponto notavel que também tem seu estudo iniciado na 8° ano do ensino
fundamental é o ortocentro. Ele é formado pelo encontro das alturas do triangulo, segmentos
de retas formado pela unido do vértice e o lado oposto ou seu prolongamento, no qual é
formado um angulo reto entre o segmento e o lado.

Proposicdo 14. As coordenadas baricéntricas do ortocentro H em funcéo da tangente dos

angulos internos é dada por

H =(tgA:th§ :tgé)

e em funcéo dos lados por

B 1 11
—a?+b*+c’® a’-b?+c? a’+b’-c?)
Sendo a, b e ¢ as medidas dos respectivos lados BC, AC e AB do triangulo ndo

retangulo de referénciae A, B e C os angulos deste triangulo.
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Demonstracédo. Considere o triangulo AABC ndo retangulo. Seja ha, hy e he as alturas dos
respectivos lados BC, AC e AB. Aplicando a definicdo de tg(x) ao angulo A do triangulo

retangulo AZCA, obtemos

tgA:_C (= E: hc,\.
AZ tgA

De modo analogo, podemos fazer com os demais segmentos conforme a figura abaixo.

Figura 21 - Ortocentro do triangulo AABC

JL.'.

hb

tgB tgC

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Pela Proposicédo 10, temos que

x%o:%:ﬁ):(o:

Y:(CW:O:\TA):( LI J:(tgA:O:tg(f)

X :(E:E:O):[:;;—CB:th&:oj:(tgA:tgé:O)'

Logo, usando o Teorema de Ceva em coordenadas baricéntricas, temos que
H= (tgA:tgé :tgé).
As coordenadas baricéntricas do ortocentro também podem ser demonstradas em

funcgéo dos seus lados.
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Demonstracéo. Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos retangulos AXCA e AXAB,

temos
b? = (h, ¥ +(XCf e ¢? =(h,)? +(a— XCY .
Fazendo b? — ¢, temos que

L I S
b?-c?’=-a’+2-a-XC o XC:aJFZ#.
-a

Como BX + XC =a, temos que

a’+b*-c* a’-b*+c?
2.a 2a

De forma analoga podemos obter os demais segmentos da figura abaixo.

BX=a-XC=a-

Figura 22 - Medida dos segmentos formados pelos tracos X, Y e Z

A

—a? + b% + 2
2-b

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Pela Proposicédo 10, temos que

a’+b’—c® a®-b*+c? _ 1 _ 1
X: 0 . [—1 X:(O 2_ 2 2 " 2 2_ 2)1
2a 2a a-—-b“+c° a“+b°-c
2 2.2 a2 2 2
Y:a+b ¢y a’+b*+c - Yz[ 212 00 12 2)
2b 2b —a‘“+b°+c a‘+b°—c

2 M2, A2 A2 2, A2
;2 b+c: a’+b*+c 0l o Z:( 212 i 12 2:0}'
2c 2C —a“+b“+c” a“-b“+c
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Logo, pelo Teorema de Ceva em coordenadas baricéntricas, temos que

H_[ 1 I | j
—a?+b%+c? a?-b%+c? a?+b?-c?)

Também podemos escrever

H =((a%—b? +¢?Ja? +b? —c?):(~a? +b? +c? fa® +b® —c?): (-a? +b? +c?fa® —b? +¢?)).

Ja no caso do triangulo de referéncia AABC ser retangulo, temos que a altura relativa a
hipotenusa e aos dois catetos se encontram no Vvértice do angulo reto. Assim temos, como
visto na Proposicdo 3, H=A=(1:0:0), se o triangulo é retanguloem A H=B=(0:1:0),

se o triangulo é retanguloem Be H=C = (0: 0: 1), se o triangulo é retangulo em C.
2.15 Coordenadas baricéntricas do Ponto de Gergonne

Sabendo que as cevianas que conectam os vértices de um tridngulo aos pontos de
tangéncia da circunferéncia inscrita nesse triangulo se intersectam em um dnico ponto, sendo
esse ponto denominado de Ponto de Gergonne, em homenagem ao matematico francés Joseph

Diez Gergonne (1771-1859).

Figura 23 - Ponto de Gergonne e do incentro do AABC

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Proposic¢do 15. O ponto determinado pelo encontro das cevianas dos pontos de tangencia das

circunferéncias inscritas, tem coordenadas baricéntricas

1 1 1
p-a p-b p-c)
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Demonstracdo. Sabemos que as duas tangentes tragadas de um ponto exterior a um circulo

tém medidas iguais. Observando a figura a seguir

Figura 24- Pontos de tangencia do AABC com a circunferéncia inscrita

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

temos que X, Y e Z sdo os pontos tangentes da circunferéncia inscrita no triangulo AABC, com
medidas dos ladosa=BC,b=ACec=AB,sendoa=y+z b=z+xec=x+y. Vemos que
2X + 2y + 2z = 2p, assim, temos que p = x +y + z. Dessa forma podemos fazer p=x + a, ou, X
=p — a, ou seja, AZ = AY = p — a. Analogamente, temos ZB=BX=p—beXC=CY=p—c.
Observe agora que

Az BXCY _xyz_o , ABXCY o

ZB XC YA vy z X B XC YA

0 que nos permite afirmar, pelo Teorema de Ceva, é que as cevianas AX , BY e CZ sio
concorrentes. Este ponto de concorréncia Ge € denominado ponto de Gergonne do tridngulo
AABC.

Figura 25 - Ponto de Gergonne

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
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Como X, Y e Z séo tragos de Ge, temos que suas coordenadas baricéntricas sdo

(0:p-c: p—b):(o:i'i)

X :
p-b p-c

Y

(p—c:O:p—a):(L:O:LJ
p-a p-¢C

1 1
Z=(p-b:p-a:0)=| —:——:0].
(p=b:prad) (p—a p-b j

Assim, pelo Teorema de Ceva em coordenadas baricéntricas, temos que
G, :( L : L : L j
p-a p-b p-c

2.16 Coordenadas baricéntricas do Ponto de Nagel

Definicdo 11. As cevianas que ligam cada veértice de um tridngulo AABC ao ponto de
tangéncia dos circulos ex-inscritos com o lado oposto intersectam-se no mesmo ponto, sendo

esse ponto denominado de Ponto de Nagel*.

Figura 26 - Circunferéncias ex-inscritas do triangulo AABC

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

! Christian Heinrich von Nagel (1803 — 1882) Professor e gedmetra alem&o. Nasceu em Stuttgart, Alemanha e
faleceu em Ulm, Alemanha. Publicou seis artigos matematicos voltados ao estudo de pontos em um
tridngulo que ocorrem como a intersecéo de linhas concorrentes, sendo o ponto de Nagel o mais famoso deles.
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Proposi¢do 16. As coordenadas baricéntricas do ponto determinado pelo encontro das

cevianas dos pontos de tangéncia das circunferéncias ex-inscritas é dada por

(p-a:p-b:p-0).
Demonstracéo. Consideremos o triangulo de referéncia AABC, sendo |BC| = a, |AC| = b e |AB|
= ¢, as medidas euclidianas dos lados desse triangulo e X, Y e Z os pontos de tangéncia dos
circulos ex-inscritos com esses lados, respectivamente. Consideremos também Ya, Yc, Xb, Xe,
Za e Zy, 0s pontos de tangéncia dos circulos ex-inscritos com os prolongamentos dos lados do

triangulo de referéncia, como mostrado na figura a seguir.

Figura 27 - Pontos de tangencia das circunferéncias ex-inscritas

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Da geometria euclidiana, temos que |[AXp| = |AXc|, |BYc| = |BYa] € |CZa| = |CZy|.
Também teremos que |BX| = [BXc| = m e |CX| = |CXy| = n. Assim, podemos fazer

2p=atb+c=(Mm+n)+b+c=(b+n)+(c+m)=]|AX| + |AX.
Como |AXp| = |AX¢| = p, temosque (c+m)=p = m=p-c e(b+n)=p = n=p-
b. De forma analoga, sendo |BY¢| = |BYa| = p e |CZa| = |CZb| = p, teremos [CY|=p —a, [YA|=p
—¢C,|AZ|=p-bel|ZB|=p-a.

Observe que
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0 que nos permite afirmar, pelo Teorema de Ceva, que as cevianas AX, BY e CZ sdo
concorrentes. Este ponto de concorréncia Na € denominado ponto de Nagel do tridngulo
AABC.

Figura 28 - Ponto de Nagel

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
ComoX=0:p-b:p-c),Y=(p—-a:0:p-c)eZ=(p—a:p-Db:0),pelo

Teorema de Ceva em coordenadas baricéntricas, segue-se que

Na=(p—a:p-b:p-c).

2.17 Coordenadas baricéntricas do centro de Spieker

A intersecdo das bissetrizes internas do tridngulo medial de um tridngulo de referéncia

AABC é denominado de Centro de Spieker?

2 Theodoro Spieker (1823 — 1913) Professor matematico aleméo, lecionou no ensino médio em Potsdam.
Pertenceu a geracédo de professores que cultivaram e desenvolveram a geometria elementar no século XIX.
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Figura 29. Centro de Spieker

m
2
]

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022,

Proposi¢do 17. O incentro do triangulo medial de um triangulo de referéncia AABC, de lados

a, b e c, tem coordenadas baricéntricas
Sp=(2p—a:2p-b:2p—c).

Demonstracéo. As coordenadas baricéntricas do incentro | de um triangulo AABC de lados a,
b e c sdo dadas por | = (a : b : c). Pela definicdo de coordenadas baricéntricas pode-se afirmar

que

_a-A+b-B+c-C
a+b+c '

Sendo Sp 0 incentro do tridangulo medial ADEF de lados %, % e —, suas coordenadas

¢
2

baricéntricas podem ser expressas por S, :(%:%:%) Pela definicdo de coordenadas

baricéntricas é possivel afirmar que

D4 Bl F a b c a b c
Sp:2 2 2 (—+—+—j-8p:—-D+—-E+—-F,
a b c 2 2 2 2 2 2
2 2 2

ou seja,
(@a+b+c)-Sp=a-D+b-E+c-F.
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Como D, E e F sdo os pontos médios dos respectivos lados BC, CA e AB, temos que

2p-, =a-(B+Cj+b-(A+Cj+C-[A+ Bj
2 2 2

U

2p-Sp=

N

(a-(B+C)+b-(A+C)+c-(A+B))
U
4p-S,=a-B+a-C+b-A+b-C+c-A+c-B
U
4p-S, =(b+c)-A+(a+c)-B+(a+h)-C

Comodp=2(a+b+c)=2a+2b+2c=(b+c)+(a+c)+(a+b), temos que

s _(b+c)-A+(a+c)-B+(a+h)-C
P (b+c)+(a+c)+(a+b)

Logo, temos que S, é média ponderada dos vértices do triangulo de referéncia AABC

com pesos b + ¢, a + cea+ b Assim, Pela Definicdo 2, as coordenadas baricéntricas do
Centro de Spieker sdo dadas por

Sp=(b+c:a+c:a+h)=(2p-a:2p-b:2p-c).
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3 EQUACOES DE RETA EM COORDENADAS BARICENTRICAS

Este capitulo tratard da utilizacdo de coordenadas baricéntricas na representacdo de
equacOes de retas e pontos num plano. Veremos equacdo da reta passando por dois pontos,
paralelismo e perpendicularismo de retas em coordenadas baricéntricas, intersecdo de retas e
distancia entre dois pontos. Além dos temas mencionados, também sera abordado algumas
definicbes e proposicdes fundamentais para um melhor entendimento, como a notacdo de

Conway, ponto no infinito de uma reta e a reinterpretacdo do conceito de paralelismo.

3.1 Notacéo de Conway

A Notagdo de Conway, permitira de maneira mais simples, a expressdo de
coordenadas baricéntricas de determinados pontos, promovendo o auxilio no estudo de retas
que serd apresentada neste capitulo.

Definicdo 12. (Notacdo de Conway) Seja S a area euclidiana de um tridngulo AABC e D =

2S. Se e fsao medidas de angulo de um triangulo AABC, denotamos

2o=2S-cotg(a) =D - cotg(a) e Zop=2u0- 2p.
Sejam A, B e C as medidas dos angulos e a = BC, b = AC e ¢ = AB as medidas dos

lados de um triangulo de referéncia AABC, temos

' bc~sen(A). cos(A)

5 sen(A) =bc- cos(A).

3, =25-cotg(A)=2

De forma anéloga, temos

Ss=ac-cos(B)e X =ab-cos(C).

Aplicando a Lei dos Cossenos, temos

2 2 2
A —-a“+b°+c
a?=b*+c?-2bc-cos(A) = a’=b*+c>-2Ta = ZA:#'
a’—b%+c? _a’+b®-c?

Analogamente, X, = > e X 5
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Dessa observacdo, segue imediatamente que

S, +Z.=a’
S.+Z, =b?
LA +X, =c’
Da mesma forma, segue
T, -3, =c?-Db?
. -2,=a’-c?
LA -3, =b*-a’.
Observe que, se A, B e C sd0 0s angulos internos do triangulo de referéncia AABC, temos
que
A+B+C=180° =  A+B=180"-C.

Aplicando tangente em ambos os lados, temos

tg(A+ B)=tgl180°-C)

()
tg!A!Hg!B! (A
1-tg(A)tg(B) tg(C)
()
tg(A)thg(é):—tg(é)+tg(A)‘tg(I§)-tg(é)
()

tg (A)+ tg (é)+tg (C): tg (A) tg (é) tg (C)

Dividindo ambos os lados por tg (A).tg (B)‘tg (C) temos

cotg(é)cotg(é)+ cotg(A) cotg(é)+ cot g(A) cotg(é)z 1.
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Desta maneira, temos
2Bc + 2cat+ 2hs

()

2Br2ctlc-2a+2a 2B
()

)+ D2 -cotg(A)- cotg(A)Jr D? -cotg(A)- cotg(é)
()

D? -(cotg(é)-cotg(é)+ cotg(A)- cotg(é)+ cotg(A)- cotg(é»

A

D2 ‘cotg(é)-cotg(

D?.1.

Assim, temos que Zic + Sca + Zag = D%
Também é facil observar que

24 =2S - cotg(—a) = —2S - cotg(a) = — 2.
3.2 Equag0es de reta em coordenadas baricéntricas

Teorema 4. Dado um triangulo de referéncia AABC no plano. Para toda reta | no plano,
existem constantes p, g e r, ndo simultaneamente iguais, tais que
I={(x:y:2)/p-x+q-y+r-z=0}

De forma reciproca, sendo p, g e r constantes ndo simultaneamente iguais, entdo o conjunto
I={(x:y:2)/p-x+qg-y+r-z=0}éuma reta no plano.

Demonstracgao. Sejam P1 = (U1 : v1: wi) € P2 = (U2 : v2 : w2) dois pontos distintos da reta I,
comus +vi+wi#0euz+v2+we#0. Se um ponto qualquer P = (x :y: z) pertence areta |l =
P.P>, entdo, os pontos P, P1 e P> sdo colineares se 0 determinante formado pelas suas

coordenadas baricéntricas é nulo:




Fazendo
Vl Wl ul Wl ul
= p , = —q e
V2 W2 u2 W2 u2
temos
X Z

u Vv, w|=0 = p-x+q-y+r-z=0.

U, vV, W,
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Reciprocamente, dado uma equagdo p - x +q -y +r-z =0, com p, q e r ndo iguais

simultaneamente, sejam P1 = (uy : v1 : W1) e P2 = (U2 : v2 : W) dois pontos que a satisfazem,

com soma das coordenadas diferente de zero. Para qualquer ponto Pz = (U3 : v3 : wz), em que a

soma das coordenadas sejam diferente de zero e que satisfaca a equacdo, temos que ele

pertencerd a reta P1P>. Uma vez que P1, P2 e Ps3 satisfazem a equacéo, temos que (p, g, r) é

uma solucdo nao nula do sistema linear homogéneo

p-u +q-v,+r-w, =0
p-u,+q-v,+r-w,=0
p-u;+q-vy;+r-w,=0

e, portanto, pela teoria de sistemas lineares, temos

ul Vl Wl
u, v, w,=0.
u3 V3 W3

Logo, os pontos Py, P2 e P3 sdo colineares, e Pz pertence a reta P1Pa.

Proposicéo 18. Se P1 = (ug : v1 : wi) e P2 = (U2 : V2 : W2) SA0 pontos cuja as somas de suas

coordenadas sao diferentes de zero, entao a reta que passa pelos pontos P1 e P2, tem equacgdo

X y z
Vl Wl
u v, w|=0 ou x-

vV, W
2 2
u Vv, W,

Demonstracéo. Se P = (x : y : z) é um ponto pertencente a reta P1P2, com x +y + z # 0, entdo,

0s pontos Pi1, P> e P séo colineares e o determinante formado pelas suas coordenadas

baricéntricas é nulo.
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Exemplo 1. Determine as equacdes das retas AG, BG e CG, sendo A, B e C o0s vértices do
triangulo AABC e G o0 seu baricentro.

Solugdo. Sendo A=(1:0:0),B=(0:1:0)eC=(0:0:1), temos que as medianas do
tridangulo, passa pelo baricentro G do AABC que tem coordenadas baricéntricas G =(1:1:1).

Assim temos a equacéo da reta AG, sendo

00
11

1 O
11

g
X-0-y-1+z-1=0.

1 0
11

X" ‘_y.‘ ‘—l_z"

Assim teremos —y + z = 0, a equacdo de AG.

De forma anéloga, teremos x —z = 0 e —x + y = 0, as equaces das medianas BG e CG,
respectivamente.

Exemplo 2. Dado o triangulo AABC, determine as equacgOes das retas das bissetrizes
internas Al, Bl e CI.

Solugdo. SendoA=(1:0:0),B=(0:1:0)eC=(0:0:1), temos que as bissetrizes internas
do tridngulo passa pelo Incentro | do AABC que tem coordenadas baricéntricas | = (a: b : c).

Assim temos a equacao da reta Al, sendo

00
b c

10
a c

)
X-0-y-c+z-b=0.

X +z-

1 0
_y.

a b

Logo, temos que bz — cy = 0, a equacéo de Al.

De forma anéloga, teremos cx —az = 0 e ay — bx = 0, as equacdes das bissetrizes internas Bl e
Cl, respectivamente.

3.3 Ponto no infinito de uma reta

Seja | 0 conjunto formado por todos os pontos no infinito, temos que

lo ={(Xp:yp:2zp)/ Xp +yp +zp = 0}.
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Como para todo ponto (x : y : z) do conjunto |, satisfaz a equagdo x +y + z = 0, temos que ela
também representard uma “reta no infinito”.

Proposi¢édo 19. Se P1 = (u1 : v1: w1) e P2 = (U2 : v2 : wp) sdo pontos distintos néo no infinito e
com coordenadas baricéntricas balanceadas, entdo as coordenadas baricéntricas do ponto

no infinito da reta P1P2 séo dadas por

Po( P1P2) = P1—P2= (U1 — U2 : vi — V2 : W1 — Wp).

Demonstracgéo. Suponha que P1 = (U1 : v1:wi) e P2 = (uz2 : v2 : wz) sejam dois pontos distintos
balanceados, com soma igual a A, (A # 0).
Suponha P = (up : vp : Wp) = P1— P2 =(ur — U2 : v — V2 : W1 — W>). Como P é uma combinacao

linear de P1e P2, temos que

U —u, V,—V, W —W,
u, v, w, |[=0.
u, v, W,
Desse modo, temos que P satisfaz a equacdo da reta que passa pelos pontos Pie Po.
Como as coordenadas de P1 e P, estdo balanceadas, temos que a soma das coordenadas
baricéntricas do ponto P é dada por s(P) = (u1 — u2) + (v1 — v2) + (w1 —w2) =X — A = 0. Logo,
P é ponto no infinito da reta P1 e Pa.
Proposicdo 20. Se uma reta | tem equacdo px + qy + rz = 0, entdo o ponto no infinito dessa
reta é
Po=(Q—r:r—p:p—q).
Demonstragdo. Tomemos o ponto P=(q—r:r—p:p—q). Note que o ponto P é um ponto
pertencente aretapx +qy +rz=0, poisp(g—r)+q(r—p)+r(p—qg)=pg—pr+qgr—qp +rp
—rq = 0. Observe que a soma das coordenadas baricéntricas de P é igual a zero, (q—r) + (r —
p) + (p —q) = 0, o que nos garante que P é um ponto no infinito. Dessa forma, temos que P =

(Q—r:r—p:p—q)eoponto no infinito da reta de equagdo px + qy + rz = 0.

3.4 Retas paralelas em coordenadas baricéntricas

A introducéo do ponto no infinito no espaco das coordenadas baricéntricas nos permite

reinterpretar o conceito de paralelismo de forma diferente daquele definido pela geometria
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euclidiana, no qual classifica retas paralelas sendo aquelas que nunca se cruzam e ndo ha
ponto em comum entre elas.

Definicdo 13. Retas paralelas sdo retas distintas que possuem 0 mesmo ponto no infinito.
Proposicdo 21. Se uma reta | passa por um ponto P = (u : v : w) e é paralela a uma reta /’ de

equacdo px + gy + rz = 0, entdo sua equacao € dada por
X y z
u v w |=0.
q-r r-p p-q
Demonstragédo. Consideremos um ponto P = (u : v : w) e umareta /’ de equagdo px + qy + rz =
0. Pela Proposigéo 20, a reta /’ tem ponto no infinito P =(q—r:r—p:p—q). Sendo /" uma

reta paralela a I , entdo temos que ambas possuem o mesmo ponto no infinito, assim P« € |.

Desse modo, P e P, satisfazem a equagao

0 que garante o resultado.

3.5 Intersecdo de duas retas

Proposicéo 22. Se duas retas distintas pix + quy + riz = 0 e p2x + qzy + r2z = 0 se intersecao

em um ponto P, entdo as coordenadas baricéntricas do ponto é

Demonstragéo. Considere um ponto P de coordenadas baricéntricas

& hf.
4 I

Pr 0
P, N

P O
P, 2

4 hf.
A n

Pr h
P, N

P Q
P, 0
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Como
p. 4 n P, 9,
p, 4 n =0e p, 0 1 =0,
p, 4, P, 4,
temos que
I, I
le 1_%p1 1+QQ Q1=O
9, n p, L p, Qq,
e
g n P n P O
p -q +T. =0.
? 9, N ? p, L ? P, G,

Dessa forma, temos que P satisfaz as equacdes das retas pix + quy + riz =0 e p2x + qay
+ roz = 0 simultaneamente, 0 que nos garante que P é o ponto de intersecdo dessas retas.

3.6 Retas perpendiculares em coordenadas baricéntricas

Proposicéo 23. Se P(I) = (f: g : h) é 0 ponto no infinito da reta I, entdo o ponto no infinito

de todas as retas /’ perpendiculares a | ¢ dada por

Po(l’) = (928 — h2c : h3t — f2a : f2a — g2B).
Demonstracéo. Seja px + qy + rz = 0 a equacao da reta | com Po(I) = (f: g : h).
a) SendoY € CA eZ € AB do AABC, usando a Proposicdo 22, temos que a reta | corta
oladoACemY=(-r:0:p)ecortaolado ABemZ=(q:—p:0).

b) ComoPo=(q—r:r—p:p—q)=(f:g:h), entdo existe um ndmero real ndo nulo k

tal queq—r =kf,r—p=kg, p—q=kh.

Pela figura 29, temos que a reta /’ é perpendicular a reta I, a reta r é perpendicular ao
lado AB e paralela a altura hc, a reta s € perpendicular ao lado CA e paralela a altura hy.
Observe também que H é o ortocentro do triangulo AABC e H’ é ortocentro do triangulo

AAZY.
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Figura 29 - Retas perpendiculares

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
Da relagéo entre o paralelismo das retas r e s com as alturas hc e hy, temos

Poo(r) = Pos(hc) = (5 : Za 1 —C?) € Po(S) = Poc(hb) = (Zc : —b?: Zp).

A equacdo da reta r que passa por P(r) e Y é dada por

I —CZ_X_ZB —cz.y+zB T, 10
0 p -r p -r 0
que implica em
PIa-X—(pZs—rc?) -y +r3a-z=0.
A equacdo da reta s que passa por P«(s) e Z e dada por
—b? Y. S —b?
‘b 2, _[Pe A.y+zc b o
-p 0 q 0 q -p

que implica em

PIA-X+02a-y+ (qb?>—pZ)-z=0.



62

Como H’ é o ponto de intersecdo das retas r e s, pela Proposigdo 22, segue-se que

P, rx,
pL, qb*-pZ,

Pz, —(pZB —rCZD

P, )N
1 rz,

1 —(pZB—rc2
1 qbz_pzc 1 qZA

1 —(pz, —rc?
1 92,

:(*:—qb2 +PE +IZ, 102, + P2, —rc2)

H'= *:—‘

=[*1-pz, Pz,

1 rz,
1 gb® - pZ.

*.‘

:(*: _q(zc +ZA)+ pzc +rZA :qu + pZB _r(ZA +ZB))
=(*:(p—a)Zc —(@-r)Z,:(a-r), ~(r—p)Z,).

Visto que g — r = kf, r —p = kg, p — q = kh, temos que
H’ = (*:kh2c — kfZa : kKf2Za — kg2B) = (* : h2c — T2 : f2a — g2B).
Conhecendo as coordenadas baricéntricas de /H’, podemos calcular a equacéo da reta [’

que passa pelos pontos A= (1:0:0)e H = (* : h2c — f2a : f2A — g2B):

0 0
hs, - £, f£,-9g%,

que implica em
0-x+ (g2 —f2a) - (h2c —120) -z =0.

Assim, na equacgéo da reta /’, temos que p = 0, q = g28 — f2a e r = h2c — f2a. Pela
Proposicdo 21, vimos que P =(Q—r:r—p:p —q) é o ponto no infinito de uma reta de

equacdo px +qy + rz = 0. Assim,

Po(I)=(@-r:r-p:p-q)
=((g2e —f2a) — (h2c —f24) : (h2c —f2A) —0: 0 — (g2 — f24))
=(g2B —hlt:h2c —f2a: 27— g2B).
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Observe que qualquer outra reta perpendicular a reta | € uma reta paralela a reta /’, logo temos
pela definicdo de paralelismo em coordenadas baricéntricas que o ponto no infinito da reta !’ é
0 ponto no infinito de qualquer outra reta perpendicular a .

Proposicao 24. Seja [’ uma reta que passa pelo ponto P = (u : v : w) e € perpendicular a reta
I, sendo P(I) = (f : g : h) 0 ponto no infinito de I, entdo a equacgdo da reta /’ é dada por

X y Z
u \Y; W =0.
gz, -hx. hz.-fx, fX,-gx,

Demonstracéo. Pela Preposicdo 23, temos que o ponto no infinito de /’ é dado por
Po(l’) = (g2 — h2c : h2c — f2a: 20— 02B).

Como P e P(1’) pertencem a /’, entdo a equacéo de [’ é dada por

g, —hZ. hz.-fg, f£,-g%,

3.7 Distancia entre dois pontos em coordenadas baricéntricas

Proposicgado 25. Sejam P = (up : Vp : Wp) € Q = (Ug : Vg : Wg) dois pontos do plano balanceados

com soma s, entdo a distancia euclidiana entre esses pontos é dado por

2 X, AL +Z, AN +3 A
POt = =ArRe R R B

S

onde Auy=Ug—Up,Ay=Vo—Vp e Ay =WqQ — Wp.
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Demonstracéo. Como P e Q estdo balanceados com soma s, temos que Up + Vp + Wp =S e Ug +
Vg + Wg = S. Temos também que s(P) = (upA+ vpB+ WpC) e s(Q) = (ugA+ voB+ wgC), e Ay +
Av+ Av=s-5s=0.

Observe a figura a seguir, nela foram tragcado uma reta paralela ao lado AB partindo de

P e uma reta paralela ao lado CA partindo de Q, que se intersectam no ponto R.

Figura 31 - Distancia entre os pontos P e Q

o ~

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Temos que P.(PR) = P — R e P(BA) = B — 4. Do paralelismo das retas AB e RP,
temos que P«(PR) = P(BA), ou seja, existe um real h, ndo nulo, talque P-R=#4 - (B —A4) e
|RP| = % - ¢, supondo que todos os pontos estdo balanceados com soma s.

Temos também que P.(AC) = 4 — C e P(RQ) = R — Q. Do paralelismo das retas CA
e QR e supondo que todos os pontos estdo balanceados com soma s, temos que P«(AC) =
P»(RQ), ou seja, existe um real k, ndo nulo, talqueR-Q=%k-(4 —C) e |QR| =k - b.
Assim, temosP -4 - (B—A)=Q + k- (4 — C) e, portanto, SP —sh - (B — A) =sQ + sk - (A -
C).

Ao substituir os valores de sP e sQ, obtemos P = (up : vp : Wp) € Q = (Ug : Vo : WQ)

(upA + vpB + WpC) — sh - (B — 4) = (UgA + vgB + woC) + sk - (A—C)
)
UpA + VvpB + wpC — shB + shA = ugA + voB + wgC + skA — skC
)
(up + sh)A + (vp —sh)B + wpC = (ug + Sk)A + voB + (wq — sk)C.
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Assim, segue-se que

Ug+sk=Up+sh  [u,—u,=sh—sk (A, =sh—-sk |n=_4

S
Vo =Vp —sh =V -Vp=-sh =<A =-sh =
—Zw

Aplicando-se a Lei dos Cossenos ao triangulo ARPQ, temos que

IPQP =(h-c) +(k-bf —2-(h-c)-(k-b)-cos(A)

:(—SAV 'CJZJ{%'bI_Z(_?V .c)-[%-bj-cos(A)

Ay ¢f | Aweb? +2~AV-AW~b-c~cos(A)

s? s? s?

Ay -C?+ Ay -D%+2-A,-A, -b-c-cos(A)
s? '

Note que pela NotagOes de Conway, temos que b? = Sc + 3a, > = Za+ 3ge Za=b - ¢

- cos(A), assim, podemos escrever

2 ANV (B, 42 )+ A (B +2,)+2-A, A, -2,
Pof - E —

AV E A By + AT+ A S, 204, 0A, 02,

SZ

que implica em

(A2 +2-A, A, +A2)+ 3y - A% + 3¢ - A2

S2

Q==

Sa(A, A, +2, AL 3 A

s2

Sa(=A ) 2 A+ A

SZ

T A HEg A S A

SZ




66

Se as coordenadas baricéntricas dos pontos P e Q estiverem na forma absoluta, s = 1,
entdo a distancia entre eles é dada por

PQI ==, A2 +Z, A% + 3 - Al
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4 PROBLEMAS

Problema 1. (TCS 2013) Dado um triangulo escaleno ABC, sejam A’, B', C' os pontos de

intersecdo das bissetrizes internas de A, B, C com os lados opostos, respectivamente. Seja A"
a intersecédo entre a reta BC e a mediatriz de AA'. Defina B” ¢ C"" de modo analogo. Mostre

que A", B" e C" sdo colineares.

Solucao:

Figura 32 — Problema 1

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

I) Equacdo da reta que passa pelos pontos AA’

A=(1:0:00e A’=(0:b:c)

10

-2z=0 = 0.-x-c-y+b-z=0
0 b Y

.y+

T O <

z

‘00 ‘10
0 = X —
c

X
b ¢ 0 c

I1) Forma balanceada dos pontos Ae A4’

A=(b+c:0:0) e A=0:b:c¢)
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[11) Ponto médio do segmento A4’
P, (AA)= A+ A=(b+c:b:c)
IV) Ponto no infinito da reta que passa pelos pontos Ae A4’

P,(AA)=A-A=(b+c:-b:—c)

0

V) Equacédo de uma reta dado um ponto e uma perpendicular

P.(AA)=(b+c:-b:—)e P, (AA)=(b+c:b:c)
X y z
b+c b c =0
—bS, +cS.  —cSe —(b+c)S, (b+c)S,+bS,

U
b c N b+c c N
—cSe —(b+)S, (b+C)S,+bSy| " |-bS,+cS.  (b+c)S, +bS,|
P —O
b+c b
-2=0
—bSy +cS.  —cSc —(b+c)S |

VI) Temos

—q, =(b+c)’S, +b?S, +bcS, +bcS, —c?S. =b?S, +2bcS, +¢?S, +b?S, +2bcS, —c?S,

—q, =b?*(S, +Sg )+ 2bc(S, + S5 )+c*(S, —S¢)

r, =-bcS, —c?S. —(b+c¢)’S, +b?S, —bcS, =-2bcS, —c?S, —b?S, —2bcS, —c?S, +b’S,

r,=—b*(S, —Sg)—20bc(S, +S.)—c*(S, +Sc)
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V1) Pelas NotagOes de Conway, podemos escrever

—q, =b?(S, + S, )+2bc(S, + S, )+¢%(S, + S, —a?)=c?(b? + 2bc+c? —a?) e
r, =—b?(S, +S. —a?)-20c(S, +S¢ )—c2(S, +S¢ ) =—b*(b* + 2bc+c? —a?)
VIII) Equacéo da reta BC

B=(0:1:00e C=(0:0:1)

01
0 0

0 0
01

“X— Y+ -z=0 = 1-x-0-y+0-z=0

o O x
o k<
P O N

‘10

Como as retas A4’ e BC se intersectam em 4’’, com A’ pertencendo a reta x = 0,

el 32 S

Assim, temos

temos

Ppon
1 0

P 0O
1 0

P G
P, O,

P NI
P, I

JREEERY

A"=(0:-b?(b? + 2bc+c? —a? ): c(b? + 2bc + ¢ —a?)).

Como a representacdo de um ponto pode ser feita por mais de uma tripla ordenada de

coordenadas baricéntricas, temos, portanto, que
A'=(0:-b%:c?)
De maneira anéloga, obtemos
B"=(a?(a? +2ac+c? —b?):0:c?(a% +2ac+c? —b?)) = B"=(a?:0:c?)
e

C'= (az(a2 +2ab+b? —cz): —bz(a2 +2ab+b? —cz): O) = C":(a2 :—b? :O)
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Calculando o determinante desses trés pontos, temos

0 —-b* c?
a> 0 -—c?l=a’bh’c®*-a*h’c®*=0.
a’> -b*> 0

Logo A4”’, B’ e C’’ séo colineares.

Problema 2. Mostre que a area do triangulo formado pelo circuncentro, incentro e ortocentro,

OIH, de um triangulo de referéncia AABC, pode ser expressa por 8i(a ~b)b-c)c-a).
r

Figura 33 — Problema 2

[ws]

[

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
Solucdo: Temos que a area com sinal do triangulo a partir das coordenadas baricéntricas dos

vértices OIH é dada por

5 Up Vo Wo

Som = ARC—. u vi W
So *S, - Sy w
H H H

Temos que as coordenadas baricéntricas de O, | e H, sdo dadas por

Oz(a-cosA:b-cosé:c-cosé), I=(a:h:c) e
H =((a%>—b? +¢?Ja? +b? —c?):(~a? +b? +c? fa® +b® —c?): (-a? +b? +c?fa® —b? +¢?)).
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Pela lei dos cossenos, temos que

a-cosB-cosC :i-(a2 —b? +¢?Ja? +b* —c?),
4abc

b-cosA.cosC :L-(—a2 +b?+c)a® +b* —c?)
4abc

c-cosA-cosE’%:L.(—a2 +b? +c?)a® —b? +c?).
4abc

Assim, podemos reescrever as coordenadas baricéntricas do Ortocentro H, como

H :(a-cosé-cosé:b-cosA-cosC:c-cosA-cosé).

Soma das coordenadas baricéntricas do circuncentro O.

Temos que
2 (2 +c2 -3 2 (42 ~2 B2 s (2 L2 o
a.cosA:a (b +C a),b‘COSé=b (a +C b ) eC'COSC=C (a +b C )
2abc 2abc 2abe
Dessa forma temos

(a-cosA:b-cosB:c-cosé):ﬁ-(a2 (~a?+b2+c?):b?-(a% —b% +¢?):c?-(a? +b? —c?)).

Logo, usando a relagdo abc=4prR, temos

_ 1 b _16S* 16p°r®  2pr
2abc 2abc  8prR R

sO

Soma das coordenadas baricéntricas de |

sl=a+b+c=2p
Soma das coordenadas baricéntricas de H

H :(a-cosé-cosé:b~cosA~cosé:c~cosA~cosI§)

)

=ﬁ-((a2 —b? +¢?JaZ +b? = ¢?):wrRwn)



Temos que

(a2 —b? +¢?Ja? +b? — ¢? )+ ** %% = 2a%h? + 2b%C% + 2a%C% —a' —b* —c* =

(a+b+c)b+c-afa+c—b)a+b-c)=16p(p—-a)p—b)p-c)=16S> =16p°r?.

Logo,

sH 6p°r? _16p7r® _ pr

" 4abc 16prR R

Com os dados acima obtidos, temos que a area do triangulo OIH é dada por

a-CosA b-cosB c-cosC
pr
Somzm' b ¢
?'ZP'E a-cosB-cosC b-cosA-cosC c-cosA-cosB
2 ab CosA cosB cosC
AL 1 1
4p°r

cosB-cosC cosA-cosC cosA-cosB

3

_R° (cosé —cosAXcosé —cosBXcosA—cosé).
p
Usando a férmula

2 2 2 2 2 2
cosB _cosA & ~b’+c® -a’+b’+c® (a—b)a+b+c)a+b-c) (a—b)p-c)

2ac 2bc 2abc B 2rR

podemos simplificar para

L (p-a)p-b)p-ca-bb-c)c-a)

8pr

Por fim, usando a formula de Heron, r-p=./p(p—a)p-b)p-c), temos

8p;2r3' p(p—a)(p—b)(p—c)(a—b)(b—c)(c—a):8—1r-(a—b)(b—c)(c—a).
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Problema 3. O triangulo ABC esta inscrito em uma circunferéncia w. O ponto P esta na reta
BC tal que PA é tangente a w. A bissetriz interna de £APB corta os lados AB e AC nos pontos
D e E, respectivamente. Os segmentos BE e CD se encontram no ponto Q. Dado que a reta PQ

passa pelo centro de w, calcule o angulo £BAC.

Figura 34 — Problema 3

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Solugdo: Das relagdes métricas na circunferéncia, temos que PA? = PB.PC, que implica

% = E—é Usando semelhanca de triangulos pelo caso LAL, temos que os triangulos PBA e

PAC sdo semelhantes, logo PB = PA_AB —°  Pelo teorema da bissetriz interna, temos que

PA_PC AC b

% = % :% e Q—E:E—é:%. Com as informacdes obtidas, usando a Proposicdo 10, ja é
possivel identificar as coordenas baricéntricasde D=(c:b:0)eE=(b:0:c). Rescrevendo
D=(bc:b2:0)eE=(bc:0:c?,temos pelo Teorema 3, Q = ( bc : b2 : ¢?). Sendo P um
ponto pertencente a reta BC, temos que P = (0 : x : y), para algum x e y. Sendo P, D e E

pontos colineares, entdo, nds temos que

0 x vy o2
c b 0=0>= 5:——2.Assimtemos P=(O:b2:—cz).
b 0 c e
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Sendo P, Q e o circuncentro @ = (a cos(A): bcos(é): ccos(é)) colineares, temos

0 b2 —c? 0 b —C
bc b2 c? |=bc:| bc b c |=0.
a-cosA b-cosB c-cosC a-cosA cosB cosC

Simplificando, temos 2abc-cosA:bc(c.cosl§+b. cosé). Usando a lei dos cossenos,

2 2 K2 2 2 L2
temos 2abc-cosA=bc c.a +c'-b +b.a +b”—c
2ac 2ab

] = 2abc-cos A=abc = cosA:%.

Assim temos que cosA = % isso implica que A =60°.

Problema 4. (A reta de Euler) Mostre que H, Nc, G e O sdo colineares (a reta que passa por
estes pontos é denominada a reta de Euler) e que Nc e O sdo conjugados harménicos em

relacdo ao segmento orientado HG.

Soluc¢do: Sendo o triangulo AABC equilatero, temos que H, G e O coincidem e, neste caso, a

reta de Euler ndo estara definida.
Supondo que o triangulo de referéncia AABC seja retangulo.
Se o tridngulo AABC for retangulo em

1) A,temosH:(l:O:O),O:(O:%:%jeez(l:l:l) = G=H+2-0.

) B,temosH=(0:1:0), O:(%:O:%jeG:(l:l:l) = G=H+2-0.

1) C,temosH=(0:0:1), O:(%:%:Oj eG=(1:1:1) > G=H+2-0.

Logo, sendo o triangulo AABC retangulo, temos que H, G e O séo colineares.

Supondo que o tridngulo de referéncia AABC ndo seja retangulo.
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Temos que o ortocentro H =((a —b? +c?)a% +b? —c?):**:***) e circuncentro
0=(a%-(-a?+b?+c?):b?-(a? —b? +¢?):¢?-(a® +b> —c?)) estio com as coordenadas

baricéntricas balanceadas. Observe que
U, +2-Uy =a* —b* —c* +2b%*c?* —2-a* + 2a’b* + 2a’c?

=-a*-b*-c* +2a’h* +2b’c* +2a’c’
=(a+b+c)b+c-afa+c-b)a+b—c)
=16p(p-a)p-b)p-c)

que implica u,, +2-uy =16S° = 4(2S )’ = 4D?

De forma anéloga, temos

V, +2-v, =4D% e w,, +2-w, =4D?.

Assim, temos que
G=H+2.0=(4D?:4D?:4D?).

O que nos garante que H, G e O séo colineares para qualquer triangulo.

Mostraremos agora que o centro do circulo de 9 pontos Nc, o baricentro G e 0
circuncentro O de um tridngulo sdo colineares, mas para isso, precisamos de algumas
informagdes.

Temos que o baricentro G’ do tridangulo medial DEF coincide com o baricentro G’ do
triangulo AABC.

De fato, observe que

B+C C+A A+B
_D+E+F 5 T, Y75 A+B+C
3 3 3

Temos também que observar, que o encontro das mediatrizes do triangulo AABC

G' G.

coincide com o ortocentro do tridngulo medial DEF. Assim temos que O € o ortocentro do
triangulo DEF.



Figura 35 - Circuncentro O como ortocentro do triangulo medial

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Como Nc é o circuncentro, O € o ortocentro e G é o baricentro do triangulo medial
DEF, pode-se concluir que esses pontos séo colineares e vale a relagdo G =N, +2-0O . Dessa
forma, fica demonstrado que H, Nc, G e O séo colineares.

Mostraremos agora que Nc e O séo conjugados harmoénicos em relacdo ao segmento
orientado HG .

Sendo H, G e O colineares, onde G=H+2-O e com H e O sendo pontos

balanceados, pela Proposicéo 13, temos que G divide o segmento HO na razéo k = 2, ou seja,

2=:2, que implica em HG =2-GO, da mesma forma temos que G divide o segmento

ON. narazdo k = 2, ou seja,

=2, que implicaem OG =2-GN, .

C

Fazendo-se GO = 2x, teremos HG =4xe N = x preservando a razdo entre
segmentos orientados apresentado pela figura abaixo.
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Figura 36 - H, Nc, G e O séo colineares com HN. :N.G:GO=3:1:2

Retade
Euler

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Dessa forma, podemos escrever

HN.  3x

oo
Ne X 0G -2x

Logo, temos que

AN, __ o

N. OG

O que demostra que N. e O sdo conjugados harmonicos com relagdo ao segmento

orientado HG .
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5 APLICACOES

No decorrer dos anos vemos como 0 uso da computacdo grafica vem mudando o
mundo na forma de solucionar os mais diversos tipos de problemas nas mais variaveis areas
de trabalho. Ela estd presente em quase todas as areas e nos mais variados produtos e servicos
disponiveis no mercado global. Essa &rea de conhecimento estd muito presente na industria,
onde permite o desenvolvimento de artefatos digitais complexos e que podem ser
manipulados com maior facilidade. Ela também esta muito presente na engenharia, na
arquitetura e na medicina na qual nos permite gerar imagens de 6rgdos internos do corpo
humano de forma a possibilitar o diagndstico de males sem a necessidade de intervencdes
cirdrgicas.

A Computacdo Grafica pode ser definida como o conjunto de métodos e técnicas
utilizados para manipular e converter dados em imagens. Atualmente, existem indmeros
programas que possibilitam a criacdo, representacdo e elaboragdo de forma virtual de
produtos. Estes programas viabilizam técnicas para construcdo interativa em 3D que sdo
utilizadas para projetar componentes, pecas, sistemas de dispositivos mecanicos, edificios,
automoveis, avibes, navios, personagens de animacfes, jogos, filmes, e muito mais. Nas
técnicas recentes, esses produtos sdo criados através do escaneamento de modelos em trés
dimens@es ou entdo sdo modelados em 3D diretamente no computador. Uma vez que esse
produto é computadorizado, temos que sua estrutura sera constituida por pontos em trés
dimensGes, que € chamado de “malha ”. Assim, temos que a manipulacdo e deformacéo desse
produto sera feita sobre a estrutura dessa malha. Alguns avancos bem recentes, associados ao
estudo de coordenadas baricéntricas, possuem aplicacfes praticas muito relevantes no estudo
das estruturas de malhas.

Para melhor entender, devemos ter em mente que uma malha, também chamada de
grade ndo estruturada, € uma representacdo geométrica resultante da particdo de uma regiéo,
onde a composicdo dessa regido € dada pela unido de todas as partes menores que a compde.
Nos capitulos anteriores, apresentamos resultados associados a coordenadas baricéntricas,
assim, iremos apresentar algumas malhas triangulares que representam um dominio
aproximado para determinadas regides. Em problemas matematicos mais avancados, as
malhas (ou dominio discretizado) sdo comumente usadas para representar um ambiente onde
se estudam solucdes de diversos problemas. Em estudo e analise computacional de equacfes
diferenciais parciais, a malha divide o espaco das solugdes em elementos (uma quantidade

finita), sobre o qual as equac¢Bes podem ser solucionadas. Elementos de maior qualidade (de
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melhor forma) tém melhores propriedades numeéricas, onde o que constitui um elemento
"melhor" depende das equacgdes governantes gerais e da solucdo particular para a instancia do
modelo.

Em problemas computacionais, as malhas sdo criadas por algoritmos implementaveis,
geralmente com orientacdo humana, dependendo da complexidade do dominio e do tipo de
malha desejado. Um objetivo tipico é criar uma malha com proximidade 6tima para geometria
do dominio de entrada. Muitas técnicas de malha sdo construidas sobre os principios da
triangulacdo de Delaunay, juntamente com regras para adicionar vértices, como o algoritmo
de Ruppert, ou ainda de VVoronoy.

Em matematica e geometria computacional, uma triangulacdo de Delaunay para um
determinado conjunto P de pontos discretos, € uma triangulacdo (denotada por DT(P)), de
modo que nenhum ponto em P esta dentro do circuncirculo de qualquer triangulo em DT(P).
As triangulagdes de Delaunay maximizam o &ngulo minimo de todos os éangulos dos
tridangulos na triangulacdo. No entanto, a triangulacdo de Delaunay n&o minimiza
necessariamente o angulo maximo e também ndo minimiza necessariamente 0 comprimento
das arestas. Abaixo iremos apresentar alguns exemplos de estruturas geométricas com amplas

utilidade em diversas areas da ciéncia matematica-computacional:

Figura 37 - Geracao de malhas em estruturas vasculares

Fonte: Numerical results in Hemodynamic using FreeFem++, 2022
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Na figura 37, temos do lado esquerdo, o estdgio inicial, com a obtencdo de uma
imagem de angiografia abdominal. Na imagem da direita, a visualizagdo da artéria aorta
abdominal em uma geometria vascular, compondo uma malha com elementos triangulares.

Ja figura 34, vemos o resultado final do processo de triangulacdo e malhado de uma

imagem de angiografia.

Figura 38 — Aorta em malha triangular

AT
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N
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2022,

Quando as figuras ndo sdo poligonais, a malha gera aproximagcfes do dominio em
questdo. Estes mosaicos geralmente sdo compostos por formas simples, como triangulos 2D
ou 3D-tetraedros em um padrdo irregular. O uso das coordenadas baricéntricas formam a base
de tais construcdes triangulares.

Variados softwares gratuitos (ou pagos) realizam o processo de conversdo de um
objeto 3D em malhas, ou ainda, permitem a criacdo de objetos com caracteristicas bem
especificas, sem a necessidade de escaneamento de objeto algum.

Na figura a seguir, tem-se a apresentacdo da criacdo da malha de figuras em 3D. No

conjunto de figuras abaixo, as gera¢des das malhas séo feitas via scanner.
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Figura 39 - Modelos 3D construidas com MeshLab

Fonte: Site Meshlab, 2016

Na figura abaixo, apresenta-se o processo de refinamento da malha gerada, com isso
ganha-se melhores aproximagdes entre a malha e a figura. Funciona como o processo de
particdo, quanto maior a particdo da regido, melhor as aproximacées obtidas.

Figura 40. Suavizando a malha de controle de um modelo 3D

Fonte: 3DLAB. 2019

Devido a complexidade e alto custo na construcdo de objetos técnicos, teste de
prototipos via modelagens e simulacGes computacionais séo as solugdes para resolver varios
problemas de forma aproximada.

No processo de criagdo de pecas na inddstria, minimizar gastos interfere na
maximizacdo de ganhos. Assim, a criacdo de pecas em ambientes computacionais para avaliar
diversos parametros (resisténcia, condutividade térmica, elasticidade, entre outras) antes de
uma moldagem concreta, interfere substancialmente na melhora do produto final a ser criado.
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Figura 41. Peca construida com gerador tridimensional de malha Gmsh

Fonte: Site Gmsh, 1997.
Um importante uso das coordenadas baricéntricas na computacdo grafica vem da sua

utilizacdo da manipulacédo e deformacdo de modelos ja inseridos no computador. Os modelos
produzidos no computador podem ser compostos por milhares de pontos, sendo assim, reduzir
0 numero desses pontos torna 0 manuseio e deformacdo dos mesmos menos trabalhosos. 1sso
pode ser obtido através de técnicas baseadas em poliedros de controle, onde € criada uma
malha de forma semelhante ao modelo, porém, bem mais simples e com muito menos vértices
gue denominaremos de poliedro de controle. Os pontos dos modelos podem ser escritos em
funcdo desses poliedros de controle através do sistema de coordenadas baricéntricas. Ao
manipularmos o poliedro de controle, teremos a manipulagdo do modelo, ou seja, a
manipulacdo de um pequeno ndmero de vértices levara a manipulacdo de uma regido com um

grande namero de pontos de forma rapida e intuitiva.

Figura 42 — Modelo envolvido por um poliedro de controle

Fonte: Roque, Lis (2010, p. 10)



83

6 CONCLUSAO

O objetivo principal dessa dissertacdo foi apresentar o uso de coordenadas
baricéntricas na resolucdo de problemas da Geometria Euclidiana e sua utilizagdo na geracédo
de figuras e objetos em sistemas computacionais, destacando a sua aplicabilidade em areas
como a computacdo grafica na area industrial e na area da saude.

Esperamos que este trabalho possa contribuir para discentes, docentes e estudiosos da
geometria que procuram aprofundar seus conhecimentos na geometria plana e espacial,
proporcionando a compreensdao de mais uma técnica que possibilite facilitar a solucionar
problemas de Geometria Euclidiana.

Apesar desse conteudo ndo estar presente na Base Nacional Comum Curricular -
BNCC e nem ser previsto nos parametros curriculares nacionais - PCN’s, vemos que esse
conteddo poderia ser incorporado de forma gradual no ensino médio, visto que boa parte dos
requisitos necessarios para a sua compreensdo é abordada na Geometria Euclidiana, que é
trabalhada com os alunos desde o ensino fundamental, e isso permite que os alunos adquiram
0 conhecimento de mais uma técnica que lhes auxiliassem na resolucdo de problemas de
Geometria Euclidiana.

Vemos também a importancia de se conhecer mais técnicas para computacao grafica
que facilitem a manipulacdo e deformacdo de imagens e objetos que apresentem um grau
maior de detalhamento, algo que pode ser obtido com a utilizagc&o de coordenas baricéntricas.

Por fim, esperamos que 0s objetivos propostos tenham sido atingidos com esse

trabalho e que venha a contribuir no estudo da geometria plana e espacial.
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