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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre aplicacdes das Equagdes Diferenciais Ordinarias a
Epidemiologia. Analisamos o comportamento de alguns modelos epidemiolégicos utilizando
os conceitos da Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais. Em particular, analisamos a
epidemia ocasionada pelo virus SARS-CoV-2, causador da doenca COVID-19, na cidade de
Rondondpolis. Para tanto, estudamos os principais conceitos envolvidos no processo de mo-
delagem, além de demonstrar resultados matematicos que corroboram as afirmacdes geradas
pelos modelos propostos. Por fim, baseados nos estudos realizados, discutimos a importancia
do ensino da funcdo exponencial para estudantes do Ensino Médio.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordinarias. Modelagem Matematica. Teoria Qualita-
tiva das Equacdes Diferenciais Ordinarias. Epidemiologia. COVID-19.



Abstract

This work presents a study on applications of Ordinary Differential Equations to Epidemi-
ology. We analyze the behavior of some epidemiological models using the concepts of the
Qualitative Theory of Differential Equations. In particular, we analyzed the epidemic caused
by the SARS-CoV-2 virus, which causes the COVID-19 disease, in the city of Rondonépo-
lis. Therefore, we study the main concepts involved in the modeling process, in addition to
demonstrating mathematical results that corroborate the statements generated by the pro-
posed models. Finally, based on the studies carried out, we discuss the importance of teaching
the exponential function for high school students.

Keywords: Ordinary Differential Equations. Mathematical Modeling. Qualitative Theory of
Ordinary Differential Equations. Epidemiology. COVID-19.
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Capitulo 1

Introducao

A evolugdo cientifica e tecnologica pela qual a humanidade passa desde seus primeiros re-
gistros é notoria, porém a historia reserva em si momentos terriveis face aos impactos desas-
trosos que uma pandemia pode causar sobre toda uma populacdo. Uma das grandes pandemias
registradas na histéria mundial iniciou-se em 1346 no continente europeu, pela Italia, com a
chegada dos comerciantes genoveses refugiados da cidade sitiada de Caffa. Essa pandemia,
conhecida por Peste Negra — doenca transmitida por uma bactéria — assolou a Europa por todo
o século XIV causando a morte de pelo menos um terco da populacido daquele local. A deno-
minada Gripe Espanhola — doencga transmitida por um virus — surgida em 1918, é categorizada
mundialmente como a pandemia mais mortal ja enfrentada, matando de 40 a 50 milhdes de
pessoas em seus 18 meses de duragao.

Segundo (FORATTINI, 2005), epidemia é o nome dado ao estado de incidéncia ou agravo a
saude além do normalmente esperado dentro da faixa de endemicidade, que é a faixa de varia-
¢ao da prevaléncia da doenca definida por niveis considerados normais, em determinada area
ou determinado grupo populacional. No caso de pandemia, exclui-se os limites geograficos e
passa a tratar-se de grandes regides, envolvendo multiplos continentes ou até mesmo todo o
planeta. De acordo com a Organizacdo Mundial da Saude (OMS), o surgimento de uma nova
doenca que infecta gravemente os humanos, condicionada a facilidade e a sustentabilidade
com a qual se espalha, sdo caracteristicas essenciais para o inicio de uma pandemia.

No final do ano de 2019, a humanidade deparou-se novamente com uma ameagca viral de
proporcdes globais, denominada pandemia do novo coronavirus. Identificada pela primeira vez
na China, a doenca do novo coronavirus (coronavirus disease 2019), mundialmente conhecida

pela sigla COVID-19, é uma doenca respiratéria aguda, ocasionada por um virus da familia
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dos coronavirus, denominado SARS-CoV-2, sigla para Severe Acute Respiratory Syndrome Co-
ronavirus 2, que provoca sintomas de uma gripe comum, embora quando associada a outras
patologias pré-existentes, o quadro de saude do paciente pode sofrer rapida evolu¢do podendo
leva-lo a 6bito em poucos dias. Em 30 de janeiro de 2020, a OMS declarou que o surto do novo
coronavirus constitui uma Emergéncia de Saude Publica de Importancia Internacional (ESPII)
- 0 mais alto nivel de alerta da Organizacéo, conforme previsto no Regulamento Sanitario In-
ternacional (RSI). Essa decisdo buscou aprimorar a coordenacéo, cooperacio e a solidariedade
global para interromper a propagacédo do virus. A ESPII é considerada, nos termos do RSI, “um
evento extraordinario que pode constituir um risco de satide publica para outros paises devido
a disseminacdo internacional de doengas; e potencialmente requer uma resposta internacional
coordenada e imediata". Em 11 de margo de 2020, a COVID-19 foi caracterizada pela OMS
como uma pandemia.

Os impactos causados pela nova pandemia afetaram todos os paises do mundo néo apenas
na ordem biomédica ou epidemioldgica, mas também repercutiu nas areas sociais, econdmicas
e culturais, colocando em xeque politicas publicas de satide, expondo assim a fragilidade de
algumas nag¢des no tratamento de situacdes cadticas oriundas de ameacas biologicas.

A caracteristica determinante da COVID-19, que gerou as situacdes problematicas vividas
pela sociedade mundial, é sua alta taxa de contagio ou também chamado de numero de repro-
ducdo, que é um indice utilizado para medir o perfil de uma doenca quanto a sua disseminacdo
na populacdo, ou seja, trata-se de um patogeno de rapida transmissdo que aliado a evolugao do
quadro clinico dos pacientes em um curto periodo de tempo faz com que a demanda por uni-
dades hospitalares cresca vertiginosamente, causando consequentemente filas de espera por
atendimento, gerando assim caos nos sistemas de saude por todo o planeta.

Embora o panorama mundial em relacdo a satde seja grave, a Epidemiologia (ramo da
Saude Coletiva que estuda os diferentes fatores que intervém na difusdo e propagacéo de do-
encas, sua frequéncia, seu modo de distribui¢do, sua evolucio e a colocacdo dos meios ne-
cessarios a sua prevencio), aliada a Matematica, estuda a rede de inter-relagdes entre os seres
humanos e o meio ambiente, apontando efeitos indiretos e caracteristicas-chave desse sistema,
o que facilita seu monitoramento e permite que se facam progndsticos sobre o comportamento
futuro ou sua reacéo a diferentes tipos de perturbagdes, trazendo consequentemente utilidade

na elaboragio de politicas de satide e controle pertinentes.
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O objetivo principal dessa dissertacao é a analise qualitativa de alguns modelos matema-
ticos epidemiologicos aplicados ao estudo da pandemia do novo coronavirus através de equa-
¢Oes diferenciais e a compreensdo dos parametros envolvidos em cada processo da modelagem.
Para tal, no Capitulo 2 é introduzido os conceitos de Equacgdes Diferenciais Ordinarias e de sua
Teoria Qualitativa, com demonstra¢des de alguns importantes resultados necessarios para a
confecc¢io e para o estudo dos modelos epidemiolégicos. Em seguida, no Capitulo 3, ha uma
contextualizacdo historica da Epidemiologia e uma anélise de como a Matematica pdde agre-
gar a esse recente e vital ramo da ciéncia, além de apresentar quatro importantes modelos
matematicos aplicados no estudo de epidemias. No Capitulo 4, mostramos uma aplicagio do
modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Removido) no estudo da epidemia de COVID-19 no munici-
pio de Rondondpolis, discutindo a necessidade de ac¢des para prevencdo e controle da doenca.
E, para finalizar, no Capitulo 5 ressaltamos a importancia do estudo da funcao do tipo exponen-
cial no Ensino Médio, de modo que os estudantes compreendam a conceituagao, sua definigao

e algumas aplicabilidades.
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Capitulo 2
Equacoes Diferenciais Ordinarias

Os primoérdios da teoria das equacoes diferenciais remontam ao século XVII com os traba-
lhos do inglés Isaac Newton (1643-1727) e do alemio Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
que, estimulados por problemas fisicos e geométricos, desenvolveram de forma independente
os métodos do Calculo Diferencial e Integral. A consolidagdo como um novo ramo da Mate-
matica ocorreu no século XVIII, época em que procurava-se solucoes das equacdes diferenciais
dadas em termos de funcdes elementares. E dessa época os conhecidos métodos de resolucio
de varios tipos especiais de equagdes diferenciais. Com dificuldades pelo caminho, passou-se
a considerar como solu¢des de uma equagao diferencial, expressdes dadas na forma de uma
integral (quadratura) com o integrando dado por fun¢des elementares, ainda que a integral nao
admitisse uma expressiao em termos de tais fun¢des elementares. Em seguida, adotou-se como
solucdes, expressdes por meio de somas infinitas (séries), inicialmente sem a preocupacéo com
a analise de convergéncia das mesmas. As contribuicdes do suico Leonhard Euler (1707-1783),
do italiano Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e do francés Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
expandiram o conhecimento dentro do Calculo das Variagoes, da Teoria das Oscila¢oes e da
Mecanica Celeste. Na Mecanica Celeste, os matematicos e os cientistas ocupavam-se em ve-
rificar se a teoria gravitacional de Newton era capaz de descrever o movimento dos corpos
celestes, uma vez conhecidas as condi¢des iniciais do problema. Vale destacar que desde o
século XVII ja eram conhecidas as leis que governam o movimento dos corpos celestes no
espaco. Com o tratamento dos problemas da dindmica celeste através de métodos analiticos
(séries), distintos dos métodos geométricos usados por Newton, os estudos sobre o problema
do movimento de trés ou mais corpos celestes levaram a duas dire¢des: procurar teoremas

gerais sobre o movimento dos corpos e procurar uma boa aproximacdo para um movimento
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particular em um determinado periodo de tempo. O francés Alexis-Claude Clairaut (1713-
1765) foi o primeiro a apresentar uma solucdo aproximada para o problema do movimento da
Lua, em um trabalho de 1747, utitilizando aproximagdes para as solu¢des em forma de séries.
Em 1748, Euler comegou a desenvover um método para calcular as perturbacdes nos movi-
mentos planetarios. Em 1772, Lagrange mostrou que o problema do movimento de trés corpos
celestes poderia ser reduzido de um sistema de equacdes diferenciais de ordem dezoito para
um sistema de ordem sete. No século XIX, os fundamentos da Analise Matematica passaram
a exigir maior rigor e exatiddo, sendo que os conceitos de limite, derivada, convergéncia de
séries numeéricas e de fungdes, e outros processos infinitos, foram definidos em termos aritmé-
ticos. O objetivo era melhorar as aproximacdes de solucdes de equagdes diferenciais dadas por
séries. Além disso, procurava-se também eliminar destas solugdes os termos que crescem ou
decrescem infinitamente com o tempo e que levam a uma configuragio totalmente nova do sis-
tema. Um marco fundamental na evolu¢do das equacdes diferenciais deu-se com a publicagao
do trabalho do francés Henri Poincaré (1854-1912) intitulado “Mémoire sur les courbes définies
par une équation differentielle”, de 1881, no qual foram lancadas as bases da Teoria Qualitativa
das Equagdes Diferenciais, que visa a analise do comportamento da configuracdo global das
solucdes e o efeito de pequenas perturbacdes das condi¢des iniciais (estabilidade), de grande
interesse para a Mecanica Celeste: uma pequena perturbacdo na posicdo e na velocidade de
um corpo celeste o coloca em uma orbita que se afasta ou converge para a orbita original?
Outro nome importante é o do americano George Hill (1838-1914) que, em trabalhos de 1877
e 1878, encontrou solugdes periddicas para o problema dos trés corpos. Seus trabalhos so-
bre estas solucdes influenciaram muitas pesquisas posteriores, inclusive as de Poincaré. Anos
depois, os trabalhos de Poincaré foram retomados por outros matematicos, dentre os quais des-
tacamos o russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918), o francés Jacques Hadamard
(1865-1963) e o americano George David Birkhoff (1884-1944), estes dois tltimos importan-
tes no desenvolvimento do que hoje chamamos Teoria dos Sistemas Dinadmicos, influenciados
pelo trabalho de Poincaré. Outros conceitos foram introduzidos ao longo do século XX, dentre
os quais destacamos o de estabilidade estrutural, desenvolvidos pelos russos Lev Pontryagin
(1908-1988) e Aleksandr Andronov (1901-1952), que trata de condi¢des necessarias e suficien-
tes para que o comportamento das solucoes de uma equagao diferencial ndo tenha mudancas
bruscas para pequenas perturbacdes das fun¢des que as definem. Destaca-se também os traba-

lhos do brasileiro Mauricio Peixoto (1921-2019) sobre caracterizacéo, abertura e densidade das
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equacoes diferenciais estruturalmente estaveis em superficies, procurando expressar a Teoria

dos Sistemas Dinamicos tendo como base a Teoria dos Conjuntos.

2.1 O Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucoes

Uma questio central da Teoria Qualitativa das Equacdes Diferenciais é saber se podemos
prever comportamentos futuros ou descobrir comportamentos passados de um sistema mo-
delado por equacdes diferenciais, conhecendo suas condigoes iniciais, ou seja, conhecendo o
estado inicial do sistema em um tempo inicial. Desejamos que seja unica a curva solucdo que
satisfaca alguma condigéo inicial. Isto é sintetizado no Teorema de Existéncia e Unicidade de
Solucdes, que sera formulado e demonstrado nesta secdo. De certo modo, este teorema pos-
sui uma interpretacéo filosofica dada pelo principio do determinismo, que afirma que todos os
acontecimentos ocorrem devido ao decurso natural por uma causa especifica e devem de fato
ocorrer, ou seja, todos os fendmenos estao interligados e tudo esta predeterminado. O teo-
rema também esta relacionado a previsibilidade dos fendmenos fisicos. Resumidamente, nos
sistemas fisicos que sdo descritos matematicamente por equagdes diferenciais, a questao é ana-
lisada com a determinacdo da evolugdo no tempo das quantidades envolvidas, a partir do seu

conhecimento em um determinado instante de tempo.

Definicao 2.1. Uma equacdao diferencial ordinaria (EDO) é uma equacgao da forma
0 = f(t,x, %, ..., 2D (2.1)

ondef : U — R? éuma funcdo continua definida em um aberto U c R** . Os inteiros positivos

d e k sao chamados, respectivamente, dimensdo e ordem da equacgao.

Definicdo 2.2. Uma solucio da equacéo (2.1) é uma curva ¢ : I — R? k vezes diferen-

ciavel, definida em um intervalo I c R, tal que, para cada t € I, sao satisfeitas as condigoes

(£, @(1), ¢'(1), ..., @ D(1) € U € 9N(1) = (2, 9(2), ¢/ (1), ..., 0" D(1)).

O fato de I ser um intervalo garante que qualquer solugdo de uma equacao diferencial é
uma curva conexa nado reduzida a um ponto. A variavel ¢t é chamada de tempo e o conjunto

das variaveis x, x/, ..., x** é chamado de estado.
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Definicao 2.3. Um problema de Cauchy (ou problema de valor inicial) é uma equacao diferencial

ordinaria que satisfaz um estado (uma condi¢do) inicial
x® = x5 D), () = X, K () = s xF(t) = K (2.2)

onde f : U — R? é uma funcdo continua definida em um aberto U < R e tal que

(o, X0, xél), s xék_l)) eU.

Definicdo 2.4. Uma solugdo do problema de Cauchy (2.2) é uma curva ¢ : I — RY, k vezes
diferenciavel, definida em um intervalo I c R, tal que, para cada t € I, sao satisfeitas as con-
digdes (t, ¢(1), ¢'(t),..., 0 (1) € U, o®(t) = f(t, 0(t), ¢’ (1), ..., 9" V(1)) € p(to) = X0, ¢/ (ko) =

xél), s @FD(1) = xék_l), para ty € I.

Exemplo 2.1. A taxa de variagdo temporal da temperatura de um corpo é proporcional a dife-

renca de temperaturas entre o corpo e o ambiente circundante (Lei do Resfriamento).

Denotando por x a temperatura do corpo em um tempo ¢ e por a a temperatura do ambi-
ente circundante, obtemos a equagao diferencial de ordem k = 1 e dimensédo d = 1 dada por
x’ = a(x - a), onde a é a constante de proporcionalidade (que depende do corpo). Estamos
assumindo que a temperatura a do ambiente circundante seja constante em todos os seus pon-
tos e que a temperatura x do corpo varie apenas com o tempo t. Temos f(t,x) = a(x - a)
com f : U —> R para algum aberto U < R? Considerando a curva ¢ : I — R dada
por ¢(t) = a + be™, em que b é uma constante real e I é um intervalo tal que (¢, ¢(t)) € U
para todo t € I, é facil verificar que tal curva é solucao da equagao diferencial. Se em deter-
minado tempo #, soubermos a temperatura x, do corpo, obtemos o problema de Cauchy (ou
problema de valor inicial) dado por x” = a(x - a), x(t) = x,, com (&, x,) € U. A constante
b pode ser determinada pela condicéo inicial e a solugdo do problema de Cauchy é a curva
dada por ¢(t) = a + (x, — a)e®™™. A constante de proporcionalidade a pode ser determinada
aferindo a temperatura x do corpo em um tempo #; > f,, ou seja, considerando x(#;) = xi,
com (#;,x;) € U. Este modelo pode ser utilizado em pericia criminal para estimar o instante
da morte de uma pessoa. E claro que, com o passar do tempo, as temperaturas do corpo e do
meio circundante tendem a entrar em equilibrio, de modo que, neste caso, ndo seria possivel

determinar o instante da morte com uma precisdo aceitavel.

Exemplo 2.2. Quando uma mola é deformada por alguma forca externa, uma forca elastica

restauradora passa a ser exercida na mesma direcdo e no sentido oposto a forca externa. Essa
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forga elastica, por sua vez, é variavel e depende do tamanho da deformacdo que é sofrida pela

mola (Lei de Hooke).

Considere um objeto com massa preso a extremidade de uma mola fixada em uma parede pela
sua outra extremidade. Denotando por x o deslocamento unidimensional do objeto de massa
m a partir de sua posi¢do de repouso e por c a constante positiva de elasticidade da mola,
temos F = —cx (Lei de Hooke). Se considerarmos que F = mx” (Segunda Lei de Newton),
obtemos a equacido diferencial de ordem k = 2 e dimensdo d = 1 dada por x” = —(¢/m)x,
onde estamos desprezando a gravidade e a resisténcia do ar. Temos f(t,x) = —(¢/m)x com
f : U — R para algum aberto U < R®. Considerando a curva ¢ : I — R dada por ¢(t) =
asin(t+/c/m)+ b cos(tc/m), em que I é um intervalo tal que (¢, ¢(t), ¢’(t)) € U paratodo t € I,
é facil verificar que tal curva é solucdo da equacgao diferencial onde a e b sdo constantes reais.
Para o problema de Cauchy (ou problema de valor inicial) ndo basta conhecermos a posigao
inicial x, do objeto de massa m no tempo inicial #. E preciso também conhecer sua velocidade
inicial x{" no tempo inicial f,. Temos entdo x” = —(k/m)x, x(t) = X, x'(f) = x\”, com
(ty, %0, x\7) € U. As constantes a e b da curva ¢ podem ser determinadas pela condicéo inicial
e, dessa forma, obtemos a soluc¢do do problema de Cauchy. Como desprezamos a gravidade e
a resisténcia do ar, as solucdes sdo periodicas.

Uma equagéo diferencial de ordem k e dimenséo d sempre pode ser transformada, de modo
equivalente, em uma equacao diferencial de ordem 1 e dimenséao kd, como veremos na propo-

sicdo abaixo. A compensacao com a redugdo da ordem ocorre com o aumento da dimensao.

Proposicio 2.1. Seja f : U —> RY, continua em um aberto U ¢ R***¢_ Considereg : U —>
R dada por g(t, Xo, X1y v s Xpo1) = (X1 ev s X1, (2, X0, X1, ., Xk—1)). Uma curva k vezes diferen-
ciavel p : [ — R é solucio de x®) = flt,x,x,..., x(k’l)) se, e somente se, a curva diferenciavel

B : I — R* dada por B(t) = (p(t), ¢’ (1), ..., ¥ (1)), é solucdo de y’ = g(t, y) onde y € R*.

Demonstragdo. A fungdo g é continua no aberto U < R'**. E facil notar que a curva ¢ é
k vezes diferenciavel se, e somente se, a curva f§ é diferenciavel. Vamos assumir que ¢ é
solucio de x® = flt,x,x,..., x(k’l)). Entdo I é um intervalo e, para todo t € I, valem as se-
guintes condicdes: (t, p(t), ¢’ (t),..., 0% V(1)) € U e o®(t) = f(t, o(t), ¢’(t), ..., 9*V(t)). Logo
gt o(t), @' (1), ..., 0% V()) = (¢(B), ..., 0% D(2), 0¥(2)) e, portanto, para todo t € I, tem-se
(t, B(t)) € U e g(t, p(t)) = p'(t). Fica assim provado que f é solucdo de y’ = g(¢, y). Recipro-

camente, vamos assumir que f é solugao de y’ = g(t, y). Entao I é um intervalo e para todo
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t € I valem as condicdes (t, f(t)) € U e B(t) = g(t, (1)), ou seja, (t, @(t), ..., p* V(1)) € U
e (@' (1), ..., 0"0(1)) = g(t, @), ..., 0*V(t)). Dessa forma, para cada t € I, obtemos a igual-

dade (¢’(t), ..., o5 D(1), @O (2)) = (¢'(1),..., @5 V(), £(t, o(t), ¢'(2), ..., 9 V(1)) e isto implica
que o0 (t) = f(t, @(t), ¢’ (1), ..., *D(1)). Portanto, ¢ é solucio de x¥ = f(t,x,x/,...,x*V). O

A Proposicao 2.1 permite considerarmos, de agora em diante, apenas as equacoes diferen-

ciais de ordem k = 1 e dimensao d = n dadas por

x' = f(t,x) (23)

onde f : U — R" é continua e definida em um aberto U < R'". Cada ponto (%, x)) € U
define uma reta r;, ,,) em R'*" dada por x — xy = f(t, x)(t - %) em que (1, f(%, %)) é o vetor
diretor dessa reta. Assim, a funcdo f define um campo de direcoes em U. Geometricamente,
uma solugao da equacéo (2.3) é uma curva ¢ : I — R" onde I c R é um intervalo e cujo
vetor tangente em (1), ¢(t))) € U, para cada t, € I, é paralelo ao vetor diretor (1, f(ty, x,)) da

reta 7, x,) com X, = ¢(ty). O problema de Cauchy da equacéo (2.3), para (t), x,) € U, é dado por

x' = f(t,x), x(t) = x. (2.4)

O Teorema da Existéncia e Unicidade de Solucdes, abaixo enunciado, utiliza alguns resul-
tados de Topologia dos Espacos Métricos e de Analise Funcional os quais serdo demonstrados

no Apéndice A.

Teorema 2.1. Seja f : U —> R" uma fungdo continua definida em um aberto U < R'™",
localmente lipschitziana relativamente a segunda variavel. Para cada (t,, x,) € U existe uma
solugdo ¢ : I —> R" do problema de Cauchy x” = f(t, x), x(t) = x. Sea curvafp : ] — R”"

também é uma solucdo do problema de Cauchy entdo (t) = ¢(t) para todot € I n].

Demonstragao. Primeiramente trataremos da existéncia de solugdes. Seja (%, x;) € U e escolha
5 > 0 tal que B = Bs(ty) x Bs(x;) c U onde

Bs(t)) = {t €R : |t - 1| < 8}, Bs(x) = {x €R" : |x - x| < &}

Seja M = Ms = sup|f|. Por hipotese, f é localmente lipschitziana relativamente a segunda
B
variavel. Se supormos § > 0 suficientemente pequeno, podemos admitir que f é localmente
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Figura 2.1: Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes.

lipschitziana relativamente a segunda variavel em B = Bj(ty) x Bs(x), isto &, existe K = K5 > 0

tal que, para todo (t, x) e (¢, y) em B, temos

If (&%) = £t y)I < Klx - .

Seja € > 0 tal que € < & e considere X = C(I, Bs(x)) o conjunto das curvas continuas ¢ :

I. — Bs(xp) onde I, = {t € R : |t — ty| < €} e p(t) = x. Com a métrica uniforme

d(@1, 2) = sup |@i(£) — @a(2)],

tele

o0 espago métrico (X, d) é completo (Lema A.1 do Apéndice A). Para cada t € I, definimos o

operador F : X — X tal que

Flp)(t) = x0 + / (s, p(s))ds.

Como, por hipétese, f é continua, entdo a integral existe. A curva F(¢) esta bem definida, é

continua e F(¢)(t)) = x,. Para ver que F esta bem definido, basta observar que

IF(o)(H) - % = | / £(s. p(s))ds] < | / (s, o(s)ds| < Mt - i < Me < 8
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para € < &/M, ou seja, F(p)(t) € Bs(x,) para todo t € I. Portanto F(p) € X. O iterado

F™ : X — X é uma contracdo para algum m > 1, isto ¢, existe 0 < A < 1 tal que

d(F"(¢1), F"(¢2)) < Ad(@1, ¢2)

para todo ¢, e ¢, em X. Para isto, provemos por inducao sobre n que

n n Knlt — 1 |n
IF" (@0 - F(e)(0] < =~ —d(en, 02
onde K ¢ a constante de Lipschitz de f e t € .. Para n = 0 temos |¢:(t) — @2(t)]| < d(¢1, ¢2),
que ¢é 6bvio pela definicdo da métrica. Suponhamos que a desigualdade seja valida para n = k

¢ provemos que & valida para n = k + 1.
(0 - (0] = IEGH )0 - FCPH ()0 <
1565 P 65 PNt < | [ KIF 0 - gl <
1 [ g g - L

Pelo principio de inducéo, a desigualdade é valida para todo inteiro n ndo negativo. Sabemos
+00

que lim K"€"/n! = 0 pois a série Z K"€"/n! converge para eX¢. Logo, existe n, inteiro positivo

n—+oo
n=0

tal que K™e™/ny! < 1, o que implica

m_ . m

AF" (O, F" (D) < (s, ),

para algum m > ny, ou seja, F™ é uma contracao. Isto implica que existe um unico ponto fixo
de F (Lemas A.2 e A.3 do Apéndice A), isto é, existe uma tinica curva ¢ : I. —> Bj(x;) com

o(t) = x tal que F(¢) = ¢, ou seja,

ot) = %+ / F(s. ())ds

para todo t € I.. Essa curva ¢ : I. — Bs(x), com € = min{3, §/M}, é solucdo do problema de
Cauchy x” = f(t, x), x(t) = x, (Lema A.4 do Apéndice A). A segunda parte da demonstracio
consiste da unicidade de solugdes. Sejam ¢ : I — R" e f : ] —> R" solucdes de (2.4). Seja

I={teln] : ()= p(t)} O conjunto I é ndo vazio pois t, € T ja que ¢(t) = x = f(t).
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O conjunto T é fechado. De fato, seu complementar é aberto. Com efeito, ¢ — f é continua
em I n J. Dado t* arbitrario no complementar de 7 e supondo, sem perda de generalidade,
que ¢(t) - (') > 0, existe n > 0 tal que ¢(t) — f(t) > 0 para todo t € (t" - n,t" + n), ou
seja, o aberto (t* — 1, t" + 1) esta contido no complementar de 7. Logo, o complementar de 7 é
aberto e, portanto, 7 é fechado. Também temos que 7 ¢é aberto. De fato, seja t* € T qualquer e
x" = @(t") = B(t). Para (t',x") € U temos € > 0 com as restricdes dadas anteriormente tal que
F : X — X tem um unico ponto fixo. As curvas ¢ e f restritas ao intervalo (" - €, " + €) sdo

pontos fixos de F, ou seja, ¢(t) = f(t) paratodo t € (t' — €, + €) com

olt) = x° + / s p(s)ds, Bt =x+ / £(s. fls))ds.

Logo, (t' — €, t" + €) esta contido em 7 e, portanto, 1 é aberto. Sendo 7 # @, T aberto e fechado,

concluimos que 7 = I n J, ou seja, B(t) = ¢(t) paratodo t € I nJ. ]

A hipétese sobre a funcéao f é crucial. Se f nédo for localmente lipschitziana relativamente
a segunda variavel ndo podemos garantir a unicidade da solucdo. No exemplo abaixo apre-
sentamos uma func¢éo f que nao é localmente lipschitziana relativamente a segunda variavel

e para a qual um determinado problema de Cauchy possui mais do que uma solugao.

Exemplo 2.3. Considere a funcio f : R* — R dada por f(t, x) = x*”* e o problema de Cauchy

x' = x¥3, x(0) = 0.

A funcdo f nao é localmente lipschitziana relativamente a segunda variavel. De fato, tome
x = 0 e y = 1/n para n inteiro positivo. Assim |f(t,x) - f(t,y)| = n** e |x - y| = n"!. Dada
qualquer constante K > 0, é possivel escolher um inteiro positivo n, tal que n,*® > Kn,'. Para
isto, basta tomar n}”® > K, ou seja, ny > K>. Logo, dado K > 0 qualquer, existe n, inteiro
positivo tal que |f(t, x) - f(¢, y)| > K|x - y| para (¢, x) = (,0) e (¢, y) = (¢, 1/n) em R?. Portanto,
concluimos que a funcéo f nao é localmente lipschitziana relativamente a segunda variavel. A
curva diferenciavel ¢ : R — R dada por ¢(t) = (t/3) é solugdo de x” = x*”*, x(0) = 0. Porém,
a curva identicamente nula ¢ = 0 também ¢é solu¢io de x” = x**, x(0) = 0. Dessa forma, néo

ha unicidade de curva ¢ solucdo com ¢(0) = 0.
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2.2 Solucoes Maximas

Proposicao 2.2. Seja f : U — R" continua definida em um aberto U < R™". Suponha que
para cada (ty, xp) € U, exista uma tinica solugao de (2.4), em um intervalo aberto I = I(t,, x).
Entdo, existe uma tinica solug¢ao ¢ = ¢(t, t,, x,) do problema de Cauchy, definida em um intervalo
maximal M(ty, x,) = (w-(ty, Xo), @, (o, X)), ou seja, toda solugao  do problema de Cauchy em um

intervalo I satisfaz I ¢ M(ty, x,) e p = ¢|;.

Demonstragao. Basta tomar M(ty, x,) = ul, onde I, é o intervalo de definicdo de alguma solucéo
¥ do problema de Cauchy x” = f(t,x), x(t,) = x. Defina ¢ : M(ty,x) — R" dada por
@(t) = Y(t) se t € I,. Veja que ¢ estd bem definida, ou seja, ndo depende da solucdo ¢
escolhida. De fato, seja 1} outra solucdo do problema de Cauchy local. Provaremos que o
conjunto C = {t € Iy n I | §(t) = (1)} é aberto e fechado. Como C # @ pois t, € C, entio
C = Iy nI;, ou seja, a solucdo lﬁ coincide com a solu¢do i nesta intersecgao, garantindo que ¢
estd bem definida. O conjunto C é fechado pois o seu complementar C* = {t € I, n I; | ¥(¢) #
J(t)} é aberto. Com efeito, ¢/ - rﬁ ¢ continua em Iy n I; pois ¥ e l} sdo continuas em seus
respectivos intervalos de definicdo. Dado t* € C¢, podemos supor, sem perda de generalidade,
que Y(t") - lﬁ(t*) > 0. Assim, existe € > 0 tal que (t) - lﬁ(t) > 0 paratodot € (" - et + €).
Dessa forma, (1" - ¢, t"+€) < C° onde t* é escolhido arbitrariamente em C°. Portanto C¢ é aberto
e, assim, C é fechado. Para verificarmos que C é aberto, basta ver que todo ¢’ em C pertence a

um intervalo aberto I(#’, /() n (I n I;) contido em C. O

Definicao 2.5. Chama-se solu¢ao maxima de x’ = f(t,x) a toda solu¢ao ¢ definida em um
intervalo I, denominado intervalo maximo de ¢, tal que se B é uma outra solu¢ao em um intervalo
Jcom] > 1eq@=p| entaol = ]J. Em outras palavras, ¢ é solucdo maxima se ndo admite extensao

que também é solucdo da equacao.

A Proposigao 2.2 mostra que se para cada ponto (f, %) a equacdo (2.3) tem uma Unica

solucdo local entdo também tem uma unica solugdo maxima por (%, xo).

Teorema 2.2. Seja f : U —> R" uma fungdo continua definida em um aberto U < R'",

localmente lipschitziana relativamente a segunda variavel. Se ¢ é uma solugdo maxima tinica de

(2.3) definida em (w_, w,), entdo a aplicacao dada por g(t) = (t, ¢(t)) é tal que lim g(t) € oU, ou
t—w.

seja, para todo compacto K c U, existe uma vizinhang¢a V de w, tal que g(t) ¢ K parat e V.

Demonstragao. Seja K ¢ U um compacto e t, uma sequéncia que converge para o,. Suponha

que g(t,) € K. Seja t; uma subsequéncia de t, tal que g(t)) é convergente, ou seja, tlim g(t) =
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(ws, %) € K. Para (ty, xy) = (w,,x;) considere B = B(f;) x Bs(x;) dado na demonstragio do
Teorema 2.1 onde € = min{J, /M} para M > sup [f|. Seja V' = B;(l) x Bess(x). Para todo
(t1, x1) € V, existe uma solucao definida em Iel(tj com €; = €/2 (pelo Teorema 2.1). Tomando
t; = t/ para n suficientemente grande de modo que g(/) € V temos que ¢ pode ser prolongada

até t/ + €/2 > ty = w,, 0 que é uma contradi¢do. De modo analogo, procede-se para «-. O]

O Teorema 2.2 diz que quando ¢ se aproxima do bordo do intervalo maximal entdo o grafico
da curva solugio ¢ se aproxima do bordo de U, porém, nédo é garantido que exista o limite da
solucdo maxima ¢ quando t — w,, mesmo que @, seja finito. Agora, se f ¢é limitada em U e

se w, é finito, entdo o limite existe.

2.3 Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais

Nesta secao consideramos equagdes diferenciais que independem de ¢ dadas por
x' = X(x) (2.5)

onde X : A — R" é de classe C" em um aberto A ¢ R" com 1 < r < oo. A aplicacdo X
¢ chamada de campo vetorial de classe C". As solucdes da equacdo (2.5), isto é, as aplicacdes

diferenciaveis ¢ : I — A, definidas em um intervalo da reta, tais que

¢'(t) = X(o(t) (2.6)

para todo t € I, sdo chamadas trajetorias da equacido (2.5) ou curvas integrais de X.

Definicao 2.6. Um ponto x € A é chamado ponto singular de X se X(x) = 0 e ponto regular de
X se X(x) # 0.

Proposicao 2.3. Um ponto x é singular de X se, e somente se, a curva constante dada por ¢(t) = x

é solugao da equacgao (2.5) para t € (-0, +09).

Demonstragao. Suponha que x seja ponto singular de X. Como ¢(t) = x é tal que ¢'(t) = 0
e X(¢(t)) = X(x) = 0, para todo t € (-o00,+0), entdo a curva ¢ é solu¢do da equagio (2.5).
Reciprocamente, se a curva ¢ dada por ¢(t) = x, para todo t € (-o0, +0), é solugio da equagao

(2.5), entdo X(x) = X(¢(t)) = ¢’(t) = 0 e isto implica que x é ponto singular de X. ]
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Uma trajetéria ¢ : I —> A da equacdo (2.5) chama-se mdxima se para toda trajetoria
Y ] — Atalquel c Je ¢ = | entdo I = J e consequentemente ¢ = 1. O intervalo I é
chamado de intervalo maximo. Geometricamente, é facil ver que ¢ é uma trajetoria da equagao

(2.5) se, e somente se, o seu vetor velocidade ¢’ em ¢ coincide com o valor do campo X em ¢(t).
¢'(t) = X(o(t)

Figura 2.2: Trajetoria do campo de vetores.

Uma equacio diferencial do tipo (2.5) é chamada auténoma. Para coloca-la no contexto da
equacao (2.3), definimos f : U — R" por f(t, x) = X(x) onde U = R x A. Por outro lado, toda
equacido nio auténoma x’ = f(t,x) em U < R'™", pode ser considerada como uma equacio
autonoma z’ = F(z) em U onde z = (s,x) e F(z) = (1,f(z)). Existe uma correspondéncia
biunivoca entre as solu¢des da equagdo ndo auténoma x” = f(t, x) e as solucdes da equagao

auténoma associada z’ = F(z).

Teorema 2.3. Para cada x € A existe um intervalo aberto I, onde esta definida a tinica solugdo
maxima @, de (2.5) tal que ¢,(0) = x. Sey = ¢(t) et € I entdol, =L -t ={r-t: re€lL}e
@y(s) = x(t + s) para todo s € I,. O conjunto D = {(t,x) : x € A,t € L.} é aberto em R"" e a

aplicacdo ¢ : D —> R" dada por ¢(t, x) = @.(t) € de classe C".

A aplicagdo ¢ : D —> A chama-se fluxo gerado pelo campo X. Note que ¢(0,x) = x e
ot + s,x) = ¢(t, ¢(s, x)). Se I, = R para todo x, o fluxo gerado por X é um fluxo de classe
C" em A. Entretanto, muitas vezes I, # R. Por este motivo o fluxo gerado por X é chamado

frequentemente de fluxo local.

Corolario 2.1. Seja X um campo vetorial de classe C" em A ¢ R" comr > 1. Sex € A e
L = (w-(x), w.(x)) é tal que w,(x) < +oo (respectivamente w_(x) > —oo) entdo ¢.(t) tende a
A quando t — w.(x) (respectivamente t — w_(x)), isto é, para todo compacto K < A existe
€ = €(K) > 0 tal que se t € [w.(x) — €, w.(x)] (respectivamente t € [w_(x), w_(x) + €]) entdo

px(t) ¢ K.
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Demonstragao. Suponha que exista um compacto K ¢ A e uma sequéncia t, — w,(x) < +oo
tal que ¢.(t,) € K para todo n. Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor
que ¢(t,) converge a um ponto xy € K. Sejam b > 0 e @ > 0 tais que B, x I, ¢ D, onde
By={y€eR": |y-x| <b}cAel, = {t €R : |t| < a}. Pelo Teorema (2.3), D é aberto.
Ainda, ¢,(t, + s) esta definido para s < a e coincide com ¢,(s) para n suficientemente grande,

onde y = ¢,(t,). Mas entdo t, + s > w,(x), o que é uma contradicao. O
Corolario 2.2. Se A = R" e|X(x)| < ¢ para todo x € R" entdo I, = R para todo x € R".

Demonstragdao. Suponha que w,(x) < +oo para algum x € R". Como |x — ¢,(t)| < ct < cw.(x),
resulta que para todo x € [0, w,(x)), ¢.(t) esta na bola fechada de centro x e raio cw,(x), o que
contradiz o Corolario (2.1). Logo w,(x) = +co para todo x € R". Do mesmo modo prova-se que

w_(x) = —co para todo x € R™. [

Corolario 2.3. Se ¢ é uma solugdo de (2.5) definida no intervalo maximo I e ¢(t,) = ¢(t;) para

t # tentaol =R e @(t + c) = ¢(t) para todot € R, onde ¢ = t, — 1. Isto €, ¢ é periddica.

Demonstragao. Definindo ¢ : [, t, + ¢c] —> R" por ¢/(t) = ¢(t - ¢), tem-se ¥'(t) = ¢'(t - ¢) =
X(p(t - c)) = X(¢¥(2)) e Y(t:) = ¢(t;) = ¢(1,). Pela unicidade de solucdes, tem-se [t,, t, + c] < I
e p(t) = o(t + c) se t € [t, t,]. Prosseguindo assim, obtemos I = R e ¢(t + ¢) = ¢(t) para todo
teR. O

O conjunto y, = {§(t,p) : t € L}, isto é, a imagem da trajetoria de X pelo ponto p,
chama-se 6rbita de X pelo ponto p. Observe que q € y, < ¥, = y,. De fato, se g € y, entdo
q=¢(t,p), p(t,q) = P(t + t,p) e I, - t; = I,. Agora, se y, = y,, como q € y,, entdo q € y,. Em
outros termos, duas 6rbitas de X ou coincidem ou sdo disjuntas. Isto é, A fica decomposto em
uma unido disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada curva ser: (i) imagem biunivoca
de um intervalo de R; (ii) um ponto; (iii) difeomorfa a um circulo. No caso em que p = y,, a
orbita chama-se ponto singular. No caso em que é difeomorfa a um circulo, a érbita chama-se

fechada ou periddica.

Teorema 2.4. Se ¢ é uma solu¢ao maxima de (2.5) em I entdo ocorre uma unica das seguintes
alternativas: (i) ¢ € injetiva; (ii) I = R e ¢ é constante; (iii) [ = R e ¢ € periddica, isto é, existe

7 > 0 tal que ¢(t + 7) = @(t) para todo t € R e p(t;) # ¢(t,) se|t; — t| < 7.

Demonstragdao. Se ¢ nio é injetiva, ¢(t;) = ¢(t,) para t; # t,. Pelo Corolario (2.3),I = Re
o(t+c)=¢(t)paratodot € Rec=t,—t; # 0. O conjunto C = {c € R : ¢(t+c) = ¢(t),Vt € I}
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¢ um subgrupo aditivo fechado de R. De fato, se ¢,d € C entdo c+d, —c € C pois ¢(t + c+ d) =
o(t+c) = @(t) e p(t - c) = p(t — ¢+ c) = ¢(t) e, portanto, C é um subgrupo aditivo de R. Por
outro lado, se ¢, € C e ¢, — ¢ temos que ¢ € C pois ¢(t + ¢) = ¢(t + lim c,) = (lim(¢ + ¢,)) =
lim ¢(t + ¢,) = lim ¢(#) = ¢(t). Pelo Lema, todo subgrupo aditivo C de R ou é descrito na forma
1Z, 1t > 0, 0u C é denso em R. Como C # @ e é fechado, segue que C = Rou C = 7Z, 7 > 0.

Cada uma dessas alternativas correspondem, respectivamente, a (ii) e (iii). 0

O conjunto aberto A munido da decomposicdo em orbitas de X, chama-se retrato de fase
de X. As orbitas sdo orientadas nos sentidos das trajetorias do campo X e os pontos singulares
sdo munidos da orientagao trivial. O sentido positivo de percurso sera indicado por meio de

setas nas figuras.
Exemplo 2.4. Sistemas bidimensionais simples.

Considere o sistema de equacgdes diferenciais ordinarias

/
xl = 41X + dipXxy

/
X, a1 X1 + AxaXo
com a; € Rparai,j=1,2e a;ax - azaiz # 0. Escrevendo na forma matricial para simplificar

notacdes temos

a4
x' =Ax, A= , detA #0, 2.7)

axy a4

onde x = (x;, x,) € R%.

A condicdo det A # 0 garante que a origem (0, 0) € o Uinico ponto singular do campo X(x) =
Ax. Neste caso, o sistema é chamado de simples. A fungéo ¢ = 0 identicamente nula é solugao
do sistema. O polindmio caracteristico da matriz A é 1> - (trA)A + det A sendo trA = a;; + ay,
o traco da matriz A. Os autovalores A; e A,, que sdo as raizes do polindmio caracteristico, sdo

dados por

%S \/(trA)z -4detA

Ai
2

e assim temos trés casos a considerar: os autovalores (nfio nulos) sio reais e distintos [(trA)? >
4 det A], os autovalores sio complexos conjugados [(trA)? < 4 det A] e os autovalores sdo reais

e iguais [(trA)? = 4det A]. Vamos a analise de cada caso.
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« Caso 1. Os autovalores sio reais e distintos: (trA)? — 4det A > 0.

Sabemos, conforme (BOLDRINI et al., 1986), que existe uma base B = {v;, v,} de R?, formada

por autovetores de A, de tal forma que

em que [A]z = P'AP para alguma matriz P invertivel. Usando a mudanca de coordena-
das x = Py, a equagdo x’ = Ax torna-se y' = [A]zy, onde x = (x,x) ey = (1, I2)
Este novo sistema tem a vantagem de estar desacoplado. Assim, suas Orbitas serdo dadas por
Youy = {9(t, y1, ) : t € R} onde @(t, y1,¥2) = (€M, y,e*'). Para retornar a variavel origi-
nal basta considerar y = P"'x, ou seja, (y1, yz)T = P}(xy, x,)T. Sejam E, e E, os eixos gerados
pelos autovetores v; e v, respectivamente. Os autovalores podem ter o mesmo sinal ou sinais

contrarios.
(i) N6 atrator: A, < A; < 0.

E facil notar que ¢(t, y1, ¥,) — (0,0) quando t — +oo para quaisquer (y;, y,) € R?, exceto para
a origem (0, 0), que permanece fixa. Quando t — —oo as trajetorias ficam ilimitadas. Se y; # 0,

a reta tangente a Orbita tende a linha E; quando t — +o0. De fato, basta ver que

Aot
Y€ Yo et
yiett oy

— 0 quando t — +oo,

jaque A, - A; < 0. Se y; = 0 as Orbitas sdo semirretas de E, e se y, = 0 as Orbitas sdo semirretas
de E;. O retrato de fase, considerado na variavel original x (y = P"'x), é mostrado na Figura
2.3. As setas nas Orbitas indicam o sentido do percurso com t crescente. Lembre que o termo

oOrbita é usado para a imagem de uma trajetoria e ndo para o grafico desta trajetoria.
(ii) NO repulsor: 0 < A; < A,.

A anélise é similar a anterior, porém ¢(t) — 0 quando t — —oo e as trajetdrias sdo ilimitadas
quando t — +oo. No retrato de fase, considerado na variavel original x (y = P"'x), mostrado

na Figura 2.4, as setas nas oOrbitas tém orientacao trocadas.

(iii) Sela: A; <0 < A,.
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\ﬁ

4
7

Figura 2.3: Singularidade do tipo n6 atrator.

Figura 2.4: Singularidade do tipo n6 repulsor.

As orbitas que passam por pontos de E; quando y, = 0 (respectivamente E, quando y; =
0) permanecem nesta linha e tendem a (0,0) quando t — +oo (respectivamente ¢t — -o0).
Se y1, 3, # 0 as trajetdrias ficam ilimitadas quando ¢+ — +o0. A componente segundo E,
(respectivamente E,) tende a (0, 0) (respectivamente ilimitada) quando t — +co. A componente
segundo E, (respectivamente E;) tende a (0, 0) (respectivamente ilimitada) quando t — —o0. O

retrato de fase, considerado na variavel original x (y = P~'x), é mostrado na Figura 2.5.
« Caso 2. Os autovalores sdo complexos conjugados: (trA)? — 4det A < 0.

Sejam A, = a + if e A, = a - if. Nesse caso, sabemos, conforme (BOLDRINI et al., 1986), que
existe um vetor u + iv de C* tal que A(u + iv) = (@ + if)(u + iv) e, além disso, B = {u, v} é uma
base de R? tal que
a -p
[Als = :
B«
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Figura 2.5: Singularidade do tipo sela.

onde @ e f sdo as partes real e imaginaria, respectivamente, dos autovalores de A. Da mesma
forma como feito no caso 1, consideramos x = Py para alguma matriz P invertivel, e o sistema
(2.7) pode ser escrito como y’ = [A]zy onde y = (y1,)2). Usando coordenadas polares da

mudanga y; = rcos 6, y, = rsin 0, reescrevemos o sistema y’ = [A]zy como

0/

Il
e

cuja solucdo é dada por r(t) = rpe*, 0(t) = 6, + ft. Assim, suas Orbitas serdo dadas por

Yoy = 19(t y1,32) + t € R} onde §(t, y1,y,) = e*'(y; cos ft — y, sin fit, y, cos ft + y, sin ft).

Para retornar a variavel original basta considerar y = P"'x, ou seja, (y;, yz)T = P Y(x, x;)T.
(i) Centro: a = 0.

Todas as Orbitas sao elipses, exceto a 6rbita dada pela trajetoria nula. Basta ver que ¢(t, y1, y2) =
(y1 cos Bt — y, sin Bt, y, cos ft + y; sin ft). O retrato de fase, considerado na variavel original x

(y = P'x) com f > 0, é mostrado na Figura 2.6.
(ii) Foco atrator: a < 0.

Todas as Orbitas, exceto a dada pela trajetéria nula, tendem a (0,0) quando t — +oo, espi-
ralando em torno de (0,0). Basta observar que, nas coordenadas polares, r(t) — 0 quando
t — +o00 e f(t) — +oo para f§ > 0 quando t — +oo. O retrato de fase, considerado na variavel

original x (y = P"'x) com 8 > 0, é mostrado na Figura 2.7.
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Figura 2.6: Singularidade do tipo centro.

Figura 2.7: Singularidade do tipo foco atrator.
(iii) Foco repulsor: a > 0.

Todas as Orbitas, exceto a dada pela trajetoria nula, tendem a (0,0) quando t — —oo, espi-
ralando em torno de (0,0). Basta observar que, nas coordenadas polares, r(t) — 0 quando
t — —oo e f(t) — —oo para f§ > 0 quando t — —oco. O retrato de fase, considerado na variavel

original x (y = P"'x) com f§ > 0, é mostrado na Figura 2.8.
« Caso 3. Os autovalores so reais e iguais: (trA)* - 4det A = 0.

Seja A o autovalor de A. Distinguimos dois casos: o primeiro quando a multiplicidade ge-
ométrica de A for dois, ou seja, o nucleo de A - AI é bidimensional, e o segundo quando a

multiplicidade geométrica de A for um, ou seja, o nicleo de A — AI é unidimensional.

(i) N6 improprio atrator com Nu(A - AI) bidimensional: A < 0.
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Figura 2.8: Singularidade do tipo foco repulsor.

Nesse caso, podemos encontrar uma base B = {v;, v,} de R?* formada por autovetores de tal

forma que

em que [A]p = P'AP para alguma matriz P invertivel. Usando a mudanca de coordenadas
x = Py, a equacdo x” = Ax torna-se y’ = [A]zy, onde x = (x1,x2) € y = ()1, y»). Assim, suas
orbitas serdo dadas por ¥y, ,,) = {$(t, y1,12) : £ € R} onde ¢(t, v, y») = (y€™, yre') com A < 0.
Para retornar a variavel original basta considerar y = P 'x, ou seja, (y1,y,)" = P !(x;, x2)".
Todas as oOrbitas, exceto a dada pela trajetoria nula, sdo semirretas cujas trajetorias tendem a
(0,0) quando t — +co. Quando t — —oo as trajetorias ficam ilimitadas. O retrato de fase,

considerado na variavel original x (y = P~'x), é mostrado na Figura 2.9.

Z0

=

Figura 2.9: Singularidade do tipo né improprio atrator radial.
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(ii) N6 improprio repulsor com Nu(A - AI) bidimensional: A > 0.

De modo analogo ao caso anterior, as orbitas serdo dadas por yy,,,) = {¢(t,y1,)2) + t € R}
onde ¢(t, y1,y2) = (y1€", y,e*) com A > 0. Para retornar a variavel original basta considerar
y = P'x, ou seja, (y1, y2)" = P'(xy, x;)". Todas as érbitas, exceto a dada pela trajetéria nula,
sdo semirretas cujas trajetorias tendem a (0, 0) quando ¢t — —oo. Quando t — +oo as trajetorias
ficam ilimitadas. O retrato de fase, considerado na variavel original x (y = P'x), é mostrado

na Figura 2.10.

Z

Figura 2.10: Singularidade do tipo né improprio repulsor radial.

(iii) N6 improprio atrator com Nu(A - AI) unidimensional: A > 0.

Nesse caso, podemos encontrar uma base B = {u, v} de R?* formada por vetores obtidos a

partir de Au = Aue Av = u + Av, de tal forma que

em que [A]z = P'AP para alguma matriz P invertivel. Usando a mudanga de coordenadas
x = Py, a equacdo x’ = Ax torna-se y’ = [A]zy, onde x = (x1,x2) € y = (1, y2). Assim, suas
orbitas serdo dadas por yy,,,) = {¢(£,y1,¥2) : t € R} onde @(¢, y1,y2) = (31 + y2t)e™, yne™)
com A < 0. Para retornar a variavel original basta considerar y = P!x, ou seja, (1, y2)’ =
PY(x;, x2)". Todas as orbitas, exceto a dada pela trajetoria nula, possuem trajetérias que ten-
dem a (0,0) quando t — +o0. Quando t — —oo as trajetdrias ficam ilimitadas. O retrato de

fase, considerado na variavel original x (y = P"'x), é mostrado na Figura 2.11.
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Figura 2.11: Singularidade do tipo né improprio atrator.
(iv) N6 improprio repulsor com Nu(A - AI) unidimensional: A < 0.

De modo analogo ao caso anterior, as orbitas serdo dadas por yy, ,,) = {¢(t, y1,)2) : t € R}
onde ¢(t,y1,y5) = () + yat)eM, y,eM) com A > 0. Para retornar a variavel original basta
considerar y = P'x, ou seja, (yl,yz)T = P'(x;,x,)T. Todas as 6rbitas, exceto a dada pela
trajetoria nula, possuem trajetorias que tendem a (0,0) quando t — —oco. Quando t — +oo as
trajetorias ficam ilimitadas. O retrato de fase, considerado na variavel original x (y = P™'x), é

mostrado na Figura 2.12.

Figura 2.12: Singularidade do tipo né impréprio repulsor.
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Capitulo 3

Epidemiologia e Modelagem

Epidemiologia, cujo significado etimologico deriva do grego epi - sobre, demo - populacéo
e logos - estudo, é definida, segundo a Organizacdo Mundial da Satude, (OMS), como sendo o
estudo da distribuicao e determinantes de estados ou eventos relacionados a saude (particu-
larmente doencas) e a aplicacdo desses estudos ao controle de doencas e outros problemas de
saude. Tendo como principio basico o entendimento de que a disseminacédo de doencas entre as
pessoas nao se da ao acaso, a epidemiologia, aliada a outras areas do conhecimento, tais como:
Matematica, Ciéncias Biologicas e Ciéncias Sociais, tem como ramos de atuacdo (PEREIRA,

2001):

+ Ensino e pesquisa em satde;

Descri¢do das condi¢des de satde da populacio;

Investigacdo dos fatores determinantes da situacdo de saude;

Avaliacao do impacto das a¢des implementadas;

Para que percebamos a importancia da epidemiologia na atualidade, estudaremos neste
capitulo um pouco do contexto historico dessa ciéncia, sua relacdo com a matemaética e alguns

dos principais pontos sobre modelagem.

3.1 Contexto Historico da Epidemiologia

Para que a humanidade alcancasse o status de evolu¢do percebido nos dias de hoje, foram

necessarios diversos catalizadores ao longo da histéria. Embora citamos guerras, impérios e
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crencas como pilares dessa mudancga evolutiva, ndo podemos esquecer da importante contri-
buigdo das grandes epidemias ou pandemias nessa marcha, pois as tensdes geradas sobre a
populacdo motivaram estudos e agdes para preservacio da vida.

Os primeiros registros de um surto epidémico datam do verao de 430 a.C. na cidade de Ate-
nas, berco da civilizacdo grega, relatados pelo historiador Tucidides (460a.C. - 395a.C.) em sua
obra Historia da Guerra do Peloponeso. A Peste de Atenas, como ficou conhecida, ocasionou,
segundo os proprios relatos de Tucidides, um quadro de desespero nos atenienses, gerando
grandes confusdes de cunho religioso, pois 0 modo de pensar da época sugeria que o acometi-
mento das enfermidades pela populacdo era na verdade uma punicdo dos deuses em retaliagao
a Guerra do Peloponeso. Contrariando essa crenca vigente, o médico grego Hipdcrates (460a.C.
- 370a.C.), através de suas observacdes sobre o processo de adoecimento dos individuos, rela-
tadas nas obras Tratado dos ares, das aguas e dos lugares e Tratado do prognéstico e aforismos,
afastou-se das teorias envolvendo o sobrenatural e introduziu o conceito de que fatores ambi-
entais influenciavam na causa de doencas. Esse método de estudo marcou o inicio formal da
epidemiologia e de todas as contribuicdes que dela surgiram (SOUZA GOMES, 2015).

No decorrer dos séculos seguintes varias epidemias e também pandemias assolaram a hu-
manidade, dentre as quais podemos destacar: a Peste Negra que nos anos 1347 a 1351 vitimou
cerca de um quarto da populacdo europeia; a Epidemia de Variola que reduziu o povo Asteca
em trés quartos de seu total no ano de 1520; a Grande Praga de Londres que matou cerca de
68 mil pessoas apenas no ano de 1665, (RAMON, 2011). Na segunda metade do século XIX,
a epidemiologia sofreu uma revolugio através dos estudos pioneiros do médico e sanitarista
britdnico John Snow (1813 - 1858) sobre a epidemia de cdlera em Londres nos anos 1849 a
1854. John Snow, que futuramente serd conhecido como “Pai da Epidemiologia", realizou um
trabalho extensivo e meticuloso de investigagao cientifica no qual pode concluir que o risco de
infeccdo por cdlera estava relacionado ao consumo de dgua proveniente de uma determinada
companhia, (BONITA; BEAGLEHOLE; KJELLSTROM, 2010).

A abordagem epidemiologica que compara os coeficientes (ou taxas) de doengas em subgru-
pos populacionais tornou-se uma pratica comum no final do século XIX e inicio do século XX.
A sua aplicacgdo foi inicialmente feita visando o controle de doencas transmissiveis e, posteri-
ormente, no estudo das relacdes entre condi¢des ou agentes ambientais e doencas especificas.
Na segunda metade do século XX, esses métodos foram aplicados para doengas cronicas nao

transmissiveis tais como doenca cardiaca e cancer, sobretudo nos paises industrializados. A
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partir da metade do século XX, o avango da computacio trouxe um beneficio imenso a epide-
miologia, uma vez que tornou-se mais simples e agil a tabulacido dos dados coletados, além da
maior disponibilidade de testes mais precisos em seus resultados. (BONITA; BEAGLEHOLE;
KJELLSTROM, 2010).

3.2 Epidemiologia Matematica

Com o avanco nos estudos gerados em torno da propagacdo de doengas sobre uma po-
pulacdo, muitos modelos de previsdo ou estimativa foram criados na tentativa de elucidar a
dinadmica de uma epidemia ou mesmo basear cientificamente ac¢des de prevencdo. Neste con-
texto nasce uma area da ciéncia denominada Epidemiologia Matematica, que propde modelos
que possam ajudar a tracar politicas de controle dessas doencas.

No ano de 1760, o matematico suico Daniel Bernoulli (1700-1782) publicou sua obra “Essai
d’une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite verole, et des advantages de I’inoculation
pour la prévenir” com o objetivo de influenciar politicas publicas de satide em sua época. Esse
trabalho foi o primeiro a utilizar ferramentas matematicas para tentar entender as dinamicas
de doencas infecciosas. Ja no ano de 1798, o economista britidnico Thomas Robert Malthus
(1766-1834) publicou o livro “Um ensaio sobre o principio da populag¢do na medida em que afeta
o melhoramento futuro da sociedade, com notas sobre as especulacoes de Mr. Godwin, M. Condor-
cet e outros escritores” que utilizava modelos matematicos como principio fundamental para a
hipotese de que as populagdes humanas crescem em progressao geométrica, além de estudar a
possibilidade de restringir esse crescimento de modo a salvaguardar os meios necessarios para
a sobrevivéncia humana.

No estudo sobre a dindmica de transmissdo da malaria, o médico britanico Ronald Ross
(1857-1932) sugeriu que devia existir um valor limiar de densidade de mosquitos, abaixo do
qual ocorreria a extin¢do da malaria. Este pode ter sido o prenuncio do Teorema do Limiar,
proposto em 1927 pelo bioquimico escocés William Ogilvy Kermack (1898-1970) e pelo mé-
dico escocés Anderson Gray McKendrick (1876-1943), em que ha uma densidade critica de
individuos suscetiveis e abaixo dela a introducdo de individuos infectados nao provoca uma
epidemia. A densidade limiar depende de fatores como infectividade, recuperagio da doenca

e taxa de mortalidade relativa a epidemia.
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Sendo assim, os modelos matematicos foram sendo desenvolvidos de modo a fornecer in-
formacoes a respeito de dois tipos de pardmetros epidemiologicos que sao de grande relevancia:
a forca de infeccdo e a razdo de reprodutibilidade basal. Sendo a forga de infec¢do representada
pela taxa de propagacéo da doenca, e a razdao de reprodutibilidade basal, comumente designada
por Ry, é definida, no caso de doencas infecciosas, como sendo o nimero de casos secundarios
que um caso primario é capaz de reproduzir em uma populacéo totalmente suscetivel. Nos es-
tudos realizados sobre esses pardmetros, puderam ser desenvolvidas importantes ferramentas
utilizadas e aprimoradas nos dias atuais de modo a facilitar a compreensao sobre o comporta-

mento de eventos epidémicos e proporcionar melhores solu¢des para controle e prevengao.

3.3 Conceitos Basicos de Epidemiologia Matematica

Dentre as inimeras doencas que podem acometer um ser humano, aquelas do tipo infec-
ciosa sdo umas das que mais demandam atencdo da epidemiologia. Sendo SARS-CoV-2, foco
deste trabalho, uma doenca altamente infecciosa, veremos alguns importantes conceitos rela-
cionados a esse topico para um melhor aproveitamento do estudo a seguir.

Denominamos como doenga infecciosa um distarbio de fung¢des organicas causado por um
agente infeccioso ou as suas toxinas através da transmissdo do mesmo ou seus produtos, do
reservatorio de uma pessoa ou animal infectado indiretamente, por meio de hospedeiro inter-
mediario vegetal ou animal, por meio de um vetor, ou através do meio ambiente inanimado.
Sendo o processo de transmissdo uma caracteristica relevante a condigdo de doenca infecciosa,

podemos classifica-lo da seguinte maneira:

« Horizontal: Quando a transmissao ocorre de um individuo para outro. O processo de

transmissao horizontal é subdivida em:

1. Transmissdo direta: ocorre a transferéncia do agente etioldgico, sem a interfe-

réncia de veiculos;

2. Transmissao direta imediata: é a transmissao direta em que ha um contato fisico

entre a fonte primaria de infec¢ao e o novo hospedeiro;

3. Transmissao direta mediata: é a transmissdo direta em que nédo ha contato fisico
entre a fonte primaria de infeccdo e o novo hospedeiro, ou seja, a transmissao se

faz por meio das secre¢des oronasais;
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4. Transmissao indireta: a transferéncia do agente etioldgico ocorre por meio de

veiculos animados ou inanimados;

+ Vertical: Quando a transmissao ocorre através da passagem do patéogeno da mae para

o bebé durante a gestagdo, nascimento ou na amamentacao.

Durante a anélise matematica dos modelos epidemioldgicos, alguns conceitos sao extre-

mamente importantes na construgao deste estudo. Definimos entao como:

+ Individuos infectados - (I): aqueles que contrairam o agente patogénico, tornando-se

automaticamente um transmissor de forma direta ou indireta;

« Individuos suscetiveis - (S): aqueles que podem ou néo contrair a doenca quando em

contato com individuos infectados;

+ Individuos removidos - (R): aqueles que ja foram imunizados, foram isolados ou fale-

ceram;

« Periodo Latente: periodo em que o individuo adquire a doenga, porém nao manifesta
sintomas, ou caracterizado pelo estagio inicial da replicacdo do agente infeccioso no

organismo hospedeiro;

+ Periodo de Incubacio: periodo entre a exposicdo ao agente infeccioso e a manifestacéo

dos sintomas.

+ Incidéncia: é a fragdo de um grupo que inicialmente nido possuia a doenca e que a
desenvolve em um determinado periodo de tempo. A incidéncia entdo se refere aos

novos casos da doenca que aparecem em uma populagio anteriormente sadia;

« Coeficiente de Incidéncia: razdo do numero de casos novos em relacdo ao total de

individuos expostos na unidade de tempo;

+ Prevaléncia: ¢ a fracdo de um grupo de pessoas que possuem uma determinada con-
dicao clinica em um dado periodo de tempo. A prevaléncia é obtida através de uma
populacido predefinida contendo pessoas sadias e com a condi¢cdo em questdo, em um

unico momento;

« Coeficiente de Prevaléncia: razio do ntimero de casos novos somados ao nimero de

casos antigos em relacgao ao total de individuos expostos na unidade de tempo;



CAriTULO 3. EPIDEMIOLOGIA E MODELAGEM 42

« Taxa de letalidade: caracterizado pela taxa de pessoas que morrem da doenca em re-

lacdo ao total de individuos que a contrairam;

« Vacinacao: manipulacio de drogas nos individuos suscetiveis com o objetivo de imuniza-

los contra a doenca;

3.4 Modelagem Matematica

O desenvolvimento das ciéncias através da histéria esta intimamente ligado a resolucéo
dos problemas diarios que a humanidade enfrentava, dessa forma, parte dos estudos se basea-
vam primeiramente na compreensao da situacdo-problema e somente depois nos métodos de
solugdo. A partir dessa relacdo compreensao-solucido desenvolveu-se os conceitos iniciais da

Modelagem Matematica que hoje é percebida de varias 6ticas, tais como:

Considero Modelagem Matematica como um processo que traduz ou que organiza si-
tuagoes problema provenientes do cotidiano ou de outras areas do conhecimento, tam-
bém dita situagao real, segundo a linguagem simbdlica da Matematica, fazendo apa-
recer um conjunto de modelos matematicos ou de relagcoes matematicas que procura
representar ou organizar a situagdo/problema proposta, com vistas a compreendé-la

ou soluciona-la. (CHAVES, 2014).

A Modelagem Matematica visa propor solugoes para problemas por meio de mode-
los matematicos. O modelo matematico, neste caso, é o que ‘da forma’ a solugdo
do problema e a Modelagem Matematica é a ‘atividade’ de busca por esta solugao.

(ALMEIDA; TORTOLA; MERLI, 2012).

A Modelagem Matematica é o processo que envolve a obtengdo de um modelo. Este,
sob certa otica, pode ser considerado um processo artistico, visto que, para se elaborar
um modelo, além de conhecimento de matematica, o modelador precisa ter uma dose
significativa de intuicdo e criatividade para interpretar o contexto, saber discernir que
contetido matematico melhor se adapta e também ter senso liidico para jogar com as

variaveis envolvidas. (BIEMBENGUT; HEIN, 2007).

Sendo a Modelagem Matematica uma importante ferramenta no processo de pesquisa, ana-
lise e solucdo dos mais variados tipos de problemas encontrados nos estudos cientificos, per-

cebemos que de certa forma a humanidade pode explorar e compreender melhor o ambiente
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em que vive, além de representar eventos cotidianos através de simbolos e modelos matemati-
cos. O foco deste trabalho sera a modelagem de uma doenca infecciosa e seu espalhamento na
populacdo mundial, mas a principio, um modelo matemético pode ser utilizado em qualquer
sistema biologico ou fisico.

Segundo (FARIAS, 2017), determinagdo do modelo matematico a ser utilizado parte do
agrupamento das informacdes relevantes ao objetivo especifico ou pertinentes a questao bi-
ologica estudada. Uma vez definido e formulado o modelo, inicia-se o processo investigativo

utilizando métodos matematicos para se estudar:

+ Como se comportam globalmente as solucdes do modelo proposto.

Se os dados disponiveis podem ser ajustados ou podem ser mudados para novos dados.

« Estimativas de pardmetros do modelo.

As interpretacdes numeéricas ou graficas, para se conhecer a importancia de cada para-

metro.

Convergéncia e pontos de estabilidade do modelo.

Apds a analise do modelo adotado, extrai-se dos resultados as interpretagdes necessarias
para o entendimento do sentido biolégico buscado, e a partir dai levanta-se questionamentos
sobre a viabilidade do modelo empregado a uma situacédo real. Logo, as variaveis e parame-
tros do modelo, por estarem relacionadas e representarem as propriedades do sistema, podem
ser mensuradas ou quantificadas. Segundo (BASSANEZI, 2002), podemos classificar modelos

matematicos em quatro grupos:

« Linear/N&o-linear: refere-se a independéncia linear entre as variaveis que compde o

modelo.

« Estatico/Dinamico: refere-se a alteragdes no estado do sistema ao longo do tempo. Ge-

ralmente, modelos dinAmicos empregam equacdes diferenciais.

«+ Continuo/Discreto: refere-se ao dinamismo da variavel tempo ou do estado do sistema

no modelo.

« Estocastico/Deterministico: refere-se a presenca ou nao de fatores aleatorios nas varia-

veis do modelo.
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Como a variabilidade dos componentes do sistema é um fator relevante no estudo dos
modelos matematicos, a teoria de equacdes diferenciais apresenta uma importante ferramenta

no desenvolvimento das analises e solucdes das situagdes-problema apresentadas.

A ferramenta utilizada como principal modelo matematico sdo as equagoes diferen-
ciais. Estes modelos suprem um papel muito importante em diversas areas, como por
exemplo em ciéncias naturais, incluindo ecologia, genética e epidemiologia. Eles sdo
de altissima utilidade para um melhor entendimento e organizagao para os dados
biologicos disponiveis, obtém a resposta para o comportamento, buscam otimizagdo e

estratégias de intervengdo, e fazem predigoes sobre o sistema. (SOTOMAYOR, 1979).

3.5 Modelos Matematicos Aplicados a Epidemiologia

Como visto anteriormente, a criagdo de modelos matematicos é embasada na premissa de
obter-se respostas para questionamentos relativos ao assunto abordado, de modo que para a
Epidemiologia seu foco esta na possibilidade de prever a quantidade de individuos infectados
e sua dissipacdo ao longo do tempo, permitindo assim melhores a¢des de prevencéo e controle.
Embora cada epidemia ja registrada na historia possua caracteristicas unicas, existem certos
aspectos referentes a sua transmissao que sdo similares entre elas. Tais semelhancas auxiliam
na construcio de modelos matematicos, pois permitem elaborar hipoteses mais objetivas, uma
vez que ja se conhece o comportamento do contagio. A elaboracao da hipotese a ser abordada

pelos modelos propostos parte de alguns questionamentos, tais como:

« Em dado instante t, podemos determinar o nimero de individuos infectados I(t), indi-

viduos suscetiveis S(t) e individuos removidos R(t)?

+ Qual o tempo médio entre a infeccdo e a transmissdo do agente infeccioso por um indi-

viduo?

« As variagdes naturais da populacio, tais como nascimentos ou 6bitos, influenciam dire-

tamente na dinamica de contagio?

+ Os individuos recuperados ficam permanentemente imunizados?

Outro importante parametro a se considerar é a razio de reprodutibilidade basal R,, que

é definida, no caso de doengas infecciosas, como sendo o numero de casos secundarios que
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um caso primario é capaz de produzir em uma populacdo totalmente suscetivel. Para o caso
R, < 1 significa que o contagio diminui sobre a populacéo, se R, > 1 entdo a epidemia alastra-
se e se Ry = 1 entdo a doenga permanece no meio, porém de forma controlada. O efeito da
introducdo de uma vacina¢do em uma comunidade é justamente a diminuicdo da razdo de
reprodutibilidade basal, levando, eventualmente, a erradicacio da doenca.

Para estudar alguns dos principais modelos matematicos utilizados na Epidemiologia, con-
sideremos a seguinte hip6tese: Em um dado momento ¢ a populacao N pode ser compartimen-
talizada em classes, tais como Imunes (M), Suscetiveis (S), Infectados (I) e Removidos (R), de

modoque N=M+S+1+R

3.5.1 Modelo SI (Suscetivel - Infectado)

O modelo SI descreve, de forma simplificada, a dindmica da populacdo subdivida em dois
grupos, os suscetiveis e os infectados. Neste modelo considera-se que ap6s a infecc¢éo, o indi-
viduo néo obtera a cura, de modo que permanecera infectado ao longo da vida. Sendo assim,

consideremos as seguintes hipoteses:

1. A populacido N permanece constante: N = S(t) + I(t)

2. Todos os membros que contrairem a doenca, tornam-se transmissores, ou seja, nenhuma

fator leva a retirada de membros, seja por morte, isolamento ou imunidade.

Para analisar a variacdo do nimero de individuos infectados consideremos que a trans-
missdo da doenca acontece por contato entre suscetiveis e doentes, de modo que esse valor é
proporcional ao produto S por I. Tomando I, como a quantidade de membros infectados no

instante t = 0, propomos o seguinte Problema de Cauchy:

I' = aSI
(3.1)
1(0) = L,
onde a > 0 é a taxa de propagacdo da doenca. Substituindo S = N - I em (3.1), temos:
I =al(N-1)
(3.2)

10) = &
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Assim, separando as variaveis e aplicando integracao em (3.2), temos:

/%=a/dt.

Aplicando a teoria de integragao e realizando algumas manipulacdes, podemos verificar

que:

B NI
" L+ (N - L)eNeat

(1)

¢ a solucdo da equacdo que descreve a variacdo da quantidade de membros infectados em uma
populacéo.

Fazendo com que t — oo teremos I(t) — N, ou seja, com o passar do tempo toda a
populacio estara infectada, independente da quantidade inicial. Portanto o modelo SI nao
contempla a realidade de uma epidemia, pois mesmo nos piores casos registrados na historia

uma populacdo nunca foi totalmente infectada, (LIMA, ]J.; LIMA, J. I. d. et al.,, 2018).

3.5.2 Modelo SIS (Suscetivel - Infectado - Suscetivel)

O modelo SIS descreve a dinamica da populacdo subdividida em trés estagios: suscetiveis,
infectados e suscetiveis, ou seja, o individuo suscetivel torna-se infectado e apds a recupera-
¢do volta ao estagio de suscetivel, ndo tendo portanto adquirido a imunidade. Esse modelo é
apropriado para o estudo de doengas cuja recuperagao nao torna o individuo imune, tais como:
sifilis, gonorreia ou malaria.

Considere:

1. A populacido N permanece constante: N = S(t) + I(t);

2. Como a transmissao se da pelo contato entre suscetiveis e infectados, seja @ a taxa de
transmissao da doenca de modo que a variacdo de individuos suscetiveis em relacdo ao

tempo pode ser modelada por aSI;

3. A variacdo dos individuos infectados com relacdo ao tempo é proporcional ao préprio
numero de infectados, e seu retorno a etapa de suscetiveis ¢ modelada por fI, onde f é

a taxa de recuperacdo da doenca;
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A dindmica de uma doenca com essas caracteristicas pode ser descrita pelo sistema de

equacdes diferenciais (LUIZ, 2012):

S’ = -aSI+ Bl
(3.3)

I' =aSI-pI
onde «, f > 0, e com condicdes iniciais I(0) = I e S(0) = Sy = N - L.
Seja Ry = aS/p a razdo de reprodutibilidade basal, 1/8 o tempo médio que um individuo
permanece infectado e @S a taxa de propagacdo da doenca provocada pela introducio de um
individuo infectado numa populacao de suscetiveis.

Observe:

« SeRy>1el+0,entdo’ >0e S < 0. Ou seja, a epidemia alastra-se;
«SeRy<lel#0,entdol’ <0e S >0.Ouseja, o contagio diminui;

« Sel = 0, entdio N = S. Ou seja, toda a populagio é saudavel e portanto ndo existe

infeccéo;

Verificamos também que os pontos de equilibrio do sistema sdo (S,I) = (f/a,N - f/a) e

(S,I) = (N, 0). Note que -S" = I’ = aI(S - p/a), de onde concluimos que:
« Sel=00uS=p/a,entdo S’ = I’ = 0 e, portanto, ndo ha epidemia;

«+Sel #0eS > plaousS < f/a, entdo o ponto (S,I) — (B/a, N - p/a) sobre a reta
S = N - I. Neste caso o ponto (fi/a, N — /) é assintoticamente estavel, o que significa

que a epidemia estabiliza-se neste ponto.

O ponto de equilibrio (S, I) = (N, 0) é instavel, pois as solu¢des néo constantes se afastam

deste ponto. Assim, se I # 0, por menor que seja, entdo a doencga se espalha.

3.5.3 Modelo SIR (Suscetivel - Infectado - Removido)

O modelo epidemiologico SIR, proposto por Kermack e McKendrick em 1927 posterior-
mente aprimorado por Isea. Longren em 2013, ¢ um dos modelos mais utilizados para repre-

sentacdo de doencas infecciosas, como por exemplo rubéola e sarampo. A suposigiao basica
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deste modelo é que um individuo pode passar sucessivamente pelos estagios de suscetivel,
infectado e removido.

Considerando que a populagdo N permanece constante, mesmo contando com os 6bitos
derivados da infeccdo, temos N = S(t) + I(t) + R(t). Levando-se em conta que a variacio da
populacio recuperada é proporcional a populacao infectada, o sistema de equacdes diferenciais

que descreve a dinamica desta epidemia é dado por (LUIZ, 2012):

S = -aSI
I = aSI- BI (3.4)
R =Bl

onde @ > 0 é o coeficiente de transmissdo que determina a taxa relativa as novas infec¢oes
que surgem como consequéncia do contato entre individuos suscetiveis e infectados, e f > 0
denota a taxa de recuperagao. As condicdes iniciais desse sistema sdo: R(0) = R, = 0, I(0) = I,
e S(0) =Sy = N - I.

Observe que S’ e I’ dependem apenas de S e de I. Neste caso:

F(S,I) = -aSI
(3.5)

G(S,I) = aSI - BI

Os pontos de equilibrio sdo P;(N, 0) e P,(0,0), porém como N é constante entdo basta ana-
lisar P;. Analisando as caracteristicas do traco e do determinante da matriz de coeficientes do

sistema linearizado, temos:

FS FI —al -aS
J= = (3.6)

Gs G al  aS-p

onde J é a matriz jacobiana relativa ao sistema (3.5).

O sistema linear que aproxima o sistema (3.4) na vizinhanca do ponto (N, 0) é:
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dlu 0 -aN u
- - 3.7
T (3.7)
v 0 aN-B || v
cuja matriz dos coeficientes é dada por:
0 -aN
A= . (3.8)
0 aN-p
Logo, o traco e o determinante sio:
tr(A)=aN->0
(3.9)

det(A) = 0.

Como tr(A) > 0, entdo 24 = tr(A) + \/ tr(A)? — 4det(A) > 0, onde A é um autovalor de A.
Sendo A > 0, entdo o ponto (N, 0) é instavel, ou seja, a0 menos uma solugao do sistema que
comeca proximo ao ponto (N, 0) se afasta dele.

Note que, de (3.4), no instante t = 0, tem-se:

dI >0, seS > g
Eh:o = 0.’50.[0 - ﬂ.l() . (310)
< 0,seS < b
(04
Assim, a taxa de reprodutibilidade basal R, = "‘75 indica, também neste modelo, se nao

ocorre epidemia, caso Ry < 1, ou a doenca se propaga, caso R, > 1.
O sistema (3.4) é um sistema nao-linear. Mas, uma vez que as duas primeiras equagdes s6

dependem de S e I, é possivel reduzi-las a uma tnica equacao:

dl. _aSI-pI

_= - 1. 3.11
dS -aSI al ( )

Resolvendo (3.11), temos:

I=-S+ ﬁln <S£) + C. (3.12)

a 0
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Aplicando as condicdes iniciais, determinamos a variavel C como C = N - g In(S,). Assim,

substituindo em (3.12), obtemos:

I=N—S+£ln<£>. (3.13)

a 0
Da equacio (3.13), tem-se que I — —co quando S — 0, e como I, > 0, existe pelo menos
um valor de S para o qual I = 0. Em outras palavras, uma epidemia acaba antes que toda a

populacao se infecte.

3.5.4 Modelo SIRS (Suscetivel - Infectado - Removido - Suscetivel)

O modelo epidemiolégico SIRS descreve a dinamica de uma populaciao onde seus indivi-
duos nao adquirem imunidade apos a recuperacio, passando assim do estagio de removidos
para novamente suscetiveis. Proposto em 1933 por Kermack e McKendrick, este modelo busca
descrever infec¢oes epidémicas, como por exemplo a gripe.

Consideraremos a populagio total N constante e que ndo ha dindmica vital, ou seja nao
ha variacOes na populacdo devido a nascimentos. Seja § a taxa de perda de imunidade. Entao,
como a perda de imunidade é proporcional ao nimero de individuos removidos, a modelagem
é dada por dR. Assim, o sistema de equacdes diferenciais que representa essa dindmica é da

forma (ROCHA, 2012):

S’ = -aSI + 6R
I' = aSI - BI (3.14)
R =BI-6R

onde a, f, 5 > 0e N = S(t) + I(t) + R(t). Com as condicdes iniciais R(0) = Ry = 0, I(0) = I, e
S(O) = S() = N —Io.
Note que, como R = N - S - [ e N é constante, as fungdes S’ e I’ dependem apenas de S e

1. Entao:

F(S,1) = —aSI + 6N - 8S - 81
(3.15)

G(S,I) = aSI - BI
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2(@N-p)

Os pontos de equilibrio obtidos sdo P; = (N,0) e P, = (g, i

), da qual segue matriz

jacobiana:

Fs F -al -6 -aS-6
J= - . (3.16)
GS G[ al aS - ﬁ

Analisando P; temos que o sistema linear que aproxima o sistema (3.14) na vizinhanca de

PléZ

dlu -0 —aN-6 || u
o = (3.17)
v 0 aN-B || v
do qual podemos obter os autovalores fazendo:
-6-4 -aN-§ ( _
0 - (aN+,B+5)21(aN ,8+5). (3.18)
0 aN - -7

Logo, os autovalores sdo A; = -5 e A, = aN - f.
Assim, A; < 0 < A,. Portanto, P; = (N, 0) é instavel do tipo cela.

Comparando agora a populacédo de suscetiveis com a populacdo de removidos, temos:

F(S,R) = -aSI + 6R
(3.19)

H(S,R) = BI - 6R

Como I = N - S - R, segue que:

F(S,R) = -aS(N -S-R)+6R
(3.20)

H(S,R) = B(N - S - R) - 5R

B (aN-p)
’ p+6

de onde obtemos os pontos de equilibrio P, = (N,0) e P, = (

R =

), além da matriz

jacobiana
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Fs Fp —aN +2aS+aR aS+ 6
J= = ) (3.21)

Hs Hg -p -p-6

Analisando P; temos que o sistema linear que aproxima o sistema (3.14) na vizinhanca de

Plél

dl ¢ aN aoaN+96 || u
o = (3.22)
v - -5 || v
cuja matriz dos coeficientes é dada por:
aN aN +§
A= . (3.23)
5 -0
O traco e o determinante sio:
tr(A)=aN-f-5>0
(3.24)

det(A) = -8(aN - ) < 0

Logo, P, = (N,0) é instavel, pois como tr(A) > 0 e det(A) < 0, entdo 24 = tr(A) +

\/ tr(A)? — 4det(A) > 0, onde A é um autovalor de A.

Assim, para todos os casos em que se tem (N, 0) como equilibrio ocorre a instabilidade, o
que significa que a doenca tende a permanecer endémica na populacio.

No capitulo a seguir veremos a aplicacdo de um dos modelos apresentados no estudo da
pandemia de coronavirus para buscar entender a dinamica de propaga¢do da doenca sobre a

populacao.
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Capitulo 4

Modelo Epidemiologico Aplicado a
COVID-19

A pandemia de COVID-19 é causada por um coronavirus denominado SARS-CoV-2. Os Co-
ronavirus (CoVs) sdo uma grande familia de virus, varios dos quais causam doencas respirato-
rias em humanos, desde o resfriado comum até doencas mais raras e graves, como a Sindrome
Respiratoria Aguda Grave (SARS) e a Sindrome respiratéria do Oriente Médio (MERS), ambas
com alta taxas de mortalidade e foram detectados pela primeira vez em 2003 e 2012, respectiva-
mente. Atualmente, a fonte zoonética do SARS-CoV-2, ou seja, virus transmitido regularmente
de animal para humano, é desconhecida. Os primeiros casos humanos de COVID-19, a doenca
coronavirus causada por SARS-CoV-2, foram relatados pela primeira vez na cidade de Wuhan,
China, em dezembro de 2019.

Assim que os primeiros casos da doenca foram relatados, a OMS iniciou investigacdes no
intuito de entender a epidemiologia de COVID-19, além da fonte original do surto. Uma grande
proporcéo dos casos iniciais tinham um link direto com o Mercado Atacadista de Frutos do Mar
de Huanan na cidade de Wuhan, pois muitos dos primeiros pacientes eram proprietarios de
barracas, funcionarios ou visitantes regulares desse mercado. Amostras ambientais retiradas
deste local em dezembro de 2019 testaram positivo para SARS-CoV-2, sugerindo ainda que o
mercado na cidade de Wuhan foi a fonte desse surto ou desempenhou um importante papel
na amplificagdo inicial do surto. O virus pode ter sido introduzido na populacdo humana a
partir de uma fonte animal infectada presente no mercado ou um ser humano infectado pode

ter espalhado virus a outros humanos ali presentes.
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Conforme declaragdo da OMS emitida em 30 de janeiro de 2020, haviam 7.834 casos con-
firmados de infec¢do por SARS-CoV-2, dos quais 170 pessoas ja haviam sido levadas a dbito.
Assim, uma missdo conjunta da OMS com o governo chinés foi convocada para informar o
planejamento das proximas etapas adotadas na resposta ao surto em curso de COVID-19. Os

principais objetivos foram:

« Melhorar a compreensio da evolucdo do surto da doenca na China e a natureza do im-

pacto das medidas de contencéo em curso;

« Compartilhar conhecimento sobre as a¢des de preparagao que estavam sendo implemen-

tadas em paises afetados ou em risco de importagdo da COVID-19;

 Gerar recomendacdes para ajustar as medidas internacionais de contengio e resposta a

epidemia;

« Estabelecer prioridades para um programa colaborativo de trabalho, pesquisa e desen-

volvimento focados em assuntos relativos a COVID-19;

No dia 11 de marco de 2020, a COVID-19 foi caracterizada pela Organizacdo Mundial da
Saude como uma pandemia, pois até aquela data, em 114 paises espalhavam-se os mais de 118

mil casos registrados, dos quais 4,2 mil pessoas perderam a vida.

4.1 Modelo e Metodologia

O modelo mais utilizado para doencas que se espalham rapidamente é o modelo SIR con-
vencional (SCHIMIT; MONTEIRO, s.d.). Tal modelo pode, sem perda de generalidade, ser
utilizado para descrever a disseminacéo de virus e pragas diversos em redes das mais variadas
topologias, por exemplo, ja que os processos de propagacdo, da doenca ou informacéo, sdo
muito parecidos (PACHI, 2006). Modelos que incluem uma variedade maior de parametros
também sdo utilizados, porém um excesso de parametros pode interferir nos resultados obti-
dos a longo prazo, deixando as equacdes diferenciais mais suscetiveis a pequenas mudangcas
nas condigdes iniciais (TELES, 2020).

Como nenhum modelo matematico pode incorporar todas as variaveis que podem influ-
enciar o comportamento da curva epidémica, o objetivo é trazer um retrato simplificado do

espalhamento da doenca com base em interacdes simples entre individuos suscetiveis. Assim,
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o modelo proposto visa realizar previsdes sobre o comportamento da epidemia no municipio de
Rondonépolis, Brasil, no decorrer de um intervalo de tempo, podendo, por exemplo, antecipar

o ponto critico da propagacio e amparar medidas de prevengao e controle.

4.1.1 Estimativa de Parametros

Conhecendo-se os dados sobre a epidemia é possivel estimar os pardametros envolvidos na
dinamica da doenca, nos permitindo assim aplicar o modelo proposto e analisar os resultados
de forma a amparar melhores decisdes a respeito da prevencao, controle e estratégia de imu-
nizacdo. Como visto anteriormente, no modelo SIR podemos utilizar o sistema de equacdes
diferenciais (3.4) para descrever a dindmica da epidemia estudada, porém, para tal utilizacao,

faz-se necessario estimar os parametros « e f do sistema. Assim:
« Taxa de recuperacio f;

Para estimar a taxa de recuperacédo, supomos que nao ha influxo na classe infectada e que
uma certa propor¢do de individuos (iy) esta nessa classe no tempo zero. Assim o PVI neste

caso é:

I'(t) = ~pI
(4.1)

100) = I,

I _ Bt
T—Cﬁ.

e portanto

A equacdo acima, para t = 0 descreve a proporcao de individuos que ainda estao infecta-
dos no tempo t. Logo, a propor¢do dos individuos nio infectados neste instante t é 1 — e .
Assim, considerando X a variavel que representa o tempo de permanéncia na classe infectada,

a funcao distribuicdo de X é:

1-eftt>0
P(X < 1) = (4.2)

0,t<0

Como a funcio densidade de probabilidade é dada por:
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Be Pt =0
f(t) = (4.3)

0,t<0

entdo o tempo médio gasto na classe infectada é dado pela média (valor esperado) de X equivale

a:

Mm:[mﬁmm (4.4)

(o]

ou seja,

ﬂm:/mwﬁw- (4.5)

Portanto, resolvendo a integracdo temos:

f=—— (4.6)
« Estimando R, e aS;

Para encontrarmos uma relag¢do para R, considerando o inicio da epidemia, temos a se-

guinte expressao:

I'() = (a - PI (4.7)

cuja a solucdo é expressa da seguinte forma:

1(t) = 1(0)el* P! (4.8)

Seja t; o tempo para que o nimero de infectados duplique, ou seja, I(t) = 21(0). Entéo:

In2
tg = 4.9
=7 (@9)
Assim, ap6s algumas simplificagdes, considerando Ry = %, obtemos:
In2
Ry=1+— (4.10)

Pta
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Portanto, partindo do crescimento inicial do numero de infectados, podemos obter uma

estimativa para R, e consequentemente para a5, pois:

S
Ry = % — aS = R, (4.11)

4.1.2 Epidemia de COVID-19 em Rondondpolis, Mato Grosso, Brasil

Na busca pelo melhor entendimento da dindmica da COVID-19 no municipio de Rondoné-
polis, foi feito o levantamento do nimero de casos confirmados de infeccdo por SARS-CoV-2
através dos boletins epidemiologicos emitidos diariamente pela Secretaria Municipal de Satde.
Embora o primeiro caso confirmado pela institui¢do tenha sido em 17 de marco de 2020, os bo-
letins epidemiologicos comecaram a ser emitidos em 14 de maio de 2020, cinquenta e oito dias
depois. Sabendo, através do censo realizado pelo IBGE - Instituto Brasileiro de Geografia e Es-
tatistica em 2019, que a populacio rondonopolitana tem aproximadamente 235 mil habitantes,
N, realizou-se o calculo do parametro R, com variacdo diaria, durante o periodo de 120 dias.
De acordo com a Organiza¢do Mundial da Saude, o tempo de infeccdo por SARS-CoV-2, E(X),
dura em média 14 dias, sendo recomendado assim um isolamento social por esse periodo.

Para o calculo de R,, conforme (4.10), precisamos do parametro f e do tempo de duplicacio

do nimero de casos, que podemos observar conforme Tabela 1:

Dias apos primeiro contagio | Numero de Infectados | t;: dias para duplicacio
58 28 Nao obtido
62 55 05
73 110 11
84 246 11
91 522 07
113 1065 22

Tabela 4.1: Quantidade de infectados e tempo de duplicagio em Rondonépolis. Fonte: Proprio autor.

Verifica-se assim, através de média aritmética, que t; é aproximadamente 11 dias e que,
por (4.6), f = {,. Portanto, por (4.10), Ry ~ 1,8821 e, por (4.11), aS = 0,1344. De posse dos

parametros necessarios, temos as seguintes equagoes:

S’ =-0,13441; I’ = 0,13441 - 0,0714I = 0,0631; R’ = 0,0714] (4.12)
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Aplicando a condicéo inicial, I, = 1, em (4.12), podemos verificar a evolucdo do modelo,

conforme Tabela 2 e Figura 4.1:

Dia | Suscetiveis | Infectados | Removidos S’ r R’
0 23499 01 0 -0,13444 | 0,06301 | 0,07142
1 234998.9 1,06301 0,07142 -0,14291 | 0,06698 | 0,07593
2 234998,7 1,12999 0,14735 -0,15192 | 0,07120 | 0,08071
10 234997,2 1,84241 0,95491 -0,24770 | 0,11610 | 0,13160
100 234039,6 450,685 509,7387 -60,591 28,40 32,191
120 231737,1 1529,846 1733,017 -205,675 96,40 109,274

Tabela 4.2: Evolucio dos estagios da epidemia em Rondonépolis - Modelo SIR. Fonte: Préprio autor.

Evolugdo do numero de infectados - Modelo SIR

= = = =
=} B o =
=] 1=} 1= &

=
2
=

Quantidade de pessoas infectadas
@
a2

'
=

o 20 40 60 80 100 120 140

Dias a partir do primeiro registro

Infectados - SIR

Figura 4.1: Evolugéo do niimero de infectados por dia em Rondonépolis.

De acordo com os dados divulgados pela Secretaria de Satde de Rondondpolis, através dos
boletins epidemiologicos, podemos comparar com o modelo proposto, conforme Figura 4.2:

O comportamento da curva gerada pelo modelo se aproxima bem da realidade experienci-
ada pelo municipio, demonstrando que o modelo pode ser uma importante ferramenta de pre-
visdo a respeito do avanco da doencga sobre a populagdo, além de auxiliar o processo decisério
no ambito de controle do surto e prevencdo de novos casos. Um importante questionamento
surge apo6s a analise do modelo: O que acontece com a populagdo em um intervalo maior de
tempo? Observe a Figura (4.3)

Como previsto em (3.13) e observado na figura 4.3 a epidemia tende a extin¢do antes que
toda a populacio se infecte. Porém, em um intervalo maior de tempo, mais variaveis influen-

ciam na evolucdo do ntimero de casos, tais como: isolamento social, medidas de prevencao,
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Comparacdo: Dados divulgados x Modelo SIR
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Infectados - SIR - Infectados - apurado

Figura 4.2: Comparativo entre dados oficiais de Rondonépolis e o modelo proposto.

Simulacdo Modelo SIR - 365 dias
250000

200000

150000

Populagao

50000
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Dias apés o primeiro caso

Suscetiveis Infectados ———Removidos

Figura 4.3: Simulacdo com modelo SIR em um intervalo de 365 dias.

vacinagdo, possibilidade de reinfeccao, etc... Assim, o modelo precisa se adequar conforme
cada situacdo descoberta no decorrer do tempo, agregando mais parametros e informacoes de
modo que aproxime-se cada vez mais da dinamica real da epidemia.

Podemos atestar que as medidas de controle do surto praticadas pela gestdo municipal
tiveram um impacto positivo na contengdo da COVID-19, uma vez que o Fator de Reproduti-
bilidade Basal manteve-se proximo de 1, R, ~ 1,8821, ou seja, embora a situacdo ainda fosse
de pandemia a evolucdo do nimero de casos estava sendo desacelerada. Comparativamente,

a OMS estimou que a média mundial do fator R, é de 2,79.
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No capitulo a seguir, veremos que o entendimento dos alunos do Ensino Médio sobre o
comportamento da funcdo exponencial também deve ser aproveitado no processo de mode-
lagem dos problemas reais enfrentados pela sociedade., tornando-os participantes ativos das

questdes sociais e, acima de tudo, contribuindo para a construcao de sua prépria Educacao.
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Capitulo 5

Abordagem da Funcao do Tipo

Exponencial no Ensino Médio

O estudo das funcdes elementares no Ensino Médio pode ser realizado a partir da mode-
lagem de problemas cotidianos. Muitos livros didaticos, ao introduzirem o estudo das funcdes
elementares, apenas apresentam sua definicdo, indicam onde tais fung¢des sdo aplicadas e mos-
tram os seus graficos. E um “produto” acabado, pronto para ser “consumido” pelos estudantes.
Nao a toa que questionamentos dos estudantes sobre o por qué das coisas e a sua importancia
persistam em toda sua passagem pelo Ensino Médio, sem as respostas adequadas que cola-
boram em seu processo formativo. Nestes casos, a Matematica torna-se enfadonha e muitas
das vezes inutil do ponto de vista dos estudantes. O processo da descoberta, da modelagem,
da reflexdo, da formulagao de hipoteses e, quando possivel, da testagem (aplicagio pratica), é
fundamental para a formacao do estudante do Ensino Médio. Essa mudanca de paradigma con-
tribui significativamente para a redugio das “angustias” trazidas pelos estudantes em relagéo

a Matematica.

Problema 1. Considere uma corrida de taxi. Como funciona a cobranca? O principio
basico do taximetro é simples: s6 precisa identificar quando o taxi esta andando ou esta parado.
E isto é feito através do odometro. Em cada situagdo, uma tarifa diferente é registrada. No final,
o preco total da corrida vai depender da distancia percorrida e do tempo parado no transito. A
corrida inicia com um valor fixo e, a partir dai, os custos vao sendo adicionados. Essa descricdo
é a padrao, porém outros custos também podem ser adicionados, como por exemplo, cobrancas

adicionais por bagagens ou viagens entre cidades. Se as corridas ocorrem em finais de semana



CAPITULO 5. ABORDAGEM DA FUNCAO DO Tipo EXPONENCIAL NO ENSINO M£DIO 62

ou feriados, as tarifas cobradas por distancia percorrida e por tempo parado no transito sdo

diferentes das cobradas nos demais dias.

Figura 5.1: Imagem de um taximetro.

Problema 2. Considere o crescimento de uma populacdo de bactérias. Como estimar o
tamanho da populacdo? As bactérias sdo seres microscopicos que se reproduzem assexua-
damente, em condigdes ideais de temperatura e nutrientes, por divisdo binaria, a chamada
biparticdo. A divisdo binaria ocorre quando uma bactéria duplica o seu material genético e

logo em seguida se divide, originando duas bactérias idénticas a ela.

Figura 5.2: Imagem de uma placa com bactérias.

Supondo que durante a corrida de taxi ndo haja paradas consideraveis no transito, a ponto
de acionar a cobranga por tempo parado, e também que as bactérias estejam em condigdes
normais para reproducéao, algumas perguntas podem ser formuladas. Em ambos os problemas
ha uma lei que relaciona, de um modo particular, uma determinada grandeza a outra. No
primeiro problema, a cada distancia percorrida est4 associado um unico valor de cobranca. No
segundo problema, a cada instante de tempo considerado esta associado um tnico tamanho

da populacgéo de bactérias.



CAPITULO 5. ABORDAGEM DA FUNCAO DO Tipo EXPONENCIAL NO ENSINO M£DIO 63

Essa lei, que relaciona determinadas grandezas a outras de um modo particular, ou seja,
obedecendo algumas regras, é conhecida como fung¢do. Uma fungio é um objeto matematico
que relaciona elementos de dois conjuntos nao vazios de modo que cada elemento do primeiro
conjunto corresponda a um unico elemento do segundo conjunto. O primeiro conjunto é co-
nhecido como dominio da fungdo e o segundo conjunto é conhecido como contradominio da
fungdo. O subconjunto ndo vazio do contradominio cujos elementos foram correspondidos por
algum elemento do dominio é chamado de imagem da funcao.

No primeiro problema, ndo havendo paradas consideraveis no transito, temos uma funcéo f
que indica o preco a ser pago pela distancia x percorrida. Fica assim definida a correspondéncia
x +—> f(x). Dado que a corrida ja se inicia com um certo valor b, temos f(0) = b. Se para
uma unidade de distancia (é razoavel considerar o quilémetro) for cobrada uma tarifa a, entao
f(1) = b+ a, ou seja, adicina-se ao valor fixo inicial b o valor da tarifa cobrada a. Qual o preco
a ser pago para duas unidades de distancia, ou seja, qual o valor de f(2)? Perceba que o valor
a ser pago é f(1) + a, ou seja, f(2) = b + 2a. E facil notar que, para uma certa quantidade
n € N de unidades de distancia percorridas, o valor a ser pago corresponde a f(n) = b + an.
E se a corrida fosse de apenas 2/3 da unidade de distancia? Nesse caso, dividindo a unidade
de distancia em trés partes iguais, o valor da tarifa k a ser cobrada em cada terco seria tal que
k + k + k = a, ou seja, 3k = a, e dai, k = (1/3)a. Para descobrirmos o valor da corrida para 2/3
da unidade de distancia, basta tomarmos 2k, ou seja, f(2/3) = b + (2/3)a. Procedendo de modo
analogo, podemos estabelecer a funcdo f para qualquer valor racional ndo negativo, ou seja,
f(x) = b+ ax para qualquer x € Q,.

Deixando de lado a modelagem do problema, mas concentrando-se no conceito apresen-
tado, se f for mondtona e injetiva, pode-se formular que f(x) = b + ax para x € R. A demons-
tracdo deste fato encontra-se em (LIMA et al., 1997). No problema do taxi é importante notar
que o acréscimo f(x +h) - f(x) ndo depende de x, mas apenas de h, em outras palavras, é cons-
tante em relacdo a x, ou seja, a variacdo é absoluta. Acréscimos iguais em valores diferentes do
dominio acarretam acréscimos iguais nas respectivas imagens: f(x;+h)-f(x;) = f(+h)-f(x)
para quaisquer x; # Xx;.

A funcéo f que a cada numero real x associa um numero real f(x) = b + ax é chamada de
fungdo afim. Quando a = 0 a funcédo afim é denominada funcdo constante e quando b = 0 a
funcgéo afim é denominada funcdo linear. Uma funcdo f : R — R se caracteriza como afim

quando f é mondtona injetiva e o acréscimo f(x + h) - f(x) depende apenas de h mas nunca
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de x. Este fato esta demonstrado em (LIMA et al., 1997). O grafico de uma funcéao afim é uma
linha reta. Para ver isto, basta mostrar que quaisquer trés pontos desse grafico sdo colineares.
Para que isto ocorra, é necessario e suficiente que a maior distancia entre quaisquer dois desses
trés pontos seja igual a soma das outras duas distancias. Usando o Teorema de Pitagoras para
o calculo das distancias, verifica-se facilmente a afirmacao. O numero a é chamado de taxa de
variagdo da funcdo. Nao ¢é indicado chamar este ntimero de coeficiente angular, como muitos
livros didaticos fazem, ja que o adngulo do grafico dessa funcdo com a horizontal depende
das unidades escolhidas para medir as grandezas x e f(x). Esta terminologia é utilizada em

Geometria Analitica (dngulo entre retas), mas nio é recomendavel para o estudo de Fungoes.

ah
ah
/b
0 x1 x1 +h Xy X+ h

Figura 5.3: Grafico de uma funcéo afim.

No segundo problema, sob condi¢des ideais de temperatura e nutrientes, temos uma funcéo
f que indica o tamanho da populacdo de bactérias em um determinado instante de tempo
t. Fica entdo definida a correspondéncia t +— f(t). Considerando que no instante inicial a
populacédo de bactérias tem um certo tamanho b, podemos escrever f(0) = b. Esse problema
é diferente do anterior ja que o acréscimo f(t + h) — f(¢), além de depender de h também
depende do proprio instante de tempo t. A variagdo neste caso nio é absoluta, mas relativa.
Ou seja, o que é constante (em relacdo a t) é o acréscimo relativo [f(¢ + h) - f(¢)]/f(?). E
isto implica que f(t + h)/f(t) é constante. Seja a esta constante. Considerando uma certa
unidade de tempo (é razoavel considerar a hora), temos f(1)/f(0) = a, isto é, f(1) = f(0)a, e
dai, f(1) = ba. Transcorridas duas unidades de tempo, como o acréscimo relativo é constante,

entdo f(2)/f(1) = a, ou seja, f(2) = f(1)a, e isto implica f(2) = ba*. E se o tempo decorrido
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fosse 3/4 da unidade de tempo (45 minutos, caso a unidade de tempo seja a hora)? Nesse caso,
dividindo a unidade de tempo em quatro partes iguais, a constante k dada pelo acréscimo
relativo em cada quarto de unidade de tempo seria tal que k- k- k- k = a, ou seja, k* = q, e dai,
k = Ja = a*. Assim, decorridos 3/4 da unidade de tempo, basta tomarmos k> e o tamanho da
populacio de bactérias é dado entdo por f(3/4) = bk® = ba**. Procedendo de modo analogo,
podemos estabelecer a funcio f para qualquer valor racional ndo negativo, ou seja, f(t) = ba'
para qualquer ¢ € Q,.

Deixando de lado mais uma vez a modelagem do problema, mas concentrando-se no con-
ceito apresentado, se f for mondtona e injetiva, pode-se formular que f(¢) = ba’ para t € R.
A demonstracao deste fato encontra-se em (LIMA et al., 1997). No problema do crescimento
de bactérias, é importante notar que a taxa de variacao da populacio de bactérias é propor-
cional ao proprio tamanho da populacdo. Acréscimos iguais em valores diferentes do domi-

nio acarretam acréscimos relativos iguais nas respectivas imagens: [f(#; + h) — f(#)]/f(t) =

[f(t, + h) - f(t,)]/f(t,) para quaisquer t; # t;.

Figura 5.4: Grafico de uma funcéo do tipo exponencial.

A fungdo que a cada numero real t associa um numero real f(t) = ba’, com a > 0, é
chamada de funcao do tipo exponencial. Quando a = 1 a funcdo é constante e quando b = 1
a denominacdo é simplesmente funcdo exponencial. Uma funcdo f : R — R se caracteriza
como funcéo do tipo exponencial quando f é mondtona injetiva e o acréscimo relativo [f(t +
h) - f(1)]/f(t) depende apenas de h mas nunca de t. Este fato estd demonstrado em (LIMA

et al., 1997). O grafico de uma func¢éo do tipo exponencial ndo é uma linha reta. Quando a > 1,
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nota-se que, quando ¢ varia da esquerda para a direita, a curva do tipo exponencial apresenta
um crescimento bastante lento quando t é negativo. A medida que ¢ cresce, o crescimento da

funcéo torna-se cada vez mais acelerado.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertacéo, foram apresentados, inicialmente, o desenvolvimento historico da teoria
de equacdes diferenciais ordinarias, citando importantes estudiosos e suas contribui¢cdes para
o desenvolvimento desta importante ciéncia do mundo moderno. Em seguida enunciamos e
demonstramos um dos principais teoremas da Teoria de Equag¢des Diferenciais Ordinarias, o
Teorema de Existéncia e Unicidade de Solu¢des. Uma vez definido a validade do resultado an-
terior, seguimos com a apresentagdo da Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais e seus
conceitos iniciais, de fundamental relevancia para a sequéncia dos estudos, pois para a realiza-
cdo de modelagem matemaética, a analise comportamental das fun¢des sao de maior interesse
do que de fato expressa-las algebricamente.

No Capitulo 3, apresentamos uma introducdo a Epidemiologia, descrevendo seu contexto
historico, bem como seus objetivos. Estudamos o processo de desenvolvimento da Epidemio-
logia Matematica, e em como ambas as ciéncias puderam, em mutua contribuicdo, tornar-se
uma importante ferramenta analitica para cenarios que outrora foram catastréficos. De posse
dos principais termos e conceitos da Epidemiologia Matematica, realizamos uma introdugao
ao processo de Modelagem Matematica, e demonstrando a relevancia que um modelo pode ter,
quando aplicado a Epidemiologia.

Uma vez definidos os termos e significados de um modelo matematico aplicado a Epidemi-
ologia, estudamos quatro dos principais modelos epidemiologicos: o Modelo SI (Suscetivel -
Infectado), o Modelo SIS (Suscetivel - Infectado - Suscetivel), o Modelo SIR (Suscetivel - Infec-
tado - Removido) e o Modelo SIRS (Suscetivel - Infectado - Removido - Suscetivel). Verificamos
que, embora de maneira simples, o Modelo SI pode ser utilizado no estudo da dinamica de con-

tagio das doengas que nio possuam cura, mas demonstramos também que, com o passar do
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tempo, esse modelo dista cada vez mais da realidade de uma epidemia, pois sugere que com
t — oo 0 numero de infectados tendera para o total da populagdo. Prosseguimos com o es-
tudo do Modelo SIS, que descreve a dinamica da propagacao de doencas cuja a recuperagiao
do infectado ndo o torna imune, definimos alguns parametros do modelo e em seguida rea-
lizamos uma analise detalhada das informagdes que cada variavel pode fornecer ao modelo.
Realizamos o mesmo método de estudo para os modelos SIR e SIRS, porém o primeiro descreve
a dindmica de contagio por doencas cuja a recuperacdo do individuo infectado o torna imune,
ou nao venha a ocorrer, causando assim a morte do portador, enquanto o segundo descreve o
processo de epidemia por doencas que possuam apenas uma imuniza¢io temporaria, ou seja,
depois de um certo tempo o individuo recuperado passa a ser novamente suscetivel.

No Capitulo 5, estudamos o caso de epidemia por COVID-19 na cidade de Rondonépo-
lis, Brasil, aplicando o Modelo SIR. Utilizando os dados oficiais fornecidos pela Secretaria de
Saude do municipio, aplicamos o modelo para estudar o comportamento da epidemia sobre a
populacéo no intervalo de 120 dias a partir da divulgagido do primeiro caso de infec¢do. Con-
firmamos, através deste estudo, que acoes de prevencao e controle sdo fundamentais para se
evitar cenarios catastroficos, além de contribuir imensamente para a preservagao da vida.

Encerramos o trabalho apresentando alguns conceitos de fun¢do exponencial para utili-
zacdo no processo de aprendizagem dos alunos do Ensino Médio, uma vez que a modelagem
matematica auxilia no estudo de problemas cotidianos e esta intimamente ligada aos conhe-
cimentos de exponenciacdo. A pratica de modelagem dos problemas experienciados pelos
alunos, contribui na construcao critica do individuo e incentiva a sua participacao ativa na

sociedade.
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Apéndice A
Primeiro Apéndice

Lema A.1 (Completude no Espaco das Fun¢des Continuas). Seja X = C([a, b], R") o conjunto
das funcoes continuas g : [a,b] — R" e a métrica d(g;, g&2) = sup |gi(t) — g(t)]- O espaco
métrico (X, d) é completo. e

Demonstragao. Seja (g,) uma sequéncia de Cauchy em X. Entdo, dado € > 0, existe n, € IN
tal que d(gn, g,) < € para quaisquer m,n > ny. Entdo sup |gn(t) — g.(t)| < € para quaisquer
m,n > ny. Em particular, | g,(t) - g.(¢)| < € para todotezga’é] [a, b] e para quaisquer m, n > n.
Para cada ¢ € [a, b] fixo, temos uma sequéncia de Cauchy (g,(¢)) em R". Como R" é completo,
entdo para cada t € [a, b], a sequéncia (g,(t)) converge em R". Dessa forma, fica definida uma
funcéo g : [a, b] — R" tal que g(t) = lim g,(¢). Para demonstrarmos que X é completo, basta
mostrarmos que g € X e que g = lim g, quando n — +oo. Para verificarmos a continuidade de
g, observamos que |g(¢) - g(t)| < 1g(2) = gn ()] + lgn(2) = &n(to)] + |&n(to) — g(1o)[. A primeira
e ultima parcelas estdo controladas pelo fato de que g(¢) = lim g,(¢) para cada t € [a,b]. A
parcela intermediaria é controlada pelo fato de que g, é continua. Assim, dado € > 0, existem
ni, ny € IN tal que |g(¢) - g.(t)] < €/3 sempre que n > n; e |g.(t) — g(t)| < €/3 sempre que
n > ny. Pela continuidade de g,, existe § > 0 tal que | g,(t) - g.(t)| < €/3 sempre que |t - | < J.
Logo, tomando n, = max{n;,n,} e se |t — &)| < J, entdo |g(t) - g(t)| < € para todo n > ny
com 1, t € [a, b]. Portanto g é continua, ou seja, g € X. Agora provaremos que g = lim g,.
Com efeito, dado € > 0, existe ny € IN tal que d(gm, g,) = sup |gm(t) — gu(t)| < €/2 para
quaisquer m, n > ny e t € [a, b]. Em particular |g,(t) - g.(?)| < ée/[gib]Fixando t € [a, b] e fazendo
m — +oo temos | g,(t) — g(t)| < €/2 < € para todo n > n, e para todo ¢t € [a, b]. Dessa forma,
sup |g.(t) — g(t)| < € e, portanto, d(g,,g) < € para todo n > ny e para todo € > 0. Logo,

t€[a,b]
g = lim g,. Fica assim provado que (X, d) é completo. ]
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Lema A.2 (Contracdo). Sejam (X, d) um espago métrico completoe F : X — X uma contragao,
isto é, d(F(x), F(y)) < Ad(x,y) com 0 < A < 1. A fungao F possui um unico ponto fixo p € X,
ou seja, um unico ponto p € X tal que F(p) = p. Mais ainda, p é um ponto fixo atrator, isto é,

considerando F"(x) = F(F"(x)), temos lim F"(x) = p quando n — +oo, para todo x € X.

Demonstragao. Com relacdo a existéncia, sejam x € X e x, = F"(x). A sequéncia (x,) é uma
sequéncia de Cauchy. Com efeito, provaremos que dado € > 0 existe n, € IN tal que d(x,,, x,,) <
€ para m,n > ny. Sem perda de generalidade, podemos supor n < m. Dessa forma, existe
r € IN tal que m = n + r. Temos d(x,,, x,) = d(Xper, X,) = d(F"™"(x), F"(x)) = d(F"(x,), F"(x)) <
A"d(x,, x). Usamos aqui a hipotese de que F é uma contracao. Pela desigualdade triangular,
d(x,, x) < d(x, x;) +d(x1, x0) +... + d(x,_1, x,) = d(x, F(x))+ d(F(x), F*(x)) +...+ d(F"(x), F'(x)) <
d(x, F(x))[1+A+...+ A"']. Novamente usamos aqui o fato de que F é contracdo. Agora, observe
que 1+ A+ ...+ A" é uma progressio geométrica de razio A e primeiro termo igual a 1 com
soma (1 - A")/(1 - A). Como1-A" < 1pois 0 < A < 1 entdo podemos concluir que a
desigualdade d(x, x,) < A"d(x,, x) implica d(x,,, x,) < A"(1 - A)"'d(x, F(x)). Se d(x, F(x)) = 0,
entdo d(x,,x,) = 0 < € para todo m,n € IN. Assim, fica provado que (x,) é uma sequéncia

de Cauchy (basta tomar n, = 1). Considere d(x, F(x)) # 0. Impondo A"(1 — A)"'d(x, F(x)) <

m

temos dois casos a considerar para a constante de contracdo A. Se A = 0 entdo d(x,, x,) =
0 < € para todos m,n € N e basta tomar n, = 1 para ver que (x,) é de Cauchy. Se A # 0
obtemos a estimativa n > log,[(1 - A)e/d(x, F(x))]. Seja ny o primeiro natural que satisfaz
esta ultima inequacdo. Assim, para m,n > n,, temos que d(x,, x,) < €. Assim, fica provado
que a sequéncia dada por x, = F"(x) para x € X é uma sequéncia de Cauchy. Como, por
hipotese, (X, d) é completo, a sequéncia de Cauchy (x,) é convergente. Logo, existe p € X tal
que limx, = p. Afirmamos que p é o ponto fixo de F. De fato, como F é continua, F(p) =
F(lim x,,) = lim F(x,) = lim F*"!(x) = lim x,,; = p. Com isto, fica também justificado que p é
atrator. Para finalizar, provaremos a unicidade do ponto fixo. Sejam p e p pontos fixos de F.
Entédo d(p, p) = d(F(p), F(p)) < Ad(p, p). Isto implica que (1-2A)d(p, p) < 0. Portanto d(p, p) = 0
e assim p = p. O

Lema A.3 (Contragdo). Seja (X, d) um espaco métrico completo. Se F : X — X ¢é continua e,
para algum m, F™ é uma contragdo, entdo existe um unico ponto fixo p de F. Mais ainda, p é

atrator de F.

Demonstragdo. Seja p o tinico ponto fixo atrator de F™ = G dado pelo Lema A.2 e considere

n € N tal que n > m. Existem k,l € N tal que n = mk+lcom 0 < [ < m. Para x € X,
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F(x) = F"™(F!(x)) = [F™]*(F(x)) = G*(y) onde y = F!(x) € X. Quando n — +co temos
k — +oo. Assim, lim F"(x) = lim G*(y) = p, isto ¢, p é atrator de F. Vamos provar que p é ponto
fixo de F. Com efeito, p = lim F*(F(p)) = lim F"*!(p) = lim F(F"(p)) = F(lim F"(p)) = F(p). O
argumento para provar a unicidade de p é analogo ao utilizado na demonstracdo do Lema

A.2. [l

Lema A.4 (Equacao Integral). Seja f : U — R" uma funcdo continua definida em um aberto
U < R™". Uma curva diferenciavel ¢ : I —> R" é solu¢do do problema de Cauchy (2.4) se, e

somente se, a curva ¢ é solu¢do da equacao integral

x(t) = xp + /tf(s, x(s))ds. (A.1)

Demonstragao. Seja ¢ : I — R" uma funcéo diferenciavel tal que (¢, ¢(t)) € U para t € I.
Suponha que ¢’(t) = f(t, ¢(t)) com ¢(f,) = x. Usando o Teorema Fundamental do Calculo
e a condi¢do ¢(t)) = xp, concluimos que a fungio ¢ é dada por ¢(t) = x; + / f(s, x(s))ds.
Reciprocamente se ¢ é solucdo da equacao integral, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

concluimos que ¢’(t) = f(t, (1)) e ¢(ty) = Xo. [



