UNIVERSIDADE FEDERAL DE GoOIAS (UFG)
INSTITUTO DE MATEMATICA E EstATisSTICA (IME)
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM

MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

MATHEUS TIMOTEO DE OLIVEIRA

Estudo sobre Triangulos no Ensino
Fundamental usando o software GeoGebra

GOIANIA
2021



23/12/2021 15:20 SEI/UFG - 2550056 - Termo de Ciéncia e de Autorizagdo (TECA)

@
““
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZAGAO (TECA) PARA DISPONIBILIZAR VERSOES ELETRONICAS DE
TESES

E DISSERTACOES NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goias
(UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Dissertacées (BDTD/UFG),
regulamentada pela Resolugdo CEPEC n2 832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo
com a Lei 9.610/98, o documento conforme permissOes assinaladas abaixo, para fins de leitura,
impressao e/ou download, a titulo de divulga¢do da producdo cientifica brasileira, a partir desta data.

O conteudo das Teses e Dissertacdes disponibilizado na BDTD/UFG é de responsabilidade
exclusiva do autor. Ao encaminhar o produto final, o autor(a) e o(a) orientador(a) firmam o compromisso
de que o trabalho ndo contém nenhuma violacdo de quaisquer direitos autorais ou outro direito de
terceiros.

1. Identificagao do material bibliografico

[ X ] Dissertacao [ ] Tese

2. Nome completo do autor

Matheus Timoteo de Oliveira

3. Titulo do trabalho

Estudo sobre Triangulos no Ensino Fundamental usando o software GeoGebra

4. Informagodes de acesso ao documento (este campo deve ser preenchido pelo orientador)
Concorda com a liberagdo total do documento [ X ] SIM [ ]NAO'

[1] Neste caso o documento sera embargado por até um ano a partir da data de defesa. Apds esse periodo,
a possivel disponibilizacdo ocorrera apenas mediante:

a) consulta ao(a) autor(a) e ao(a) orientador(a);

b) novo Termo de Ciéncia e de Autorizagdo (TECA) assinado e inserido no arquivo da tese ou dissertagao.

O documento ndo sera disponibilizado durante o periodo de embargo.

Casos de embargo:

- Solicitacao de registro de patente;

- Submissdo de artigo em revista cientifica;

- Publicagdo como capitulo de livro;

- Publicacdo da dissertacdo/tese em livro.

Obs. Este termo devera ser assinado no SEl pelo orientador e pelo autor.
—
- ei' ' Documento assinado eletronicamente por MATHEUS TIMOTEO DE OLIVEIRA, Discente, em
;S’mm{'a @ 09/12/2021, as 14:42, conforme hordario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do
eletronica Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

=

- ei‘ . Documento assinado eletronicamente por Alacyr José Gomes, Professor do Magistério Superior, em
gimm'a [?_l| 23/12/2021, as 14:03, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do
| cletronica Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=2760436&infra_sistema=1...

12


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9610.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm

23/12/2021 15:20 SEI/UFG - 2550056 - Termo de Ciéncia e de Autorizagdo (TECA)
; A autenticidade deste documento pode ser conferida no site
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?

acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0, informando o cddigo verificador 2550056 e
- 0 cédigo CRC 32A6E571.

Referéncia: Processo n2 23070.059116/2021-60 SEl n2 2550056

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=2760436&infra_sistema=1... 2/2


https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0

MATHEUS TIMOTEO DE OLIVEIRA

Estudo sobre Triangulos no Ensino
Fundamental usando o software GeoGebra

Dissertagao apresentada ao Programa de Pos—
Graduacao do Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional, do Instituto de Matematica e Esta-
tistica(IME), da Universidade Federal de Goias(UFG),
como requisito para obtencao do titulo de Mestre em
Matematica.

Area de concentragao: Matematica do Ensino Bésico.

Orientador: Prof. Dr. Alacyr José Gomes

GOIANIA
2021



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracao Automética do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Oliveira, Matheus Timoteo

Estudo sobre Triangulos no Ensino Fundamental usando o software
GeoGebra [manuscrito] / Matheus Timoéteo Oliveira. - 2021.

111 f.:il.

Orientador: Prof. Dr. Alacyr José Gomes.

Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goiés, Instituto
de Matemética e Estatistica (IME), PROFMAT - Programa de P6s
graduacédo em Mateméatica em Rede Nacional - Sociedade Brasileira
de Matemética (RG), Goiénia, 2021.

Bibliografia. Apéndice.

Inclui siglas, abreviaturas, simbolos, tabelas, lista de figuras.

1. Geometria Plana. 2. Triangulos. 3. GeoGebra. |. Gomes, Alacyr
José, orient. Il. Titulo.

CDU 51




23/12/2021 15:21 SEI/UFG - 2464325 - Ata de Defesa de Dissertagédo

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

ATA DE DEFESA DE DISSERTACAO

Ata n°® 35 da sessdo de Defesa de Dissertacio de Matheus Timoteo de Oliveira, que confere o titulo de
Mestre em Matematica, na area de concentracao em Matematica do Ensino Basico.

Ao trigésimo dia do més de novembro do ano de dois mil e vinte um, a partir das
dezesseis horas e zero minutos, através de web-video-conferéncia, realizou-se a sessao publica de Defesa
de Dissertagao intitulada “Estudo sobre Triangulos no Ensino Fundamental usando o
software GeoGebra”. Os trabalhos foram instalados pelo Orientador, Professor Doutor Alacyr José
Gomes - IME/UFG com a participagdo dos demais membros da Banca Examinadora:
Professor Dr. Ronaldo Anténio dos Santos - IME/UFG membro titular interno e o Professor Doutor Eudes
Antdnio da Costa - MAT/UFT membro titular externo. Durante a arguicdo os membros da banca ndo
fizeram sugestdo de alteragdo do titulo do trabalho. A Banca Examinadora reuniu-se em sessao secreta a
fim de concluir o julgamento da Dissertacao, tendo sido o candidato APROVADO pelos seus membros.
Proclamados os resultados pelo Professor Doutor Alacyr José Gomes - IME/UFG, Presidente da Banca
Examinadora, foram encerrados os trabalhos e, para constar, lavrou-se a presente ata que é assinada
pelos Membros da Banca Examinadora, ao trigésimo dia do més de novembro do ano de dois mil e vinte
um.

TITULO SUGERIDO PELA BANCA

Estudo sobre Triangulos no Ensino Fundamental usando o software GeoGebra

=

ei' . Documento assinado eletronicamente por EUDES ANTONIO DA COSTA, Usuario Externo, em
ek @ 30/11/2021, as 17:45, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do

assinatura

| eletrdnica Decreto n? 10.543, de 13 de hovembro de 2020.

-
Documento assinado eletronicamente por Alacyr José Gomes, Professor do Magistério Superior, em

~all ;
JEI. @ 30/11/2021, as 17:58, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do

assinatura

| cletronica Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

=,

ei‘ _ Documento assinado eletronicamente por Ronaldo Antonio Dos Santos, Professor do Magistério
;S)Smw{'a @ Superior, em 30/11/2021, as 18:06, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do
| cletronica art. 42 do Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

A autenticidade deste documento pode ser conferida no site

*. https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?

nf=* acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0, informando o cddigo verificador 2464325 e
L1 o cédigo CRC E3EADES.

Referéncia: Processo n° 23070.059116/2021-60 SEI n® 2464325

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=2667629&infra_sistema=1... 1/2


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0

23/12/2021 15:21 SEI/UFG - 2464325 - Ata de Defesa de Dissertagédo

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=2667629&infra_sistema=1... 2/2



Dedico este trabalho a minha esposa Cleidivane, aos meus filhos Artur e
Heitor e aos meus pais Joao Donizete e Maria José pelo apoio e paciéncia que

tiveram comigo ao longo dessa trajetoria.



Agradecimentos

Agradeco, em primeiro lugar, a Deus pelo dom da vida.

Agradeco por fazer parte de uma familia maravilhosa que apoia minhas
escolhas. Meus pais, Maria José e Joao Donizete, que nunca mediram esforcos na
minha formacao pessoal e profissional me ensinando os maiores valores que uma
pessoa de bem deve ter. Tenho muito orgulho, admiragao e amor pelos pais que
tenho.

Agradego a minha esposa, Cleidivane Muniz, que é uma pessoa admiravel,
compreensiva, atenciosa e cuidadosa, além de ser a melhor mae para nossos filhos.
Sou muito grato por ser vocé que esta ao meu lado todos os dias.

Agradeco a todos os colegas, em especial Andrei, Américo, Eber e Mylena
que compartilharam comigo momentos de estudos e descontragao ao longo do curso.

Agradeco aos professores pela dedicacao e contribuigao na minha formacao,
em especial ao meu orientador professor Alacyr José Gomes, que teve muita paciéncia

e me conduziu de forma impar na conclusao deste trabalho.



Sigo aprendendo matemaética para continuar ensinando matematica.

Matheus Timéteo de Oliveira,



Resumo

de Oliveira, Matheus Timoéteo. Estudo sobre Tridngulos no Ensino
Fundamental usando o software GeoGebra. Goiania, 2021. 111p. Dis-
sertacao de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goiés.

O trabalho se concentra no estudo sobre tridngulos no ensino fundamental, uma
vez que o aluno apresenta dificuldades em compreender e interpretar figuras planas
e criar uma relagdo com problemas. Dai pesquisamos por ferramentas capazes
de despertar a atencao do aluno para a geometria. Decidimos utilizar o software
GeoGebra que é capaz de reproduzir nas telas de computadores e similares as
informagoes descritas em um problema, viabilizando aulas mais interativas.
Primariamente sera feita uma explanagao do contetido de geometria plana, espe-
cificamente sobre triangulos, explorando conceitos, propriedades e aplicagoes nas
resolugoes de exercicios. A seguir iremos fazer o uso das ferramentas do GeoGebra
com o objetivo de abordar uma forma significativa para a constru¢ao do conheci-
mento geométrico, como por exemplo ao precisar movimentar uma figura de um lado
para o outro e fazer comparagoes, depois retornar ao mesmo lugar, ou até mesmo
verificar a soma dos angulos internos de um triangulo ao movimentar um de seus
vértices e constatar a mudanga nos valores de cada angulo, porém com soma sempre
igual a 180°.

Este trabalho busca contribuir para a evolucao na utilizacao das Tecnologias da
Informacao e Comunicacao (TICs) na educagao, tornando as aulas prazerosas aos
educandos que terao a oportunidade de vivenciar aulas inovadoras com atributos

tecnologicos que facilite o aprendizado.

Palavras—chave

Geometria Plana, Triangulos, GeoGebra.



Abstract

de Oliveira, Matheus Timoéteo. Study about Triangles in Elementary
School using GeoGebra software. Goiania, 2021. 111p. MSc. Disserta-
tion. Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

The work focuses on the study of triangles in elementary school, since the student has
difficulties in understanding and interpreting flat figures and creating a relationship
with problems. Hence, we searched for tools capable of awakening the student’s
attention to geometry. We decided to use the software GeoGebra which is capable
of reproducing the information described in a problem on computer screens and
similar, enabling more interactive lessons.

Primarily an explanation of the content of plane geometry will be done, specifically
about triangles, exploring concepts, properties and applications in the resolution of
exercises. Next, we will make use of GeoGebra tools in order to address a meaningful
way to build geometric knowledge, such as when you need to move a figure from
one side to the other and make comparisons, then return to the same place, or even
checking the sum of the internal angles of a triangle when moving one of its vertices
and noting the change in the values of each angle, but with a sum always equal to
180°.

This work seeks to contribute to the evolution in the use of Information and
Communication Technologies (ICTs) in education, making classes enjoyable for
students who will have the opportunity to experience innovative classes with

technological attributes that facilitate learning.

Keywords
Plane Geometry, Triangles, GeoGebra.
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Introducao

O ensino de geometria plana é muito importante para o desenvolvimento
intelectual do educando, desenvolvendo a compreensao do espaco que o rodeia e que
ele esta inserido. Porém algumas vezes acaba sendo menos explorado que outros
contetdos, e alguns motivos sao: a falta de interesse dos alunos pelo contetido, a ma
formagao e a falta de envolvimento com as Tecnologias da Informagao e Comunicagao
(TICs) por parte dos professores. O resultado sdo aulas que nao trazem significado
e causam desinteresse aos alunos, prejudicando o processo de ensino-aprendizagem.

No estudo de geometria no ensino fundamental o discente precisa visualizar
as formas geométricas as quais estao sendo trabalhadas, uma vez que ele ainda nao
tem a habilidade de formar conjecturas para dar continuidade em suas atividades.
Surge entao o suporte oferecido pelas TICs auxiliando na criagao de figuras geo-
métricas por meio de recursos tecnolégicos de acordo com a atividade desenvolvida
pelo discente.

Em sala de aula me deparei, algumas vezes, com dificuldade de aprendi-
zagem e falta de motivacao dos alunos. Constatei que a minha metodologia estava
deixando a desejar, ou seja, defasada e foi entao que busquei auxilio em ferramen-
tas tecnologicas capazes de suprir essa demanda. Veio a oportunidade de trabalhar
com o software GeoGebra, suas ferramentas e funcionalidades aplicadas ao ensino
de geometria, que ¢ o tema desse trabalho.

Ao analisar o contexto historico das ultimas décadas podemos perceber
o crescimento da tecnologia educacional, sendo que na década de 1980 surgem os
primeiro computadores pessoais que chamaram a atencao dos professores, na década
de 1990 algumas escolas investiram na montagem de laboratérios com computadores
que ainda nao se comunicavam, na década de 2000 a internet aparece como promessa
de revolugao no ensino com infinidade de informagoes e recursos gréficos, na década
de 20210 a proliferagdo das redes sociais e a implantagao do EAD (Ensino a
Distancia) como modelo de ensino e por fim na década de 2020 o computador
passa a ocupar todos os espacos com o distanciamento social devido a pandemia do
Corona Virus que acarretou no fechamento das escolas. E como as novas geragoes se

mantém atualizadas, com aparelhos tecnoldgicos cada vez mais eficientes, as escolas
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também tem que acompanhar esse avanco. O presente trabalho é voltado para uma
metodologia que utilize esses recursos tecnologicos como instrumentos didéaticos a
serem utilizados pelos professores no processo educacional de matematica. Nesse
sentido, buscamos viabilizar aulas mais dinamicas e interativas com o objetivo final
de melhorar processo de ensino aprendizagem de geometria.

O trabalho foi estruturado em quatro capitulos, no primeiro faco uma breve
apresentacao sobre a historia da geometria dos tempos mais remotos até os dias
atuais mostrando a importancia da geometria na educagao béasica, segundo o altor
[1]. No segundo uma explanagao teorica sobre a presenca e importancia das TICs
na educagao, segundo os altores [20] e [6], além de apresentar conceitos, defini¢oes,
teoremas e postulados essenciais da geometria plana para o trabalho com exemplos e
aplicagoes, feitos no GeoGebra e detalhados no programa no capitulo 3. No terceiro
vamos explorar as ferramentas necessarias para utilizagao do software GeoGlebra
como ferramenta didatica e a verificacao da autenticidade dos seus recursos usando
relagoes métricas no triangulo retangulo e no triangulo qualquer com exemplos e
aplicagoes. Por fim, no quarto capitulo apresentamos uma proposta de ensino com
dois planos de aula para que o professor possa aplicar em sala de aula e verificar a

importancia da utilizagao do software GeoGebra como ferramenta didatica.



CAPITULO 1

Contexto Historico

A geometria esta presente em diversas formas e situagoes cotidianas, da
natureza até as construgoes civis. Ela sempre esteve presente na vida do ser humano,
sendo uma das areas mais antigas da matemética que estuda o espago e as formas.

Papiros produzidos pelos egipcios antigos contendo informacoes sobre a
geometria. A construcao das pirdmides e outros monumentos mostram o uso de
conhecimentos geométricos. Registros apontam sua origem a partir da necessidade
de medir a terra e provavelmente venha dai o termo utilizado, ja que geometria é uma
palavra de origem grega, geo provém de gaia (terra) e metria de métron (medida).

Nossa preocupacao com o apoio histérico da geometria nao é por acaso,
de fato, a Historia da Matematica é uma &rea do conhecimento que proporciona
ao aluno uma melhor compreensao. [9] relata que a Historia da Matemaética traz
miltiplas vantagens na construcao de atividades que vai propiciar ao aluno a
participagao no desenvolvimento matematico, aumentando assim o interesse sobre o
estudo e melhorando, consequentemente, o desempenho.

A historia proporciona ao aluno o significado da investigacao
matematica proposta e, em consequéncia, a mesma deixa de ser
algo misterioso e ininteligivel. Ao enfocar elementos pré-formais e,
frequentemente, aplicados da matematica, a histéria leva o aluno a
pensar sobre conceitos mateméticos sem a linguagem técnica que
poderé ser uma barreira inicial ao seu entendimento |9, p.13].

De acordo com [11] a geometria faz parte do mundo desde os primordios,
onde era usada nas plantacoes, nas construgoes de monumentos e de cidades, nas
observagoes dos movimentos dos astros entre outras varias aplicagdes, como no
calculo de areas, volumes e superficies.

Buscando a origem do desenvolvimento da geometria nos primor-
dios, com o homem primitivo, podemos imaginar que o conheci-
mento das configuragoes do espaco, formas e tamanhos tenham se
originado, possivelmente, com a capacidade humana de observar e
refletir sobre os deslocamentos, com a construgao de estratégias de

caca e colheita de alimentos, com a criagao de ferramentas e utensi-
lios, visando satisfazer suas necessidades bésicas. Ao fixar moradia,
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com a divisao do trabalho, outras necessidades foram surgindo e a
produgao do conhecimento geométrico se ampliando. A necessidade
de fazer construgoes, delimitar a terra levou a nogao de figuras e
curvas e de posigoes como vertical, perpendicular, paralela [11].

A geometria, para [13], teria surgido com a necessidade de medir terras
depois das inundagoes no vale do rio Nilo, Eufrates e Ganges, a qual havia a
necessidade de determinar a cobranca de impostos nestas areas.

Foi da necessidade do Homem em compreender e descrever o seu
meio ambiente (fisico e mental), que as imagens, representadas
através de desenhos, foram lentamente conceitualizadas até adqui-
rirem um significado matematico, na Geometria e uma forma, nas
Artes [13].

Embora existam outras geometrias, aquela que é abordada no ensino
fundamental e médio é a Euclidiana, que estuda as propriedades das figuras e dos
corpos geométricos enquanto relacoes internas entre os seus elementos, sem levar em
consideragao o espaco, [17, p.24| e que recebe esse nome em homenagem a Euclides.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) destacam a importéancia desse
ramo da matemaéatica que também serve de instrumento para outras areas do
conhecimento:

O aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe per-
mite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o
mundo em que vive. [...] O trabalho com nogoes geométricas con-
tribui para a aprendizagem de nimeros e medidas, pois estimula a
crianca a observar, perceber semelhancas e diferencas, identificar
regularidades e vice-versa. Além disso, se esse trabalho for feito
a partir da exploracao dos objetos do mundo fisico, de obras de
arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato, ele permitira ao
aluno estabelecer conexoes entre a Matematica e outras areas do
conhecimento [4, p.39].

Dependendo de como sao trabalhados os conceitos geométricos existem mui-
tas possibilidades para explorar propriedades, o que contribui de forma fundamental
para o desenvolvimento do aluno de abstrair e generalizar. Através da exploragao
das formas geométricas, o aluno desenvolve a percep¢ao do mundo, descrevendo,
representando e localizando-se nele. Trabalhando nogoes geométricas o aluno é ins-
tigado a observar, perceber semelhancas e diferencas e a identificar regularidades.
Assim é possivel apresentar, para a crianca, de forma pratica a geometria.

E importante lembrar que o aluno deve ser direcionado a explorar formas
geométricas, porque, segundo [16, p.44|, a aprendizagem acontece pelas agoes
mentais que a acrianca realiza quando compara, distingue, separa e monta. O
raciocinio geométrico desenvolve-se pela visualizagao, ou seja, a crianga é capaz

de identificar uma figura apenas por sua forma fisica e por sua imagem.
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Com os avancos das tecnologias, no inicio dos anos 2000, os PCN’s se

adequaram a essa nova realidade, ja que a informéatica passou a fazer parte do

trabalho, dos estudos e das pesquisas em todo pais, fazendo necessaria a insercao

dessas ferramentas no processo de ensino e aprendizagem. O professor, como

mediador, deve estudar (inteirar-se) para utilizar as tecnologias como recurso

didatico, proporcionando aulas mais produtivas.

E indiscutivel a necessidade crescente do uso de computadores
pelos alunos como instrumento de aprendizagem escolar, para
que possam estar atualizados em relacdo as novas tecnologias
da informacao e se instrumentalizarem para as demandas sociais
presentes e futuras [4, p.67].

Segundo a BNCC, existem mudancas proprias na fase da adolescéncia que

implicam a compreensao do adolescente como sujeito em desenvolvimento, com

singularidades e formacgoes identitarias e culturais proprias, que exigem praticas

escolares diferenciadas, capazes de contemplar suas necessidades e diferentes modos

de insercao social.

H&4 que se considerar, ainda, que a cultura digital tem promo-
vido mudangas sociais significativas nas sociedades contempora-
neas. Em decorréncia do avanco e da multiplicagao das tecnologias
de informacao e comunicacao e do crescente acesso a elas pela
maior disponibilidade de computadores, telefones celulares, table-
tes e afins, os estudantes estao dinamicamente inseridos nessa cul-
tura, nao somente como consumidores. Os jovens tém se engajado
cada vez mais como protagonistas da cultura digital, envolvendo-se
diretamente em novas formas de interagao multimidiatica e multi-
modal e de atuagao social em rede, que se realizam de modo cada
vez mais agil 6, p.61]

A importancia historica apresentadas por [9] e [13], a relevancia para a

formacao de um pensamento por [11] e o destaque nos PCNs mostram de forma

inconteste a importancia da geometria. Agora apresentaremos alguns aspectos

metodologicos da pesquisa.



CAPITULO 2

Fundamentacao Teérica

No trabalho vamos considerar a analise do contetdo de geometria plana,
especificamente abordando sobre o tridngulo e suas propriedades, fazendo uso da
tecnologia computacional, ou seja, usando as ferramentas do software GeoGebra
como suporte educacional abordando uma forma prazerosa e significativa para a
construgao do conhecimento geométrico. Nesse sentido [20] ressalta as contribuigoes

da informatica no processo escolar:

A informatica devera assumir duplo papel na escola. Primeiro, de-
veré ser uma ferramenta para permitir a comunicac¢ao de profissio-
nais da escola e consultores ou pesquisadores externos, permitindo
a presenca virtual desse sistema de suporte na escola. Segundo a
informatica devera ser usada para apoiar a realizacao de uma pe-
dagogia que proporcione a formagao dos alunos, possibilitando o
desenvolvimento de habilidades que serao fundamentais na socie-
dade do conhecimento [20].

Um dos principais objetivos dos softwares, na educacgao, é assessorar o pro-
cesso de ensino-aprendizagem da disciplina em questao [10]. Para que isso acontega
algumas caracteristicas sao essenciais, como ser facil de usar e de compreender, fa-
voreca a assimilacao de contetidos e possua caracteristicas motivadoras que aguce a
atengao.

O uso da informéatica em um ambiente educacional tem que ser bem pensado,
ou seja, o professor que se dispor a utilizar aplicativos educativos precisa conhecer
suas funcionalidades para nao cair no erro de apenas utilizar uma ferramenta
tecnologica sem recursos educacionais.

Ir para um ambiente de informética sem ter o prévio conhecimento a ser
utilizado é o mesmo que dar uma aula sem planejar, afirma [19]|. Ele complementa
dizendo que a utilizacao do computador na educacao so6 faz sentido na medida em
que os professores o utilizam como uma ferramenta de auxilio nas atividades peda-
gbgicas, tornando o processo de aprendizagem uma atividade inovadora, dinamica,

participativa e interativa.
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Segundo [18] o professor esta apto a realizar uma aula dindmica e criativa,
se conhecer os recursos disponiveis dos programas escolhidos para suas atividades
de ensino.

Na literatura de [1]| ressalta a importancia da geometria na resolucao de

problemas:

A geometria pode ser o caminho para desenvolvermos habilidades
e competéncias necessarias para a resolucao de problemas do nosso
cotidiano, visto que o seu entendimento nos proporciona o desen-
volvimento da capacidade de olhar, comparar, medir, adivinhar,
generalizar e abstrair. [1]

A Resolucao de Problemas utilizada como estratégia metodoldgica pode
despertar o interesse dos estudantes e acelerar o processo de aprendizagem, uma
vez que problemas é a base para novos conhecimentos, além de proporcionar um
trabalho cooperativo entre os discentes. Podendo ainda ser associada a utilizacao das
tecnologias como recurso didatico, no entanto a forma de utilizagao desses materiais

deve ser apropriada para auxiliar na aprendizagem.

[...] recursos didaticos como malhas quadriculadas, abacos, jogos,
livros, videos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de
geometria dindmica tém um papel essencial para a compreensao
e utilizacao das nogoes matematicas. Entretanto, esses materiais
precisam estar integrados a situagoes que levem & reflexdo e a
sistematizagao, para que se inicie um processo de formalizagao [6,
p.276].

Adiante serao apresentados defini¢cbes, postulados e teoremas que serao

observados a partir de [8] e utilizados ao longo do trabalho.

2.1 Conceitos

Podemos dizer que um dos conceitos iniciais da geometria sao referente a
ponto e reta que sao primicias de diversas figuras geométricas. Por ser uma figura
geométrica primitiva elas nao possuem definicao. Além delas também existem as
semirretas e os segmentos de retas que possuem caracteristicas proximas e sao
importantes para a geometria.

Uma reta fica completamente determinada por dois pontos distintos. Nossa
intuicao sobre reta nos leva a um objeto que contém pontos alinhados "nao faz
curva', isto é, nao permite que dois pontos de uma reta determinem uma outra reta

distinta da inicial.
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Figura 2.1: Reta

As semirretas se diferenciam das retas por nao serem infinitas em uma de

suas extremidades, ou seja, as semirretas tém um ponto que determina o inicio.

Figura 2.2: Semirreta

Os segmentos de retas se caracterizam por ter comego e fim definido. Assim,

eles se diferenciam das semirretas por nao serem infinito.

A
@

o

Figura 2.3: Segmento de Reta

Denotaremos por AB o segmento de extremidades A e B. Sua medida

denotaremos por |AB].

Definicao 2.1. Chamamos de angulo a figura formada por duas semirretas de

mesma origem.
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o

B

Figura 2.4: Angulo BOA

BOA=0BUOA

O ponto O, origem comum as duas semirretas, é o vértice do angulo e as
. % ? ~ A
semirretas OA e OB sao os lados do angulo.

Figura 2.5: Transferidor

Para medir um angulo, isto é, sua abertura, precisamos de uma unidade
de medida. Um pouco diferente do que fazemos com outras medidas, isso é feito
indiretamente definindo a medida do angulo raso que é de 180°, ou seja, o seu angulo
¢é formado por duas semirretas de uma mesma reta. A partir dessa defini¢ao as outras
medidas sao obtidas. Um angulo o é chamado de agudo quando sua abertura, em
grau, ¢ maior do que 0° e menor que 90°, ou seja, 0° < a < 90°; reto quando sua
abertura é exatamente 90°; obtuso quando sua abertura é maior que 90° e menor
que 180°. O transferidor ¢ um instrumento comum para medir angulos composto
por uma escala circular, ou de se¢oes de circulo, dividida e marcada em angulos

espagados regularmente.
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@o—> ._I @o—> @o—>
D

Agudo Reto Obtuso

Os angulos podem ser medidos em graus com o transferidor. Em 2.5,
usaremos a notacao m(BOA) = 80° (cinquenta graus). Observe que da mesma
forma que ocorre no caso da medi¢ao de segmentos, o transferidor pode ser colocado
de varias maneiras, no entanto, o valor da medida do angulo C AB seria sempre 50°.

Em algumas situagoes é necessario fazer uso do comprimento de um deter-
minado segmento em outra diregdo e/ou sentido, como por exemplo desenhar um
tridangulo com um de seus lados sobre uma determinada reta com um comprimento
ja definido, e nesse caso dizemos que o segmento foi transportado. No papel utiliza-
mos o compasso como ferramente de suporte para realizar esse procedimento, com

recursos digitais, como o GeoGebra, dispoe de ferramentas especificas.

Postulado 2.2 (Transporte de Segmentos). Dados um segmento AB e uma semir-
reta de origem O, existe sobre esta semirreta um tnico ponto P tal que OP seja
congruente a AB, isto ¢, |OP| = |AB].

Figura 2.6: Transporte de Segmento

Existem casos em que é necessario fazer uso de um determinado angulo
em outra dire¢ao ou sentido, como por exemplo na construgao de um triangulo que
possui dois angulos com a mesma medida (isésceles). Em casos como esse dizemos

que o angulo foi transportado.

Postulado 2.3 (Transporte de Angulos). Dados um angulo AOB ¢ uma semirreta

Pé em um mesmo plano, existe sobre um dos semiplanos de P(?) uma tinica semirreta
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ﬁ que forma com }@ um angulo QPT congruente ao angulo AOB, ou seja,
m(QPT) = m(AOB).

T 10

=@

Figura 2.7: Transporte de Angulo

Definicao 2.4. Chamamos de Poligonal o conjunto de segmentos de retas conse-

cutivos nao pertencentes a uma mesma reta e em um mesmo plano.

Uma poligonal é chamada aberta se a extremidade do tultimo segmento
nao coincide com a origem do primeiro; fechada se a extremidade do tultimo
segmento coincide com a origem do primeiro; entrelagado se pelo menos um segmento

intercepta outro segmento em um ponto diferente do vértice.

C )

a) Poligonal Aberta b) Poligonal Fechada ¢) Poligonal Entrela-
cada

Figura 2.8: Poligonais.

Definigao 2.5. Dada uma sequéncia de pontos de um plano (Aj, As, ..., A,) com
n > 3, todos distintos, onde trés pontos consecutivos nao sao colineares, conside-

ramos consecutivos A,—1), 4, e Ay, ou A,, Ay e Ay ou ainda Ag,_9), An—1) ¢ Ay

chamamos de Poligono a reuniao dos segmentos Ay Ay, AsAs, ..., Ap_1)An, AnA;.
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Figura 2.9: Poligono

Um poligono simples ¢ dito convexo se, e somente se, a reta determinada
por dois vértices consecutivos quaisquer deixa todos os demais (n — 2) vértices num
mesmo semiplano dos dois que ela determina, Caso contrario dizemos que ele é nao
convexo. Outra forma de determinar um poligono convexo é quando todos os
pontos de um segmento de reta que possui as extremidades no interior do poligono
também estao dentro dele. Se for possivel encontrar pelo menos um segmento de
reta que possui as extremidades dentro do poligono e, ao mesmo tempo, um ponto

fora dele, esse poligono é nao convexo.

(a) Poligono Convezo (b) Poligono Convexo

Figura 2.10: Poligono Convexo.
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< £

a) Poligono nao Convezo b) Poligono nio Convezo

Figura 2.11: Poligono nao Convezxo.

Definigao 2.6. Um poligono convexo ¢é dito regular se, e somente se, todos os seus

lados sao congruentes e todos os seus angulos sao congruentes.

(a) Triagngulo Regu- (b) Quadrildtero Regu- (c¢) Hexdgono Regular
lar (Equildtero) lar (Quadrado)

Figura 2.12: Poligonos Regulares.

2.2 Triangulos

Nao temos referéncias precisas de quando e como surgiram os triangulos,
porém sabemos que durante a evolucao do homem surgiu a necessidade da criagao e
utilizagao do triangulo. Os tridngulos mais antigos que se possui registro pertencem
a arquitetura egipcia, quando o escriba Ahmes registrou o célculo de area de circulos,
retangulos e triangulos em papiros. O estudo de tridngulos é parte fundamental desse

trabalho e adiante iremos explorar um pouco seus elementos.

Definigao 2.7. Dados trés pontos quaisquer A, B e C' nao colineares, a jun¢ao dos
segmentos AB, BC' ¢ C'A é chamada de Triangulo (Aapc).
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C

Os pontos A, B e C sdo chamados vértices do A 4p¢; Os segmentos AB, BC
e CA sdo os lados do triangulo; C’AB, ABC e BCA sao, respectivamente, os
angulos do triangulo. Por simplicidade também usaremos 121, Be(C para representar
os angulos CAB, ABC e BCA, respectivamente.

Os triangulos podem ser classificados pelos seus lados ou angulos da seguinte

forma:

Escaleno: todos os lados com medidas distintas.
Lado Is6sceles: dois lados de mesma medida.

Equilatero: todos os lados com mesma medida.

A D F
FEscaleno ¢ Isosceles

Equilatero
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Acutangulo: todos os angulos agudos.
Angulo Retangulo: um angulo reto e dois agudos.

Obtusangulo: um angulo obtuso e dois agudos.

83"

340 63"

Acutangulo ¢ D Retangulo F

22"
Obtusangulo

G

Defini¢ao 2.8 (Congruéncia de Triangulos). Dois triangulos sao congruentes se, e

somente se, seus lados e angulos sao ordenadamente congruentes.

B

A c A

Figura 2.13: Tridngulos Congruentes

~

AB = A'B’
Aapo = DNapo =< CA=C'A e
BC = B(C’

(2.1)

<

QT
Il
Q> b§> :B>
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A definicao de congruéncia de tridngulos fornece todas as condigoes que
devem ser satisfeitas para que dois triangulos sejam congruentes, porém existem
condicoes minimas para que dois triangulos sejam congruentes, e estas condigoes

sao chamadas de casos de congruéncia que serao observadas a seguir.

Teorema 2.9 (Angulo Externo). Em um triangulo A 4p¢ existe fﬁ, com C € AD,
onde o angulo « (DC’B) é externo ao A ,pc, adjacente a BC A e nao adjacente aos
angulos CAB e ABC. E chamado de suplementar adjacente de BCAeé sempre

igual & soma dos angulos internos nao adjacente a ele.

Se

A c
Figura 2.14: Angulo Externo
. . = Y - =
Demonstracao. Suponha M ponto médio de BC' e E € AM tal que AM = ME.

Logo, pelo caso LAL (sera apresentado a seguir), A apy = Apgey 0 que nos garante
que ABM = ECM.

Como percebemos, EC ¢ interno ao angulo «, dai: a > ECM = o> ABC.
Agora tomando o ponto médio de C'A, analogamente temos que o > CAB. E para
finalizar, como AB || CE e concorrente com AD, temos que m(BAC) = m(ECD).
Logo m(BCD) = m(CBA) + m(BAC). O

Teorema 2.10. Se dois lados de um tridngulo nao sao congruentes, entao os angulos
opostos a esses lados nao sao congruentes e o maior angulo é oposto ao maior lado

do triangulo.



2.2 Triangulos 33

Demonstracao. Considere o tridngulo A4pe como na Figura 2.15, sem perda de
generalidade suponhamos que AC seja o maior lado e D € AC tal que DC = BC.

Queremos mostrar que o angulo ABC oposto ao lado AC é o maior angulo.

Figura 2.15: Aapc

Como D esté entre A e C, m(ABC) = m(ABD) + m(DBC), ou seja,
m(ABC) > m(DBC).
Ainda como AC = AD + DC, segue que |AC| > |DC|, daqui e por Apge

ser isosceles concluimos que [AC| > |BC|

Enfim como CDB é angulo externo do Aupp, temos que m(CﬁB) =
m(DAB) +m(ABD).

Portanto podemos concluir que
m(ABC) > m(DBC) > m(CAB) = m(ABC) > m(CAB)

]

Teorema 2.11 (Condigao de existéncia). Em qualquer tridngulo, a medida de cada

lado € menor que a soma das medidas dos outros dois lados.

Demonstragao. Considerando o Agpc e D na semirreta AB tal que |BD| = |CB]|.

Sem perda de generalidade, vamos mostrar que |[AB|+ |BC| > |AC| os demais casos

seguem de forma analoga.
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D
Y
-, X /
B . -’ [I
/
/
/
/
/
/
A C
Por construcao AD = AB + BD, consequentemente
|AD| = |AB| + |BC. (2.2)

Como DCB = BDC, pois o tridangulo Agpe é isosceles, temos também que
med(DCA) = med(DCB) + med(BCA),

ou seja
med(DCA) > med(DCB) = med(BDC). (2.3)

Pelo Teorema 2.10 o maior angulo é oposto ao maior lado, segue de (2.2) e
(2.3), que

|AB| + |BC| = |AB| + |BD| = |AD| > |AC],

concluindo o resultado.
O

Definigao 2.12 (Semelhanga de Triangulos). Dois tridngulo sao semelhantes (~)
se, e somente se:

e Seus lados sao ordenadamente proporcionais;

e Seus angulos sao ordenadamente congruentes;

e Lados homologos sao proporcionais e os angulos opostos, a esses lados, congruentes.

SR
i
o
)

I

I

I

ANacs ~ Dycp <

o)
l
o}
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A c B A ¢ B

Figura 2.16: Tridngulos Semelhantes

2.2.1 Congruéncia de Triangulos

A congruéncia denotada por (=) é um adjetivo atribuido a figuras que
coincidem, ou seja, possuem a mesma forma e tamanho. Dois conjuntos geométricos
serao congruentes se, e somente se, um deles puder ser transformado no outro através
da isometria que é uma combinacao de translacoes, reflexoes e rotagoes.

A congruéncia entre triangulos é uma relacao de equivaléncia, portanto

satisfaz as seguintes condigoes:

Reflexiva: Todo triangulo é congruente a si proprio;

Simétrica: Se um tridngulo é congruente a um outro, este é semelhante ao
primeiro;

Transitiva: Se um triangulo é congruente a um segundo e este é congruente

a um terceiro, entao o primeiro é congruente ao terceiro.

Existem condig¢oes minimas para que dois triangulos sejam congruentes que
chamamos de casos de congruéncia. O primeiro caso é um axioma e serda enunciado

a seguir.

Axioma 2.13 (12 Caso - LAL). Se dois triangulos tém ordenadamente dois lados
congruentes e os angulos compreendido entre eles também sao congruentes, entao

esses triangulos sao congruentes.

B

A c A

Figura 2.17: LAL - Lado, Angulo, Lado
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A ~

AB = A'B B = B
121 = 121/ % AABC = AA’B’C’ = BC = BC
CA = OF ¢ o= @

Exemplo 2.14. Os triangulos A pc e Apgr da figura a seguir sao congruentes
pelo caso LAL.

B

E

5 </
6
30°
A 6 C -
D
r

Temos que AB = EF, CAB = DEF, e CA=DE.

Teorema 2.15. (Tridngulo Isésceles) Se um tridngulo tem dois lados congruentes,

entao os angulos opostos a esses lados sao congruentes.
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Figura 2.18: Tridngulo Isdsceles

Demonstracao. Consideremos os tridngulos ABC e ACB, isto é, associemos a A, B

e C, respectivamente, A, C' e B.

Hipdtese = AB=CA
Hipdtese = CAB = BAC LAL  AABC = AACB
Hipdtese = CA=AB

Pelo Teorema 2.10 o angulo BCA = ABC. O

Teorema 2.16 (22 Caso - ALA). Se dois tridangulos tém um lado e os dois angulos

adjacentes a ele ordenadamente congruentes, entao esses triangulos sao congruentes.

O Teorema 2.16 indica que, se dois triangulos tém ordenadamente congru-
entes um lado e os angulos adjacentes a ele, entao os outros dois lados e o angulo

restante também sao ordenadamente congruentes.

Demonstracao. Considere os triangulos Aacp e A acrpr, como na Figura 2.19
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B C B
Figura 2.19: ALA - Angulo, Lado, Angulo

Os angulos adjacentes ao lado C'B sao B e C e os angulos adjacentes ao
lado C"B’ sao B' e C'.
Para demonstrar vamos provar que BA = B’A’, assim recaimos no caso do

Axioma 2.13 e concluimos que

B = B
OB = 0B 2% Dacp = Dacip.
c =

H - .
Seja o ponto X € B'A’ tal que B’X = BA.
Observamos que ACB = A'C'B' = ACB = XC'B' = X = A/, dai
concluimos que B’A’ = BA, como queriamos mostrar.
O

Exemplo 2.17. Os triangulos A pc e Aprg da figura a seguir sao congruentes
pelo caso ALA.
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Temos que CAB = EDF, CA=DF, e BCA= DFE.

Teorema 2.18 (32 Caso - LLL). Se dois triangulos tém os trés lados ordenada-

mente congruentes, entao esses triangulos sao congruentes.

O Teorema 2.18 indica que, se dois triangulos tém ordenadamente trés lados

congruentes, entao os trés angulos também sao ordenadamente congruentes.

Demonstracao. Considere os triangulos A cp € A g, na Figura 2.20, o Teorema

2.18, nos diz que

A B A B

Figura 2.20: LLL - Lado, Lado, Lado

BA = BA
@ = (OB % AACB = AA’C’B’
AC = AC

Como AB = A’B’, fazendo o transporte do angulo BAC para o semi-plano
<
oposto C’ determinado pela reta A’B’ e marque um ponto X tal que A’X = AC,
portanto pelo Axioma 2.13, temos que AACB = AA'B'X.
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c ol
A'/\B A<>B
X

Figura 2.21: Transporte de dngulos e segmentos por semipla-
n0s 0postos

Pela construcao como XA’ = AC = A'C' e XB' = BC = B'C’, donde

concluimos que:

Awerx é isosceles de base O'X = A'C'X = C'X A’ (2.4)
Axcorg € isosceles de base XC' = XC'B' = B'X(C'. (2.5)

Assim, de (2.4) e (2.5), concluimos que A'C'B' = B'XA’, novamente
do Axioma 2.13 segue que Aqpcp = Aapx = Aacp, concluindo o resultado
desejado. O

Exemplo 2.19. Os triangulos A pc e A g da figura a seguir sao congruentes

pelo caso LLL.
Cl

9em

A 9em C A 6em B

Temos que AB = B’A’, BC=C'B'e CA= A'C".

Teorema 2.20 (42 Caso - LAA,). Se dois triangulos tém ordenadamente con-
gruentes um lado, um angulo adjacente e o angulo oposto a esse lado, entao esses

triangulos sao congruente.
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Essa proposicao indica que, se dois tridngulos tém ordenadamente congru-
entes um lado, um angulo adjacente e o angulo oposto a esse lado, entao os outros

dois lados e o outro angulo também sao ordenadamente congruentes.

Demonstracao. Considere os triangulos A cp e Aycrpr, na Figura 2.22, o Teorema

2.20, nos diz que

A ' B A ' B

Figura 2.22: LAA, - Lado, Angulo, Angulo Oposto

AB = A'B
B = B/ Iégo AACB = AA/C/B/
A A

Vamos analisar os seguintes casos:

| # |C"B|
— 0B

()

B
(1) [CB

No caso (I), tome o ponto D € BC' de modo que |BD| = |B'C'| isso
é possivel pelo transporte de segmento dado pelo Postulado 2.2. Pelo caso 2.13
(LAL), pois AB = A'B/, B=DBeBD=BC segue que Aapp = Aaop €
portanto D=C = C’, o que contraria o teorema do angulo externo, portanto esse
€aso Nao OcorTe.

De (II), na Figura 2.22 apresentamos o caso em que |OB| < |C’B’'|, mas a
mesma argumentacao demostra a impossibilidade na desigualdade oposta, isto &, se
|CB| = |C"B'|, como j& temos B = B ¢ AB = A'B’, segue do caso 2.13 (LAL) que
A ac = A aerpr, concluindo a demonstragao.

m
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Exemplo 2.21. Os triangulos AABC' e ADEF da figura a seguir sao congruentes
pelo caso LAA,.

50°
100°

g 100°
= W F

E

Temos que CA = DF, CAB = EDF, e ABC = FED.
Axioma 2.22 (Area do Retangulo). Seja o retangulo ABCD, sua area é dada por
AB| - [BC|.

D, o
[ L]

. 0

A B

Figura 2.23: Retdngulo

Definicao 2.23 (Paralelogramo). E um quadrilatero ABCD cujos lados opostos

sao paralelos.

Proposicao 2.24. Em um paralelogramo os lados e os angulos opostos sao congru-

entes.

C

Figura 2.24: Paralelogramo
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Demonstrag¢do. Temos AB || DC, entdao CAB = ACD e como AD || BC, entéo
DAC = BCA. Ja que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, deduzimos
que D = B. Temos ainda que AC ¢ comum aos triangulos AACD e ANABC, entao
pelo caso 2.20(LAA,), concluimos que Ascp = Acap, € consequentemente que
AB = DC e AD = BC ou seja os lados opostos do paralelogramo ABC'D sao

congruentes. O

Proposigao 2.25. A area do paralelogramo é o produto do comprimento de

qualquer lado pela altura relativa a este lado.

A B

C

Figura 2.25: Area do Paralelogramo

Ou seja, A, = |[DC| - |AE)|

Demonstra¢ao. Suponha C" e D' € Zg tal que D'D e C'C' sao ortogonais a @ e

a AL,

D A c’ B

|8 |8

D C

Como D'D e C'C sao altura do paralelogramo ABCD, pelo Axioma 2.17
(LAL) o Aapp = Apecr- Segue que a area do paralelogramo ABC'D é igual a area
do retangulo CDD'C". [

Teorema 2.26. A area do triangulo ABC é a metade do produto de um dos seus

lados pela altura relativa a este lado.
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Demonstracao. Considere o triangulo AABC como na Figura 2.26. Tracemos a reta
paralela a BC que contem o ponto A e a reta paralela a C'A que contem o ponto 5.

O ponto D dado pela interse¢ao destas retas, determina o paralelogramo ADBC'.

A D/

C E 1 B

Figura 2.26: Area do Tridngulo

Notamos que pela Proposicao 2.24 o Aapc = Apap. Logo a érea do

triangulo é a metade da area do paralelogramo. Portanto,

_ |BCI- |AE]

Ay 5

]

Proposicao 2.27. Dado os triangulos Aapc e Aapp e a reta [ | AB, com C e

D € [, entao suas areas sao iguais.

C D l

A B

Figura 2.27: Tridngulos com a mesma drea

Demonstracao. Sejam C e D dois pontos na reta [ paralela a AB. Observe que os
triangulos Aspc e Aapp tem a mesma altura h relativa ao lado AB, que é comum
aos triangulos A apc e Aagp, portanto

Area(Aape) =

AB|-h
% = Area(Aapp).
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2.2.2 Semelhanga de Triangulos

Para identificar os lados proporcionais de dois triangulos semelhantes, pela
Definicao 2.12, primeiro devemos localizar os angulos de mesma medida, e em seguida

os lados homologos (correspondentes) serao os lados opostos a esses angulos.

Definigao 2.28 (Razao de Semelhanca). Sendo k a razao entre os lados homologos,
b
2/ _2_f_ k, que é chamado razao de semelhanca dos triangulos.
a v
Da definicao decorrem as seguintes propriedades:

1. Reflexiva: Todo tridngulo é semelhante a si proprio.
NABC ~ AABC
2. Simétrica: Se um triangulo é semelhante a outro, este é semelhante ao primeiro.
NABC ~ NA'B'C" & NA'B'C' ~ ANABC

3. Transitiva: Se um triangulo é semelhante a um segundo e este é semelhante a

um terceiro, entao o primeiro é semelhante ao terceiro.
ANABC ~ NA'B'C" e NAB'C' ~ NA"B"C" = NABC ~ NA"B"C"

Teorema 2.29 (Fundamental). Se uma reta ¢ paralela a um dos lados de um
triangulo e intercepta os outros dois em pontos distintos, entao o triangulo que

ela determina é semelhante ao primeiro.

Demonstracao. Vamos mostrar que AABC é semelhante ao AAP(). Para isso

vamos observar as areas de alguns triangulos que aparecem na Figura 2.28.

| |
s

Figura 2.28: Teorema Fundamental
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é comum.

~

Sabemos que % | %, temos que P=BeQ=C (correspondentes), e A

Temos que

[AP| - h _
Apapg) = 5 4P|
pr— e
[PB|-h |PB]
Awpro ==
Por outro lado,
P
u
c c® Q T A
Figura 2.29: Teorema Fundamental
Temos que
Anarg) = LU AQ
2 __ A€
W RCh Q]
(APQC) — 9
E por fim,
P Q
L ]
|
|
hl
| |
o ° o ¢ .
M cC B M C
Figura 2.30:

Teorema Fundamental

Temos que
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_BC|-h _

Anspc) = 5 . |BC|

[PQ|-h | PQ)|

Aarqo) =
Como Aappg) = Aaroc) pela Proposicao 2.27, temos que
|PB| _|QC

Awnarg _ |AP] _ AQ) _ &l
|PB|l |QC |

<

—
|AP|

Awparg)
Awasre)  Awnrqo)
E ainda
AP AQ AP|+|PB A QC
(APl _, | [AQ| _ [AP|+|PE| _[AQ+[aC| _ _iaCl
|PB] |QC] |PB] |QC] |AQ[ + |QC
ou
PB| | [QC| _ [PB|+[4P| _[QC|+[4Q _ __[4Q)
|AP| | AQ)| |AP| [AQ) |QC|+[AQ)
e por fim
4P|+ |PB| _[AQ|+QC| _|BT|
|AQ)| 1PQ)
O

|AP|
Portanto, AACB ~ NAQP.

Veja a seguir os casos de semelhanga.
Teorema 2.30 (1° Caso - AA). Se dois triangulos possuem dois angulos ordenada-

mente congruentes, entao eles sao semelhantes.
A/

e

Figura 2.31: Semelhanca de Tridngulos - Caso AA

Demonstracio. Suponha que os triangulos nio sdo congruentes e D € BA tal que

|DA| = |B’A'|, EDA=CBAe E € AC.
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Pela propriedade transitiva, como AA'C'B’ LY ANAED e AACB ~

NAED = AACB ~ ANA'C'B'. O

Exemplo 2.31. No triangulo a seguir ¢ dado E ,BA = 8cm,CB =

10em, AC = 5¢m e AE = 4em. Encontre a medida de DA e ED.

N

A

Resolugao E importante notar que £D nao é paralelo a CB. Em seguida observa-
mos que o angulo Ae comum, o que nos garante afirmar que os triangulos AACB
e AAED sio semelhantes. Entao temos AED ~ CBA e DAE ~ BAC é comum,
logo

1 __
1:5 ~ 2=5-=ED

x_y_4_1:> 10

10 5 8 2 y o1 -
S=- = y=25=DA
5 9 Y )

Exemplo 2.32 (Aplica¢ao). Num dado instante de uma tarde ensolarada é obser-
vado que a sombra formada por uma &arvore de 5m de altura é exatamente 12m.
Nesse mesmo instante em uma construgao civil, cuja sombra mede 72m, o pintor
precisa montar uma torre de andaime para realizar seu trabalho. Determine a altura

dessa construcgao civil.

Resolugao. E facil perceber que se trata de dois triangulos semelhantes, ja que eles
possuem dois angulos homologos congruentes formados pelos raios solares que sao
paralelos. O que nos garante isso é o fato dos raios solares responséaveis por projetar
suas respectivas sombras sao paralelos (o evento ocorre no mesmo horério), e como
a arvore e a construcao civil estao no mesmo plano horizontal, logo temos angulos

congruentes. O evento pode ser ilustrado da seguinte forma:

:

12m 2m
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Aplicando o Teorema de Tales, temos

x 72
—=—=z=230
512 T
Teorema 2.33 (2°2 Caso - LAL). Se dois lados de um triangulo sdo proporcionais
aos homologos de outro triangulo e os angulos compreendidos entre esses lados sao

congruentes, entao esses triangulos sao semelhantes.

Ee ®D

Figura 2.32: Semelhanca de Tridngulos - Caso LAL

Demonstracao. Nesse caso a demonstragao ¢ anéloga ao primeiro caso, suponha que
os triangulos Aapg e Aapier ndo sdao semelhantes, |[CA| = |[C"A’] com C' € EA,
|AB| = |A’B’| com B € AD e CAB = C'A'B’, logo

BC | DE

LAL

Pela propriedade transitiva, como A pcr Aape € Dape ~ Dape,

pelo Teorema 2.29, temos que Aapg ~ Darpcr. O

Exemplo 2.34. Dois triangulos sao isésceles e semelhantes, suas bases medem,
respectivamente, 6cm e xem. Os lados congruentes do primeiro tridngulo medem

9cm, enquanto do segundo medem 15¢m. Encontre o perimetro do segundo triangulo.

Resolucgao. Como o enunciado afirma que os tridngulos sao semelhantes e a0 mesmo
tempo sao isosceles, percebemos que o angulo entre os lados iguais nos dois triangulos

sao congruentes. Entao podemos ilustrar esse problema da seguinte forma:
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15e¢m 15em
9ecm 9ecm
xrem 6cm
15 9
— =—-=2 = 10cm
T 6

Logo o perimetro do segundo triangulo é dado por 2p = 15+15+10 = 40cm.

Exemplo 2.35 (Aplicagao). Num eclipse total do Sol comprovamos que o angulo
sob o qual vemos o Sol é o mesmo sob o qual vemos a Lua. Considerando que a
distancia da Lua ao Sol é 400 vezes a distancia da Terra a Lua e que a Lua tem raio

de 1.738km, determine o raio do Sol.

Resolugao. Nesse problema podemos visualizar dois triangulos semelhantes pelo
caso AA, ja que o raio solar é o mesmo, ou pelo caso LAL ja que os raios da Lua e

da Terra e suas respectivas distancias ao Sol sao proporcionais.

Sol 400 k Lua IC Terra
1.738km

Daf temos

x 400k + k

1733 ’ = x = 696.938km
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Teorema 2.36 (3° Caso - LLL). Se dois triangulos tém os lados homologos

proporcionais, entao eles sao semelhantes.

E D

Figura 2.33: Semelhanca de Tridngulos - Caso LLL

Demonstracao. A demonstracao desse caso também assemelha-se a primeira, supo-
nha que os triangulos AADE e AA'B'C' nao sao congruentes, |C'A| = |C"A’| com
C € FA, |AB| =|A'B'| com B € AD e |BC| = |B'C"|. Pela propriedade tran-

sitiva, como Ao = Aape € Dape ~ Aape, pelo Teorema 2.29, temos que

Aape ~ Darper. O

Exemplo 2.37. Sabendo que os lados de um triangulo medem 5cm, 6¢cm e 9em,
determine as medidas dos lados de um triangulo semelhante a este, sabendo que seu

perimetro é de 40cm.

Resolucao. Se os lados sao proporcionais, também o sao os perimetros e na mesma

proporc¢ao, logo podemos ilustrar a seguinte situacao

9em z

2p = 20cm 2p = 40cm

Dai vem
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(T 2
_ = — :1
5 1=>ZB 0
x y 2z 40 2 y 2
—_ e = - = — = - —> Z = —
56 9 20 1 61 — Y=L
z 2
_ = — :1
| 3 1 = z 8

Exemplo 2.38 (Aplicagao). Na apresentacao de uma maquete, na escala de 1:100,
para o langamento de um condominio, um monumento em formato de prisma
triangular é apresentado com medidas da base de 5cm, 8cm e 10cm. Caso o projeto
seja aprovado, para a execucao do monumento serao necessarios quantas barras de

metalon (estrutura metalica), medindo 6m cada, para formar seu perimetro?

Resolugao. Como se trata de uma ampliagdo, sabemos que os triangulos sao

semelhantes pois seus lados sao proporcionais. Diante do exposto, temos:

D
Yy
A
N
E z F B 10 C
(o_ 1 500
R — r =
z 100
5 8 10 1 8 1
o _W_ 1 _ et s
P T y 100 Y
0 _ 1 1000
( > 7 100 T

Logo, = + y + z = 2300cm = 23m = 4 barras de metalon.



CAPITULO 3

Relacoes Métricas no Triangulo Utilizando
o GeoGebra

Neste capitulo vamos apresentar o GeoGebra, suas ferramentas (Apéndice
C) e respectivas funcionalidades separadas por grupos, assim como no programa. Em
seguida falaremos sobre as rela¢oes métricas no tridangulo retangulo e no triangulo
qualquer, fazendo demonstragoes e acompanhando os resultados passo a passo
paralelamente no software. No final de cada demonstracao vamos deixar um exemplo
de aplicacao com resolugao acompanhada pelo GeoGebra.

O GeoGebra é um software de matematica dindmica que combina conceitos
de geometria e algebra, sua distribuigao é gratuita, além de ser escrito em linguagem
Java o que permite estar disponivel em varios sistemas operacionais.

Com ele é possivel fazer construcoes geométricas utilizando pontos, retas,
segmentos, poligonos e outros, além de permitir a insercao de fungoes e alterar todos
esses objetos, como por exemplo mudar suas posi¢oes no plano ou a estrutura de uma
funcao. Equacoes e coordenadas também podem ser diretamente inseridas, assim o
programa retune as ferramentas tradicionais de geometria com outras adequadas &
algebra. Dai a vantagem de representar caracteristicas geométricas e algébricas de
um mesmo objeto. Nas ultimas versoes (GeoGebra Cléssico 6) é possivel trabalhar

com geometria em trés dimensoes.

3.1 Relacoes Métricas no Triangulo Retangulo

Para iniciar vamos construir, com o auxilio do software GeoGebra, um
triangulo ABC, retangulo em A e altura h (segmento AH) referente a base BC.
Selecionando com o botdo esquerdo do mouse a ferramenta ™ 2.9, com um clique
do botao esquerdo do mouse na area de trabalho escolhemos o vértice A, e da mesma
forma B e C, até que fechamos o triangulo clicando, por ultimo, sobre o vértice A.
E aconselhével utilizar a malha quadriculada na escolha dos pontos para facilitar

na construcao do triangulo, ja que é possivel formar angulo reto com o auxilio da
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mesma. Em seguida, utilizando a ferramenta “ 2.4 e selecionando trés vértices
consecutivos definimos o valor de cada &ngulo interno do poligono (triangulo), assim
clicamos com o botao esquerdo do mouse sobre o vértice B, em seguida sobre o

vértice A e por fim sobre o vértice C' para evidenciar o angulo reto como na Figura
3.1.

€7 GeoGebra Classic 5 - O X
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A * @ ; ®lllla=2
» Janela de Algebrz| » Janela de Visualizagio X
Ponto A
® A=(2,7) 7
® B=(2,2
® Cc=(10,7)
Segmento 8
® a=943
® b=8
® c=5 5
Tridngulo
® t1=20 ¢
Angulo
4
® -9 4
3
2
B
1
0 1 2 3 4 5 6 7 ] 9 10
Entrada:

Figura 3.1: Construcao do Tridngulo Retangulo - Parte I

O proximo passo é interessante e, se for conveniente, mudar a nomenclatura
dos vértices e lados do triangulo, clicando sobre cada um deles com o botao direito
do mouse e escolhendo a opcao Renomear. Agora vamos tracar a altura h referente
a hipotenusa BC. Para isso selecionamos a ferramenta Reta Perpendicular - e
clicamos primeiro sobre o vértice A e em seguida sobre a reta desejada que passa

pelo segmento BC'. Para melhorar a visualizagao do desenho é interessante construir

e

um Segmento de Reta , sobre a reta definida anteriormente, com origem no ponto
A e fim na intersecgao dessa reta com a base BC', em seguida clicando com o botao
direito do mouse sobre a reta e desmarcamos a opcao Fxibir Objeto, para oculté-la.

E por fim, mostramos o angulo reto BH A usando a ferramenta Angulo.
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€7 GeoGebra Classic 5 - O X

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

D23 BN cl=)Fd N F2EY -

» Janela de Algebra[X] | » Janela de Visualizagéo X

Ponto A h c
® A=(2,7) 7
® B=(2,2)
® Cc=(10,7)
® H=(4.2534) 8
Reta
f: 8x + 5y = 51 h
Segmento 5
® a=943
® b=8 L
® c=5 4 A5er
® h-424 a 4
Tridngulo
® t1=20 H
Angulo
® a=90°
® Bg=90°

a=490°

Entrada:

Figura 3.2: Construgdo do Tridngulo Retdngulo - Parte I1

Como nosso triangulo retangulo foi dividido em duas partes pela altura
referente & base BC, formamos agora outros dois triangulos também retangulos em
H. Vamos usar a Ferramenta 2.9 para construir esses dois poligonos e estabelecer
uma cor para cada clicando com o botao esquerdo do mouse sobre um deles e
escolhendo a opgao Propriedades e em seguida escolhemos a cor desejada no menu

cor. Outra op¢ao interessante é ocultar os textos (nome de vértices, lados e angulos)

dos poligonos pré definidos pelo GeoGebra e usar a ferramenta Tezto ABC para criar

outros textos que nos permitem alterar estilo de fonte e tamanho.
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€7 contrucao_triangulo_retangulo.ggh - O X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A * ) *||l|a=2 E -
» Janela de Algebra[X] | » Janela de Visualizagéo X
Ponto A ) b
® A=(2,7) : A C
® B=(2,2)
® Cc=(10,7)
® H=(4.2534) 8
Reta
f: 8x + 5y = 51
Segmento : h
® a=943
® a,-265 C
® 2,-678 ) q
® b=8
@ b -424 : a
® c=5 ?
® c, =424
® h=424 3
s} h1 =5 B
o h2=8
Texto 1
® textol = “A
® texto2 = “E
L R R e B & o
< > 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ) 10

Entrada:

Figura 3.3: Construcao do Tridngulo Retdngulo - Parte II1

Agora vamos verificar se os triangulos ABC, ABH e AHC' sao semelhantes.
Mas isso se torna facil uma vez que seus angulos internos sao congruentes ja que
no Aspc os angulos CBA e ACB sao complementares e o mesmo acontece nos
triangulos A gy com os angulos H BA e BAH complementares e no Ajcy com
os angulos ACH e HAC complementares, ou seja, ABC = HflC, BAH = ACB
e AHB=CHA = 90°, verificados, também, usando a Ferramenta 2.4 no software
GeoGebra. Portanto, podemos evidenciar os Angulos congruentes escolhendo um

estilo diferente para cada par e assim concluirmos que A e ~ Aapp ~ D acp.
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€7 contrucao_triangulo_retangulo.ggh - O X
Arquivo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A * ®|ll|a=2
[ ] AL OO LNl @)
» Janela de Algebra[X] | » Janela de Visualizagéo X
Reta " I
/ ) v
f:8x + 5y =51 ) A o C
Segmento
@ a=943
® a,-265 )
® 2,-6.78
® b= h
o] b1 =4.24 5
® c=5 c
. c, =424
® 1 4 4
® h=424
@ h1=5 a
-@ h2=8 3 H
Texto
® textol = “2
® texto2 = “E [ ? ‘
® texto3 = “C B
® textod = “b
® textob = “c 1
® textob = “a
® texto7 = “F
& tavtnt — LY
< > 0 1 2 4 5 2 7 8 9 10
Entrada:

Figura 3.4: Contrugio Triangulo Retdngulo - Parte IV

Agora para encontrar as relagoes métricas devemos chamar BH de m e HC

de n, ja que BC' (hipotenusa) foi dividida em duas partes, e comparar os triangulos

2a 2.

b C

Figura 3.5: Semelhanca de Tridngulos

Teorema 3.1. Scja o0 AABC retangulo em A com altura h referente ao lado BC e

projecoes "m"e "n"dos catetos AB e AC sobre a hipotenusa, sdo validas as relacdes
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métricas

Relacao 1 - h> =m-n
Relacdo 2 -2 =a-m
Relacao 3 -a-h=5>b-c
Relacao 4 -V’ =a-n

Demonstracao. Vamos mostrar as relagoes que existem entre os lados, a altura e as
projecoes dos catetos de um triangulo retangulo sobre a hipotenusa. Para isso vamos

considerar os triangulos A gp € DAach

h
%:Eﬁhzzm-n (3.1)

Agora consideremos os triangulos A pp € Aagce

:E:>C =a-m (32)
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Tomemos agora os triangulos A oy € Aage

H
h n
A b C
h b
C a

E, por fim, ainda sobre os tridangulos A oy € Aapc

b
%:E:>b2:a~n (3.4)

[
A seguir enunciaremos e demonstraremos um importante teorema conhecido

como Teorema de Pitdgoras e vamos complementar com interpretagoes geométricas

usando o GeoGebra.

Teorema 3.2 (Teorema de Pitagoras). Num triangulo retangulo, a drea do quadrado

da hipotenusa ¢ igual a soma das areas dos quadrados dos catetos.
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Demonstracao. Vamos mostrar que o quadrado do comprimento da hipotenusa do
triangulo retangulo é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Para isso vamos somar 3.2 e 3.4

V+=a-m+a-n

Agora colocando a em evidéncia do lado direito da igualdade temos

b’ +c* = a(m+n)

Como (m + n) = a, concluimos que

v 4 * = a? (3.5)
[

O resultado obtido nesse teorema pode ser reforcado utilizando a interpre-
tagao geométrica, desenhando um quadrado a partir da medida de cada lado do
triangulo retangulo no GeoGebra e em seguida verificar se a soma das areas dos
dois quadrados menores ¢ igual a area do quadrado maior. Para isso basta desenhar
um triangulo retangulo qualquer, usando a Ferramenta 2.9, e em seguida, usando a
ferramenta Poligono Regular, desenhar quadrados com os lados fixos nos lados do

triangulo.



3.1 Relagoes Métricas no Tridngulo Retangulo

61

(v teorema_pitagoras.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

a X

Entrar...

AL PO LN 222l )

» Janela de Algebra

X

» Janela de Visualizacdo

<

Poligono

-® Q1=25

® Q2=144

-® Q3=169

Ponto
® A=(4,0.56)

-® B=(4,5.56)

® C=(16,5.56)
Segmento

@ a=12

® b=13

-® ¢c=5
-® f=5

® j=12

-® n=13

Texto
textol = “25 m
textol; = “144
textol, “169
textols = “12m
textolg = “13m
textols = “5m”

Tridngulo

LM 4 — 2N

~

®

2= 144

Entrada:

Figura 3.6: Construgao - Teorema de Pitdgoras

Fazendo algumas modificagoes ocultando a escrita padrao do GeoGebra e

substituindo por texto no tamanho e fonte desejada, temos
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144m? 19m

13m

Figura 3.7: Semelhanca de Tridngulos

Exemplo 3.3. Determine a area do triangulo retangulo que admite um cateto

medindo 8m e a hipotenusa medindo 17m.

Resolugao. Vamos desenhar o tridngulo retangulo com as especificagoes do enunci-
ado usando a ferramenta Segmento com Comprimento Fizo e estabelecemos a base
medindo 8 e no final desse segmento determinamos outro medindo 17, em seguida,
com a ferramenta Mowver, deslocamos o vértice mével do dltimo segmento de tal
forma que possamos completar com o terceiro segmento e o triangulo ser retangulo
(uma sugestao é fazer uso da malha quadriculada do GeoGebra para identificar a
coordenada que permite que o triangulo seja retangulo). Ao concluir o desenho, a
medida do outro cateto e a area do tridngulo ja aparecem na janela de algebra e na

janela de visualizacgao.
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cateto

Exemplo 3.4 (Aplica¢do). Uma arvore centenaria da floresta amazonica quebrou

< ex_teorema_pitagorass.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

&ALl =] )

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagéo

Ponto
~@® A=(1,1)
® B=(9,1)
~@® C=(1,16)
Segmento
~@® a=17
® b=15
@ c=8
Tridngulo
@ Area=60
Angulo
@ a=90°

Area =60

Entrada:

Entrar...

Vamos aplicar o Teorema de Pitdgoras 3.5 para encontrar a medida do outro

b2+ 2 = a?
b+ 8% =177
b=1/225
b=15

E agora vamos encontrar a area desse triangulo

g b
2

A:15-8
2

A = 60m?>

ficando com o seu topo sobre uma rodovia nas proximidades de Manaus (capital

da Amazonia). Os bombeiros foram chamados para a retirada da arvore. Ao chegar

ao local perceberam que a parte que ainda estava fixa no solo tinha 5m de altura

formando com este angulo de 90°, e a parte quebrada que ainda estava presa ao
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que sobrou do tronco com a ponta sobre o asfalto mantinha uma distancia da sua

propria base de 12m. Determine qual era a altura dessa arvore.

Resolucao. Para resolver o problema vamos trazer as informagoes descritas para o
GeoGebra usando a ferramenta Poligono 2.9 e ilustrar um triangulo retangulo, com
o auxilio da malha quadriculada, com os catetos medindo 5 e 12, e verificar a forma

geométrica sugerida.

¢ ex_teorema_pitagoras.ggh - m} X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

R AT OO £ N2 )

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagido ] XI|

Ponto
® A=(2,2) 7
@ B=(2,7)
® Cc=(14,2)
Segmento
® a=13
@ b=12 5
® c=5
Tridngulo
® t1=30 %
Angulo
® a=90°

Entrada:

O GeoGebra ja nos fornece o comprimento da arvore que foi quebrado e
assim ja podemos visualizar a resposta. Como se tratada de um problema em que
precisamos saber o comprimento da hipotenusa de um triangulo retangulo, vamos

aplicar o Teorema de Pitdgoras 3.5

a? =02+ &2

a’> =52 +12°
a =169
a=13

Logo, temos que o tamanho da arvore, que ¢ a soma da parte quebrada com

a parte que ficou fixa no solo, é de

5m + 13m = 18m
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3.2 Relagoes Métricas em Triangulo Qualquer

Para um triangulo qualquer, especialmente aquele que nao é retangulo,
podemos fazer uso de duas relagoes muito importantes e que fazem parte da

trigonometria, que veremos a seguir.

3.2.1 Lei dos Senos

Teorema 3.5. A razao entre os lados de um tridngulo e os senos dos angulos opostos
sao proporcionais e a constante de proporcionalidade é o diAmetro da circunferéncia

circunscrita no triangulo.

Demonstracao. Vamos imaginar um A sgc qualquer. Sabendo que trés pontos nao
colineares determinam uma tnica circunferéncia, tracamos a circunferéncia usando
a Ferramenta Clirculo definido por Trés Pontos e em seguida selecionamos os pontos
A, B e C para determinar a circunferéncia, de centro O e raio r, circunscrita em

A pc. Tracando o diametro AD, usando a Ferramenta 2.3, temos

€77 lei_senos.ggb = O X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

pEER NS Bl

» Janela de Algepra X/ | » Janela de Visualizagdo ! ; XI|
Conica
L@ Cy(x-5F+(y-4F=9

Ponto

® A=(242 246)
® B=(6.03,6.82)
B,=(5,1)

C=(7.71,2.71)
D =(7.59, 5.51)
0=(5,4)

egmento
a=4.44
® b=529
® c=565
® =6
® g-281
Tridngulo

-@ t1=11.07
Angulo
® 0=61.82°
® B=-61.82°

[ XN X X J

Entrada:

Figura 3.8: Construcao - Lei dos Senos
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Figura 3.9: Lei dos Senos.

Com o ponto D determinamos o triangulo A pe que é retangulo em C' ja
que AD é diametro da circunferéncia e entdo o Angulo Inscrito DCA corresponde
a metade do arco AD (180°), e como ABC e ADC sao Angulos Inscritos na

—_——
circunferéncia e compartilham do mesmo arco AC' podemos dizer que

. . AC
B=D=""
2

No AACD, retangulo em C, temos

A b b
sin(D) = — = — = 2r,
2r  sin(B)
e de forma analoga
Y (3.6)
sin (4)  sin (C)
[

Observacao 3.6. Nos casos em que o triangulo seja obtuso, para a demonstracao,

nao teremos B = D e sim D = 180° — B (suplementar).

Exemplo 3.7. Determine o valor de x no triangulo a seguir.
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100m

Resolucgao. Para solucionar o problema verificamos que as informagoes fornecidas
pelo enunciado sao de dois angulos e um lado, como ele deseja saber a medida
de outro lado, precisamos relacionar dois lados e dois angulos do triangulo. Entao

faremos uso da lei dos senos.

3
sin (120°) = sin (180° — 120°) = sin (60°) = g =~ (), 865

Sendo
2
sin (45°) = g ~ 0,705

x 100
sin (120°)  sin (45°)

No GeoGebra, basta inserir um segmento de medida igual a 100 unidades

—x =122,5m

(faremos na escala de 1:10) e em seguida construir um angulo de 120° com o auxilio
da ferramenta Angulo com Amplitude Fiza a partir de uma das extremidades do
segmento e outro de 15°, a partir da outra extremidade desse segmento no sentido
horario. Da interseccao desses dois angulos, que podemos usar a ferramenta Reta,
encontramos o terceiro vértice do tridngulo (com angulo de 45°). O segmento de reta

formado entre os angulo de 45° e de 15° nos fornecera o valor = desejado.

vo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

| e B%12 (o) [#)! 4N B B3

» Janela de Visualizagao X |

| » Janela de Aigebra a

|~ Ponto

| @ A=(a,1) 5

| A’=(4.34,3.59)

® B=(14,1)
B'=(-1,9.66) |

® C=(217,417) {

Reta
0: 8.66x + 5y = 39.64 4
h: 2.59x + 9.66y = 45.89

Segmento

® X=1225

® =10

® =366

® k=10 2

Angulo

® a=120°

® g=15°

® y=45°

Entrada:
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Exemplo 3.8 (Aplicagdo). Ana, Beatriz e Carlos estdo em pontos distintos ao
redor de uma praca com formato circular e de raio 100y/2m de tal forma que Ana
visualiza seus amigos sob um angulo de 105° e Beatriz visualiza seus amigos sob um

angulo de 30°. Qual é a distancia, em linha reta, entre Ana e Beatriz?

Resolucao. Vamos considerar a situagao descrita e construir uma circunferéncia
usando a ferramenta Circulo dado Centro e Raio de raio 100v/2 e em seguida
definimos os pontos A e B qualquer na circunferéncia, acrescentar os angulos que
Carlos e Beatriz visualizam seus amigos com o auxilio da ferramenta Angulo com
Amplitude Fiza, que sao, respectivamente, de 105° e 30°. E para finalizar, tragar as
retas AC' e BC com o intuito de localizar o vértice C' do triangulo que, por sua vez,
deve estar sobre a circunferéncia. Caso isso nao aconteca devemos usar a ferramentar
Mover para movimentar o ponto A ou o ponto B sobre a circunferéncia até que C

também fique sobre a ela.

Agora basta aplicar a lei dos senos, ja que vamos fazer uso da medida do
raio da circunferéncia circunscrita, de um angulo do tridngulo e desejamos saber a

medida do seu lado oposto, que é a distancia entre Ana e Beatriz.

— 2R — =2 (100v2) = = =2-(100v2)

V2
sin (45°) 2

w|§‘&
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x = 200m

Logo, a distancia entre Ana e Beatriz é de 200m como queriamos mostrar.
No GeoGebra, ao inserir as informagoes descritas a cima (usaremos na escala
de 1:10), o cumprimento do segmento AB aparecera na janela de dlgebra e na janela

de visualizagao.

€7 ap_lei_senos.ggb - [m} X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
] o|llla=2

NDEEENRRENER

» Janela de Algebra = X/ | » Janela de Visualizagdo X

Conica
® c:(x-16.64) +(y-15.37)2= 1!
Ponto
® A=(7.82,26.37)
@ B=(5.69, 6.48)
B' = (17.48, 22.64)
® C=(21.79, 28.55)
C' = (27.58, 29.46)
@ E=(29.72,10.11)
® 0=(16.64, 15.37) k2
Reta
g: -3.09x + 19.76y = 496.84
h: -16.16x + 11.79y = -15.6 20
Segmento
® R=14.1
® b=27.32 15
® c =1414
@ d=20
f=20 a
Triangulo
® t1=136.61
Angulo 5
® a=105°
® p=30°
® y=45°

< >

Entrada:

3.2.2 Lei dos Cossenos

Teorema 3.9. Em um tridngulo qualquer o quadrado do seu lado é sempre igual a
soma dos quadrados dos outros dois lados menos o produto desses dois lados por 2

e pelo cosseno do angulo formado por esses lados.

Demonstracao. Vamos mostrar a lei dos cossenos usando o A spc acutangulo de
altura h referente a base AC. No GeoGebra, usando a ferramenta Poligono tracamos
um triangulo qualquer A spc, e com a ferramenta Reta Perpendicular tragamos a
altura h referente ao vértice B e em seguida com a ferramenta Segmento fixamos
uma extremidade sobre o vértice B e a outra na interseccao da reta perpendicular

com a base AC e finalizamos ocultando a reta perpendicular.
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€7 lei_cossenos.ggb = m} X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..

2] .2 > ol o]l 4N =]+ e

<

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo = X

Ponto 4
® A=(1,1)

® B=(4,3)

@ C=(5,1)

® D=(4,1)

Segmento B
a =2
a,=224
b=4
b,=1
c=3.61
c,=2
c,=3.61
d =224
2 A
3

=

b-m

ol -

000 @
3=
nn

=

exto
@ textol=“b-m”
Tridngulo
@ a=1
@ t1=4
| .M $9=23 M

Entrada: O

Figura 3.10: Lei dos Cossenos (tridngulo acutdngulo)

No AABD temos

B
C
h
[l
A m D
cos (A) = % = m = c-cos (A) (3.7)
A =h+m?=h?=c—m? (3.8)

No ABCD temos
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h
I
I
I
D )
D

a® = h*+ (b —m)? (3.9)

Substituindo 3.7 e 3.8 em 3.9, temos

a2 =0+ —2-b-c-cos(A) (3.10)

De forma analoga para os demais lados do tridngulo, temos

P=a>4+2—-2-a-c-cos(B)
A=a>+b—2-a-b-cos(C)

Outra opgao de demonstragao seria usando um triangulo obtuso.

Observagao 3.10. Nos casos de triangulo obtuso, temos que cos (121) =
— cos (180° — A).

Demonstracao. Vamos mostrar a lei dos cossenos usando o A 4pc obtuso em A de
altura h referente a base AC. No GeoGebra podemos fazer uso da figura anterior,
basta apenas deslocar, usando a ferramenta Mover, o vértice B para a direita (ou

para a esquerda) até que o angulo CAB (ou BC'A) seja obtuso.
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o lei_cossenos2.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Al Pelol<N=]+] o

» Janela de Algebra

X

» Janela de Visualizagdo Xl

Ponto

® A =(1,1)
@ B=(-0.5,3)

® c=(51)
~® D=(-0.5,1)

Segmento

® a=585

AN
"
N

o T
n
»

n
-
o

o o .

®
Texto
@ textol = “180°—A"

3>ao0
wononon
L
o

~

v

B

Entrada:

Figura 3.11: Lei dos Cossenos (tridngulo obtusdngulo)

no ABAD temos

no ABCA temos

cos(180° — A) = T m=—c-cos (A) (3.11)

c=h+m*=h=c-—m’ (3.12)
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a®> = h* + (b +m)? (3.13)

substituindo 3.11 e 3.12 em 3.13, temos

a?=b0+c*—=2-b-c-cos(A) (3.14)

O processo ocorre de forma anédloga caso o angulo obtuso estivesse em

qualquer dos outros vértices, dai temos

P=a>+c—2-a-c-cos(B)
A=a>+b0—2-a-b-cos(C)

]

Exemplo 3.11. Dois lados de um triangulo medem 10cm (AB) e 12cm (AC) e
formam entre si o angulo BAC de 60°. Calcule a medida do lado BC.

Resolucao. Do problema podemos inserir no GeoGebra dois segmentos de mesma
origem (A) usando a ferramenta Segmento com Comprimento Fizo, cada um me-
dindo 10 e 12, e em seguida, usando a ferramenta Angulo com Amplitude Fiza,
determinar o angulo de 60° que deve formar entre os dois segmentos. Com a ferra-
menta Poligono determinar o tridngulo que contém os trés vértices determinados.

Encontramos a medida do segmento BC desejada.
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€7 ex_lei_cossenos.ggb - O X
Arquivo Editar Exibir Opg(")es Ferramentas Janela Ajuda

nDRErNoRRENER

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Viéualizagéo X

Ponto
® A=(3,5)
@ B=(15, 5)
® C=(8,13.66)
Segmento
® X=11.13
~® b=10
~@ =12
Angulo
- @ a=860°

a=60°

Entrada:

Como sera utilizado o angulo BAC e dos lados AB eAC e desejamos saber

a medida do lado BC(x), devemos aplicar a lei dos cossenos.

22 =10% + 12 —2-10- 12 - cos (60°),
=100 + 144 — 120,
=124,

agora extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade, temos

x:2\/ﬁ:B_C

Na janela de élgebra e na janela de visualizacao do GeoGebra podemos

constatar que o segmento BC tem medida igual 2v/31 = 11, 13.

Exemplo 3.12 (Aplicagdao). Um relogio de parede com ponteiros das horas e
minutos medindo, respectivamente, 20cm e 25¢m marca exatamente 16h. Determine

a distancia entre as extremidades dos dois ponteiros.

Resolugao. Vamos primeiramente descobrir a medida do angulo formado entre os
ponteiros do relégio multiplicando por 4 a medida do angulo entre cada ntiimero do

relogio,
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a=4- 360° _ 120°
12

Agora, podemos imaginar essa situacao no GeoGebra, onde ja sabemos que a
medida do angulo formado entre os ponteiros do relogio é de 120°. Com a ferramenta
Circulo dados Centro e um dos Seus Pontos determinamos uma circunferéncia
com raio maior que 25, ja que o ponteiro maior do relégio tem medida igual a
25, para representar o relogio (Vamos fazer a figura na escala 1:10). Agora vamos
utilizar a ferramenta Segmento com Comprimento Fizo para inserir os segmentos de
medida iguais a 20 unidades e 25 unidades com mesma origem. Em seguida, com a
ferramenta Angulo com Amplitude Fiza determinar o angulo de 120° formado entre
esses segmentos. Basta usar a ferramenta Segmento para medir a distancia entre
as extremidades desses segmentos que aparecerd na janela de algebra ou na janela

de visualizagao.

€7 ap_lei_cossenos.ggb — (] X
P. 99

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

K] oAl D OO £ N5 ) o o

» Janela de Algebra a X | » Janela de Visualizagdo a (X
Cénica
® c:(x-3)2+(y-3)*=8
Ponto
® A=(3,3)
@ B=(3,5.5)
® C=(4.73,2)
D=(5,5)
Segmento
@ X=3.91
® f=25
@ g=2
Angulo
@ a=120°

Entrada:

aplicando a lei dos cossenos, temos

r? = 25% 4 20% — 2-25-20 - cos (120°),
= 625 + 400 + 500,
= 1525,
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agora extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade, temos
xr = 5v61 = 39, lem

3.2.3 Uma conexao entre as Relagcoes Métricas: Teorema de

Pitagoras e Lei dos Cossenos

Percebemos que a diferenca entre o Teorema de Pitagoras 3.7 e o Teorema
Lei dos Cossenos 3.9 é o termo —2 - b - ¢ - cos (A), que é responsavel justamente por
compensar a diferenca que ocorre quando o tridngulo nao é retangulo. Aplicando
lei dos cossenos em um tridngulo retangulo teremos —2 - b - ¢ - cos (/l) = 0 ja que
c0s(90°) = 0, reduzindo, dessa forma, ao Teorema de Pitagoras, onde a éarea do
poligono formado a partir do maior lado do triangulo ¢ igual a soma das areas dos
poligonos formados pelos outros dois lados. Quando o angulo Aé obtuso, teremos
um acréscimo na soma das areas formadas pelos lados adjacentes a este angulo. E
quando o angulo Ae agudo, teremos um desconto na soma das dreas formadas pelos
lados adjacentes a este angulo.

Usando o GeoGebra conseguimos destacar essa relagao utilizando a Ferra-
menta Controle Deslizante C sobre o vértice B ou C , de tal forma que ao deslocar
o vértice com relagao ao eixo das ordenadas ou das abscissas causarda mudanca de
valor no angulo reto fazendo com que este passe a ser obtuso ou agudo, e a0 mesmo
tempo a medida dos dois lados que compartilham o vértice que esté sendo deslocado
alteram seu comprimento.

Podemos verificar essa relagdo em https://www.geogebra.org/m/cns9yucc,
onde o vértice B do triangulo A 4pc, através do controle deslizante, se desloca na
horizontal de forma a admitir tridngulo acutangulo, retangulo e obtusangulo. E ainda
constatar, através das formulas que aparecem na janela de visualizagao o Teorema

da Lei dos Cossenos.


https://www.geogebra.org/m/cns9yucc
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€7 Teorema de Pitagoras e Lei dos Cossenos.ggh - a X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A

Gl AR > olofl4lN] = +] o

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagdo X

B=(0,3) Soma=b*+c*=16+9=25

L
o

(4,0) a*=25 2-b-c-cos(A)=0

b*+c?—2-b-c-cos(A) =25— (0) =25

oo oTY NP
[
o> W B O

36.87°
Ga=90°
B=53.13°
f=5

pol1 =25
j=4
pol2=16
p=3
pol3=9
§$=25
textol = “Som:

® texto2 =
L=0

® texto3 = “2-b-
DD =25

® textod = “p? + .

< >

Entrada:' O

[ J
|
r
N

Figura 3.12: Relagdes Métricas

Na Figura 3.12 escolhemos o Controle Deslizante no vértice B deslocando-o
na horizontal, ou seja, alterando o valor de x em até 5 unidades (para a direita ou

para esquerda). Dessa forma os seguimentos AB e BC mudam de tamanho.
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>

[ ]

[ ]

® A=(0,0)
® C=(4,0)
® a=583
® b=4

® c=3.16
® t1=6

® 5=30.96°
[ ]

® pg=40.6°
® f=583
® pol1=34
®j=4

® pol2=16
® p=3.16
® pol3=10
S$=26
textol =

® texto2 —
L=-8

® texto3 =
DD =34

® textod =

<

Ga=108.43°

“Somi

-a2=:

“2.h.

“p2 +

a®=34 2:-b-c-cos(A) =-8

b>+c?—2-b-c-cos(A) =26 — (—8) =34

€7 Teorema de Pitégoras e Lei dos Cossenos.ggb - a X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
- o =l
S o KN EE o =
Janela de| Reta o
k=-1 Selecione dois pontos ou duas posicdes K=
B=(1,3 Soma =0 F+c¢ = 16 + 10 = 26 ."

pol2i= 6

Entrada:
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» Janela de Visualizagdo

>

® k=1

® B=(1,3)
® A=(0,0)
® C=(4,0)
® a=424
® b=4

® c=3.16
® t1=6

® 5=45°
® Ga=71.57°
® B=63.43
® =424
® pol1=18
®j=4

® pol2=16
® p=3.16
® pol3=10
$=26
textol =

L=8

® texto3 =
DD =18

® textod =

<

“Somi

® texto2 = “a’=:

“2-b:

“p2 +

>

~

v

Soma =b*+c? =16 4 10 = 26

a’>=18 2:b-c-cos(A) =8

b>+c2—2-b-c-cos(A) =26— (8) =18

ol 16

Entrada:




CAPITULO 4

Proposta de Ensino

No ambiente escolar me deparei, ao longo do tempo de docéncia, com
obstaculos como dificuldade de aprendizagem e concentracao, falta de motivacao
e diversidade cognitiva que impediam ou atrasavam o processo de aprendizagem
de geometria plana no ensino fundamental. Percebi que a auséncia de ferramentas
que transformassem figuras geométricas em objetos concretos era fator evidente
no atraso da construcao do conhecimento. Percebi a dificuldade do discente em
resolver problemas geométricos que nao acompanham suas respectivas figuras. Dai
surgiu a ideia de pesquisar por ferramentas atuais, suficientes e capazes de despertar
a atencao do aluno para a matematica, especificamente falando da geometria.
Como a informatica esté presente no cotidiano dos jovens, decidimos utilizar um
software capaz de produzir ou reproduzir nas telas de computadores e similares as
informagoes descritas em um problema, ou seja, reproduzir de forma simples suas
formas geométricas. Buscamos solugoes para melhorar o rendimento do aprendizado
de geometria que seria utilizar o software GeoGebra e suas ferramentas para
viabilizar aulas mais dinamicas e interativas.

A matemaética, assim como outras disciplinas, necessita de meios que
possibilitem o aprimoramento de habilidades para obtengao de conhecimentos
utilizando tecnologia. O préprio governo brasileiro, desde meados de 1980, vem
estimulando a implantacao das TICs na educagao com investimentos em estrutura

fisica e capacitacao de professores.

A informética na Educac¢ao vem como um aliado do professor para
facilitar o processo de ensino, é uma nova ferramenta no processo
pedagbgico que permite ao professor uma maior facilidade em
mostrar e apresentar seu contetido para seus alunos e de forma
bem mais interessante e criativa. |2, p.17|

De acordo com os PCN'’S é preciso desenvolver competéncias que estimulem
a capacidade de ouvir, discutir, ler ideias, interpretar significados, pensar de forma
criativa e desenvolver o pensamento indutivo do individuo possibilitando assim a

ampliacao da sua capacidade de solucionar problemas. A tecnologia presente nos
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computadores, tabletes e celulares podem e devem desempenhar o papel de midias
responsaveis por desenvolver essas competéncias. Apesar da evolucao tecnologica e
das tentativas governamentais para que a implantacao e acesso as TICs sejam o
mais amplo e democratico possivel, percebemos quao lento é o processo de insercao
dessas ferramentas em sala de aula. Quando o problema nao é infraestrutura é a
resisténcia do profissional da educacao em fazer uso da tecnologia diante da falta
de conhecimento e, na maioria das vezes, nao é do seu interesse sair da sua zona de
conforto e ampliar seu conhecimento.

Mesmo diante de todas as dificuldades e sabendo que o processo é longo
e trabalhoso, a inser¢ao pedagogica de softwares, como o GeoGebra, na educagao
bésica pode alcancar resultados extremamente satisfatorios no que tange ao processo
ensino aprendizagem, sendo uma ferramenta didatica que se torna facilitadora no

aprendizado de matematica.

O desenvolvimento das tecnologias da informagao permite que
a aprendizagem ocorra em diferentes lugares e por diferentes
meios. Portanto, cada vez mais as capacidades para criar, inovar,
imaginar, questionar, encontrar solugoes e tomar decisdoes com
autonomia assumem importancia. A escola tem um importante
papel a desempenhar ao contribuir para a formacao de individuos
ativos e agentes criadores de novas formas culturais. [5, p.140]

Este trabalho busca contribuir para a evolugao na utilizagao das TICs na
educacao, tornando as aulas prazerosas aos educandos que terao a oportunidade
de vivenciar aulas nao tradicionais, ou seja, aulas com didatica inovadora com
atributos tecnologicos objetivando chegar a resultados satisfatérios no processo de
ensino aprendizagem de matematica.

Uma vez que as TICs sao recursos tecnolégicos e ferramentas essenciais no
processo educacional, o professor trabalhando de forma ética e responsavel se torna
uma ponte de conexao entre os alunos e as tecnologias educacionais. Entretanto
um estudo contundente sobre o tema se faz necessério para superar os desafios
de implantagao/utilizagdo das TICs aproximando cada vez mais a informatica da
educacao matematica. Ha um longo caminho a ser trilhado na busca de ferramentas
que visem proporcionar ao professor e ao aluno conhecimentos matematicos ou um
meio para construcao de conhecimentos mateméaticos. Este trabalho busca avancar
neste caminho.

Nesse sentido propomos a lista de exercicios (E) que aborda relagdes
métricas no triangulo retangulo e o Teorema de Pitagoras, e a lista de exercicios
(G) que retrata lei dos senos e dos cossenos que deverdo ser desenvolvidas com o

auxilio e/ou verificagdo do software GeoGebra, em que o educando devera fazer os
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calculos matematicos na lista ou no caderno e averiguar a veracidade do resultado
junto ao programa.
A seguir serd apresentado alguns exemplos resolvidos que deverao ser

observados para o desenvolvimento da lista de exercicios (E).

Exemplo 4.1 (1). Calcule a altura h do triangulo A 4p¢, retdngulo em A.

Resolugao. Utilizando a relagao 3.1, temos

h* =520
=100

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade temos

h =10

€7 proposta_ex1.ggb - a X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A OO £ N e <)

» Janela de Algebra
Ponto
® A=(1,1)
® B=(26,1)
® Cc=(6,11)
® D=(6,1)
Segmento
® AD=10
® a=2236

» Janela de Visualizagdao X

Entrada:
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No software GeoGebra devemos construir a figura e verificar a altura h do
segmento AD, para isso devemos primeiramente estabelecer a base BC fixa com
comprimento de 25 unidades, usando a ferramenta Segmento de Comprimento
Fixo, como apresentado inicialmente no exercicio. Em seguida devemos construir
o triangulo, retangulo em A, usando a ferramenta Poligono onde sua hipotenusa
sera BC. Enfim, com a ferramenta Reta Perpendicular definimos a reta suporte
da altura h que corresponde ao segmento AD e na janela de algebra verificamos a

medida do seu comprimento que ¢ igual a 10.

Exemplo 4.2 (2). Determine no triangulo abaixo a medida da hipotenusa a (BC),
da altura h (AH), e a projecdo dos catetos m (BH) e n (HC) sobre a hipotenusa.

o
H

Resolucao. Utilizando a relagao 3.5, temos

a® = 15% + 207
= 625

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade temos

a=25

Agora usando a relacao 3.3, temos
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25-h=15-20
25-h =300

Dividindo ambos os lados da igualdade por 25 temos

h =12

Agora usando a relagao 3.4, temos

152 =25-m
225 =25 .- m

Dividindo ambos os lados da igualdade por 25 temos

m=9

Agora usando a relacgao 3.1, temos

122=9.n

144=9-n

Dividindo ambos os lados da igualdade por 9 temos

n =16
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€7 list1_triang_ret.ggb - [m] X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

] A~ > el o) &l =]+

» Janela de A\gebra » Janela de Visualizacdo X

Ponto

® A=(1,1)
® B=(26,1)
® C=(10,13)
® D=(10,13)
® E=(10,1)
Segmento

g=15
h=20
i=12
i=9

-

exto
textol = “15”

textold = “n = 16"
texto2 = “20"
texto3 =“h=12"
textod = “m = 9"
texto5
texto6
texto?
texto8
texto9

Entrada:

No GeoGebra devemos desenhar um triangulo retangulo com catetos me-
dindo 15 unidades e 20 unidades. Para isso basta usarmos a ferramenta Segmento
com Comprimento Fixo e construir os dois segmentos a partir do mesmo vér-
tice e em seguida rotacionar um dos dois 90° em qualquer sentido, assim teremos
os catetos do triangulo retangulo como foi fornecido no enunciado. Agora podemos
construir o poligono (triangulo) usando a ferramenta Poligono e tracar a altura re-
ferente a hipotenusa, usando a ferramenta Reta Perpendicular. A partir de agora
¢é so encontrar as medidas pedidas de m,n,a e h construindo segmentos de retas e
verificando suas medidas na janela de algebra.

Propomos também uma lista de exercicios (G) que aborda as relagoes
métricas em um tridangulo qualquer, ou seja, as leis de Seno e de Cosseno que,
também, deverd ser desenvolvida junto ao GeoGebra verificando os resultados. A
seguir serd apresentado alguns exemplos resolvidos que deverao ser observados para

o desenvolvimento da lista de exercicios 2.

Exemplo 4.3 (1). Sabendo que em todo tridngulo ABC a medida de cada lado é
diretamente proporcional ao seno do angulo oposto ao lado, determine a medida do

lado AB do triangulo representado abaixo.
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15°

15m

120°

A C
Resolugao. Como o angulo ACB = 45° ¢ utilizando a relacao 3.6 temos

T 15

sin (459)  sin (120°)

_ 152
-2

Racionalizando o denominador, temos

X

T = 5\/6m.
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€7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

DEEERNCERN

» Janela de Algebra X| [ » Janela de Visualizagdo
Ponto
©® A=(188,1261) B
® B=(1248,2)
® C=(8,2) A\
Segmento
® a=448

Entrada:

15m

m]

X

Entrar....

= X

No GeoGebra, analogamente aos exemplos anteriores, basta construir o

triangulo obedecendo as restri¢des de angulos e a medida do lado BC que é 15m,

usando a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo. Em seguida conferir

na janela de algebra o valor do segmento AB desejado que é de 5v/6m.

Exemplo 4.4 (2). Um engenheiro precisa fazer a medi¢oes de um terreno na forma

triangular. Um dos lados mede 40m , outro mede 60m e o angulo formado por este

dois lados é de 45°. Determine a medida o terceiro lado.

60m

Resolugao. Utilizando a relagao 3.10, temos
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r? = 40% 4 60* — 2 - 40 - 60 - cos (45")

5
— 1600 + 3600 — 4800 - g

— 5200 — 2400v/2
= 400(13 — 6v/2)

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade temos

xr=20V13 — 6v2m

€7 proposta_ex4.ggh - [m] X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

. . =
Al D OO LN = )
» Janela de Algebra X| [ » Janela de Visualizagdo X
Ponto
® A=(0,5)
® B=(60,5)
C=(40,5)
® C'=(28.28,33.28)
Segmento
® a=425
® b=40
® c=60
=60
Texto
® textol = “45°"
@ texto2 = “40m”
@ texto3 = “60m”
® textod = “x”
Tridngulo
@ t1=384853
Angulo
® a=45°

60m

Entrada:

No GeoGebra, construimos o triangulo obedecendo as restrigoes do angulo
e as medidas dos lados, primeiramente construindo dois segmentos, usando a
ferramenta Segmento de Comprimento Fixo, de mesma origem e em seguida,
usando a ferramenta Angulo com Amplitude Fixa, definimos a medida do
angulo formado entre os dois segmentos. Agora, para finalizar, usamos a ferramenta
Segmento para medir o comprimento entre as extremidades dos dois segmentos e

verificar sua medida na janela de élgebra.

4.1 Consideracoes

Como vimos ao longo do trabalho a geometria, segundo [4] e [1],fornece

ao aluno a capacidade de visualizar, interpretar e ainda ampliar sua percepcao da
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realidade. Com ela o aluno desenvolve sua capacidade de relacionar o abstrato ao
concreto. Assim, o trabalho apresentou conceitos matematicos que se tornam ainda
mais atraentes com o auxilio do software GeoGebra. Finalizamos com uma proposta
de praticas a serem aplicadas em sala de aula.

Esperamos que o presente trabalho seja relevante no desenvolvimento e
crescimento critico dos professores, principalmente da rede publica de educagao,

proporcionando uma pratica tecnolégica para ensinar matemaética.
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APENDICE A

Primitivas

Reta - E uma figura geométrica que nao possui definicio. E formada por pontos
e é infinita em qualquer direcao, isso significa que dados dois pontos distintos
de uma reta sempre existird um ponto entre eles também pertencente a essa
reta.

Semirreta - E parte de uma reta que tem inicio em um ponto qualquer e segue
para uma de suas diregoes. Podemos dizer que um ponto divide uma reta em
duas semirretas.

Segmento de Reta - E definido como uma parte da reta que esta delimitada por
dois pontos.

Colinear - Que esta sobre a mesma reta ou que compartilha a mesma reta.

Congruente - E uma caracteristica atribuida as figuras que derivam de outra
através de uma rotacgao ou translacao.

Adjacente - Angulos que tém o mesmo vértice e estdo situados em oposicio ao
seu lado comum.

Complementar - Dizem-se complementares um do outro dois angulos cuja soma
é¢ um angulo reto.

Suplementar - Angulo cuja soma com o primeiro equivale a um angulo raso (180°).

Ponto Médio - E o ponto de equilibrio de um segmento de reta. Podemos dizer
que é o ponto que divide o segmento de reta exatamente no meio tendo dois
segmentos iguais.

Lados Homoalogos - Sao os dois lados que sao opostos a angulos iguais, cada um
em um triangulo.

Cateto - Cada um dos lados do angulo reto no triangulo retangulo.

Hipotenusa - E o lado oposto ao angulo reto no triangulo retangulo.

Equidngulo - Possui todos os angulos congruentes.

FEquzildtero - Possui todos os lados congruentes.

Retas ortogonais - Sao retas reversas (nao estao no mesmo plano) que formam,

entre si, um angulo reto.



APENDICE B

Transformacao Geométrica

Isometria - é uma transformacao geométrica do plano que conserva os compri-
mentos dos segmentos de reta e as amplitudes dos seus angulos. Podem ser
chamados de isometrias as aplicagoes que transformam uma figura em outra
geometricamente igual mantendo suas propriedades, ou seja, ¢ uma aplicagao
que conserva as distancias entre os pontos e a amplitude dos angulos.

Translagao - ¢ uma isometria que desloca a figura original segundo um vetor
conservando a dire¢cao, o comprimento de segmentos de reta e as amplitudes
dos angulos. Nessa simetria a figura "desliza"sobre uma reta, ou seja, um
elemento se desloca numa determinada dire¢ao e sempre paralelo a si proprio.
Temos como exemplo o movimento dos elevadores e das escadas rolantes.

Reflexao - é uma isometria do ponto, reta, plano ou espaco que "espelha'os pontos
em relagao a um ponto (centro de reflexao), uma reta (eixo de reflexdo) ou um
plano (plano de reflexdo), transformando-os em outro, que é simétrico em
relagao ao eixo dado.

Rotacgao - ¢ um movimento corporal rigido que mantém um ponto fixo aplicando-
se a rotacoes dentro de duas e trés dimensoes. Rotacoes em torno dos eixos
x,y e z sao chamadas de rotagoes principais. A rotagao em torno de qualquer
eixo pode ser realizada tomando uma rotagao ao redor do eixo z, seguida de
uma rotacao ao redor do eixo y, seguida por uma rotacao ao redor do eixo z.
Em suma, qualquer rotagao espacial pode ser decomposta em uma combinagao
de rotagoes principais.

Angulo Inscrito em uma Circunferéncia - ¢ o angulo que tem seu vértice
sobre a circunferéncia e lados secantes a ela em pontos distintos. Um angulo

inscrito tem medida igual a metade da medida do seu arco correspondente.



APENDICE C

Ferramentas do GeoGebra

X 'Mover
#X Rotagdo em Torno de um Ponto
/ Funcao & Mao Livre
(/ Caneta 7
Figura C.1: Mover

Movwer - desloca o objeto através da janela de visualizacdo. E necessario selecionar
o objeto e arrasta-lo até a posicao desejada.

Rotacao em Torno de um Ponto - rotaciona um objeto em torno de outro
mantendo a mesma distancia entre eles. E necessario selecionar o ponto de

referéncia e o objeto a ser rotacionado.

" Ponto
Ponto em Objeto
~ Vincular / Desvincular Ponto

> Intersegéo de Dois Objetos
.* Ponto Médio ou Centro

o2 NUmero Complexo
N Otimizagao
4 Raizes

Figura C.2: Ponto

Ponto - cria pontos na janela geométrica. E necessario selecionar a posicao
desejada na janela.
Ponto em Objeto - permite que o ponto se vincule ao objeto que esta na posicao

onde ser4 inserido.
Vincular/Desvincular Ponto - vincula um ponto livre a um objeto ou desvin-

cula um ponto. E necessario selecionar o ponto e o objeto em questao.
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Intersecao de Dois Objetos - cria um ponto fixo que pertence aos dois objetos.
No caso em que a intersecao é um conjunto que contém mais de um ponto,
apenas um sera criado. E necessario selecionar a ferramenta e selecionar os
dois objetos que serao utilizados.

Ponto Médio ou Centro - é necessario selecionar os dois pontos que darao origem
ao ponto que esta alinhado aos primeiros e cuja distancia deste e os outros dois
€ a mesma.

Niumero Complexo - cria um ponto com coordenadas (x,y) que representa o
ponto Z (nimero complexo), cuja expressao é: z = x + yi, sendo i = (v/—1) e
i = —1. E necessario selecionar as coordenadas do ponto desejado na janela
de visualizagao.

Otimizacao - exibe os extremos locais de uma juncio ja determinada. E necessario
selecionar a ferramenta e depois a funcao que deseja utilizar para conhecer seus
extremos locais.

Raizes - segue a mesma logica da ferramenta de Otimizagao, porém apresenta as

raizes da funcao escolhida.

~~ Reta
<" Segmento
<~ Segmento com Comprimento Fixo

~~ Semirreta
3 Caminho Poligonal

" Vetor
<~ Vetor a Partir de um Ponto

Figura C.3: Reta

Reta - constroi uma reta escolhendo dois pontos distintos da janela geométrica.

Segmento - constréi um segmento escolhendo dois pontos distintos da janela
geométrica.

Segmento com Comprimento Fixo - seleciona ou cria um ponto livre que
dara origem ao segmento e seu comprimento, sendo permitido movimentar o
primeiro ponto, para mover o segmento, e rotacionar o segundo em torno no
primeiro.

Semirreta - é criada a partir de dois pontos estabelecidos, onde o primeiro indica
a origem da semirreta e o segundo o final do vetor direcao.

Caminho Poligonal - ¢ o caminho ao longo dos lados de um poligono que liga um
ponto (considerado como o primeiro) até o ultimo. Essa ferramente é diferente

de perimetro por desconsiderar um dos lados do poligono.
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Vetor - segmento de reta orientado com propriedades. E necessério selecionar ou
criar o ponto de origem e, em seguida, sua outra extremidade.

Vetor a Partir de um Ponto - gera um novo vetor com as mesmas propriedades
de um ja criado e origem em outro ponto. E necessario selecionar o vetor que

se deseja copiar e o ponto que seré utilizado como origem do novo vetor.

_* Reta Perpendicular
—~— Reta Paralela

< Mediatriz

4 Bissetriz

,@ Reta Tangente
,XQ Reta Polar ou Diametral

/ Reta de Regresséo Linear

2>« Lugar Geométrico
Figura C.4: Reta Perpendicular

Reta Perpendicular - selecione ou crie um ponto e depois escolha uma reta
ou vetor e uma nova reta perpendicular a escolhida, e que passa pelo ponto
desejado, seré criada.

Reta Paralela - gera uma reta paralela a desejada, passando pelo ponto escolhido
ou criado.

Mediatriz - cria uma reta perpendicular ao segmento que liga dois pontos
escolhidos passando pelo seu ponto médio.

Bissetriz - ¢ o lugar geométrico de pontos com uma caracteristica em comum,
ou seja, sejam duas retas A e B nao coincidentes, ao conjunto de pontos que
possuem uma distancia igual a ambas as retas damos o nome de Bissetriz.

Reta Tangente - cria uma reta que tangente a uma funcao, conica ou circulo
desejado e depende de um ponto escolhido. Quando esse ponto pertence ao
objeto desejado a reta gerada sera tangente & curva naquele ponto.

Reta Polar ou Diametral - utilizada ao selecionar uma conica ou circulo e
um ponto qualquer. Ao considerarmos o ponto utilizado como A e o raio da
circunferéncia, ou a distancia focal da conica como R, com origem em O, a
ferramenta criard uma reta que passa por um ponto nao representado, mas
que serd reconhecido nesse documento como A’, tal que o produto escalar
entre O—A>’ e O—z>4 seja igual a R?. A reta gerada passara pelo ponto A’, e tera

H
como vetor normal o vetor OA.
Reta de Regressao Linear - determina a reta que mais se adequada a uma

sequéncia de pontos, ou seja, determina o que seria a reta ideal para uma
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situagao hipotética considerando que aqueles pontos possuem uma margem de
erro em relacao ao ideal. Para utiliza-la, é necessario selecionar a sequéncia de
pontos que vai gerar a reta desejada.

Lugar Geométrico - cria um lugar geométrico a partir de dois pontos dependentes

entre si, ou a partir de um ponto e um controle deslizante.

> Poligono

> Poligono Regular

> Poligono Rigido

> Poligono Semideformavel

Figura C.5: Poligono

Poligono - para ser criado é necessario selecionar ou criar os vértices do mesmo
que sao ligados entre si através de um segmento de reta.

Poligono Regular - para ser criado é necessario determinar os dois primeiros
vértices e a quantidade total de vértices na figura.

Poligono Rigido - ¢ utilizado selecionando os vértices da nova figura ou um
poligono ja criado e o resultado é um poligono que nao pode ser modificado.

Poligono Semi-deformduvel - gera um poligono que ao mover o primeiro ponto

¢ 0 mesmo que mover todo o poligono.

(2) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
(¥ Circulo dados Centro e Raio

(< Compasso

) Circulo definido por Trés Pontos

("~ Semicirculo Definido por Dois Pontos
) Arco Circular
<) Arco Circuncircular

J) Setor Circular
<)) Setor Circuncircular

Figura C.6: Circulo

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos - para ser utilizada basta
selecionar primeiro o ponto que representa o centro do circulo e depois um
dos pontos que definira o raio.

Circulo dados Centro e Razio - para ser utilizada é necessario selecionar o ponto

referente ao centro do circulo e depois determinar um valor para o seu raio.
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Compasso - usa a distancia entre dois pontos para que a mesma seja o raio de
um novo circulo a ser determinado. E necesséario selecionar os dois pontos e o
ponto que serd o centro do novo circulo.

Circulo definido por Trés Pontos - é necessario selecionar os trés pontos que
determinarao o novo circulo.

Semicirculo Definido por Dois Pontos: cria um semicirculo a partir da selegao
do primeiro ponto.

Arco Circular - utiliza trés pontos para criar um arco, sendo o primeiro ponto
responsavel por determinar o centro do arco que sera criado, o segundo daré
inicio a0 mesmo e o terceiro representara o final.

Arco Circuncircular - utiliza trés pontos para criar um arco, sendo o primeiro
ponto responsavel por determinar o inicio do arco que sera criado, o segundo
serd um ponto contido no arco e o terceiro sera o final do arco.

Setor Circular - utiliza trés pontos para criar um setor circular, sendo o primeiro
ponto responsavel por determinar o centro do setor que sera criado, o segundo
dara inicio a0 mesmo e o terceiro representaré a direcao do segmento que vai
do centro até o ponto final.

Setor Circuncircular - utiliza trés pontos para criar um setor circuncircular,
sendo os primeiros dois pontos contidos no circulo que da origem ao setor

desejado.

£, Angulo
<%, Angulo com Amplitude Fixa

" Distancia, Comprimento ou Perimetro
"4 Area
,A Inclinacdo
12} Lista
ab Relacéo
\E/ Inspetor de Funcbdes
Figura C.7: Angulo

Angulo - determina o angulo entre dois segmentos. E necessario selecionar os
segmentos ou os trés pontos que definem o angulo.

Angulo com Amplitude Fiza - determina um angulo a partir de um segmento e
de sua amplitude. E necessario selecionar os dois pontos que formam o primeiro
seguimento e a amplitude desejada.

Distdncia, Comprimento ou Perimetlro - exibe uma caixa de texto com

informacgoes sobre um ou mais objetos, como por exemplo a distancia entre
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eles, comprimento de um segmento ou perimetro de uma figura. E necessario
selecionar os elementos para obter suas informacoes.

Area - exibe uma caixa de texto com informacées sobre a area de um objeto. E
necessario selecionar o objeto desejado.

Inclinacao - apresenta o coeficiente de inclinacao de uma reta, semirreta ou
segmento. E necessario selecionar o objeto cujo coeficiente deseja-se descobrir.

Lista - funciona em conjunto com uma Planilha.

Relagao - identifica algumas relagoes entre dois objetos: se um objeto pertence a
outro; se duas retas sao paralelos; se duas retas sao iguais.

Inspetor de Funcoes - possibilita uma analise mais especifica da funcao em um

intervalo como pontos de maximo e minimo, integral, reta tangente, etc.

X Reflexdo em Relagédo a uma Reta
.** Reflexdo em Relagdo a um Ponto
2 Inversao

»+ Rotagdo em Torno de um Ponto
-~ Translag&o por um Vetor

+* Homotetia

Figura C.8: Reflexao em Rela¢do a uma Reta

Reflexao em Relagcao a uma Reta - espelha um objeto em relacao a uma reta.
E necessario selecionar o objeto e a reta desejados.

Reflexao em Relagao a um Ponto - espelha um objeto em relacao a um ponto.
E necessario selecionar o objeto e ponto desejados.

Inversao - inverte um objeto em relacdo a um circulo. E necessério selecionar
primeiro o objeto e, em seguida, o circulo desejado.

Rotacao em Torno de um Ponto - permite que um novo objeto seja criado a
partir da rotacio de um primeiro em torno de um ponto. E necessario selecionar
o objeto que seré rotacionado, o ponto central da rotacao e o angulo desejado,
nessa ordem, e o seu sentido.

Translagcao por um Vetor - cria um novo objeto a partir da movimentacao
de um objeto inicial do mesmo tipo pela trajetoria descrita por um vetor. E
necessario selecionar o objeto que serd movimentado e, em seguida, o vetor
que descrevera esse caminho.

Homotetia - multiplica por um fator constante a distancia de um ponto qualquer
do espaco a um ponto fixo, deslocando-o sobre a reta definida por estes dois
pontos. E necessario selecionar o objeto desejado, o ponto de homotetia e o

fator multiplicativo.
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222 Controle Deslizante

ABC Texto

M Inserir Imagem

Botéo

~/® Caixa para Exibir / Esconder Objetos
a=1. Campo de Entrada

Figura C.9: Controle Deslizante

Controle Deslizante - permite criar um botao rolante na Janela de Visualizacao,
usado para determinar o valor do objeto em si. Ele pode ser configurado com
valor minimo, méximo, velocidade de variacdo e a forma como varia. E ttil
para criar parametros a serem utilizados juntos a outras ferramentas.

Texto - insere qualquer texto na area grafica.

Inserir I'magem - insere figuras na area grafica. Ao selecionar esta ferramenta
e ao clicar na area grafica uma caixa onde vocé poderéd procurar a figura que
deseja inserir na tela sera aberta. A figura pode ser jpg, gif, png e tif.

Botao - cria um botao que executarda o codigo na linguagem GeoGebra definido
para o mesmo.

Caiza para Exibir / Esconder Objetos - cria um ambiente onde é possivel
selecionar quais objetos serdo exibidos ou nio na Janela de Visualizacio. E
necessario selecionar a ferramente e selecionar quais objetos estarao nesse
ambiente.

Campo de Entrada - funciona de forma semelhante ao Controle Deslizante
criando um campo vinculado a uma variavel onde é possivel inserir um novo

valor para a mesma. E necessario selecionar uma legenda e decidir a qual

variavel o campo vai estar vinculado.

<> Mover Janela de Visualizagéo
@ Ampliar
& Reduzir

®. Exibir / Esconder Objeto
AA Exibir / Esconder Rétulo
4 Copiar Estilo Visual

§ Apagar
Figura C.10: Mover Janela de Visualiza¢ao

Mover Janela de Visualizacao - serve para movimentar o contetido exibido na
janela de visualizacao, permitindo percorrer a visualizagao do ambiente.

Ampliar - amplia a Janela de Visualizagao com foco no local selecionado.
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Reduzir - reduz a Janela de Visualizacao com foco no local selecionado.

Exibir / Esconder Objeto - permite exibir e ocultar objetos temporariamente.
E necessario selecionar a ferramenta, os objetos que serdo ocultados e uma
nova ferramenta. Para exibir novamente selecione mais uma vez a ferramenta

Exibir / Esconder Rdétulo - permite exibir e ocultar o rotulo de objetos na Janela
de Visualizacdao. E necesséario selecionar o objeto cujo rétulo sera exibido ou
ocultado.

Copiar Estilo Visual - permite que o estilo de um determinado objeto seja
copiado para outros objetos. E necessério selecionar o objeto cujo estilo seré
copiado e em seguida aqueles que receberao a nova configuragao.

Apagar - apaga os objetos que forem selecionados apods a ativacao da ferramenta.



APENDICE D

Plano de aula 1

Professor: Matheus Timoteo de Oliveira

Orientador: | Alacyr José Gomes

Disciplina: | Matematica

Série: 9° Ano Ensino Fundamental

Tema: Software Matematico e Geometria Plana

Conteudo: | Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo

Duragao: 05 horas aulas

D.1 Objetivos

D.1.1 Geral

Utilizar softwares matemaéticos e recursos algébricos para demonstrar e

comprovar conceitos de relagoes métricas no triangulo retangulo.

D.1.2 Especificos

1. Realizar a demonstragao das relagoes métricas no triangulo retangulo.
2. Utilizar ferramentas algébricas e o GeoGebra para realizar demonstragoes.

3. Interpretar situacoes que envolvam o uso das relagoes.

D.2 Contetido Programatico

1. Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

2. Teorema de Pitagoras.
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D.3 Metodologia

O contetido serd ministrado por meio de aulas préticas e expositivas,
estimulando o didlogo, pensamento critico e a constru¢ao do conhecimento pelos

proprios alunos através da resolugao de problemas.

D.4 Recursos Didaticos

1. Quadro branco;

2. Pincéis;

3. Lista de exercicios;
4. Computador;

5. Software GeoGebra.

D.5 Avaliacao

A avaliagao sera realizada através de exercicios de classe que também irao
enriquecer o tema e fornecer exemplos e aplicagoes. Além disso, sera feita uma

atividade avaliativa no final das aulas para verificagao de aprendizagem.
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Lista de Exercicios 1

Exercicio 1. O topo de uma escada foi apoiada no topo de um edificio de 15m
de altura com suas bases afastadas 8m de distancia uma da outra. Determine o

comprimento dessa escada.

15 m

o~ 8m
NZZNNN /NN NN 77NN/ NV

Figura E.1: http://www2.ime.unicamp.br/ ma225/2016 Tarefa4-
GrupoA.pdf

Exercicio 2. Em um tridngulo A spc, retangulo em A, a medida de um cateto ¢
30cm e a medida da altura, em relagao ao vértice A, AH é 24cm. Calcule a medida

da hipotenusa e do outro cateto.

Exercicio 3. Uma certa fazenda, localizada numa planicie de um grande estado
brasileiro, tem frente para uma estrada retilinea, cuja conservacao é feita pelos
proprios funcionarios da fazenda. O escritério fica a 480m de distancia dessa estrada
e, & beira da estrada, a 800m de distancia desse escritério, foi construida uma
grande guarita de concreto, onde segurancas contratados pelo fazendeiro fazem o
trabalho de guardar a propriedade. Com o objetivo de servir alimentacao ao pessoal
que trabalha tanto no escritério quanto na guarita, o proprietario contratou a
construcao de um refeitério, também a beira da estrada, localizado a igual distan-

cia da guarita e do escritorio. Qual a distancia, em metros, do refeitério ao escritério?

Exercicio 4. Durante um incéndio num edificio os bombeiros utilizaram uma escada

de 40m para atingir a janela de um apartamento. A escada estava apoiada a 1m do
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chao, sobre o caminhao dos bombeiros que se encontrava 24m afastado do edificio.

Qual ¢é a altura do apartamento em relagao ao chao?

Figura E.2: http://www2.ime.unicamp.br/ ma225/2016 Tarefa4-
GrupoA.pdf

Exercicio 5. Determine as medidas de x e h indicadas na figura.

30

25

| — 71
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

1
11 1 x
1

Figura E.3: Compilacao do autor

Exercicio 6. Deve ser demarcado um terreno na forma de triangulo retangulo com
600m? de area, cujo maior lado mede 50m. Quantos metros lineares de muro serao
necessarios para cercar esse terreno?

a) 190m

b) 150m

c) 130m

d) 120m

e) 110m

Exercicio 7. Uma torre tem 60m de altura, a uma certa hora do dia produz uma
sombra de 12m de comprimento. Um homem de 1,8m de altura nesta mesma hora

produzird uma sombra de aproximadamente quantos cm?

Exercicio 8. Em um triangulo retangulo, a hipotenusa mede 14cm e um dos catetos

mede 2v/38cm. Determine a medida do outro cateto.
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Exercicio 9. O portao de entrada de uma casa tem 5m de comprimento e 2m de
altura. Que comprimento teria uma trave de madeira que se estendesse do ponto A

até o ponto C7

B

Figura E.4: https://pt-static.z-
dn.net/files/d80/fc88a8afd461309baelf107541b42345.doc

Exercicio 10. Uma arvore foi quebrada pelo vento e a parte do tronco que restou
em pé forma um angulo reto com o solo. Se a altura da arvore antes de se quebrar
era de 9m, e sabendo que a ponta da parte quebrada esta a 3m da base da arvore,

qual a altura do tronco que restou em pé?

Figura E.5: hitps://pt-static.z-
dn.net/files/d80,/fc88a8afd|61309bae 1f107541b42345.doc



APENDICE F

Plano de aula 2

Professor: Matheus Timoteo de Oliveira

Orientador: | Alacyr José Gomes

Disciplina: | Matematica

Série: 9° Ano Ensino Fundamental

Tema: Software Matematico e Geometria Plana

Conteudo: | Relagoes Métricas no Triangulo Qualquer

Duragao: 05 horas aulas

F.1 Objetivos

F.1.1 Geral

Utilizar softwares matemaéticos e recursos algébricos para demonstrar e

comprovar conceitos de relacoes métricas em um tridangulo qualquer.

F.1.2 Especificos

1. Realizar a demonstragao das relagoes métricas em um tridangulo qualquer.
2. Utilizar ferramentas algébricas e o GeoGebra para realizar demonstragoes.

3. Interpretar situacoes que envolvam o uso das relagoes.

F.2 Contetido Programatico

1. Relagoes Métricas no Triangulo Qualquer.

2. Lei dos Senos.
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3. Lei dos Cossenos.

F.3 Metodologia

O contetdo serda ministrado por meio de aulas praticas e expositivas,
estimulando o didlogo, pensamento critico e a construcao do conhecimento pelos

proprios alunos através da resolugao de problemas.

F.4 Recursos Didaticos

1. Quadro branco;

2. Pincéis;

3. Lista de exercicios;
4. Computador;

5. Software GeoGebra.

F.5 Avaliacao

A avaliagao sera realizada através de exercicios de classe que também irao
enriquecer o tema e fornecer exemplos e aplicagoes. Além disso, serd feita uma

atividade avaliativa no final das aulas para verificacao de aprendizagem.
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Lista de Exercicios 2

Exercicio 1. Num tridngulo retangulo, um dos angulos internos ¢ de 30° e a

hipotenusa mede 2c¢m a mais do que o menor cateto. O comprimento da hipotenusa

Exercicio 2. Um terreno possui o formato triangular e a medida de dois de seus
lados sdo AB = v/13m e BC = 4m. Determine a medida do ladoAC, sabendo que
ACB = 60°.

Exercicio 3. Os vértices do triangulo a seguir representam a localizagao de trés
cidades. Sabendo que a distancia entre as cidades A e C' é de 12km, determine a

distancia entre as cidades B e C.
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120°

A 12km ¢
a) 15km
b) 12v/2km

c) 12v/3km

12
d) —km
15

e) 25km

Exercicio 4. Um relogio que estd no monumento de uma praca foi construido
com o ponteiro maior (dos minutos) medindo 5m e o ponteiro menor (das horas)
medindo 3m. Exatamente as 14 horas a distancia entre as extremidades dos dois

ponteiros é de:

o=
3
S

ez
23
S 3

Exercicio 5. Calcule o seno do maior angulo de um triangulo cujos lados medem

8m, 12m e 16m.
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Exercicio 6. Dois lados de um terreno triangular medem, respectivamente, v/61m
e 10m. Sabendo que o angulo formado entre esses lados ¢ de 60°, qual ¢ a medida

do terceiro lado desse terreno?

Exercicio 7. Considere que o quadrado ABC' D abaixo quem tem lados de compri-
mento igual a 2cm, e que B é o ponto médio do segmento DE. Encontre a distancia

entre os pontos A e E.

Exercicio 8. Analisando o tridngulo A 4pc a seguir, determine o valor de 22 + 5z.

B

10V3
5!
120°
A x C
a) 200
b) 225
c) 250
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e) 300

Exercicio 9. O triangulo retangulo a seguir ¢ isosceles, determine a medida de BD.

120°

Exercicio 10. O retangulo ABC'D a seguir possui perimetro igual a 56¢m, tem

BC = 12cm e BE = 7em. Determine o valor de sin 3.

B C

E ¢
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