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Resumo

Lima, Mylena Pasquéwitti. Funcoes: propriedades algébricas, geomé-
tricas e suas relacoes. Goiania, 2022. 139p. Dissertacao de Mestrado.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

O contetido de funcoes é considerado um dos mais importantes dentro da Mateméa-
tica, visto que esta presente desde seus aspectos mais simples até as mais complexas
modelagens matemaéticas. Nesse sentido, no decorrer do trabalho abordamos deta-
lhadamente sobre varios tipos de func¢oes, abrangendo varias de suas propriedades
e caracteristicas, mas ja ressaltamos aqui que o intuito deste trabalho nao é esgo-
tar todas as classes, propriedades e caracteristicas existentes das funcoes, pois, s6
abordamos aquelas que nos foram convenientes. E, através destas funcoes estudadas,
compreendemos melhor como se di a relagao entre as representacoes numéricas, al-
gébricas e geométricas. O trabalho se caracteriza como uma pesquisa bibliografica,
pois esta sendo baseados em autores importantes dentro desta area de estudo. Para
o desenvolvimento do trabalho, além da pesquisa bibliogréfica, estamos também nos
apoiando no software GeoGebra e na linguagem de programacao TikZ para esbocar
todos os graficos presentes aqui, sendo considerado entao que nenhum dos graficos

ja foi encontrado pronto, mas sim feitos pela autora.

Palavras—chave

Funcgoes, Transformacgoes no Plano, GeoGebra.



Abstract

Lima, Mylena Pasquéwitti. Functions: algebraic, geometric properties
and their relationships. Goiania, 2022. 139p. MSc. Dissertation. Insti-
tuto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

The contents of functions is considered one of the most important within Mathe-
matics, as it is present from its simplest aspects to the most complex mathematical
modeling. In this sense, during the course of the work, we discuss in detail various
types of functions, covering several of their properties and characteristics, however,
here we do emphasize that the purpose of this work is not to exhaust all existing
classes, properties and characteristics of functions, only covering those convenient to
us. Moreover, through the functions studied, we improve our understanding of the
relationship between numerical, algebraic and geometric representations. The work
is characterized as a bibliographic research, being based on important authors within
this area of study. For the development of the work, in addition to the bibliographic
research, we also rely on the software GeoGebra as well as on the TikZ programming
language, the latter being employed to sketch all the graphs presented, considering
that none of them were found ready. Thus, all graphics presented were created by
the author.

Keywords

Functions, Planar Transformations, GeoGebra.
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Introducao

O conceito de funcao geralmente é apresentado aos alunos, de forma teorica,
no 92 ano do Ensino Fundamental e, a partir dai, os acompanha durante todo
o restante do seu periodo escolar e, também, durante suas vidas. Isto porque, se
pensarmos de um modo bem simples, funcao nada mais é do que uma maneira de
relacionar dois conjuntos distintos.

E aqui, quando mencionamos conjuntos distintos, estamos nos referindo aos
mais variados tipos de conjuntos e situacoes existentes. O que é importante enfatizar
¢ que, independente de quais sejam os conjuntos, a partir do momento em que os
relacionamos, estamos garantindo que existe uma funcao que pode ser definida de
modo que represente a existéncia desta relagao entre os conjuntos dados.

Um exemplo disto é o preco por litro do combustivel e a quantidade a ser
paga ao se abastecer o carro em algum posto de gasolina. Com este simples exemplo
é possivel notar que estamos cercados diariamente por situacoes que, mesmo que
nao percebamos, se relacionam diretamente com o conceito de funcgoes.

A partir dai, é possivel definir outros conceitos mais particulares das fun-
¢oes, conceitos estes que sao abordados no Capitulo 1, mas note que, intuitivamente,
sabemos que quanto mais caro o preco por litro, mais caro temos que pagar ao final
do abastecimento. Caracteristica esta, que pertence a uma funcao que é crescente.
Outro fato notavel é que a cada quantidade de combustivel que é colocada, temos
um valor diferente no preco final, o que é caracteristica de uma funcao injetiva.

Sendo assim, é possivel ter uma nocao de que o conceito de funcao é consi-
derado um dos mais importantes da Matematica. E, isto nao foi dito simplesmente
baseado no exemplo visto acima, temos varios autores que nos norteiam até esta
conclusao.

"O conceito de funcao é considerado um dos mais importantes da Mate-
matica e seus aspectos mais simples estao presentes nas nogoes mais basicas desta
ciéncia, como por exemplo, na contagem."[Barreto 2007, p. 87|

Ou seja, desde o inicio da alfabetizacao matematica, onde é ensinado a
contagem, ja temos a presenca do conceito de funcao. Para que esta alfabetizagao

ocorra, ¢ necessario que seja utilizado varias linguagens diferentes, brincadeiras e
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imaginacao, facilitando assim a compreensao, por partes, das criancas. Mas, o foco

aqui, é perceber que desde o principio ja temos contato com o conceito de funcao.

O conceito de fungdo é nuclear para a construgdo do conhecimento
matemético. E um conceito abordado em todos os niveis de ensino
quer seja implicita ou explicitamente, e se faz presente na busca
de entendimento dos mais variados fenémenos. [Ardenghi 2008, p.
14]

O estudo de fungdes é, certamente, um dos mais importantes
topicos de toda a Matemética fundamental. Com aplica¢Ges em
todas as areas, sua utilizacdo vai desde problemas cotidianos até
modelagens sofisticadas de situagbes da astronomia, engenharias
ou medicina. Seu dominio é indispensével por alunos de todos os

niveis. [Silva, p. 2]

Em resumo, podemos perceber que o conceito de fungdo é um dos
elos entre diferentes assuntos dentro da prépria Matematica e que,
além disso, desempenha um papel central em diversas areas do
conhecimento, visto que é uma das ferramentas para a compreensao
de certos fendmenos e a representacao das variacoes dos mesmos.

[Thees 2009, p. 25]

Isto acontece porque, como foi visto de forma superficial no exemplo citado
anteriormente, o conceito de fun¢oes abrange contetidos dentro e fora da Matematica,
ou seja, ¢ um conceito multidisciplinar. E, além disso, abrange niveis diferentes de
dificuldade, indo desde a contagem de objetos até modelagens sofisticadas.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCNEM
|Brasil| e suas orientagoes complementares - PCN+ [Brasil|, fazem referéncia ao fato
de que é possivel encontrar varias ligacoes sobre a importancia do estudo de fungoes

e de seu uso em diversas areas.

Além das conexodes internas a propria Matematica, o conceito de
funcdo desempenha também papel importante para descrever e es-
tudar através da leitura, interpretacao e construcdo de graficos, o
comportamento de certos fendmenos tanto do cotidiano, como de
outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Econo-
mia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que o aluno
adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de funcao em

situacoes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de
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situacoes problema de Matemética e de outras areas, o aluno pode
ser incentivado a buscar a solucdo, ajustando seus conhecimen-
tos sobre funcgodes para construir um modelo para interpretacao e

investigagdo em Matemaética. [Brasil, p. 43 - 44|

O estudo das funcoes permite ao aluno adquirir a linguagem algé-
brica como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a
relacdo entre grandezas e modelar situacoes-problema, construindo
modelos descritivos de fenémenos e permitindo varias conexoes

dentro e fora da propria matematica. [Brasil, p. 121]

Assim, a énfase do estudo das diferentes fun¢des deve estar no con-
ceito de funcao e em suas propriedades em relagdo as operacoes, na
interpretagdo de seus graficos e nas aplicacoes dessas fungoes. |...|
em relacao as competéncias a serem desenvolvidas pela Matema-
tica, a abordagem proposta para esse tema permite ao aluno usar e
interpretar modelos, perceber o sentido de transformacgoes, buscar
regularidades, conhecer o desenvolvimento histérico e tecnolégico
de parte de nossa cultura e adquirir uma visao sistematizada de

parte do conhecimento matematico. [Brasil, p. 121 - 122]

O que s6 reforca o fato de que ter uma boa compreensao do que representa o
conceito de fungoes e de todas as suas propriedades e particularidades é importante.
E, tal importancia se da justamente pelo fato de que é necessirio que consigamos
compreender assuntos que estejam direta ou indiretamente ligados a Matematica e
que, por sua vez, abranjam os estudos sobre func¢oes.

Segundo [Ponte 1992], ao longo da Historia da Matematica, o conceito de
funcao teve uma construcao demorada e cheia de contratempos. Desta forma, é
natural que isto se reflita no seu processo de ensino e aprendizagem. Ponte também

ja alertava para a importancia de estudar fungoes sob varios aspectos.

N

A maioria dos estudantes chega & escola secundéria com muita
dificuldade de abstragdo. Para muitos, lidar com gréficos cartesi-
anos e expressoes algébricas, nao é uma tarefa facil. O ensino de
funcdes precisa articular equilibradamente as trés formas mais im-
portantes de representacao, nomeadamente a numeérica, a grafica
e a algébrica. Seria um grave erro de interpretacao da importancia
histérica das representacdes analitica e geométrica deixar que fosse

subestimado o papel dos aspectos numéricos na aprendizagem de
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funcoes, notadamente tabelas e calculos. Em situagbes reais, valo-
res numéricos concretos fundamentam as expressoes numéricas e
as curvas geométricas. Matemaéaticos dos séculos XVII e XVIII gas-
tavam um longo tempo fazendo operagoes aritméticas, procurando

padroes e relagoes. [Ponte 1992, p. 10 - 11]

Aprender o conceito de fungoes é um processo lento e evolutivo, visto que
comecamos a aprender sobre os casos mais simples de fun¢oes e, a medida que vamos
fixando os primeiros conceitos, vamos gradualmente aumentando a dificuldade. Isto
ocorre devido a sua complexidade e diversidade, uma vez que existem varios tipos
diferentes de representacoes para uma mesma funcao e, existem também, varios tipos

de funcgoes.

Os estudantes tém tido problemas em fazer a ligacdo entre as di-
ferentes representagoes de funcgoes: férmulas, graficos, diagramas,
descri¢oes verbais de relacoes; em interpretar graficos; em manipu-

lar simbolos relacionados a funcgoes. [Sierpinska 1992]

O essencial é que os alunos aprendam a enxergar a funcao olhando o todo
e, nao apenas as partes. Ou seja, seria interessante que conseguissem visualizar as
formulas e os graficos relacionados, e, nao separadamente, como é o que acontece na
maioria dos casos.

Algumas destas representagoes das fungoes mencionadas anteriormente,
sao abordadas de forma mais detalhada no Capitulo 1, dentre elas, damos maior
énfase nas representacoes algébricas e geométricas. Mas, por enquanto, aqui neste
capitulo, vamos abordar um pouco mais sobre como é possivel relacionar melhor as
representacoes numeéricas, graficas e algébricas simultaneamente.

[Godino, Batanero e Font 2008] defendem esta ideia de que o processo de
ensino e aprendizagem da Matematica deve ser apresentado considerando suas trés
representacoes: a resolugao de problemas, a linguagem simbdlica e o sistema de
conceitos que é estruturado de modo logico e organizado.

De acordo com [Anton 2000], o conceito de fungao "(...) ¢ a ideia basica
subjacente a quase todas as relagoes matematicas e fisicas, nao importando como
elas sao expressas". Porém, [Kaiber 2002| considera que a introdugao do conceito de
funcao aos alunos ainda vem sendo realizada considerando a ideia de par ordenado e
de relagoes entre conjuntos, o que transforma o estudo de funcoes formal e abstrato.

|Isoda 1996 e |Bergeron e Hercovics 1982| descrevem niveis hierarquicos
para a linguagem de funcoes. O primeiro dos niveis enfatiza a ideia de introduzir o

conceito de funcoes apenas através da linguagem cotidiana, aqui nao se preocupa com
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a formalizacdo e/ou nomeacao dos termos da fungao, apenas se fala sobre variagoes
mas, sem rotulos.

No segundo nivel, ja é iniciado uma anélise, mesmo que informal, dos con-
ceitos, analise esta que ocorre se apoiando, inicialmente, em tabelas e relacionando-as
com a linguagem cotidiana. Isto porque, aqui neste nivel, embora os alunos ja sai-
bam assimilar alguns dos conceitos ja vistos, eles ainda nao estao prontos de fato
para o terceiro nivel, que é onde j& conseguem assimilar bem conceitos e nomeagoes,

algébricas e geométricas, para cada funcao dada.

E importante, também, que o professor perceba que a contextua-
lizagao deve ser realizada nao somente para tornar o assunto mais
atraente ou mais facil de ser assimilado. Mais do que isso, é per-
mitir que o aluno consiga compreender a importancia daquele co-
nhecimento para a sua vida, e seja capaz de analisar sua realidade,
imediata ou mais distante, o que pode tornar-se uma fonte ines-
gotavel de aprendizado. Além de valorizar a realidade desse aluno,
a contextualizacdo permite que o aluno venha a desenvolver uma
nova perspectiva: a de observar sua realidade, compreendé-la e,
0 que é muito importante, enxergar possibilidades de mudanca.
[Brasil, p . 33|

Sendo assim, é importante olhar para este trabalho sob dois aspectos, o do
aluno e o do professor. Para o professor, o trabalho em questao pode servir como
um material complementar para as suas aulas. J4 para o aluno, o trabalho pode ser
visto como um material de apoio para os estudos.

No Capitulo 1 abordamos sobre conceitos de funcoes, suas variadas repre-
sentacoes, desde as numéricas e algébricas até as graficas e, seus variados aspec-
tos, desde os conceitos de funcao crescente, decrescente, entre outras até conceitos
sobre familias de func¢oes. Ou seja, temos aspectos bem diversos sendo estudados
neste primeiro capitulo, tudo isto sendo feito com base principalmente nas refe-
réncias [Campagner|, [Flemming e Gongalves 2006, [Flemming e Gongalves 2007],
[Lima et al. 2006] e [Lima et al. 2010].

No Capitulo 2 abordamos sobre algumas transformacoes no plano, em
especial, estudamos sobre reflexoes, translagoes verticais e horizontais e sobre
contracao e dilatagdo. Todas estas transformacoes sao vistas sob o aspecto das
transformacoes de pontos individuais e também de fun¢des como um todo. Para isso,
nos baseamos em autores como [Anton 2000|, [Barbosa 2010], [Doreen et al. 2012],
|Jablan 1995], [Lehmann 1998], e [Thomas 2009).
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No Capitulo 3 além de usar o que ja foi definido nos Capitu-
los 1 e 2, definimos outros tipos de funcoes, sendo elas baseadas nas fun-
coes definidas inicialmente. Mas, agora, elevando um pouco mais o grau de
complexidade. Tudo isto é feito tendo também como principais referéncias
[Anton 2000], [Barbosa 2010], [Doreen et al. 2012], [Flemming e Gongalves 2006],
|[Flemming e Gongalves 2007]|, [Jablan 1995], [Lehmann 1998], [Lima et al. 2006],
[Lima et al. 2010] e [Thomas 2009).

Por fim, no Capitulo 4, vemos como é possivel relacionar todos os conceitos
vistos nos capitulos anteriores, principalmente os conceitos dos Capitulos 2 e 3. Neste
altimo capitulo, temos duas secoes, cada uma delas com objetivos distintos, porém,
dependentes. Na primeira se¢ao, temos um guia basico sobre como se usa o software
GeoGebra.

J& na segunda secao, temos as representagoes geométricas de algumas
funcoes vistas no decorrer no trabalho exibidas no GeoGebra, utilizando como apoio
para a construcao destas transformacoes o guia da primeira secao.

Juntamente com o uso do software GeoGebra, utilizamos também a
linguagem de programacao TikZ. E, é importante enfatizarmos aqui, que tais
recursos foram utilizados durante todo o decorrer do trabalho, pois estao presentes
nos exemplos, graficos, tabelas e figuras que fizemos nos Capitulos 1, 2 e 3.

Utilizamos entao, o GeoGebra para nos nortear sobre como é o coédigo TikZ
que da origem aos graficos e, terminamos de enquadré-los nos padroes desejados
utilizando a linguagem TikZ.

Como mencionamos anteriormente, é no Capitulo 4 que temos maiores
detalhes sobre o processo de construcao de cada uma das figuras presentes no
trabalho, construcoes estas que estao apoiadas no uso do GeoGebra. De referéncias
para este ultimo capitulo, além de todos os autores ja citados, temos também
|Batista 2012], [Borba e Penteado 2005] e [Bortolossi 2010].

Temos também, detalhes sobre as construcoes dos codigos utilizando a
linguagem TikZ, mas ao invés de trazer estes codigos durante o decorrer dos
capitulos, os deixamos separados no Apéndice A.

O intuito destes cédigos é permitir que o leitor consiga identificar como
alguns um dos graficos existentes no trabalho foram criados, para que desta forma,
seja possivel compreender como se dé estas construcoes e a partir desta compreensao,

se sentir incentivado a aprender mais sobre a linguagem de programagao TikZ.



CAPITULO 1

Funcoes: conceitos e alguns exemplos mais

conhecidos

Neste capitulo abordamos sobre algumas definicoes que nos ajudam a
compreender melhor quais sao as caracteristicas de cada tipo de funcao. Sabe-
mos que essas definicoes formais tém como principais referéncias [Campagner],
|[Flemming e Gongalves 2006], [Flemming e Gongalves 2007], [Lima et al. 2006] e
|Lima et al. 2010].

Definigao 1.1 (Funcgao). Dados os conjuntos X e Y ndo vazios, uma funcao
f X — Y é uma regra que diz como associar cada elemento x € X a um tnico

elemento y = f(x) € Y. Se X é um subconjunto dos reais, dizemos que f é uma

X %

funcao real.

Figura 1.1: Funcgao

Considerando duas funcoes f e g, de forma que seja possivel encontrar

elementos em comum em seus respectivos dominios, isto é,

D(f) " D(g) # 0,

é possivel definir algumas propriedades validas, isto se considerar seus dominios

sendo o conjunto destes elementos em comum. Sao elas:

f+ )(%’)Zf(ﬂﬂ) g(x).

9)(x) = f(x) - g(x).

) x) _ /@) com g(z) # 0.
glx)

Nx) =k
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3.
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f(z), com k constante.
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Definicao 1.2 (Dominio e Contradominio). O dominio é o conjunto dos valores
possiveis de x € X, ou seja, a regiao do universo em que a funcao f esta definida.
Denota-se o dominio da func¢ao f como D(f). Ja o contradominio de f é o conjunto

dos possiveis resultados para y € Y e é denotado por CD(f).

Defini¢ao 1.3 (Imagem). Para cada x € X, com X = D(f), tendo y € Y, onde
Y = CD(f), o elemento y = f(x) é chamado imagem de x pela fungao f, ou podemos

dizer que y = f(z) é o valor assumido pela funcao f em x. O conjunto

Im(f) ={y=f(z):z € X}
¢ denominado o conjunto imagem de f e é denotado por Im(f).

Uma notagdo para indicar que f transforma x em f(x) =y é dada por

E valido fixar o fato de que esta notacio ¢ chamada de lei de correspondéncia
de f. Fazer o grafico de uma fun¢ao ¢ o mesmo que descrevé-la por meio desta lei de
correspondéncia, que é satisfeita pelos pontos da figura e por nenhum outro ponto
fora dela. Para definir o que é de fato um grafico, primeiro precisamos definir o que

é produto cartesiano e plano cartesiano.

Defini¢ao 1.4 (Produto Cartesiano). O produto cartesiano de dois conjuntos X
e Y é o conjunto X x Y formado por todos os pares ordenados (z,y), sendo x € X
eycyY.

XxY={(r,y):xeXeyeY}

Exemplo 1.5. Sejam A = {1,3} e B = {2,5} conjuntos. O produto cartesiano
formado por estes dois conjuntos é dado por A x B = {(1,2),(1,5),(3,2),(3,5)}.

(=t

Figura 1.2: Produto Cartesiano

D e
5.

Quando temos X e Y C R, denotamos que X x Y C R x R = R2. Pode-se
associar este produto cartesiano ao plano cartesiano, onde x € X representa o eixo

das abscissas e y € Y representa o eixo das ordenadas, como descrito na Figura 1.3.
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Figura 1.3: Plano Cartesiano

E valido ressaltar aqui que chamamos o ponto com coordenadas (z,y) de

par ordenado, sendo que y = f(x).

Defini¢ao 1.6 (Grafico). O grdfico de uma funcdo f : X — Y é o subconjunto
G(f) do produto cartesiano X XY, onde x é um elemento qualquer de X e y = f(z)

é um elemento de Y. Assim,

G(f) ={(z,y) e X xY;y = f(2)} = {(z f(2));z € X}.

A fim de que um subconjunto G C X xY seja o grafico de alguma funcao f : X — Y

é necessério e suficiente que GG cumpra duas condicoes, sao elas:

1. Para todo x € X existe um par ordenado (z,y) € G cuja primeira ordenada é
x.
2. Se p = (z,y) e pp = (x,y1) sdo pares ordenados pertencentes a G com a

primeira ordenada x entao y = yy, isto é, p = py.

Condicoes estas que vao de encontro com o que ja havia sido mencionado
na Definicao 1.1.

Quando nos referimos aos graficos, o dominio da funcao é obtido pela
projecao dos pontos do gréafico sobre o eixo das abscissas. E, a imagem, que é um
subconjunto do contradominio da funcao, é obtida pela projecao dos pontos do
grafico sobre o eixo das ordenadas. Confira a representacao destas projecoes no

plano cartesiano na Figura 1.4.

Imagem

N e’ T

Dominio

Figura 1.4: Projecées no Plano Cartesiano
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Sem que o dominio e o contradominio sejam definidos nao é possivel
considerar que a fungao exista. Em alguns exemplos, o dominio e o contradominio
nao sao explicitados, nestes casos devemos considerar que ambos sao subconjuntos
dos reais. Considera-se entao que o dominio é o maior subconjunto dos reais para
o qual a fungdo y = f(x) estd bem definida, pois é no dominio que estao todos os
valores que podem ser atribuidos a variavel independente.

Nas Definicoes 1.1 e 1.6, vimos que a cada x € X s6 podemos associé-lo a
um tnico elemento f(x) =y € Y e, é possivel verificar isto olhando apenas para o
grafico de uma funcao qualquer.

Tendo o grafico, basta tracar algumas retas paralelas ao eixo y e observar
em quantos pontos cada uma das paralelas tragadas cortam a curva gerada pelo

grafico.

Figura 1.5: Unicidade de y = f(x)

Caso aconteca de uma das retas paralelas a y cortar a curva em dois ou mais
pontos distintos, podemos afirmar que esta curva nao satisfaz a condigao necessaria
para ser uma funcao, pois um tnico valor para x estaria resultando em diferentes
valores para y, o que é um absurdo visto que contraria as Definicoes 1.1 e 1.6.

Olhando para os mais variados tipos de fungoes existentes, notamos que, em
alguns casos, valores distintos para a variavel z, chamada de variavel independente,
resultam em valores também diferentes para y, que é a variavel dependente, observe

isto no Exemplo 1.7.

Exemplo 1.7. Vemos aqui as trés representagoes da funcao f(x) = 2z. A numérica

e a grafica explicitadas na Figura 1.6 e, a algébrica por meio da equagao f(z) = 2x.
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Figura 1.6: Funcao f(z) =2z

Vemos na Figura 1.6, que f(1) =2 e que f(—1) = —2, comprovando o fato
de que valores diferentes para x podem resultar em valores também diferentes para
y. Mas, acontece também, casos onde valores diferentes para x podem resultar em

valores iguais para y. Como exemplo temos a fungio f(z) = z2, veja o Exemplo 1.8.

Exemplo 1.8. Seja f(r) = 2%, temos aqui suas trés representagoes. A numérica e

a grafica exibidas na Figura 1.7, ja a algébrica por meio da fungao f(x) = 2.

Y
f(z) =22
r [y=/@) N R
2] \ s/
_1 1 | |
| 2 | |
0 0 : :
| R E |
1 1 : ! k 1 :
4 Lo P
2 ; ! ‘ R

-3 -2 -1 1 2 7
Figura 1.7: Funcgio f(z) = 22
E possivel notar na Figura 1.7 que, para 27 = 1 e 25 = —1, obtemos

f(z1) = f(z2) = 1, 0 que representa o fato de variaveis x; # x9 resultarem em um

tnico valor para y = f(z,), com n =1,2.

Defini¢ao 1.9 (Zeros ou Raizes da Funcgao). Seja a fungio f: X C R — R, os
valores de x € X para os quais a imagem de f é zero, ou seja, os valores de x para

os quais f(z) = 0, sao denominados zeros ou raizes da funcao.

Observe que os zeros da funcao nos dao os pontos para os quais o grafico

corta o eixo das abscissas, ja sabemos que s6 é possivel encontrar os zeros da fungao
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quando temos y = f(z) = 0. Dito isto, sabemos que estamos nos referindo aos
pontos do grafico que sdo da forma (z,0). Veja que nos Exemplos 1.7 e 1.8 o tnico
zero de ambas as fungoes é dado por x = 0 e nos graficos estao representados pelo
ponto (0,0).

J& vimos que é em y = 0 que o grafico corta o eixo das abscissas. Mas,
hé& também uma particularidade sobre quando temos z = 0 pertencente ao dominio
da funcdo. E neste ponto, (O, f(O)), que temos a intersecao do grafico com o eixo
das ordenadas. Os pontos (z,0) e (O, f(())), que sao responsaveis por cortar os eixos
coordenados, quando puderem ser determinados, sao importantes para compreensao
do grafico da funcao.

Existem classificacoes distintas para as raizes das funcoes. No caso de
funcoes do tipo afim esta raiz é dita tnica, ja em funcoes quadraticas, sabemos
que existem duas raizes, sendo elas x; e x9, é importante ressaltar que aqui ha duas
hipoteses, a primeira delas é x1 = 2, neste caso dizemos que esta é uma raiz dupla.
E, pode ocorrer também de termos x1 # x4, ou seja, pode ser que as raizes tenham

valores distintos.

1.1 Funcoes Injetoras, Sobrejetoras e Bijetoras

As fun¢oes podem ser também caracterizadas como injetoras, sobrejetoras e
bijetoras. Mas, cada uma destas classificacoes s6 ¢ feita a partir do momento em que
se analisa o dominio e o contradominio da funcao dada. Vemos, respectivamente,

nas Defini¢oes 1.10, 1.12, 1.15, maiores detalhes de cada uma destas classificacoes.

Defini¢ao 1.10 (Fungao Injetora). Uma funcdo f : X — Y chama-se injetora
quando elementos diferentes em X sao transformados por f em elementos diferentes

em Y. Ou seja, f é injetora quando

T # 19 € X = f(z1) # flxz) €Y.

Ou ainda,
vy =13 = f(21) = f(22).

Exemplo 1.11. Tome como exemplo a fun¢ao injetora f(z) = 3z, onde temos

x € {1,4,5,6}. Veja no seu diagrama que de fato temos:

r1 # 19 = f(21) # f(22).

Pois,
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Y
Figura 1.8: Fungao Injetora f(z) = 3z, com x € {1,4,5,6}

Definigao 1.12 (Fungdo Sobrejetora). Diz-se que uma fungdo f : X — Y é
sobrejetora quando, para qualquer elemento y € Y, pode-se encontrar (pelo menos)

um elemento z € X tal que f(x) =v.

Temos dois possiveis casos de fungao sobrejetora. No Exemplo 1.13 vemos
o caso onde cada y € Y ¢ imagem de apenas um tnico x € X. Ja no Exemplo 1.14,
vemos que ha alguns elementos de Y que sao imagem de mais de um elemento de
X.

Exemplo 1.13. Como exemplo, veja a funcdo f(z) =z, onde x € {1,2,3,4} C R.
Observe que no diagrama realmente nao temos valores para y no contradominio, que

nao sejam imagens:

X Y

Figura 1.9: Funcao Sobrejetora f(x) = x, com
v e{1,2,3,4}
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Exemplo 1.14. Outro exemplo é a fungao f(z) = 2%, onde
re{-3-2,-1,0,1,2,3} CReye€{0,1,4,9} CR,.

Nota-se, no seu diagrama, que também nao ha valores no contradominio que nao

sao imagens de algum elemento do dominio:

Wk

X
Figura 1.10: Funcdo Sobrejetora f(z) = x2, com
ze{-3,-2-101,23}

Veja no Apéndice A.1 quais sao os codigos em TikZ que geram esta Figura
1.10.

Defini¢ao 1.15 (Fungao Bijetora). Dizemos que uma fungdo f : X — Y é
bijetora, ou ainda, que f faz uma correspondéncia biunivoca entre X e Y, se ela for

injetora e sobrejetora simultaneamente.

Exemplo 1.16. Veja o diagrama da fun¢do f(z) = 5z + 4, com = € {0,1,3,5,6},

onde de fato podemos perceber que

r1 # 19 = f(21) # f(22)

é sempre verdade. E também, nao ha de forma alguma elementos no contradominio

que ficam sem ser imagem:
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X

Figura 1.11: Funcao Bijetora f(x) = bz + 4, com
z€{0,1,3,5,6)

Agora que ja sabemos o que é uma funcao bijetora, observe que a funcao
sobrejetora do Exemplo 1.13 é também bijetora, visto que cada elemento y € Y s6

¢ imagem de um tnico elemento z € X.

1.2 Funcoes Crescentes, Decrescentes, Nao-

Crescentes e Nao-Decrescentes

As fungoes podem também ser classificadas como fungoes crescentes, decres-
centes, nao-crescentes e nao-decrescentes. E, s6 é possivel determinar exatamente
qual ¢é a classificacao de cada funcao dada ao observar a relacao algébrica e geomé-
trica entre e y = f(z). Veja as Definigoes 1.17, 1.19, 1.21 e 1.23 para entender

todos estes conceitos.

Defini¢ao 1.17 (Fungado Crescente). Uma fun¢do f : R — R é definida como

estritamente crescente quando temos que
z1 < 13 = f(11) < f(22).

1
Exemplo 1.18. Seja f(x) = 2x — 1, temos que f(x) = 0 quando = = 2 sendo este
valor de x, a raiz da funcao. Que, consequentemente, é onde o grafico corta o eixo
das abscissas. E, vemos que o eixo y é cortado exatamente em b = —1. Veja esta

representacao:
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T2 1 /1 ) z
flz) =2z -1

Figura 1.12: Fung¢do Crescente f(z) =2x — 1

Defini¢ao 1.19 (Fungao Decrescente). Uma funcao f : R — R é definida como

estritamente decrescente quando temos que

r1 < 29 = f(21) > f(22).

Exemplo 1.20. Sendo f(z) = —2x — 1, temos que o eixo y é cortado em b= —1 e
que a raiz desta funcao é dada por x = —5 Tendo isto, veja que é exatamente no
1
ponto ( — 3 0) que o grafico corta o eixo x:
Y
2 is
1 1
2 1 \ 1 2 z
1\ flx)=—-2z-1
_2 1

Figura 1.13: Func¢do Decrescente f(x) = —2x — 1

Estas funcoes que sao estritamente crescentes ou decrescentes sao sempre

injetoras, pois sempre temos que

Ty # Ty = f(x1) # fl22).
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Defini¢ao 1.21 (Funcao Nao-crescente). Uma fungdo f : R — R é definida

como nao-crescente quando temos que x; < xp implica f(z1) > f(x2).

Exemplo 1.22. Seja a fungao f dada por

—2r+3 , sex<l1
f(z) = 1, sel<z<4,
—r+5 , sex >4

temos que seu dominio é composto por trés secoes distintas. A primeira delas com
x < 1, cuja fungao é definida por f(z) = —2z + 3, a segunda com 1 < x < 4, sendo

que f(z) =1 e, a terceira, delimitada por z > 4 com f(x) = —x+5, veja seu grafico:

5 1Y

Figura 1.14: Func¢do Ndo-Crescente

Observe que realmente f é uma funcao nao-crescente, pois ao considerar
x1 # T temos que x1 < x3 = f(x1) > f(x2) ou que z1 < 29 = f(x1) = f(22). A
finica coisa que nao ocorre é x1 < x2 = f(x1) < f(x2), ou seja, de fato esta nao é
uma funcgao crescente.

Veja no Apéndice A.2 quais sao os codigos em TikZ que geram esta Figura
1.14.

Defini¢ao 1.23 (Funcgao Nao-decrescente). Uma fun¢ao f : R — R é definida

como nao-decrescente quando temos que 1 < x9 nos gera que f(zq) < f(xg).
Exemplo 1.24. Sendo f a funcao dada por

( , sex <1

flz) = ,sel<r <2,

\ 3 , sex > 2
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vemos que seu dominio também ¢é dividido em trés se¢oes. De modo anélogo ao que
expomos no Exemplo 1.22, é possivel ver que de fato esta funcao nao é decrescente,

isto porque a tnica coisa que nao ocorre, sendo Ty # g, € 11 < Ty = f(x1) > f(x2).

5 1Y
1 1
y = f(x)
_ 1 2 x
_1 1

Figura 1.15: Funcao Nao-Decrescente

1.3 Paridade das Funcoes

Outra forma de classificar uma funcao é por sua paridade. Esse conceito

de paridade traz consigo propriedades algébricas e geométricas que nos ajudam a
entender melhor algumas funcoes e seus respectivos graficos.

Temos funcoes que sao pares, enquanto outras sao impares. E, temos

também algumas que nao sao nem pares e nem impares, sendo chamadas entao

de fungoes sem paridade.

Definig¢ao 1.25 (Paridade das Fungoes). Dada uma func¢ao f : R — R. Dizemos

que f é uma funcao:

1. par, se para todo = € R, tivermos f(—z) = f(z).

2. impar, se para todo z € R, tivermos f(—z) = —f(x).

Pela Definicao 1.25, podemos observar que geometricamente nas funcgoes
pares as imagens de —z s3o iguais as imagens de z, ou seja, o grafico do lado
esquerdo do eixo y é simétrico ao grafico que esta a direita do eixo y.

2

Um exemplo disto é a fungao g(x) = z*, visto que

Graficamente, vemos na Figura 1.16, que de fato esta simetria é valida:
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g(z) = «?

X

Figura 1.16: Funcdo Par g(x) = 22

E também perceptivel que, para as funcdes impares, as imagens de —z sdo
opostas as imagens de z. Geometricamente, isso significa que o lado esquerdo do
grafico é antissimétrico ao lado direito, sendo o eixo y o eixo de simetria.

Como exemplo, temos a funcdo f(x) = =z, isto porque para cada x

pertencente ao dominio da funcao f temos que

f(=2) = —z = — ().
Veja seu grafico na Figura 1.17, nele entendemos melhor como ocorre esta
simetria:
)
f(@)= —a

Figura 1.17: Fun¢io Impar f(z) = x

E, existem também funcoes que nao sao pares e nem fmpares, ou seja,
fungoes onde f(—x) # f(x) e f(—x) # — f(z), neste caso, elas sdo ditas fungdes sem
paridade. Um exemplo é a fungdo h(z) = 2? + z, que é a soma das fungoes y = g(z)
ey = f(z). Veja que h(—x) = z* — z, ou seja, claramente temos que y = h(—z) nio
¢ igual a y = h(z) e nem a y = —h(x).

Um outro exemplo de funcao sem paridade ¢ a funcao f(z) = 2 — 2%, veja
que f(=1)=3#1= f(1) e f(—1) =3 # —1 = —f(1). Existe também, uma tnica
funcao que é par e impar simultaneamente, esta é a fungao identicamente nula, que

é representada por f(x) = 0, para todo x € R.
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1.3.1 Propriedades sobre Paridade das Funcgoes

Aqui descrevemos algumas propriedades sobre paridades de funcoes que

julgamos importantes para a construcao do trabalho em questao.

Propriedade 1.26. Ao somar duas funcdes de mesma paridade, mantém-se a

paridade.

Demonstracao. Se f e g sao pares, temos que

(f+9)(—2) = f(—z) + g(—z) = f(z) + g(z) = (f + 9)(x).

Agora, sejam f e g impares, tem-se que

(f +9)(=2) = f(=2) + g(-2) = = f(2) — g(z) = = (f(2) + g()) = = (f + 9) (2).
U

Propriedade 1.27. O produto de duas fun¢oes com mesma paridade é uma funcao

par.

Demonstracao. Sejam f e g impares, temos

(f-9)(=2) = f(=2) - g(—=2) = (= f(2)) - (—g(z)) = f(z) - g(z) = (f - 9)(2).

Sejam agora, f e g pares, logo

(f-9)(=2) = f(=2) - g(=2) = f(z) - g(x) = (f - 9) ().

Entao, de fato, em ambos os casos, obtemos que (f . g)(—:v) = (f . g)(:z:), 0

que ¢é caracteristica de uma funcao par.

Propriedade 1.28. O produto de duas funcoes com paridades opostas é uma funcao

impar.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, seja f par e g impar, segue daqui que

(f-9)(=z) = f(=2) - g(—2) = f(z) - (= g(x)) = =(f(2) - 9(x)) = =(f - 9) ().
O

Uma outra propriedade, que ¢ muito importante, é a que caracteriza uma
funcao f real qualquer como sendo a soma de uma funcao par e de outra impar, esta

propriedade é apresentada no Teorema 1.29.
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Teorema 1.29. Toda funcao f : R — R é a soma de uma fun¢ao par com uma

funcao impar.
Demonstracao. Considere as fungoes

o) =5 (1) + 0] o bio) =3+ () - fi-0))

que sao, respectivamente, par e impar, pois

o-a) = 5+ (1) + £(= -a)) = 5+ (70 + £(-2)) = gt2)

Agora, basta observar que g(z)+h(x) = f(x), sendo que f foi definida como

uma funcao real qualquer. O

1.4 Funcao Afim

Aqui nesta secao abordamos sobre as func¢oes afins e também sobre cada
um de seus casos particulares. Além disso, vemos sobre as condicoes para que estas
funcoes sejam classificadas como crescentes ou decrescentes, estudamos também

sobre o zero da funcao afim, sobre seu grafico, dentre outros assuntos.

Defini¢ao 1.30 (Fungao Afim). Uma funcao f : R — R chama-se afim quando
para todo x € R, o valor de y = f(z) é dado por uma expressao do tipo f(x) = az+b0,

onde a e b sao constantes.

Numa funcao afim, o coeficiente b é chamado de termo constante ou
termo independente. Quando nos referimos ao grafico da fungao afim, este termo
b representa onde a reta da fungao f corta o eixo das ordenadas. J& o coeficiente a
¢ chamado de taza de variacao de f.

Agora, sabendo o que é uma funcao afim, veja que a funcao do Exemplo
1.7 é afim, visto que para obter f(z) = 2z é necessario tomar a = 2 ¢ b = 0. Veja

agora outro exemplo de funcao afim:

Exemplo 1.31. A fungao f(z) = 22+ 1 também é afim, sendo que aqui temos a = 2

e b= 1. E possivel evidenciar que aqui a raiz desta funcdo é dada por x = —3 sendo

1
assim observe que o grafico desta funcao corta os eixos em ( 3 O) e (0,1):



1.4 Funcao Afim 38

flz)=2x+1

145 ] 05 1 15 2 @

Figura 1.18: Fung¢do Afim f(x) =2z +1

Quanto a paridade de f(x) = 2z + 1, veja que esta é uma fungdo sem

paridade, pois
fl—2)="20x+1#2x+1=f(z) e f(—x)=-20+1# —-22x—-1=—f(x).

Temos trés casos particulares de funcao afim, um deles é a funcao constante
(Definigao 1.32), onde a = 0, o outro caso ¢ a funcio linear (Definigdo 1.34), onde
b= 0. E, por fim, temos também a fung¢io identidade (Defini¢do 1.36), que é uma

particularidade da funcao linear, onde a =1 e b= 0.

Defini¢ao 1.32 (Fungao Constante). Nas funcoes constantes, sendo f: X =Y,
¢ necessario definir b € Y, de modo que a funcao propriamente dita ¢ definida por

f(z) = b para todo x € X. Ou seja, para qualquer valor que x admita, y sempre é
dado por f(x) =1b.

Exemplo 1.33. Seja f uma funcdo constante dada por f(x) = b. Veja que aqui
temos apenas o termo independente b. Como ja vimos, é o termo b que determina

onde o eixo y deve ser cortado. Sabendo disso, observe o grafico:

Y

flx)=1b

9 1 1 9 x

Figura 1.19: Fun¢ao Constante f(x) =b

Note que a reta y = b, sempre é paralela ou coincidente (quando b = 0)
com o eixo x, nao sendo entao, em hipotese alguma, concorrente com o eixo das

abscissas, visto que nao se tem valores definidos para x.
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E possivel ver também que a fungao constante sempre é par, isto porque
f(=x) = b= f(z), para qualquer x € R. E, graficamente também é visivel que o

lado esquerdo do eixo y é simétrico ao lado direito.

Defini¢ao 1.34 (Fungao Linear). Uma funcio f : R — R é dita linear quando

f(z) = ax, com a € R*.

Exemplo 1.35. Uma funcao linear sempre corta a origem, isto porque o termo inde-
pendente é dado por b = 0, ou seja, o eixo y é cortado no 0, o que consequentemente
nos garante que o eixo x também é cortado em 0, visto que tendo a # 0, a Gnica

maneira de zerar f(z) = ax, é tendo z = 0. Veja o grafico da funcao f(z) = 3x:

y
1 1
f(z) =3z
1 1 9 T
1 |
_2 1

Figura 1.20: Fungao Linear f(x) = 3z

Pode-se observar que de fato, neste caso, a reta gerada pela funcao linear
passa pela origem (0,0). Temos ainda, outro caso particular da fun¢ao afim, mais

especificamente da fungao linear, que é a fun¢ao identidade (veja a Defini¢ao 1.36).

Defini¢ao 1.36 (Funcgao Identidade). A funcdo identidade f : R — R é definida
por f(z) =z, para todo z € R.

Exemplo 1.37. Aqui na funcao identidade temos f(z) = x, o que geometricamente
significa que a reta y = x corta a origem (0, 0). Algebricamente, temos que para cada

valor de x tomado, tem-se que sempre existe y € R tal que y = z. Veja graficamente:

y
2< _________
]
]
]
L b
f@=a/}
9 1 2 7
-
]
]
]
______ 2. 4

Figura 1.21: Funcdao Identidade f(x) =z
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Tanto a funcao linear, de modo geral, quanto a funcao identidade, sao
classificadas como fun¢des impares, isto decorre do fato de que seja f(x) = ax e

a € R*. Sendo a igual ou diferente de 1, temos que

f(=2) = a-(=2) = —ar = —f(z).

Sabendo que a fun¢ao afim é da forma f(z) = ax + b, com a # 0, podemos
classificd-la como sendo crescente ou decrescente, ou seja, considerando eventos
distintos temos classificacoes distintas para a funcao dada.

Portanto, temos que esta funcao ¢é dita crescente quando a > 0, isto porque,
sob esta condigao de a, se x; < x5 obrigatoriamente se tem f(z1) < f(z2), 0 que de
fato é verdade.

Veja que, se 1 < x5 entao xo — x1 > 0, logo
f(z2) — f(z1) = (azg +b) — (ax1 +b) = a- (v2 — 1) >0,

ou seja, r1 < ro = f(z1) < f(x2). Analogamente, ¢ possivel provar que se a < 0, a
fungao é decrescente e temos que x; < x = f(x1) > f(x2).

Entao, quando se tem a # 0, vimos que, automaticamente, a fungao afim
é classificada como crescente ou decrescente. Tendo isto como verdade, podemos
garantir que ¢ valido afirmar que esta funcao ¢ injetora, isto pois sempre temos que
T # @2 implica f(z1) # f(z2).

Existe também a garantia de que toda funcao afim é sobrejetora, visto que

dados z,y € R, sempre é possivel encontrar x de modo que f(z) = y. Sendo a

fungao afim definida por y = f(z) = ax + b, temos que = = Y72 Conclui-se entdo
a
que toda funcao afim, com a # 0, é classificada como bijetora.
Para analisarmos quais sao as raizes de uma funcao, ja vimos que é

necessario que se tenha y = 0. Entao, no caso da funcao afim, que é sobrejetora

—b b
e tem sempre xr = y—, temos que o zero desta funcao ¢ dado por xr = — (—)
a a
Veja o Exemplo 1.31, nele temos que o zero da fungao f(x) = 2z + 1 é
1
dado por x = — 3) o que realmente comprova o fato de z = — (—), visto que
a

em f(r) =2r+ 1 temosa=2eb=1.

Existe também, uma maneira de garantir que o grafico de uma funcao
afim é uma reta, isto é possivel mesmo sem ter conhecimento de sua estrutura
geométrica. Para mostrar este fato, usamos a férmula da distancia entre dois pontos
(veja a Definigao 1.38) e a Definicao 1.6, que nos mostra as condigbes necessarias

para saber como e quando se pode tracar um gréafico.
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Defini¢ao 1.38 (Distancia entre Dois Pontos). Sejam dois pontos P = (x1, ;)

e Q = (w9,12), temos que a distdncia entre eles é dada por

d(P,Q) = /(s — 1) + (y2 — 1)

Entao, dada a funcao afim f(x) = ax + b, com f : R — R, sabemos que
seu grafico G(f) ¢ o conjunto dos pontos (z, f(z)) = (z,az + b) € R Sejam
A = (z1,ax1 +b), B = (29,ax5 +b) e C = (x3,ax3 + b) trés pontos quaisquer de
G(f). Sem perda de generalidade, podemos admitir que z; < x5 < z3.

Mostramos entao que d(A, B) + d(B,C) = d(A,C), ou seja A, B e C sao

colineares, sendo que A*B*C'. De fato, temos

( (axy +b) — a:l:1+b))2
(axe + b — axy — b)?

a- (zg — ml))2

( )2+

( )2+

(w2 — 21)? + (azy — axq)?

( )+

( )2+ a2 - (rg — x1)2
)2 - (1

Analogamente, tem-se que d(B,C) = (r3 — x2) - V1 + a? e, consequente-
mente, temos também que d(A,C) = (x3 — x1) - V1 + a?. Desta forma, é possivel

verificar que

d(A,B) 4+ d(B,C) = (<x2 —21) - m) (25— 22) - m)

= (29 — a1 + 23 — X2) - V1 + a?
=(r3—m) - V1+a?
=d(A, Q).

Portanto, vimos que tomando trés pontos quaisquer do grafico G(f), chega-
se a conclusao de que eles sao de fato colineares como queriamos demonstrar. Como
os pontos A, B,C' € G(f) foram tomados aleatoriamente, segue que G(f) quando f
é afim, é sempre uma reta, pois qualquer abscissa do dominio satisfaz a condicao de
ser um ponto de G(f).

Sabendo agora que o grafico da funcao afim é dado por uma reta e sabendo
também que para determinar uma reta s6 é necessario ter conhecimento de dois de

seus pontos, concluimos que para determinar o grafico de qualquer fun¢ao afim s6 é
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preciso conhecer dois de seus pontos.

Ja vimos que os principais pontos de toda funcdo sao (z,0) e (O,f(())).
Mas, isto s6 é verdade quando = = 0 fizer parte do dominio da funcao. Desta forma,
sabendo apenas as intersecoes de f com os eixos coordenados, ja conseguimos tracar

o grafico da funcao, quando sua representacao for uma reta.

1.5 Funcao Quadratica

Vemos nesta secao conceitos fundamentais para conhecermos o comporta-
mento de toda funcao quadratica, aqui abordamos diversos temas relacionados as
funcoes quadraticas, dentre eles, estudamos sobre os zeros da fungao, sobre sua forma
canonica, sua paridade e também sobre as caracteristicas que os graficos carregam

em si.

Definicao 1.39 (Funcdo Quadratica). Uma funcdo f : R — R chama-se
quadrdtica quando, para todo r € R, tem-se f(z) = ax?® + bx + ¢, onde a, b, c € R

sao constantes, com a # 0.

Observe que é necessario a # 0 pois, caso contrario, recaimos em uma fun¢ao
afim. Agora, ja tendo definido o que é uma funcao quadratica, note que a funcao do

Exemplo 1.8 é quadratica. Veja um outro exemplo:

Exemplo 1.40. Na fungio f(x) = 22 + 3z + 2 representada aqui, vemos que o eixo
y é cortado em um tnico ponto, sendo ele (0,2), ja o eixo das abscissas é cortado

em dois pontos distintos (—1,0) e (—2,0), sendo estes as raizes distintas de f.

Y

4 3 > 1 2 x
_]_,,

Figura 1.22: Funcio Quadrdtica f(z) = 2% + 3z + 2

Da mesmo forma que definimos uma férmula geral para encontrar as raizes
da funcao afim, ¢ possivel definir também para a funcao quadratica. Uma maneira

interessante de fazer isto consiste em encontrar dois nimeros de modo que a soma de
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ambos seja s e, o produto entre eles seja p. Considerando um desses niimeros sendo
x, 0 outro consequentemente é s —x, logo x - (s — ) = p. Efetuando a multiplicagao,

2 2_sx+p=0.

temos que sxr — z“ = p, ou seja, x
Encontrar z e, consequentemente s — z, significa resolver a equagao do
segundo grau % — sz + p = 0, isto é, achar os valores de x para os quais a funcao

2 — sz + p se anula. Sendo esses valores de x chamados de zeros

quadratica f(x) =z
da fungao quadratica, ou ainda, as raizes correspondentes & equacao de f.

Neste caso, sendo  uma das raizes, é possivel verificar que s — x é esta
outra raiz correspondente. Futuramente, faremos © = x; e s — x = x5 para facilitar
a diferenciacao de x enquanto raiz e de x enquanto incoégnita da funcao.

Logo, as duas raizes da equacao sao de fato os nimeros procurados. Mas,
¢ importante ressaltar que tomados s e p arbitrariamente, nem sempre é possivel
encontrar dois niimeros cuja soma seja s e o produto p, isto porque nem sempre ha
solucao para a funcao quadratica no conjunto dos ntimeros reais.

Um método 1til para estudar a funcao quadratica, quando ha solucao, é
saber completar quadrado. Basicamente, este procedimento se resume em entender

o que significa a igualdade

2
2 — 72>2 _Pr
T+ px (ac + 9 1

Sabendo isto, dada a fungdo quadratica f(z) = ax® + bz + ¢, com a # 0,

podemos escrevé-la como sendo esta sucessao de igualdades:

f(z) =ax® + bz +c

temos entao que

i (o (L)) bt »

) , b dac — b? b? — dac A
E conveniente tomar m = -— e k= ——mM = — [ ——— —,
2a 4a 4a 4a

com m,k € Re A = b?—4ac. Sendo possivel verificar facilmente que é valido o fato



1.5 Fungdo Quadrética 44

4ac — b? .
de que k = = f(m). Temos entao, para todo = € R, que
a
2 b
fx)=a-(x—m)*+k, onde m=—g- e k= f(m). (1.2)
a

A Expressio (1.2) é chamada forma canénica do trinomio f(z) = ax®+br+c.
De modo geral, a forma canonica nos permite concluir que, para k£ € R, quando
a > 0, o menor valor possivel para y = f(x) é k. E, quando a < 0, k é o maior valor
possivel para y = f(x), sendo x € R.

Veja que, tendo a fungao f(z) = ax? + bx + ¢, quando considerado A > 0,
é possivel descobrir também as raizes de sua equacgao equivalente. Para isto, faca

f(z) =0 e veja que

ar’+br+c=0

a-(r—m)®=—k
k
—_ 2 —_—
(x —m) "
b? — dac
— 2 [ —
(z —m) 4a?
Vb2 — dac
r=m+ ——
2a
—b £ Vb — dac
x = :
2a
Esta é uma féormula bem conhecida e é nomeada por Fdrmula de Bhdskara.
Sendo entdo, as raizes da funcao f(r) = ax® + bxr + ¢, com a # 0, iguais a
—b+\/b2—4ace —b — Vb — dac
T = To = .
2a

Agora que ja sabemos qual é a formula geral para encontrar as raizes x; e
Ty, vamos olhar para a fungao f(z) = 2%+ 3z + 2 do Exemplo 1.40, onde vimos que
0 eixo x é cortado nos pontos (—1,0) e (—2,0). E possivel verificar que de fato esta

formula geral é valida, pois veja que temos a =1, b = 3 e ¢ = 2, sendo assim,

3V 412

2-1

X

o que realmente comprova que as raizes sao r1 = —1 e 9 = —2.

Outra nomenclatura que existe é para A, ele é chamado de discriminante
da funcao quadratica. J4 vimos que existe raiz real para f quando A > 0, mas
o que nao vimos ainda foi as caracteristicas individuais que temos para cada uma
destas duas possibilidades. Na primeira, quando A > 0, dizemos que a equagao

ax® + bx + ¢ = 0 tem duas raizes reais distintas, j4 na segunda, quando A = 0, esta
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equacao possui uma unica raiz, que é chamada dupla.

4ac — b* L
Lembrando que k£ = O note que podemos escrever o discriminante
a
A em funcao da constante k, isto porque A = b?> — dac = —4ak. Sendo assim,

para que se obtenha A = 0 é necessario que se tenha &k = 0, visto que a # 0.
Logo, quando A = 0, a Equacao (1.2), que representa a forma canonica, se reduz

a f(zr) = a- (x —m)? ficando claro aqui que obtemos f(z) = 0 somente quando

r=m=——.

EX%sate ainda a possibilidade de que A = —4ak seja negativo. Para que isto
ocorra, a e k devem ter o mesmo sinal, seja ele positivo ou negativo. No caso onde a e
k sao positivos, temos que f(x) = a-(x—m)?+k também ¢é positiva. E, no caso onde
a e k sao negativos, f também é negativa. Ou seja, a fungao f(z) =a-(x —m)? +k
¢ sempre positiva ou negativa, para qualquer z € R,.

Portanto, na hipdtese de A < 0, a equacao equivalente a f dada por
ax® + bx +c =0, com a,b,c € R, nunca se anula. Ou seja, de fato a funcao f nao
possui raiz real.

A fungao quadratica f(z) = ax® + bz + ¢ ¢ sempre classificada como uma
funcao que tem a concavidade voltada para cima ou para baixo. O que define
tal caracteristica é o termo a, quando se tem a > 0, temos que y = f(z) tem a
concavidade voltada para cima, ja no caso onde a < 0, f tem a concavidade voltada

para baixo.

Yy 1
f(z) =az® +bx+c

/TN

a>0 f(x) =az® + bz +c

T

Figura 1.23: Funcio f(x) = az® + bz + ¢ com a variando

Aqui na fungdo quadratica, podemos fazer também uma anélise mais
detalhada tanto do termo b quanto do termo c¢. Primeiro, vamos analisar as
possibilidades para b, sendo que sao trés quando a > 0 e depois, mais trés
possibilidades quando a < 0.

Tanto para a > 0 quanto para a < 0, a tnica diferenca é que a orientagao
da concavidade da parabola muda. Mas, ainda assim, é valido para ambos as trés

condigoes a seguir:



1.5 Fungdo Quadrética 46

1. Se b < 0, temos que depois de cortar o eixo y, a curva da parabola continua
descendo.

2. Se b > 0, temos que depois de cortar o eixo y, a curva da parabola continua
subindo.

3. Se b =0, temos que imediatamente ap6s cortar o eixo y, a curva da parabola

continua no mesmo alinhamento.

Como dissemos, o que muda é apenas a concavidade da parabola. Veja
primeiro, os graficos que representam as trés anélises para b quando a > 0 e depois
para quando a < 0.

Para isso, sem perda de generalidade para quando a > 0, considere a funcao

dada por f(x) = 2% + bz + ¢, com a = 1 e veja as variagao de b:
A Ay
b<0 (@) =2 +br+1 flz) =2 +bx+1 boo| flz) =22 +1

Figura 1.24: Fungio f(x) = 2® + bz + ¢ com b variando

Agora, veja as variacoes de b quando a < 0, considerando aqui, sem perda

de generalidade, a fungdo dada sendo f(x) = —2? + bx + ¢, com a = —1:

Ay Ay
Ay
b<O0| f(z)=—-2?+br+1 b>0| flz)=—22+bx+1

\ fa) = a2 +1

Figura 1.25: Fungio f(x) = —2® + bz + 1 com b variando

Em seguida, analisando o termo ¢ da funcao quadratica, continuamos
seguindo o mesmo padrao da funcao afim. Aqui, o eixo y também é cortado
exatamente no ponto (O,f(O)) = (0,¢), sendo ¢ € R o termo independente.
Olhando o Exemplo 1.40, vemos no seu grafico que o eixo das ordenadas esta sendo

intersectado no ponto (0, 2), comprovando que o eixo y é realmente cortado em (0, ¢).
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Existem também possibilidades distintas para a anélise de c¢. Mas, tanto

para a > 0 quanto para a < 0, essa anélise é dada por:

1. Se ¢ < 0, temos que a curva da parabola corta o eixo y abaixo do eixo x.

2. Se ¢ > 0, temos que a curva da parabola corta o eixo y acima do eixo x.

3. Se ¢ = 0 temos que a curva da parabola corta o eixo y no eixo x, ou seja, no
ponto (0,0).

Aqui, da mesma forma que na anélise do termo b, o que muda é a
concavidade da pardbola, pois é necessario analisar os trés casos de ¢ quando a > 0
e os outros trés para quando a < 0.

Considere, sem perda de generalidade para a anélise de ¢, quando a > 0 a
funcao dada por f(x) = 2* + x + ¢, com a = 1 e veja graficamente estas varia¢oes

de ¢

Y Y

<0 c>0| fla)y=a+a+c c=0| /Jfx)=a’+2

o

Figura 1.26: Funcio f(z) = 22 + 2 + ¢ com c variando

Veja, agora, o grafico para as trés variacoes de ¢, quando a < 0. Conside-
rando, sem perda de generalidade, a fun¢ao dada por f(z) = —z% + bx + ¢, com

a=—1:

c>0| flz)=—a?4+bx+c

c<0 flz) = —2% 4+ bz +« //\ ‘
c=0]| f(x)=-22+ba
T

Figura 1.27: Funcdio f(x) = —x? + bz + ¢ com ¢ variando

E possivel analisar também a paridade da funcdo quadratica, veja as quatro

possiveis analises:
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1. Para f(x) = az® + bx + ¢, podemos afirmar que y = f(x) é uma funcao sem
paridade definida. De fato,

f(=x)=a-(—2)* +b-(—2) +c=ar* — bz +c,
entdo, vemos que f(—z) # f(z) e f(—x) # —f(x).

2. Para f(z) = az® + br, ndo temos também a garantia de que f é uma fungio

par ou impar. De fato,
f(=z)=a-(—2)*+b- (—2) = az® — br,
entao, tem-se que f(—z) # f(x) e f(—x) # —f(x).
3. Para f(x) = az® + ¢, sabe-se que temos uma fungao par. De fato,
f(=z)=a-(—2)*+c=ar’ +c,
entdo, obtém-se que f(—z) = f(z).

4. Para f(x) = ax?, veja que temos também uma func¢io par. De fato,

tem-se entao que f(—z) = f(z).

1.6 Funcao Polinomial e Racional

Em geral, estudar fungées polinomiais de grau maior ou igual a trés requer
um pouco mais de conhecimento, mas nem sempre estes conhecimentos sao ensinados
no Ensino Médio. Aqui, vemos a Definicao 1.43 e os Exemplos 1.44 e 1.45, que sao
de terceiro grau e que cujas as raizes foram féceis de determinar, visto que no geral
descobrir raizes de polindmios de grau maior ou igual a dois nao é uma tarefa facil. E,
além dos exemplos de fungoes polinomiais, vemos aqui também exemplos de fungoes

racionais.

Definigcao 1.41 (Funcgao Polinomial). Uma fungao f : R — R chama-se
polinomial quando, para todo x € R, temos f(z) = a, 2" +a,_1-2" '+ - -+a;-z+ao,

onde n € N e os termos a,, - -- ,ag sao constantes.
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Usando a notagao sigma podemos escrever as fun¢oes polinomiais na forma
n
f(x) :Zak-xk, (1.3)
k=0

onde os termos da forma ay - ¥ representam os monomios de grau k& do polinomio.
Em geral, uma funcao polinomial nao tem paridade definida, mas como ja vimos no
Teorema 1.29, toda funcao real é sempre a soma de uma funcao par e de outra parte
impar.

Sendo assim, dizemos que a fungao polinomial é composta por uma soma
de funcoes que sao pares e de outras que sao impares. Veja a Propriedade 1.42, nela

identificamos quem sao as funcoes pares e as impares que estao presente nesta soma.
Propriedade 1.42. Toda funcao polinomial:

1. que s6 tem monoémios pares é uma funcao par.

2. que s6 tem monomios impares é uma funcao impar.

Demonstracao. Para demonstrar esse resultado observe a Equagao (1.3), nela vemos

que se os monomios sao todos pares, ou seja, k = 2m, com m € N, temos

para todo k par e natural. Analogamente, se k é impar, ou seja, se k = 2m + 1, com

m natural, segue que

2m+1 _ —ZL’k.

I
—
8
N7

3
|
&
Il
|
8

[\
~—
3
8

= —X

(—2)" = (=) = ((=2)*)" (—2)

Agora que ja sabemos qual é comportamento dos mondémios pares e impares, vamos

analisar Equacao 1.3 para cada caso. Logo, se k ¢ par, temos
fl=2) = ar-(—2)F = ap-a* = f(a),
k=0 k=0

e, se k é impar temos que

]

Um caso particular de fungao polinomial é a fungao cibica, veja a Definicao

1.43 com maiores detalhes sobre.
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Defini¢ao 1.43 (Funcao Cubica). Uma funcdo f : R — R chama-se cibica ou
de terceiro grau quando, para todo x € R, tem-se que f(x) = ax® + bx* + cx + d,

onde a, b, ¢, d € R sao constantes, com a # 0.

E necessario que se tenha a # 0, justamente para nao obtermos uma fungao
quadratica no lugar da funcao ctbica desejada. Aqui, como o préprio nome ji diz,

temos trés raizes para a funcao. Veja um exemplo:

Exemplo 1.44. Vamos analisar e esbogar o grafico da fungao f(x) = x3, que é o
exemplo mais simples de uma funcao cibica. Para isso, observe que a tnica raiz
desta funcao ¢ z = 0, que no caso é uma raiz tripla. Assim, sabemos entao que o
grafico desta funcao passa pela origem (0,0), pode-se observar também que ela é
uma funcgao crescente e impar. Isto porque, pela Propriedade 1.42, como 3 é impar,
temos que f(r) = x® também é impar. Mas, podemos verificar facilmente também
que

fl=2) = (-2)’ = =2 = —f(2).

Segue, com auxilio de uma tabela e destas observacoes, o gréafico desta funcao.
Considerando que, para melhor visualizacao do esbogo deste gréfico, foi considerado

a escala do eixo y igual a metade da escala do eixo .

z | y=f(x)

—2| -8

1] -1 .
0 0

1 1

2 8

Figura 1.28: Funcdio Cibica f(z) = 2°

Os pontos (—2,-8), (—1,-1), (0,0), (1,1) e (2,8) nao foram escolhidos

aleatoriamente. J4 mencionamos que em uma fun¢ao impar temos que as imagens
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de —x sao opostas as imagens de x, garantindo que de fato o lado esquerdo do gréfico
seja antissimétrico ao lado direito.

E, olhando para os pontos mencionados, vemos que estas condicoes sao
respeitadas, visto que estes pontos, exceto a origem (0, 0), sdo antissimétricos entre

si. Isto porque (—2, —8) ¢ antissimétrico a (2,8) e, (—1,—1) é antissimétrico a (1, 1).

3

Exemplo 1.45. Outro exemplo ¢ a funcao f(r) = 23 —22% — x +2, esta fungao tem

trés raizes distintas, pois ao fatora-la, obtemos

flx) =2 —22° -2 +2

sendo entao, as raizes iguais a r;1 = —1, x9 = 1 e x3 = 2. Desta forma, sabemos
entao que o eixo x é cortado nos pontos (—1,0), (1,0) e (2,0). Ja o eixo y é cortado

apenas no ponto (0,d) = (0,2), veja isto graficamente:

1Y

o N A 3 4w

17 flz) =23 222 —x +2

Figura 1.29: Funcio Ciibica f(z) = 23 —22% — 2 + 2

Veja no Apéndice A.3 quais sao os codigos em TikZ que geram esta Figura
1.29.

Para esta fungdo cibica nao temos a garantia de que f seja par ou impar,
ou seja, a funcao f(z) = 23 — 222 — x + 2 nao tem paridade definida. E também,

nao ¢é garantido que a funcao seja crescente ou decrescente, a nao ser que analisemos
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cada intervalo individualmente dentro de todo o dominio. Isto porque esta funcao
representa para noés algumas oscilagoes enquanto percorre seu dominio, pois em
alguns momentos temos que a fungao f é crescente e em outros é decrescente.
Além da funcgdo polinomial, temos também a funcdo racional, vemos na
Definicao 1.46 que de certa forma, a funcao racional depende divide algumas de
suas caracteristicas com as funcoes polinomiais, ou seja, na fungao racional temos
o0s conceitos j4 vistos na fungao polinomial acrescentados de alguns outros conceitos

e propriedades mais especificos.

Defini¢ao 1.46 (Fungao Racional). Uma funcdo f : R — R chama-se racional

quando, para todo x € R, tem-se

onde A(x) e B(x) sdo fungdes polinomiais (Definicio 1.41). E importante deixar
explicito aqui, que é necessario ter B(x) # 0, pois caso ocorra B(z) = 0 tem-se uma

indeterminacao.

Podemos ter também, algumas funcoes da forma h,(x) = ™" = x—ln, com
n € N ez # 0. Estas fun¢oes sdo diferente das fungdes exponenciais (veja a Defini¢ao
3.8) pois a variavel aqui ainda nao se encontra no expoente da fun¢ao, mas sim no
denominador.

Fungoes que seguem esta lei de formagao nao sao raras, tanto é que sao
consideradas um caso especifico de funcao racional. S6 devemos tomar cuidado com
o dominio desta funcao, isto porque é necessario que se tenha x # 0 para que nao
haja indeterminacoes.

Independente do fato de n ser par ou impar, veja que se x for tomado
como sendo o mais proximo possivel de zero, obtemos valores absolutos grandes
para y = hy,(z). E, quanto maior em valor absoluto forem os valores de z, menor
em valores absolutos serdo as suas imagens y = h,(x). Isso pode ser observado,
geometricamente, nos dois casos particulares exibidos nos Exemplos 1.47 e 1.48.

1
Por enquanto, vamos analisar dois casos isolados para h,(x) = —. @)
primeiro deles com n = 1 exibido no Exemplo 1.47 e, o segundo com n = 2 que pode

ser visto no Exemplo 1.48. Sabemos que ao analisar ambos os casos, hi(z) = — e
x

ho(z) = %, nos deparamos com exemplos béasicos que representam o que é uma
funcao racional.

Depois de estudarmos estes dois casos particulares, vamos ver também a
funcao h,(z) = . como sendo uma das familias de funcoes presentes neste trabalho,

tudo isto serd visto nos Exemplos 1.34 e 1.35 da Secao 1.7.
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1
Exemplo 1.47. Neste exemplo, temos a fun¢do hi(z) = —, aqui ndo vamos entrar
x
em maiores detalhes, mas s6 a titulo de curiosidade, sabe-se que a funcao h da origem
ao grafico de uma hipérbole. Para encontrar como foi tracado este grafico, utilizamos

uma tabela para nos nortear na marcagao dos pontos exibidos que estao exibidos na

1 1
Figura 1.30. Nesta tabela encontramos os pontos | —4, 1) -2, —5), (—1,-1),
1 1 1 1 1 1
__7_2 3 __7_4 ) _a4 ) _72 3 (171)7 17_ e 4a_ .
2 4 4 2 2 4
Y
1
h = — 4 +
xr () -
4| 1 .
4 |
1 !
-9 _Z I
2 2 L+
|
-1 -1 !
1L
B L
% . E
4 ! =k
1
- 4 -1t
4 I
1 |
= 2 L]2
2 I
|
1 1 :
|
|
1
9 -
2 —4
1
4 -
4

1
Figura 1.30: Funcgao hy(x) = —
x

Veja no Apéndice A.4 quais sao os codigos em TikZ que geram esta Figura
1.30.
Exemplo 1.48. Aqui temos outro exemplo, onde a funcao utilizada agora é
ho(z) = — - Da mesma forma que fizemos para a fungao hi(z) = —, aqui neste
x x
exemplo também vamos utilizar uma tabela, com alguns pontos especificos, que

serviu para nés como apoio para conseguirmos determinar qual é o grafico de h. Aqui

1 1 1 1
ta tabela, t t -3, = -2, = -1.1 ——.4 — =
nesta tabela, emososponos( 3,9),( ,2>,( ,),( 5 >,< 3,9)7
1 1 1 1
— -4 1.1 2, — — .
() (bp oo (1)< (1)
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1
| ho(z) = —
* Y
1 .
-3 5 5
1
—9 z
2
I [
-1 1 ol
[} [}
[} [}
1 A Vol
2 1 1
[} [}
1 1 1
_g 9 -:————:-
1 X |
3 ) TR
[N} [}
1 A TR
2 +4—F
(1
1 1 =7 __I__LL | 11__
EEEEEE T ?
1 3 2 1 o=x1| 11 1 2 3 X
2 - 23 | 32
4
1
3 -
9
Figura 1.31: Funcgao ha(z) = %
T

Observe que, tanto no Exemplo 1.47 quanto no Exemplo 1.48, temos que de
fato ¢ valida a condicao que garante que quanto maior se toma x, menor se obtém
valores absolutos para y = h,(z) e é valido também a reciproca.

Em ambos os exemplos, é possivel notar também que em relagao a paridade
destas funcgoes racionais, é valido a Propriedade 1.42, pois ela nos garante que a
paridade das funcoes dependem diretamente dos graus dos mondmios representados
por n, ou seja, se n ¢ impar, a funcao tem paridade impar e, se n for par, a paridade
da funcao é par.

1 1
Nota-se também, que nos graficos das fungoes hi(x) = — e ha(x) = —
x

2
nao se tem cortes no eixo x. Isto ocorre porque o eixo z s6 poderia ser cortado age
ocorresse h,(z) =0, com n = 1,2 mas, sabemos que h,(x) # 0.

Isto porque, recorrendo a Matematica Basica e fazendo o calculo apenas
para h,(z) = o com n = 1, nos deparamos com um absurdo.

E, ja ¢ importante evidenciar aqui, que de modo analogo, podemos calcular
h para qualquer que seja o valor de n. Agora, veja como se é o calculo para a funcao

hli
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0-x=

1
x
1
0 = —, multiplicando ambos os lados por =, obtemos
x
1
X
x

0 =1, o que de fato é um absurdo.

Existe também outro caminho para solucionar esta equagao, mas indepen-
dente de qual seja o caminho escolhido, o importante é que concluimos que h,(z) = —
¢ um absurdo. !

Aqui, como ja dissemos, vimos apenas estes dois casos de fun¢oes racionais,

mais a frente vemos toda esta familia. Mas, antes disto, veja a familia f,(x) = 2",

1
depois a familia h,(r) = — e, por dltimo, mas nao menos importante, veja também
a familia g,(x) = /.

1.7 Familias de Funcoes

Nesta secao estudamos as funcoes como sendo familias, ou seja, caso as
funcgoes sigam um mesmo padrao que defina suas leis de formacao, podemos agrupar
cada uma destas leis de formacgao para podermos estudar assim todo o agrupamento
da famfilia de uma s6 vez.

Seja fn(x) = 2™, com n € N, ji vimos nos Exemplos 1.32, 1.36, 1.8 e
1.44 quatro membros desta familia, sendo eles respectivamente, a funcao constante
fo(z) = b, com b € R sendo a constante, a funcao identidade fi(x) = x, a funcao
quadratica fo(x) = 22 e a funcdo ctibica f3(r) = 2.

Conhecendo-os e sabendo que o padrao destes leis de formagoes é seguido,

conseguimos exibir ao menos uma parte do restante desta familia.

Exemplo 1.49. Aqui neste exemplo, exibimos a fun¢do f,(x) = 2", com n =
{1,---,5}, nao estendemos muitos valores para n porque o foco aqui nao é exibir
todos os membros desta familia, o foco real é na verdade exibir uma quantidade
destes membros que seja suficiente para nos nortear de como seja o comportamento
de toda a familia. Veja o grafico que exibe esta parte da familia f,(x) = 2™ na Figura
1.32 e veja a construcao deste grafico no GeoGebra no Exemplo 4.4. Veja também,

no Apéndice A.5, quais sao os coédigos em TikZ que geram esta Figura 1.32.
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3.5 1

25 ¢

=

Figura 1.32: Familia f,(x) = 2"

Olhando a paridade da familia f,(z) = 2™, observe que todas as fungoes
pertencentes a esta familia, tanto aquelas que sao pares quanto as que sao impares,
estao passando pelo ponto (1,1). Mas, pelo ponto (—1,—1) é apenas as funcoes
impares que passam.

Porém, o que nao foi dito aqui ainda, foi como é que podemos definir tais
paridades. Da mesma forma que definimos a Propriedade 1.42, basta analisar aqui,
a paridade de n, pois caso n seja par, temos uma funcao par, ja se n for impar temos
que f,(z) = z™ é impar também.

Isto se da devido ao fato de que caso x seja negativo, quando elevado
a qualquer expoente par tem seu sinal alterado, mas quando elevado a expoentes
impares continua negativo, ou seja, no caso onde n é par tem-se que f,(—z) = f,(z)
e quando n é impar temos que f,(—z) = — f,(x).

Tendo exibido a familia f,(x) = 2", agora, vamos exibir agora a familia
hn(x) = in Mas, antes de fazer a representacao grafica desta familia, vamos consi-
derar, sem perda de generalidade, apenas n € {3,4,5} e x € {-3,—-2,—1,1,2,3}.

Nos Exemplos 1.47 e 1.48 ja temos esbogado dois casos desta familia com

suas respectivas tabelas, sendo ele quando se tem n = 1,2. Veja agora as tabelas
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que vao nos auxiliar a tragar o grafico da familia h,(z) = —.

l1-’!7,
1 1 1
1 1 1
-3 - -3 — -3 =
27 81 243
1 1 1
-2 —— -2 — —2 ——
8 16 32
—1 —1 —1 —1 —1
1 1 1 1 1 1
1 1 1
2 — 2 — 2 —
8 16 32
1 1 1
3 27 3 81 3 YE)

1
Figura 1.33: Tabelas para hy(x) = —, com n = 3,4,5
x

Tendo conhecimento das tabelas, fica mais facil agora definir graficamente
esta familia. Veja que esta representacao geométrica foi divida em duas partes, visto
que n ser par ou impar, interfere diretamente no comportamento do seu grafico, ja
que a paridade de h,(z) = x—ln, depende da paridade de n.

Sendo assim, temos que quando n é par, o grafico de h,, ¢ dado por:

1Y

4 -3 -2 _1

1
Figura 1.34: Familia h,(x) = — quando n é Par
x

Agora, quando n é impar, esta familia tem comportamento definido por:



1.7 Familias de Func¢oes 58

1 .
Figura 1.35: Familia h,(v) = — quando n é Impar
x

Vamos ver agora outra familia de funcoes, sendo que ela pode ser definida

por g,(z) = {/x e é denominada como sendo a fun¢ao raiz n-ésima (Defini¢ao 1.50).

Definicio 1.50 (Func¢do Raiz n-Esima). Uma fun¢io g : R — R é chamada de
fungao raiz n-ésima quando, para todo x € R, tem-se g,(z) = /z, com n € N,

sendo n # 0,1 e com a condicao de x > 0, quando n for par.

Da mesma forma que fizemos na funcao h,(z) = :1:_1"’ a principio s6 vemos
os casos particulares da funcao g,(z) = ¥/, sendo estes os casos onde n = 2,3 e 4.
Sem perda de generalidade, tome = € {0, 1,4, 9}.

Sendo assim, veja inicialmente as tabelas que nos auxiliam na construcao

do grafico deste familia:

v | ga) =z v | gs(z) = ¥z v | gil) =z
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
4 2 4| /4~1.59 4| ViA=141
9 3 9| v9=~208 9| v9~1.73

Figura 1.36: Tabelas para g,(x) = ¥z, comn =2,3,4

Primeiro exibimos aqui o grafico de um de seus casos particulares, sendo

ele a funcao raiz quadrada exibido na Figura 1.37. Sendo este, o caso mais genérico
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e habitual da funcao raiz n-ésima, para este caso particular, onde n = 2, nem ¢é
necessario escrever go(z) = Jx, é suficiente dizer que go(x) = /.

Em destaque, veja seu grafico e nele note que temos evidenciado através
do pontilhado justamente os valores de x que resultam em raizes quadradas com os

resultados inteiros que foram exibidos em uma das tabelas da Figura 1.36:

—_
, |
|
|

:

|

|

|

:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 ¢
Figura 1.37: Fungao Raiz Quadrada g2(z) = \/x

J& para ver o grafico da func¢ao raiz n-ésima no geral, veja as Figuras 1.38
e 1.39, pois assim como a funcao h,(z) = et fungao g,(x) = x também esta
sendo tratada como uma familia de funcoes, que tem alteracoes no seu grafico que
também dependem de n.

Veja inicialmente o comportamento desta familia quando n é par na Figura

1.38:
Yy
2 |1
g2(z) = Jz
ga(z) = vz
go(z) = Yz
1 |1

05 1 15 2 25 3 7

Figura 1.38: Familia g,(z) = ¥z quando n é Par

Agora, veja como é o comportamento de g quando n é impar na Figura 1.39:
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g3(z) = V= —151

Figura 1.39: Familia g,(z) = {/z quando n ¢ Impar

Neste Capitulo 1 vemos apenas estes conceitos mais basicos das funcoes,
ja no Capitulo 3 vemos alguns outros conceitos e exemplos mais complexos. Mas,
antes disso, vemos no Capitulo 2 algumas defini¢oes, propriedades e conceitos sobre

algumas das transformagcoes no plano que sao utilizamos no Capitulo 3.



CAPITULO 2

Algumas transformacoes no plano

Aqui abordamos sobre conceitos de transformacdes no plano que contribuem
para a construcao dos graficos das fungoes e sobre seus respectivos significados
geométricos, sobre a paridade das fungoes e também sobre algumas propriedades
e particularidades importantes das transformacgoes planares aplicadas as funcoes.

Tudo isso é feito embasado nos autores [Anton 2000, [Thomas 2009],
[Jablan 1995], [Lehmann 1998|, [Barbosa 2010] e [Doreen et al. 2012]. Para exem-
plificar melhor os conceitos geométricos é usado o software GeoGebra e a linguagem
de programacao TikZ para nos apoiar na construcao dos gréaficos, mas s6 no Capitulo
4 é que mostramos o passo a passo destas construcoes.

Segundo [Jablan 1995], é possivel observar que a simetria esta presente no
nosso cotidiano, seja através de artefatos criados pelo homem, como por exemplo em
obras artisticas, ou até mesmo na propria natureza, como exemplo, temos as folhas
das arvores, as asas das borboletas, entre outros.

O caso mais simples de transformacao no plano, é quando temos a
transformacao identidade, embora seja simples, é importante fixarmos aqui sua
existéncia, nesta transformacao nada ocorre com o grafico da funcao, dizemos que o

grafico sofre uma rotacao de 27, o que faz com que ele volte a sua forma inicial.

2.1 Reflexao

Comecamos a analisar o conceito de transformagoes no plano com os olhos
voltados para o lado matematico através da reflexao, por meio do simples fato de
considerarmos que dois pontos distintos sdo simétricos "|...| em relacdo a uma reta
se e somente se 0 segmento da reta que une estes dois pontos é dividido ao meio e
normalmente pela referida reta."[Lehmann 1998, p . 30|

Consideramos este caso citado acima como sendo a reflexao de um ponto

em torno de um eixo preestabelecido, que neste caso é a reta dada.
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Definicao 2.1 (Reflexao). Veja aqui trés definigoes de reflexdo, sendo elas referente

aos eixos coordenados e a origem.

(R;) - Uma reflexao em torno do eizo x é uma transformagio que associa o
ponto de coordenadas (z,y) € R? ao ponto (z,—y) € R%
(Ry) - Uma reflexao em torno do eizo y é uma transformagao que associa o
ponto de coordenadas (z,y) € R? ao ponto (—x,y) € R?.
(Ro) - Uma reflexao em torno da origem O = (0,0) é uma transformagao que

associa o ponto de coordenadas (z,y) € R? ao ponto (—z,—y) € R2.

Observacao: Podemos observar que Ry é a composicao das transformacoes
R, e Ry, isto é
Ro=R,oR,=R,0R,.

De fato,

R:c o Ry(x7y> = RI (Ry(ZL’,y>> = R$ (_I7y) = (—ZE, _y) .

Veja, graficamente, o que é cada uma destas reflexdes para um determinado

ponto A = (z,v).

Y
Reflexao em relagdao ao eiro y
R,(A) = (~z,y) A= (v,y)
ekt EEL L L L e e A
/, !
’ |
/ |
// !
4 |
’ 1
7 |
’ |
// !
,// O E X
4 |
/, !
’ |
’ |
l, |
4 |
4 L}
// |
4 |
I, !
=
7 |
¢ é
RO(A) - (7‘737 *y) Rac(A) - (IL’, *y)
Reflexao em relagao a origem O Reflexao em relagcao ao eixo x

Figura 2.1: Reflezdes de um Ponto A = (x,y)

Sendo assim, é possivel ver que a reflexao ¢ uma operacao que divide o plano

em duas partes iguais, considerando que, cada uma destas partes estd de um lado
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do eixo de simetria considerado. Pode-se dizer entao, que a reflexao é conhecida por
fazer o mesmo que um espelho faz.

Seja f uma fungao, cujo grafico é dado por y = f(z). A sua reflexdo em
torno do eixo x, denotada por R,(f(x)), é dada por y = — f(z), a reflexdo em torno
do eixo y, denominada por R,(f(x)), é dada por y = f(—x) e a reflexdo em torno da
origem O, cuja notagdo é Ro(f(z)) é dada por y = — f(—=x). Veja cada um destes

casos graficamente:

Py

Figura 2.2: Reflexoes da Funcao y = f(x)

2.2 Translacao

Segundo [Doreen et al. 2012] temos também a transformagao por meio da
translacao, neste caso a figura dada é disposta no plano repetidas vezes a uma mesma

distancia pré-determinada gerando um padrio. E valido ressaltar que de acordo com
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[Jablan 1995] esta distancia pode ser igual a 0, isto é, a repeticdo pode se manter

lado a lado sem que haja espacos.

Defini¢ao 2.2 (Translagao). Dados os nimeros reais a e b, temos trés casos de

translacao, sao eles:

(T.) - Uma translagao horizontal T, é uma transformagio que associa o ponto

de coordenadas (z,y) € R? ao ponto (z + a,y) € R
(Ty) - Uma translagao vertical Ty, € uma transformagao que associa o ponto de

coordenadas (z,y) € R? ao ponto (z,y + b) € R%
(Tiap)) - Uma translagio T(,p) ¢ uma transformacdo que associa o ponto de

coordenadas (z,y) € R? ao ponto (z + a,y + b) € R

Observagao: T, ¢ a composicao das transformagoes 75, e T, isto &
T(a,b) = Ta o) Tb = Tb o) Ta.

De fato,

TooTy(z,y) = T.(Ty(z,y)) =To(z,y +b) = (x+ a,y +b).

Veja graficamente o que é cada uma destas translagoes para um determinado

ponto A = (z,y) e para a,b € R constantes.

Y

B . Translacao vertical
Translacao vertical e horizontal

Ty(A) = (z,y+b)  Tap(A) = (r+ay+b)

-

Transla¢cdo horizontal

O T

Figura 2.3: Translagées de um Ponto A = (z,vy)

E importante fixarmos aqui que, para a translacao de pontos, quando a > 0,
a translacao horizontal ocorre para a direita, ji quando a < 0, a translacao em

questao é para a esquerda. E, para a translacao vertical também podemos fazer
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uma analise semelhante, pois se b > 0, a translacao ¢ para cima e, se b < 0 a
translacao ocorre para baixo.

Ou seja, a translagao é a operacao de transformacao no plano que consiste
no deslocamento do grafico paralelamente a si proprio e que pode ocorrer tambhém
em torno de algum eixo.

Entéo, seja f uma fun¢éo e c uma constante, temos que o graficoy = f(z)+c
nos gera uma translagao vertical (em relac¢do ao eixo z), quando ¢ > 0, a translac¢ao

é para cima e, quando ¢ < 0, y = f(x) é transladada para baixo.

i

Figura 2.4: Translagio Vertical da Fungdio y = f(x)

Temos também as translagoes horizontais (em relagao ao eixo y), para isso
devemos adicionar uma constante ¢ ao argumento de y = f(x), ou seja, temos
y = f(z+c¢). Aqui na translacio horizontal de fungoes, temos que o comportamento
das translacoes ocorre de forma diferente do que ja vimos nas translacoes de pontos.

Entao, quando estamos analisando as funcgoes, se ¢ > 0, temos uma
translacao horizontal para a esquerda e, se ¢ < 0, temos esta translacao horizontal
ocorrendo para a direita.

Isto ocorre porque aqui, a constante esta sendo acrescentado no argumento
da funcao, para s6 depois ser feito o célculo da imagem, calculo este que vamos
analisar detalhadamente.

Quando temos ¢ > 0 encontramos que y = f(x + ¢) tem valor maior para o
seu argumento e, pelo fato de que o argumento é maior, temos que a imagem tambhém
¢ maior e, por isso, a parabola é translada para a esquerda. De modo anélogo,
podemos analisar a condicao de quando se tem ¢ < 0, neste caso, a translagao
horizontal ocorre para a direita.

Para facilitar a compreensao destes conceitos, tome como exemplo a funcao

y = f(z) = 2% sendo a fungao original e, y = f(z+c) = (x+c¢)? = 22 +2xc+c? sendo
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a sua forma transladada, fazemos isto considerando que ¢ = —1,0, 1. Ou seja, temos
aqui variacoes para y = f(x+c) que abrangem ¢ < 0, a fun¢io na sua forma original
onde ¢ =0 e ¢ > 0 e, fazendo estas variacoes aplicadas neste exemplo numérico da

Figura 2.5.

W &~ ot & N oo ©

T

Figura 2.5: Translagio Horizontal da Funcao y = f(x + ¢),
comc=—1,0,1

Agora que ja vimos este exemplo numeérico, podemos expandir a andlise
deste grafico para a sua forma geral, considerando agora, ¢ como sendo uma
constante positiva qualquer. Desta forma, veja no gréifico o comportamento de uma

translacao horizontal de f, sabendo que f é uma funcao quadratica.

Py=\(z+ec, flx+ec) \-—---F---- 1P = (z, f(x)

X

Figura 2.6: Transla¢ao Horizontal da Fungio y = f(x)
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Por tltimo, mas nao menos importante, temos também casos onde ocorrem
translagoes verticais e horizontais simultaneamente. Neste caso, sejam a,b € R,
temos que a funcao y = f(x) ao ser transladada fica sendo da forma y = f(x+a)+0,
onde a representa a translagao horizontal e b representa a translacao vertical, que,
respectivamente, foram representadas apenas por ¢ nas Figuras 2.4 e 2.6.

Observacao: Considerando-se que aqui, ¢ valido para a e b, as mesmas
condicoes que valem para ¢ < 0 e ¢ > 0 nos casos das translagoes que sao apenas

verticais ou horizontais.

Py = (z+a\f(x+\)+0b

-l T
b
A _ Plz(xaf(x))

| |
F-f---4 x
a

Figura 2.7: Translagcdo Vertical e Horizontal da Fungdo y =

f(z)

Observe que os graficos exibidos nas Figuras 2.4, 2.6 e 2.7 sao de funcgoes
quadréticas (veja Defini¢ao 1.39). Sendo assim, prossiga para o Exemplo 2.4 para
ver como se pode relacionar as fungoes quadraticas, na sua forma algébrica, com
translagoes verticais e/ou horizontais.

Como ja mencionamos, pode ocorrer também casos onde a ou b sejam nulos,
ou seja, as repeticoes geradas pelas translagoes ocorrem lado a lado. Para ficar mais
facil de ver isto graficamente, vamos considerar o quadrado de raio 1 centrado em
(1,1) e denotado por Q1.

Veja que Q1 tem seus vértices sendo A = (0,0), B = (2,0), C' = (2,2) e
D = (0,2). Sem perda de generalidade, vamos considerar neste caso que b = 0, ou
seja, vamos construir um quadrado )5 que é a translacao vertical de )y, sendo a
distancia entre ()1 e ()2 nula.

Desta forma, obtém-se que os vértices de @) sao C' = (2,2), D = (0,2),
E =1(0,4) e F = (2,4). E, é claro que Q; e ()3 tém dois pontos em comum, visto

que sao transladados a uma distancia nula. Veja graficamente esta construcao:



2.3 Contragao e Dilatacao 68

Y
y E F
D C

Q@2
O D C

A B i Ql

Figura 2.8: Quadrado Q1
A B 7

Figura 2.9: Quadrados Q1 e Q2

Analogamente, é possivel também fazer outra construgao, agora com a = 0,
ou seja, transladando (); horizontalmente, mas nao é necessario explicitar tal

construcao aqui, visto que o processo ¢ semelhante ao que ja fizemos.

2.3 Contracao e Dilatacao

O objetivo desta secao é falar sobre contragoes e dilatacoes, isto significa
que estamos nos referindo ao ato de comprimir ou expandir pontos ou funcoes, seja
verticalmente ou horizontalmente. Nesta secao, apenas explicamos como funciona

cada um destes conceitos, mas vamos usa-los com maior frequéncia no Capitulo 3.

2.3.1 Contracao e Dilatacao de Pontos

Nesta subsecao temos a definicao de contracao e de dilacao de pontos no

plano e, temos também as representagoes graficas dessas transformacgoes.

Definigao 2.3 (Contragao e Dilatagao de Pontos no Plano). Dado um ntiimero

real positivo a:

(D,) - Uma dilatagao vertical D, é uma transformagao que associa o ponto de
coordenadas (z,y) € R? ao ponto (z,a-y) € R?, se a > 1.

(D) - Uma dilatagao horizontal D), é€ uma transformacao que associa o ponto
de coordenadas (x,y) € R? ao ponto (a-z,y) € R se 0 < a < 1.

(Cy) - Uma contragao vertical C, ¢ uma transformacao que associa o ponto de
coordenadas (z,y) € R? ao ponto (z,a-y) € R% se 0 < a < 1.

(Ch) - Uma contragao horizontal Cj, é uma transformagdo que associa o ponto

de coordenadas (x,y) € R? ao ponto (a-z,y) € R? se a > 1.

Agora, veja a representacao geométrica destas contracoes e dilatacoes para

um determinado ponto A = (z,y), sendo a € R* constante:
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Yy
D, = (z,a-y)
T a>1
A
- <>
Dh_(a’rvy)\l/ Ch_(a rvy)
0<a<l1 l a>1
U:(.r,a-y)
0<a<l1
0] X

Figura 2.10: Dilatacao e Contragdo do Ponto A = (x,y)

2.3.2 Dilatagao e Contragao de Graficos

Nesta outra subsecao vamos estudar a ideia de dilatar e/ou contrair graficos
de funcoes. Considere uma funcdo y = f(z), sendo que podemos contrair ou
dilatar o gréafico de f, cujas transformacoes de dilatacao e contracdo podem ocorrer
horizontalmente ou verticalmente. Desta forma, existem quatro possiveis casos, sao

eles:

Contracao ou Dilatagao Vertical. A contracao ou dilatacao vertical do
grafico de uma funcao, s6 ocorre quando multiplicamos os valores das imagens
da func¢ao por uma contante positiva, isto é, quando se tem y = a - f(x), com
a > 0.

Contracao ou Dilatacao Horizontal. A contragao ou dilatacao horizontal
do grafico de uma fungao, s6 ocorre quando multiplicamos os argumentos da
funcao sao multiplicados por uma contante positiva, isto é, quando temos

y = f(a-z), coma>0.
Veja estes quatro casos na exibidos Tabela 2.1:

Tabela 2.1: Contracao e Dilatacao de Graficos

Funcdo y = f(z) 0<a<l1 a>1
y=a- f(z) Contracao vertical Dilatacao vertical
y= fla-x) Dilatacao horizontal | Contragao horizontal

Veja agora, a representacao grafica destes quatro casos. Observe que, no

canto esquerdo superior de cada grafico temos na cor laranja, uma representagao
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do que de fato ocorre com o grafico das funcoes, ou seja, as setas direcionais estao
indicando para nos se a funcao esta sendo expandida ou comprimida.

Nas transformacgoes verticais, vemos que as setas direcionais estao indicando
que a compressao ou expansao dos graficos esta ocorrendo em relacao a uma reta
horizontal, representando assim que as funcoes sofrem alteracoes tendo o eixo x
como base. Ja para as transformacoes horizontais, seguindo este mesmo raciocinio,

vemos que as alteragoes sao feitas tendo como referéncia o eixo y.

=a- f(z)
/]\ y Y a Z 1 ! \l/ y
} T
y = f(x) y=f(x)
y=a- f(z)
0<a<l1
o\ z o XJ v
Figura 2.11: Dilatacdo Vertical Figura 2.12: Contrag¢ao Vertical
dey = f(x) coma>1 dey=f(x) com0<a<l
Y Y
e 1 y=J(a-a)
y:f(a’x) a>1
0<a<l1
y = f(x) y = f(x)

o X @ o\ :

Figura 2.13: Dilatacdo Horizontal Figura 2.14: Contra¢ao Horizontal
dey=f(x) com0<a<l dey= f(x) coma>1

Observacao: Note que, diferentemente do que ocorre para a dilatacao de
pontos, onde para dilatar horizontalmente é necessario que a > 1 e para contrair
0 < a < 1, para as funcoes temos o contrario, para dilatacao horizontal temos

0 < a < 1 e para contracao horizontal temos a > 1.
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Para entendermos como se d& a construcao destes graficos exibidos, veja no
Apéndice A.6, quais sao os codigos em TikZ que geram a Figura 2.13, considerando

assim que a construcao dos outros trés sao feitas de modo semelhante.

Exemplo 2.4. Dada a fungiao quadratica f(z) = az® + bx + ¢, com a # 0, existe
uma maneira de explicitar quais sao as translagoes horizontais e verticais e, também

qual é a contragao/dilatagao ou ainda, qual é a reflexdo que a fungao sofre. Seja

f(z) = ax® + bz + ¢, dada Equacdo (1.1) temos que

2 2
Aac —
=a- (x — (—£> ) + ac—b7 tomando A = b? — 4ac,

2a 4da
b\ \? LA
=a-|lx—|—=— —.
2a 4a
. , C . . —b
Temos entao que, é possivel identificar facilmente que tomando m = 2 e
a

= :l— , obtemos a equacgao da forma candnica do trinomio f(z) = ax?+bx +c
a

que ja foi explicitada na Equacao (1.2), cuja formula é dada por:
@) =a-(x—m) +F,

basta observar que é exatamente isto que temos, quando m e k sao substituidos.

E valido pontuarmos aqui, que m representa a translacio horizontal de f,
enquanto k representa sua translacao vertical, sendo bom deixar claro que m e k
aqui sao equivalentes a a e b da Definicao 2.2.

A troca de variaveis se deu devido ao fato de que agora, o termo a deixou de
representar a translagao, passando a representar a reflexdo ou a contragao/dilatacao
de f (veja Defini¢ao 2.3).

Sendo assim, nota-se entao que tendo qualquer que seja a funcao quadra-
tica, sabemos escrevé-la de forma que seja possivel identificar, apenas completando
quadrado, suas translacoes verticais e horizontais, reflexoes e contragoes ou dilata-

coes. Veja exemplos que evidenciam melhor cada um destas transformacoes:

Exemplo 2.5. Tome inicialmente um exemplo trivial de funcao quadratica dado
pela fungao y = z? (Figura 2.15), agora translade horizontalmente a fungao original
em 2 unidades para a esquerda, obtendo entao y = (z+2)? (Figura 2.16). Em seguida,
obtenha y = —(z+2)? fazendo uma reflexdao em torno do eixo x (Figura 2.17). E, por
fim, translade-a verticalmente em 1 unidade para cima, obtendo f(z) = —(z+2)*+1
(Figura 2.18). Para facilitar a visualizagao de cada um destes passos, veja eles feitos

individualmente nos graficos seguintes:
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Figura 2.17: Funcgio y = —(z + 2)?

Figura 2.18: Funcdo f(z) = —(x +2)?+1

Veja no Apéndice A.7, quais sdo os codigos em TikZ que geram a Figura
2.19 e observe nesta figura como fica se colocarmos todos estes passos anteriores em
um tnico grafico:

7
Yy /
//3/ — 22
/
/
/
/
/
/
/
/
V4
< | |
1 9 L
| flz)=—=(z+2)*+1

Figura 2.19: Fun¢io f(r) = —2? — 42 — 3
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Mas, por outro lado, ao invés de construirmos a funcao
f()=—(z+2)>+1=—2*—4x -3

a partir de f(x) = z? seguindo as informagoes que tivemos no Exemplo 2.5. Podemos,

identificar cada uma destas transformacoes que fizemos apenas olhando para a

fungao f(x) = —2? — 4z — 3. Veja como isto é feito:
f(z) = —2* — 4z — 3, completando quadrado, obtemos
= — (2% + 4z + 3)

—((@)*+2-2-2+(2)* = (2)>+3)
=—((z+2)*—-4+3)
(x—|—2 )

= —(z+2)? + 1, que é a forma canonica de f.

J& vimos no Exemplo 2.5 o que significa cada um destes valores. Para
construir este grafico no GeoGebra é necessario ter alguns conhecimentos sobre as
ferramentas do software, para isso, veja o Exemplo 4.1 onde temos um passo a passo

desta construcao.

Exemplo 2.6. Neste outro exemplo, considere novamente a fungao y = 2% (Figura
2.20), primeiro translade-a horizontalmente em 1 unidade para a direita, obtendo
y = (z—1)? (Figura 2.21). Depois, veja que temos y = 2- (z — 1)? (Figura 2.22), que
¢ uma dilatacao vertical de f em 2 unidades. Em seguida, translade verticalmente
em 1 unidade para baixo para obter f(z) = 2-(x —1)? — 1 (Figura 2.23). Veja cada

passo individualmente:

\} 7
\ '
‘\ Y II \ y /
\ \ !
— 2 / \ /
y=z= \ ) /! \2 /
\
\ ) \ ry=(x—1)>2
\\ /I 1 \ )
N1 / \ ’
\ / \ /
\ / \ ’
\ 4 \ ’
N i | A
.~ | : -
N : Sz 2 -l 1 2 3 7T
1 -1
2 2

Fi 2.20: Fungdo y = 2
eura uneaoy == Figura 2.21: Funcdio y = (v — 1)?
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Fi 2.22: Pungio y =2 (z — 1)?
letra uneaoy (z=1) Figura 2.23: Funcio f(z) =2-(z —1)2 -1

Da mesma forma que fizemos no outro exemplo ja visto, veja aqui também

a uniao de todos estes passos em um s6 grafico:

fx)=2-(z—1)2 -1

Figura 2.24: Funcio f(r) = 222 — 4z + 1
Por outro lado, temos também uma maneira de partir da funcao
fr)y=2-(z—-12—-1=22% —4do +1

e conseguirmos identificar nela cada uma destas transformacoes que foram feitas.
Sendo feito da mesma maneira que ja vimos no exemplo anterior, veja como é cada

uma destas transformagoes algebricamente:
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f(z) = 22* — 42 + 1, completando quadrado, obtemos

=2 x2—2:zc—|—1
2

2-(($)2—2-x-1+(1)2—(1)2+1)

2
2-<(x—1)2—1+%)

:2-(@—1)2—%)

=2-(z — 1) — 1, sendo esta a forma canonica de f.

Ja conhecemos pelo Exemplo 2.6 o que representa cada um destes valores.
Veja a construcao grafica do GeoGebra no Exemplo 4.2.

Conclui-se entao que qualquer que seja a funcao quadratica que se tenha,
apos completar quadrado é de fato simples conseguir identificar cada uma destas

transformacoes planares que foram estudadas.



CAPITULO 3

Mais algumas funcoes: conceitos e exemplos

Neste capitulo abordamos mais alguns conceitos e exemplos de funcoes,
sendo elas compostas, inversas, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e tam-
bém algumas das suas respectivas inversas. Nao queremos aqui, como também nao é
o intuito de todo o trabalho, esgotar as propriedades e os conceitos existentes sobre
as fungoes aqui apresentadas.

Queremos entao, mostrar esses exemplos de funcoes e, principalmente,
relaciona-los com os conceitos algébricos e geométricos que julgamos importantes
para compreender algumas propriedades destas fungoes, dando maior importancia
para aquelas propriedades que nos norteiam para fazer um bom esboco de seus
graficos.

Para isso, exploramos as propriedades de paridade trabalhada na Secao 1.3
do Capitulo 1, como também as propriedades geométricas discutidas no Capitulo
2. Algumas das definicoes formais e propriedades deste capitulo tiveram como
principais referéncias [Flemming e Gongalves 2006, [Flemming e Gongalves 2007],
|[Lima et al. 2006], [Lima et al. 2010] e [Campagner].

3.1 Funcoes Composta e Inversa

Nesta se¢ao damos detalhes sobre as funcoes compostas e inversas, incluindo
como funciona este processo de inversao das funcoes. Faz-se necessario definir bem

a fun¢ao inversa pois, no Capitulo 3 utilizamos tal conceito.

Defini¢ao 3.1 (Funcao Composta). Sejam f: R — Reg: R — R duas fungoes,
condicionadas ao fato de que o conjunto imagem (Im) da fungao f é um subconjunto
do dominio (D) da funcao g, ou seja, Im(f) C D(g). Sob estas condi¢oes, denotamos
que a funcao g(f(x)) = (g o f) (x) é denominada de func¢do g composta por f, tendo
que x € D(f).

Seja f:A—> Beg: B— C,com A, B,C C R veja uma representacao em

diagramas da Definicao 3.1.



3.1 Fungdes Composta e Inversa 7

gof
2

Figura 3.1: Fungiao Composta

Sabendo o que é uma funcao composta, podemos dizer que duas funcoes
sao permutdveis se, e so se, seus dominios forem iguais e, ao compé-las, invertendo
a ordem de composi¢ao obtermos o mesmo resultado, ou seja, sendo o D(f) = D(g)

temos

(fog)(z) = (g0 f)().

Exemplo 3.2. Seja f(z) = 22 +6 e g(x) = —3 - (x + 8), temos que elas sao
permutéveis, pois além de ambas estarem definidas no conjunto dos reais, temos

também que

(fog)($):2'(—3~(x+8))+6:—6x—42,

mas por outro lado, temos também que
(g0 f)(x) = =3 (20 +6) +8) = —6a — 42.

Defini¢ao 3.3 (Funcao Inversa). Sejam f: X — Y e g:Y — X, dizemos que g
é a inversa de f se

g(f(@) =z e fl9(y) =v,

paratodor € X ey €Y.
Lema 3.4. Se g é a inversa de f, entdo:

1. f é ainversa de g, o que segue diretamente da definicao.
2. f é uma fungao injetora. De fato, se g(f(x)) =z para todoz € X, ese x; e

To pertencem a X, temos

f(x1) = f(z2) = g(f(Il)) = g(f(l’z)) = T1 = Ta.

3. f é sobrejetora. De fato, se f(g(y)) =y, isto com y tomado arbitrariamente

em Y, segue que z = g(y) € X ¢ tal que
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4. Se f é crescente em seu dominio X, entao sua inversa g também é crescente
em seu dominio Y. De fato, se f é crescente temos que f(z2) > f(z1), sempre

que x2 > 1, consequentemente

9<f($2)) =T2 > T = g(f(%))-

Do Lema 3.4 concluimos que, se f admite inversa, ela é dita nversivel, e
por ser inversivel ela é consequentemente bijetora. Veja o Teorema 3.5 para ver que

a reciprocidade também ¢é valida.
Teorema 3.5. Uma funcao f: X — Y é inversivel se, e somente se, f é bijetora.

Demonstracao. Se f é inversivel, segue do Lema 3.4 que f é bijetora. Reciproca-
mente, se f é uma bijecdo, para cada z € X existe um tnico y € Y tal que y = f(x).
Note que, pela sobrejetividade, para cada y € Y existe um x € X tal que y = f(x).
Como f é injetiva este x é tnico. Entao, defina ¢ : Y — X uma funcao que, a cada

y € Y associa o tnico x € X, tal que f(z) =y, que segue o resultado. O

Entao, quando f é inversivel definimos que ela admite a inversa g. A partir
de agora, sendo f uma funcao, denotamos esta inversa como sendo f~!, ou seja,
fazemos g(x) = f~!(x). Dizemos também, que se a fungao ¢ inversivel, ela tem uma
tinica inversa e, que o grafico da funcdo inversa f~! sempre é simétrico ao grafico da

funcao f, tendo como eixo de simetria a reta y = z.

Exemplo 3.6. Veja que, tendo a fungdo afim f(x) = az + b, com a # 0, para

encontrar sua inversa, primeiro temos que inverter as posicoes de x e y na funcao
:C _—

original, obtendo x = ay + b, em seguida isolando ¥, temos que y = f~1(x) =

¢ a inversa de y = f(x). Temos entao,

a a

(fof)(x)=a- (x_b>+b:“w=(flof)<x>-

Fazer este procedimento é muito intuitivo para alunos de Ensino Médio, o
que quase nao se sabe sobre este processo, é o real motivo pelo qual se deve inverter
x e y de lugar. Vejamos aqui uma explicagao grafica sobre a veracidade de tais
inversoes.

Pela Definicao 3.3, vimos que para que duas funcoes sejam inversas elas

precisam ser definidas como f: X — Y e g:Y — X de modo que se obtenha

g(f(@) ==z e flg(y) =v,

paratodox € X ey €Y.
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Tome aleatoriamente a € X e b € Y. Como f : X — Y, temos o plano
coordenado dado por pontos da forma (a,b). Por outro lado, g : Y — X, temos

entdo coordenadas do tipo (b, a) no plano. Veja graficamente:

1 @b =(as@) 6 :
| (ba) = (b, 10) € Glo) =G
¢ ‘ * 0 b J

Figura 3.2: Planos Coordenados de f e f~!

Dai surge a necessidade de inverter as posi¢oes de x e y no plano coordenado
de G(f™1), pois desta forma voltarfamos a um sistema com mesmas coordenadas.
Podendo entdo, tracar normalmente uma func¢ao f que passe por (a,b) e sua inversa

1 passando por (b,a). Veja esta representacao gréfica:

N
N
)

IS

Figura 3.3: Inversio do Plano Coordenado de f~!

Veja no Apéndice A.8, quais sao os codigos em TikZ que geram a Figura

3.3. Observe agora um exemplo numérico de duas fungoes que sao inversiveis:

r+3

Exemplo 3.7. Seja f(z) =2z —3e f~l(x) = , temos que elas sdo inversiveis,

pois
For@ =2 (52) ~s-x
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por outro lado,

((2z — 3) + 3)

(I o) = 5= =

3
Veja agora, o grafico das fungoes f(z) = 2rx —3 e f1(x) = T

, onde fica bem

claro esta simetria:

T+ 3

Figura 3.4: Funcdo f(x) =2z —3 e Inversa f~'(z) = 5

3.2 Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Vemos aqui conceitos, definicoes e exemplos de funcgoes exponenciais e
logarftmicas, considerando sempre que estamos usando os conhecimentos ja definidos
anteriormente. Aqui, neste caso, usamos os conhecimentos sobre fungoes inversas,

funcoes crescentes ou decrescentes, dentre outros conceitos.

Definicao 3.8 (Funcao Exponencial). Seja f : R — R%, com a € R’ e

0 <a#1,a funcao exponencial de base a & dada por f(z) = a”.

J& haviamos mencionado anteriormente que a funcao exponencial é aquela
cuja variavel x se encontra no expoente, ja o termo a é fixo e é chamado de base
da funcao exponencial. Temos duas condigoes a serem seguidas para que a funcao
exponencial seja valida.

A primeira é ter a > 0, isto é necessario porque caso o contrario ocorra,
podemos encontrar algumas indeterminacoes, como exemplo tome a = =5 e x = 2
esta expressao nao tem resolucao no conjunto dos R, ja que nao ha solucao real para
V5.

A segunda restricdo é ter a # 1, isto porque se a = 1, temos sempre
f(z) =1, ou seja, estamos diante entdo de uma func¢do constante.

A funcdo exponencial pode ser crescente ou decrescente, isto depende

apenas do valor da base a, nao importando entao qual seja o valor para z. No
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caso onde a > 1, temos que a funcao é crescente, mas se 0 < a < 1 temos que a
funcao exponencial é dita decrescente.

De fato, seja a > 0 e x1 < 9, temos
r1 < 19 = " < a"™ = f(x1) < f(xg).
Por outro lado, se 0 < a < 1 e x; < x9, temos agora que
Ty < Ty = a"t = a™ = f(x1) = f(xo).

Provando assim que de fato, a é o tnico termo que importa para classificar-

mos f como sendo crescente ou decrescente.

Exemplo 3.9. Como exemplo, veja o grafico da fungdo exponencial f(z) = 2%,
sendo f crescente. E valido observar que toda funcio exponencial com a base a > 1

tem comportamento semelhante a este grafico:

z | y=f(z)
1
-9 -
4
1 1
— | — =~ 0.71
2 | V3
1
—1 z
2
0 1
1 2
. €T
- V2~ 1.41
2
2 4

Figura 3.5: Exponencial Crescente

Para a funcao crescente temos um caso particular bem conhecido. Caso este
onde denotamos a = e, sendo e conhecido como niimero de Euler, sabemos também

que a ~ 2,72.

1
Exemplo 3.10. Agora, veja o grafico da funcdo exponencial g(x) = o0 com g
decrescente. Ja observando aqui que toda funcao exponencial com a base 0 < a < 1

tem comportamento equivalente a este:
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z | y=g(z)
-2 4
1
— [ V2a~141
2
-1 2
0 1
1
1 _
2
1 1
- | —==~071
2 | V2
1
2 _
4

Figura 3.6: Ezponencial Decrescente

Veja que, independente de ser crescente ou decrescente, o grafico da funcao
exponencial sempre corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1), isto porque sempre
que se tem = = 0 obtemos f(z) = f(0) = 1, para qualquer a € R’ com a condigao
de que 0 < a # 1.

E, é possivel ver também que a funcao exponencial jamais corta o eixo das
abscissas, ou seja, y ¢ sempre diferente de 0 e nao se tem raizes para esta funcao no
conjunto dos reais.

Tanto para a funcao exponencial positiva quanto para a negativa, temos
que a funcao exponencial de base a é injetiva. Pois, para cada valor de z; # o,
obtemos f(x1) # f(z2). E, isto, automaticamente, ja é mostrado quando provamos

que de fato a fungao exponencial é crescente ou decrescente.

Definigao 3.11 (Logaritmo). Para quaisquer numeros reais x e a, com 0 < a # 1,

conseguimos definir o logaritmo de base a de x e o denotamos por log,  quando
y=log,(z) <= d’=u. (3.1)

Esta definicdo nos mostra que a funcao exponencial e a logaritmica sao

inversas. De fato, veja as composicoes entre ambas as funcoes

1Oga<x> = lOga<CLy) =Yy 10ga<a> =Y

4l — gloga®) — 4
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Definicao 3.12 (Funcao Logaritmica). Seja f: R} — R, com a € R} e a # 1,

a funcao logaritmica de base a é dada por f(x) = log, x.

Da mesma forma que vimos nas funcoes exponenciais (Definicao 3.8),
aqui nas funcoes logaritmicas também podemos fazer classificacoes dizendo se f é
crescente ou decrescente. Temos que se a > 1, entao a funcao logaritmica é crescente
mas, se 0 < a < 1, ela é decrescente.

De modo analogo ao que provamos para a fun¢ao exponencial (Definigao
3.8), podemos provar aqui também que a funcao logaritmica sempre é crescente ou

decrescente.

Exemplo 3.13. Veja o grafico das fungoes logaritmicas f(x) = log, z, onde f é

crescente e, g(z) = log: x, sendo que g é decrescente:
2

Y Y
3 31
21 21
Ly Ly g(x) =log1 x
—1 —1
-2 -2
Figura 3.7: Logaritmica Crescente Figura 3.8: Logaritmica Decrescente

Independente de ser crescente ou decrescente, o grafico da fungao logaritmica
sempre se encontra totalmente & direita do eixo y. Isto porque esta funcao sé é
definida para x > 0. Pelo fato de ser sempre crescente ou decrescente podemos
garantir a injetividade da funcao logaritmica.

Outro detalhe importante é que seu grafico sempre corta o eixo das abscissas
no ponto (1,0), isto porque 1 sempre é a raiz da fungao logaritmica, ou seja, fazendo
log, © = 0 para qualquer a € RY com a # 1, obtém-se x = 1.

Podemos dizer que a funcao logaritmica é sempre bijetiva, isto porque ja
temos garantia de que a funcao é injetiva. Desta forma, para que seja bijetiva, basta
mostrarmos que ela é também sobrejetiva.

Veja que dado y € R, temos que a? € R, entao tome x = a?, com r € R7.
Logo, temos que log, x = y, ou seja, para qualquer que seja x € R podemos

encontrar y € R.
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E justamente pelo fato de que a fungio exponencial (Definicdo 3.8) é a
inversa da fungao logaritmica (Defini¢do 3.12), o que segue direto das Defini¢oes
3.11 e 3.12, é que podemos garantir que seus graficos sao simétricos. Isto ocorre
quando se considera como eixo de simetria a func¢do identidade f(x) = x, que é
também a bissetriz dos quadrantes impares.

Sem perda de generalidade e sabendo que para as funcoes decrescentes o
processo é andalogo, veja o grafico que representa esta simetria quando ambas as

funcoes sao crescentes:

Figura 3.9: Simetria das Funcoes Exponencial e Logaritmica

Sobre a paridade das funcoes exponenciais e logaritmicas nada podemos
afirmar, visto que em ambos os casos nao temos nenhuma garantia de que as fungoes
sao pares ou impares, deve-se entao, analisar caso a caso para ver se ha ou nao alguma
maneira de determinar suas respectivas paridades.

Para as funcoes exponenciais e logaritmicas conseguimos também utilizar
os conceitos de transformacoes no plano. Veja dois casos distintos de transformacoes,
o primeiro deles para a fungdo exponencial envolvendo translagoes verticais e
horizontais. E, o segundo deles para a funcao logaritmica com translagoes verticais

e horizontais e também com reflexdes.

Exemplo 3.14. Seja f(x) = 2” a fun¢ao considerada inicialmente, a transladando
horizontalmente em 2 unidades para a direita, obtemos a fungao g(z) = 272
Em seguida, transladando a funcdo g verticalmente para baixo em 2 unidades,
encontramos a fungao h(z) = 2*72 — 2. Conclui-se entao que h é a translagio

horizontal seguida da translacao vertical de f.
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7

/
/
@) =20 [ g(e) =22

Figura 3.10: Translacdo Horizontal e Vertical de f(x) = 2"

Olhando para a Figura 3.10 do Exemplo 3.14, observe que para f(x) = 2*
e g(xr) = 2772 nao temos raizes, visto que em nenhuma delas conseguimos obter
valores para r quando y é zero, ou seja, temos sempre que y # 0. Isto porque,
na Definicao 3.8 ja definimos que o contradominio da fungao exponencial é sempre
positivo e diferente de zero.

J& para a funcao h(z) = 2*72 — 2, temos uma raiz, pois é possivel calcular

h(z) = 0, obtendo entdo que x = 3, pois
2072 _2=0=2"?=2=0-2=1=2=3.

Agora, olhando para quando x = 0, vemos que a funcdo f corta o eixo y em

1, ja que f(0) =2° =1, ja a fungao g corta o eixo das ordenadas em y = 7 visto

1
que g(z) = 2072 = 2(=2 = = E, por fim, vemos que de fato a funcio h intersecta

4
1 7
o0 eixo y em y = 1 pois, temos que h(z) = 2072 — 2 = 1 2 = 1
Exemplo 3.15. Seja agora f(z) = logy(z) a funcdo dada inicialmente,

transladando-a horizontalmente em 2 unidades para a esquerda, obtemos que a fun-
¢ao é agora dada por g(z) = logy(z+2). Tendo isto, fazemos uma reflexado da funcao
g em relagao ao eixo x e obtemos a func¢ao h(x) = —log,(z +2). Em seguida, encon-
tramos a fungdo i(x) = 1 — log,(x + 2) ao transladar verticalmente h em 1 unidade
para cima. Conclui-se entao, que ¢ é a translacao horizontal, seguida da reflexao e

da translacao vertical de f. Veja graficamente:
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Figura 3.11: Refiexdo, Translacio Horizontal e Vertical
de f(z) = logy(x)

Veja no Apéndice A.9, quais sao os codigos em TikZ que geram esta Figura
3.11. Aqui neste exemplo, vemos que todas as funcoes, sendo elas f, g, h e i tém

raizes. Veja que, para f(x) = log,(x) a raiz é x = 1, pois
0=logy(z) =0 =2"=2=1
Ja para g(x) = logy(z + 2), a raiz é x = —1, visto que
0=logy(z+2)=zr+2=1=2=—-1.

Para a funcao h, vemos que ela também tem raiz em x = —1, ja que é uma

reflexdo de g. Agora, para a funcao i, vemos que sua raiz é em x = 0, isto porque
0=1-logy(z+2)=logy(z+2)=1=>2+2=2=2=0,

logo i de fato é uma fungao que passa pela origem O(0,0).

Agora, vamos analisar o comportamento dos graficos da Figura 3.11 para
x = 0. Vamos observar entdao, onde é que as fungoes cortam o eixo y. Para a fungao
i, jA sabemos em (0, 0) pois, ¢ uma func¢ao que passa pela origem.

Para a funcao f, é possivel ver que nao hé intersecao para o eixo y, isto
porque pela Definicao 3.12, temos que o dominio de f nao contém x = 0. J4 a funcao
g, corta o eixo y em y = 1, pois g(0) = log,(0+2) = log,(2) = 1 e, por fim, a fungao

h, que ¢ uma reflexao de g, corta o eixo das ordenadas em y = —1.
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3.3 Funcoes Trigonométricas

Definimos aqui algumas funcoes trigonométricas, sendo elas: seno, cosseno e
tangente. SO definimos estas, pois se fossemos abordar todas as defini¢oes de fungoes
trigonométricas existentes, o trabalho em questao se tornaria demasiadamente

extenso.

Defini¢ao 3.16 (Funcgao de Euler). A fun¢do de Euler é uma funcdo C': R — 5
que associa a cada t € R um unico par ordenado (z,y) = C(t) pertencente a
circunferéncia Sy, que é unitaria e centrada na origem, isto s6 ocorre caso algumas

condicoes sejam seguidas, sao elas:

1. C(0) = (1,0).

2. Se t > 0, percorre-se sobre S; a partir do ponto (1,0), um caminho de
comprimento ¢, sempre andando no sentido anti-horério (sentido positivo),
obtendo o ponto C(t).

3. Se t < 0, percorre-se sobre S; a partir do ponto (1,0), um caminho de
comprimento —t, sempre andando no sentido horério (sentido negativo),
obtendo o ponto C(—t).

Diretamente da Definicao 3.16, podemos concluir que a funcao de Euler C'
é periodica de periodo T' = 27, isto é, C(z + 27m) = C(x), para todo = € R.

A

Yy
S1 L C(t) = (cos(t),sen(t))
sen(t)
¢ >
—cos(t)— (1,0) x

Figura 3.12: Fungdo de Euler

Partindo da Figura 3.12 é possivel definir as funcoes seno e cosseno, veja a
Definicao 3.17.
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Defini¢ao 3.17 (Fungao Seno e Funcao Cosseno). As fungbes g : R — R e
f : R — R que associam, respectivamente, cada t € R as coordenadas da funcao de

Euler dada por
C(t) = (z,y) = (cos(t),sen(t)),

onde g é a fun¢ao cosseno e f é a fungao seno.

Segue diretamente das Defini¢oes 3.16 e 3.17, que cos(0) = 1 e sen(0) = 0.
Podemos observar, a partir da periodicidade da funcao de Euler, que as func¢oes seno

e cosseno, consequentemente, também sao perioddicas de periodo T' = 27, ou seja
sen(z + 2m) =sen(r) e cos(x+ 2m) =cos(z), Ve R.

(Geometricamente, essa propriedade nos diz que para conhecermos os gra-
ficos completos das funcoes seno e cosseno, basta conhecer um dado intervalo de
comprimento 27 e ir o transladando horizontalmente para esquerda e/ou direita
para obter o restante do grafico.

E possivel se apoiar no circulo trigonométrico exibido na Figura 3.12
para determinar quais sao as paridades das funcoes seno e cosseno, para isso, s6

é necessario complementa-lo com algumas informacoes, veja:

Ay
(0,1)
S1 C cos® (cos(t), sen(t))
sen(t)
¢ >
(—1,0) U (1,0) x
—sen(t)
- F—cos(t
®) (cos(—t), —sen(t))
(O’ _1>

Figura 3.13: Paridade das Fung¢ées Seno e Cosseno
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Observando o circulo trigonométrico da Figura 3.13, temos que a fungao
C para os parametros ¢ e —t ¢ dada pelas coordenadas C(t) = (cos(t),sen(t)) e
C(—t) = (cos(—t),sen(—t)) = (cos(t), —sen(t)).

Sendo assim, podemos concluir que
sen(—t) = —sen(t) (3.2)

e que
cos(—t) = cos(t), (3.3)

conclui-se entao que a funcao cosseno é par e que a funcao seno é fmpar.

Olhando para a mesma Figura 3.13, vemos que nela ji temos marcado
alguns pontos coordenados, sao eles (1,0), (0,1), (—1,0) e (0,—1).

Como ja sabemos, as coordenadas da circunferéncia unitaria S; sao da
forma ( cos(t), sen(t)), sendo assim, fica facil concluir que os valores de seno e cosseno

nesses pontos sao:

Tabela 3.1: Angulos do Circulo Trigonométrico em Radiano

s s

Ooulr | = | @ | =

2 2

sen(x) 0 1] 0 | -1
cos(x) 1 0—-1]1

Com base na Tabela 3.1 e nas informacoes sobre a paridade das funcoes
seno e cosseno, é possivel entao ter nocao de como é o gréfico destas fungoes. Veja,

primeiramente, o grafico da fun¢ao g(x) = cos(z):

Y

g(x) = cos(x)

~ N 7

—27 _ 3™ -7 s T g 3T o ¥
2 2 2 2
—1 1

Figura 3.14: Funcio Cosseno
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Olhando para o grafico da fungao cosseno, é possivel notar que para qualquer

x € D(g) temos —1 < g(z) < 1. Agora, veja o grafico da fun¢do f(x) = sen(z):

Y
f(z) = sen(x)
/\ 1
' | x x - x
—97r _377r — -z z m 37 2T
_1 1

Figura 3.15: Fungdo Seno

Observando o grafico da fungao seno concluimos que da mesma forma que
na funcao cosseno, os valores maximos e minimos para f(x) aqui se repetem, ou
seja, para qualquer x € D(f) temos —1 < f(z) < 1.

Veja que, olhando para o grafico, de fato temos que, a periodicidade de
ambas as fungoes é dada por 7' = 27. Analisando também os graficos, podemos
concluir que nao podemos afirmar se as fungoes seno e cosseno sao crescentes
ou decrescentes, visto que estas funcgoes oscilam. Entao, s6 podemos garantir isto

olhando para intervalos selecionados, ao invés de olhar todo o dominio da funcao.

Definigao 3.18 (Fungao Tangente). A funcdo tangente é definida por uma fungao

hz) = tg(e) = i‘;jgi

Veja o grafico da fungao h(z) = tg(x):

7T
, com x # 5 + k7 um namero real e com k € Z.

s ST s
I I I I
: : 21 : :
I I I I
I I I I
I I I I
: : Ly : :
I I I I
I I I I
! ! ! !
e ; -
D) T 2 ) d %71
: : an : :
I I I I
I I I I
I I I I
: | -2 | :
I I I I
I I I I
: : : :

Figura 3.16: Funcio Tangente
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—3m -7 T 3 .
Note que, parax = —, x = 5 T=5er =, 10 temos valores para
. . T

Yy, isto ocorre justamente pelo fato de que em todo z = 5 + km, com k constante,
nao existe valores definidos para a funcao tangente. O que é consequéncia do fato
de que nestes pontos temos cos(z) = 0, o que é uma indeterminac¢ao para a fungao
tangente (veja Defini¢ao 3.18).

Observe também, que o periodo da tangente é igual a m, no gréafico temos

) ™ 0w @w™ . mw mw  3r

representado, como exemplos, os periodos de —5 até —5 T3 até 5 e 5 até 50
onde fica explicito a veracidade deste periodo T = 7.

3.3.1 Propriedades sobre as Fungoes Trigonométricas

Existem véarias propriedades que relacionam as funcgoes trigonométricas,
algumas delas, relacionam exclusivamente as fungoes seno, cosseno e tangente.

Mas, para podermos provar que as tais propriedades sao validas, primeiro,
vamos tomar como verdade aqui os conhecimentos sobre adi¢ao e subtracao de arcos,

¢ possivel fazer cada uma destas demonstracoes, mas este nao é o nosso intuito aqui.

Propriedade 3.19 (Adigao e Subtragido de Arcos). Seja « e 3 dois angulos

quaisquer, as seguintes propriedades sao verdadeiras:

sen (a + ) = sen(«) - cos(f5) + sen(f) - cos(a) (3.4)
sen (o — ) = sen(a) - cos(f) — sen(3) - cos(«) (3.5)
cos (o + B) = cos(a) - cos(B) — sen(a) - sen(3) (3.6)
cos (a — ) = cos(a) - cos(f) + sen(a) - sen(p) (3.7)
A e
tg (a/ o 5) _ tg(Oé) — tg(ﬁ) <3 9)

Lembrando que, para o céalculo da tangente, temos a condicao de que
a, B # ; J& para as funcoes seno e cosseno nao ha nenhuma condicao para os
valores de a e £3.

Agora, que ja sabemos estas propriedades que envolvem a soma e a
subtracao dos arcos, ja podemos voltar para as propriedades das funcoes seno e
cosseno que haviamos mencionado.

Vamos considerar aqui, sem perda de generalidade, a adicao de arcos para
seno e cosseno, que estao exibidas nas Equacoes (3.4) e (3.6). A partir destes itens
da Propriedade 3.19, vamos definir as Propriedades 3.20 e 3.21.
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Propriedade 3.20. Sendo x € R, temos
T
sen (x + 5) = cos(x).
Demonstracao.

sen (x + g) = sen(x) - cos (g) + sen (g) -cos(z) =sen(z) -0+ 1-cos(z) = cos(x)

]

Este resultado demonstrado na Propriedade 3.20 nos garante que a funcao
cosseno pode ser interpretada como sendo uma translacao horizontal para esquerda
T
de comprimento 5 da funcao seno.

Veja esta representacao graficamente:

Ay

g(z) = sen (z + §) = cos(x) f(z) = sen(x)

b3

Figura 3.17: Adicao de Arcos para a Fungdo Seno

Propriedade 3.21. Sendo x € R, temos

cos (x + g) = —sen(x).

Demonstracao.
7r m T
cos (a: + 5) = cos(x) - cos <§> —sen(x) - sen <§> = cos(z)-0—sen(x)-1 = —sen(x)

]

O resultado da Propriedade 3.21 nos diz que, transladando a funcao cosseno
™
horizontalmente para esquerda a um comprimento igual a Bx obtemos uma reflexao

em torno do eixo x da fungdo seno. Veja esta representacao grafica:
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g(x) = cos (:C + %) = —sen(x) f(x) = cos(x)

Figura 3.18: Adicdo de Arcos para a Fungdao Cosseno

Além destas transformacoes exibidas nas Figura 3.17 e 3.18, temos também
outras transformagoes planares para as fungoes seno e cosseno que estao exibidas
aqui nao necessariamente como sendo propriedades. Mas, veja como podemos utilizar
um pouco do que aprendemos no Capitulo 2 aqui neste capitulo.

Sem perda de generalidade, vamos exibir aqui apenas transformacoes para
a fungao seno. Mas, é importante deixar claro que fazer transformacoes andlogas

para a funcao cosseno também ¢é valido.

Exemplo 3.22. Seja y = sen(z), a transformacao dada pela translagdo vertical em

1 unidade da funcao seno é, graficamente, exibida por:

Figura 3.19: Transla¢do Vertical de y = sen(x)

Veja que temos a translacao vertical para cima e para baixo, o que depende
diretamente do fato de 1 ser positivo ou negativo. Em caso positivo, a translacao se

dé& para cima, ja em caso negativo, a funcao ¢ transladada para baixo.



3.3 Funcoes Trigonométricas 94

Exemplo 3.23. Transladar horizontalmente a fungdo seno em 1 unidade é mové-la

para direita, se 1 é negativo, ou para esquerda, se 1 é positivo. Veja:

Figura 3.20: Translagdo Horizontal de y = sen(x)

Exemplo 3.24. Contrair e dilatar a fungao seno horizontalmente significa multipli-
car seu argumento por uma constante a, ou seja, temos y = sen(a - x). No caso de
a > 1, a fungao estd sendo contraida, ja para 0 < a < 1 a funcao seno esta sendo
dilatada.

y = sen(x)

y = sen (T> 7 y = sen(2z)

Figura 3.21: Contracao e Dilatacao Horizontal de
y = sen(x)

Exemplo 3.25. J4 na dilatacdo e na contracao vertical da funcao seno, o que
acontece é que multiplicamos uma constante a pela funcao toda, ou seja, temos
aqui ¥y = a - sen(z). Aqui, quando a > 1, temos que a funcio esta sendo dilatada
verticalmente, j4 quando 0 < a < 1 a funcao seno estd sendo contraida. Veja no

Apéndice A.10, quais sao os codigos em TikZ que geram esta Figura 3.21.
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y =2 -sen(x)

3 T

Figura 3.22: Coniragao e Dilatagio Vertical de y = sen(x)

De um modo mais geral, as funcoes senoidais podem ser escritas na forma

s(x) =a-sen(w-z+¢)+0, (3.10)

c(lx)=a-cos(w-x+¢)+b, (3.11)

que sao nada mais do que as fungoes seno e cosseno obtidas através de transformacoes

no plano por meio das reflexoes, translagoes e contragoes/dilatacoes.

Teorema 3.26. Toda funcao da forma
f(z) =A-sen(w-z)+ B - cos(w - z), (3.12)
pode ser escrita na forma
s(x) =a-sen(w-x+ ¢).

Demonstracao. Multiplicando e dividindo os membros do lado direito da Equacao
(3.12) por VA2 + B2, respeitando aqui a condi¢do de que A e B nao sao nulos

simultaneamente, mantemos a igualdade e obtemos

VET B

I0=yrm

- (A-sen(w-z) + B cos(w - z))

VETE (A en(w )+ —2  cos(w -
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A B
VA2 + B2 \/AZ + B2

Sabemos que o par ordenado ( ) pertence ao circulo de raio

1, pois

A\, B\ A& B AR
VA2 + B2 VAZ+B2) A2+ B2 A24B* A2+ B
Sendo assim, existe um angulo ¢ € R tal que

A

Nrc:: = cos(¢) (3.14)
B = sen(¢). (3.15)

VI B
Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.13), temos

f(z) = VA2 + B?- (cos(¢) - sen(w - z) + sen(¢) - cos(w - 7)),
pela Equagao (3.4), concluimos que
f(z) =a-sen(w-x+ @), (3.16)

sendo a = VA% + B2. O

Esta funcao f(z) = a-sen(w -z + ¢) + b é conhecida como senoide. Antes
de ver seu gréafico, veja inicialmente a nomenclatura de alguns parametros que

pertencem ao grafico de f.

Amplitude - Os valores maximos e minimos das funcoes dadas pelas Equacgoes
(3.10) e (3.11) sao, respectivamente, a +b e — a + b, basta observar que os
valores méaximos e minimos das fungoes seno e cosseno sao, respectivamente,
1 e —1. A distancia entre o valor méximo (ou minimo) e o valor médio entre

0 maximo e minimo é denominado de amplitude e, é dado por a.

Periodo ou Comprimento de Onda - Como as funcgoes seno e cosseno tém

periodo 27, as fungoes s e ¢ dadas nas Equagbes (3.10) e (3.11) também sao

2m
periodicas de periodo T'= —, pois
w

p
Wl +¢—b=21r = wT =21 = T ="
w



3.4 Fungoes Hiperbolicas 97

Angulo de Fase e Deslocamento de Fase - O valor do angulo da funcio

seno ou cosseno quando x = 0, ou seja, o valor do angulo ¢, é denominado

dngulo de fase. O valor do deslocamento horizontal —— é denominado deslo-
w

camento de fase.

Veja a seguir o esbogo do grafico da senoide s(z) = a -sen (w -z + ¢) + b:

Deslocamento de fase |——

Figura 3.23: Grdfico da Senoide

3.4 Funcoes Hiperbdélicas

Outras fungoes obtidas usando as reflexoes e também a soma de fungoes, sao
as funcoes hiperbélicas. Assim como nao definimos todas as funcoes trigonométricas,
aqui também nao vamos definir todas as hiperbolicas, definimos entao apenas seno
e cosseno hiperbolicos.

e—l’
57 Onde f é uma contracao

: . e’
Considerando as fungoes f(z) = - © g(z) =
vertical da funcao exponencial y = e* e, g(x) é uma contragdo vertical composta
com a reflexdo em torno do eixo y da funcao exponencial y = e*, ou seja, temos que

g(x) = f(—x), podemos definir as fungoes:

Definicao 3.27 (Funcao Seno Hiperbdlico). Sendo f,g: R — R, temos que a

funcao seno hiperbdlico, é dada por

Senh(z) = f(z) — g(2) = ——.
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A funcao seno hiperbolico é impar, visto que de fato

et — e~ (2) e

Senh(~) = = o (l> _ _Senh(x).

Outra observacao que podemos fazer é que, a funcao seno hiperbolico
(Definigao 3.27) é crescente. Para que isto seja valido, se temos xo > x, precisamos
mostrar que

Senh(zq) = % (e —e™) >~ (" — e ™) = Senh(zy),

N | —

0 que é equivalente a mostrar que
2-Senh(zy) =e™ —e ™ > €™ —e ™' =2 Senh(z;).

Demonstracao. Ja sabemos que zo > x1, 0 que implica que €™ > e¢"'. Por outro

lado, se x5 > xy temos que
Ta>r = e > e <e™ = —e 2> —e 1,

Logo, temos que
er? > ™ (3.17)

—e "> —eT (3.18)

Desta forma, somando as Equagoes (3.17) e (3.18) membro a membro, obtemos
e —e M > e —e
Ou seja, de fato temos que
2 - Senh(zy) > 2 - Senh(z7) = Senh(zy) > Senh(xy),

logo, a fungao seno hiperbdlico é realmente crescente. ]

Para esbogar o gréfico da fungao seno hiperbolico, observe que Senh(0) = 0,
como Senh é crescente, 0 é sua tinica raiz. Podemos observar também que:

. e’ i
1. se x aproxima de —oo, o valor de 6} decresce aproximando de zero, portanto

et —e’ " —e*
a diferenca —y se aproxima de h(x) =

2
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: e’ :
2. se x aproxima de +o00, o valor de decresce aproximando de zero, portanto
i et —e”* i e’
a diferenca —, — se aproxima de f(z) = 5

Com isso, um esboco de seu grafico é dado por

\ Y
\
\
\
\
\
\\ .
e T § _e
9 =5 N VEL
N 7 et — ¢
‘. | .2/ Senh(z) =
0.5;,( / 2
----- //__:_‘_::::: <
—04-
,/
/
/
4
/4
,I
_671‘
h(z) = 5

Figura 3.24: Funcao Seno Hiperbdlico

Veja no Apéndice A.11, quais sao os codigos em TikZ que geram esta Figura

3.24.
Olhando para o grafico da funcao seno hiperbélico, vemos claramente que
Senh(xz) = f(x) 4+ h(x), ou seja, através do grafico conseguimos também somar
funcoes, nao estamos entrando em maiores detalhes sobre esta possibilidade de somar
funcoes através dos seus respectivos graficos, mas é importante deixar sua existéncia

explicita.

Definicao 3.28 (Funcao Cosseno Hiperbolico). Sendo f,g : R — R, temos
que a func¢ao cosseno hiperbolico é dada por

et +e”

Cosh(x) = f(x) + g(x) =

A funcao cosseno hiperboélico dada na Definicao 3.28 é dita par, pois

—x —(—IE) —X T T —X
Cosh(—z) = ‘ +2€ = ¢ ;6 = ¢ +2€ = Cosh(x).
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Classificamos a funcao cosseno hiperbélico como decrescente e crescente,
isto s6 depende do intervalo que esti sendo analisado. No caso de z < 0 temos que
Cosh(x) é decrescente, ja no caso de z > 0 temos que Cosh(x) é crescente.

Primeiramente, vamos mostrar que se = > 0, Cosh(z) é crescente, para isso
considere que se xy > x1, é necessario mostrar entao que

Cosh(zy) = - (e" + e7™) = Cosh(1),

N | —

1 xTo —xo
5' (6 +e ) >

ou seja, ¢ suficiente mostrar que

2. Cosh(ze) = €™ + e ™ > "™ + e =2 Cosh(zy).

emonstracao. Ja m ue To T impli ue e e —e” —e ',
D t Ja sabemos que > lica que e*2 > e*! e 2 > o

Logo, subtraindo a segunda equacao da primeira, membro a membro, obtemos que
To ) T1 —x1 ) —x9 T1 —x1
€ —(—e™)>e"—(—e ™) > e e > e

]

Agora, para © < 0, temos que Cosh(x) é decrescente. Neste caso, temos
que ro > 11 = —Iy < —x1, usamos —x porque sabemos que z < 0. Tendo isto,
mostramos que se —rs < —x1, temos Cosh(—x2) > Cosh(—x1), ou seja, queremos

mostrar que
2 Cosh(—my) = e + 7772 > 71 1 =57 = 2. Cosh(—1,),
0 que é equivalente a mostrar que
e te? >e 4"t e 4e "> e e M

Demonstracao. Ja sabemos que zo > x1 implica que €™ > e”! e que —e™ "2 > —e ™71,
Logo, subtraindo novamente, membro a membro, a segunda equacao da primeira,
obtemos que

e e 2> " f e,
O]

Para esbocar o grafico da funcao cosseno hiperbolico, observe que temos
Cosh(x) > 0 para todo x real, portanto nao temos zeros ou raizes para esta funcao.
Como ela é par, o grafico do lado direito do eixo y é uma reflexao do lado esquerdo.

Podemos observar também que:
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. e’ i
1. se x aproxima de —oo, o valor de 5 decresce aproximando de zero, portanto

5

decresce aproximando de zero, portanto

e* +e® ) e
a soma ———— se aproxima de g(z) =

—x

. e
2. se x aproxima de 400, o valor de

e’ +e " . e’
a soma ———— se aproxima de f(z) = 5

Sendo assim, veja o grafico que representa esta funcao:

Figura 3.25: Funcao Cosseno Hiperbdlico

Veja no Apéndice A.12, quais sao os codigos em TikZ que geram esta Figura
3.25. Aqui, para a fungao cosseno é possivel ver, olhando também para o grafico,
que claramente Cosh(z) = f(z) + g(z), comprovando mais uma vez a possibilidade
de somar fungoes através de seus graficos. Veja no Exemplo 4.3 esta construcao no
GeoGebra.

3.5 Funcao Modular

Aqui nesta secdo, abordamos as particularidades que pertencem & funcao
modular, vemos também que é possivel fazer transformacdes no plano para esta
fungao.

Nao importa qual seja esta transformacao, o importante é que em qualquer
uma delas mantém-se sempre apenas imagens positivas ou iguais a zero, visto que

isto € uma condicao da fungao modular.
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Defini¢ao 3.29 (Fungdao Modular). Uma fungdo m : R — R é chamada de

funcao modular quando, para todo x € R, tem-se

z ,se x 20
m(x) = |zl = —x ,se <0
7

Pela Defini¢ao 3.29, veja que a fung¢do modular m(z) = |z| é uma funcao

par, pois temos que, para todo xr € R, temos
m(—z) = | —z| = =(—z) =z = [z = m(z).

Portanto, sabemos que a parte do grafico que esta a esquerda do eixo y é
a reflexao, em relagao a este mesmo eixo, da parte do grafico que esta a direita do
eixo.

Partindo da Definicao 3.29 concluimos também que, para x > 0 o grafico
da funcao m é representado pela funcao identidade. J& para x < 0, o grafico de m
é dado pela reflexao, desta mesma funcao identidade, em relacao ao eixo y. Veja o

grafico de m na Figura 3.26:

3ﬁy
y:—xzﬁ y=x
11|
m(z) = |z|
3 2 -1 I 2 3.
11

Figura 3.26: Func¢ao Modular m(x) = |z|

Neste grafico, vemos claramente que a fungao modular jamais terd imagens
negativas, isto justamente porque quando x < 0 é necessario calcular f(z) = —x,

obtendo entdo somente valores onde f(z) > 0.

Exemplo 3.30. Aqui, neste exemplo, fazemos um esboco do grafico da fungao

f(x) = |2® — 1|, que é uma translacio vertical de y = |z?|. Veja graficamente:
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-3 =2
N
N
_1\4
Figura 3.27: Fungio Modular f(z) = |2% — 1]

Olhando para a funcdo y = 2 s6 temos valores positivos para y. Ao

transladar verticalmente em 1 unidade para baixo, obtemos y = 22 — 1, onde ja
existem valores para y < 0, veja que isto ocorre no intervalo onde —1 < z < 1.
Mas, para a fungao f(z) = |z* — 1|, j4 vimos na Defini¢ao 3.29 que os
valores de y que sao negativos, obrigatoriamente, passam a ser positivos. Podemos
dizer entao, que o ocorre neste caso é uma reflexao do intervalo onde o dominio tem

imagem negativa, ou seja, de —1 < x < 1 é feito uma reflexao em torno do eixo x.



CAPITULO 4

Uso do GeoGebra

Neste capitulo inicialmente abordamos sobre qual é a importancia do uso
do GeoGebra em sala de aula. Mas, para que o GeoGebra possa ser utilizado com
o intuito de ampliar os conhecimentos dos alunos em relacao aos estudos sobre
as transformacoes no plano, primeiro é necessario nortea-los sobre como se da a
utilizagao do software em questao. Para isso, veja no decorrer deste capitulo a
construcao destes conhecimentos prévios sobre o software GeoGebra, para s6 depois

aplica-los na construcao destas transformacoes.

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software gra-
tuito de matematica dinamica que retine recursos de geometria,
algebra e célculo. Por um lado, o GeoGebra possui todas as ferra-
mentas tradicionais de um software de geometria dindmica: pontos,
segmentos, retas e secoes conicas. Por outro lado, equagdes e co-
ordenadas podem ser inseridas diretamente. Assim, o GeoGebra
tem a vantagem didatica de apresentar, ao mesmo tempo, duas
representacoes diferentes de um mesmo objeto que interagem en-
tre si: sua representagdo geométrica e sua representacao algébrica.
|Bortolossi 2010]

As ferramentas tecnolégicas como calculadoras graficas ou software
permitem interfaces importantes no desenvolvimento de acées em
Educagao Matemaética. Destacam que abordar atividades matema-
ticas com uso desses recursos enfatiza um aspecto fundamental da
disciplina, que ¢ a experimentacao, estimulando a investigagao e,

entdo, a teorizacgao. [Borba e Penteado 2005, p . 41]

Pesquisas realizadas com alunos usando o software GeoGebra tém

demonstrado que seu uso favorece uma abordagem mais conceitual
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e analitica da matemética, o que, por sua vez, promove a apren-
dizagem pela abrangéncia de recursos que possui, contemplando o
desenvolvimento de processos de argumentagao e validagao em Ma-
tematica. E fato que recurso como o GeoGebra, além de contribuir
para despertar e motivar o processo de aprendizagem torna-se im-
portante aliado na tarefa de compreender os problemas que estao
presentes na vida cotidiana e também de criar o habito de partici-
par, pensar por si proprio e construir o conhecimento, verificando

também sua aplica¢do em outras disciplinas. [Batista 2012, p . 19|

4.1 Guia Basico do GeoGebra

O primeiro passo é baixar o software, para isto bastar acessar seu site oficial
https://www.geogebra.org/download. Em seguida, selecione a versao desejada
para realizar o download. E importante mencionar desde ja que a versio utilizada

pela autora como referéncia para este trabalho é "GeoGebra Classico 6".

= GeoGebra
A Inico . - g
Baixar Aplicativos GeoGebra
B8 Feed de Noticas Aplicativos GeoGebra gratuitos para iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux
B Materiais

Calculadora

S persil ” s

2 pe Q D r transformagdes. Encontrar
de

-

Geometria
es & outros objetos @ cu

Calculadora

GeoGebra Clas:

60 v @ o

Depois de instalado, ao abrir o programa nos deparamos com a Janela de
Algebra, a Janela de Visualizagdo, com um Menu Principal, com uma Barra
de Ferramentas e com o Campo de Entrada. Na Janela de Algebra é onde
vemos as coordenadas que digitamos no software, sejam elas pontos, retas, funcoes,

entre outras possibilidades.


https://www.geogebra.org/download
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Ja na Janela de Visualizacao, é onde vemos o que foi gerado a partir dos

comandos digitados. E, ¢ no Campo de Entrada onde sao digitados todos estes

comandos.
2 GeoGebra Classic - o X
+ =N ; Hilacs {

Campo de Entrada 4
Janela de Visualizacio Menu Principal

» | Janela de Algebra

I I<
W

Figura 4.2: GeoGebra

No Menu Principal temos oito funcionalidades e, dentro de cada uma

delas temos outras subdivisoes.

<—\ q
—t

1l «

B Arquivo

2 Editar

¢ Disposicoes

# Exibir

©x Configuracées

% Ferramentas
Ajuda & Feedback

Entrar..

Figura 4.3: Menu Principal

A primeira delas é Arquivo, aqui neste item, conseguimos abrir um novo
arquivo ou até mesmo um arquivo ja existente, salvar ou compartilhar o arquivo em

uso, baixar, visualizar a impressao, dentre outras opgoes.
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&

o +

« A @m @

=

Arquivo
Novo
Abrir

Gravar

Exportar Imagem
Compartilhar
Baixar como...

Visualizar Impresséao

Figura 4.4: Arquivo

Il

A opcao Editar nos permite desfazer ou refazer acoes no arquivo, copiar ou

colar itens, entre outras funcoes. J4 em Disposigoes podemos selecionar com qual

janela vamos trabalhar, como opc¢oes temos o Gréafico, a Janela 3D, uma Planilha

de Calculo, entre outros.

2" Editar )
«~ Desfazer 'Y
"
~ Refazer
X=
[0) Copiar para Area de Transferénc A
[[) Copiar N
[*] Colar :
£ Opcoes .. A
b4
L)

‘0 Selecionar Tudo

Figura 4.5: Editar

Disposicoes

Grafico

Janela CAS
Geometria

Janela 3D

Planilha de Calculos
Probabilidade

Modo Exame

Figura 4.6: Disposicoes

Na funcao Exibir podemos selecionar o que é que queremos que fique aberto

na tela do GeoGebra, como opcdes temos a Janela de Algebra, a Janela de

Visualizacao, o Campo de Entrada, a Janela de Visualizagao 3D, entre

outros.

Em Configuragoes, conseguimos alterar configuragoes gerais do GeoGe-

bra, sendo elas o idioma e o tamanho da fonte, por exemplo. E também, temos

a possibilidade de controlar configuracoes mais especificas, como exemplo, alterar

unidades de casas decimais para cada arredondamento e, o fato de rotular ou nao

automaticamente cada item adicionado ao gréfico.
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# Exibir
A/ EJanela de Algebra
x- [JCalculo Simbélico (CAS) ﬂ

HJanela de Visualizacéo
Global

L 2

[COJanela de Visualizacéo 2

Idioma Portuguese / Portu

& Janela de Visualizacdo 3D

++ OPlanilha Arredondamento: 2 Casas Decimais v

A\ OCalculadora de Probabilidade

>

Rotular: Modo Automético

-2 OProtocolo de Construcéo
= Tamanho da Fonte: 16pt v
[JCampo de Entrada

[Barra de Navegacéo GRAVAR CONFIGURACOES RESTAURAR CONFIGURACOES

Atualizar Janelas

Figura 4.8: Configuracies

Recalcular Todos os Objetos

Figura 4.7: Ezibir

Na aba Ferramentas, conseguimos adicionar ou alterar a aparéncia da
Barra de Ferramentas. J4 na opcao Ajuda, é possivel ver tutoriais sobre o
GeoGebra, reportar erros, participar de um féorum e também acessar o manual do

software.

(?» Ajuda & Feedback

3. Ferramentas [& Tutoriais
& Manual

— 5 M Férum do GeoGebra
3

“¥ Configurar Barra de Ferramentas
%~ Criar uma Nova Ferramenta

% Gerenciar Ferramentas # Reportar Erro
Figura 4.9: Ferramentas (® Sobre/ Licenca

Figura 4.10: Ajuda & Feedback

E, por ultimo, temos também a funcao Entrar, ou seja, é possivel vincular
com o GeoGebra uma conta ja existente ou criar uma nova. Considerando que
nenhuma alteracao tenha sido feita na aba Ferramentas, ao abrir o GeoGebra,
a estrutura da Barra de Ferramentas que encontramos contém onze itens.

Quando selecionamos o primeiro deles conseguimos mover a Janela de
Visualizacao, desenhar uma funcao algébrica qualquer a mao livre, entre outras

opcoes.
{3 GeoGebra Classic
DREENEEPANEE
R Mover =N

/ Funcéo a M&o Livre

/’ Caneta

Figura 4.11: [tem 1

P
I«

< % & x
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No préximo item, temos varias funcionalidades, dentre elas podemos fazer
um ponto qualquer, encontrar o ponto médio, marcar um ponto na intersecao de

dois objetos.

€2 GeoGebra Classic

T A Ponto

[f‘\ Ponto em Objeto

/ Vincular / Desvincular Ponto
X Intersecé@o de Dois Objetos
i * Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

Figura 4.12: ltem 2
No item seguinte, encontramos opg¢oes para fazer uma reta, um segmento
de reta, uma semirreta, um vetor, entre outras opcoes.
€2 GeoGebra Classic

N =N EEPANBEE
+ - /Reta

< Segmento

" Segmento com Comprimento Fixo
~~ Semirreta

«—*

A Caminho Poligonal

7 Vetor

./,;' Vetor a Partir de um Ponto

Figura 4.13: ltem 3

J& no quarto item, temos a construcao imediata da reta perpendicular, da

reta paralela, da reta tangente, da mediatriz, da bissetriz e de outras funcionalidades.
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€2 GeoGebra Classic
Q.A/I}-GOJQ':\.E%D

3 /'/ Reta Perpendicular

~*_ Reta Paralela
> Mediatriz
Z, Bissetriz
’Q Reta Tangente

;‘O Reta Polar ou Diametral

. Reta de Regresséo Linear

/ .lv‘. 1 r meétri .
[?.,\ Lugar Geométrico Iy T3 ==

Figura 4.14: Item 4

No item seguinte, conseguimos, por exemplo, construir um poligono, seja
ele regular ou nao, apenas selecionando pontos aleatérios. E, um detalhe importante
¢ que no caso de ser um poligono regular, basta selecionarmos dois pontos distintos

e inserir a quantidade total de vértices desejados.

{7 GeoGebra Classic
2 AL O] 4N =)+

7 . I_,\.:.- Poligono

I:)- Poligono Regular
I}- Poligono Rigido

b- Poligono Semideformavel

Figura 4.15: [tem 5

No sexto item, conseguimos construir circulos de trés formas distintas. Na
primeira forma, basta saber o centro e um dos pontos pertencentes ao circulo. Ja para
a segunda construcao, ¢ necessario saber apenas o centro e o raio, nao dependendo
entao de um ponto do circulo. E, por fim, para a terceira construc¢ao nao é necessario

saber nem o centro e nem o raio, apenas trés pontos distintos pertencentes ao circulo.
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E, neste mesmo item, é possivel notar que ha também construcoes ja

definidas para arco circular, setor circular, entre outras.

¢ GeoGebra Classic
A (OO 4N e

+ @ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
@ Circulo: Centro & Raio
‘: Compasso
Q Circulo definido por Trés Pontos
P Semicirculo
..j Arco Circular
q Arco Circuncircular
Q Setor Circular =

ﬁ:} Setor Circuncircular

Figura 4.16: Item 6

O proximo item nos fornece a construcao de uma elipse, de uma hipérbole,

de uma parabola e também de uma conica qualquer dados cinco pontos distintos.

€3 GeoGebra Classic

3 B R 3ic) =) PN IEI (K
+ - =M @ Elipse

o Hipérbole
\‘ Parabola

O Conica por Cinco Pontos

Figura 4.17: Item 7

No oitavo item temos fungoes que nos ajudam a construir angulos com
medidas ja estabelecidas, ou até calcular angulos entre dois segmentos de reta.
Neste mesmo item, encontramos também ferramentas que nos possibilita a

fazer calculos de area, de distancia, de perimetro, entre outros.
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{3 GeoGebra Classic
s A0 OEN = e
- Y i
+ ' =M 4 Angulo
.:»; Angulo com Amplitude Fixa

cm . - . -
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro

{1,2} Lista
? ~
a=b Relacdo

— U Inspetor de Funcdes T

Figura 4.18: Item §

E aqui, no nono item, que temos que focar, pois este é o assunto central do
trabalho. De todas as funcionalidades vistas até aqui, esta é a que mais usamos na
Secao 4.2. Neste item, conseguimos fazer algumas das operacoes de transformacao
no plano, mencionadas no Capitulo 2, sendo elas: reflexao em relacao a uma reta ou

a um ponto, inversao, rotacao em torno de um ponto e translagao.

¢ GeoGebra Classic
k .A / /./ I:o @ @ é' x E:E ‘_}’

=A/
T =V x Reflexdo em Relac&o a uma Reta

.*" Reflexdo em Relacio a um Ponto
L] -

,\\ Inverséo

. e

J>» Rotacéo em Torno de um Ponto
o

«% Translacio por um Vetor

.+ Homotetia

Figura 4.19: ltem 9

No décimo item, temos duas funcoes importantes, a primeira delas é o
Controle Deslizante, ele é quem fornece a oscilagao de uma variavel estabelecida.
E, a outra é a funcao Texto, que é bem utilizado para nomear corretamente as

funcoes e objetos feitos no arquivo. E, o que ¢ interessante para noés, é que ha
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a possibilidade de colocar a grafia dos textos na mesma linguagem e fonte que

utilizamos no aqui no LaTeX.

€2 GeoGebra Classic

. . e g

NREENEE RN
=A )

+ =M 332 Controle Deslizante

ABC Texio

M Inserir Imagem

(ox] Botdo

/1@ Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Figura 4.20: Item 10

E, por fim, o ultimo item é utilizado também para conseguirmos mover a
Janela de Visualizacao, para ampliar ou reduzir a tamanho da visualizacao do

arquivo, entre outras funcoes.

€2 GeoGebra Classic

N .A//‘G)@A\J
+ e =AY

«}» Mover Janela de Visualizacio
Q Ampliar

Q Reduzir

® _ Exibir / Esconder Objeto

AA Exibir / Esconder Rétulo

& Copiar Estilo Visual

& Apagar

Figura 4.21: ltem 11

Agora que ja sabemos para o que serve cada item da tela principal do
GeoGebra, vamos partir para a utilizagdo do Item 9 (Figura 4.19) e, estudarmos

assim um pouco mais sobre as transformacoes no plano conciliada com o uso do

GeoGebra.



4.2 O uso do GeoGebra para construir graficos e explorar os conceitos de transformagdes no plaiid

4.2 0O uso do GeoGebra para construir graficos e ex-

plorar os conceitos de transformacoes no plano

Aqui nesta secao descrevemos como se di a construcao gréafica de alguns
dos exemplos que vimos no decorrer no trabalho. Além de usarmos o Item 9 (Figura
4.19), utilizamos também varias outras ferramentas que vimos na Secao 4.1, como
exemplo temos marcacgoes de pontos, insercao de funcoes através do Campo de
Entrada, ajustes nas configuragoes mais especificas que alteram a aparéncia dos

tracados dos graficos, entre outras.

Exemplo 4.1. Inicialmente, veja aqui a construcao no GeoGebra do Exemplo 2.5.

Ao <N =]+ 5
@ ) =x N “ \ ! ]

A

P \ 1

2 )
y=(z+2) \ f 1 y=a°

al

\
2 : \

[ ]
“ (@ o

filx) = falx) +k
- —1(x+2)*+1

@  textol ="Sy = (x +2)°28 f@)=—(z+2)%+1

@  textol = “y=2*

Figura 4.22: Reflexao, Transla¢ao Vertical e Horizontal de
2
y=ux

Defina inicialmente a funcao fo(z) = 2% e defina também outras trés fungoes
com parametros variaveis. Sendo elas f,,(x) = (x +m)? uma translagao horizontal,
fe(x) = a- (x +m)* + k uma translacao vertical e f,(z) = a- (z +m)?, sendo neste

caso uma reflexao, visto que a = —1, para este exemplo temos m =2 e k = 1.

E valido pontuarmos aqui, que existem diversas combinacdes existentes para
a, m e k. Para este exemplo visto, os fixamos desta forma que foi estabelecida, mas
isto nao ¢é regra. Tanto é que, vemos no Exemplo 4.2, uma outra possibilidades desta
combinacao.

A maior diferenca entre os Exemplos 4.1 e 4.2, é a forma como a é visto.
Pois, no caso de a = 1 nada acontece com a func¢ao, ja no caso onde a = —1, estamos
trabalhando com reflexoes. Mas, no caso onde a é um outro numero aleatorio,

estamos trabalhando com contragoes ou dilatacgoes.
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Exemplo 4.2. Agora, veja a construgao grafica no GeoGebra do Exemplo 2.6.

€2 GeoGebra Classic

DESZEEENCEPANEE

@ k) =% =N

m=-1 H
O 5 e 5 (7)

fn(x) = (x+m)*
(]

— (x—1)?

a=2 :
& 5 e s 5 ()

fa(x) = afn(x)
o) s

— 2(x—1)

k=-1 :
o :

5 e 5 (7) 4 35 3
® fix) = ia(x): k : -05 -

— 2(x—1)%—1

-1
@  textol = "Sy = (x-1)°25" : fz)=2(x-1)%-1
s Q
@  tewtol; = “y=2*
@ 2 - =
Figura 4.23: Dilatacdo, Translagdo Vertical e Horizontal de
y = ?

Aqui, neste outro, consideramos novamente a funcdao y = 2% como sendo
a funcao inicial, em seguida definimos as mesmas funcoes f,, fr e fmn, agora os
parametros utilizados sao m = —1, a = 2 e k = —1, a unica diferenca aqui é que a

agora ¢ uma dilacao vertical ao invés de ser reflexao.

Exemplo 4.3. Agora, veja a construcao grafica no GeoGebra dos Exemplos 3.24 e
3.25.

Q

'«

€2 GeoGebra Classic =
k] &~ 4> 00 4N = s Yadiel
BElA R 3 =

Funcéo

25

y =|Cosh(z)
Cosh(x) = f(x)+ g(x)

O
— Se(—24<x<24, >+Se(

Senh(x) = f(x)+ h(x)

_ Se[—24<x<24, %) —Se(

e
- —Se(—2.4 <x<24, 7)

Reta

oo (>

i : Perpendicular(A, EixoX)

ra

Figura 4.24: Funcoes Seno e Cosseno Hiperbdlicos
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Para este exemplo, primeiramente, defina as funcoes f(x)

—X

e

— em seguida defina a fungao h(x

)

T

5 e9(@) =

—g(z). Agora, por meio da adicao de

graficos de fungoes, conseguimos definir as fungoes seno e cosseno hiperboélico, sendo

e

respectivamente.

x

dadas por Senh(z) = f(z) + h(x) = —

— e_w

e Cosh(z) =

et +e "

f@) + gla) = =5

9

Exemplo 4.4. Agora, veja a construcao grafica no GeoGebra do Exemplo 1.49.

€2 GeoGebra Classic _ B X
s S EEPANEE Q =
fo(x) = x° A -
R f3(2) = =*
fa(x) = ®
@ fw=x
@ fx=x
@ fix)=x :
®  textol = "f{0)(x)=x"(0} = 1
@  testol, = “filx)=2"
textoly = “fo(z) = 2™
e 7 -3 2 3 4 5 6 7 8 <
L
O textoly = “fy(z) = ™" :
O textoly = “fs(z) = 25 .
+

Figura 4.25

: Familia f(x) = o

Definimos cada funcao individualmente para conseguir alterar as cores de

cada uma delas, mas é possivel também definir toda familia como sendo uma

sequéncia, aqui neste caso temos a familia f,(x)

consideramos n = {1,2,--- ,5}.

X

" e no eshoco do gréfico



Consideracoes Finais

No decorrer da realizacao deste trabalho, vimos entao que além do fato de
que as funcgoes sao imprescindiveis nas nossas vidas, pois estao presentes desde os
primérdios da Historia da Matematica e, estao presentes também nos mais variados
ramos da Educacgao, visto que é um conceito multidisciplinar.

Vimos também que, embora nao tenhamos abordamos todos os conceitos e
defini¢oes pertinentes as fungoes, este é um contetido bem vasto para ser estudado,
visto que existe diversos tipos de funcoes existentes.

O foco principal do presente trabalho ¢ nos situar do quao importante
é ensinar o conceito de funcoes de forma interligada, quando se trata de suas
diferentes formas de representagoes, ou seja, vimos o quanto nos é tutil, aprender
seus conceitos geométricos e algébricos os relacionando e, utilizando como apoio, em
alguns momentos, as suas representacoes numeéricas.

Para o desenvolvimento destas diferentes representacoes de fungoes, recor-
remos ao auxilio do software GeoGebra e a linguagem de programacoes TikZ. Isto
porque as figuras presentes no trabalho que representam os graficos das fungoes
foram feitas utilizando codigos gerados no GeoGebra em Tikz que serviram para
nos nortear de como se da seu comportamento e, é claro que para melhorar mais
ainda cada uma delas, foi necessario acrescentar outros codigos em TikZ para que
conseguissemos obter as figuras desejadas.

As tnicas figuras que nao foram geradas a partir da linguagem de progra-
macao sao as que sao capturas de tela que estao presentes no Guia Bésico sobre o
GeoGebra. Nao s6 as figuras tiveram origem a partir do TikZ, mas todas as tabelas
que fizemos também foram originadas através desta linguagem de programacao.

Entao, além de abordamos também sobre toda a importancia de estudarmos
sobre as fun¢oes, mostramos aqui, que é possivel utilizar algumas ferramentas para
facilitar o estudo das fun¢oes propriamente ditas.

Ferramentas estas que nos ajudam a expandir mais ainda o conhecimento
e a ludicidade de estudar um conceito que muitas vezes é visto de uma maneira tao
enrijecida, sem fugir do béasico da sala de aula que é papel e caneta.

Ou seja, através do uso do GeoGebra estamos expandindo, para o professor
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e para o aluno, as possibilidades para tornar a aula mais ludica e desta forma
naturalizar o ensino do conceito de funcoes, trazendo junto com a parte algébrica,
sua parte numérica e geomeétrica.

Entao, essa dissertacao serve como uma possibilidade para que professores
e alunos, vejam o ensino de funcoes de forma mais simplificada, levando sempre em

consideracao suas variadas forma de representacao simultaneamente.
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APENDICE A

Codigos do TikZ

Aqui neste apéndice, vamos aprender um pouco mais sobre a linguagem
de programacao TikZ. Vamos ver os cédigos que originaram algumas das figuras
exibidas durante o decorrer do trabalho.

Inicialmente, vamos ver quais sao os codigos que geram a Figura 1.10.

Sabemos que esta figura representa um diagrama de uma func¢do sobrejetora, veja:

Codigo TikZ A.1: TikZ do Diagrama de uma Funcdo So-

brejetora

\documentclass|[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage[brazil]{babel}

\usepackage[latinl]{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath , amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset {compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric,babel ,quotes,arrows,

arrows .meta, snakes}

TITTTISSSSSTITTISTTITITISS S Minhas cores SIS TITTISSSSSTITITSITSISSSSS IS0
\definecolor{mygreencolor}{rgb}{0.,0.390,0.}
\definecolor{myredcolor}{rgb}{0.8,0.,0.}

0707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070
/o707 0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/0/0/0/0/70

\begin{document}
\begin{tikzpicture}

\node (—3) at (0,0) {—3};
\filldraw (—3.east) circle (1pt);
\node (—2) [below of=-3] {—2};
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\filldraw (—2.east)
\node (—1)

circle (1pt);
[below of=-2] {—1};

\filldraw
\node (0)
\filldraw
\node (1)
\filldraw
\node (2)
\filldraw
\node (3)
\filldraw

\node[fit=(—3) (—2) (—1) (0)
minimum width=2cm,
\node (0_0) at (5,—1.3)

\filldraw

\node (1 _1)

\filldraw
\node (4)
\filldraw
\node (9)
\filldraw

(—1.east) (1pt);

[below of=-1] {0};

(0.east) circle (1pt);

[below of=0] {1};

(1.east) circle (1pt);

[below of=1] {2};

(2.east) (1pt);

[below of=2] {3};

(3.east) (1pt);

(1) (2) (3), ellipse, draw=myredcolor,
thick , label=below:\ (X\)]{};
{0};

circle

circle

circle

circle

(0_0.west)
[below of=0_0]
(1_1.west)
[below of=1_1] {4};
(4.west) (1pt);
[below of=4] {9};
(9.west) circle (1lpt);

(1pt);
{1};

circle (1pt);

circle

\node[fit=(0_0) (1_1) (4) (9),
minimum width=2cm, thick, label=below:\(Y\)]{};
>=.lcm,>=stealth ’] (—3.east) to [out=—30, in=160]

ellipse , draw=mygreencolor ,

\draw[—>, shorten
(9.west );
\draw|[—>, shorten
(4.west);
\draw[—>, shorten
(1 _1.west);
\draw[—>, shorten
(0_0.west);
\draw|—>, shorten
(1_1.west);
\draw[—>, shorten
(4.west);
\draw[—>, shorten
(9.west );
\end{tikzpicture}
\end{document }

>=.lcm,>=stealth ’] (—2.east) to [out=—30, in=160]

>=.lcm,>=stealth ’

J—

(—1l.east) to [out=1, in=190]

)

>=.lcm,>=stealth

—
o

.east) to [out=15, in=200]

>=.lcm,>=stealth ’] (1l.east) to [out=15, in=230]

>=.lcm,>=stealth ’

—
N

.east) to [out=20, in=200]

)

>=.lcm,>=stealth

—
w

.east) to [out=25, in=200]

Um outro caso que é importante aprendermos mais sobre seus codigos, é o caso visto no
Figura 1.14, onde temos uma funcao nio-crescente representada. E importante saber quais codigos
dao origem a esta fun¢do justamente pelo fato de que, aqui, temos que definir fun¢des diferentes
para cada intervalo tomado.

Veja seus co6digos:
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Codigo TikZ A.2: TikZ da Funcdo Nao-Crescente

\documentclass|[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage | brazil |{babel}

\usepackage[latinl]{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath , amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric,babel ,quotes,arrows,

arrows .meta, snakes}

TITTTISSSSSSITTTTTTIITISI S Minhas cores TITTITTISSSSSSITTISIITISSSSSSo
\definecolor{mygreencolor}{rgb}{0.,0.390,0.}
\definecolor{mybluecolor}{rgb }{0.,0.,1.}

0707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070
0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ o/ o/ O/ O/ O/ 0/ 0/ 0/ 0/0/0/07070/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ C/C/C/C/0

\begin{document}

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm]

\begin{axis }[

x=0.8cm,y=0.8cm,

axis lines=middle,

xmin=—1.5,
xmax=6.5,
ymin=-—1.5,
ymax=>5.5,

xtick={—-1.0,0.0,...,5.0},

ytick={—-1.0,0.0,...,6.0},]

\clip(—1.5,—1.5) rectangle (6.5,5.5);

\draw[line width=1.pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=—1:1] plot (\x,{—2%(\x)+3});

\draw[line width=1.pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=1:4] plot (\x,{1});

\draw[line width=1.pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=4:6] plot (\x,{—(\x)+5});

\draw [color=mybluecolor]|(1.5,1.9) node[anchor=north west]
{$y — £(x)$};

\draw (6.2,—0.3) node {$x$};

\draw (0.3, 5.2) node {$y$};

\end{axis}

\end{tikzpicture}
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\end{document}

3

Para a funcdo ciibica f(z) = 2® —22% — 242 vista na Figura 1.29, temos que seus codigos

sao dados por:

Codigo TikZ A.3: TikZ de uma Func¢go Chibica

\documentclass|[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage|[brazil|{babel}

\usepackage|[latinl]{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath , amsfonts ,amssymb, latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric,babel ,quotes,arrows,

arrows .meta, snakes}

TITTTISSSSSSITTTTTTITTISI S Minhas cores TITTITTISSSSSSITTTTTITISSSSSSo
\definecolor{mygreencolor}{rgb}{0.,0.390,0.}
\definecolor{mybluecolor}{rgb }{0.,0.,1.}

0707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070
0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ o/ O/ O/ O/ O/ 0/ 0/ 0/0/070/070/070/07/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ C/C/C/C/0

\begin{document}

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale =1.2]

\begin{axis }[

x=0.9cm,y=0.9cm,

axis lines=middle,

xmin=—2.5,

xmax=>5.1,

ymin=-—4.5,

ymax=3.5,

xtick={ 2.0, -1.0,...,4.0},

ytick={—4.0,-3.0,...,3.0}]

\clip(—3.5,—4.) rectangle (5.6,3.5);

\draw[line width=1.5pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=—3.5:2.5] plot (\x,{(\x)"(3)—2x(\x)"(2)—(\x)+2});
\draw [color=mybluecolor](0.1,—0.8) node[anchor=north west]
{{\small $f(x) = x"3 — 2x°2 —x +2§}};

\draw (4.9,—0.3) node {$x$};

\draw (0.3, 3.3) node {$y$};

\end{axis}
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\end{tikzpicture}
\end {document }

1
A funcéo racional hi(x) = —, que esté representada na Figura 1.30, tem no seu gréfico
x
dois intervalos distintos, visto que para o dominio igual a zero se tem indeterminagoes. Ela é gerada

a partir dos c6digos:
Codigo TikZ A.4: TikZ de uma Fun¢ao Racional

\documentclass[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage|[brazil]|{babel}

\usepackage[latinl]|{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath, amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf, tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric ,babel ,quotes ,arrows,

arrows .meta, snakes}

YISSSTITSSSTIISSSTIITSSITIIS Minhas cores WITIISSSITISSSIIISSSTIISSSIIIIS S

\begin{document }

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=lcm, scale =1.2]

\begin{axis }|

x=1.0cm,y=1.0cm,

axis lines=middle,

tick label style={font=\scriptsize},

xmin=—4.5,

xmax=>5.0,
ymin=—4.5,
ymax=35,

xtick={1/4,1/2,1,2,4},

xticklabels = {$\frac{1}{4}%,8\frac{1}{2}%,1,2,4},

extra x ticks = {—4,-2,-1},

extra x tick style={tick label style={yshift=0.5mm, anchor=south}},
ytick={1/4,1/2,1,2,4},

yticklabels = {$\frac{1}{4}$,$\frac{1}{2}%,1,2.,4},

extra y ticks = {—4,-2,—1},

extra y tick style={tick label style={yshift=0.5mm, anchor=west }},]
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\clip(—5,—5) rectangle (5.0,5);

\draw[line width=1.2pt,color=mybluecolor ,smooth,samples=300,
domain=0.1:4.5] plot (\x,{1/(\x)});

\draw[line width=1.2pt,color=mybluecolor ,smooth,samples=300,
domain=—4.5:—-0.1] plot (\x,{1/(\x)});

\draw [color=mybluecolor]|(2.45,1.1) node[anchor=north west]
{{\small $h_1(x) = \frac{1}{x}$}};

\draw (4.8,—0.2) node {$x$};

\draw (—0.15, 4.7) node {8$y$};

\draw [thick ,dashed]| (—4,0)—— (—4,—1/4);

\draw [thick ,dashed] (—4,-1/4)—— (0,—1/4);

\draw [thick ,dashed] (—2,0)—— (—2,—1/2);

\draw [thick ,dashed] (—2,-1/2)—— (0,—1/2);

\draw [thick ,dashed] (—1,0)0—— (—1,—1);

\draw [thick ,dashed] (—1,—1)—— (0,—1);

\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed] (—1/4,0)—— (—1/4,—4);
\draw [thick ,dashed] (—1/4,—4)—— (0,—4);

(

(

(

(

(

(—1/2,0)—— (~1/2,-2);

(

(

(
\draw [thick ,dashed] (1/4,0)—— (1/4,4);

(

(

(

(

(

(

(

(

(

1/2-2)—— (0,-2);

\draw |[thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\draw [thick ,dashed]
\end{axis}
\end{tikzpicture}
\end{document}

0)—— (2,1/2);
1/2)—— (2,1/2);
4,0)—— (4,1/4);

0,1/4)—— (4,1/4);

Vimos também, a possibilidade de abordar fung¢oes como sendo familia, vimos na Figura
1.32 uma das possiveis familias existentes, seu grafico foi gerado a partir dos cédigos:

Codigo TikZ A.5: TikZ de wma Familia de Fungoes

\documentclass[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage|[brazil]|{babel}

\usepackage[latinl]|{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath, amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}
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\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric,babel ,quotes,arrows,

arrows . meta, snakes}

TTTTTSSSSSIIITTTTTTTSTISS S Minhas cores LTSS SSSISSISISITSTSSTITIISIIISSo
\definecolor {mygreencolor }{rgbh }{0.,0.390,0.}
\definecolor{mybluecolor}{rgb }{0.,0.,1.}
\definecolor{myredcolor}{rgb }{0.8,0.,0.}
\definecolor{myorangecolor}{rgb}{1.,0.330,0.}
\definecolor{mygraycolor}{rgb}{0.4,0.4,0.4}
\definecolor{mypinkcolor}{rgb}{1.,0.2,0.8}

0707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070
0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ o/ o/ O/ O/ O/ 0/ 0/ 0/0/0/0/07070/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ C/C/C/C/0

\begin{document}

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale =1.1]

\begin{axis }[

x=2.0cm,y=2.0cm,

axis lines=middle,

xmin=—2.,
xmax=3.1,

ymin=—1.8,

ymax=3.7,

xtick={—1.5,-1.0,...,2.5},

ytick={—-1.5,-2.0,...,3.0}]

\clip(—2.,—1.8) rectangle (3.1,3.7);

\draw [thick ,dashed] (—1,0)—— (—1,—1);

\draw [thick ,dashed] (—1,—1)—— (0,—1);

\draw [thick ,dashed] (1,0)—— (1,1);

\draw|[line width=1.pt,color=mygraycolor ,smooth,samples=100,
domain=—1.5:2.5] plot (\x,{(\x)"(0.0)});

\draw[line width=1.pt,color=mypinkcolor ,smooth,samples=100,
domain=—2.0:2.5] plot (\x,{(\x)"(1.0)});

\draw[line width=1.pt,color=myorangecolor ,smooth,samples=100,
domain=—-3.5:2.5] plot (\x,{(\x)"(2.0)});

\draw[line width=1.pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=—1.265:2.5] plot (\x,{(\x)"(3.0)});

\draw [line width=1.pt,color=myredcolor ,smooth,samples=100,
domain=—3.5:2.5] plot (\x,{(\x)"(4.0)});

\draw[line width=1.pt,color=mybluecolor ,smooth,samples=100,
domain=—1.15:2.5] plot (\x,{(\x)"(5.0)});

\draw [color=mygraycolor]|(1.5,1.3) node[anchor=north west]
{{\scriptsize $f 0(x) = x"0 = 1$}};

\draw [color=mypinkcolor]|(1.9,2.0) node[anchor=north west]
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{{\scriptsize $f_ 1(x) = x$}};

\draw [color=myorangecolor]|(1.5,2.5) node[anchor=north west]|
{{\scriptsize $f_2(x) = x"2§}};

\draw [color=mygreencolor|(1.4,3.2) node[anchor=north west]|
{{\scriptsize $f 3(x) = x"3$}};

\draw [color=myredcolor](0.45,3.25) node[anchor=north west]
{{\scriptsize $f 4(x) = x~4$}};

\draw [color=mybluecolor]|(0.4,3.0) node[anchor=north west]

{{\scriptsize $f 5(x) = x"5%}};

\draw (3.,—0.1) node {$x$};

\draw (0.1, 3.6) node {$y$};

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document}

Na Figura 2.13 temos a dilatagdo horizontal da fungdo y = f(z), esta dilatagdo ocorre

quando se tem 0 < a < 1. Veja seus codigos:

Codigo TikZ A.6: TikZ de uma Dilatagdo Horizontal

\documentclass[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage[brazil]{babel}

\usepackage[latinl|{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath , amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric,babel ,quotes ,arrows,

arrows . meta, snakes}

TITSSSSSSIITIITTTTIISSS SIS Minhas cores TIISSSSSSSSIIIIITTTTTIIISSSSSSo
\definecolor {mygreencolor }{rgbh }{0.,0.390,0.}
\definecolor{mybluecolor}{rgb }{0.,0.,1.}
\definecolor{myorangecolor}{rgb}{1.,0.330,0.}
WISSTISTISTISTSSTISTISTISTISTISTISTISTISTISTISTISTISTISTISTISTISTIST o

\begin{document }

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale=1.1]

\begin{axis }|

x=0.8cm,y=0.8cm,

axis lines=middle,
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xmin=—2.,

Xmax=>5,

ymin=-—2,

ymax=ay,

xtick ={0},

ytick={0},]

\clip(—2.,—2) rectangle (5,5);

\draw [line width=1.pt,myorangecolor] (—1.1,3) — (—1.1,4.5);

\draw [color=myorangecolor](—1.9,4.) node[anchor=north west]|
{$\leftarrow$ };

\draw [color=myorangecolor]|(—1.2,4.) node[anchor=north west]
{$\rightarrow$ };

\draw|[line width=1.pt,color=mybluecolor ,smooth,samples=100,
domain=—2.8:4.15] plot (\x,{(0.6x\x)"(3)—2%(0.6%\x)"(2) —(0.6%x\x)+2});
\draw[line width=1.pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=—3.3:2.5] plot (\x,{((\x)"(3)—2x(\x)"(2)—(\x)+2)});
\draw [color=mybluecolor]|(2.9,3.6) node[anchor=north west]
{{\scriptsize $y = f(a \cdot x)$}};

\draw [color=mybluecolor]|(3.1,3.1) node[anchor=north west]
{{\tiny $0 < a < 1§}};

\draw [color=mygreencolor|(0.7,2.9) node[anchor=north west |
{{\scriptsize $y = f(x)$}};

\draw [ color=mybluecolor] (—0.3,—0.3) node {\small{$O0$}};
\draw (4.7,-0.3) node {$x$};

\draw (0.3,4.7) node {$y$};

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document }

Vimos Figura 2.19 como fica uma func¢io quadrética apos sofrer algumas transformagoes

planares, sendo elas reflexdo, translagdo horizontal e vertical. Veja seus codigos:

Codigo TikZ A.7: TikZ de Transformagoes Planares na

Funcao Quadrdtica

\documentclass[12pt,abnt]{report}
\usepackage{float}
\usepackage[brazil]{babel}
\usepackage[latinl]{inputenc}
\usepackage [T1]{fontenc}
\usepackage{amsmath , amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{xcolor}
\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}
\pgfplotsset{compat=1.15}
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\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric ,babel ,quotes ,arrows,

arrows .meta, snakes}

YISTTITSSSTIISSTIIISSITIIS Minhas cores WITIISSSIIISSSISISSSIIISSSIIIIS S o
\definecolor{mygreencolor}{rgb}{0.,0.390,0.}
\definecolor{mybluecolor}{rgb}{0.,0.,1.}
\definecolor{myredcolor}{rgb}{0.8,0.,0.}

0707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070
0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ o/ o/ O/ O/ 0/ 0/ 0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ C/C/0

\begin{document }

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale =1.5]

\begin{axis }[

x=1cm,y=1cm,

tick label style={font=\scriptsize},

axis lines=middle,

xmin=—4.0,
xmax=3,
ymin=-—2.5,
ymax=2.7,

xtick={-4,-3,...,2},

ytick={—-2,—-1,...,2}]

\clip(—4.0,—2.5) rectangle (3,2.7);

\draw[line width=1.pt,color=black ,dashed ,smooth,samples=100,
domain=-4:2] plot (\x,{(\x)"(2)});

\draw[line width=1.pt,color=mybluecolor ,dashed ,smooth,samples=100,
domain=—4:2] plot (\x,{(\x+2)"(2)});

\draw[line width=1.pt,color=myredcolor ,dashed ,smooth,samples=100,
domain=—4:2] plot (\x,{—(\x+2)"(2)});

\draw[line width=2.pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=—4.0:1.0] plot (\x,{—(\x)"(2)—4x(\x)—3});

{\scriptsize

\draw [color=black](1.4,2.3) node[anchor=north west]
{{\scriptsize $y = x"2§}};

\draw [color=mybluecolor](—3.3,2.3) node[anchor=north west]
{{\scriptsize $y = (x + 2)°2§}};

\draw [color=myredcolor|(—3.3,—2) node[anchor=north west |

{{\scriptsize $y = — (x + 2)°2§}};
\draw [color=mygreencolor](0.02,—1.5) node[anchor=north west]
{{\scriptsize $f(x) =— (x + 2)°2 + 18} };

\draw (2.9,—0.2) node {$x$};
\draw (0.2, 2.4) node {$y$};}
\end{axis}

\end{tikzpicture}
\end{document }

Na Figura 3.3 é possivel ver o grafico que representa uma funcio f qualquer e sua inversa
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f~1. Mas, apesar de estarmos nos referindo sobre funcoes aleatérias, para conseguirmos tracar este

grafico foi necessério escolher uma funcio f especifica e sua inversdo f~1!, veja seus codigos:
Codigo TikZ A.8: TikZ de uma Fungao e sua Inversa

\documentclass[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage|[brazil]|{babel}

\usepackage[latinl|{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath, amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf, tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric ,babel ,quotes ,arrows,
arrows . meta, snakes}

YISTSTITSSSTIISSTIIISSIIIIS Minhas cores WITIISSSTIISSSIIIISSIIISSSIIISS S
\definecolor{mygreencolor}{rgb}{0.,0.390,0.}
\definecolor{mybluecolor}{rgb}{0.,0.,1.}
\definecolor{myredcolor}{rgb}{0.8,0.,0.}

0707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070
0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ o/ O/ O/ O/ 0/ 0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ C/C/C/C/0

\begin{document }

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale =0.95]

\begin{axis }[

x=1.5cm,y=1.5cm,

axis lines=middle,

xmin=—1,
xmax=>5.5,
ymin=—1,
ymax=4.5,
xtick={0},
ytick={0},]

\clip(—1.,—1.) rectangle (5.5,5);
\draw [fill=black] (1.5,3.) circle (1.5pt);

\draw [line width=1.pt, dashed] (1.5,0) — (1.5,3);

\draw [line width=1.pt, dashed] (0,3) — (1.5,3.);

\draw [line width=1.pt, dashed] (3,0) — (3,1.5);

\draw [line width=1.pt, dashed] (0,1.5) — (3,1.5);

\draw [line width=1.pt, dashed, myredcolor] (3,1.5) — (1.5,3);

\draw[line width=1pt,dashed, color=black ,smooth,samples=100,
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domain=—-0.7:4] plot (\x,{(\x)});

\draw|[line width=1.5pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=0:pi| plot (\x,{sin (((\x—3/2))x180/pi)+3});

\addplot|[line width=1.5pt,domain=—1:1,n0 marks,blue ,smooth,samples=100,
xshift =4.61cm, yshift =2.35ecm] {rad(asin(x))};

\draw [color=mybluecolor](0.9,3.5) node[anchor=north west]

{$(a,b) — \big(a, f(a)\big)$};

\draw [color=mybluecolor]|(3.1,1.8) node[anchor=north west]

{$(b,a) = \big(b,f(b)\big)$};

\draw [color=mybluecolor|(1.4,0) node|anchor=north west| {$a$};
\draw [color=mybluecolor|(—0.3,3.2) node[anchor=north west] {$b$};
\draw [fill=black] (3,1.5) circle (1.5pt);

\draw [color=mybluecolor|(2.9,0) node|anchor=north west| {$b$};
\draw [color=mybluecolor]( —0. 3 1.6) node|anchor=north west| {$a$};
\draw [color=mybluecolor]|(0.05,0) node[anchor=north west]| {$\small O$};
\draw [color=black](3.0,2.9) node[anchor=north west] {$y = x$};

\draw [color=mygreencolor]|(2.9,4.4) node[anchor=north west] {$f$ };
\draw [color=mybluecolor]|(4.05,3.4) node[anchor=north west] {$f~{-1}$};
\draw (5.4,—0.15) node {$x$};

\draw (0.15,4.4) node {$y$};

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document }

A Figura 3.11 é a funcdo f(z) = logy(x) ap0s ser refletida e transladada horizontalmente
e verticalmente. Apos estas transformagcoes temos como resultado a funcdo i(z) = 1 — logy(z + 2).

Veja seus codigos:

Codigo TikZ A.9: TikZ de Transformagoes Planares na

Funcao Logaritmica

\documentclass[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage|[brazil]|{babel}

\usepackage[latinl]|{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath, amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary{fit ,shapes.geometric ,babel ,quotes ,arrows,

arrows . meta, snakes}

YISSTITTSSTTISSSTTITSSITIIS Minhas cores WITIISSSIITSSSIIISSSIISISSIIIIS S
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\definecolor{mygreencolor }{rgh }{0.,0.390,0.}
\definecolor{mybluecolor}{rgb}{0.,0.,1.}
\definecolor{myredcolor}{rgb}{0.8,0.,0.}

0707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070
0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ O/ O/ 0/ OV O/ O/ O/ O/ O/ O/ O/ O/ O/ 07 0/ 07 07 07°07°07°070707°07/07070/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ C/0

\begin{document}

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale =1.15]

\begin{axis }|[

x=1.0cm,y=1.0cm,

axis lines=middle,

xmin=-—3.5,

Xmax=>5,

ymin=—4,

ymax=4,

xtick={—2,-1,0,1},

ytick={—1,0,1},

yticklabels = {—1,0,1}]

\clip (—38.5,—5) rectangle (5,4);

\draw[—>] (0,—1) — (0,5.5);

\draw|[line width=1.5pt,smooth,samples=100,domain=0.001:4,dashed]
plot (\x,{1n (\x)/1n (2)});

\draw[line width=1.5pt,color=mybluecolor ,smooth,samples=100,
domain=—1.99:4,dashed] plot (\x,{In(\x+2)/In(2)});

\draw[line width=1.5pt,color=myredcolor ,smooth,samples=100,
domain=—1.99:4,dashed] plot (\x,{—In(\x+2)/In(2)});
\draw[line width=1.5pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=-1.99:4] plot (\x,{—1n(\x+2)/In(2)+1});

\draw [dashed] (—2,-5) — (—2,5);

\draw (—0.2, 3.8) node {$y$};

\draw (4.8,—0.2) node {$x$};

\draw (3.7,1.3) node|] {\scriptsize$f(x) = \log 2(x)$};
\draw (2.9,2.8) node[mybluecolor]

{\scriptsize$g(x) = \log_2(x + 2)$};

\draw (2.9,—2.8) node[myredcolor]

{\scriptsize$h(x) = — \log_2(x + 2)$};

\draw (3.5,—0.8) node[mygreencolor|]

{\scriptsize$i(x) =1 — \log_2(x + 2)$};

\draw (—0.3, —0.3) node {\scriptsize$0$ };

\draw (—1.1, 0.5) node|[myredcolor| {\scriptsize$1$ };

\draw[| —| ,myredcolor ,dashed] (—1,0) — (—1,1);
\draw (1, 1.2) node|myredcolor| {\scriptsize$2$ };
\draw[| —|,myredcolor ,dashed] (0,1) — (2,1);
\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end {document }
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Na Figura 3.21, temos a contragdo e a dilatagao vertical da funcdo seno y = sen(x), veja

quais sao os codigos do TikZ que dao origem a ela:

Codigo TikZ A.10: Contrac¢ao e Dilatacao Vertical da Fun-

¢cao Seno

\documentclass[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage[brazil]{babel}

\usepackage[latinl]{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath , amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric,babel ,quotes,arrows,

arrows .meta, snakes}

TITTSSSSSSSSITTSSITITIISS S Minhas cores SIS TSTTISSSSSSTITITSTISSSSSS IS0
\definecolor{mygreencolor}{rgb}{0.,0.390,0.}
\definecolor{mybluecolor}{rgb }{0.,0.,1.}
\definecolor{myredcolor}{rgb}{0.8,0.,0.}
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\begin{document}

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale =1.1]

\begin{axis }|

x=1.0cm,y=1.0cm,

axis lines=middle,

xmin—=—6.8,

xXmax=7.2,

ymin=-—2.5,

ymax=2.6,

xtick={—6.2831852,—4.71238,—-3.1415926,—1.57079, 0, 1.57079, 3.1415926,
4.71238898,6.2831852},

xticklabels—={$—2\pi$ ,$—\frac{3\pi}{2}%,$\pi$,$\frac{\pi}{2}$,9$08,
$\frac{\pi}{2}9$,$\pi$ ,$\frac{3\pi}{2}%,9$2\pis},
ytick={ 2.0, -1.0,...,2.0},]

\clip(—6.8,—2.5) rectangle (7.2,2.6);

\draw[line width=1.5pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain——6.2831852:6.2831852] plot (\x,{sin (((\x))*180/pi)});

\draw [color=mygreencolor|(0.57,2.5) node[anchor=north west]|

{8y = \textrm{sen}(x)$};
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\draw (7.,—0.2) node {$x$};

\draw (0.2, 2.4) node {$y$};

\draw|[line width=1.5pt,color=myredcolor ,smooth,samples=100,
domain=—6.2831852:6.2831852] plot (\x,{0.5%sin (((\x))*180/pi)});
\draw [color=mybluecolor](3.2,1.) node[anchor=north west]
{$y = 2 \cdot\textrm{sen}(x)$};

\draw[line width=1.5pt,color=mybluecolor ,smooth,samples=100,
domain=—6.283185:6.283185] plot (\x,{2xsin (((\x))*180/pi)});
\draw [color=myredcolor](—3,1.) node[anchor=north west |

{8y = \frac{1}{2} \cdot \textrm{sen}(x)$};

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end {document }

A Figura 3.24 representa a funcdo seno hiperbolico, que é da forma Senh(x) =

Veja seus codigos:

Codigo TikZ A.11: Fungao Seno Hiperbdlico

\documentclass[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage|[brazil]|{babel}

\usepackage[latinl]|{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath, amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary{fit ,shapes.geometric ,babel ,quotes ,arrows,

arrows .meta, snakes}

IITTTIISSSSTTTTTTTTIITISSS Minhas cores TIITTIITISSSSSSITITITTSSSSSS SV
\definecolor{mygreencolor}{rgb}{0.,0.390,0.}
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\begin{document}

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale =1.2]

\begin{axis }|

x=1.0cm,y=1.0cm,

axis lines=middle,

xmin=—4.0,

xmax=4.2,

ymin=-—4.0,
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ymax—=4.0,

xtick={0},

ytick={-1/2,1/2},]

\clip(—4.,—4.) rectangle (4.2,4.);

\draw[line width=1.pt,color=black ,dashed ,smooth,samples=100,
domain=—4.0:4.2] plot (\x,{e"((\x))/2});

\draw [color=black](1.5,2.5) node[anchor=north west]
{\small{$f(x) = \dfrac{e " {x}}{2}$}};

\draw[line width=1.pt,color=black ,dashed ,smooth,samples=100,
domain=—4.0:4.2] plot (\x,{e"(—(\x))/2});

\draw [color=black](—3.6,2.5) node[anchor=north west]
{\small{$g(x) = \dfrac{e"{-x}}{2}$}};

\draw[line width=1.pt,color=black ,dashed ,smooth,samples=100,
domain=—4.0:4.2] plot (\x,{—e"(—(\x))/2});

\draw [color=black](—3.9,—2.) node[anchor=north west]
{\small{$h(x) = \dfrac{—e " {-x}}{2}$}};

\draw[line width=1.pt,color=mygreencolor ,smooth,samples=100,
domain=—4.0:4.2] plot (\x,{sinh ((\x))});

\draw [color=mygreencolor|(1.,1.5) node[anchor=north west]
{$\textrm{Senh }(x) = \dfrac{e"{x} — e~ {—=x}}{2}%};

\draw (4,—0.2) node {$x$};

\draw (0.2, 3.8) node {$y$};

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document}

Ja a Figura 3.25, da origem a funcao cosseno hiperbdlico, a qual é dada pela lei de
formacao Cosh(z) = %. Veja seus codigos:

Codigo TikZ A.12: Fucao Cosseno Hiperbdlico

\documentclass[12pt,abnt]{report}

\usepackage{float}

\usepackage|[brazil]|{babel}

\usepackage|[latinl |{inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage{amsmath, amsfonts ,amssymb,latexsym ,amsthm, amstext ,
bezier ,amscd}

\usepackage{graphicx}

\usepackage{xcolor}

\usepackage{pgf,tikz ,pgfplots}

\pgfplotsset{compat=1.15}

\usetikzlibrary {fit ,shapes.geometric ,babel ,quotes ,arrows,

arrows .meta, snakes}
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\definecolor{mybluecolor}{rgh }{0.,0.,1.}
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\begin{document }

\begin{tikzpicture }[line cap=round,line join=round,>=triangle 45,
x=1.0cm,y=1.0cm, scale =1.2]

\begin{axis }|

x=1.0cm,y=1.0cm,

axis lines=middle,

xmin=-—3.6,

xmax=3.8,

ymin=—0.7,
ymax=6.0,
xtick={0},

ytick={1/2,1},]

\clip(—3.6,—2.) rectangle (3.8,6.);

\draw[line width=1.pt,color=black ,dashed ,smooth,samples=100,
domain=—4.0:4.0] plot (\x,{e"((\x))/2});

\draw [color=black](1.5,2.5) node[anchor=north west]
{\small{$f(x) = \frac{e " {x}}{2}$}};

\draw|[line width=1.pt,color=black ,dashed ,smooth,samples=100,
domain=—4.0:4.0] plot (\x,{e”(—(\x))/2});

\draw [color=black](—3.6,2.5) node[anchor=north west]
{\small{Sg(x) — \frac{e {-x}}{2}$}};

\draw[line width=1.pt,color=mybluecolor ,smooth,samples=100,
domain=—3.0:3.0] plot(\x,{cosh((\x))});

\draw [color=mybluecolor]|(0.45,1.1) node[anchor=north west]
{$\textrm{Cosh}(x) = \frac{e " {x} + e~ {-x}}{2}$};

\draw (3.6,—-0.2) node {$x$};

\draw (0.2, 5.8) node {$y$};

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document }
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