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RESUMO

Hé muito tempo o ensino vem sendo questionado quanto a contextualizacdo (por situagdes-
problemas) e aplicagdes dos conteudos de matematica ensinados. Este trabalho tem como
objetivo oferecer uma proposta de sequéncia didatica para o ensino de trigonometria, usando
um braco articulado através da concepcdo instrucionista/construcionista. Uma proposta
diferenciada, que concilie o conhecimento tedrico da trigonometria com sua materializagdo
(braco robotico). Propomos que o aluno possa, ndo apenas compreender as defini¢des
unicamente por vias tedricas e expositivas, mas também, a partir de processos concretos e
palpaveis. Para tanto, utilizaremos réguas, transferidores e cartolina para produzir o brago

robotico.

Palavras-chave: Trigonometria; Roboética, Sequéncia Didatica; Ensino de Matematica.



ABSTRACT

For a long time, teaching has been questioned about the contextualization (by problem-
situations) and applications of the contents of mathematics taught. This project aims to offer a
proposal for a didactic sequence for teaching trigonometry using an articulated arm through
an instructional/constructionist conception. A proposal at least different, that reconciles the
theoretical knowledge of trigonometry with its materialization (robotic arm). We propose that
the student can not only understand the definitions solely through theoretical and expository
ways, but also from concrete and palpable processes. For that, we will use only rulers,

protractors and cardboard to produce a robotic arm.

Keywords: Trigonometry; Robotics; Didactic Sequence; Math Teaching.
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1 INTRODUCAO

Essa pesquisa tem o intuito de estudar trigonometria usando braco robotico, onde os alunos em
uma situagao-problema se deparardo com varios conceitos de trigonometria. Para isso, sera proposta aos
professores uma sequéncia didatica onde terdo os passos para seguir com uma situacdo-problema
motivadora.

A ideia ¢ ensinar trigonometria de uma forma diferente, com uma aplicagdo onde os
alunos possam ver na pratica esses conceitos ¢ que de forma empirica eles possam se
apropriar de algumas propriedades trigonométricas. Apesar do conceito de sequéncia didatica
estar associada ao instrucionismo, a proposta de ensino ¢ baseada na interag¢ao professor/aluno
e pela teoria construcionista observando alguns conceitos de robdtica educacional.

A proposta ¢ para alunos do 9° ano do ensino fundamental como parte da matriz
curricular e observando as competéncias necessarias para essa fase educacional, conforme a
BNCC (Base Nacional Comum Curricular). Esperamos que esse trabalho possa orientar os
docentes a ter subsidios para ensinar esse contetido em sala de aula. Além disso, esperamos
que os discentes venham absorver com clareza os conceitos de trigonometria.

Tendo em vista que o ensino da trigonometria ndo tem sua devida importancia na educagdo
matematica, por se tratar de um conteudo extenso, pode haver a possibilidade de perguntas dos
estudantes, tais como: qual a utilidade desse assunto? Onde vou aplicar isso na minha vida?

Pensando nisso, novas metodologias aliadas a inova¢do podem trazer uma nova concepgdo de
aprendizagem, com o auxilio de uma sequéncia didatica, proporcionando socializagdo.

A hipdtese deste trabalho ¢é que este traga junto de sua abordagem
instrucionista/construcionista, um recurso moderno ¢ motivador para o professor dos anos finais do
ensino fundamental. Acreditamos que havera bastante envolvimento por parte dos alunos, em querer
entender como funcionam as engrenagens do kit, onde o professor fara uma associagdo entre o brago
articulado ¢ a trigonometria, apropriando-se do ensino que parte do concreto para o abstrato havendo

uma interagdo por meio da constru¢do do conhecimento.

1.1 OBJETIVO GERAL/PRIMARIO

Produzir uma sequéncia didatica a fim de auxiliar professores e alunos no ensino de
trigonometria por meio da robotica. Utilizando o kit de robdtica educacional construiremos um brago

articulado para que através dele ocorra um aprendizado, de maneira moderma e ludica.
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1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS/SECUNDARIOS

e Analisar a importancia da compreensao, por parte dos alunos, da trigonometria no
estudo da matematica no ensino fundamental.

e Analisar a importancia do ensino de relagdes trigonométricas, na disciplina de
matematica do ensino fundamental.

e Correlacionar tridngulo retdngulo com o circulo trigonométrico.

e Identificar os beneficios de constru¢des de materiais concretos para o aprendizado
e desenvolvimento cognitivo dos alunos.

e Levantar e analisar o papel e os beneficios que a robotica educacional tem
apresentado no ensino da matematica na educacao basica.

e Construir um brago articulado, modelando uma situagdo-problema por conceitos
trigonométricos.

e Criar uma sequéncia didatica, para professores do ensino fundamental, que auxilie

no ensino da trigonometria, possuindo como objeto de estudo o brago articulado.

Alinhado com essa concepgdo, a proposta metodoldgica ¢ pautada em uma sequéncia
didatica para o ensino de trigonometria, pois entendemos que essa maneira de ensinar traz
muitos beneficios aos alunos, professores € ao ambiente escolar.

Para esta pesquisa ¢ utilizada uma abordagem qualitativa, a qual segundo Minayo
(2007), o objetivo € o de produzir informagdes aprofundadas e novas sobre determinado tema,
onde o cientista ¢ a0 mesmo tempo o sujeito € o objeto de sua pesquisa. Pois mesmo
conduzindo o seu desenvolvimento, seus resultados e desdobramentos sao imprevisiveis.
Conforme corrobora Rey (2005, p. 105) onde afirma que uma pesquisa desta natureza ¢ “um
processo aberto submetido a infinitos e imprevisiveis desdobramentos, cujo centro
organizador ¢ o modelo que o pesquisador desenvolve e em relagdo as quais as diferentes
informacgdes empiricas adquirem significados”.

Como objetivo da pesquisa temos a exploratéria, que segundo Gil (2002), ¢ o de
produzir maior familiarizagdo com determinado tema, a fim de melhor compreendé-lo e
explicita-lo, produzindo uma assimilacdo concisa de determinado fato, se utilizando de
levantamento bibliografico e andlise de exemplos que contribuam para sua compreensao.

Desta forma, quanto ao procedimento, a pesquisa pode ser classificada como uma

revisdo bibliografica, com elaboragdo de uma proposta de sequéncia didatica. Segundo
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Vianna (2001), para proporcionar o avanco em um campo de conhecimento, ¢ preciso
primeiro conhecer o que ja foi realizado por outros pesquisadores e quais foram suas
fronteiras encontradas. Assim, a revisdo bibliografica ¢ indispensavel para obter uma ideia
precisa sobre o estado atual dos conhecimentos sobre determinado tema, sobre suas lacunas e
sobre a contribuicdo da investigacdo para o desenvolvimento do conhecimento (Lakatos e
Marconi, 2010). Contribui ainda nas construgdes tedricas, nas comparagdes € na validagdo de
resultados de trabalhos de conclusdo de curso e de artigos cientificos (Medeiros e Tomasi,
2008).

Portanto, como nosso foco ¢ a elaboracdo de uma proposta de sequéncia didatica,
seguiremos os seguintes passos. Primeiramente, faremos um levantamento bibliografico a
respeito da importancia do estudo da trigonometria e a robotica educacional. Apos isto feito,
iremos relaciona-las, demonstrando que o estudo de ambas pode ocorrer de forma simultanea
ou que uma auxilia na compreensao da outra. Posteriormente, pesquisaremos sobre as teorias
instrucionistas/construcionistas, € sobre a Robotica Educacional, que tem sua utilizagdo no
ensino da matematica como uma pratica moderna destas teorias. Daremos entdo uma
explicacdo do brago robdtico e as equagdes da cinematica robotica. Por fim, serd elaborada a
proposta de uma sequéncia didatica, onde constardo as instrugdes para a construcdo de um
brago articulado, e as explicagdes didaticas e pedagdgicas de como este brago pode ser o

objeto de estudo para aprendizado de trigonometria.
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2 TRIGONOMETRIA

2.1 SISTEMAS DE COORDENADAS NO PLANO

A nocao de coordenadas se deu intuitivamente pelo homem hé bastante tempo atrés
por necessidades que eles tinham, por exemplo, para achar um tesouro escondido ou qualquer
objeto enterrado, eram passadas informag¢des bem rudimentares em um mapa, observando

alguns pontos de referéncias conforme Carmo et all. (1992).

Figura 1 - Mapa

\—f‘

Fonte: CARMO, Manfredo Perdigdo do; MORGADO, Augusto Cesar; WAGNER, Eduardo. Trigonometria
Numeros complexos. Piratas ITA/IME, Rio de Janeiro, 1992.

Segundo Lima, et al. (2006), em um plano chamamos de sistema de coordenadas um
par ordenado (X, y), onde x ¢ chamado de abcissa e y de ordenada. Os elementos x e y desse
par ordenado estdo sobre dois eixos perpendiculares entre si com a mesma origem O e
contidos no plano. OX e OY podem ser nomeados também de eixo das abcissas (OX) e eixo
das ordenadas (OY). Desse modo indicamos o sistema de coordenadas no plano como OXY.

Ainda de acordo com os autores citados acima, considere agora um plano JI e o
conjunto dos pares ordenados (X, y), sendo esse ultimo representado por R2. Escolhendo um
sistema de coordenadas qualquer ¢ possivel fazer corresponder biunivocamente os pontos do

plano com os elementos de R?, isto €, a cada ponto do plano fica associado a um unico par
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ordenado (X, y) no conjunto R? dos numeros reais e vice-versa. Esses nimeros x € y sao
chamados de coordenadas do ponto P do plano relativamente a um sistema de coordenadas
OXY.

Por outro lado, Carmo et al. (1992) define coordenadas da seguinte forma:

Uma representacdo analoga para os pontos de um plano P, obtém-se da maneira
seguinte. Fixa-se em P um ponto O, chamado origem, e por O tracam-se duas retas x
e y, perpendiculares, chamadas eixos coordenados. Sobre estas retas escolhem-se
unidades de medir comprimentos (em geral iguais) e sentidos de percursos, como no
caso anterior. Por cada ponto p do plano P, tracam-se paralelas a y e x, que
intersectam as retas X e y nos pontos X e Y, respectivamente. Os numeros X €y,
dados por x = m(OX) ¢ y = m(OY), sdo chamados coordenadas de p no sistema
xOy: ¢ usual chamar x de abcissa, y de ordenada e o par (x,y) de coordenadas do
ponto p [...]. (CARMO et. al 1992, p. 2)

Assim, as coordenadas do plano sdo definidas da seguinte forma: se P, um ponto do
plano, estiver contido no eixo OX, entdo o par ordenando que corresponde a esse ponto ¢ (x,0)
e nesse caso X ¢ a coordenada de P. Analogamente, se P estd no eixo OY o par ordenado
correspondente ¢ (0,y) onde y € a coordenada de P.

J& por outro lado, se um ponto do plano, digamos Q, ndo estad contido em nenhum dos
eixos OX e OY faz-se necessario tragar uma reta paralela ao eixo OX intersectando OY no
ponto da coordenada y e da mesma forma outra reta paralela a OY intersectando OX no ponto
da coordenada x. Logo, o ponto Q pode ser representado pelo par ordenado (X, y) € R?, sendo

x a abcissa e y a ordenada do ponto Q. Na figura abaixo temos um exemplo.

Figura 2 - Sistema de coordenadas OXY

Fonte: https://www.gabarite.com.br/dica-concurso/252-sistema-cartesiano-ortogonal-de-coordenadas

O sistema de coordenadas tem duas finalidades, a primeira ¢ dar um significado
geométrico a numeros, por exemplo, para fun¢des de uma varidvel real a valores reais ha uma

clareza quando se olha para seu grafico. Ja a outra finalidade acontece ao contrario, onde se
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tem a figura geométrica e queremos resolver problemas relacionados a ela. E o que esta
presente na Geometria Analitica.

Dessa forma, em suma, quando nos referimos a um ponto P = (X, y) estamos querendo
dizer que esse ponto do plano tem abcissa x e ordenada y, ou seja, quando se escolhe um
sistema de coordenadas em um plano JI usamos a correspondéncia biunivoca JI-R? que faz
corresponder cada ponto do plano ao seu par ordenado (x, y), observando que pontos dos
planos e pares ordenados sdo coisas totalmente distintas.

Nesse sentido, Lima, et al. (2006) afirmam que:

Os eixos ortogonais OX e OY decompde o plano JI em quatros regides, cada uma
das quais se chama um quadrante. O primeiro quadrante é o conjunto dos pontos P =
(x,y) tais que x > 0 e y > 0. O segundo quadrante ¢ formado pelos pontos P = (x,y)
com x <0 ey>0. O terceiro, pelos pontos P = (x,y) com x < 0 e y < 0. Finalmente,
os pontos P = (x,y) do quarto quadrante sdo aqueles em que x > 0 e y < 0. (LIMA, et
al. 2006, p.8)

Nessa perspectiva, determinado o sistema de coordenadas OXY, os quadrantes 1 e 3
possuem angulos retos com vértice na origem, além disso esses angulos sdo opostos pelo
vértice. Passando uma reta bissetriz a esses dois angulos, digamos A, observamos que ela ¢
comum a esses angulos e pela Geometria Euclidiana Plana sabemos que A ¢ equidistante dos
lados dos angulos retos formados pelos eixos OX e OY. Portanto coordenadas do primeiro e
terceiro quadrantes sdo iguais, sendo elas positivas no primeiro e negativas no terceiro
quadrante. Analogamente a bissetriz A" ¢ comum ao segundo e quarto quadrantes e conforme

ilustra a figura abaixo.

Figura 3 - Retas bissetrizes

Fonte: LIMA, Elon lages.et al. A Matematica do Ensino Médio. Volume 3.6 ed. Rio de Janeiro: SBM 2006.

Dando continuidade nesse assunto, na trigonometria o Teorema de Pitagoras ¢ uma

ferramenta muito importante, no qual relaciona-se as trés medidas de um tridngulo retangulo.
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Por isso, a proxima secdo sera dedicada a esse Teorema que ¢ muito importante na

Trigonometria bem como na Matematica no geral.

2.2 0 TEOREMA DE PITAGORAS

Conforme afirma Garbi (2006), Pitagoras foi um matematico grego muito influenciado
por Tales de Mileto, outro matematico grego importante. Por causa da expansao Persa,
Pitagoras teve que sair de sua regido na Grécia e partiu para o Egito se instalando em Crotona,
regido do sul da Itdlia e por 14 abriu uma escola que trazia estudos de Filosofia, Ciéncias
Naturais e Matematica.

Essa escola, segundo Garbi (2006), angariou varios adeptos os quais eram chamados
de pitagoricos, formando assim uma sociedade mistico-religiosa com varios rituais estranhos,

porém com belissimos trabalhos que contribuiram para a historia da civilizagao.
O famoso Teorema de Pitdgoras diz o seguinte:

“Em qualquer triangulo retingulo o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados

dos catetos”

Ou seja, em um tridngulo ABC reto em A com hipotenusa a e catetos b e ¢ temos a seguinte

sentenga:

a’* = b* + c?

Figura 4 - Tridngulo Retangulo ABC

ks

Fonte: LIMA, Elon Lages. Numeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013, Cole¢ao PROFMAT.
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Vamos representar a demonstraciao de Perigal, que foi um jornaleiro de Londres, onde

publicou sua demonstragao construtiva em 1873 de acordo com Lima (2013):

Figura 5 — Método de Perigal

Teorema de Pitagoras

Métondo da disseccao de Perigal

Fonte: https://www.obaricentrodamente.com

Perigal para provar esse teorema utilizou a seguinte ideia, ele constrdi quadrados sobre
os lados dos tridngulos conforme a figura acima e corta o quadrado construido sobre o cateto
maior por duas retas passando pelo seu centro, uma que ¢ paralela a hipotenusa e outra que ¢
perpendicular a essa mesma hipotenusa. Assim, o quadrado fica dividido em quatro pares
congruentes e juntamente com o quadrado construido sobre o cateto menor preenchem o
quadrado maior que foi construido sobre o lado da hipotenusa.

Para ser concreta e direta, escolhemos essa demonstracao para este trabalho e para a
sequéncia didatica que iremos propor fazendo com que os alunos possam ver na pratica a
construcao da demonstracao.

Esse teorema teve ao longo da histéria muitas demonstracdes usando variadas e
engenhosas ferramentas matematicas. Assim, “os pitagdricos consideravam que a matematica
estava dividida em quatro areas: Geometria, Aritmética, Astronomia e Musica”. (GARBI,
2006, p. 30). Na visao do mesmo autor, os pitagoricos contribuiram ndo somente com o
teorema de Pitagoras, mas com outras descobertas como, por exemplo, no campo da acustica

sobre a produgdo de sons através da divisdo de cordas por nimeros inteiros.
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2.3 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Para medir a distancia de dois pontos no plano ainda continuaremos com a
correspondéncia biunivoca com os pares de numeros reais, particularmente observando o
conjunto R% Sejam entdo dois pontos no plano P e Q com suas respectivas coordenadas,
P=(x,y) e Q= (x",y). Neste caso os pontos tem a mesma ordenada y e consequentemente a
distancia entre eles ¢ dada por d(P,Q) = | x'- x | que € igual a diferenga entre suas projecoes
(dos pontos P e Q) no eixo OX. Por outro lado, dados P = (x, y) e Q" = (x,y’) a distancia entre
esses dois pontos segue o mesmo raciocinio e ¢ dada por d(P,Q") =|y’ - y | que € o menor

caminho entre as projecdes de P e Q" no eixo OY.

Figura 6 - Distancia entre dois pontos com ordenadas ou abcissas iguais

Yi
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Fonte: LIMA, Elon lages.et al. A Matematica do Ensino Médio. Volume 3.6 ed. Rio de Janeiro: SBM 2006.

Nesse aspecto, considere o caso em que os pontos P = (x, y) ¢ Q = (u, v) tenham
coordenadas diferentes e tome um ponto S = (u, y). Dessa forma, o triangulo PSQ ¢ retangulo
e tem hipotenusa PQ. Além disso, como P e S tem a mesma ordenada bem como Q e S tem a
mesma abcissa, entdo d(P ,S)=|x—u|e d(S, Q) =|y —u|. Segue do Teorema de Pitagoras
que d(P, Q)* =d( P, S)> +d(S, Q)% o que acarreta em d(P, Q)* = (x — u)*> + (y — v)?, logo
d(P, Q) = J/(x- w)? + (y- v)% . A distancia do P a origem ¢ d(O,P) = /x> + y? onde
0=(0,0)
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Figura 7 — Distancia entre dois pontos com coordenadas diferentes

Vi

Fonte: LIMA, Elon lages.et al. A Matematica do Ensino Médio. Volume 3.6 ed. Rio de Janeiro: SBM 2006.

2.4 A TRIGONOMETRIA DO TRIANGULO RETANGULO

Sabe-se desde o Ensino Fundamental que em um triangulo retangulo ABC, reto em A e

com a hipotenusa a, tem-se as seguintes definigdes:

Figura 8 - Triangulo Retangulo

‘»

A £ . g

Fonte: https://piedademessias.wordpress.com/author/piedademessias

. C
cos B = — = (cateto adjacente) + (hipotenusa)
a
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. b
senB = o= (cateto oposto) + (hipotenusa)
E analogamente tem-se.
.~ b . C
cosC =— e senC = —
a a

Essas relacdes definem o cosseno e o seno de um angulo agudo qualquer, ja que todo
angulo agudo pode ser um dos angulos de um tridngulo retangulo. E fécil observar também
que essas relagdes (cosseno e seno) dependem somente do angulo € ndo dos tamanhos dos

catetos. Pode-se notar isso através da semelhanga de triangulos.

Figura 9: Triangulos Retangulos Semelhantes

Fonte: LIMA, Elon Lages. Numeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013, Cole¢ao PROFMAT.

Nesse viés, Lima (2013, p.187) afirma que “Assim, a semelhan¢a de tridngulos ¢ a
base de sustentacdo da Trigonometria”.

Além dessas relagdes trigonométricas, existe também, segundo Bucchi (1992), a
tangente de um angulo que € a razao entre o cateto oposto dividido pelo cateto adjacente deste
angulo, conforme as expressdes abaixo, considerando o triangulo retangulo ABC mencionado

anteriormente.
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2.5 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

As fungdes trigonométricas desempenham um papel muito importante na matematica,
seja em problemas do dia-a-dia, tais como em aplicagdao em tecnologia, seja em um assunto da
matematica chamada Analise de acordo com Lima (2013).

Contudo, as fung¢des foram descobertas quando na evolugdo da abstragdo da

Matematica o homem necessitou de algumas ferramentas conforme afirma Lima (2013):

Posteriormente, com a criagdo do Célculo Infinitesimal, e do seu prolongamento que
¢ a Analise Matemadtica, surgiu a necessidade de atribuir as no¢des de seno, cosseno
e suas associadas tangente, cotangente, secante e cossecante, o status de fungéo real
de uma varidvel real. Assim, por exemplo, ao lado de cos A, o cosseno do angulo A,
tem-se também cos X, o cosseno do numero real x, isto é, a fungdo: R—R.
Analogamente, tém-se as fungdes sen, tg, cotg, sec e cossec, completando as funcoes

trigonométricas. (LIMA, 2013, p. 186).

Nesse proposito, Lima (2013) cita que as fungdes trigonométricas t€ém um outro papel
muito importante, pois por elas serem periddicas podem ser modeladas & fendmenos naturais
ciclicos, oscilatérios e/ou vibratérios, a exemplo da orbita dos planetas, acustica, batimentos

cardiacos corrente elétrica etc.

2.6 A FUNCAO DE EULER E A MEDIDA DE ANGULOS

Antes de definir as fungdes seno e cosseno em seu livro, Lima (2013) correlaciona a
relagdo fundamental cos? x + sen? X = 1 com a circunferéncia de raio unitario e define tal
como “Indicaremos com a notagao C essa circunferéncia unitaria, ou circulo unitario. Temos,

portanto C = {(x, y) € R?; x>+ y>= 11" (LIMA, 2013, p. 30)

Figura 10 — Circulo Trigonométrico

Fonte: LIMA, Elon Lages. Numeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013, Cole¢ao PROFMAT.
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Observando a figura acima vemos que se (X,y) pertence a circunferéncia, entdo x e y
estdo no intervalo [-1, 1]. Para definir as fung¢des seno e cosseno temos que associar a todo
numero real t um angulo e considerar o cosseno e seno desse angulo como sendo o cosseno e
o seno do nuimero t. Ha duas unidades a se adotar ao medir angulos: os radianos e os graus
como sustenta Lima (2013).

O autor citado acima ainda afirma que a maneira mais simples de definir as fungdes
trigonométricas € pela funcao de Euler fazendo corresponder um nimero real t ao ponto E(t)

= (x,y) da circunferéncia unitaria conforme abaixo:

. E(0) = (1,0).

. Se t > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um
caminho de comprimento t, sempre no sentido positivo (contrario ao movimento dos
ponteiros de um relégio comum, ou seja, o sentido que nos leva de (1,0) para (0,1)
pelo caminho mais curto sobre C). O ponto final do caminho serd chamado de E(t).

. Se t< 0, E(t) sera a extremidade final de um caminho sobre C, de
comprimento |t|, que parte do ponto (1,0) e percorre C sempre no sentido negativo
(isto é, no sentido do movimento dos ponteiros de um relogio usual). (LIMA, 2013,

p. 190).
Figura 11 — Funcao de Euler
Y& ~
a E_'T
L0 X A
R

Fonte: LIMA, Elon Lages. Numeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013, Cole¢ao PROFMAT.
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Por esse raciocinio ¢ trivial inferir que quando t percorre um intervalo L sua imagem
E(t) também percorre na circunferéncia C um arco do mesmo comprimento de L, sendo assim
como a circunferéncia tem comprimento 27, entdo t percorre um intervalo de 2w, ou seja, E(t)
da uma volta completa sobre C e generalizando E( t + 2km) = E(t) onde tpertence aos

numeros reais e z pertence ao conjunto dos numeros inteiros.

Figura 12 — Medida de angulo

YA T
E=E{ s
| (t) B t
C e
| y T+
0 A X
E(-0,5) +0.5

Fonte: LIMA, Elon Lages. Niimeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013, Colecio PROFMAT.

Dessa maneira, conforme afirma Lima (2013), dado A = (1, 0) e O = (0,0) e t
pertencentes aos reais ¢ tomando B = E(t) o dngulo AOB tem medida t radianos. Ainda
segundo o Autor, AOB tem medida de 1 radiano se, e somente se o arco AB que subtende

esse angulo tem comprimento igual a 1 também.

2.7 AS FUNCOES COSSENO E SENO

As fungdes cosseno e seno sdo definidas da seguinte forma: cos : R—-R e sen R=R ¢

para cada t pertencentes aos numeros reais temos a fun¢ao de Euler

E(t)=(cost, sent)

E(-t) = (cos(-t), sen(-t))
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Porém, como ja foi visto acima E(-t) ¢ quando a imagem da fungdo percorre a
circunferéncia no sentido contrario ao usual, isto ¢, no sentido horario, como os ponteiros do
relogio, e assim E(-t) = (x, - y) o que implica que cos (-t) = cos t e sen (-t) = - sen t para todo
t pertencente aos reais. Com isso, podemos afirmar que a funcao cosseno ¢ uma fungao par ¢ a
funcdo seno ¢ uma fungao impar.

Lembrando que uma fungao f: R—R ¢ par ¢ quando f(-t) = f (t) e a funcdo ¢ impar
quando f(-t) = - f(t) para todo t pertencente aos niimeros reais. A seguir estdo os graficos

dessas fungdes, y = cos X €y = sen X.

Figura 13 — Gréficos das fung¢des cosseno e seno

<
4
A
(-J
/
»

Fonte: LIMA, Elon Lages. Niimeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013, Colecio PROFMAT.

2.8 AS FORMULAS DE ADICAO

Nesta secdo vamos apresentar as formulas para cosseno e seno da soma de arcos.
Apesar de ter varias maneiras de demonstra-las, aqui sera abordada uma prova bem simples
baseada no livro “Trigonometria Numeros complexos” dos autores Carmo et all. (1992).

Para isso, devemos lembrar que a distdncia entre dois pontos do plano (x;,y;)

(x2,¥2) édadapor d=+/(x; —x;)%+ (31 — ;)2
Consideremos entio no circulo unitario os pontos P e Q tais que mAP = aemAQ="b
Conforme a figura abaixo. Como P = (cos a, sen a) e Q = (cos b, sen b), a distancia d entre os

pontos P e Q ¢ dada por

d? = (cosa — cos b)? + (sen a — sen b)?
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Figura 14 — Circulo unitério

any

X

Fonte: CARMO, Manfredo Perdigdo do; MORGADO, Augusto Cesar; WAGNER, Eduardo. Trigonometria
Numeros complexos. Piratas ITA/IME, Rio de Janeiro, 1992

Desenvolvendo os quadrados e lembrando que sen®x + cos®x = 1 obtemos
d*=2—2(cosa.cosb + sena.senb)
Mudemos agora nosso sistema de coordenadas girando os eixos de um angulo b no

sentido anti-horario em torno da origem.

Figura 15- Sistema de coordenadas girando os eixos

xl

Fonte: CARMO, Manfredo Perdigdo do; MORGADO, Augusto Cesar; WAGNER, Eduardo. Trigonometria
Numeros complexos. Piratas ITA/IME, Rio de Janeiro, 1992

Neste novo sistema, o ponto Q tem coordenadas 1 e 0 e o ponto P tem coordenadas
cos (a — b) e sen (a — b). Calculando novamente a distancia entre os pontos P e Q, obtemos

d?> = (1 —cos(a—b))*+ (0 —sen (a — b))*oud?* = 2 — 2 cos(a — b)
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Igualando valores de d?, temos
cos(a —b) =cosa.cosb +sena. senb. (1)

Outras trés formulas decorrem facilmente da que acabamos de obter. Substituindo em

(1) b por —b
cos(a+b) =cosa.cosb —sena. senb. (2)

Aplicando a férmula (1) para os arcos g — a e b encontramos

sen(a + b) =sena.cosb + senb. cos a.
E substituindo nesta ultima b por —b, obtemos
sen(a —b) = sena.cosb —senb. cos a.

Dessas formulas, saem também de forma bem direta as formulas a seguir, basta fazer

b=a:

cos2 a=cos’>a—sen®>a sen 2 a=2senacos a

2.9 LEI DOS COSSENOS E LEI DOS SENOS

Outros resultados importantes na matematica sao as Leis dos Cossenos e dos Senos em
um triangulo qualquer. De acordo com Lima (2013), dado um tridngulo qualquer ABC com
medidas a, b e ¢ respectivamente dos lados BC, AC, AB com h = AP, onde h é a altura

baixada de A até o lado BC, temos duas possibilidades:
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1*) P pertence ao segmento BC.

Figura 16- P pertence a BC

Fonte: LIMA, Elon Lages. Niimeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013, Colecio PROFMAT.

Nesse caso, pela relagdo trigonométrica cosseno, obtém-se que

—_— A~

x = BP =c.cosB.

Agora aplicando o Teorema de Pitdgoras nos dois triangulos, ABP ¢ APC vém que

c®=h*+x*, e poroutro lado

b?> = h*>+ (a —x)? = h* + x* + a* — 2ax

Mas como  x = c.cos B, entdo substituindo x e c? da primeira equacao nessa

expressdo acima temos a seguinte igualdade.

b?> = a® + ¢* — 2ac.cosB.
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2%) P pertence ao prolongamento do segmento BC.

Figura 17- P Pertence ao prolongamento de BC

Fonte: LIMA, Elon Lages. Niimeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013, Colecio PROFMAT.

Nesse segundo caso x sera da seguinte forma:

x = BP =c.cos(mr—B) = —c.cosB.

Observando que o angulo B ¢ acutangulo, isso €, maior que 90 graus o que nos diz que

cosB < 0eassim, —c.cosB ¢ positivo acarretando que x seja positivo de fato.

Desse modo, aplicando o Teorema de Pitagoras novamente nos tridngulos APB e APC

tém-se:

c>=h*+x*, e poroutrolado

b?> =h*>+ (a +x)? = h* + x* + a® + 2ax
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Como x = —c.cos B, entdo de modo analogo ao primeiro caso, substituindo x e c¢?

da primeira equagdo nessa expressao acima temos a seguinte igualdade

b?> = a® + ¢* — 2ac. cosB.

Assim, podemos observar que o resultado ¢ o mesmo para ambos 0s casos € essa
igualdade ¢ chamada de Lei dos Cossenos. Analogamente, temos também:
a’> = b? + ¢® — 2c. cosA.
c?> = a*> + b*> — 2ab. cosC.

Uma curiosidade ¢ que se B for reto, temos o Teorema de Pitagoras, que ¢ um caso

particular da Lei dos Cossenos.

Por outro lado, observando os triangulos mais uma vez, temos que no primeiro caso

senB = — = h=c.senB
c

Do mesmo modo, analisando o angulo C, temos

. h .
senng = h=b.senC

b
senB sen(C

Eporfim, h=c.senB=b.senC =
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Ja no segundo caso obtém-se h = b.sen C e h = c.sen (mr — B) e reescrevendo essa
ultima igualdade, onde sen (n - B) = sen B, chegamos em h=c.sen(m—B) =

c.sen B como no primeiro caso € por conseguinte

b
senB sen(C

Agora se fizermos o processo de baixar uma altura do vértice B em A, pelo mesmo

raciocinio teremos a seguinte expressao

a ¢

senA sen(C

Contudo, em qualquer tridngulo teremos a seguinte relacao

a b c

senA senB senC

Isso quer dizer que em um tridngulo qualquer, a razdo entre um lado desse triangulo e
o seno de seu angulo oposto sera sempre igual qualquer que seja o lado. Esta igualdade ¢ a

famosa Lei dos Senos.
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3 A CINEMATICA DO BRACO DO ROBO

3.1 ROBO INDUSTRIAL

Segundo Santos (2003), o ser humano tem se preocupado muito com robds sendo o
tema central nas discussdes nos tempos em que estamos vivendo. Com o avango da tecnologia
e ciéncia, € notério observar que em varios segmentos da economia e servicos estd
acontecendo a automacao, isto ¢, maquinas fazendo o papel que antes era 0 homem que fazia.

Os robos comecaram a ser usados por seres humanos como ferramentas capazes de
fazer as atividades necessarias para um determinado fim, que limitava o servico humano, de

acordo com Rosario (2010):

Décadas atras, os robos faziam parte apenas da ficgdo cientifica, fruto da imaginagdo
do homem. No inicio dos anos 60 os primeiros robos comegaram a ser usados com o
objetivo de substituir o homem em tarefas que ele ndo podia realizar por envolverem
condigdes desagradaveis, tipicamente contendo altos niveis de calor, ruidos, gases,
gases toxicos, esforgcos fisicos extremos, trabalhos tediosos e mondtonos.
(ROSARIO, 2010 p.25)

Diante disso, entdo o que vem a ser um robd? Para responder essa pergunta, Antunes
(2015) afirma o seguinte: “Em 1920 Karel Capek, romancista e jornalista tcheco criou uma
obra de ficgdo cientifica intitulada “Rosum Universal robots” onde usou pela primeira vez a
palavra robota, que em checo significa servidao ou trabalhador for¢ado.” (Antunes, 2015 p. 3)

Assim, sob esta mesma perspectiva, para Muzakki et al.(2018), um robé ¢ uma
unidade de forma mecanica, fisica ou virtual que possui inteligéncia propria. Nessa época que
vivemos de grandes avangos da tecnologia e ciéncia, o uso de robOs estd ocupando
praticamente todos os campos da econdomia. Um exemplo € o uso de robo para soldar, fazendo
o trabalho de um homem e bem mais rapido.

Nesse sentido, considerando a evolucao da tecnologia e ciéncia pela historia, o robo
ndo ¢ um produto acabado que foi pensado pelo homem e criado instataneamente tendo um
insight, aquele ¢ fruto de pesquisas desde os primérdios da humanidade e de fato o primeiro
que surgiu na industria e que foi o percursor pra mais robds adentrarem no mercado industrial
foi o de George Devol que desenvolveu em sua empresa em 1954, segundo Antunes (2015).

Nesta visdo, pautado em Rosario (2010), a roboética industrial tem como principal

motivo para seu crescimento as demandas das necessidades de automacdo das industrias.
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Cada vez mais a economia vem sendo alimentada por imposi¢cdes da globalizacdo por
qualidade e otimizagdo de tempo, por exemplo.

Desta forma, o uso de maquinarios nas industrisa estd sendo frequente nessa nova era.
Umas das vantagens dessa robotizagao de acordo com Rosario (2010) sao a maior precisao e
realizacdo mais qualificada de um processo qualquer. Porém, cabe a discussdo também das
desvantagens de usar essa ferrameta tecnologica, citando uma, temos o desemprego, ou seja, a
troca do servico humano por maquinas.

Conforme o tempo vai passando as mudancas vém surgindo € isso nao tem como
negar. Entretanto, no que diz a respeito a educagdo, faz necessario ter modifica¢des alinhadas
a essas transformacdes que o mundo vem obtendo de acodo com Muzakki et al.(2018).
Assim, as discussdoes em educagdo sobre ensino-aprendizagem vém ocorrendo ha muito
tempo no que se refere a transformacoes no ensino de modo que o aluno possa compreender o
mundo a sua volta e entender que o que ele vé em sala de aula faz parte de sua vida de certa
forma.

Desse modo, pensando em fazer diferente do conceito tradicionalista de que ensinar
ndo ¢ simplesmente transferir o conhecimento para o ouvinte de forma direta através de
informagdes (FREIRE, 1996), essa pesquisa tem o principal objetivo de apresentar uma
proposta metodologica sobre o ensino de trigonometria através de sequéncia didatica
envolvendo robdtica educacional, tendo em vista que metodologias que contextualizem

tematicas desenvolvidas em sala de aula s3o sempre bem-vindas ao universo educacional.

A robotica educativa ¢ uma forma de aplicagdo de tecnologia no processo de
ensino ¢ aprendizagem, de maneira que se torna possivel uma ampliagdo
significativa da gama de atividades desenvolvidas na escola e possibilita a
interagdo entre diferencas areas do conhecimento. (SILVA, 2014, p. 20)

Diante disso, em se tratando de robotica, pode-se dizer que a esséncia ¢ a automagao,

isto €, o ser humano estd evoluindo e com sua capacidade de raciocinar criando maquinas

capazes de fazer tarefas especificas.
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3.2 BRACO MANIPULAVEL COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE 2- DOF

De acordo com Muzakki et al.(2018) o brago manipulavel 2-DOF ¢ o que determina
qual espago e qual a tarefa que um determinado robd ira fazer. Contudo, os autores ainda
afirmam que quanto maior o grau de liberdade (DOF —degrees of fredom), mais fungdes o
robd pode realizar bem como fazer tarefas mais complexas.

Por outro lado, segundo Rijo (2013) o grau de liberdade est4 associado as juntas de um
rob0, isto ¢, o numero de grau de liberdade equivale ao nimero de varidveis de posi¢do para a

localizagdo das partes desse mecanismo, conforme abaixo:

Em robotica, geralmente se utilizam dois tipos basicos de junta para compor um par
cinematico formado por dois elos adjacentes: junta de rotacdo ou junta prismatica
(translag@o). O numero de graus de liberdade que um robd apresenta corresponde ao
numero de variaveis independentes de posi¢do que precisam ser especificadas para
se definir de forma inequivoca a localizagdo de todas as partes do mecanismo. O
robo industrial ¢, normalmente, uma combinac¢do de elos e juntas em forma de
cadeia cinematica aberta. Dessa forma, o nimero de juntas equivale ao numero de
graus de liberdade. (R1JO, 2013, p.7)

Portanto, basicamente pode-se inferir que o grau de liberdade de um braco
manipulavel ¢ em suma as fun¢des que um robd pode fazer, sendo estas o conjunto de
atividades pensadas para que um robd possa cumprir tal objetivo. Deste modo, quanto mais
grau de liberdade, mais fun¢do o robo tera, ou seja, para tarefas mais complexas o nimero de
grau de liberdade serd maior também.

Nesse mesmo raciocinio, também afirma o seguinte:

Graus de liberdade (dregrees-of-freedim — DOF) ¢ o numero total de movimentos
independentes que um dispositivo pode efetuar. Um cubo no espago a 3 dimensdes
pode deslocar-se ao longo dos 3 eixos, e também rodar em torno de cada um deles,
dando assim um total de 6 graus de liberdade para a sua movimentagdo. (SANTOS,
2003, p. 2-6).

Com isso, Muzakki et al.(2018) afirma que essa area de trabalho geralmente ¢
delimitada por um plano utilizando um sistema de cordenadas cartesianas. Assim sendo, eles
ainda argumentam que muitos robds possuem motores que atuam somente em sistema de
coordenadas planares.

Abaixo na figura 14 temos um exemplo de robd com 5 graus de liberdades fabricado
por uma empresa suica oferecendo ao mercado téxtil e de robdtica recursos para varias

situacoes.
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Figura 18 — Robo6 Staiibli RX 170 hsm

Fonte: ANTUNES, Jodo P. M. Dias. Programacao de robos industriais em operacdes de maquinagem. 2015.
FEUP- Dissertagdao de Mestrado do MIEM.

3.3 CINEMATICA DIRETA E INVERSA

A modelagem matematica que fixa um sistema de coordenadas no elo ou junta de um
dispositivo robdtico fazendo com que possamos descobrir sua posi¢ao no plano, bem como os
angulos que esse dispositivo faz, chamamos de cinematica. A cinematica segundo Craig
(2005) ¢ a ciéncia que estuda os movimentos de um corpo explicando a sua aceleragdo
independentemente de forgas alheias aplicadas a ele. Existem dois tipos de cinematicas, a

direta e a inversa conforme Muzakki et al.(2018):

Existem dois tipos de cinematica, cinematica direta e cinematica inversa. Cinematica
direta € o processo de calculo da orientagdo e posi¢ao do efetuador final baseado nos
cantos da junta. Enquanto cinemadtica inversa ¢ o oposto, dada a posigdo de
efetuador final, procurar quais angulos devem ser alterados para que cada junta seja

capaz de alcangar a posigio final do efetuador final. (MUZAKKI et al. 2018, p.246)

Neste trabalho, iremos confeccionar um produto educacional de brago robotico que ird

trabalhar no plano, ou seja, ndo serd em espaco tridimensional. Assim, o objetivo ¢ abordadar
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o contetdo de trigonometria, dando subsisidos ao professor de matematica para poder lecionar

aulas diferentes do tradicional desse assunto.

3.3.1 CINEMATICA DIRETA

A cinematica direta estuda o caso em que queremos achar a posi¢do final do braco
robotico, mais precisamente a posicao final do efetuador desse brago, sabendo a angulacao
das juntas. Assim, nessa situacdo, o braco robdtico ja realizou sua atividade conforme seu
grau de liberdade e iremos calcular qual a posi¢do dele no plano, de acordo com um sistema
de coordenadas cartesianas.

Com isso, o braco robodtico 2R consiste em um robo planar com duas juntas e
consequentemente dois graus de liberdade (2- DOF). Os eixos de atuacdo dessas juntas sdao
paralelos e perpendiculares ao plano em que esse robd estd atuando e as juntas fazem dois
angulos com o plano entre si. Os valores das coordenadas da posicdo final do efetuador

podem ser obtidos calculando a soma das projecdes dos bragos.

Figura 19 — Manipulador planar de dois links

R inin A~ A

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOg&feature=youtu.be

Outra maneira também ¢ considerar um sistema de coordenadas cartesianas OXY, os
angulos das juntas q; e g,, bem como os comprimentos dessas juntas a; € a, juntamente com
a distancia da origem desse sistema até a posi¢do final do efetuador de acordo com a figura

que segue.
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Figura 20 — Manipulador planar de dois links

) (X,V)

q

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOg&feature=youtu.be

3.3.2 CINEMATICA INVERSA

Ja a cinematica inversa, se preocupa com os calculos para descobrir quais angulos as
juntas vao fazer dado inicialmente a posicao final do efetuador, isto ¢, € o processo oposto da
cinematica direta. Nesse sentido, Santos (2003) assegura que se a cinematica direta ocupa dos
calculos das expressdes diretas dos manipuladores, a inversa busca definir conjuntos de
valores das juntas que sdo compativeis com a posi¢ao do plano cartesiano.

Desse modo, de acordo com Melo (2015): “Primeiramente, devemos considerar a
existéncia ou ndo de solucdes para posicdo e orientacdes dadas. Esta andlise ¢ bem particular
de cada manipulador, pois envolve um estudo detalhado de seu workspace”. (Melo 2015, p.
51).

Nesse mesmo viés, Melo (2015) afirma que as equacdes da cinemadtica inversa nao sao

tdo triviais como na cinematica direta.

As solugdes de forma fechada sdo aquelas que obtém como solugdo equagdes
analiticas para os angulos das juntas em fung¢do da posi¢do e da orientagdo.
Normalmente, dentro desta categoria pode ser identificados dois tipos de métodos
bem similares: o algébrico e o geométrico, O primeiro manipula algebricamente as
equagdes obtidas na analise da cinematica direta para chegar nas solugdes, ja a
segunda faz intenso uso de técnicas de geometria planar para obter as solugdes.
Geralmente, as expressdes envolvidas durantes ambos os procedimentos sdo do tipo
transcendentais. Por Exemplo, muitas dessas expressdes sdo fungdes de
sin(@) e cos(6) mas ndo como fungdes diretas de 8. (Melo, 2015, p. 52).
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Figura 21 — Manipulador planar a dois DOF

y

a (x,y)
Teorema Pitagoras

»X

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOgé&feature=youtu.be

3.4 CALCULO DA CINEMATICA DIRETA E INVERSA DO BRACO
ROBOTICO 2 - DOF

Nesta se¢do vamos apresentar os calculos da cinematica direta e inversa de um brago
de robd com duas juntas, isto €, com grau de liberdade 2 (DOF). Para isso, usaremos o0s
conceitos e resultados de trigonometria ja mencionados anteriormente.

Com isso, de acordo com Melo (2015), a cinematica direta ¢ encarregada de estudar a
funcdo T = f(0) , dados o vetor transposto das variaveis da junta 8 = [0, 0,, ...,0,]7, que
encontre a posicao final do efetuador do brago de um robd de 2 DOF por meio de uma matriz
homogénea T a qual ¢ formada por uma submatriz de rotagdo R que orienta o efetuador
juntamente com um vetor r que indica a posicao.

Ainda conforme Melo (2015) e considerando a proposta desta pesquisa a qual ¢
trabalhar conceitos basicos de trigonometria, vamos considerar apenas a posi¢do. A orientacao
serd fixada pra uma simplificacdo dos calculos. Portanto, de acordo com a proxima figura
chegamos a formula da cinematica direta para um braco de robd com 2 graus de liberdade

somando as proje¢des das juntas nos eixos x e y.
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Figura 22 — Coordenadas para um manipulador planar a 2 DOF

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOg&feature=youtu.be

Logo, considerando nesse modelo que os bragos possuem comprimentos a; e a,, em

cada eixo x ey, temos as seguintes coordenadas:

X
cosq1=a—i = X; =04 C0sq, e

cos(qi+ q;) = 2 = X =0zC05(q1 + qp)

Consequentemente,
X = xq +X, = x=ay cosq, +acos(q: + q,)

De modo anélogo, podemos chegar a formula da coordenada y

sen qi. = Z_i = V1 =a1 sen ql e

sen(qy + q,) = 2

, T V2T sen(q1 + q,)

y=y1ty, = y =a, senq; + azsen(q; + q,)
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Assim, as formulas da cinematica direta de um brago de robd com 2 graus de liberdade
e bracos com comprimentos a, e a, sao:

X =ay cosq, +a;cos(q: + q,)
y = a, senq, + az sen(qy + q,)

Neste caso, observe que para achar a equacdo da cinematica direta faz-se uso das
formulas de adi¢do de cosseno e seno ja demonstrada anteriormente. Assim, os alunos podem
ter mais familiaridade com o contetido e ja comecar a enxergar a aplicacao.

De outro modo, as equagdes da cinematica inversa sao um pouco mais complexas e
como o proprio nome sugere elas determinam o processo inverso, isto quer dizer que se tem a
posicdo final do braco e queremos achar os angulos que os bragos fizeram nas duas juntas
ainda considerando o braco com 2 DOF.

Nesse sentido, temos duas possiblidades quanto ao angulo que o segundo brago faz
com o prolongamento do primeiro, sendo uma delas no sentido anti-horario e a outra no

sentido horario conforme a figura abaixo:

Figura 23 — Possibilidades do manipulador planar a 2 DOF

N

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOg&feature=youtu.be

Desta maneira, serd apresentado o céalculo da primeira possibilidade mencionada
acima na figura 23, isto €, g, ¢ g, sdo angulos positivos.

Para isso, consideramos o tridngulo na figura abaixo:
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Figura 24 - Tridngulo

{ (x.)

X

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOgé&feature=youtu.be

Observe que nesse tridngulo de amarelo usando Pitigoras temos que x2 + y? = 12,

faremos uso disso para achar o angulo « a seguir.

Figura 25 — Determinagao do angulo

(x,)

> X

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOgé&feature=youtu.be

Aqui, podemos usar a Lei dos cossenos para achar o angulo a, lembrando que x? +

y? = r2. Assim, temos

= a;%+ a,® — 2a,a,c0s a
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a* +ay* —r?

cosa =
2a,a,

a? + az — x* — y?

cosa =
2a1a,

Note que, na figura 24, a + g, = m e consequentemente, g, = T — «.

Agora aplicando o cosseno a ambos os lados dessa expressao vem que

cosq, =cos( T — )

Fazendo uso de um resultado muito importante, cos( 7 + @) = — cos a, temos o
seguinte:
cosq, =cos(m— @) = —cos «
Dai,

x?+y?—ai—a,?

cos q; =
2a1a,

Agora, observando a relagdo fundamental da trigonometria, cos? 0, + sen? 6, =1,vem

que

11_ 2
senq, =+ 1 — cos?q, e tgq, = AL RN tgq, = y OV 92

cos q; cos q;

Usando da fung¢ao inversa de tangente, temos:

J1 - cos? ( 2a,a; )
q, =tg™* V) tg! 2 2
cos q, x4+ y*—aj—a,
2a,a,

44



Figura 26 - Tridngulo

X (x,¥)
O\ axsing
a»cos g
el
_____ ¢
> — L — X

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOg&feature=youtu.be

Observando a figura acima, notamos que as relacdes da trigonometria de seno e
cosseno foram usadas, fazendo uso disso juntamente com as informagdes da figura abaixo,
podemos calcular a tangente de £.

Figura 27 - Tridngulo

y (x,y)

asing

axcos

-
O° 0>

Y
! W

> X

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOg&feature=youtu.be

a,senq, ) a,senq,

a; + a,cosq,

tanf = (

a; + a,cosq,

Vamos agora calcular y conforme na figura abaixo, notando que y = g4 + f5.
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Figura 28 - Tridngulo

(x,¥)

» <

X

X

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOgé&feature=youtu.be

Aplicando a tangente de ¥ no tridngulo maior em vermelho e observando que y =

g+ B

Y
y=tg7'= e q=y-f
Mas como vimos anteriormente,
a,sen
B =tg L 25enq;

aq + a, cos g,

Logo, G =v—FB

a,senq,
a; +a,;cosq,

-1

1Y
=tg l=-t
q: =18 o g

Agora vamos demonstrar como fazer o célculo da cinemadtica inversa quando a, faz
um angulo negativo com o prolongamento de a; , ou seja, ¢, estd no sentido horario e o
segundo brago a, faz um angulo negativo com o prolongamento do brago a; conforme

ilustrado na figura abaixo.
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Figura 29 — Brago com o angulo g, negativo

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOgé&feature=youtu.be

Para encontramos o angulo g, negativo, procedemos da mesma forma mostrado acima
fazendo uso do resultado da Lei dos Cossenos, lembrando que g, esta no sentido horario.

Assim,

2 2 _ 2 2
Xty —ar—ap

q; = —cos™
2a1a,

Portanto, note que o resultado para g, ¢ o mesmo da situagao anterior observando

apenas o sinal negativo:

x2+y2_a%_a%)2

1- ( Zalaz

= —t
7 8 x2 +y? — aj — a,’

2a,a,

Observando a figura abaixo, temos as seguintes expressoes para q;, Y € S:
Figura 30 — Determinagdo de g, y e 8

¥ - (x.y)

X > X

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOg&feature=youtu.be
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e q¢g= yv+p

Figura 31 — Triangulos

azsinq2 { a2sing2

{ a2¢0s02 & _________ $oy { a2¢0sq2 l%\w ........

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1NmH-QnTvOg&feature=youtu.be

Pelas figuras acima, podemos novamente usar os resultados das relagdes
trigonométricas para encontrar os lados dos tridangulos em amarelo na figura 31. Além disso,
¢ possivel também calcular o lado azul (hipotenusa) do tridngulo a direita desta mesma figura

bem como a tangente do angulo f.

ap senq; ap senq,

hipotenusa = a; + a, cosq, e tgp = e p=tg!

ai+a, cosq, ai+a, cosq,

Logo,como g, = Y+ f ,sendo y = tg‘lf e Bp=tg 12012

a,+a; cosq,
Entao,

_12 -1 azsengqz

aj+az cosqz

q:1 = tg + tg
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Portanto, essas sdo as formulas da cinematica inversa para determinar os angulos de
um braco robético planar digamos g4 e g, composto por dois bracos a; € a, e duas juntas
dado que a posicao do efetuador final ja ¢ sabida. Sendo as duas primeiras quando os angulos

sdo positivos e as duas ultimas quando o segundo angulo ¢ negativo.

x2+y2_a%_a%)2

1-( 2a,a,

x2 + y% — a? — a,”

2a1a2

a,senq-,

1Y
— tog- 12 _ te-1
T 8 x5 a; + a, cos q,

x> +y2 _a% _a%)z
2a1a2

x2+y2—ai—a,
2a,a,

a,;senq,

1Y
=tg 1=+ tg?!
1 g X g a1+azcosq2

Nessas demonstragdes, usamos a Lei dos cossenos, as relagdes trigonométricas como
seno, cosseno, tangente, funcdo inversa da tangente além de soma de angulos bem como
relacdo fundamental da trigonometria ¢ o Teorema de Pitdgoras, sendo assim uns bons

exemplos de aplicabilidade da teoria as quais podem ser apresentadas aos alunos.
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4 ABORDAGENS PEDAGOGICAS PARA O ENSINO DE MATEMATICA

No Brasil, a educacdo vem passando por varios momentos diferentes e conforme
Saviani (2007), podemos considerar que os primeiros passos do ensino aqui no nosso pais
foram dados com a chegada dos jesuitas os quais foram os pioneiros a ensinar, por intermédio
da catequizacdo. Entretanto, esse ensino era de forma tradicional, isto ¢, predominava o
autoritarismo do professor o qual era visto como o detentor do saber e o aluno tinha apenas
que receber as informacdes e reproduzi-las fielmente. Esse processo também impactou a
matematica e por volta de 1810 que aparece o primeiro matemadtico brasileiro publicando

assuntos matematicos na imprensa:

Um bom exemplo dessa politica real ¢ o aparecimento de uma revista, O Patriota,
fundada pelo matematico Manoel Ferreira de Araujo Guimardes, onde também se
publicavam textos matematicos. Arajo Guimardes havia publicado na Imprensa
Régia, em 1810, o primeiro trabalho impresso no Brasil, denominado “A variagdo
dos tridngulos esféricos”. E surpreendente o fato de uma imprensa emergente no
Brasil ser capaz de lidar com textos matematicos. (D’ Ambrosio, 2011, p.47)

Assim, a matematica comecava a ganhar espagco no Brasil com academias militares
fundadas pela corte portuguesa que ofereciam cursos de Matemadtica, Fisica e Ciéncias
Naturais. Dessa forma, a matematica era de carater superior, com o intuito de preparar alunos
para a carreira militar sendo que os primeiros livros matematicos foram de artilharia. A
educagdo brasileira no geral também teve varios avancos logo apds a independéncia, sdo
exemplos as criagdes das famosas faculdades de Direito em Sao Paulo e Olinda.

Desse modo, vale destacar varias publicacdes de matematica em escolas militares
segundo D’Ambroésio (2011). Uma delas, foi inclusive a primeira tese de doutorado em
matematica, com o titulo “O modo de indagar novos astros sem auxilio das observagoes
directas”, do autor Joaquim Gomes de Souza. Contudo, o ensino permanecia engessado, sem
mudancgas ou atualiza¢des e pautado a quadro e giz de forma tradicionalista, sem estratégias
diferentes, abordagens diferentes enfim, sem inovagdes.

Além disso, ainda conforme D’Ambroésio (2011) no inicio do sec. XX houve uma
modernizacdo da matematica em nosso pais, nas escolas através de buscas de conceitos
principalmente na Europa do que estava acontecendo no momento. Segundo o autor citado,
apos a Segunda Guerra Mundial houve um crescimento significante nas pesquisas

matematicas bem como a criacdo de universidades, escolas politécnicas e consequentemente
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também o aumento de pesquisadores mestres, doutores refor¢ando o fato de o ensino da
matematica ser rigorosamente tradicional.

Fazendo um corte na histéria e pulando para os anos 60 e 70, Zorzan (2007) afirma
que o ensino da matemadtica focou mais na abstra¢do, dando mais importancia na teoria ao
invés da pratica. Isso se deve a influéncia da “matematica moderna” que estava acontecendo
nao so no Brasil, mas em todo o mundo.

Logo, o ensino tradicionalista onde o professor ¢ apenas transmissor da informagao
sem dar subsidios aos alunos a reflexao e criticas nao ¢ o que buscamos enquanto educadores

e ndo ¢ o ideal para os estudantes, segundo Bicudo (1999):

Este ensino acentua a transmissdo do saber ja construido, estruturado pelo professor,
a aprendizagem € vista como impressdo, na mente dos alunos, informagoes
apresentadas nas aulas. O trabalho didatico escolhe um trajeto “simples” — transferir
para o aprendiz os elementos extraidos do saber criado e sistematizado, ao longo da
historia das ciéncias, fruto do trabalho de pesquisadores. As aulas consistem
sobretudo, em experiéncia sobre temas do programa; entende-se que basta o
professor dominar a matéria que leciona pra ensinar bem (BICUCO, 1999, p. 156).

Nessa perspectiva, podemos afirmar que a educagao sustentada no processo tradicional
que nao favorece a constru¢do do saber, nem tdo pouco contribui para a formagdo do
individuo enquanto cidadao critico, ndo acompanha as inovagdes tecnoldgicas. Quanto a isso,
Borba; Silva e Gadanidis (2016) afirmam que a velocidade com que a tecnologia vem
avancado ndo ¢ a mesma quanto a distribui¢do e acessibilidade na sociedade, pois a cada dia
surge algo melhor. Mas, essas inovagdes trazem oportunidades para o ensino de matematica.

De acordo com D’Ambrosio (2012), a partir da década de 70 com o surgimento da
calculadora, com preco acessivel a todos e também a evolucdo dos computadores as
discussdes em educacdo matematica comegam a ganhar espaco. Portanto, algumas tendéncias
metodoldgicas nasceram, como as etnomatemadtica, resolu¢do de problemas, materiais
manipuléveis, histéria da matematica, TIC’s dentre outras.

Assim, ¢ possivel considerar também trés perspectivas de ensino que sdao elas a
construtivista, construcionista e por Ultima a instrucionista onde a rigor essa pesquisa ¢ mais
caracterizada. Baseadas em reflexdes de autores como Piaget, Vygotsky e Papert, essas
concepgoes pedagdgicas vém para auxiliar no desenvolvimento de aprendizagem fazendo
com que os alunos possam construir, criar € desenvolver saberes a partir deles mesmo em um
processo cognitivo e através da socializagao.

O construtivismo ¢ a abordagem pedagdgica em que fomenta aos alunos a construg¢ao

do saber com o professor no papel de mediador, conforme Vilarinho (2020). Desse modo,
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segundo o autor, o professor deve ter uma organizagdo pedagdgica com competéncias e
experiéncias que possibilite auxiliar os alunos na constru¢ao dos seus proprios saberes.
Logo, vale mencionar que o conhecimento ndo vem ao acaso ao estudante e nem tao
pouco ¢ passado para ele por meio da informagao evasiva. De acordo com Vilarinho (2020):
Depreende-se, introdutoriamente, que ha uma presente necessidade de se reconhecer
que as concepgdes ou hipdteses dos educandos combinam-se com as informagdes do
meio, em uma interacdo em que predomina a atividade do sujeito cognoscente na
construgdo do conhecimento. Isto é, o individuo ndo descobre o conhecimento

espontaneamente ¢ nem o conhecimento ¢ transmitido mecanicamente pelo meio
exterior ou pelo adulto. (VILARINHO, 2020, p.18)

Nesse mesmo ponto de vista, o construtivismo parte do pressuposto de que a escola

também dé subsidios aos alunos no que diz respeito da aprendizagem, nesse sentido:

A aprendizagem contribui para o desenvolvimento na medida em que aprender ndo ¢
copiar ou reproduzir a realidade. Para a concepgdo construtivista, aprendemos
quando somos capazes de elaborar uma representacdo pessoal sobre um objeto da
realidade ou conteudo que pretendemos aprender. (SOLE; COLL, 2001, p.19)

r

Essa perspectiva construtivista ¢ sustentada na teoria de Piaget, onde o individuo
interage com o meio e baseado nisso, Ledo (1999) afirma que a interagdo do aluno com o
ambiente traz a tona a construgdo, a destrui¢do, a reconstru¢cdo do conhecimento vindo do
proprio estudante, isto €, a aprendizagem parte do proprio sujeito sendo este o protagonista do
processo ensino-aprendizagem e o professor apenas como um auxiliador.

Sobre esse mesmo ponto de vista, “Piaget vé o professor mais como espectador do
desenvolvimento e favorecedor dos processos de descobrimento auténomo de conceitos do
que como um agente que pode intervir na assimilagdo do conhecimento” (SILVA, 2014,
p.14).

Ja a visdo construcionista, aponta que o sujeito constroi seu conhecimento de forma
subjetiva, vindo do seu interior para o exterior e também de sua vivéncia, concepgdes essas
que sdo aceitas tanto para Vygotsky como para Piaget, conforme Silva (2014).

Essa abordagem se baseia nas teorias de Papert e Piaget, onde o primeiro baseado nas
teorias Piagetiana desenvolveu uma proposta de ensino a qual denominamos Contrucionismo
de acordo com Vilarinho (2020).

Seymour Papert foi um professor sendo um dos primeiros a desenvolver a
programacao com o uso de computadores na educagao de acordo com Silveira (2012). Ainda

segundo o autor, Papert também criou o LOGO uma linguagem que faz parte da programacao
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de computadores usada na aprendizagem da crianga e posteriormente o famoso Lego - Logo
que ¢ um brinquedo tipo um robo infantil construidos com blocos legos.
Dai, Seymour construi essa concepc¢ao construcionista baseada em Piaget e Vigotsky

de acordo com Silveira (2012):

Papert, para elaborar sua concepgdo de Construcionismo, aprofundou-se na Teoria
Construtivista de Piaget e Vigotsky, mas acabou se distanciando da Psicologia do
Desenvolvimento, passando a alinhavar uma teoria mais voltada para a intervencao
pedagogica. Dessa forma, como o proprio Papert definiu, o Construcionismo passa a
ser uma “reconstrucdo pessoal do construtivismo”. (SILVEIRA, 2012, p.122)

Para Papert, o aluno ¢ capaz de fazer uma ligacdo entre o abstrato e o concreto por
meio da intera¢do utilizando o computador. Assim, o aluno pode construir suas proprias
intuicoes através desse ambiente conforme afirma Vilarinho (2020).

Por outro lado, a concepgao instrucionista € o ensino voltado para o tradicional e que
mais tem sido usado nas escolas sendo caracterizado por uma aprendizagem
comportamentalista, assim como afirmam Silva, Kahil, Nicot (2015). E dessa maneira,
decidimos optar por essa perspectiva como carro chefe para essa pesquisa proposta aos
professores de matematica onde comtemplarao todas as outras concepgdes de ensinos citadas
com os seus alunos.

Entretanto, por mais que o instrucionismo seja, como o proprio nome sugere, algo que
¢ passado como informagdo ou passos a seguir, acreditamos que essa proposta visa
comtemplar as varias concepgoes citadas aqui anteriormente.

Ainda conforme Silva, Kahil, Nicot (2015), a abordagem instrucionista ¢ caracterizada
pela transmissao de informagdes feita por um computador através de jogos e simulagdes para
os alunos a fim de que eles possam executar alguma atividade. Aqui, iremos propor uma
sequéncia didatica instrucionista para os professores de Matematica trabalharem a
trigonometria e indiretamente, estaremos sugerindo para os alunos instrugdes para realizar tal

tarefa.
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5 PRODUTO EDUCACIONAL

O nosso produto consiste em confeccionar um brago manipulavel com 2- DOF rudimentar
com réguas e trasnferidores além de uma cartolina quadriculada simulando um sistema de
coordenadas cartesianas, conforme Muzakki et al.(2018).

Assim, a ideia é sugerir uma proposta didatica ao professor para trabalhar conceitos de
trigonometria aplicados a uma situgao real e atualizada. Para isso, escolhemos o tema robotica
que vem crescendo ha muito tempo em todos os setores e segmentos econdmicos. Desse
modo, acreditamos que essa proposta podera ser uma estratégia para sanar problemas de
didaticas quanto ao ensino de trigonometria na sala de aula.

Para isso, o primeiro passo foi pegar uma cartolina e quadriculé-la como se fosse um
sistema de coordenadas. Logo depois, confeccionamos o brago robdtico constituido de duas
réguas comuns de 30 cm, isto €, o brago terd uma junta, considerando que a outra junta incial
sera desprezada, pois ¢ o angulo incial em que podemos apenas mover a primeira régua

manualmente conforme a figura abaixo:

Figura 32 - Plotter

Fonte: Organizado pelo autor, 2021.
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Dessa forma, vale mencionar que o produto utilizado neste trabalho, conhecido
também como Plotter, foi fundamentado no artigo internacional “Robots Arms Kinematics
Learning using Pointe Plotter”. Ele ¢ bastante rudimentar e simples de fazer. Os materiais
usados s3o: uma cartolina, duas réguas de 30 cm (se possivel com um furo cada) e dois
transferidores.

A ideia aqui ¢ simular um brago robdtico que os alunos possam confeccionar sem
grandes problemas, porém fica a sugestdo de criar um brago robdtico com motor ou com
pecas LEGO®. Na cartolina iremos simular o campo de trabalho do brago, e como ¢
pretendido trabalhar com o plano, a cartolina serd o plano cartesiano e as réguas os bracos,
onde existird somente uma junta que unird as duas réguas.

O primeiro passo ¢ construir na cartolina um sistema de coordenadas cartesianas de

forma quadriculada para facilitar a atividade conforme a figura abaixo.

Figura 33 — Cartolina

Fonte: Organizado pelo autor, 2021.
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Em seguida, ¢ sé juntar as réguas que serdo os bragos roboticos. Para isso, a sugestao
da figura abaixo foi usar de forma bem rustica um pedago de papel para uni-las através de um
orificio que as réguas continham, fazendo que elas se movimentem como se fosse uma junta

mecanica.

Figura 34 - réguas

Fonte: Organizado pelo autor, 2021.

E por fim, vem os transferidores que usaremos para medir os angulos. Os
transferidores se localizam um na origem do sistema de coordenadas e o outro na junta da

unido das réguas, afim de medir os dois angulos mostrados no modelo desse trabalho.

Figura 35 - Transferidores

Fonte: Organizado pelo autor, 2021.
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Nesse sentido, esse produto abrange o sistema cartesiano no plano, medicdo de
angulos, célculos algébricos e geométricos além da aplicagdo dos conceitos e resultados da
trigonometria. Assim, acreditamos ser essa uma estratégia contextualizada para trabalhar a
trigonometria na pratica e de forma concreta.

O Plotter funciona da seguinte maneira, considerando primeiramente a cinematica
direta iremos medir os angulos que as réguas fazem com os transferidores tanto na origem
como na junta dos dois bracos (réguas). Para isso, o primeiro angulo ¢ medido levando em
consideracdo a abertura que a primeira régua faz com o eixo OX, j4 o segundo angulo ¢
medido considerando o prolongamento do primeiro brago como se fosse um “eixo OX”
alternativo com a abertura do segundo brago.

Feito isso, o proximo passo ¢ descobrir qual a posicdo final da segunda régua no
sistema cartesiano e isso pode ser calculando pela formula da cinemadtica direta de um brago

robotico de grau de liberdade 2 conforme mencionado anteriormente.

X =ay cosq, +azcos(qi + q,) y =a, senqq+ az sen(qy + q,)

J&4 no caso do processo ao contrdrio, da cinematica inversa, iremos dispor os bragos
aleatoriamente ou propositalmente em alguma posi¢@o na cartolina e observar as coordenadas
x e y do sistema cartesiano. Logo apos, o objetivo € encontrar os angulos positivos dos bragos
correspondentes a posi¢ao inicial do efetuador final. Desse modo, dados os comprimentos dos
bracos e as coordenadas do efetuador final do brago robodtico ¢ possivel calcular os angulos

procurados pela formula da cinematica inversa de um brago robotico de grau 2.
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Portanto, a proposta dessa disserta¢ao ¢ aliar um produto de material manipulavel com
uma concepcao pedagogica e para isso escolhemos a sequéncia didatica com o objetivo de
sustentar essa maneira diferente de ensinar trigonometria, fazendo com que professores de
matematica possam ter um auxilio para preparar suas atividades relacionadas a esse tema.

Uma tendéncia pedagdgica ndo citada na se¢do 4 e que € muito importante no processo
ensino-aprendizagem ¢ a sequéncia didatica. Portanto, essa se¢@o foi inteiramente dedicada a
esse tema que € a estratégia que escolhemos para sugerir ao professor no que diz respeito a
ensino da trigonometria.

A sequéncia didatica surgiu no Brasil a partir da década de 90 com forte representagdo
nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’S) através da exposicdo de atividades
sequenciadas. Foi a partir do documento oficial que o termo sequéncia didatica passou a
compor as pesquisas (MACHADO; CRISTOVAO, 2006).

De acordo com Zabala (1998) a sequéncia didatica ¢ uma varidvel da pratica
educativa, isto é, segundo o autor o bom profissional precisa objetivar a competéncia no seu
oficio, estudando, pesquisando e por consequéncia adquirindo experiéncia e conhecimento
para uma docéncia eficaz. Para isso, ele afirma que ¢ necessario que o professor tenha o
controle e conhecimento de varidveis que o permitirdo planejar o processo educativo e depois
analisar, aplicar e avaliar.

Conforme afirma Libaneo (1994), o planejamento docente estd ligado nao so6 a
previsdo de atividades, mas também a pesquisa, reflexao e avaliagdo do que o professor esta
propondo. Para esse autor, o planejamento abrange trés perspectivas entrelagadas entre si:
plano da escola, plano de ensino e plano de aulas.

Nesse contexto, o plano da escola aborda propostas pedagogicas e administrativas,
trata-se do projeto politico pedagogico, com uma organizagao didatica que envolve o contexto
social, politico, econdmico e cultural de uma comunidade escolar.

Ja o plano de ensino ¢ um roteiro que contempla um recorte nas unidades didaticas
especificas, norteando o desenvolvimento metodoldgico das disciplinas atreladas aos
objetivos das instituicdes de ensino.

Por outro lado, o plano de aula envolve agdes especificas, ¢ o plano de ensino

detalhado, onde o professor vai planejar a aula sistematicamente para situagdes didaticas
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reais. E um guia flexivel de diretrizes para atuagdo docente com o objetivo de orientar a
pratica.

Assim a sequéncia didatica nada mais ¢, segundo Zabala (1998) um conjunto de
atividades sequenciais, bem ordenadas e estruturadas para um determinado fim educacional
onde o professor e o aluno conhecem o inicio e o fim. Para o autor, essa varidvel da pratica
educativa fomenta para o aluno a possibilidade de diversas formas de aprender e para o
professor varios meios de absorver a maneira como eles constroem seu conhecimento.

Ainda mais, o autor afirma que “Também observamos que os diferentes conteidos que
apresentamos aos meninos € meninas exigem esforgos de aprendizagem e ajudas especificas.
Nem tudo se aprende do mesmo modo, no mesmo tempo nem com o mesmo trabalho”.
(ZABALA, 1998, p.84). Nesse sentido, a sequéncia didatica ¢ a ferramenta eficaz na escolha
do planejamento do professor, pois ela fomenta a aprendizagem e o ensino também, além de
ser interdisciplinar no que tange a conectar tema de uma disciplina a especificidade de outra,
tornando-se assim o ensino mais genérico € nao particular, conforme afirmam Peretti; Tonin
da costa (2013).

Para que a sequéncia didatica seja efetiva, ¢ preciso que os alunos conhecam
claramente o que € pra ser feito, os objetivos e aonde quer chegar. A sequéncia didatica tem
que ser bem detalhada com passos para o professor e alunos seguirem como se fosse uma
receita, porém flexivel, o professor deve ter a sensibilidade ao intermediar o processo de
aprendizagem. Ainda no ponto de vista de Zabala (1998), a sequéncia didatica ¢ defendida por
ele porque ela traz meios que fazem os alunos serem investigativos na constru¢do do seu
proprio conhecimento, fazendo com o que os mesmos se tornem cidadaos criticos, conscientes

capazes de transformar a sociedade.
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6 UMA SEQUENCIA DIDATICA COMO PROPOSTA PARA O ENSINO DE
TRIGONOMETRIA

A ideia ¢ ensinar trigonometria de uma forma diferente, com uma aplicacdo onde os
alunos possam ver na pratica esses conceitos € que de forma empirica eles possam se
apropriar de algumas propriedades trigonométricas. Apesar do conceito de sequéncia didatica
estar associada ao instrucionismo, a proposta de ensino ¢ baseada na interagao professor/aluno
pela teoria construtivista/construcionista observando alguns conceitos de robdtica
educacional.

A proposta ¢ para alunos do 9° ano do ensino fundamental como parte da matriz
curricular e observando as competéncias necessarias para essa fase educacional conforme a
BNCC. Esperamos que esse trabalho possa orientar os docentes a ter subsidios para ensinar
esse conteudo em sala de aula. Além disso, esperamos que os discentes venham absorver com
clareza os conceitos de trigonometria.

Para isso, vamos considerar a seguinte situagdo-problema, onde um robo6 industrial
precisa desempenhar uma atividade onde terd que cortar uma chapa metalica. Neste caso,
estamos apenas interessados no comeco da furacgdo, isto €, apenas a posicao inicial do corte.
No primeiro caso, sao dadas as angulagdes dos bragos desse robo e pede-se aonde o efetuador
ird comecar a furar a chapa (cinematica direta), tendo em vista que a chapa funciona como se
fosse um plano.

Ja em um segundo caso, o braco ja se encontra na posi¢do inicial de corte e queremos
saber quais os angulos que os bragos terdo que fazer para tal situagcdo, ¢ o que chamamos de
cinematica inversa.

Essa proposta ¢ uma maneira de propor algo diferente e contextualizado no ensino de
trigonometria ja que a robotizacdo das fabricas ¢ uma tendéncia que vem crescendo bastante
no mercado econdmico, sem dizer que para resolver esse problema ¢ necessario fazer uso das

relagdes trigonométricas observando suas aplicagoes.
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SEQUENCIA: TRIGONOMETRIA

MODALIDADE/NIVEL DE ENSINO

e Ensino fundamental / 9° ano

AREA

e Matematica

UNIDADE TEMATICA

e (Geometria

OBJETOS DE CONHECIMENTO
e Relagdes métricas no triangulo retangulo Teorema de Pitagoras: verificagdes
experimentais e demonstragdo Retas paralelas cortadas por transversais:

teoremas de proporcionalidade e verificagdes experimentais

HABILIDADES
e EF09MA13. Demonstrar relacdes métricas do tridngulo retdngulo, entre elas o
teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de tridngulos.
e EF09MAI14 Resolver e elaborar problemas de aplicagio do teorema de
Pitagoras ou das relagdes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas

cortadas por secantes.

CONTEUDOS ABORDADOS

Calculos de angulos, relagcdes métricas no tridngulo retangulo, nimeros reais.

DURACAO DAS ATIVIDADES
8 a 10 aulas de 50 minutos, o professor pode personalizar de acordo com o

andamento da turma.

CONHECIMENTOS PREVIOS TRABALHADOS PELO PROFESSOR COM
ALUNO
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e Recomenda-se que ja tenha trabalhado o sistema cartesiano de

coordenadas, bem como o conjunto dos nimeros reais e angulos.

ESTRATEGIAS DE ENSINO E RECURSOS EDUCACIONAIS
e Aulas expositivas
e Livro didatico
e (Caderno, lapis e borracha
e Cartolina, régua e transferidor
e Trabalho em grupo
e Resolugao de exercicios

e Quadro e giz

DESCRICAO DO DESENVOLVIMENTO SEQUENCIA DE ATIVIDADES

1* etapa

Nesta etapa inicial recomenda-se que o professor comece a aula se apresentado, dando
boas-vindas aos alunos e organizando o espaco da sala de aula com todos os alunos
devidamente acomodados em seus devidos lugares. Em seguida, o professor deve apresentar o
tema Trigonometria e comegar uma conversa informal com os alunos a respeito do tema, esse
momento ¢ importante para que se tenha um diagndstico da turma sobre temas elementares e
as nogdes que possuem sobre tal assunto. Isso podera ser feito por meio de indagacdes,
intermediagdo de discussdes, mas sem adentrar com detalhes na tematica proposta.

Vale ressaltar que nesse momento, o professor pode gastar tempo e caprichar em uma
introducao interessante com exemplos contextualizados e principalmente aplicacdes no nosso
dia a dia. Procure também se dedicar a historia da trigonometria, destacar sua evolugao e
necessidade mostrando aos alunos como ela chegou até aqui.

Apds esse momento introdutdrio, o professor apresentara o tema Trigonometria
explicando sua raiz etimoldgica e posteriormente uma situagdo-problema qualquer instigando
os alunos a como ter a solugdo, considerando democraticamente sem julgar as varias respostas
que poderdo surgir. Nesta hora ¢ bom quebrar objecdes e ter uma boa flexibilidade para nao

frustrar alguns alunos e correr o risco de perderem o interesse sobre o tema.
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Abaixo uma sugestdo de uma de situacdo-problema retirada da sala de atividades:

brincando com a trigonometria do site clubes de Mateméatica da OBMEP.

Figura 36— Situagao-problema do edificio

Fonte:http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-de-atividades-brincando-com-trigonometria

Uma pessoa com 1,75 m de altura, que se encontra a 20 m da base de um edificio

vé o ponto mais alto dele sob um angulo de 50°. Qual a altura aproximada do edificio?
Solugao:
Seja h o comprimento, em metros, do segundo cateto do tridngulo retangulo que

aparece na figura.

Figura 37 — triangulo retangulo

50°

20

Fonte:http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-de-atividades-brincando-com-trigonometria/

*
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Assim, tg 50° = % , donde h = 20 X tg50°. Portanto, h ~ 23,84 e, entdo, a altura

do edificio é, aproximadamente, 25, 6 m.

Logo, considerando algumas respostas, ratificando outras o professor pode deixar em
aberto a discussdo e imediatamente ja apresentar de forma expositiva as relacdes basicas da
trigonometria, seno, cosseno e tangente com alguns exemplos e exercicios de fixacdo e sé

depois apresentar a solu¢do acima dada.
2% etapa
Aqui, a sugestdo ¢ comecar apresentando a demonstragdo de Perigal do Teorema

Pitdgoras. O professor pode construir com os alunos essa prova do Teorema fazendo grupos

ou individualmente.

Figura 38 — Demonstracao de Perigal

Fonte: https://www.obaricentrodamente.com/2018/1 1/teorema-de-pitagoras-metodo-de-perigal.html

A proposta ¢ fazer com que os alunos recortem as partes do quadrado construido sobre

o cateto maior e que pelas tentativas cheguem a conclusdo, tentando montar esse “quebra-
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cabec¢a”, de que essas partes juntamente com o quadrado construido sobre o cateto menor se

encaixam no quadrado construido sobre a hipotenusa.

Figura 39 — Construcdo da demonstragao de Perigal

Fonte: Organizado pelo autor, 2021.

Na figura acima, estdo os passos para construir a demonstracdo. O conceito ¢ deixar
os alunos tentar montar as pegas do quadrado em amarelo e azul dentro do quadrado maior.
Neste momento, o professor pode ficar a vontadade para mediar discugdes e fazer algumas
perguntas motivadoras, como:

1. Isso ¢ possivel?

2. E se o triangulo tiver dois catetos com a mesma medida? Também ¢ possivel?

Logo apds, serd apresentada a situacdo-problema envolvendo o corte de uma chapa
metalica que serd feito por um braco de robd industrial. Com isso, esta fase podera consistir
em mais de uma aula, pois sera dedicada a confecgdo da atividade e podera ter discussoes e
varias solucdes dos alunos além de algumas investigacdes e indagacdes que serdo feitas.

Neste passo, vamos confeccionar o “robd” com duas réguas de 30cm cada, dois
transferidores e uma cartolina. O professor poderd optar por dividir os grupos e cada grupo
confeccionar o seu ou simplesmente fazer um para a turma toda ou até mesmo ja trazer pronto

para sala de aula.

Situacdo-problema

Joao é um operador de maquina em uma fabrica de automadveis e precisa cortar
uma chapa metalica com sua maquina robotizada. Porém a maquina, por alguma razio,
perdeu a programacio e Joiao tem que programar a maquina novamente tendo que

fazer os calculos sugeridos pelo departamento de qualidade da fabrica para que nao
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haja desperdicio de material. Considerando que a chapa metailica é um plano cartesiano

e que os bracos siao planares:

a) Quais as coordenadas (dimensdes da chapa) que indicam a posicao inicial do corte na
chapa, sabendo que neste caso os bragos medem 27 cm e 24 cm e os angulos sdo de 60° e 11°?
b) Agora e se Jodo ja soubesse aonde a maquina tem que comegar o corte, x = 9,66 cme y =
12,50 cm com os dois bracos medindo 26 cm, mas ndo soubesse os angulos que os bracos

terdo que fazer? Quais seriam esses angulos?

Aqui, o professor pode desenhar a situa¢do no quadro dando uma ideia do problema e
s6 depois confeccionar ou exibir o plotter com a cartolina quadriculada como um sistema de
coordenadas cartesianas.

De posse com o plotter, na letra “a”, temos o caso de cinematica direta, porém antes de
mostrar a formula aos alunos ¢ recomendado ao professor que trabalhe com os alunos os
elementos de trigonometria aliados a geometria de forma elementar construindo juntos os
raciocinios e considerando possibilidades de solucionar o problema, e s6 depois entdo, usar a

formula da cinematica direta demonstrada anteriormente.

Figura 40 — Plotter

Fonte: Organizado pelo autor, 2021.
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3% etapa

Nesta 3% etapa, vamos trabalhar diretamente com as formulas da Cinematica Direta e
Inversa. O professor podera demonstra-las ou nao, ficando a critério de cada um. Na figura
abaixo, no caso da letra a no problema, temos um plotter com a escala de 1:3, isto ¢, a cada
unidade do sistema cartesiano da cartolina equivale a 3 cm e como os bragos que sdo as
réguas tem 27 cm e 24 cm, entdo 27/3 = 9 cm 24/3 = 8 cm s@o as novas medidas dos bragos

de acordo com essa escala, ou seja, a; = 9cmea, = 8 cm.

Figura 41 — Plotter

Fonte: Organizado pelo autor, 2021.

Assim, pela formula da cinematica direta temos,

X=aq cosB;+ a,cos(0;+ 6,) y=a,senf, + a, sen(6, + 0;)

x =9 X cos60°+ 8 X cos71° y =9 X sen60° + 8 X sen71°

Resolvendo as expressdes chegamos aos valores aproximados de x e y.

x=7,10cm e y = 15,26 cm
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O professor podera juntamente com os alunos confrontar os dados na pratica, podendo
ocorrer erros de aproximagao ou nao.
Ja na letra “b”, temos o caso em que os bragos medem 26 cm cada, isto ¢, 26/3 = 8,66

cm e x=9,66cmey=12,5cm conforme a figura abaixo.

Figura 42 — Plotter

Fonte: Organizado pelo autor, 2021.

Assim, usando a formula da cinematica inversa, temos:

1—( 9,662 412,528,662 —8,662)2
-1 2X8,66X8,66

j— j— o
7 =18 9,66%+1 ,52-8,66%—8,66° S qz= 47,76
2X8,66X8,66
—1 12,5 -1 8,66sen47,76° °
=tg  —- S = 26,43
71 g 9,66 8,66+8,66 cos 47,76° q1 !
4? etapa

Esta ¢ a secdo onde sera feita a avaliacdo observando a compreensdo dos alunos e se
sdo capazes de buscar solugcdes com as ferramentas dadas para algum tipo de problema de
trigonometria. Assim, o professor pressupde que os alunos ja estdo familiarizados com o
contetdo afim de aceitar novos desafios.

Com isso, a avaliagdo serd dada como verificagdo de aprendizagem com uma lista de
exercicios, por exemplo, ou prova escrita de multipla escolha ou descritiva. A participacao de
grupo ou nao, a interagdo com o grupo, individualmente e coletivamente também serdo

critérios avaliativos.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi uma grande conquista para nés no que diz respeito a propor algo
novo didaticamente, além de contribuir para o ensino da trigonometria. Entretanto, mesmo
nao aplicando esta pesquisa para os alunos, acreditamos que ela possa contribuir para novas
estratégias de ensino e auxiliar professores de matematica.

Como o objetivo da pesquisa ¢ o de elaborar uma sequéncia didatica para professores,
ndo haverd, portanto, aplicagdo em sala de aula que faria necessaria a coleta de dados. Desta
forma ndo haverd também a analise de dados, mas apenas uma analise tedrica, em relagao a
constatacdo, do funcionamento do brago robotico desenvolvido sob a modelagem de relacdes
trigonométricas, feito por meio de demonstragcdes matematicas.

Assim, desenvolver este trabalho foi um grande passo na nossa qualifica¢cdo enquanto
professores, pois podemos refletir sobre nossas praticas de ensino tentando fugir da zona de
conforto, buscando se inovar a cada dia tornando o processo ensino-aprendizagem mais
interessante para docentes e discentes.

Dessa forma, esperamos que essa proposta de ensino da trigonometria possa ser mais
prazerosa e divertida aos alunos. Também almejamos que seja algo valioso no que tange a
praticas de ensino de professores de matematica, oferecendo uma metodologia que nao se
restringe ao ensino vertical do professor ao aluno.

Com isso, ao final das atividades, poderdo ter a oportunidade de reflexdo do processo
de ensino-aprendizagem e os alunos a autonomia no que diz respeito a enxergar o mundo real
e criar possibilidades com uso de ferramentas matematicas para um determinado fim aplicavel
cooperando para a formacgao do cidadao.

Para isso, fizemos uso do modelo de uma sequéncia didatica para oferecer aos
professores um caminho, um passo a passo das atividades a serem trabalhadas na turma. A
ideia ¢ recomendar uma estratégia de ensino de trigonometria de forma mais contextualizada,
dindmica e interativa, afim de que seja mais proxima da realidade dos alunos, aliando o
cotidiano e aplicabilidade da trigonometria, considerando assim a necessidade de um olhar
mais agucado no ensino fundamental II.

Primeiramente foi feito um levantamento bibliografico de trabalhos envolvendo
sequéncia didatica de trigonometria. Nessa fase buscamos analisar o que ja tem sido
produzido sobre a trigonometria através de sequéncias didaticas. Observamos que, nos bancos

de artigos, dissertacdes e teses pesquisados, ha produgdes relevantes que norteiam tal pratica e
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que esta pesquisa em especifico tem sua relevancia social a medida que também contribui
com um trabalho didatico diferenciado que se distancia de praticas tradicionais de ensino.

Em um segundo momento, escolhido o tema trigonometria, a estratégia de ensino,
optamos por escrever sobre o bragco robdtico envolvendo o ensino de trigonometria, ja que a
robotizagdo ¢ automacdo nos dias atuais vem crescendo bastante ¢ ¢ uma tendéncia mundial
que vivenciamos nos nossos dias.

Contudo, foi feito um estudo mais detalhado sobre o brago robdtico em especial o
planar com dois graus de liberdade. Escolhemos esse tipo de braco para que possa facilitar a
proposta além de proporcionar algo contextualizado nada complexo aos alunos.

Por fim, a escrita da pesquisa foi se desenvolvendo e criando forma para ser
apresentada como uma ferramenta de ensino 1util a professores de matematica e que possa
contribuir com o ensino. Pensamos em oferecer uma proposta que auxilie professores no
assunto de trigonometria aliada a tecnologia.

Nao poderiamos deixar de falar do programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional, o PROFMAT, que desde o comeco em suas disciplinas ¢ com as
participagdes dos professores e alunos, fomentam os estudos e pesquisas colaborando para

uma qualificacdo exemplar dos professores de matematica.
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APENDICE A - TRIGONOMETRIA, UMA BREVE HISTORIA

A palavra Trigonometria origina-se do grego, Tri, gonos € metron que significam trés,
angulos ¢ medida, isto ¢, medidas de trés angulos. E um ramo muito importante da
matematica, fazendo parte da geometria plana que estuda as relagdes de comprimento e
angulos de um triangulo.

Nesse sentido, O termo trigonometria se deve a relagao de tridngulo e medidas, isto &,
segundo Boyer (1974), “trigonometria” ¢ a medida de partes de um tridngulo, termo esse que
ndo era usado na época, mas por outro lado, o conceito de medidas de angulos em triangulos,
cordas, medidas de terras, lados de poligonos e razdes entre lados de triangulos ja eram
conhecidos por babilonios e egipcios.

Assim como outros assuntos da matematica, conforme o autor citado, a trigonometria
ndo foi obra do acaso ou de um homem em especifico, da mesma forma que sabemos o
porqué geralmente dos conceitos elementares matematicos (contagem de niimeros naturais,
medidas de terra, adi¢do...) serem criados por necessidades humanas, com a trigonometria o
processo foi 0 mesmo.

Ainda segundo Boyer (1974), o termo “trigonometria” ndo aparece na sua esséncia,
porém os gregos ja usavam a ideia de cordas e angulos por necessidades como, por exemplo,
o provavel calculo de Eudoxo usando razdes e medidas de angulos para achar o tamanho da

Terra.

Figura 43- Eudoxo de Cnido

e .’

Fonte: https://sites.google.com/site/matematicosbio01/eudoxo-de-cnido
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Nessa mesma dire¢do, para Lima (2013) a trigonometria iniciou-se na crenga de que os
planetas giravam em torno da Terra de forma circular, surgindo assim a ideia de relacionar
comprimento da corda de uma circunferéncia com o angulo central que essa corda se referia.

Nesse sentido, Barbosa (2002) também traz o conceito de trigonometria, bem como

um dos primeiros a tratar o termo trigonometria afundo, para esse autor:

A trigonometria iniciou-se como o estudo das aplicagdes, a problemas
praticos, das relagdes entre os lados de um tridngulo. Na Grécia, associava-
se a um dado angulo a corda correspondente ao arco que ele determinava em
um circulo centrado no seu vértice. No entanto, os escritores gregos do
quarto século chamam a Hiparco, que viveu no segundo século a.C, de
originador da ciéncia da trigonometria. Ele teve a reputacdo de ter

calculado uma tabela de cordas que constitui um livio com doze volumes.
(BARBOSA, 2002, p.143)

Nessa perspectiva, na Grécia mais precisamente em Samos, nasceu Pitagoras, aquele
que também contribuiu para a trigonometria e geometria além de outros assuntos como
musica e filosofia conforme Garbi (2006). Talvez seu nome esteja no teorema mais conhecido
na matematica, o “Teorema de Pitagoras”, uma obra prima desse matematico que marcou a
histéria. Desse modo, esse matematico com sua escola que era uma espécie de sociedade nos
deixara varios legados, entre eles o de enxergar de modo abstrato a matematica, os pitagdricos

foram os primeiros a fazerem isso.

Figura 44- Pitagoras de Samos

Fonte: https://www.netmundi.org/filosofia/2017/pitagoras-o-numero-e-o-principio-de-tudo/
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