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Resumo

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar a importancia de implementar os concei-
tos intuitivos de limites e derivadas no 1° ano do Ensino Médio, afim de justificar a validacao
de propriedades de conteidos, muitas vezes colocados como afirmativas abstratas aos alu-
nos. Tais conceitos serao apresentados sob uma perspectiva do estudo das funcoes afins e
quadratica. Inicialmente, apresentamos conceitos preliminares de funcao, especialmente, as
caracterizagoes e representacoes graficas das fungoes afim e quadréatica. Em seguida, a nocao
intuitiva de limite sera exposta, utilizando graficos e tabelas. Na sequéncia, sera abordado
o conceito de derivada, a partir da problematizacao da reta tangente a uma curva, passando
pela definicao de limite. Por fim, serd abordado uma série de resolucao de problemas com
aplicacao dos conceitos de limites e derivadas, como determinagao de pontos de minimo ou
maximo bem como intervalos de crescimento e decrescimento da fungao quadratica; trazemos
a interdisciplinaridade com a Fisica, nos conceitos de deslocamento, velocidade e aceleracao.
A aplicacao do Software GeoGebra também foi utilizada para a construcao das figuras con-
tidas nesse trabalho, produzidas pelo proprio autor, e na proposta de uma oficina com o
intuito de mostrar aos alunos o comportamento das retas secantes e tangente a uma curva
em um determinado ponto.

Palavras-chave: Funcao Afim; Funcao Quadratica; Limite; Derivada, GeoGebra.



Abstract

This work aims to present the importance of implementing the intuitive concepts of limits
and derivatives in the 1st year of high school, in order to justify the validation of content
properties, often placed as abstract statements to students. Such concepts will be presented
from the perspective of the study of affine and quadratic functions. Initially, we present pre-
liminary concepts of function, especially the characterizations and graphical representations
of the affine and quadratic functions. Then, the intuitive notion of limit will be exposed,
using graphs and tables. Next, the concept of derivative will be discussed, starting from the
problematization of the tangent line to a curve, passing through the definition of limit. Fi-
nally, a series of problem solving will be addressed with application of the concepts of limits
and derivatives, such as determination of minimum and maximum points as well as growth
and decay intervals of the quadratic function, we bring the interdisciplinarity with Physics,
in the concepts of displacement , velocity and acceleration. The application of GeoGebra
Software was also used to construct the figures contained in this work, produced by the
author himself, and in the proposal of a workshop in order to show students the behavior of
secant lines and tangent to a curve in a certain point.

Keywords: Affine Function; Quadratic Function; Limit; Derivative, GeoGebra
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INTRODUCAO

O Calculo Diferencial e Integral é uma das subdreas mais importante que compoe o
Curriculo de cursos da area de exatas e foi de extrema importancia para todo o desenvol-
vimento dessa ciéncia. Essa importancia se deve ao fato que suas ferramentas e técnicas
permitem intimeras aplicacoes em diversas areas do conhecimento, tais como na Fisica, Bi-
ologia, Astronomia, Quimica, Medicina, Engenharias, dentre outras; assim como apresenta
proficuidade nas justificativas de alguns conceitos matematicos, que muitas vezes sao im-
postos aos alunos do Ensino Médio como uma sentencga verdadeira ou é dada como uma
definicao de contetddo. Observamos ainda que dentro do contexto de areas aplicadas, pode-
mos considerar situagoes do nosso cotidiano, tais como a dinamica de uma populacao, juros,
impostos, movimentacoes bancarias, analise da velocidade ou aceleracao de um corpo em
movimento, estudo do comportamento grafico das fun¢oes matematicas, decorrente de uma
problematizacao real do cotidiano do individuo.

Apesar dos importantes relatos apresentados, o Calculo Diferencial e Integral, é abor-
dado, aqui no Brasil, apenas no ensino superior, e prioritariamente, nos cursos das areas de
exatas. Neste contexto, juntamente com uma aplicagdo metodoldgica formal e conceitual,
muitos alunos sao desmotivados e nao sao preparados para resolverem situagoes-problema
envolvendo esse conteudo. Essa realidade pode ser comprovada pelos altos indices de re-
provacao na disciplina.

Historicamente, o ensino da Matematica no Brasil vem passando por varias mudancas
significativas, até mesmo de ordem curricular, por exemplo a nova BNCC - Base Nacional
Cumum Curricular. Muitas dessas mudangas tém por objetivo melhorar os indices nas
avaliagbes internacionais, tais como, no Programa Internacional de Avaliacdo dos Alunos
(PISA). Conforme publicagao do INEP, os resultado do PISA de 2018, revela que 68,1% dos
estudantes brasileiros, com 15 anos de idade, nao possuem nivel basico de matematica, o
minimo para o exercicio pleno da cidadania. Quando comparado com os paises da América do
Sul analisados pelo PISA, o Brasil é o pior pais em matematica, empatado estatisticamente
com a Argentina, com 384 e 379 pontos, respectivamente. Uruguai teve 418 pontos, Chile,
417 pontos, Peru, 400 pontos e Colombia, 391, estao a frente.

Acreditamos que diversos motivos contribuem para esse resultado insatisfatério. Dentre
eles, podemos citar o desinteresse dos alunos, professores mal preparados pedagogicamente,
falta de apoio familiar aos educandos, falta de investimento satisfatorio na educacao no pais,
dentre outros. Diante desses desafios, hoje o professor tem que planejar, buscando novos
caminhos e metodologias inovadoras que levam a uma melhor compreensao das habilidades
trabalhadas em sala de aula.

Em um dos artigos publicados na Revista do Professor de Matematica - RPM, o Profes-
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sor Geraldo Avila questiona a inclusao de topicos do Calculo no Ensino Médio: “Por que
nao ensinamos calculo na escola de segundo grau? Sera que é um assunto muito dificil?
Foi sempre assim no passado, ou ja houve época em que o calculo era ensinado na escola
secundaria? E nos outros paises, como é a situacao? E ou ndo conveniente introduzir o
célculo no ensino? Por qué? Como fazer isso? [1, 1991, p.1]

Em [3],0 professor Robert, relata experiéncias pessoais e profissionais sobre o assunto,
apoiando a ideia de Geraldo Avila. Para ambos os citados, o Calculo é muito gratificante
pelas ideias novas que trazem e pelo poder de alcance de seus métodos e aplicagoes.

No Curriculo de Matemética na Educagao Basica, o ensino de fungoes inicia-se no Ensino
Fundamental e alonga-se até o 3° Ano do Ensino Médio, dando maior énfase no 1° Ano desse
nivel de escolaridade. Percebe-se que, mesmo apds varios anos estudando os diversos tipos,
o conceito e propriedades de fungoes, a maioria dos alunos, ao final do Ensino Médio, nao é
capaz de aplicar os conceitos de fungao no seu dia-a-dia. O conceito matematico de funcao
é um dos mais importantes no Ensino da Matematica na Educacao Basica, e na maioria das
vezes estd relacionado com contextos basicos, como, por exemplo, a nocao de Contagem, a
Relagao entre Grandezas, etc.

O presente trabalho tem o objetivo central de introduzir as nogoes intuitivas de Limite e
Derivada que serao importantes na compreensao e justificativa de conceitos e resultados de
Matematica e Fisica. O publico-alvo para esse estudo sao os estudantes do 1° Ano do Ensino
Médio. Para auxiliar e motivar os alunos, sera utilizado o Software GeoGebra, com o objetivo
de proporcionar tanto ao professor como ao aluno uma aula descontraida e interessante do
ponto de vista didatico, levando em consideracao a importancia do conteido de matematica
trabalhado, tornando mais significativo o uso de fung¢oes conectada a realidade dos alunos,
com vistas a dar condicoes para que os mesmos adquiram habilidades no trabalho com
graficos de fungoes usando esse software. Para alcancar o referido objetivo, a metodologia
serd aplicada de forma construtiva, com base em uma variagao de exemplos, afim do préprio
aluno tirar suas conclusoes sobre os conceitos de limite e derivadas.

Por fim, é esperado que as ideias expostas no presente trabalho, possam contribuir com
a melhoria na qualidade do ensino-aprendizagem e, eventualmente, possam ser refletidas no
Ensino Superior, em um intervalo de médio a longo prazo.

Esta dissertacao esta dividida em treés capitulos, consideracoes finais.

No Capitulo 1, abordaremos os conceitos preliminares de fungao matematica, com en-
fase, no estudo das fungoes afim e quadratica, especialmente, as respectivas representacoes
graficas.

No Capitulo 2, sera introduzido, inicialmente intuitivo, os conceitos de limites e derivadas,
via estudos das fungoes afim e quadratica.

No Capitulo 3, serao expostas situacoes-problemas que estimulam a aprendizagem dos
alunos, aplicando os conceitos de limites e derivadas no estudo das fungoes afim e quadratica.
Sao atividades diddticas que envolvem os intervalos de crescimento / decrescimento de uma
funcao, pontos de méaximo ou minimo, e, aplicacao de uma interdisciplinaridade com Fisica,
nos conceitos de deslocamento, velocidade e aceleracao de um corpo, no movimento unifor-
memente variado. Também trazemos uma oficina com o uso do Software GeoGebra para
ilustrar o conceito de reta tangente. Por fim, foi proposta uma sequéncia didatica para ser
aplicada para os alunos do 12 Ano do Ensino Médio.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, serao apresentados alguns conceitos basicos de funcoes, especialmente,
as funcgoes afim e quadratica, necessarios para o desenvolvimento desse trabalho. Todas as
informagoes serao dadas como suporte para o professor introduzir os conceitos de Limites e
Derivadas, que serao estudados no Capitulo 2. Algumas defini¢oes e exemplos foram retirados
e adaptados de [7], [9] e [6].

Entender o desenvolvimento da matematica através da sua historia, poderd oferecer ao
aluno uma importante contribuicao ao processo de ensino e aprendizagem, pois o aluno
terd condicoes de desenvolver atitudes mais criticas e menos passivas. A matematica traz
grandes contribuicoes para o desenvolvimento do aluno, pois ela tem relacoes diretas com
diversas areas do conhecimento. Por esse motivo, trazemos extratos sobre breves histéricos
do surgimento dos conceitos de Funcao.

1.1 Desenvolvimento Histérico - Funcao Matematica

Os breves relatos citados a seguir, foram extraidos integralmente de [4].

A histéria do termo fungao proporciona outro exemplo interessante da tendéncia dos
matematicos de generalizar e ampliar os conceitos. A palavra funcao, na sua forma latina
equivalente, parece ter sido introduzida por Leibniz em 1694, inicialmente para expressar
qualquer quantidade associada a uma curva, como, por exemplo, as coordenadas de um
ponto da curva, a inclinacao de uma curva e o raio da curvatura de uma curva. Por volta
de 1718, Johann Bernoulli havia chegado a considerar uma funcao como uma expressao
qualquer formada de uma variavel e algumas constantes; pouco tempo depois Euler conside-
rou uma fungdo como uma equagao ou férmula qualquer envolvendo variaveis e constantes.
Esta tltima ideia corresponde ao conceito de fung¢ao que a maioria dos alunos dos cursos
elementares de matematica tem. O conceito de Euler se manteve inalterado até que Joseph
Fourier (1768 — 1830) foi levado a considerar, em suas pesquisas sobre propagagao do calor,
as chamadas séries trigonométricas. Essas séries envolvem uma forma de relacao mais geral
entre as variaveis que as que ja haviam sido estudadas anteriormente. Numa tentativa de
dar uma definicao de funcao ampla o suficiente a ponto de englobar essa forma de relagao,
Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) chegou a seguinte formulagao: Uma varidvel é um simbolo
que representa qualquer um dos elementos de um conjunto de niimeros; se duas variaveis
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x e y estao relacionadas de maneira que, sempre que se atribui um valor a x, corresponde
automaticamente, por alguma lei ou regra, um valor a y, entao se diz que y é uma funcao
(univoca) de x. A varidvel x, a qual se atribuem valores a vontade, é chamada varidvel
independente e a variavel y, cujos valores dependem dos valores de x, é chamada variavel
dependente. Os valores possiveis que x pode assumir constituem o campo de definicao da
funcao e os valores assumidos por y constituem o campo de valores da funcao.

A teoria dos conjuntos propiciou ampliar o conceito de fungao de maneira a abranger
relagoes entre dois conjuntos de elementos quaisquer, sejam esses elementos nimeros ou
qualquer outra coisa. Assim, na teoria dos conjuntos, uma funcao f é, por definicao, um
conjunto qualquer de pares ordenados de elementos, pares esses sujeitos a condigao seguinte:
se (a1,b1) € f, (ag,by) € f e ay = ag, ent@o by = by. O conjunto A dos primeiros elementos
dos pares ordenados chama-se dominio da funcao e o conjunto B de todos os segundos
elementos dos pares ordenados se diz imagem da fungao. Assim, uma funcao é simplesmente
um tipo particular de subconjunto do produto cartesiano A x B.

O conceito de funcao permeia grande parte da matematica e, desde as primeiras décadas
do século presente, muitos matematicos vém advogando seu uso como principio central e
unificador na organizagao dos cursos elementares de matematica. O conceito parece repre-
sentar um guia natural e efetivo para a selecao e desenvolvimento do material de textos de
matematica. Enfim, é inquestionavel que tanto antes se familiarize um estudante com o
conceito de funcgao, tanto melhor para sua formacao matematica.

No nosso dia-a-dia, estamos acostumados a expressoes cotidianas que retratam uma
relacao entre grandezas, como por exemplo, o quanto Joao ganha é funcao do tempo que ele
trabalha, ou ainda a distancia que percorremos esta em funcao da velocidade e do tempo
que viajamos. Essas e outras expressoes ilustram a nocao de fungao como uma relagao entre
grandezas de dois conjuntos dados. Matematicamente, a nogao de funcao foi melhor enten-

dida muito recentemente, com os avancos teodricos ocorridos no final do século XIX e inicio
do século XX.

Definicao 1.1 Intuitivamente, uma funcgao € definida como um objeto matemdtico composto
de trés ingredientes: um conjunto nao vazio A, chamado de Dominio da Fung¢ao ou Conjunto
de Saida; um conjunto nao vazio B, chamado de Contradominio da Funcdao ou Conjunto de
Chegada; e uma correspondéncia, que associa a cada elemento do conjunto A a um unico
elemento do conjunto B. FEssa correspondéncia € definida como Lei de Formagao da Funcao.
O trio Dominio, Contradominio e Lei de Formacao damos o nome de Funcao.

Para simplificar, foi criada uma notacao que resume todos os trés elementos de uma
funcao. Denotamos uma funcao por:

A— B

Observa-se que na notacdo acima, A é o dominio, B é o contradominio e que x — f(x)
é a lei de formacao, ou seja, se x é um elemento do conjunto A, entao ele esta associado
ao elemento y = f(z) de B. E importante ndo confundir uma fun¢io com uma expressao
analitica, pois para caracterizar uma fungao, é preciso dar os seus trés elementos (dominio,
contradominio e lei de formacao), e ndo apenas a expressdo. Nesse trabalho, quando nao

f:
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houver problema em identificar os conjuntos dominio e contradominio, a fungao sera expressa
apenas pela lei de formacao, sem problema de generalizagao.

Exemplo 1.1 Considere o dominio como sendo o conjunto P formado pelas pessoas do
Brasil e um sequndo conjunto como sendo o conjunto L das letras do alfabeto. A lei de
formacgao serd a sequinte: a cada pessoa do Brasil, associaremos a primeira letra do seu
nome. Assim, uma pessoa chamada Danilo, pertencente ao dominio, serd associada a letra
D. Em notacao de funcgao, temos:

P—L
f x e f(x)’

sendo f(x) a primeira letra do nome da pessoa x.

Definicao 1.2 Dada uma funcao f definida por

A— B
P e fa)

o conjunto imagem de f é o subconjunto f(A) do contradominio B formado pelos elementos y
do contradominio, tais que existe pelo menos um elemento = do dominio A, sendo y = f(x),
ou seja, Img(f) ={y € B; existe v € AJy = f(x)}.

A imagem de um elemento z € A é o elemento y = f(x) € B.

Exemplo 1.2 Seja a funcao f definida de modo que o seu dominio € o conjunto dos nimeros
naturais (N) e o contradominio € o conjunto dos nimeros naturais (N), e a lei de formagdo
€ tal que a cada numero natural n pertencente ao dominio, associamos o sucessor do dobro
desse numero.

Observa-se que podemos denotar essa fungao por:

N —- N
n—2-n+1"°

f:

Note que a imagem do numero 3 é o sucessor do dobro de 3, ou seja, é igual a 7.
Matematicamente, a lei de formagao dessa funcao podera ser escrita através da expressao
analitica f(z) =2-n+1louy=2-n+1, com n,y € N. Assim, a imagem de 3 podera ser
escrita da forma f(3) =2-3+1="71.

Analisando a lei de formagao da fungao f(x) = 2-n+1, podemos observar que a expressao
2-n+1, com n €N, representa o conjunto dos niimeros naturais impares, logo, o conjunto
imagem da funcao f sera o subconjunto do contradominio N formado por todos os nimeros
naturais impares.

Definicao 1.3 Uma funcao f : X — R, com X CR, z1 e x5 € X, chama-se:
e crescente, quando x; < xo — f(x1) < f(x2);

e decrescente, quando x1 < o — f(x1) > f(x2);
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e mondtona nao-decrescente, quando x1 < xo — f(x1) < f(x2);

e mondtona nao-crescente, quando 1 < xo — f(x1) > f(x2);

Em qualquer um dos quatro casos, f diz-se monétona. Nos dois primeiros, diz-se que f é
estritamente mondtona.

1.2 Representacao Grafica de uma Funcao

Dada a fungao f : X — Y, o conjunto G = {(z, f(x)),Vx € X} subconjunto do plano
R2, é denominado Gréfico da Funcao f.

Para construir o grafico de uma funcao f : X — Y, sera utilizado um sistema de coorde-
nadas cartesianas ortogonais (Figura 1.1). O sistema de coordenadas ortogonais é composto
por duas retas perpendiculares entre si, onde a reta horizontal, eixo x, é denominado eixo
das abscissas e a reta vertical, eixo y, ¢ denominado eixo das ordenadas. O ponto de insercao
das duas retas é a origem do sistema. As retas dividem o plano em quatro partes iguais
chamadas de quadrantes.

Figura 1.1: Plano Cartesiano

al y
2° Quadrante - 1° Quadrante
c b A, a)
27
1] a
2 X
0 B
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
-14
3° Quadrante -2 4° Quadrante
-3
-4

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Dai, o gréfico G da fungao é conjunto de todos os pontos (x,y) do plano cartesiano, com
x € X ey € f(X). Para isso, consideremos os valores do dominio da fungao, no eixo x, e as
respectivas imagens, no eixo y.

Analisando o grafico G de uma fungao, podemos obter informagdes importantes sobre o
comportamento dessa fungao, como:
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e O dominio e a imagem da funcao.

Os pontos onde o grafico intercepta os eixos coordenados.

Os intervalos para os quais a fungao é crescente, decrescente ou constante.

Os intervalos para os quais o valor da fungao é positivo e negativo.

O valor maximo ou minimo que a funcao atinge.

O (s) valor (es) da(s) raiz(es) da funcao.

Exemplo 1.3 Analisando a tabela a sequir, que representa a vazdo didria de dgua do re-
servatorio de uma empresa, em m?/seq, € possivel relacionar as grandezas D, representado
o dia, e a grandeza V, indicando a vazao de dgua.

Dia | m3/seg
4

~N| O O | W N~
1| O ©| 00| Co| Ut

Tabela 1.1: Vazao de dgua do reservatoério

O gréfico da funcao f : D — V é o lugar geométrico descrito pelos pontos (d, f(d)), com
de DeveV,sendo v = f(d).

Observa-se que o grafico desta fungao nao representa uma curva continua, pois o seu
dominio é formado por um subconjunto dos nimeros naturais. O conceito de fungao continua
serd visto no proximo capitulo.A primeira coluna da Tabela 1.1 representa a abscissa e a
segunda coluna as respectivas ordenadas. Logo, o grafico de f é representado pela Figura 1.2
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Figura 1.2: Vazao de dgua do reservatoério

101 me/seg

9 o
C D
8 (] °
7
6
B F G
5 ] L °
A
4 3

Dia

-2

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Exemplo 1.4 Dada a funcao f, definida por

f D—R
Cd—2-d+ 17

Construa os Graficos Gy, Gy e Gs, sendo Gy o Grafico da funcao f, com D = {—4,—2,0,1, 3},
Go o Grdfico da fungao f, com D = {—3,—1,0,2,4}. Por fim, utilize o Software GeoGebra
para construir o Grafico G, com D = R.

A partir da Tabela 1.2 a seguir, o Grafico GGy esta representado na Figura 1.3.

d| y=2-d+1 (d, y)
Ay=2-(—4)+1]| (47
2 y=2-(—2)+1]| (2 -3)
0] y=2-0+1 | (0,1)
1| y=2-1+1 | (1,3)
3 —2.3+1 | 3,7

Tabela 1.2: Gréfico G; da funcao f(d) =2-d+1, com Dy = {—4,-2,0,1,3}
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Figura 1.3: Grafico G, da funcéo f(d) =2-d+1, com Dy = {—4,-2,0,1,3}

10

8

o
6
4
D
]
2
A
o
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-2
C
@
-4
6
B
@
_8

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Construindo a Tabela 1.3, o Grafico Gy esta representado na Figura 1.4.

d| y=2-d+1 (d, y)
3 y=2-(—3)+1] (-3,-5)
Aly=2-(—1)+1] (1, 1)
0 y=2-0+1 | (0,1)
2| y=2-2+1 | (2 5)
i y=2-4+1 | (409

Tabela 1.3: Grafico G da funcao f(d) =2-d+ 1, com Dy = {-3,-1,0,2,4}

Figura 1.4: Grafico Gy da fun¢ao f(d) =2-d+ 1, com Dy ={-3,-1,0,2,4}

10
E
@

Fonte:

Elaborada pelo préprio autor
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Utilizando o Software GeoGebra, em www.geogebra.org, e digitando na caixa de entrada a
expressao y = 2x+ 1, em seguida tecla enter, o Software ird construir o Grafico Gz, conforme
Figura 1.5.

Figura 1.5: Grafico G5 da funcéo f(d) =2-d+1, com Dy =R

10

8

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Comparando os Graficos G, G5 e (3, é possivel concluir que os pontos dos Graficos Gy
e (G5 sao colineares e que G, Gy C Gs. Logo, o Gréfico da funcao f, com Dominio D = R, é
o lugar Geométrico representado por uma reta.

1.3 Funcao Afim

Historicamente, tem-se observado que as discussoes em torno do processo de ensino-
aprendizagem da matematica ganhou muita for¢a com o surgimento de novas tendéncias e
aperfeicoamento de outras ja conhecidas. Mas, ainda nos deparamos com uma pratica de
ensino tradicional onde técnicas e regras sao os objetivos principais nesse método de ensino,
proporcionando ao aluno a nao capacidade de raciocinio logico e também a nao possibilidade
de estabelecer relagcoes com o seu dia a dia. Apesar das criticas este ensino prevalece na
maioria das salas de aula de muitas instituicoes de ensino.

Nesta Segao, serd abordado os conceitos, propriedades e representagao grafica de uma
Funcao Afim, dando modelos de exemplos contextualizados. A Caracterizagdo de uma
Funcao Afim serd abordada com o objetivo de habilitar o aluno na utilizagao dos conceitos
em uma modelagem matematica aplicada em situacoes-problemas do dia-a-dia.

1.3.1 Introducgao

Marco Aurélio pegou um téxi comum, que cobra R$3, 20 pela bandeirada e R$1, 20 por
quilometro rodado, para ir a casa de sua namorada, que fica a 18 km de distancia. Quanto
Marco pagou ao taxista? Ele pagou 18 - R$1,20 = R$21, 60 pela distancia percorrida e mais
R$3, 20 pela bandeirada, ou seja, R$21, 60+ R$3,20 = R$24,80. Se a casa da sua namorada
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ficasse a 30 km de distancia, o preco da corrida seria 30 - R$1,20 + R$3,20 = R$36, 80.
Podemos notar que, para cada distancia x percorrida pelo taxi, hd um certo preco ¢(z) para
a corrida. O valor ¢(z) é uma fungdo da distancia percorrida x. Observando os dados do
problema, a lei de formagao que expressa c(x) em fungao de x é ¢(z) = 1,20 -z + 3,20. Este
problema exemplifica um modelo de func¢ao polinomial do 12 grau ou funcao afim.

Definicao 1.4 Uma funcao f : R — R chama-se Afim quando, para todo x € R, o valor
f(z) € dado pela lei de formagdo f(z) = a-x+b, onde a e b sdo constantes. O valor de uma
funcao f(x) =a-xz+0b, para x = xy € dado por f(xy) = axg + b.

Exemplo 1.5 Generalizando o problema do taxista, citado na introducao, se uma corrida
de tdxi custa a reais por km rodado mais uma tazxa fixa de b reais, chamada de “bandeirada”,
entdo o preco de uma corrida de x km é f(x) =a-x + 0.

Numa funcao afim f(z) = a-x + b, a constante b = f(0) é chamada de valor inicial ou
coeficiente linear. A constante a é chamada de taxa de crescimento ou decrescimento, ou

taxa de variacao de f . O motivo para esta denominacao é que, para quaisquer x, h € R, com
h # 0, tem-se:

fl@+h)—f(z) flx+h)—f(z) alx+h)+b— (ax+b)

(x+h)—z h B h
flx+h)—fz) ar+ah+b—ax—b ah _
h - h “h T
_ [zt h) — f(2)
N h

Considerando h = 1, tem-se que a = f(z + 1) — f(z). Logo, isso significa que a é a
variagao de f(x) por unidade de variagao de z.

Analisando o sinal da taxa de crescimento a da fungao f(x) = ax+b, paraa > 0e a <0,
conclui-se que:

e Para a > 0, e considerando x; > xo, tem-se que axr; > ary = axry +b > axs + 0 =
f(z1) > f(x2). Logo, a fungao f ¢ dita crescente.

e Para a < 0, e considerando x; > xo, tem-se que ar; < ars = ary +b < axrs + b0 =
f(z1) < f(x2). Logo, a fungao f é dita decrescente.

1.3.2 Caracterizacao da Fungao Afim

No dia-a-dia é comum depararmos com situacoes problemas em que existe uma relagao
entre mais de uma grandeza, e para melhor interpretagao e analise, tem que determinar um
modelo matematico para cada situacao dada. Umas das perguntas mais comuns nas salas de
aula do 1° Ano do Ensino Médio, é como saber se, em uma determinada situacao problema,
o modelo matematica a ser aplicado é ou nao de um estudo de uma Funcao Afim? Para isso,
segue Teorema de Caracterizagao da Func¢ao Afim, cuja demonstragao se encontra em [7].
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Teorema 1.1 (Caracterizagio da Fun¢do Afim) Seja f : R — R uma funcao crescente ou
decrescente. Se a diferenca f(x + h) — f(x) depender apenas de h, mas ndao de x, entao f é
uma fun¢ao afim, do tipo f(x) =a-x+b, com a,b € R.

Exemplo 1.6 Hd muitos anos, uma professora do Ensino Médio, adota o sequinte critério
para avaliar a participacao dos alunos durante um bimestre: todo aluno comec¢a com 10
pontos; quando ele deixava de realizar uma atividade ou apresentava um comportamento
madequado em sala de aula, recebia um “negativo”, perdendo 0,4 pontos na nota. Como
expressar a nota n de participa¢do de uma aluno que recebesse x negativos? Qual a nota de
participacao de um aluno que recebe sete “negativos”?

Analisando a situacao do exemplo, primeiramente, deve ser identificado qual o modelo
matematico adequado para resolucao. Observa-se que para cada “negativo”’recebido, o aluno
perde 0,4 pontos na sua nota. Isso significa que para acréscimos iguais no numero de "nega-
tivos”, havera descontos iguais na nota obtida, conforme observado na Tabela 1.4.

X n (x, n)
1 [n=10-1-0,4=9,6] (L, 9.6)
2 n=10-2-0,4=9,2(292)
3(n=10-3-0,4=8,8 (3, 83)
1 n=10_-4.0,4=8,4 (4,84

Tabela 1.4: Notas dos alunos

Ou seja, a diferenca f(z + h) — f(z) depende apenas dos h acréscimos ”"negativos”. Por
exemplo, para h — 1, tem -se f(2) — f(1) = f(3) — [(2) = f(4) — f(3) = fx+ 1) — f(x) =
—0,4. Portanto, conforme Teorema 1.1, o modelo matematico aplicado sera o estudo de uma
Funcdo Afim n(z) =a-z+b, com a,b € R.

Dai, tem-se que a taxa de variagdo da fungao serd a = f(x + 1) — f(z) = —0,4, e para
x = 1, por exemplo, o coeficiente linear é:

nz)=a-x+b=n(l)=-0,4-1+b=9,6=—-0,4+b= b= 10.

Por tanto, a lei de formagao da funcao sera dada pela expressao n(z) =10 — 0,4 - z. A

nota de participacao do aluno que recebeu sete "negativos”sera o valor numérico da expressao
n(7), ou seja, n(7) =10—-0,4-7=10—-2,8=7,2

Exemplo 1.7 Em [7], Eduardo Wagner observou, numa sapataria, que o vendedor deter-
minava o numero do sapato do cliente medindo o seu pé com uma escala na qual, em vez de
centimetros, estava marcados os numeros ...36,37,38,39, ... .0 fato mais importante que ele
percebeu foi que esses numeros estavam igualmente espacados, isto €, a distancia de cada um
deles para o sequinte era constante. Isto queria dizer que os acréscimos iguais no tamanho
do pé corresponderiam acréscimos tquais no numero do sapato. Dito de outro modo: se
um certo pé precisar crescer h centimetros para passar de tamanho 33 para 34, precisard de
crescer 0s mesmos h centimetros para passar de 38 para 39. Isto lhe deu a certeza de que
a fungdo que faz corresponder a cada comprimento x de um pé o numero f(x) do sapato
adequado € uma fungao afim f(x) =a-x+ h.
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1.3.3 Representacao Grafica da Funcao Afim

Dada a fungao afim f : R — R, definida por f(z) =a-x +b.

A seguir, realizamos um estudo entre pontos do gréafico da funcao f para demonstrarmos
que o grafico é uma reta.

Considerando Py = (x1, f(z1)) = (21,60 -z + b), Py = (22, f(22)) = (v2,a - 2 + b)
e Py = (3, f(x3)) = (23,4 - x3 + b) trés pontos quaisquer do gréifico da fungao f, com
1 < To < T3.

Para tal demonstragao, faremos uma analise das distancias entre eles, tomadas dois a
dois. Assim, obtemos:

o (P, P) = \/(902—901)2 [
Vi(re —21)2 4+ a2 (v —21)? =

Od(Pl,Pg):\/(QTg—[L'l)Q [( 3—|—b)—(a-x1+b)]2:\/($3—x1)2+(a-x3—a-$1)2:
\/(%3—1’1)24—&2' (ZL’3— 1)2 \/(ZL‘g—l’l)Q' (a2+1) = (1’3—1‘1) . Cl2+1

o d(P,P3) = /(x5 —x2)2+[(a-23+b) — (a 20+ D)2 = /(23— 22)2+ (a- 23 — - 29)% =
V(s —x2)2+ a2 (23 — 22)% = /(23 —22)? - (a®+ 1) = (z3 — 22) - Va> + 1

(a-2y+0) = (a 21 + D)2 = /(29 —21)? + (a- 23 —a-11)? =
P T = (52 ) V@ T

Observe que

(x3 —m)Va? + 1+ (xa —z)Va? + 1= (x5 — 29+ 23— 21)Va? + 1= (23 —21)Va? + 1 =

d(Py, P) + d(Py, P3) = d(Py, Ps).

Dai, conclui-se que os pontos Py, P, e P53 sao colineares, ou seja, pertence a uma mesma
reta.

Portanto, o Grafico da Fungdo Afim definida pela Lei de Formacao f(x) = a -z + b,
conforme Defini¢ao 1.4 é uma reta esbogada na Figura 1.6. Sendo a constante b a ordenada
do ponto em que a reta intersecta o eixo das ordenadas Oy, pois, para x = 0, tem se que
f(0)=a-0+b= b= f(0). A constante a é denominada, do ponto de vista geométrico, de
coeficiente angular, ou inclinagao da reta em relagao ao eixo das abscissas Ox.
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Figura 1.6: Grafico Funcao Afim

f

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Conforme a Definicao 1.4, um dos elementos para definir uma funcao é a Lei de Formacao
da Funcao, ou seja, a correspondéncia que associa cada elemento do Dominio da Funcao a um
unico elemento do Contradominio. No caso particular de uma Funcao Afim f : R — R, como
a representacao grafica é uma reta, e sabendo-se que uma reta fica precisamente definida
quando se conhece dois de seus pontos distintos, entao para encontrar a Lei de Formacao
da Fungao Afim, basta determinar os valores de f(x1) e f(z2), que a fungdo assume nos
elementos distintos z; e z9, do dominio da funcao.

Na prética, sendo f : R — R, uma Funcao Afim, com Lei de Formacao f(z) =a -z + b,
a,beRe f(x1) =y1 e f(xg) = yo, com x1 # 9 € 21,29 € R, 08 coeficientes a e b é solugao
do sistema

{a-xl—i-b:yl (1.1)

a-x9+b=1ys

Utilizando um método de resolugao de Sistemas Lineares é possivel determinar os valores
de a e b. Multiplicando uma das equagdes do Sistema 1.1 por (—1), por exemplo, a segunda
equacao, tem-se o sistema linear correspondente,

(1.2)
a-x2+b=1yo —a-x9—b=—1ys

. bh— . b=
{a T+ Y1 :>{a 1+ Y1

Somando as equacoes do Sistema 1.2 é possivel concluir que,

(a-z14+b)+(—a-22=b)=y1—1p = —a-(v2—21) = (2 —y1) = a-(v2—21) = (Y2 — y1)

0 — Y2 — (1.3)
To — I
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Substituindo o valor a = 2270 em qualquer uma das equacoes do Sistema 1.1 e realizando
To — Iq

algumas operacoes aritméticas, é possivel determinar o valor de b, com,

b:l’z'yl—xl'yz (1.4)

To — T

Exemplo 1.8 Em um laboratorio, um estudante dispoe de dois termometros de modelos
e tamanhos diferentes, sendo que um mede a temperatura na escala Celsius, e o sequndo,
pelo tempo de uso, nao apresentava as marcas da escala. FEsse estudante resolveu criar
uma nova escala M de temperatura, para que pudesse aproveitar o termometro e proceder
da sequinte forma: estipulou uma medida linear que corresponderia a uma unidade da nova
escala e marcou-se ao longo de todo o termémetro e ainda atribuiv 0°M (zero graus na
escala M) a marcagdo central do termémetro. Observando a variagdo de temperatura nos
dois termometros ao colocd-los em um refrigerador, foi anotando as correspondéncias entre
as duas escalas, conforme a Tabela 1.5

Temperatura Escala Celsius (°C) | Temperatura Escala M (°M)
6 6
4 2
2 -2
0 -6

Tabela 1.5: Comparacao Temperatura

Analisando os dados apresentados, o estudante concluiu que para os valores,igualmente
espacados, na escala Celsius, a diferenca entre os valores correspondentes na escola M era
constante e dependia apenas do espagamento da escala Celsius, ou seja, a diferenca M (c +
h) — M (c) depende apenas do espacamento h. Com base no Teorema 1.1, é possivel afirmar
que o modelo matematico que se enquadro o problema refere-se a uma Funcao Afim do tipo,
m(c) = a-c+ b, sendo m a temperatura na escala M referente a temperatura ¢ na escala
Celsius. Considerando, por exemplo, os pontos (¢1,m1) = (6,6) e (c2, ma) = (4,2), na Tabela
1.5, os valores dos coeficientes a e b, sao dados por:

_mg—my;  2—06 —4

pu— pu— :_:2
“ Cy — C1 4—6 —2

po G2 Cmy 4.6—-6-2 _E_
cy — (1 4—6 —2
Dai, conclui-se que a relacao entre as escalas Celsius e M é dada pela Lei de Formacao
m(c) =2-c— 6, com m a temperatura na escala M, e ¢ a temperatura correspondente na
escala Celsius.

—0.

Exemplo 1.9 FEstudar o sinal de uma funcao real f, definida pela lei de formagao f(x) =y,
significa, determinar os intervalos que contem z para que se tenha y > 0, e intervalos que
contem x para que se tenha y < 0.
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Considerando o significado do estudo de sinais de uma funcdo real, faga uma andlise
dos valores de x da func¢ao afim f(x) = a-x+0b, com a,€ R, para que se tenha f(x) > 0,

f(z) <0 ou f(z) =0.

Para f(z) = 0, tem-se:

b
flz)=a-z+b=>0=a-2+b=>2=—-
a
Esse valor de z, para f(z) = 0 é denominado de raiz da fungao ou zero da fungao. Geome-
tricamente, o zero da funcao é o ponto em que o grafico intersecta o eixo Ox.
Afim de resolver o problema proposto para f(z) < 0 ou f(x) = 0, devera considerar,
separadamente, a > 0 e a < 0

e Paraa >0

Conforme definido no final da Segao 1.3.1, a fungao f(x) = a-x + b é crescente e o
esboco do seu grafico esta representado na Figura 1.7

Figura 1.7: Estudo do sinal da Fungdo Afim f(x), para a > 0

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Analisando a Figura 1.7 é possivel observar que f(z) > 0, paraz > ——, e que f(z) < 0,
a
para xr < ——.
a

e Paraa <0
De modo andlogo, a fungao f(z) = a-x+b é decrescente e o esbogo do seu grafico esta

representado na Figura 1.8
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Figura 1.8: Estudo do sinal da Fungao Afim f(x), para a <0

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

b
Analisando a Figura 1.8 é possivel observar que f(x) > 0, parax < ——, e que f(x) <0,
a

b
para z > ——.
a

1.4 Funcao Quadratica

Historicamente, ha registros de problemas envolvendo equagoes quadraticas com trés ter-
mos, deixados pelos babilonios ha aproximadamente 4000 anos. Esses estudos demonstram
uma grande flexibilidade existente na Algebra desenvolvida entre eles. Outros povos também
contribuiram com esta parte da Algebra até que se chegasse a representacao atual de uma
equacao quadrética a-2%+b-x+4c = 0, na qual o valor de x ¢ obtido pela famosa e conhecida
atualmente como Formula de Bhaskara.

A nogao de Func¢ao Polinomial do 2° Grau ou Fung¢ao Quadratica, associa-se originalmente
a ideia de Equacao do Segundo Grau. Ja na Antiguidade, por volta de 300 a.c., o matematico
grego Fuclides desenvolveu uma técnica denominada Algebra Geométrica para lidar com o
que veio a se chamar futuramente de Algebra. Naquela época, nao existia a nogao formal de
equagao ou mesmo de funcao. Se os gregos tivessem desenvolvidos uma Algebra com uma
linguagem matematica mais adequada, a nocao de funcao teria quase que inevitavelmente
aparecido como resultado da conjuncgao das ideias da Algebra com a Geometria. Porém essa
ideia somente ocorreria no Renascimento motivada por varios fatores. Dentre eles, destacam-
se as tentativas de explicar o movimento em queda livre de um corpo ou a trajetéria de uma
bala de canhao, que posteriormente foi definida como parabola.
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1.4.1 Introducao

Exemplo 1.10 Um restaurante a quilo vende 100 kg de comida por dia, a R$ 12,00 o quilo.
Uma pesquisa de opiniao revelou que, para cada R$ 1,00 de aumento no quilo de comida, o
restaurante perderia 10 clientes, com um consumo médio de 500 gramas por pessoa. Qual
deve ser o preco do quilo de comida, para que o restaurante tenha a maior receita possivel?

Com base nas informacoes, temos que:

e Se aumentar R$ 1,00 no quilo da comida, o restaurante perderd 10 clientes e venderd
10 - 0,5 = 5kg de comida a menos. Ou seja, o restaurante vendera 100 — 5 = 95kg de
comida diariamente, no valor de R$ 13,00 o quilo, tendo uma receita de R = 95-13 =
R$1.235, 00

e Se aumentar R$ 2,00 no quilo da comida, o restaurante perderd 20 clientes e venderd
20-0,5 = 10kg de comida a menos. Ou seja, o restaurante vendera 100 — 10 = 90kg de
comida diariamente, no valor de R$ 14,00 o quilo, tendo uma receita de R = 90 - 14 =
R$1.260, 00

e Se aumentar R$ 8,00 no quilo da comida, o restaurante perderd 80 clientes e venderd
80-0,5 = 40kg de comida a menos. Ou seja, o restaurante vendera 100 — 40 = 60kg de
comida diariamente, no valor de R$ 20,00 o quilo, tendo uma receita de R = 60 - 20 =
R$1.200, 00

Representando por R(z) a receita adquirida pelo restaurante, com x reais sendo o au-
mento no preco do quilo da comida, conclui-se que o restaurante perderd 10 - z clientes,
vendendo diariamente 10 - z - 0,5kg de comida a menos, ou seja, o restaurante vendera
100 — 10 - = - 0, 5kg de comida, no valor de (12 + x) reais o quilo. Portanto, a receita é dada
por R(z) = (100 —10-z-0,5) - (12 +z) = (100 =5 - z) - (12 + x) = =5 - % + 40 - z + 1200

A solugao do problema é o valor de (12+ 1), tal que a receita R(x) = —5-z*+40-x+ 1200
seja maxima. Este problema recai no estudo do ponto maximo de uma Funcao Quadratica,
que serd resolvido posteriormente apods discussao do referido assunto.

Definicao 1.5 Uma funcio f : R — R chama-se Quadrdtica quando, para todo v € R, o
valor f(z) é dado pela lei de formagio f(x) =a-z*+b-x+c, onde a, b e ¢ sio constantes
reais, com a # 0. O wvalor de uma funcao f(z) = a-2*>+b-x+c, para x = x € dado por
flzo) =a-2i+b-z0+c.

Exemplo 1.11 Conforme Definigao 1.5, no Exemplo 1.10, R(x) = =5 - 2% + 40 - x + 1200
representa um modelo de Fun¢do Quadrdtica, com a = —5,b = 40 e ¢ = 1200.

Exemplo 1.12 As funcgoes f : R — R com leis de formacoes definidas a sequir sao exemplos
de Funcoes Quadrdticas:

° f(iU)22-$2+$—7,COInCL:27b:17C:_7;
° f(l’):—7$2_|_3x7 COma:—’?,b:B,C:O;

o f(x)=2* coma=1,b=0,c=0.
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1.4.2 Caracterizacao da Funcao Quadratica

Consideremos inicialmente, a funcao real f : R — R, definida pela lei de formacao
f(z) = z%. Dada a sequéncia X = (1,2,3,--- ,n,n+1,---), facamos uma analise das dife-
rengas sucessivas de (f(1), f(2), f(3),---, f(n), f(n+1),---), ou seja, analisemos a sequéncia
D = (dy,dy,ds,- -+ ,dp,dpqr, -+ ), com d, = f(n+1) — ( ).

Realizando os primeiros cdlculos, temos que a funcao f(r) = x? transforma a sequéncia
X = (1,2,3,--- ,n,n + 1,--+) na sequéncia (f(1), f(2),f(3), -+, f(n), f(n +1),--+) =
(1,4,9,---n% (n+1)2,---).

Examinando as diferencas d,,, tem-se:

dp,=f(n+1)— f(n) = (n+1) —n?=n? +2n—|—1—n =2n+1
doi1=f(n+2)—fln+1)=n+2>2*—(n+1)*=n*+4n+4—n*—2n—1=2n+3.

Analisando os termos da sequéncia D, é possivel observar que a diferenca entre dois termos
consecutivos é sempre igual a uma mesma constante, ou seja, do —dy = d3 —dy = --- =
dn+1 — d, = 2. Veremos, a seguir, que essa caracteristica é exclusiva de funcoes quadraticas.
O Teorema 1.2 ird apresentar tal caracterizacao.

Teorema 1.2 (Caracterizacao da Fungao Quadrdtica) Dada a funcao real f(x) = a-z*+b-

x+c, coma,b,c € R, a # 0 e considerando os elementos da sequéncia X = (x1,Zo,+ ,Tp," ")
pertencentes ao dominio de f, com x,.1 — x, = T, sendo r € R, e a sequéncia Y =
(Y1, Y2, s Yny Ynits -+ ), com Yy = f(x,), entao a sequéncia D = (dy,dy, -+ ,d,, ), com

dy = Yns1 — Yn, goza da propriedade de d,pq — dy, =2 - a - 2.
Demonstragao: Considerando as informacoes dadas, tem-se
dpt1 = dn = Ynt2 = Ynt1) = (Yns1 — Yn)
dpt1 = dp = Yn+2 = 2 Yn+1 + Y
dpp1 —dp=(a- 22,5+ b-2ppo+c)—2-(a-22 4 +b -2y +0)+(a-22+b-2,+C))
dpp1r —dp=a-22 ,+b-Tpyo+c—2-a 22, —2-b-2py1 —2-c+a-a2+b-xz,+c
dpi1—d, =a- xn+2—|—b Tpio —2- am 1 —2- bxn+1—|—ax—|—b T,
dpp1 —dp=(a-22,,—2-a-22 +a-22)+ (b-@pio—2-b-Tpy1 +b-2,)
dpp1—dp=a- (22,5 =222 1 +22)+ b (Tpy2 — 2 Tpy1 + Ty,)

dny1 —dp=a- [(xi+2 - :L‘fH_l) - (xgm-l - x?z)] +0b- [(xn—I—? — Tpy1) — (Tpg1 — wn)]
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A1 — dp = a - [(Tnya — Tng1) - (Togo + Tog1) = (@ngr — 2n) - (Tng + 20)] + 0 [(Tny2 —
Tpy1) = (Tnyr — )]

Conforme as informagoes do Teorema 1.2, é dado que a diferenca entre dois termos con-
secutivos da sequéncia X ¢ igual a r, ou seja, Tpi10 — Tpi1 = Tpa1 — T = T, portanto,

dpy1 —dp = a-[r- (Tneo + Tpg1) =7 (Tpg1 +20)] + 0 [r — 7]
dpyr —dp = a7 [(Tpi2 — Tpy1) + (Tng1 — )]
dpyr —dp=a-r-(r+r)

dn+1—dn:2‘a~r2.
Cabe salientar que 2ar? é uma constante real, ou seja, a sequéncia das diferencas das

imagens de f(x,) é constante, como querfamos demonstrar.

Exemplo 1.13 (Questao adaptada de [7]) Um estudante anotou a posi¢ao, ao longo do
tempo, de um movel sujeito a uma for¢ca constante e obteve os dados abaizo:

Instante (seg) | Posigdo (metros)
0 17
10 45
20 81
30 125

Tabela 1.6: Instante X Posicao

Com base nas informacgoes, qual a posicao do movel, apos 15 sequndos de observacao?

Analisando os dados da Tabela 1.6 e considerando z o tempo, em segundos, que o es-
tudante ficou observando o mével, e P(x) a posicdo, em metros, em que o mével se en-
contra apds z segundos de observacao, tem-se que 1 = 0, x9 = 10, 23 = 20, x4 = 30 e
To —x1 = X3 — X9 = x4 —x3 = r = 10. Também é possivel observar que P(z;) = 17,
P(zy) = 45, P(xz3) = 81, P(x4) = 125 e, considerando a sequéncia D = (dy,ds,ds), com
d, = P(x,41) — P(z,), tem-se:
dy = P(xy) — P(xy) =45 — 17 =28
dzzp($3)—P(l‘2):81—45:36
ds = P(zy4) — P(x3) =125 — 81 = 44

Sendo a sequéncia D = (28,36,44), observa-se que a diferenga entre dois termos conse-
cutivos é igual a 8, ou seja, do —dy =ds —dy =8

Com base no Teorema 1.2, pode-se afirmar que essa situacao podera ser resolvida apli-
cando os conceitos de Fungao Quadrética, ou seja, a relacdo entre z e P(z) é dada pela lei
de formacao da funcao P(x) =a-z*+b -z + ¢, com a,b,c € R e a # 0.

SeHdOT:Z‘Q—xl:$3—$2:$4—$3:10€d2—d1:d3—d2:8, tem-se
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8 1
dpiy —dp,=2-a-1° 8=2.4-1=qg= — = —
+1 a-r- = a a 500 5%

Como P(0) = 17, logo,

1
P(:z:):a-a:2+b-.r—l—c:>P(O):%-02+b-0+c:>c:17

1
Analisando P(10) = 45 e considerando a = 95 €c= 17, tem-se

1 24 12
P(x)=a-2°+b-z+c= P(10) = %-102+b-10+17:>45 =44b 10417 = b= 75 = —

1 12
Portanto, a fungao P é dada pela lei de formagao P(z) = — - 2? + — - x + 17.

Dai, tem-se que a posicao do moével apéds 15 segundos é 2 ’
P(r) = g 2?4 g a4 17,
e dali,
P(15) = i~152—1-2~15—i—17:>P(15) = i-2254—36+17
25 5 25
P(15) = 62

1.4.3 Representacao Grafica da Funcao Quadratica

A parabola surge naturalmente numa variedade de situagoes e pode ser obtida na
pratica, por exemplo, a partir do corte de um cone ou do lancamento de um projétil ideal na
superficie terrestre, por exemplo, a trajetoria que uma bola de futebol faz, ao ser chutada
verticalmente por um jogador. Essas situacoes e outras, parecem nao ter ligagao com o estudo
de uma Funcao Quadratica, porém quando se estuda os conceitos matematicos envolvidos,
percebe-se claramente a esséncia da matematica nesse mundo geométrico.

Muitas vezes, ao estudar Funcoes Quadraticas, surge naturalmente a duvida sobre o
esbogo do grafico, o por qué da parabola ter o desenho apresentado em todas as bibliografias
do assunto, especialmente nos livros didaticos do Ensino Médio, representando sempre uma
curva mais acentuada proximo ao vértice e menos acentuada ao se distanciar dele, e qual
o motivo da parabola nao apresentar segmentos de retas, contido nela, ou sinuosidades. A
parabola poderia muito bem ter outros esbocos como mostrados na Figura 1.9.
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Figura 1.9: Possiveis desenhos de uma parabola

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Utilizando um recurso computacional, por exemplo, o Software GeoGebra, para mani-
pulagao de graficos, em detrimento do uso de lapis e papel, é possivel permitir ao aluno uma
andlise maior entre a representagao grafica de uma fungao com os seus coeficientes.

Com base no trabalho e conclusao de [7] é possivel afirmar que toda Fun¢ao Quadratica
é representada graficamente por uma parabola.

Definicao 1.6 Seja d uma reta e F um ponto nao pertencente a esta reta. A Pardbola P,

de foco F e diretriz d € o conjunto dos pontos equidistantes de F' e d, ou seja, D(F, P) =
D(d, P).

Figura 1.10: Parabola de foco F' e diretriz d

& fj

Fonte: Elaborada pelo préprio autor
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Definicao 1.7 A reta r que passa pelo foco F e é perpendicular a diretriz d de uma pardbola
¢ chamada reta focal ou eixo focal da pardbola.

Com base na Defini¢ao 1.6 e considerando o ponto A = r()d, outro ponto qualquer @
pertence a parabola se, e somente se,equidista da diretriz d e do foco F. Dai conclui-se que o
ponto médio V, do segmento AF pertence & parabola, pois VF = V A, conforme é possivel
observar na Figura 1.11. Esse ponto V é o tnico do eixo focal que pertence a parabola e é
denominado de vértice da parabola.

Figura 1.11: Parabola de vértice V'

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

No Teorema a seguir, serda apresentado uma importante propriedade de uma parabola,
que sera 1til na construcao da mesma.

Teorema 1.3 Toda pardbola é simétrica em relacdo ao seu eizo focal.

Demonstracdao: Analisando a Figura 1.12 e considerando uma Parabola P, com foco no ponto
F, sendo as retas d e r, respectivamente, a diretriz e o eixo focal da pardbola P. Seja A um
ponto qualquer da pardbola P, e D o ponto simétrico de A, em relacao ao eixo focal r, logo os
seguimentos AC' e DC', sdo congruentes, sendo C' = AD (7. Além disso, os angulos ACF e
DCF sio retos e o segmento C'F é o lado comum aos triangulos AACF e ADCF, como pode
ser observado na figura a seguir. A partir dai, é possivel concluir que os triangulos AACF e
ADCF sao congruentes, utilizando o caso LAL (Lado - Angulo - Lado) de Congruéncia de
Triangulos.
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Figura 1.12: Simetria da parabola em relagao ao eixo focal

r

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Sendo assim, os lados AF e DF sdo congruentes, pois ambos sio as hipotenusas dos
triangulos AACF e ADCF, respectivamente.

Considerando os pontos A’e D‘, como sendo os respectivos pés das perpendiculares bai-
xadas dos pontos A e D na diretriz d, tem-se que AA’D‘D é um retangulo. E com isso, os
lados AA‘e DD* sao congruentes.

Uma vez que A é um ponto da pardbola, tem-se AF = AA‘. Como AF = DF e
AA* = DD, conclui-se que DF = DD¢. Portanto, pela Definicdo 1.6, o ponto D, simétrico
ao ponto A em relacao ao eixo focal, pertence a parabola P.

Devido a essa importante propriedade de uma parabola, muitas bibliografias denomina
o eixo focal como o eixo de simetria da pardbola

Exemplo 1.14 Considere a funcgdo f : [—3,3] — R, definida pela lei de formagdo f(x) = x°.
A partir da Tabela 1.7, construa o grdfico da funcgao f.

x | flz) =27 | (x, f(x))
-3 9 (-3, 9)
2 1 (2, 4)
1 1 (-1, 1)
0 0 (0, 0)
1 1 1,1)
2 1 2, 4)
3 9 (3, 9)
f

Tabela 1.7: Tabela da Funcao

() =
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Figura 1.13: Gréfico da Funcio Quadratica f(x) = z?

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Exemplo 1.15 (Adaptado de [7]) Observando o grdfico da funcio quadrdtica f(z) = 2,
conforme Fxemplo 1.1/, vé-se que ele € uma pardbola. Determine qual é o foco e a sua
diretriz.

Analisando a Figura 1.14, é possivel concluir, por simetria, que o eixo focal de f coincide
com o eixo Oy, pois, f(z) = 22 = (—x)> = f(—x). Logo, a funcio tera foco no ponto
F(0,y). Como o vértice da funcdo é V(0,0), e V é o ponto médio do segmento AF, sendo
A o ponto de interseccao das retas focal e diretriz, tem-se que a reta diretriz da funcao dada

serd definida pela equacao d = —y.

Figura 1.14: Grafico da Funcao Quadratica f(z) = x*
N\

Eixo Focal

v (0,0)

A0, —y)

P'(z,—y)

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Com base na Definigdo 1.6 e considerando um ponto P(z,z?) qualquer do grafico de f,
tem-se:

d(F,P)=d(P', P)
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d*(F,P) = d*(P', P)
(x =0+ (2" —y)* = (x — )" + (2" +y)°
2’ + (2° = y)* = (2° +y)?
m2+m4—2:172y—|—y2:a74+2x2y+y2
2 — 2%y = 22%y

22 — 2%y — 22%y =0
? —4x*y =0
?(1 —4y) =0 (1.5)

Na Equacao 1.5, temos que 22 = 0 ou 1 — 4 -y = 0. Analisando a segunda igualdade,
tem-se 1
1—4-y:()<:>4-y:1<:>y:zl.

Portanto, a pardbola, representacao gréfica da fungao f(x) = 22, terd foco no ponto

1
F(0, 4_1) e a diretriz serd definida pela equacao d = 1
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Capitulo 2

CONCEITOS DE CALCULO
DIFERENCIAL

Neste Capitulo, serao apresentadas propostas para introduzir os conceitos de Limite e
Derivada de uma funcao real para alunos matriculados no 1° Ano do Ensino Médio. Inici-
almente, sera abordado breves relatos histéricos do desenvolvimento do Calculo em varios
periodos. Em seguida apresentaremos uma nocao intuitiva dos conceitos de limite e derivada
de uma funcao, a fim de que o aluno possa se familiarizar com o conteido e em seguida,
serao expostas as defini¢coes, muitas vezes abstratas para o aluno, de acordo os estudos nos
Cursos de Calculo Diferencial e Integral.

2.1 Desenvolvimento Historico do Calculo

O resumo histérico do calculo abordado a seguir, foram extraidos em citagoes, a partir
de pesquisas em [4].

O célculo diferencial e integral, também conhecido como célculo infinitesimal ou simples-
mente calculo, é um ramo importante da matematica, desenvolvido a partir da Algebra e da
Geometria, que se dedica ao estudo de taxas de variagdo de grandezas (como a inclinagao de
uma reta) e a acumulagao de quantidades (como a drea debaixo de uma curva ou o volume
de um sélido). Foi criado como uma ferramenta auxiliar em varias areas das ciéncias exa-
tas. Desenvolvido simultaneamente por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e por Isaac
Newton (1643-1727), em trabalhos independentes.

O calculo tem inicialmente trés ”operacgoes - base”, ou seja, possui areas iniciais como
o célculo de limites, o calculo de derivadas de funcoes e a integral de diferenciais. Com
o advento do Teorema Fundamental do Calculo, estabeleceu-se uma conexao entre os dois
ramos do calculo: o Calculo Diferencial e o Calculo Integral. O célculo diferencial surgiu do
problema da tangente, enquanto o célculo integral surgiu de um problema aparentemente
nao relacionado, o problema da &rea.

O professor de Isaac Newton em Cambridge, Isaac Barrow, descobriu que esses dois
problemas estao de fato estritamente relacionados, ao perceber que a derivagao e a integracao
sao processos inversos. Foram Leibniz e Newton que exploraram essa relacao e a utilizaram
para transformar o calculo em um método matematico sistematico. Particularmente ambos

39



viram que o Teorema Fundamental os capacitou a calcular dreas e integrais muito mais
facilmente, sem que fosse necessario calculd-las como limites de soma (método descrito pelo
matematico Riemann, pupilo de Gauss). A integral indefinida também pode ser chamada
de antiderivada, uma vez que é um processo que inverte a derivada de fungoes. Ja a integral
definida, inicialmente definida como Soma de Riemann, estabelece limites de integracao, ou
seja, € um processo estabelecido entre dois intervalos bem definidos, dai o nome integral
definida.

A histéria do calculo encaixa-se em varios periodos distintos, de forma notavel nas eras
antiga, medieval, moderna e contemporanea.

e O Calculo na Antiguidade

Na Antiguidade, foram introduzidas algumas ideias do calculo integral, embora nao tenha
havido um desenvolvimento dessas ideias de forma rigorosa e sistematica. A funcao basica
do calculo integral, a de calcular volumes e areas, pode ser remontada ao Papiro Egipcio
de Moscou (1850 a.C.), no qual um egipcio trabalhou o volume de um tronco piramidal. O
calculo integral também pode ser utilizado para rastreamento e gravagao o movimento do
sol, da lua e dos planetas. Os antigos astronomos babilénios (1800-1600 a.C.) empregaram
métodos geométricos sofisticados que prenunciam o desenvolvimento do cédlculo para prever
as posigoes dos corpos celestes. Eudoxo de Cnido, ou Eudoxus, (408-355 a.C.) usou o método
da exaustao para calcular dreas e volumes. Arquimedes (287-212 a.C.) levou essa ideia além,
inventando a heuristica, que se aproxima do calculo integral. O método da exaustao foi
redescoberto na China por Liu Hui no século III, que o usou para encontrar a area do
circulo. O método também foi usado por Zu Chongzhi, século V, para achar o volume de
uma esfera.

e O Calculo na Idade Média

Na Idade Média, o matematico indiano Aryabhata usou a nocao infinitesimal em 499
d.C. expressando-a em um problema de astronomia na forma de uma equacao diferencial
basica. Essa equacao levou Bhaskara II no século XII a desenvolver uma derivada prematura
representando uma mudanca infinitesimal, e ele desenvolveu também o que seria uma forma
primitiva do ”Teorema de Rolle”.

No século XII, o matemético persa Sharaf al-Din al-Tusi descobriu a derivada de po-
linomios cubicos, um resultado importante no céalculo diferencial. No século XIV, Madhava
de Sangamagrama, juntamente com outros matematicos-astronomos da Escola Kerala de
Astronomia e Matematica, descreveu casos especiais da Série de Taylor, que no texto sao
tratadas como Yuktibhasa.

e O Calculo na Idade Moderna

Na Idade Moderna, descobertas independentes no célculo foram feitas no inicio do século
XVII no Japao por matematicos como Seki Kowa, que expandiu o método de exaustao.
Na Europa, a segunda metade do século XVII foi uma época de grandes inovagoes. O
Célculo abriu novas oportunidades na fisica-matematica de resolver problemas muito antigos
que até entao nao haviam sido solucionados. Muitos matematicos contribuiram para essas
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descobertas, notavelmente John Wallis e Isaac Barrow. James Gregory proveu um caso
especial do segundo teorema fundamental do calculo em 1668.

Coube a Gottfried Wilhelm Leibniz e a Isaac Newton recolher essas ideias e junta-las em
um corpo tedrico que viria a constituir o calculo. A ambos é atribuida a simultanea e inde-
pendente invencao do calculo. Leibnitz foi originalmente acusado de plagiar os trabalhos nao
publicados de Isaac Newton; hoje, porém, é considerado o inventor do calculo, juntamente
com Newton. Historicamente Newton foi o primeiro a aplicar o cédlculo a fisica ao passo
que Leibniz desenvolveu a notacao utilizada até os dias de hoje, a notacao de Leibniz. O
argumento histérico para conferir aos dois a invencao do calculo é que ambos chegaram de
maneiras distintas ao teorema fundamental do calculo.

Quando Newton e Leibniz publicaram seus resultados, houve uma grande controvérsia de
qual matemético (e portanto que pais: Inglaterra ou Alemanha) merecia o crédito. Newton
derivou seus resultados primeiro, mas Leibniz publicou primeiro. Newton argumentou que
Leibniz roubou ideias de seus escritos nao publicados, que Newton a época compartilhara
com alguns poucos membros da Sociedade Real. Esta controvérsia dividiu os matematicos
ingleses dos matematicos alemaes por muitos anos. Um exame cuidadoso dos escritos de
Leibniz e Newton mostra que ambos chegaram a seus resultados independentemente, com
Leibniz iniciando com integragao e Newton com diferenciacao. Nos dias de hoje tem-se que
Newton e Leibniz descobriram o calculo independentemente. Leibniz, porém, foi quem deu
o nome calculo a nova disciplina, Newton a chamara de ” A ciéncia dos fluxos”.

Desde o tempo de Leibniz e Newton, muitos matematicos contribuiram para o continuo
desenvolvimento do calculo.

e O Calculo na Idade Contemporanea

Por fim, na Idade Contemporanea, ja no século XIX, o calculo foi abordado de uma
forma muito mais rigorosa. Foi também durante este periodo que ideias do calculo foram
generalizadas ao espaco euclidiano e ao plano complexo. Lebesgue mais tarde generalizou a
nocao de integral. Sobressairam matematicos como Cauchy, Riemann, Weierstrass e Maria
Gaetana Agnesi. Esta tltima, foi autora da primeira obra a unir as ideias de Isaac Newton e
Gottfried Wilhelm Leibniz; escreveu também um dos primeiros livros sobre calculo diferencial
e integral. E dela também a autoria da chamada ”curva de Agnesi”.

2.2 Limite

O conceito de limite constitui um dos principais conceitos do Calculo, uma vez que para
definir derivada, continuidade, integral, convergéncia, divergéncia, utiliza-se esse conceito. A
sistematizacao logica do Céalculo pressupoe entao o conceito de limite. Entretanto, o registro
histérico é justamente o oposto. Por muitos séculos, a nocao de limite foi confundida com
ideias vagas, as vezes relativas ao infinito - niimeros infinitamente grandes ou infinitamente
pequenos - e com intuigdes geométricas subjetivas, nem sempre rigorosas. O termo limite no
sentido moderno é originario da Europa, e a definicao moderna tem menos de 150 anos.

No estudo de célculo e suas aplicagoes, muitas vezes é de suma importancia, analisar
o comportamento de determinada funcao em torno de um determinado elemento do seu
dominio. Inicialmente, a nocao intuitiva de limites esta relacionado a varias ideias, dentre
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elas a de vizinhanca. Matematicamente, quando se diz que z tende a um determinado valor
T, intuitivamente, significa que os valores de z se aproximam cada vez mais de . O limite
de uma funcgao estuda basicamente a relacao entre o dominio e a imagem da funcao, e é de
extrema importancia para varias area de estudos, como matematica, fisica, quimica e até
mesmo a engenharia.

Exemplo 2.1 Considere a fungio f : R — R, definida pela lei de formagao f(x) =2-z+1.
Observe o comportamento dessa funcgao para valores proximos de x = 1.

Construindo as tabelas a seguir para valores préximos de x = 1 para a direita e para a
esquerda, respectivamente, em seguida, construir o grafico da funcao f.

X flx)=2-z+1
0,9 F0.9)=2.0,9+1=228
0,99 £(0,99) =2-0,994 1= 2,98

0,999 £(0,999) =2-0,999 + 1 = 2,998
0,9999 | (0,9999) =2-0,9999 + 1 = 2,9998

Tabela 2.1: Tabela para valores préximos de x = 1, pela esquerda, da fun¢ao f(z) = 2x +1

X flx)=2-2+1
1.1 FA,)=21,1+1=3,2
1,01 F1,00)=2-1,01 +1=3,02

1,001 | f(1,001)=2-1,001+ 1 = 3,002
1,0001 | f(1,0001) = 2-1,0001 + 1 = 3, 0002

Tabela 2.2: Tabela para valores préximos de = = 1, pela direita, da func¢ao f(z) = 2z + 1

Figura 2.1: Gréfico da Fungao f(z) =2 -z +1

R=0,9
Q=0,99
P =0,999
M = 1,001
N =1,01
0=1,1

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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Analisando as Tabelas 2.1 e 2.2 e a Figura 2.1, é possivel observar que o valor de f(x)
aproxima, tanto pela direita quanto pela esquerda, de 3, assim que o valor de x se aproxima
de 1.E possivel observar, intuitivamente, que para = tentendo a 1, o valor da funcao f(z) =
2 -z + 1 se aproxima cada vez mais de 3.

Matematicamente, essa situacao podera ser representada da seguinte forma:

lim f(z) =lim(2 -2+ 1) =3
z—1 z—1

e leia~se como o limite de f(x), quando z tende a 1, é igual a 3 ou limite de 2z + 1, quando
z tende a 1, é igual a 3

Exemplo 2.2 Usando a nogao intuitiva de limites, determine o valor do limite, quando x
tende a 1, da funcao definida pela lei de formagdio f(x) = x*> — 1. De outro modo, essa
situacao significa em calcular o valor de lin%(yc2 —1).

T—r

Inicialmente, analisar as Tabelas 2.3 e 2.4, para valores proximos de 1, pela esquerda e
pela direita, respectivamente, e o grafico de f(x), conforme Figura 2.2.

X flz)=2*—-1
0.9 700.9)=0,92 —1=—0,19
0,99 £(0,99) =0,99* — 1 = —0,0199

0,999 £(0,999) = 0,999% — 1 = —0,001999
0,9999 | £(0,9999) = 0,9999% — 1 = —0, 00019999

Tabela 2.3: Tabela para valores préximos de x = 1, pela esquerda, da fungao f(z) = 22 — 1

X flz)=2*—1
11 FL ) =1,12-1=0,21
1,01 7(1,01) = 1,017 — 1 = 0, 0201

1,001 | f(1,001) = 1,001 — 1 = 0, 002001
1,0001 | £(1,0001) = 1,0001% — 1 = 0, 00020001

Tabela 2.4: Tabela para valores préximos de x = 1, pela direita, da fungao f(r) = 2? — 1
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Figura 2.2: Gréfico da Funcao Quadrética f(z) = 2% — 1
f

N
w
N
o

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Observar que, quando z tende a 1, tanto por valores menores (Tabela 2.3) quanto por
valores maiores que 1 (Tabela 2.4), f(x) aproxima-se cada vez mais de 0 (zero), e analisando
a Figura 2.2, é possivel concluir que

lim(z? — 1) = 0
z—1
. . . . . 2 —1
Exemplo 2.3 Calcule o limite da funcdo f, definida pela lei de formagio f(x) = T
x J—

quando x tende a 1.

2
-1
Construindo as tabelas de valores da fungao f(z) = T > para valores préoximos de
x —
x =1, e o grafico de f(z), conforme Figura 2.3.
2 —1
x o ==
0,9°—1
0,9 0,9) = ——=1,9
Y f( ) ) 07 92_ 1 Y
0,99° — 1
0,99 0,99) = ——— =1,99
’ f( ) ) 0’ 992_ 1 )
0,999° — 1
0,999 0,999) = ————— =1,999
Y f( ) ) 07 9992_ 1 Y
0,9999° — 1
0,9999 | £(0,9999) 0.9999 1 , 9999
L N 2 —1
Tabela 2.5: Tabela para valores préximos de x = 1, pela esquerda, da funcao f(z) = 1
x J—
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2’ —1
1,1° =1
1,1 1,1) = = =21
Y f( ) ) 171 _ 1 Y
1,012 -1
1,01 1,01) = = =2,01
1,001%2 —1
1,001 1,001) = ———— =2,001
' f(1,001) 1,001 —1 '
1,0001% — 1
1 1 1 )="————=2 1
,0001 | f(1,0001) 1.0001 — 1 , 000
- - . 2?2 —1
Tabela 2.6: Tabela para valores préximos de x = 1, pela direita, da fungao f(z) = ]
’Z' J—
) ) . 2 -1
Figura 2.3: Gréfico da Funcao f(z) = ]
x J—
A
i
i
i
! i
i
05 |
i
-7 6 -5 —4 3 -2 /?1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fonte: Elaborada pelo préprio autor
. - =1 . :
Observa-se facilmente que para x = 1 a fungao f(x) = [ nao estd definida, pois

0
f(1) = = é indeterminado. Logo, o elemento 1 néao faz parte do dominio dessa fungao.

Como f(1) = —, isso significa que (z—1) é fator do numerador (2> —1) e do denominador

(x—1) da fungdo f(x), e z—1 # 0, pois para x = 1 a fungdo nao estd definida. Sendo assim,
é possivel escrever a fungao f(x) como:

-1 (z+1)-(x—1)
f(x):x—lz (r—1)

Conforme ja citado anteriormente, calcular o limite de uma funcao, quando z tende a um
determinado valor xg, nao depende do comportamento dessa funcao no ponto para x = xg, e

=z+1
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sim proximo de zy. Logo, analisando os resultados das Tabelas 2.5 e 2.6 e o comportamento
do grafico da funcao, representado na Figura 2.3 é possivel afirmar que
z?—1 (z+1)-(x—1)

=TT =T ooy Ty =2

Analisando os graficos dos Exemplos 2.1 e 2.2 é possivel observar que sao curvas que
nao apresentam ”saltos”ou ”buracos”. Por isso, essas fungoes sao chamadas de Funcgoes
Continuas. Podemos afirmar ainda, que o grafico de uma fungao continua é aquele em que
tracamos completamente em uma folha de papel, sem afastar a ponta do grafite do mesmo.
Uma funcao que nao é continua, por sua vez, é aquela em que, ao tracar o seu grafico em
uma folha de papel, em algum momento, teremos que afastar a ponta do grafite do papel
em um determinado ponto, conforme pode ser observado no grafico do Exemplo 2.3

Defini¢ao 2.1 (Limite de Fungoes) Conforme [8], sejam X C R um conjunto de nimeros
reais, f : X — R uma funcgao real cujo dominio é X e a € X' um ponto de acumulacao do
conjunto X. Diz-se que o numero real L é o limite de f(z) quando x tende para a, e escreve-se
glglg; f(z) = L, para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe § > 0 tal que |f(x) — L| < e

sempre que x € X e 0 < |z —a| < 0.

Simbologicamente, a Definicao 2.1 pode ser escrita da forma

limf(x)=L< 30 >02xe X, 0<|x—a|<d=|f(x)—L|<e

r—a

Informalmente, lim f(z) = L, que dizer que se pode tomar f(x) tdo préximo de L quanto se
Tr—a

queira, desde que se tome x € X suficientemente préximo de a, com = # a.

Exemplo 2.4 Dada a fungao real f(x) = 2-x 4+ 1, no Exemplo 2.1, concluiu-se que
lin% f(x) = lin}2 -x + 1 = 3. Utilizando a Definicao 2.1 mostre que essa igualdade é
Tr—r Tr—r

verdadeira.

Conforme a definicao de limite de uma funcao, devemos mostrar que para todo § > 0, existe
e >0, tal que |f(z) — 3| < ¢, quando 0 < |z — 1] < §, portanto,

|f(a:)—3]<5:>\(2-93+1)—3|<€=>]2-:E—2|<5=>2-|x—1|<5=>]x—1\<g
Tomandoéz%, tem-se que |f(z) — 3| < ¢, sempre que 0 < |z — 1| < .

Definigao 2.2 (Funcdao Continua) Em [10], um funcao f : X — R € continua em um ponto
ro € X se a sequinte condicao for satisfeita: dado € > 0, existe 6 > 0, qual que

reX,zg—d<zx<zo+d= f(rg) —e< flx) < f(zg) +¢€
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Geometricamente, uma Funcao Continua em um ponto P, podera ser representada, con-
forme Figura 2.4.

Figura 2.4: Grafico de uma Fungao Continua no ponto P

F@0) | o - - - - - — - —
flxg) =<

5

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Dada uma fungao real £ Em [6], essa fungao f serda continua em p se, somente se,
lim £(2) = /(7).

Sendo o objetivo desse trabalho uma abordagem do Célculo Diferencial e Integral nas
funcoes Afim e Quadratica, e com com base na Definicao 2.2, os Exemplos 2.5 e 2.6, irao
mostrar a continuidade dessas fungoes.

Exemplo 2.5 Mostre que a Fun¢ao Afim, definida pela lei de formagao f(x) = a-x + b,
com a,b € R, é uma Funcao Continua.

Para mostrar que a func¢ao f(z) = a-x+0b, conforme enunciado, é uma Fungao Continua,
iremos considerar as situagoes em que a =0 e a # 0.

e Paraa=0

Para a = 0, a funcao f serd constante, com f(x) = b, logo, f é uma Fung¢ao Continua.

[f(2) = fO)| =la-z+b—(a-0+b)] = [a-z]=|af - [z]

Conforme a Definicao 2.2, para todo € > 0,
f(0) —e < flz) < f(0) +¢
—e < f(z) = f(0) <e

47



Como |f(x) = f(0)] = |a] - |z,

jaf - o] <€
€
|| <
|al
€
Fazendo 6 = W’ temos
a
|z —0] < 4§

. Por tanto, |z — 0| < 0 = |f(z) — f(0)| < e . Dai, conclui-se que f é uma fungao continua
no ponto P(0, f(0))

e Paraa #0

Dado um ponto P(p, f(p)), pertencente ao gréfico de f, tem-se
[f(@) = fp)l=la-z+b—(a-p+b)|=la-z—a-p|=la-(x—p)=la|-|z—pl
Conforme a Definicao 2.2, para todo & > 0,
fp) —e < flz) < flp)+e
—e < flz) = flp) <e
|f(z) = flp)| <e

Como |f(z) — f(p)| = la| - [z — pl,

jal - |z —pl < e

o —p| <
|al
€
Fazendo § = W’ temos
a
|z — p| <.

Por tanto, |z —p| < 0 = |f(x) — f(p)| < € . Dai, conclui-se que f é uma fungao continua no
ponto P. Como o ponto P foi tomando de forma aleatéria, resulta-se que f é continua em
todo p real, isto é, f é uma Funcao Continua.

Exemplo 2.6 Mostre que a Funcao Quadrdtica, definida pela lei de formagao f(x) = a -
22 +b-x4c, comab,c€R, ea#0, é uma Funcio Continua.

Considerando a Proposi¢ao 4.27, em [10], dizendo que se f,g : I — R sao funcoes
continuas em xy € I, entao as fungoes f + g, f — g e f - ¢g também sdo continuas em x,. A
demonstracao dessa proposicao se encontra na bibliografia indicada.

No Exemplo 2.6, a fungao f pode ser escrita da forma f(z) = a - g(z) - g(z) + h(x), em
que as fungoes g e h sdo definidas por g(z) = = e h(x) = b-z+c. Observa-se que as fungoes g
e h sao casos particulares de Funcao Afim, e conforme o Exemplo 2.5, ambas sao continuas.
Logo, com base na Proposi¢io 4.27 de [10], a Fungdo Quadrética f(z) = a-2*+b-x +c,
com a,b,c € R, e a # 0, é continua em xy. Como xy foi atribuido de forma aleatoria, pode-se
afirmar que f é uma Fungao Continua para todo elemento do seu dominio.
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2.3 Derivada

O conceito de Derivada de uma Funcao sera apresentada de forma simples, intuitiva
e objetiva. Todas as informacoes aqui citadas, darao suporte ao professor para desenvol-
ver as atividades de aplicacao propostas na proximo capitulo, com o intuito de facilitar o
entendimento, as formalidades e demonstracoes expostas aos alunos do Ensino Médio.

A nogao de derivadas surgiu com Pierre Fermat no século XVII. Com seus estudos sobre
funcoes matematica, ele chegou a um empasse sobre a definicao do que era uma reta tangente.
Ele percebeu que algumas das funcoes estudadas nao batiam com a definigao de reta tangente
da época. Isso ficou conhecido como o problema da tangente.

Dando continuidade aos estudos, ele resolveu o problema da seguinte maneira: para
determinar uma reta tangente a uma curva no ponto P, ele definiu um outro ponto @,
distinto de P, na curva e considerou a reta P(). Desta forma, aproximou o ponto () ao
ponto P, obtendo assim retas P(Q) que se aproximavam de uma reta t que Fermat chamou de
reta tangente ao ponto P. Estas ideias foram consideradas como primarias para o conceito
de derivadas. Entretanto, Fermat nao possuia as ferramentas necessarias, por exemplo, o
conceito de limite por ainda nao ser conhecido na época. Foi apenas com Leibniz e Newton
que o calculo diferencial tornou-se possivel e importante para as ciéncias exatas.

Os campos de aplicacao do conceito de derivada sao variados, onde sempre esta relacio-
nado a uma taxa de variacao. Entre as iniimeras aplicagoes, podemos citar alguns problemas
relacionados aos custos, tempo, velocidade, volume, temperatura e consumo de gasolina, as-
sim como em outras dreas do conhecimento, como por exemplo, na fisica, engenharia e
economia.

Com o objetivo de melhor entendimento, serd apresentado um breve estudo sobre o que
é uma reta tangente.

A literatura grega definiu a reta tangente a um ponto de um circulo como sendo a reta
que passa por este ponto e é perpendicular ao raio do mesmo. Além disso, o iinico ponto em
comum entre a reta e o circulo é o ponto de tangéncia.

Figura 2.5: Reta Tangente ao Circulo

=

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Essa definicao reflete a ideia intuitiva de tangente a uma curva como sendo a reta que

49



intercepta a curva em apenas um ponto. Mas, para curvas mais complexas, essa defini¢cao é
inadequada, como ¢é possivel observar na Figura 2.6

Figura 2.6: Reta Tangente e Reta nao Tangente

C

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Analisando a Figura 2.6, é possivel observar que a reta t é tangente a curva C no ponto
A, e a reta h nao é tangente a curva C em nenhum ponto. Dessa forma, pode se dizer que
a definicao de reta tangente a uma curva em um ponto P, é dada pela reta que intercepta a
curva no ponto P, e que todos os pontos de C, proximos de P, pertencem ao mesmo semiplano
definido pela reta.

Considere uma curva C, dada pela representacao grafica de uma funcao real definida
pela lei de formacao y = f(x) e P(xo, f(z0)) um ponto qualquer dessa fungao. Considere
um outro ponto Q(x1, f(x,)) sobre essa curva, tal que a reta PQ seja secante & C, ou seja, a
reta definida pelos pontos P e () intercepta a curva C em dois pontos distintos. Considere
a reta t tangente a curva C, no ponto P(xq, f(xo)), conforme Figura 2.7

Figura 2.7: Reta Tangente e Reta Secante a uma curca C'

Fonte: Elaborada pelo préprio autor
Supondo que o ponto  se desloca, sobre a curva C, em direcao ao ponto P, conforme
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Figura 2.8, passando pelos pontos @)1, Qs, Q3 e (4, é esperado, intuitivamente, que a reta
tangente t passa a ser definida como a posicao limite da reta secante j, quando Q desliza ao
longo da curva em direcao a P.

Figura 2.8: Reta Tangente e Retas Secantes

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Considerando dois pontos distintos P(zg, f(xg)) e Q(x, f(z)), ambos pertencentes a curva
C. Conforme definido na Secao 1.3, uma reta, nao vertical, fica determinada quando se co-
nhece dois de seus pontos ou é definido um ponto qualquer e o coeficiente angular (inclinac¢ao
da reta em relagao ao eixo Oz).

Conforme a Figura 2.9, e considerando os triangulos AQPM e AQV R semelhantes, pelo
critério de Semelhancas de Triangulos AAA (Angulo - Angulo - Angulo), uma vez que Seus
angulos internos correspondentes sao congruentes, a inclinacao da reta secante j é dada por:

f(@) — f(@o)

tg8 = my =
r — X

Figura 2.9: Inclinagao das retas Tangente e Secante

Fonte: Elaborada pelo préprio autor
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Observa-se que, a medida que o ponto Q se aproxima do ponto P, a medida que z se
aproxima de xq , a inclinacao m, da reta secante j se aproxima da inclinagao m; da reta t,
tangente a curva C no ponto P, conforme ilustrado na Figura 2.9

Logo, se existir a reta tangente a curva C no ponto P(xq, f(z0)), entdo sua inclinagao

my = tga serd igual ao valor limite das inclinagoes my = M, para Q(z, f(z)) se
T — X9
aproximando de P, ou seja, para z tendendo a x.
Essa situacao é denotada por:
my = tga = lim J@) = J(2o) (2.1)

T—T0 T — T

Exemplo 2.7 Qual a equacao da reta tangente a curva definida pela funcao f : R — R,
com f(z) =2 22 =3-2—1, no ponto P(1,3)?

Conforme ja citado, a reta pode ser definida por um ponto e a sua inclinagao, com relacao
ao eixo das abscissas. Como a reta é tangente a curva no ponto P(1,3), logo, a reta passa

por P.
O coeficiente angular da reta tangente é dada pela Equacao 2.1. Dai tem-se que:

e — i @) = Fa)
T—T0 T — Zo

(2-22-3-2—-1)—(2-12=-3-1-1)

mt:olclg% r—1
2.-22—-3-2—1)— (=2
mt:lim( m 3.7 ) — (=2
r—1 l‘—]_
222 —-3-z+1
my = lim
r—1 1‘—1
(@)@
mt_il—% pog| (2.2)

Sabendo-se que z tende a 1 significa que serao atribuidos valores proximos de 1, e nao
x =1, logo x — 1 # 0. Dal, é possivel simplificar a Equacao 2.2 por x — 1.

m; = limx — =
t r—1 2

mt:1—§

1
mt:§

1
Como a reta tangente tem coeficiente angular m; = 5 © Passa pelo ponto P(1,3), logo, a

mesma tera equacao:




1 y—-3

2 r-—1
l-(z—1)=2-(y—3)
r—1=2-y—6

)
Y=

Defini¢ao 2.3 Em [8], seja f uma funcao real de uma varidvel real e xoy um ponto do seu

dominio. O limite
lim f(z) — f(x0)
T—x0 r — T

quando eziste, é denominado de derivada da funcgdo f no ponto xy, e indicada por f'(zy).

Se f admite derivada no ponto P, entao dizemos que f é derivavel em P. De forma geral,
dizemos que f é uma funcao derivéavel, se for derivavel em cada ponto do seu dominio.

Com base nas Equagoes 1.3 e 2.1 e na Definicao 2.3 é possivel concluir que a equagao da
reta tangente a uma fungao f, no ponto P(xg, o) é definida por

my = li
T—T0 T — Zo
Y —Yo /
P (o)
Y—%Y = f/(xo) : (I - Io) (2‘3)

Em muitas literaturas, na Defini¢ao 2.3 escrevendo h = v — xg — © = x¢ + h, para z
tendencia a x, em h = x — ¢, tem-se h — 0, ou seja, a defini¢do da derivada ( f’ ) da funcao
real f, poderd ser escrita da forma

(2.4)

/ o fl@o+h) = f(x)
f(xo) = lim 7

h—0

2.3.1 O uso de Derivadas no estudo da Funcao Quadratica

Dentre diversos problemas que podem ser abordados com o uso de derivadas, sera
abordado uma analise de algumas propriedades importantes do grafico de uma funcao. Para
isso, iremos apresentar alguns topicos importantes na construgao do grafico de uma Funcao
Quadratica, tais como: intervalos em que a parabola é crescente ou decrescente, pontos de
maximo ou de minimo e a concavidade do seu grafico.

Intervalos de Crescimento e Decrescimento da Fungao Quadratica

Inicialmente, utilizando a Equacao 2.4, é possivel afirmar que a derivada da Fungao
Quadrética f(x) =a-2*>+b-x +c, com a,b,c € R, e a # 0, é dada por:

o) — tin £ D) = @)

h—0 h
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[a-(x+h)?*+b-(x+h)+c—(a-22+b-x+¢)

/ BT
fi(w) = lim .
f/( )_1 (1‘-’172“—2'@'h-x+a.h2+b.x+b,h+6_a_x2_b_aj_c
o _hli% h
2-a-h-x+a-h*+b-h
! .
fila) = lim -
. h-(2-a-z+a-h+0)
/ JR—
fila) = lim -
f@)=lm(2 a-z+a-h+D)
fllx)=2-a-z+D (2.5)

Logo, a derivada da Funcao Quadratica é uma Funcao Afim, e conforme ja citado ante-
riormente, sua representacao grafica é uma reta, que podera ser crescente, se o coeficiente
angular for maior que zero, ou decrescente, se o coeficiente angular for menor que zero. Por-
tanto, tem-se na Equacao 2.5, que a derivada f’, sera crescente quando a > 0, ou decrescente,
quando a < 0

Analisando o esboco de uma parabola e das retas tangentes a mesma, conforme Figura
2.10, observa-se que uma reta tangente poderd ser crescente, decrescente ou constante (pa-
ralela ao Eixo Oz).

Figura 2.10: Pardbola e Retas Tangentes

10

IS

N

|
©

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Conforme a Definicao 1.3, e analisando a Figura 2.10, observa-se que no intervalo em que
a funcao f é crescente, a reta tangente, em um ponto desse intervalo, também é crescente
(reta t na Figura). No intervalo em que a fungao f é decrescente, a reta tangente, em um
ponto desse intervalo, também é decrescente (reta r na Figura). A reta tangente s é paralela
ao Eixo Oz, logo o coeficiente angular é igual a zero, ou seja, f'(x) = 0. O ponto em que
a reta s tangencia o grafico de f é chamado de ponto critico da parabola, ou vértice da
pardbola. Dizemos que o vértice V(x,, f(x,)) é ponto de maximo da func¢ao, quando para
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todo x € Dy, tem-se f(z) < f(x,), e V(zy, f(x,)) serd ponto de minimo da fungéo, quando
para todo = € Dy, tem-se f(z) > f(z,).

Exemplo 2.8 Determine o vértice e os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao
f(z)=2-22—=12-2+5. O vértice de f é ponto de mdzimo ou de minimo? Esboce a grdfico
dessa funcao.

Inicialmente, determine a derivada f’ da funcao, conforme Equagao 2.5.

f(x)y=2-a-z+b
flx)=2-2-2—12
flx)=4-2—12

Em seguida, obter o valor de z, tal que f'(x) = 0, afim de encontrar o ponto de tangéncia
em que a derivada é paralela ao Eixo Oz, ou seja, o vértice da parabola.

f(x)=0
4.0 —-12=0
4.2 =12
r=3

Dalf, tem-se que o vértice da parabola é o ponto V(3, f(3)), sendo f(3) = 2-:3*~12-:3+5 = —13,
ou seja, V(3,—13).

Analisando o estudo dos sinais da funcao f’, como feito no Exemplo 1.9, é possivel concluir
que essa fungao é crescente e que, conforme o esbogo gréfico da Figura 2.11, tem-se f'(x) < 0,
para x < 3, f'(x) =0, para z = 3, e f'(x) > 0, para = > 3.

Figura 2.11: Estudos de sinais da funcao f’

+ + + + + + +

Eixo Ox

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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Conclui-se, entao, que a fungao f é decrescente para x < 3, pois a derivada f’ é negativa
nesse intervalo (a derivada negativa significa que o coeficiente angular da reta tangente é
negativo, logo, a reta tangente serd decrescente), e é crescente para x > 3, pois a derivada
é positiva nesse intervalo (a derivada positiva significa que o coeficiente angular da reta
tangente é positivo, logo, a reta tangente serd crescente). Analisando a Figura 2.12, observa-
se que o vértice da pardbola V' (3, —13) é um ponto de minimo.

Figura 2.12: Gréfico da funcao f(z) =2-2* =12 -2 +5

2l

f(z)

éV(B, ~13)

: Eixo de Simetria

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Pontos Extremos

Exemplo 2.9 De modo geral, analisar o crescimento e decrescimento da Fun¢do Quadrdtica
flx)=a-2>+b-x+c, coma,bc€R, ea#0, determinando as coordenadas do vértice.
Em seguida, verifica se o vértice é ponto de minimo ou de mdzximo.

Considerando a derivada f'(z) = 2-a-x+0b (conforme Equagao 2.5), o vértice da pardbola
da fungao f serd o ponto V(z, f(x)), tal que, f'(z) = 0, ou seja,

f'(x) =0

2-a-x+b=0

—b —b
Logo, o vértice da parabola serd o ponto V<2—, f(2—)), com
- a - a

fx)=a-2*+b-x+c
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(g =or () 0 (52)

H) e -

2-a 402 2-a
—b b? b?
f(2-a>_4-a_2-a+c
—b > —2.-0’+4-a-c
f(?-a)_ 4-a
—b b +4-a-c
f<2-a>_ 4-a
by —(b*—4-a-c)
f(?-a>— 4-a
—b —-A )
Fazendo A = (b* — 4 -a - ¢), temos que f(ﬂ) = [ Ou seja, as coordenadas do
vértice da parabola sera V<_—b, i)
2-a'4-a

Para analisar o estudo dos sinais da fungao derivada f’(z) = 2-a-z+b, deve-se considerar
as situacoes em que a > 0 e que a < 0.

e Paraa >0
Considerando a > 0, tem-se que o grafico da fun¢do f'(z) = 2-a -z + b serd uma reta
crescente, pois o coeficiente angular 2 - a > 0, e analisando o esbogo gréafico da funcao f’, na
—b —b
Figura 2.13, conclui-se que f'(z) < 0, para x < T f'(x) =0, para = = ST f(x) >0,
- a - a
—b

para x > —
2-a

Figura 2.13: Estudo de sinais da fungao f'(z) =2-a-x + b, para a > 0

+ 0+ 4+ 4+ + 4+

________ —b

7 Eixo Ox
2a

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Logo, é possivel concluir que a funcao f é decrescente para x < 7 2 pois a derivada
a

f7 é negativa nesse intervalo, e é crescente para x > TP pois a derivada é positiva nesse
- a
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intervalo. Analisando a Figura 2.14, observa-se que o vértice V da parabola é um ponto de
minimo.

Figura 2.14: Esboco do grafico da fungao f(x)=a-2>+b-x+c paraa >0

i
. [ .
é decrescente fé crescenfte
i
i

V(zw)

iEixo de Simetria
Fonte: Elaborada pelo préprio autor

e Paraa <0

De modo andlogo, para a < 0, tem-se que o grafico da fungao f'(x) = 2-a-x+0b serd uma
reta decrescente, pois o coeficiente angular 2 - a < 0. Analisando o esboco grafico de f’, na

A =
Figura 2.15, conclui-se que f'(x) > 0, para z < oI f'(x) =0, para z = ¢ f(x) <0,
a a

—b
para x > —
2-a

Figura 2.15: Estudo de sinais da fungao f'(z) =2-a-x+ b, para a <0

+ o+ o+ o+ o+ o+ 4+

Eixo Ox

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Conclui-se que a funcao f é crescente para r < CYP pois a derivada f’ é positiva
a
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nesse intervalo, e é decrescente para r > 5 g’ pois a derivada é negativa nesse intervalo.
‘a

Analisando a Figura 2.16, observa-se que o vértice V da parabola é um ponto de maximo.

Figura 2.16: Esbogo do gréfico da funcao f(z) =a-2*>+b-x + ¢, paraa < 0

' Eixo de Simetria

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Concavidade do Grafico da Fungao Quadratica

Com base nas informagoes contidas no Exemplo 2.9 e considerando a fungao real f(z) =

-b —-A
a-r?+b-x+c, sua derivada f'(x) = 2-a-x+b e o vértice da parabola no ponto V<2—, 4—) ,
ca'4-a
com A= (0> —4-a-c), tem-se:
a Intervalo de | Intervalo de | Concavidade Vértice
Crescimento | Decrescimento | da Parabola
—b —b
a>0 T > — T < — para cima | ponto de minimo
2a 2a
—b —b . ..
a <0 T < — T > — para baixo | ponto de maximo
2a 2a

Tabela 2.7: Aplicacao da Derivada na Fungao Quadratica
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Capitulo 3
APLICACOES EM SALA DE AULA

A forma como sao introduzidos os conceitos matemdticos nos ensinos fundamental e
médio, muitas vezes é um reflexo do fracasso no ensino - aprendizagem dos alunos. Por
isso, neste capitulo, abordaremos algumas situacoes de aplicabilidade do estudo de limites e
derivadas de uma funcao, com o objetivo de facilitar o entendimento das resolugoes.

O assunto de pontos de maximo ou minimo de uma Fungao Quadratica, tem uma apre-
sentacao recorrente na vida dos nossos alunos. Ele se apresenta nao s6 em anos diferentes
desde o Ensino Fundamental até o Ensino Superior, mas também em disciplinas diferentes
como na Fisica, Quimica, Economia, Engenharia, entre outras. As aplicacoes aqui trazidas
tornaram atrativo esse estudo, atingindo um dos principais objetivos deste trabalho, por ser
um contetido recorrente e de curriculo obrigatorio.

Na Secao 3.4 sera criado um tutorial para mostrar aos alunos a definicao intuitiva de
derivada de uma funcao com o uso do Software GeoGebra.

3.1 Aplicacao 1 - Ponto de Maximo ou de Minimo

Analisando o Exemplo 1.10 e com base na Se¢ao 2.3.1, conclui-se que a receita R(z) =
—5 - 22 4+ 40 - z + 1200, sendo z o valor do quilo de comida, terd valor maximo quando
R'(z) = 0, ou seja,

—40
R/(x):—5~2-x+4O:>—5'2-x+40:0:>—10-x+4O:O:>x:_—10:>x:4.

Como (12 + z) é a solugdo do problema, logo, o restaurante terd uma maior receita
possivel, para o valor do quilo de comida igual a R$16, 00.

3.2 Aplicagao 2 - Crescimento / Decrescimento

O problema a seguir foi extraido e adaptado de [2] e serd analisado e interpretado com
base nos intervalos de crescimento e decrescimento da fungao.
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Exemplo 3.1 O sequestro de carbono ¢ a absor¢ao de grandes quantidades de gds
carbonico (COs) presentes na atmosfera. A forma mais comum de sequestro de carbono
¢ naturalmente realizada pelas florestas. Na fase de crescimento, as drvores demandam uma
quantidade muito grande de carbono para se desenvolverem e acabam tirando esse elemento
do ar. Esse processo natural ajuda a diminuir consideravelmente a quantidade de (COy) na
atmosfera: cada hectare de floresta em desenvolvimento € capaz de absorver nada menos que
150 a 200 toneladas de carbono. E por essas e outras razoes que o plantio de drvores é uma
das prioridades para a diminui¢ao de poluentes na atmosfera terrestre.

Considerando que, em uma determinada regiao, a fungao f que fornece o acréscimo de
sequestro anual de COy da atmosfera (em milhdes de toneladas) em fungdo do tempo (em

2 16-t 85
| EE .

Considerando t = 0 para o ano de 2000, t = 1 para 2001, e assim por diante. Por
exemplo, no ano de 2020 o acréscimo previsto do sequestro de carbono serd de f(20) milhoes
de toneladas. Com base nessas informacoes, até quando uma floresta em estudo estard tendo
um acréscimo no sequestro de carbono superior ao ano anterior?

anos) seja dada por f(t) =

16t N
——— + —— + — repre-
| v s e 135 o7 o7 P
sentado na Figura 3.1 é possivel concluir, visualmente, que a funcao é crescente para para

0 <t<t,, edecrescente para t > t,, onde t, é a abscissa do vértice da parabola.

Observando o esbogo do gréfico da fun¢ao quadrética f(t) =

12 16-t 85

Figura 3.1: Esbogo grafico de f(t) = ~1aF + o + 77

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Inicialmente, a derivada f’ da funcao é dada por:

-1 16 -2 16
"t)=2-a-t+b=ft)=2-— t+—= f(t) = — -t + —.
f(t) at+b= f(t) EERAR A AU T AT

O ponto em que a fungao assume o valor méximo em t,, tal que f’(t,) = 0, ou seja,
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, 9 16
f(tv) ﬁ v ﬁ
9 16
0=135 Ty
2 16
135 " 21
16 135
VT or 2
t, = 40
—9

16
Fazendo o estudo dos sinais de f'(t) = 5 t+ 77 conforme Figura 3.2, conclui-se que

t? 16-t 85
a funcgao f(t) = 135 + 7 + 77 é crescente para t < 40 e decrescente para t > 40

16
Figura 3.2: Estudo de Sinais de f'(t) = ~135 t+ 77

L R Ik e T S

Eixo Ox

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Por tanto, no periodo de 2000 a 2040, o acréscimo no sequestro de carbono sera sempre

superior ao acréscimo do ano anterior. Em 2040, serd o ano com o maior acréscimo de

40 16-4
0 6-40 , 8 = 15 milhoes de toneladas. Apds 2040,

sequestro de carbono e f(40) = —— + +
d mo e f(A0) = gt o T gy = 1w .
anualmente, o acréscimo no sequestro de carbono sera inferior ao ano anterior.
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3.3 Aplicagcao 3 - Movimento Uniformemente Variado

O Movimento Uniformemente Variado (MUV) é aquele em que um corpo sofre uma
aceleragao constante, de modo que sua velocidade varia de forma igual a cada segundo.
Conforme [5], o movimento uniformemente variado é aquele em que a velocidade escalar
varia uniformemente no decorrer do tempo, ou seja, a velocidade escalar sofre variagoes
sempre iguais em intervalos de tempo iguais.

O estudo do MUV requer que saibamos utilizar as func¢oes horarias da velocidade e da
posi¢ao de um objeto em funcao do tempo. Elas possibilitam parametros para determinar
posicao, velocidade ou aceleracao em um determinado instante de tempo, sendo, portanto,
de fundamental importancia para o estudo do movimento no ambito da cinematica.

A aceleragao é um dos conceitos centrais do MUV. Essa grandeza pode ser calculada
pela variacao da velocidade dividida por um intervalo de tempo. No Sistema Internacional
de Unidades, a unidade de medida da aceleragdao é o m/s?, que significa a mudanca na
velocidade, em m/s, a cada segundo.

Considerando o movimento de um corpo que se move numa trajetéria qualquer e, s = s(t)
denotara o espago percorrido pelo mével a partir de um certo ponto O, durante um tempo
t. Logo, As = s(t+ At) — s(t) representa o espaco percorrido pelo mével durante o intervalo
de tempo que vai do instante t ao instante (¢ + At). A velocidade média (v,,) é a variagao
da posigao (deslocamento) de um mével em relacao a um referencial durante certo intervalo
As  s(t+ At) — s(t)

At At '

Para determinar a velocidade instanténea (v;) de um corpo no instante ¢, basta calcular
a sua velocidade média em intervalos de tempo, que contem ¢, cada vez menores, ou seja,
calcular v,, para At cada vez mais préximo de zero. Em outras palavras, a velocidade
instantanea é o limite da velocidade média, para At — 0,

de tempo, ou seja, v, ¢ definida como sendo o quociente v,, =

vi(t) = lim vy,

At—0

. As

o= A
. s(t+ At) — s(t)
R

Logo, conforme Defini¢ao 2.3, dada a fungao s = s(t) que representa a posi¢ao do corpo, no
instante t, a velocidade instantanea de corpo no instante t é dada por

v; = $'(t) (3.1)

A velocidade marcada no velocimetro do carro, mostra a velocidade em cada instante.
Essa velocidade é a instantanea e identifica a velocidade de um corpo em um momento
especifico, enquanto a velocidade média é o resultado da razao entre o espago percorrido,
As, e o periodo de tempo gasto, At.

De modo semelhante, a aceleracao média, a,,, de um corpo no intervalo de tempo de ¢

A t+ At) —o(t
a t + At é dada pelo quociente a,, = 2 vt + A1) — ) E ela mede a variacao da

velocidade do corpo por unidade de tempo no intervalo de tempo At. Para determinar a
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aceleragao instantanea (a;) de um corpo no instante ¢, calcula-se a sua velocidade média em
intervalos de tempo, que contém ¢, cada vez menor, ou seja, calcula-se a,, para At cada vez
mais préximo de zero. Isso significa que a velocidade instantanea é o limite da aceleracao
média, para At — 0,

ai(t) = Al%r_rgo tm

- Av
w0 = A

vt + At) — ()
ai(t) = lim Al

Dai, tem-se
a;(t) = ' (t) (3.2)

Exemplo 3.2 O movimento de um corpo é definido por sua fun¢ao horaria que € dada por
s(t) =20+ 18-t —7-t%, onde s ¢ dado em metros e t em sequndos. Determine:

1. A posicao deste corpo 10 sequndos apds o inicio do movimento.
2. Qual a velocidade deste corpo no instante 10 sequndos?

3. Em que momento este corpo inverte o seu sentido de movimento.
4. Qual a aceleracdo deste corpo quando t € igual a 10 sequndos?.

Conforme as Equagoes 2.5, 3.1 e 3.2 conclui-se que as fungoes v(t) e a(t), velocidade ins-
tantanea e aceleracao instantanea, respectivamente, em funcao do tempo t sao dadas por:

v(t) = §'(t)

v(t)=—2-T-1+18
o(t) = —14 -t + 18

a(t) =v'(t)
v(t + At) — v(t)

alt) = fim =,
—14-(t+ At 18 — (=14 -t + 18
o) — i (A £18 (14t 1)

At—0 At
—14-t—14-At+18+14-t— 18

a(t) = lim
At—0 At
(0 — i MO
A= % At
a(t) = —14.

Logo, tem-se:
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1. Sendo s(t) =20+ 18 -t — 7 - t*, temos que
s(10) =20 + 18- 10 — 7- 10
s(10) = —500.
2. Como v(t) = —14 -t + 18, tem-se
0(10) = —14-10 + 18
v(10) = —128.

3. Observa-se que o momento em que o corpo inverte o seu sentido de movimento sera
quando o mesmo tem velocidade igual a zero, ou seja, v(t) = 0,

v(t) = —14 -t + 18

0=—-14-t+18

14-t =18
. 18
14
L 9
=

4. Como a(t) = —14 é uma constante, logo, a aceleragao do corpo no instante igual a 10
segundos serd igual a —14, ou seja, a(10) = —14.

Observando os resultados nos itens anteriores, a velocidade e aceleracao estao no mesmo
sentido, o médulo da velocidade aumenta com o passar do tempo. Por causa disso, esse
movimento é chamado de acelerado, e essas duas grandezas apresentam os mesmos sinais.

3.4 Aplicacao 4 - GeoGebra

Um software é um conjunto de componentes logicos de um computador ou sistema de
processamento de dados; programa, rotina ou conjunto de instrucoes que controlam o fun-
cionamento de um computador; suporte logico. Em outras palavras, um software é todo
programa rodado em um computador, celular ou dispositivo que permita ao mesmo executar
suas fungoes.

GeoGebra é um software de matemdtica que retine geometria, dlgebra e cdlculo. O seu
autor é o professor Markus Hohenwalter da Universidade de Salzburgo na Austria. O Geo-
Gebra é um sistema de geometria dinamica e permite realizar construgoes tanto com pontos,
vetores, segmentos, retas, secgoes conicas, como com fungoes que podem ser modificadas
dinamicamente.Nessa aplicacao, sera utilizada a versao online classica.

Por outro lado, podemos inserir equacoes e coordenadas diretamente através de um campo
especifico para isso. Assim, o GeoGebra oferece a possibilidade de trabalhar com variaveis
vinculadas a nimeros, vetores e pontos, permitindo determinar derivadas e integrais de
funcoes, oferecendo um conjunto de comandos proprios da analise matematica.
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Na Figura 3.3, temos a tela inicial do GeoGebra com a definicao das suas principais
partes.

Figura 3.3: Tela principal do GeoGebra
€2 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Al DO O ]| e 2] ]

» Janela de Algebra < | » Janela de Visualizagio B

&

5

Barra de ferramenta

4

Area de trabalho

Janela de
Algebra | .

/Campo de entrada

Entrada - =

Fonte: Elaborada pelo préprio auto

Observa-se que na janela inicial estd dividida em duas partes: a esquerda a parte algébrica,
que pode ser fechada se necessario, e a direita, onde denominamos area de trabalho, a parte
geométrica.

Para reativar a parte algébrica basta ir ao item ”Exibir”’do menu e clicar em “janela de
algebra”. Neste mesmo item podemos ativar ou desativar os eixos do plano, a malha e o
protocolo de construcao. Na tela inicial, ainda temos a ”Barra de Ferramentas”, conforme a
Figura 3.4. Cada icone desta barra tem varias opcoes, relacionadas com as funcoes descritas
na janela. Estas opcoes sao acessadas clicando na seta do canto inferior direito de cada icone.

Figura 3.4: Barra de Ferramentas do GeoGebra

%' .Av /? "j'-df? Ijh? ®7 Qv é‘? x? ABC? iﬂ? ‘_:H?

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

A seguir serao citados alguns exemplos de aplicagao usando o GeoGebra.
Exemplo 3.3 FEstudo de func¢oes polinomiais.
Um importante recurso do GeoGebra permite a investigacao de raizes, extremos locais e

pontos de inflexao de uma funcao polinomial. Por exemplo, vamos digitar na caixa de texto
a fungao f(r) = 23 — 3- 2% + 1, em seguida clicar em ENTER.
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e Determinacao das Raizes de uma Funcao.

Digitar, na caixa de texto, R=Raiz[f], e em seguida clicar em ENTER. Surgirao no grafico
todas as raizes da fungao. Para aparecer no grafico os valores reais dessas raizes, devemos
clicar com o botao direito em cada uma delas, clicar em propriedades e na janela “bésico”
escolher a opcao rétulo nome e valor.

e Determinacao dos Extremos de uma Fungao.

Em seguida, digitamos E=Extremolf], e em seguida clicamos em ENTER. Aparecerao os
pontos de maximo ou minimo locais. Vale o mesmo procedimento anterior das propriedades
para que as coordenadas desses pontos aparegam no grafico.

e Determinacao dos Pontos de Inflexao de uma Funcao.

Finalmente, digitamos I=Pontodelnflexaolf], em seguida clicamos em ENTER, e, se for
0 caso, aparecerao os pontos de inflexao da curva. Os Pontos de Inflexoes sao os pontos onde
a representacao grafica da fungao altera a concavidade.

O grafico desse exemplo, ficarda conforme a Figura 3.5:

Figura 3.5: Grafico da Funcao f(z) =2® —3-22 +1

Fonte: Elaborada pelo proprio auto

Exemplo 3.4 Interpretacao grdfica da funcdao derivada

Este é um importante recurso do GeoGebra e que, com certeza, ira facilitar muito aos
iniciantes de Célculo no entendimento e interpretacao do significado da derivada de uma
fungao.

Considere a fungao f(z) = 2> — 72+ 6. O GeoGebra tem um recurso interessante de
geometria dinamica que é o de “habilitar rastro”. Com esse recurso podemos visualizar o
lugar geométrico definido por um ponto movel qualquer.
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Escreva o comando f(r) = 2> — 7z + 6 no campo de entrada de texto e, em seguida,
clicar em ENTER. Escolha a op¢ao novo ponto (no icone ponto) e clique num ponto qualquer
da curva.

e Determinacao da Reta Tangente de uma Fungao, a partir de um ponto.

Escolha a opgao tangente (no icone reta) e em seguida clique no ponto A e na fungao
f. Imediatamente sera tracada a reta tangente a curva da funcao, no ponto A. Na janela
algébrica surge também a equacgao da reta tangente. Caso queira, clique com o botao direito
do mouse sobre a reta tangente e escolha a opcao renomear e digite t.

e Inclinacao da Reta Tangente.

Digite agora o comando S=inclinag¢aolt]. Imediatamente ird surgir um triangulo com a
inclinagao da reta tangente.

Digite o comando B=(x(A),s), que gera o vetor dire¢ido da reta tangente e, em seguida,
clicando em B com o botao direito do mouse, marque a op¢ao “habilitar traco”.

Escolha agora o modo “mover” e arraste o ponto A ao longo do gréfico da funcao f. O
rastro gerado pelo ponto B vai gerar uma curva.

e Derivada de uma Funcao.

Finalize a investigacao digitando Derivada[f]. Agora, comparar com o trago gerado pelo
ponto B e a curva da derivada, podemos concluir que sao iguais.

Figura 3.6: Grafico da Fungao Tangente

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Como conclusao da proposta e para um melhor dinamismo em sala de aula, dando a
ideia intuitiva do conceito de Derivada de uma funcao, segue link da animagao feita no Geo
Gebra, onde é possivel movimentar o ponto A, variando assim, a inclinacao da reta tangente:
https://www.geogebra.org/classic/mc48xsua.
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3.5 Aplicacao 5 - Proposta de Sequéncia Didatica

Nessa Secao serd apresentada uma sequéncia didatica que aborda uma maneira de ana-
lisar o comportamento da concavidade da parabola e as coordenadas do vértice de funcao
quadrética aos alunos do 1° ano do Ensino Médio. Serao descritos os procedimentos me-
todoldgicos e caracteristicas da analise qualitativa, a concepcao da sequéncia didatica e a
descricao juntamente com andlise da aplicacao da sequéncia.

Publico Alvo: Alunos matriculados no 12 Ano do Ensino Médio.

Titulo: Resolucao de problemas, com aplicacao dos pontos de maximo ou minimo de

uma Funcao Quadratica.

Objetivo: Aplicar o Teorema 1.2, referente a caracterizagao de uma fungao quadratica,

definindo o melhor modelo matemaético que se aplica em uma determinada situacao
problema; Encontrar a Lei de Formacao de uma funcao quadratica; Determinar as
coordenadas do vértice de uma parabola;

Conhecimento necessario: Conhecer os conceitos, definicao e representagao grafica

da funcao quadratica; resolver equacoes polinomiais do primeiro grau; conhecer as
defini¢oes intuitivas de limites e derivadas, conforme os Exemplos 2.1, 2.2 e 2.3 e
Definigao 2.3

Material: Atividade impressa e utilizacao da lousa.

Procedimentos Preparatérios: Fazer um breve resumo dos assuntos citados no Co-
nhecimentos de Base, especialmente, nas definicoes intuitivas de limites e derivadas,
de modo que todos os alunos da turma estejam mais préximos de um nivelamento de
aprendizagem, para que assim, todos eles consigam ter participagao na construcao da
resolucao da situagao problema proposta. Distribuir as atividades impressas para cada
aluno.

SITUACAO-PROBLEMA: (Situacio adaptada de [7]) Com 80 metros de cerca, um

fazendeiro deseja circundar uma area retangular junto a um rio para confinar alguns animais,
conforme esboco representado na Figura 3.7.

Figura 3.7: Esboco da area cercada

RIO

y metros AREA CERCADA y metros

X metros

Fonte: Elaborada pelo préprio autor
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Quais devem ser as medidas do retangulo para que a area cercada seja a maior possivel?
Para o fazendeiro, nao deverd cercar a margem do rio, pois os animais precisam ter acesso
a0 mesmo.

e Estratégia de Resolugao: Possivel resolugao

1. Tabular o problema, Tabela 3.1, questionando os alunos possiveis dimensoes da area
cercada e as respectivas areas, sabendo-se que a soma dos trés lados do retangulo,
conforme Figura 3.7, é igual a 80, ou seja, t+y+y=x+2-y =80

T | 2-Yi | i Ay =iy

10 70 | 35| A; =10-35=350
20| 60 |30 | Ay =20-30=600
30| 50 | 25| A3 =30-25="750
40 | 40 | 20| Ay =40-20=800
50| 30 | 15| A5 =50-15= 1750
60| 20 | 10| Ag =60 10 =600

O O = | W DN | =

Tabela 3.1: Tabulacao do problema

Indagar para a turma se é possivel afirmar que a area maxima da regiao cercada é igual
a 800m? e o retangulo tera dimensoes de 40m de comprimento e 20m de largura.

Para responder essa indagacao, teremos que encontrar um modelo matematico que
melhor se adapta a essa situagao.

2. Modelagem Matematica: Analisando a Tabela 3.1, é possivel observar que xo—xz1 =
T3 — X9 =1x4— T3 =1o5 — Ty =T — x5 =1 = 10, e fazendo as diferencas de A;, temos:
Ay — Ay = dy = 600 — 350 = 250
Az — Ay = dy = 750 — 600 = 150
Ay — Az = ds = 800 — 750 = 50
Ag — A5 = ds = 600 — 750 = —150
COHI, dz—dl :dg—d2:d4—d3:d5—d4:—100

Com base na caracterizacao da funcao quadratica, conforme Teorema 1.2, a citada
situagao - problema podera ser modelada por uma fun¢do quadrética do tipo A(x) =
a-2>+b-x+c comabceER a#0,ed;—di_1 =2 a-r* em que A(x) é a drea do
retangulo, em m?, com comprimento medindo = metros.

Dai, tem-se:

2-a-1*=d; —di_;
2-a-r*=—-100
2-a-10% = —100
2-a-100 = —100
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—100
100
2-a=-1

N

_1<0
a=—
2

Verificando esse resultado na Tabela 2.7, podemos afirmar que a funcao quadratica
A(z) = a-2* + bz + c terd concavidade para baixo e a mesma terd um ponto de
maximo.

Considerando dois pontos quaisquer da Tabela 3.1, por exemplo, x; e x9, iguais a 10 e
20, respectivamente, temos que A(10) = 350 e A(20) = 600, ou seja,

A(10) = 350
A(20) = 600
_1 9
7-10 +10-b+c =350
iy |
7-202+20-b+c:600
10 - b+ ¢ = 400(I)
20 - b+ c=800(11)

Subtraindo as Equagoes (II) e (I), no Sistema 3.3, temos que:

2006 —10-b+c—c =800 — 400

10 -6 =400
4
400

10
b = 40.

Substituindo o valor de b = 40 na equacao (I), no Sistema 3.3, tem-se:
10 - b+ ¢ = 400

10-40 + ¢ = 400
¢ = 400 — 400
c=0

—1
Logo, a lei de formagao da fungao quadratica A(x), serd dada por A(z) = 5 22 +40-x.

—1
3. Andlise da fungao A(x) = -5 2 440 -z
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e Derivada de A(zx).
Com base na Segao 2.3.1, na Equacao 2.5, a derivada da funcao A(z), é dada por:

Az)=2-a-x+b
A’(x)z?-%l-x—i-llo
Al(x) = —x + 40.

e Coordenadas do vértice da pardbola

O ponto V (z,,y,) serd o vértice da pardbola quando a reta tangente em V for
paralela ao eixo Oz, ou seja, o coeficiente angular da reta, A’(x), serd igual a zero.

Al(x)=0
—x+40=0
x = 40.

Portanto, as coordenadas do vértice da parabola serd dada por V' (40, A(40)), com
-1
A(40) = —- - 407 440 - 40

—1
A(40) = 5 1600 + 1600

A(40) = —800 + 1600
A(40) = 800.
e Ponto de maximo de A(z).
Como a < 0, pode-se afirmar que o ponto V' (40,800) é o ponto de méximo da
fungao A(z) = _71 ~x? +40 - .
Dai, pode-se afirmar que o retangulo cercado pelo fazendeiro tera uma drea méxima

de 800m?, e comprimento igual a 40 metros. Como x + 2 -y = 80, temos que o terreno
retangular tera largura y metros, com

r+2-y=280

40+2-y =80

2-y=280-40
2-y=40
y = 20.

e Estrutura da Aula: Duracao de 85 minutos

- Procedimentos preparatérios: 5 min;
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Explicacao dos objetivos e leitura da problematizacao: 5 min;
Revisao dos conceitos de conhecimento base: 30 min;
Tabulacao do problema: 10 min;

Equacionalizacao do problema: 20 min;

Resolucao do problema: 15 min

Formalizagao: Os alunos deverao estar familiarizados com a andlise de tabelas, a fim
de identificar e aplicar a caracterizagao de uma funcao. Para isso, o professor devera
trabalhar com uma vasta variacao de situagao problemas.

O professor devera apresentar aos alunos a definicao intuitiva de derivada de uma
funcao a partir da reta tangente, conforme construida abordado na Segao 2.3

Extensao: E possivel estender os estudos na analise dos intervalos de crescimento e/ou
decrescimento da fun¢ao, afim de entender o comportamento da area A(x), em fungao
da medida do comprimento z do retangulo.
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CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho, foi apresentado uma introducao intuitiva e formal dos conceitos de
Limite e Derivada das funcoes Afim e Quadratica. A nocao de Limite foi introduzida a partir
de observagoes algébricas dos valores que uma funcao assume nas aproximagoes de um ponto
P, cujo valor da abscissa é xg, e, geometricamente, a derivada foi definida diretamente, a
partir da inclinacao de uma reta tangente a curva, num ponto P.

As especificagoes e caracteristicas do Software GeoGebra potencializaram a construgao do
conceito de derivada, nos quais o aluno sera capaz de experimentar, intuitivamente, situacoes
em um processo dinamico no ensino — aprendizagem. Entende-se que a atividade proposta
neste trabalho utilizando o GeoGebra para definir, geometricamente, a reta tangente a uma
curva em um determinado ponto, ird possibilitar e estimular a investigacao e o questiona-
mento, convidando o aluno a descobrir e construir os proprios conceitos matematicos.

Esse trabalho foi construido visando a elaboragao e a aplicagao de uma sequéncia didéatica
com os alunos do 1° ano do Ensino Médio, mas, devido a pandemia do COVID-19 que ocorreu
no ano de desenvolvimento da pesquisa, as aulas presenciais foram proibidas e o projeto nao
pode ser aplicado na escola.

As atividades disponibilizadas neste trabalho e todo o material de apoio criado pelo autor
poderd ser aplicados tanto em uma oficina no contra-turno, quanto na proépria sala de aula.
Também é possivel que o projeto seja desenvolvido como um projeto interdisciplinar com
Fisica, visto que o trabalho envolve varios pontos que poderiam ser aprofundados. Como
esta pesquisa nao pode ser aplicada, fica como sugestao para um préximo estudo a aplicacao
do contetido e metodologia aplicada. O desenvolvimento em outro momento deve fornecer
dados sobre a importancia do contexto dos contetidos matematicos para a aprendizagem e
comprovar a necessidade de utilizar novos métodos de ensino na sala de aula.

E importante citar, que o ensino do Calculo podera possibilitar aos alunos do Ensino
Médio um aprendizado de forma interessante para inserir conceitos importantes. Sendo as-
sim, o objetivo da pesquisa foi alcangado, tendo em vista que foi mostrado que os conceitos
intuitivos de limite e derivada podem ser abordados no Ensino Médio, desde que o professor
utilize alternativas adequadas e interessantes para a clientela. Pois esses tépicos sao impor-
tantes, principalmente para os alunos enfrentarem as dificuldades apresentados ao cursarem
as disciplinas afins ao contetdo de Célculo no Ensino Superior na area de exatas. Portanto,
independentemente de ter ou nao um laboratério de experimentos e infraestrutura atuali-
zadas, se o professor tiver uma formacao matematica adequada, metodologia renovadora e
dedicacao, com um minimo de estrutura, é possivel criar condicoes de apresentar ao aluno
as nocoes necessarias ao bom entendimento do Calculo.
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