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Resumo

O topico matematico de ajuste de curvas através do método dos
minimos quadrados nao faz parte do curriculo do ensino médio.
Embora sendo assim, trazemos para este trabalho uma proposta de
atividade, organizada em quatro etapas de execugao, que contextu-
aliza o ensino desse tépico com os dados obtidos da pandemia de
covid-19 na cidade de Eunapolis, no estado da Bahia. Dessa forma,
o trabalho apresenta as justificativas frente a BNCC (Base Naci-
onal Curricular Comum) seguido da teoria matematica acerca do
ajuste de curvas através dos minimos quadrados. Por fim, é apre-
sentado um breve relato sobre a aplicacao da atividade na turma
do primeiro ano do ensino médio numa escola privada da cidade de
Eunapolis.

Palavras-chave: minimos quadrados, ajuste, pandemia, en-
sino médio



Abstract

The mathematical topic of curve fitting using the least squares
method is not part of the high school curriculum. Although this
is the case, we bring to this work an activity proposal, organized
in four stages of execution, which contextualizes the teaching of
this topic with the data obtained from the covid-19 pandemic in
the city of Eundapolis, in the state of Bahia. In this way, the work
presents the justifications against the BNCC (Base Nacional Curri-
cular Comum) followed by the mathematical theory of curve fitting
through least squares. Finally, a brief report on the application of
the activity in the first year of high school class in a private school
in the city of Eunépolis is presented.

Keywords: least squares, fit, pandemic, high school
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Introducao

A produgao deste trabalho é fruto da reflexao sobre a proposta de conceber um estudo
acerca de um tema especifico pertinente ao curriculo de Matematica do Ensino Basico e
que tenha impacto na pratica didatica em sala de aula, conforme proposto pelo PROFMAT
(PROFMAT, 2020).

Nesse sentindo, buscando a relevancia deste estudo, é perceptivel, desde o inicio da pande-
mia, em varios veiculos de informacao a quantidade exorbitante de explicagoes e informacoes
acerca do novo coronavirus associadas a alguns conceitos matematicos, que buscavam, de
alguma maneira, explicar os aspectos gerais da pandemia.

Graficos, numeros, histogramas, médias, curvas, taxas... Uma invasao de conceitos e
ideias matematicas utilizadas que se tornaram expressoes populares no cotidiano das pes-
soas. E nesta perspectiva, tornou-se indispensavel que todo cidadao saiba ler e interpretar
criticamente essas representacoes e conceitos para compreensao da realidade. Além disso,
para o estudante da educacao bésica, especificamente o estudante do ensino médio, é acres-
centada a responsabilidade de saber produzir essas representacoes graficas.

Aliado aos estudos acerca das fungoes, ha muitas situacoes em que a representagao grafica
possibilita a compreensao do que esta acontecendo. O grafico das fun¢oes permite perceber
o desenvolvimento de um fenéomeno ao longo do tempo, o crescimento ou decrescimento de
uma determinada populagao, por exemplo. Explorar as representagoes graficas é uma forma
de contextualizar fungoes e dar significado a este conceito para os estudantes.

Dessa forma, é apresentado neste trabalho uma proposta de atividade sobre a contextu-
alizacao da matematica na pandemia de Covid-19 ao propor o estudo do ajuste de curvas
através do método dos minimos quadrados a partir dos niimeros obtidos do fenomeno da
pandemia de Covid-19. Acreditamos que, o estudo aqui proposto, possa contribuir para as
aprendizagens das fungoes matematicas, oportunizar o entendimento e dar um contexto para
um conjunto de dados sobre o niimero de casos confirmados na cidade de Eunapolis num
determinado periodo.

Além disso, o objetivo geral deste trabalho é construir algo relevante para o estudante
do Ensino Médio, especificamente do primeiro ano, apresentando-lhe uma ferramenta nova:
o Método dos Minimos Quadrados. Este assunto faz parte dos cursos de nivel superior, mas
entende-se que a utilizacao deste recurso, no qual o estudante ird encontrar-se com conteidos
e competéncias ja adquiridos por ele, poderd levéa-lo a construgoes de novos saberes, uma
visao mais avangada do universo matematico e sua aplicabilidade em diversas outras areas.

Ainda nessa perspectiva, a proposta abrange também a utilizacao de recursos compu-
tacionais ao explorar as planilhas eletronicas e a criagao de graficos que automatizam os
procedimentos envolvidos nos métodos de ajustes. Por isso, a conclusao da atividade sugere
a utilizacao dessas ferramentas, proporcionando a possibilidade de interagdo com recursos
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tecnologicos que agilizam e enriquecem o aprendizado.

Sendo assim, estruturamos este trabalho em trés capitulos, a saber:

O Capitulo 1 apresenta a fundamentacgao tedrica e as referéncias que apontam para a
relevancia do tema deste trabalho sobre a area de Matemaética validada pelo documento
normativo da Base Nacional Curricular Comum (BNCC) apontando para uma importante
contextualizacao com a pandemia de COVID-19.

O Capitulo 2 traz a teoria sobre o ajuste de curvas através do método dos minimos
quadrados explorando a resolucao de exemplos e delimitando o ajuste para polinomios de
grau 1 e 2, que é o foco da proposta da atividade.

Ja o Capitulo 3 apresenta os procedimentos para desenvolver a atividade para ser traba-
lhada com os alunos do ensino médio, bem como o relato da aplicacao da mesma.
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Capitulo 1

Matematica, Base Nacional Curricular
Comum e pandemia de Covid-19

Este capitulo apresenta os fundamentos e as referéncias que relacionam o estudo da
Matematica frente ao documento normativo da Base Nacional Curricular Comum (BNCC)
levando em consideracao a atual conjuntura da pandemia de Covid-19.

1.1 A Base Nacional Curricular Comum

Visando uma formacao humana integral e a construcao de uma sociedade justa, de-
mocratica e inclusiva, como fundamentado por Brasil (2013), nas Diretrizes Curriculares
Nacionais da Educacao Béasica (DCN), a Base Nacional Curricular Comum (BNCC) é um
documento normativo que define um conjunto de aprendizagens essenciais que os estudantes
devem desenvolver ao longo da educacao basica. Este documento aplica-se a educagao esco-
lar nos niveis do ensino fundamental e médio, tal como define a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao Nacional (BRASIL, 1996).

Nesse sentido, na BNCC essas aprendizagens devem assegurar o desenvolvimento de dez
competéncias gerais. Essas competéncias sao entendidas como a associagao entre conheci-
mentos, habilidades, atitudes e valores necessarios para resolver demandas da vida cotidiana
do cidadao (BRASIL, 2019).

A BNCC estrutura a educacao basica em trés etapas: educacgao infantil, ensino funda-
mental e ensino médio. Especificamente para o ensino médio, que é nosso foco de estudo,
os componentes curriculares sao organizados em quatro areas do conhecimento, conforme
determina a LDB, a saber:

1. Linguagens e suas Tecnologias;
2. Matematica e suas Tecnologias;
3. Ciencias da Natureza e suas Tecnologias;

4. Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.
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Além disso, cada area do conhecimento estabelece competéncias especificas de area cujo
desenvolvimento deve ser promovido ao longo da etapa do ensino médio. Essas competéncias
especificas explicitam como as competéncias gerais se expressam nas areas e sao articuladas
as competéncias especificas de area para o ensino fundamental, com as adequacoes necessarias
e especificidades da formacao do estudante do ensino médio.

Assim, para garantir o desenvolvimento das competéncias especificas de area, cada uma
delas ¢é relacionada com um conjunto de habilidades que representa as aprendizagens essen-
ciais a serem garantidas. Cada habilidade é identificada por um cédigo alfanumérico cuja
composigao é como apresenta a Figura 1.1.

Figura 1.1: Cédigo alfanumérico

EM 13 MAT 102

_____________________________________

o I Q o

Ensino Medio
/!
LGG = Ling
LP
MAT
o ~

CNT
CHS
Fonte: BNCC (Adaptado)

Dessa forma, o codigo EM13MAT102 por exemplo, refere-se a primeira habilidade pro-
posta na area de Matematica e suas Tecnologias relacionada a competéncia especifica 2, que
pode ser desenvolvida em qualquer série do Ensino Médio, conforme defini¢oes curriculares.

1.2 O que a BNCC diz sobre o ensino de Matematica?

Sobre a area de Matemaética e suas Tecnologias, assim como no Ensino Fundamental, as
habilidades estao organizadas segundo unidades de conhecimento da prépria drea: Numeros,
Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica.

Nesse sentido, a BNCC enumera cinco competéncias especificas para Matematica:
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1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Na-
tureza e Humanas, das questoes socioeconomicas ou tecnolégicas, divulgados por dife-
rentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

2. Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas
sociais, como os voltados a situacoes de satde, sustentabilidade, das implicagoes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos matematicos para interpre-
tar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plau-
sibilidade dos resultados e a adequacao das solucoes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de repre-
sentagao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca
de solucao e comunicagao de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes, expe-
rimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma de-
monstracao cada vez mais formal na validagao das referidas conjecturas.

Importante ressaltar que as competéncias nao tem uma ordem determinada, e, juntas, se
conectam de forma que uma necessita da mobilizagao de outras. Além disso, as habilidades
sao apresentadas sem a indicacao de seriacao permitindo a flexibilizacao na definicao dos
curriculos nas propostas pedagdgicas individuais de cada escola.

Na BNCC, para a area do conhecimento de Matematica e suas Tecnologias no ensino
médio, o objetivo é consolidar, ampliar e aprofundar as aprendizagens adquiridas no ensino
fundamental para que os estudantes construam uma visao mas integrada da Matematica na
perspectiva de sua aplicacao a realidade em diferentes contextos. O texto aponta para a
realidade como sendo uma referéncia dizendo que

[...] ¢é preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino
Médio — impactados de diferentes maneiras pelos avancos tecnoldgicos, pelas exi-
géncias do mercado de trabalho, pelos projetos de bem viver dos seus povos, pela
potencialidade das midias sociais, entre outros. Nesse contexto, destaca-se ainda a
importancia do recurso a tecnologias digitais e aplicativos tanto para a investigacao
matematica como para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento com-
putacional, iniciado na etapa anterior. (BRASIL, 2019, p.528)

Assim, entendemos que a vivéncia do estudante deve ser um dos alicerces para promover o
desenvolvimento das aprendizagens matematicas. Nesse sentido, é perceptivel a importancia
de atribuir contextos que estimulem a reflexao e abstracao permitindo aos estudantes for-
mular e resolver problemas com mais autonomia utilizando recursos matematicos.
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Para que esses objetivos sejam alcangados, Brasil (2019) diz que “os estudantes devem
desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacao, de construcao de modelos
e de resolucao de problemas” mobilizando as agoes de raciocinar, representar, comunicar e
argumentar. Nesse momento é que as competéncias e habilidades previstas para matematica
sao desenvolvidas.

Nessa perspectiva, diantes dessas reflexdes desenvolvemos para este trabalho uma pro-
posta de atividade que contextualiza o conteido de ajuste de curvas pelo método dos minimos
quadrados com os dados acerca da pandemia de covid-19 no Brasil, especificamente na ci-
dade de Eunapolis no estado da Bahia, alcangando as seguintes competéncias e habilidades
previstas pela BNCC:

Cadigo Habilidade

EM13MAT102 Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apre-
sentadas em relatorios divulgados por diferentes meios de comu-
nicacao, identificando, quando for o caso, inadequagcoes que possam
induzir a erros de interpretacao, como escalas e amostras nao apro-
priadas.

EM13MAT106 Identificar situacgoes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer
escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou
aquele método contraceptivo, optar por um tratamento médico em
detrimento de outro etc.).

EM13MAT406 Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base
em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo
ou nao o uso de softwares que inter-relacionem estatistica, geome-
tria e algebra.

Quadro 1.1: Competéncias e Habilidades da unidade Probabilidade e Estatistica

Cadigo Habilidade

EM13MAT101 Interpretar criticamente situagoes economicas, sociais e fatos relati-
vos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas,
pela analise dos graficos das funcoes representadas e das taxas de
varia¢ao, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

EM13MAT203 Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execucao e na
analise de acoes envolvendo a utilizacao de aplicativos e a criacao
de planilhas (para o controle de orgamento familiar, simuladores de
célculos de juros simples e compostos, entre outros), para tomar
decisoes.

EM13MAT301 Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemaética e de
outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares si-
multaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio
de tecnologias digitais.

Quadro 1.2: Competéncias e Habilidades da unidade Ntimeros e Algebra
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Codigo Habilidade

EM13MAT302 Construir modelos empregando as funcoes polinomiais de 1° ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

EM13MAT401 Converter representacoes algébricas de funcoes polinomiais de 1°
grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distin-
guindo os casos nos quais o comportamento é proporcional, recor-
rendo ou nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria
dinamica.

EM13MAT510 Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas
variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e,
quando apropriado, levar em conta a variacao e utilizar uma reta
para descrever a relagao observada.

EM13MAT501 Investigar relacoes entre nuimeros expressos em tabelas para re-
presenta-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando
conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa ge-
neralizacao, reconhecendo quando essa representacao é de funcgao
polinomial de 1° grau.

Quadro 1.3: Competéncias e Habilidades da unidade de Numeros e Algebra

A ideia geral é conhecer a teoria basica acerca do ajuste de pontos para uma reta,
utilizando o método dos minimos quadrados, e a partir das informacoes disponibilizadas pelos
dados das infeccoes do novo coronavirus fazer um estudo caracterizando um determinado
periodo a partir de uma fungao afim obtida. No transcurso da atividade serd explorada
a manipulacao da situacao apresentada através dos recursos oferecidos por uma planilha
eletronica.

1.3 A pandemia de covid-19

A histoéria da humanidade é marcada por muitas epidemias. Varias doencas infecciosas
como variola, sarampo, e gripe, ao se alastrarem, causaram um grande nimero de mor-
tes. A preocupacao com o surgimento de novas epidemias provocou estudos no campo da
Epidemiologia. Esses estudos comecgaram a ser realizados objetivando caracterizar os tipos
de epidemias, identificar os fatores causadores e buscar formas de melhorar o controle e a
erradicacao de doencas.

Dessa forma, além dos profissionais de saide e organizacgoes publicas, temos também os
matematicos buscando modelos e ferramentas para contribuir na compreensao do comporta-
mento das doengas. Nessa perspectiva, o conhecimento matemaético se apresenta como uma
ferramenta importantissima que transforma as situagoes reais em modelos matematicos, que
analisados fornecem resultados que podem ser aplicados na realidade.

O objetivo de um modelo matematico é permitir entender a situacao e descrevé-la mais
completamente, de modo que o modelo possa ser tao preciso quanto o mundo real. Uma
dessas ferramentas matematicas é o ajuste de curvas pelo método dos minimos quadrados.
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De acordo com Vieira (2020), em uma matéria para o jornal da USP (Universidade de Sao
Paulo), a matemdtica é uma forte aliada no enfrentamento da covid-19 e tem sido aplicada
com sucesso para quantificar as diferentes caracteristicas e niveis da doenga para modelar o
processo de disseminacao do virus. Na entrevista, segundo o professor Wallace Casaca da
Unesp (Universidade do Estado de Sao Paulo), é possivel, por exemplo,

modelar a dindmica de transmissao do novo coronavirus através de equagoes ma-
tematicas que, quando aliadas a uma fonte de dados confidvel, resultam em algo-
ritmos computacionais inteiramente “customizados” aos dados da doenga de uma
cidade, estado ou pais. Equacgoes, indicadores e métricas matematicas sao vistos
como ferramentas sélidas de tomadas de decisao por parte do poder piiblico, pois
é com base nos numeros da pandemia que é possivel adotar tanto medidas de
contengao da doenga como estratégias de retomada da economia. Por exemplo, o
Plano Sao Paulo de reabertura econémica é regido por equagoes mateméticas que,
quando combinadas, ditam se uma determinada regiao ird ou nao progredir de
fase. Finalmente, é também por intermédio de equagoes matematicas que se iden-
tifica discrepancias nos dados para fins de auditoria e questoes de transparéncia

nos dados por parte de fontes governamentais. (VIEIRA, 2020)

Dessa forma, como previsto pela BNCC, almejamos com a proposta desse trabalho que
os que os estudantes sejam capazes de interpretar criticamente o cenario atual da pandemia
de covid-19 envolvendo os ntimeros relatados pelos 6rgaos de satde e analisar os graficos das
fungoes representadas.

A quinta competéncia especifica da drea de Matemaética e suas Tecnologias afirma que
os estudantes devem ser capazes de:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e proprieda-
des matematicas, empregando recursos e estratégias como observacao de padroes,
experimentagoes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou nao, de
uma demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.
(BRASIL, 2019, p.523)

Dessa forma, por meio dos estudos propostos, os estudantes poderao obter informacoes
acerca da doenca através do comportamento da funcao afim trabalhada. Logo, caracteri-
zando a funcao poderemos fazer projecoes, levantar hipdteses e até mesmo formular conjec-
turas.

Além disso, explorando também o carater tecnolégico ao utilizar o recurso das planilhas
eletronicas indicado por uma das dez competéncias gerais da educagao bésica prenunciado
pela BNCC:

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e comunicacao
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (in-
cluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagoes, produ-
zir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida

pessoal e coletiva. (BRASIL, 2019, p.9)
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Assim, o intuito é despertar o interesse e a motivacao do estudante a aprender o tema
proposto utilizando o recurso computacional tornando a aula mais interessante, criativa e
dinamica, desenvolvendo assim, as capacidades de colaboracao, autonomia, protagonismo,
raciocinio logico e espirito de investigacao.

Os dados obtidos para a construcao dos exemplos e da prépria atividade com as in-
formagoes da cidade de Eunapolis foram obtidos através do projeto de extensao denominado
“Divulgacao da evolucao da Covid-19 em cidades baianas”, que é coordenado pelos professo-
res Dra. Mirela Vanina de Mello e Ms. André Malvezzi da Universidade Estadual de Santa
Cruz (UESC).

O projeto apresentado acima tem como objetivo principal informar a comunidade sobre
a situacao das cidades quanto aos casos de coranavirus através de graficos, videos e tabelas.
As producoes desse projeto sao divulgadas no site préprio e no perfil do Instagram!, no
qual sao informadas as atualizacoes periddicas sobre os dados da Covid-19 nas onze cidades
baianas: Camaca, Eunapolis, Ilhéus, Ipiad, Itabuna, Itagimirim, Itajuipe, Itapebi, Jequié,
Porto Seguro e Uruguca (RIGOTI, 2021).

Thttps:/ /projetocidadescovi.wixsite.com/covid19 e @projetocidadescovid
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Capitulo 2

Ajuste de curvas através do método
dos minimos quadrados

Este capitulo apresenta a teoria necessaria acerca do ajuste de curvas pelo método dos
minimos quadrados.

2.1 Motivacao

Intrinseco ao estudos acerca das fungoes, muitos problemas de algebra linear e nao-
linear, estatistica, calculo diferencial e integral e diversas outras areas nao possuem solucoes
analiticas, isto é, solugoes exatas. Para encontrar solugoes aproximadas recorremos aos
métodos numéricos.

De acordo com Ruggiero e Lopes (1997) a resolucao de tais problemas envolve véarias
fases que que podem ser estruturadas conforme o esquema abaixo.

Problema Levantamento de
Real Dados
Construgéo Escolha do Implementagéao
do Método Numérico = Computacional
i'bm! Adequado deste Método

Se Necessério:

Figura 2.1: Fases da resolugao do problema - Fonte: (RUGGIERO; LOPES, 1997)

Dentre esses problemas, muitos estao ligados a resolugao de sistemas de equacoes lineares
e nao-lineares, integragoes numéricas, problemas de valor inicial e aproximagcoes de funcoes.
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Nesse sentido, para este trabalho, propomos como aponta o esquema da Figura 2.1, que a
partir do problema real que é a pandemia de covid-19, apds o levantamento dos dados for-
necidos, possamos fazer a construcao de uma funcao que melhor se ajuste aos dados, sendo
assim o modelo matematico obtido. Para tanto, fazendo a escolha do método numérico ade-
quado, nesse caso, utilizando os minimos quadrados, e em seguida explorar a representacao
grafica através do recurso de linha de tendéncia na planilha eletronica.

No estudo das aproximacoes de fungoes é comumente utilizado o método da interpolagao
polinomial. De forma geral, interpolar uma func¢ao f(z) consiste em aproximar essa funcao
por uma outra funcdo g(x) que satisfaca algumas propriedades. Para Ruggiero e Lopes
(1997), a necessidade dessa substituicao acontece quando sado conhecidos somente alguns
valores numéricos da funcao, sendo necessario calcular o valor da funcao em um ponto nao
listado; e também quando a expressao anélitica para a fun¢ao f(z) implica na dificuldade
de serem realizadas as operacoes.

Contudo, tendo uma funcao definida por uma tabela de valores, a interpolacao nao é
recomendével quando deseja-se obter um valor aproximado da funcao em algum ponto fora
do intervalo de tabelamento e, além disso, os valores da tabela sao resultados de algum
experimento fisico ou de alguma pesquisa. Neste ultimo caso, os valores poderao conter
erros inerentes nao tao previsiveis (FRANCO, 2006).

Sendo assim, surge a necessidade de se ajustar a estas fungoes tabeladas uma fungao que
seja uma “boa aproximacao” para os valores tabelados e que seja possivel ultrapassar com
uma determinada margem de seguranca.

Inicialmente, pensando para o caso discreto, no qual temos uma tabela de pontos

(1’1, f(xl))a (1:27 f(xQ))7 R (xma f(xm))

com Iy, Ts, ..., T, pertencentes a um intervalo [a,b], o problema do ajuste de curvas con-
siste em definir n fungoes ¢1(x), g2(x),. .., gn(x), continuas em |a,b] e obter n constantes
a1, o, ..., q, tais que a fungao

o(x) = a1g1(7) + aeg2(x) + ... + angn()

se aproxime ao maximo de f(x).

Logo, é comum pensar em como determinar as fungdes continuas g;(z), g2(z), . . ., gn(2).
Como o objetivo é encontrar uma relagao y = ¢(z) funcional que represente os m pontos da
melhor maneira possivel, a escolha das fungoes pode ser feita observando o grafico dos pontos
tabelados ou apoiado nos fundamentos tedricos do experimento que forneceu a tabela.

Assim, conhecendo-se a tabela de pontos

v | flxg)
x| f(x1)
wy | f(x2)

20



deve-se, primeiramente, exibir estes pontos em um grafico cartesiano chamado de diagrama
de dispersao e assim, visualizar a curva que melhor se ajusta aos dados e, assim, fazer a
escolha conveniente de cada fungao g;(x), com i =1,2,... n.

Exemplo 2.1 Um automovel percorre um determinado trecho com wvelocidade constante.
Supondo que medimos a posi¢cao em vdrios instantes obtemos os valores da Tabela 2.1:

Tempo | 30 | 50 | 80 | 100
Posicao | 50 | 60 | 90 | 110

Tabela 2.1: Tempo X Posicao

Assim, o diagrama de dispersao é como mostra a figura abaizo.

Figura 2.2: Diagrama de dispersao - Fonte: autora
140
120
100
30
60 L
40

20

Figura 2.3: Fonte: autora

Portanto, € natural escolhermos uma fungao afim e procurarmos entao uma funcao do
tipo p(x) = ax + b, isto €, escolhemos as funcgoes gi(x) e go(x) de modo a obter o polinémio
de grau 1.

Exemplo 2.2 Um objeto foi arremessado para cima e a Tabela 2.2 mostra dados empiricos
de sua altura em relagcao ao solo em determinados instantes de tempo apds o lancamento:

Tempo | 05 | 1,0 [15] 2 | 2,5 | 3,0
Altura | 10,2 | 17,7 | 20 | 23,6 | 19,2 | 18,1

Tabela 2.2: Tempo x Altura

Assim, o diagrama de dispersao é como mostra a Figura 2.4.
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Figura 2.4: Diagrama de dispersao

Portanto, é natural escolhermos {g1, g2, gs} como uma base do espago dos polinomios de
grau 2, a fim de obter ¢(x) como uma fun¢do quadrdtica, isto €, procurarmos entio uma
fungdo do tipo o(x) = ax® + bx + c.

Diante dos exemplos acima perdura o questionamento sobre qual reta de equagao ¢(x) =
ax + b e pardbola de equagiao p(x) = az® + br + ¢ se ajustam melhor aos diagramas apre-
sentados nos Exemplos 2.1 e 2.2, respectivamente.

De forma geral, determinadas as fungoes g;(x), go(z), - - - , gn(x) precisamos estabelecer o
conceito de proximadade entre as funcoes ¢(x) e f(x) para obter as constantes oy, g, - -+, Q.
Dai surge a idealizagao do método dos minimos quadrados: impor que os desvios

f(xi) — o(x)

sejam minimos para ¢ = 1,2,--- ;m.

2.2 0O método

Conhecendo-se os m pontos

(@1, f(x1)), (w2, f(22)), - (@, [2m)

e as n fungoes
gl(x)’QQ(x)7 cee ag’VL(x)

determinadas, geralmente pelo diagrama de dispersao, com n < m. O objetivo é encontrar

os coeficientes oy, ag, . .., o, tais que a fungao ¢(z) = ayg1(x) + azge(z) + ... + @,gn(x) se
aproxime ao méaximo de f(z).
Chamando o desvio em xy de dy, = f(xx) — ¢(xy), para k = 1,2,...,m, o método dos

minimos quadrados consiste em determinar os coeficientes a4, de tal forma que a soma dos
quadrados dos desvios seja minima. Nesse sentido, se a soma
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D odi = (flar) = plax)”

1

é minima, implica que cada parcela [f(zg) — @(xk)]2 é pequena e assim, cada desvio

[f(z1) — p(z1)]

¢ minimo.
Dessa forma, como precisamos determinar o valor minimo da soma dos quadrados das
diferencas entre a funcao e a aproximacao, os coeficientes o, com j = 0,1,--- ,n, que fazem

com que p(x) se aproxime ao maximo de f(x) sdo os coeficientes que miniminizam a fungao

Flan,an,...,a0) = 3 (flox) — plan))?,

k=1
substituindo a funcao ¢(z), temos
F(ala Qg, ... ,Oén) = Z [f(xk) - algl<xk) - a292($k) - O[ngn(l'k;)]Q
k=1

Sabemos que os pontos criticos de uma funcao indicam o ponto de minimo da mesma.

Sendo assim, para encontrar um ponto de minimo de F'(aq, ag, - - , @) precisamos determi-
nar os pontos criticos (o, as, -+ , ) tais que a derivada se anula, ou seja
oOF
@5 (0,0, o)

oF
Onde —, denota a derivada da funcao F' com relagao a «;. Assim,

8aj

OF @
Dov. =2 Z [f(z) — argi(an) — aoga(an) — -+ — angn(an)] [—g;(zr)] = 0
& j “ee
I Ha1,a2, am) k=1
Perceba que a derivada é calculada para cada j = 1,2,...,n. E assim temos,
D [f (@) = argi(w) — aaga(ae) — -+ - — angn(i)] [g;(2)] = 0
k=1

que descreve o seguinte sistema
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NE

[f(zr) — arg1(zk) — - - — angn(@r)][g1(zk)] = 0

b
Il
—

NE

[f(zr) — arg1(wk) — -+ — angn(Tr)][g2(7r)] = 0

i
I

NE

[f(zx) — angi(zr) — - — angn(2r)][gn(zx)] = 0

e
Il
—

\

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao em cada equacao, temos

(

NE

[f(zr)g1(wr) — argi(@r)gr(zr) — -+ - — angn(zr)g1(ar)] =0

i
I

NE

Lf (zr)g2(wr) — argi(xr)ga(r) — -+ — angn(zr)g2(wr)] =0
Z[f(mk)gn(xk) — o191(@k)gn(k) — -+ — AnGn(h)gn(zr)] = 0
\ k=1

E organizando mais uma vez, temos o seguinte sistema linear com n equagoes e n

incognitas ay, g, . . ., a,, chamado de sistema de equagoes normais ou simplesmente sistema
normal,
([ m 7] [ m 7 m
> gi@)gi(@r) | ar 4 | D gn(@e)gr (@)l | an = flar)g (@)
[ k=1 i [ k=1 i k=1
> gi@)ga(wr) | ar -4 | D gn(ze)ga(@)] | an = flar)galwr)
[ k=1 i [ k=1 i k=1

o+ -+

[Z (k)1 (1)

k=1

Zgn(xk>gn(xk)]] Qn = Zf(xk)gn(%)

k=1 k=1

Escrevendo esse sistema na forma matricial Aa = b temos
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’
a1101 + 1209 + -

911 + 9909 + -

+ a0 = bl

+ AopQy = b2

+ Qpp 0y = bn

[ @10 + a0 + -

isto é,
ayr ... QAp aq bl
asy ... Qaon (6] b2
Gnl . Gpn o, b,

Assim, A = (a;;) ¢ tal que

ai; = > gi(wr)gi(wr) = aji

k=1

Da algebra linear, o produto escalar ¢ a multiplicacao entre dois vetores que tem como
resultado uma grandeza escalar (HEFEZ; FERNANDEZ, 2016). Dessa forma, usando a
notacao de produto escalar, temos que os coeficientes podem ser escritos da seguinte forma:

ai; = (Gi, ;) € by = (f, )

onde gz é o vetor (gz(lj), gi('rQ)? s 7gl<xm))t € f_é o vetor (f(‘xl)? f(Ig), ce 7f<xm))t E assim,
o sistema normal Aa = b ficard expresso por

(91, Gn) ay (f,q1)
(G2, Gn) | o2 (f,32)

Q| Qi

£
. . / | (2.1)
Godt) (God) o @) | o] | (Fa)
De acordo com Ruggiero e Lopes (1997), demonstra-se que se as fungoes
91(2), 92(), .., gn ()

, gn 820 linearmente independentes, entao o sistema admite
S Q).

sao tais que os vetores g1, ga, - - .
unica solugao @y, @s, ..., a&,, e esta solugao é o valor minimo de F'(ay, aw, ..

Exemplo 2.3 (Ezercicio Adaptado (RUGGIERO; LOPES, 1997)) Vamos ajustar os dados
abaizo pelo método dos minimos quadrados utilizando:
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1. Uma reta.

2. Uma pardbola.

Resolugao: Fazendo o diagrama de dispersao, temos como mostra a Figura 2.5:

Figura 2.5: Diagrama de dispersao

Assim temos que ©1 = 1,29 = 2,03 = 3,24 = 4,05 = 5,06 = 6,07 = T,23 = 8 €
1,7 f(zs) = 2,0.

A funcao tabelada deve ser ajustada, inicialmente, por uma reta, ou seja, por uma ex-
pressao da forma f(x) = asx + ay. Logo, podemos escolher os polinomios gi(x) = 1 e
g2(x) = x. Temos, pois, de resolver apenas o sistema:

<glag1> <gl792> ! — <[7
&%) <f7
Queremos determinar a fungdo p(x) = a191(z) + aaga(x). Logo, temos os sequintes

vetores:
g1=(g1(z1),... () = (11111111

;; } (2.2)

QI Qi

g2 = (g2(21), -, g2(5)) = (123456 78)
f(z;)=1(0,5 0,6 0,9 0,8 1,2 1,5 1,7 2,0)*
Afim de facilitar os calculos dos produtos escalares, vamos construir uma tabela com o0s

valores de g;(xy)gj(xr) e f(zr)gi(xy), com 4,7 = 1,2,....8, e assim temos como mostra a
Figura 2.6:
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X | 910 | G2 Oep) | ) | 91(xa) - 91 () | 91 (xp) - g2 (xp) | G2 (X)) - 92 ) | F () - g1 () | f () - G2 (xi)

1 1 1 0,5 1 1 0.5 0.5

2 1 2 0,6 1 2 4 0,6 1.2

3 1 3 0,9 1 3 9 09 2,7

4 1 4 0,8 1 4 16 0.8 3.2

5 1 5 1.2 1 5 25 1.2 6

6 1 6 1,5 1 6 36 1.5 9

7 1 7 1.7 1 7 49 1.7 11,9

8 1 8 2 1 8 64 2 16
Somas 8 36 204 9,2 50,5

Figura 2.6: Tabela contendo os calculos dos produtos escalares

Portanto, o sistema 2.2 torna-se:

8 36 | | a1 | _| 92
36 204 as | | 50,5
Resolvendo, encontramos ay = 0,175 e ap = 0,21667, e assim, p(x) = 0,21667x + 0, 175
¢ a melhor reta que se aprorima, no sentido dos quadrados minimos, da funcao tabelada.

De forma andloga, fazendo para o caso da pardbola, queremos determinar a func¢ao o(x) =
ay + asx + asx®. E, assim, temos o sistema:

8 36 204 o 9,2
36 204 1296 | - | a2 | = | 50,5
204 1296 8772 a3 319,1

Resolvendo, encontramos oy = 0,40714, ay = 0,07738 e ag = 0,01547, e assim, o(z) =
0,015472% + 0,07738x + 0,40714 € a melhor pardbola que se aproxima, no sentido dos qua-
drados minimos, da funcao tabelada.

Tracando as duas curvas no grdfico de dispersao dos dados, conforme a Figura 2.7,
podemos fazer uma comparacao.

Figura 2.7: Curvas para ¢(x) e o(x)

8
Através do calculo de Zdi, teremos:
k=1
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8
1. Para a reta: Z d; = 0,08833;
k=1

8
2. Para a pardbola: Zdi =0, 04809.

k=1

Como o menor valor para a soma dos quadrados dos desvios foi para a pardbola, o melhor
ajuste para os dados, entre as duas possibilidades € a parabola.

2.2.1 O ajuste linear para o ensino médio

O foco deste trabalho estd em aproximar um conjunto de dados pelo método dos minimos
quadrados utilizando uma reta. Dessa forma, para alcancar o estudante do ensino médio,
que ainda nao conhece os conceitos de produto escalar, vamos apresentar um sistema linear
de duas equagoes e duas incégnitas, resultante do sistema 2.1.

Assim, dado o conjunto de dados tabelados

ZL‘Z‘I'l‘ZL‘Q“I'n
vi w2 | | wm

queremos aproxima-los através de uma reta.

Como a funcao tabelada deve ser ajustada por uma reta, ou seja, por uma expressao
da forma f(z) = aer + ;. Logo, podemos escolher os polinomios gi(z) = 1 e go(x) = .
Temos, pois, de resolver apenas o sistema:

<£_717§1> <§17£_72> :| . |:a1 :| _ |: <fi gl> :| (23)

<g27§1> <g27g2> Q2 <f §>

Como g;(z) = 1, o produto escalar de g, com gy, isto é, (g1, g1), seréd igual a quantidade

n de pontos. Alem disso, como go(z) = x, entdo o produto escalar de g; com go, isto é,
(g1, 32) = (G2, 01), serd igual a soma de z;, ou seja,

n
E Zi.
=1

Ainda nesse sentido, (gs, g2) serd a soma de 7, ou seja,
n
Z 2
«Il .
i=1

Por outro lado, como f(x;) = y;, o produto escalar de f com gy, isto é, (f,g1) serd a
soma dos y;, com 1 <17 < n, ou seja,
n
>_ v
i=1
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E por fim, (f, g2) serd a soma dos z;y;, com 1 < i < n, isto é,

n
E TiYi-
i=1

Dessa forma, o sistema 2.2.1 serd equivalente a
n
i=1 S T . i=1
i=1 i=1 '

Lembrando que na expressao da forma f(z) = asx + aq, 0s coeficientes oy e g sao cha-
mados, respectivamente, de coeficientes linear e angular na funcao afim, faremos a corres-
pondéncia com a utilizagao da nomenclatura comum no ensino médio, denominando a; = b
e ag = a. Assim, o sistema pode ser reescrito da seguinte forma:

n iil : |: b :| = 71'1:1 )
i=1 i=1 i=1

sendo equivalente a

(

imi a+nb= iyi
i=1 i=1

(2.4)

n n n
2 b=
r; | a+ x; | 0= T
i=1 i=1 i=1

Este tltimo sistema esta no formato geral de um sistema linear que envolve duas equacgoes
lineares e duas variaveis a e b, no qual os estudantes estao aptos a resolver.

\
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Capitulo 3

Proposta de aula para o ensino médio

Este capitulo apresenta os procedimentos adotados para desenvolver uma proposta de
aula para ser trabalhada com alunos do ensino médio bem como o relato da aplicacao da
mesma. Para isso, idealizamos uma contextualizacao da matemética com a pandemia de
Covid-19 utilizando o método dos minimos quadrados para o ajuste de curvas.

3.1 Procedimentos metodoldégicos

Buscando aproximar e contextualizar a matematica com a pandemia de covid-19, foi
planejada uma atividade para ser aplicada no primeiro ano do ensino médio do Colégio
Anisio Teixeira, uma escola particular da cidade de Eunapolis. A escolha da referida turma
deve-se ao fato de que a turma ja havia concluido os estudos de todas as funcgoes previstas
para o ano letivo. A turma possuia 50 alunos.

Assim, a proposta de atividade foi preparada para ter duracao de quatro aulas de 50
minutos cada. O primeiro momento estava reservado para aplicar uma avaliacao de son-
dagem, que pode ser verificado no Apéndice A. Esta avaliacao retomava o conhecimento
sobre funcao afim buscando diagnosticar o nivel de dominio quanto aos assuntos que seriam
trabalhados, considerados como pré-requisitos. Dessa forma, seria possivel mapear os pontos
de dificuldade que deveriam ser retomados na etapa seguinte.

A avaliacao continha cinco questoes objetivas abarcando os principais topicos da fungao
afim a saber: caracterizacao da funcao afim, determinagao da equacao da reta conhecendo-se
dois pontos pertencentes a fungao e sua representacao grafica.

Na segunda aula o objetivo era discorrer sobre os principais tépicos a respeito da funcao
afim necessarios para a compreensao e cumprimento da atividade proposta na etapa seguinte.
Assim, a finalidade desta aula é explorar as caracteristicas e propriedades da funcao afim; a
determinacao da funcao conhecidos dois pontos pertencentes a mesma e por consequéncia a
resolucao de sistemas lineares de duas varidveis e duas equagoes.

Em sequéncia, na terceira aula, o objetivo era contextualizar a turma sobre os conceitos de
pandemia e modelagem matemaética e em seguida apresentar os principais tépicos a respeito
de aproximagao de curvas usando o método dos Minimos Quadrados (para uma reta).

O grande desafio nesta aula era aproximar os estudantes do ensino médio da educagao
bésica aos conceitos ligados ao tema dos minimos quadrados que utilizam ideias de disciplinas
de cursos de nivel superior, como por exemplo, as derivadas, integracao e produto interno.

30



Sendo assim, o objetivo foi introduzir a ideia geral dos minimos quadrados pelo menos até
um nivel que torne o aluno apto a perceber a fundamentagao do método utilizado.

Nessa perspectiva, entendendo que o conhecimento matematico se apresenta como uma
ferramenta importantissima que transforma as situagoes reais em modelos matematicos, e que
analisados fornecem resultados que podem ser aplicados na realidade, apresentamos o ajuste
de curvas pelo método dos minimos quadrados como uma dessas ferramentas matematicas.

Esse ajuste se torna interessante quando temos uma tabela de valores resultados de algum
experimento fisico ou pesquisa ou uma tabela de valores coletados de uma observacao. Nesses
casos podem conter erros, nem sempre previsiveis, e queremos assim, ajustar uma funcao
que seja uma boa aproximacgao para esses valores tabelados (RUGGIERO; LOPES, 1997).

Nessa perspectiva, para introduzir os conceitos, vamos considerar o seguinte problema
motivador: a Tabela 3.1 mostra o nimero de casos confirmados de covid-19 nas quatro
primeiras semanas de registro na cidade de Eundpolis (comecados em 15 de abril de 2020).

Semana 112 3] 4
Numero de casos cofirmados | 14 | 18 | 25 | 36

Tabela 3.1: Casos confirmados na cidade de Eunéapolis

O primeiro passo serd a escolha da funcao que pode ser feita observando o grafico dos
pontos tabelados ou baseando-se nos fundamentos do experimento que forneceu a tabela. Na
Figura 3.1, apresentamos o diagrama de dispersao. Assim, pensando no plano cartesiano, va-
mos atribuir o nimero da semana aos valores da abscissa e ao nimero de casos confirmados os
valores da ordenada. Dessa forma, teremos os pares ordenados: (1,14),(2,18), (3,25), (4, 36).

Casos confirmados

Figura 3.1: Diagrama dos pontos

Surge a primeira pergunta: serd que existe uma reta que passe exatamente por todos
os pontos? E a resposta esperada é que os estudantes reconhecam que nao existe tal reta,
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mas que existe uma reta que seja uma boa aproximacao para esses pontos. Para isso, iremos
determinar uma reta que tenha a menor distancia possivel dos pontos no sentido dos minimos
quadrados. A ideia é definir uma funcdao que se ajusta melhor ao diagrama de pontos de
forma que a soma dos desvios ao quadrado seja o menor possivel. Graficamente podemos
observar isso na figura abaixo.

(4,36)
]

€4

Figura 3.2: Distancias

Observemos que cada e; é o desvio, para i = 1,2,3,4. Queremos que €? + €3 + €3 + €3
seja minimo. Mais detalhadamente, os pontos em azul sao os valores tabelados conforme a
situacao apresentada e os pontos em vermelho representam os pontos correspondentes que
pertencem a reta que melhor se ajustou aos dados.

Os valores e;, com i = 1,2, 3,4, sao interpretados como a distancia vertical entre a reta
y = ax + b e os pontos dos dados (pontos azuis). Essa distancia é o que chamamos de
uma medida do erro que resulta no ponto (x;,y;) pertencente a reta do ajuste da fungao
y = ax + b. Esses valores sao os desvios.

Assim, nosso objetivo é encontrar os coeficientes a e b tais que a fun¢ao f(z) = ax + b
se aproxime ao maximo dos pontos fornecidos. Observemos que o conceito de proximidade
é que os valores para e; seja o minimo. Portanto, o método dos minimos quadrados consiste
em escolher esses coeficientes a e b de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios
(afastamentos) seja minima.

Nesse sentido, o ajuste é feito de maneira a minimizar a soma dos quadrados dos erros
em todos os pontos, ou seja, a diferenca entre a ordenada da funcao original e a ordenada
calculada na aproximacao. Dessa forma, temos a soma total dos erros que pode ser expresso
por:

2 2 2 2 2
g e; =el+et+e3tey
i=1

Como o erro ¢ a distancia podemos escrever:
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4 4

D= (yi—ax;—b)

i=1 i=1
Agora, precisamos determinar os valores de a e b, e para isso basta encontrar a solugao
do sistema 2.4 formado pelas equagoes normais a seguir:

( 4 4
(sz) a+4b = Zyz
i=1 i=1

4 4 4
(3]t (La) = o
\ i=1 i=1 =1

Neste sistema temos:
e 1; representando o nimero de cada semana: xy = 1,29 = 2,23 =3 e x4 = 4;

e y; representando o numero de casos em cada semana z;: y; = 14,y = 18,y3 = 25 e
Ys = 36;

e O simbolo: .

D
i=1

representando a soma de todos os z; (de forma andloga para todos os outros so-
matorios);

Assim, calculando separadamente cada somatorio temos:

4

in:$1+$2+x3+$4:1+2+3+4:10
i=1

4
Zyi:yl+y2+y3—|—y4: 14 418 425 + 36 = 93
i=1
4
fo =t tastastai=12+22+32+4*=30
i=1
4
inyi =1l + LYo + 23Ys + Tays = 1- 14 +2-184+3-25 4+ 4 - 36 = 269.
i=1
Assim, substituindo no sistema os valores encontrados, temos
10a + 4b = 93
30a + 10b = 269

Resolvendo o sistema, encontraremos a = 7,3 e b = 5. Assim a funcao que melhor se

ajusta aos pontos é da forma f(z) = 7,3z + 5 como podemos observar no grafico da figura
3.3.

33



40

f(x) =735 45

35

30

25

20

15

-5 f 5 10 15

Figura 3.3: Distancias

Apoés toda essa explanacao, os estudantes estao aptos para darem continuidade, ainda na
terceira aula, e responderem a atividade (Apéndice B) com raciocinio semelhante mas com
questionamentos guiados induzindo conclusoes sobre o método aprendido.

Inicialmente, nesta atividade, a proposta é que, a partir do problema os estudantes
calculem manualmente (sem o auxilio de softwares) o ajuste através da expressao fornecida
e reflitam sobre esse processo através dos questionamentos.

Em seguida, na quarta etapa, considerando agora um conjunto maior de dados, a conti-
nuagao da atividade guiada (Apéndice C) consiste em fazer o uso de uma planilha eletronica
como ferramenta. Ou seja, o objetivo agora é encontrar uma reta que mais se aproxime
dos dados fornecidos, considerando agora um conjunto mais extenso com o auxilio de uma
planilha eletronica usando a ferramenta “Linha de tendéncia”.

Munidos das instrugoes necessarias, os alunos farao a conslusao da atividade guiada
investigando o ajuste para outros tipos de curvas ampliando o estudo em nivel de curiosidade
(cientes de que os alunos ja estudaram fungoes quadriticas e exponenciais).
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3.2 Resultados

Nesta secao apresentaremos um relato da aplicacao da atividade desenvolvida. Conforme
explicitado anteriormente, a turma escolhida para a realizacao da atividade foi o primeiro
ano do ensino médio com 50 alunos. Esta turma pertence ao turno matutino, e portanto,
as quatro aulas (50 minutos cada) foram marcadas no turno oposto em dois dias. Para o
primeiro dia realizou-se as aulas 1 e 2 e no segundo dia as aulas 3 e 4, ocorrendo em duas
semanas consecutivas.

Por causa da pandemia de Covid-19, na cidade de Eunapolis as escolas estavam funcio-
nando apenas com salas ocupadas até a metade de sua capacidade. Em consequéncia disso,
no primeiro dia, estavam presentes em aula 17 alunos presencialmente e 22 de forma remota,
e no segundo dia estavam presentes 21 alunos presencialmente e 18 de forma remota, através
de video-chamada via Google Meet. Assim, as aulas ocorreram de forma hibrida. A aula
foi transmitida e todos os materiais que foram utilizados em aula foram disponibilizados
também na plataforma do Google Sala de Aula de forma simultanea.

Apos a realizagao da avaliagao diagnostica foi possivel perceber, como mostram os graficos
da Figura 3.4, que a maioria dos estudantes recordavam como modelar uma situacao através
de uma expressao caracterizada pela funcao afim, bem como dominavam aplicar um ponto
do dominio e determinar sua imagem, como exigido pelas questoes 1 e 2. Sao tarefas relati-
vamente simples mas importantes para compreensao geral dos atributos da funcao estudada
e importantes também para compreensao e desenvolvimento da atividade vindoura.

Questdo 1 Questdo 2

m Corretas Erradas m Corretas = Erradas
Figura 3.4: Desempenho nas questoes 1 e 2

Além disso, mais da metade dos alunos presentes demonstrou saber esbocar o grafico
da fungao e reconhecer suas caracteristicas como mostra o grafico da figura 3.5. A maioria
dos estudantes utilizou-se do método de atribuir pontos na tabela e poucos lembraram de
utilizar a raiz da funcao para determinar a interseccao com o eixo Ox e o valor do coeficiente
b na intersecgao com o eixo o Oy. Por isso, esses pontos foram retomados na aula de revisao,
bem como outras caracteristicas como crescimento ou decrescimento da fungao.
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Questdo 4 Questdo 5

n Corretas Erradas n Corretas Erradas

Figura 3.5: Desempenho nas questoes 4 e 5

Um ponto em que a maioria dos estudantes nao demonstrou recordar foi no processo de
determinacao de uma expressao para a funcao afim conhecendo-se dois pontos pertencentes
a mesma exigidos pela terceira questao, como apresenta o grafico da Figura 3.6. Assim, esse
topico também foi retomado no momento da revisao uma vez que ¢é requisito fundamental
para compreender o processo do ajuste linear através do método dos minimos quadrados
pois utiliza-se de um sistema linear com duas equacoes e duas incognitas.

Questdo 3

61,5%

m Corretas  w Erradas
Figura 3.6: Desempenho na questao 5
De forma geral, a Figura 3.7 apresenta o gréfico com o desempenho geral da turma com
a distribui¢ao das pontuagoes entre o minimo de zero pontos e o maximo de cinco pontos.

Assim, concluimos que aproximadamente 82% dos 39 alunos presentes acertaram trés ou
mais questoes.
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Distribuicao das pontuactes
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Figura 3.7: Desempenho geral

Na semana seguinte, na aula 3, durante a apresentacao sobre o ajuste linear com o
método dos minimos quadrados os estudantes foram participativos na resolucao do problema
motivador realizando os cédlculos de forma simultanea e respondendo aos questionamentos.
Assim, munidos de toda fundamentacao tedrica os estudantes realizaram a atividade do
Apéndice B.

Inicialmente, para encontrar a expressao para a funcao polinomial de grau 1 que se ajus-
tava aos dados, os estudantes se mostraram intrigados com a quantidade de calculos, ainda
que somas simples, mas disputaram entre si quem encontrava o resultado correto primeiro,
despertando assim o espirito competitivo. Para acelerar esse processo, eles usaram a calcu-
ladora, uma vez que os ntimeros obtidos eram relativamente grandes e o objetivo principal
era saber utilizar o método e todos os calculos eram basicamente das quatro operagoes ele-
mentares, e resolver um sistema linear de duas equacoes e duas variaveis, como mostra a
Figura 3.8 com a resolucao de um dos estudantes.

-
}_ =L+ *AXHIE*=E54 \.-':r = G f;q-_], '||_‘_¢q:.,i,._-,r1'_.|r’_‘:'4 = ﬂi
I gz oyt g A ¢ - 12935 FISs3 1SSt ":*_-'5“3"—@
o

. e O T P q%;-kf-icn‘}ﬂr qap> +9aa = [@ao BRI

@

41 YAz
;.E S XTI KA E gy 4 ,{gaﬁ3+iﬁ-ﬂu=€.qa,ra53§, + 797, 1R553+ 1S
4+ 49a.12660= (24976031 qx A

a0+ bbb - sO203 L-%3 20

A90030q +1a90b:2423 6031 }j—:ﬂﬁ“ﬁ
G Callento o gords, akakinng (W, |

Sulast g eco —%3d0/

Figura 3.8: Exemplo de resolucao

Apods encontrarem a expressao para a funcao afim, a questdo dois propunha que que
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tentassem fazer uma previsao para o nimero de casos confirmados para uma data determi-
nada que extrapolava os valores tabelados e em seguida, refletissem, na questao 3, se o valor
encontrado por eles se aproximava da quantidade real apresentada. A Figura 3.9 apresenta
uma das respostas encontradas.

3. Com base nos casos reais registrados, a Prefeitura de Eunapolis registrou para o
dia 2; de agosto de 2021 um total de 12578 casos confirmados. Vocé acha que foi

uma boa aproximagdo? Por qué?

Figura 3.9: Exemplo de resposta

Em seguida, na quarta questao da atividade, foi apresentado aos estudades a repre-
sentacao grafica da funcao encontrada por eles juntamente com o diagrama de dispersao
dos pontos questionando se a equacao obtida serve como modelo matemaéatico para os dados
analisados. A figura 3.10 mostra uma das respostas obtidas.

Vocé acha que a equacdo obtida serve como modelo matematico para os dados
analisados? Por qué?

Oin, po1s AT TEPA  OURA REI4 NSO MODDY QU Se APRDXIMA
g melyoR.

Figura 3.10: Exemplo de resposta

Interessante observar que nessa resposta, o estudante compreendeu o funcionamento para
o método dos minimos quadrados e reconhece que existem outros métodos.

Ja na quinta questao, foi proposto que refletissem sobre utilizar esses conceitos ma-
tematicos para compreender o comportamento da doenca e se seria possivel que isso co-
laborasse para as medidas de enfrentamento. A figura 3.11 apresenta uma das respostas
encontradas.

S. Vocé acha que utilizar esses conceitos matematicos pode contribuir para
compreender o comportamento da doenca e colaborar para as medidas de
enfrentamento? Se sim, de quais formas?

ca.t.m_,, ,&x;a,_, é@&n M .,ém..L.:_ oo Lf:i Yy ;& ._a;{-*;r;.-ﬁ-_-;- "'_g'i Jinelyra, -
;rs:a&. B Lrhocanaisndie 2 Oticoer ".-Ef.rzf:s' MY COndy A Bty
< 5 ot LO0oQenon M_nrf oL S0 0018 st ey Tseeon

Figura 3.11: Exemplo de resposta

J& na quarta e ultima aula, onde os estudantes utilizariam a planilha eletronica conforme
a atividade descrita no Apéndice C, foi um momento, apesar de ser a etapa mais simples,
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mais minuciosa pois, a explanacao dessa aula precisou ocorrer em dois modos: para aqueles
estudantes que possuiam a planilha instalada em seus computadores com diferentes versoes
e para aqueles que a estavam utilizando de forma on-line.

Nessa atividade, os estudantes foram convidados a construirem os graficos através do
recurso “Linha de tendéncia”’na planilha do programa Excel para um conjunto maior de
dados, percebendo assim a agilidade dessas construgoes, diferente da aula anterior no pro-
cesso manual. As Figuras 3.12 e 3.13 apresentam uma das construgoes feita por um dos
estudantes.

Semana |Casos confirmados| s o Q
38 3875 Casos confirmados
35 3875 16000 o o
40 4332 o y=27122%-64058 .- ©
41 4544 4 _..m’
o
42 4603 10000 & °
43 4736 8000 & .
44 4967 - -~ ’
6000 @ S, o
45 5201 o .’,.f' .
46 5370 o
47 5917 =71 ?
el o 0 10 20 0 40 50 &0 70 80
49 7050 o
50 7459 T TONINRRRE e "=
(o £
51 7674

Figura 3.12: Exemplo de resposta - Ajuste para a reta

o S— - - —

Casos confirmados
Nome da c
Linha de Polinomial (Casos...

12000 r Tendéncia
10000 / Tipo de Tendéncia Polinomia

’ ;
@“ [ Exibir Equacio no grifico

2000 [ Exibir Valor de R-quadrade no gréfico

0 : O Definir 0
10 20 30 40 50 80 70 80 Interceptagdo

Previsio

Figura 3.13: Exemplo de resposta - Ajuste para o polinomio de grau 6

Os poucos estudantes que assimilaram de maneira rapida o processo logo concluiram de
forma exitosa esta etapa. Ja, os demais estudantes precisaram de mais auxilio e o tempo em
sala nao foi suficiente para o cumprimento total desta atividade. Sendo assim, a conclusao
seria feita em casa e para isso foi deixado um tutorial gravado e disponibilizado a turma. De
forma geral, os estudantes gostaram da facilidade em construir os graficos de forma rapida
e compreenderam a funcionalidade do método para o melhor ajuste ao conjunto de dados,
conforme mostra a Figura 3.14 onde apresenta uma das respostas obtidas ao questionério.
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Apos o ajuste a uma funcao quadratica, podemos afirmar que esta curva se ajusta melhor que a
funcao polinomial de grau 1? *

sim

Faca alteracdes na ordem da funcao polinomial aumentado a ordem até é e observando as
mudancas. O que acontece com a curva com essas alteragdes? *

a curva vai se encaixando melhor na medida que vai aumentando a ordem .

Figura 3.14: Exemplo de resposta

Diante do exposto, entendemos que o desenvolvimento dessa atividade com os estudantes
do ensino médio foi desafiador ao trazer para a educacao basica um topico matematico
geralmente estudado nos cursos de nivel superior, mas instigante ao aplicar no contexto real
da pandemia que todos vivenciaram e foram afetados de algum modo.

Foi possivel perceber que as atividades aqui propostas permitiram capacitar os estudantes
para terem a desenvoltura na utilizacao do método e aferir sua eficacia. Os alunos puderam
confrontar-se, discutir e validar ideias, e utilizar contetidos ja estudados para aplicar numa
situacao real e concreta.
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Consideracoes Finais

Foram apresentados neste trabalho os argumentos fundamentais que justificam a rea-
lizagao da proposta da atividade de acordo com o que a BNCC prevé para as habilidades e
competeéncias a serem desenvolvidas no ensino médio.

Buscou-se trazer a contextualizacao do tépico matematico sobre o ajuste de curvas através
do método dos minimos quadrados com a pandemia de covid-19, que é uma realidade que
impactou a vida de todos e em todas as localidades.

Para isso, foram apresentados os aspectos tedricos acerca do ajuste de curvas através dos
minimos quadrados focando no caso discreto e na aproximacao para curvas polinomiais de
grau um e dois.

Por fim, trouxemos a proposta de atividade e os procedimentos metodologicos adotados
para seu desenvolvimento. A atividade foi estruturada em quatro etapas de acontecimentos
a lembrar: primeira etapa com a atividade diagntéstica; seguida da aula de revisao dos con-
ceitos pertinentes a funcao afim; a terceira etapa consistia na aula sobre minimos quadrados
e ajuste de curvas ja com a atividade manuscrita; e por fim, a quarta etapa com a utilizacao
das planilhas eletronicas para geracao das curvas.

A proposta procurou abranger também o carater tecnolégico ao utilizar as planihas
eletronicas e as ferramentas de producao de curvas para concluir a atividade com dina-
mismo e ampliacao dos horizontes para outras curvas, uma vez que os estudantes ja haviam
estudado todas as fungoes previstas para o primeiro ano do ensino médio.

De acordo com as expectativas, apos a aplicacao da atividade atingimos o objetivo de
apresentar uma proposta viavel de introducao de um novo tépico matematico ao estudante da
educacao basica, ao qual ele agregara o uso relevante de contelidos matematicos ja estudados
por eles, e além disso, ampliando os horizontes para a aquisicao de novos conhecimentos e
competéncias.

Através dessa proposta de atividade, buscamos apresentar aos alunos uma ferramenta
poderosa da Matematica Avancada que embora seja de facil manipulacao e entendimento,
ela vem sendo usada pelos mateméaticos para prever a evolucao da Covid-19 e assim ajudar
aos governantes nas tomadas de decisao.

Nesse sentido, reconhecemos o papel da matematica na realidade de examinar a dinamica
da pandemia e mostrar aos estudantes que o conhecimento matematico permite avaliar a
situagao com bom senso e clareza, com discernimento e rigor cientifico.
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Apeéendice A

Atividade diagnéstica - 12 aula

1. A dgua potavel utilizada em propriedades rurais, de modo geral, é retirada de pogos com
o auxilio de uma bomba d’agua elétrica. Em certo sitio, para abastecer o reservatorio
de agua, é utilizada uma bomba d’agua com capacidade para bombear 15 L por minuto.
Essa bomba ¢é ligada automaticamente quando o reservatorio esta com 250 L de agua
e desligada ao enché-lo. Com essas informagoes, podemos escrever uma expressao que
permite calcular a quantidade de agua () contida no reservatorio em funcao do tempo
t em que a bomba permanece ligada. Assim, podemos dizer que tal expressao é da
forma: (Objetivo: modelar a situagao através da fungao afim).

(a) Q(t) = 15¢ + 250
(b) Q(t) = 250t + 15
(¢) Q(t) = 15t — 250
(d) Q(t) = 250t — 15
(e) Q(t) =265

2. A fungao que determina o valor a ser pago por uma corrida de téxi é f(x) = 3,40 +
2,50x, sendo x a distancia percorrida em km. Qual o valor a ser pago por uma corrida
de 10 km? (Objetivo: aplicar um ponto do dominio e determinar a imagem.)

(a) R$25,00
(b) R$25,40
(c) R$26,00
(d) R$28,40
(e) R$28,00

3. Considere a fungao f : R — R, definida pela expressao f(z) = ax+b. Sabendo que os
pontos A(—1,—2) e B(1,4) pertencem a esta fungdo, podemos dizer que a expressao
da funcdo é dada por: (Objetivo: encontrar a lei da fungao conhecido dois pontos,
lembrar como resolver um sistema linear 2x2).

(a) f(z)=x+3
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(b) fz) =3z —1
(¢) f(z) =3z +1
(d) fz)=—3z—-1
(e) flz)=—2-3

4. O esbogo da funcao g : R — R definida por g(x) = =5z + 4 é: (Objetivo: esbogar o
grafico de uma fungao afim).

o

9 g g

2
: 5
4 4

2 ol 1
3 1 3
2 ! 2
1 1
10 Y 2 =4 -10 1\2 3
a. -1 c. e. =1
/ g
4 2
1
syttt
1 1
2 po| 1 T
=1
=9 =4
b g d

5. Observe o grafico abaixo. (Objetivo: reconhecer as caracteristicas de uma funcao afim:
crescimento/decrescimento, coeficientes, raiz).

5’/9
4

/2 drol 12
=1

Podemos afirmar que:
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b

(a) A funcao é decrescente.

(b)

(c) A lei da fungao que descreve esse grafico é y = —2z + 4.
)
)

4 é o zero desta fungao.

(d) —2 é o zero desta fungao.

(e) A taxa de variacao é igual a —2.

45



Apeéendice B
Atividade Proposta - 32 aula

Problema motivador: O mundo enfrenta uma pandemia de Covid-19 mobilizando bilhoes
de pessoas e sendo acompanhada em tempo real pelas midias em geral desde a descoberta
do primeiro caso. Com isso, nos acostumamos a ver na televisao e internet uma invasao
de numeros e graficos. E no entendimento e na elaboracao desses ntimeros, temos, além
dos profissionais de saide e organizacoes publicas, os matemadaticos buscando modelos e
ferramentas para contribuir na compreensao do comportamento da doenca. Sendo assim,
detentores dos conhecimentos matematicos necessarios, vamos fazer uma analise do compor-
tamento da doenga considerando os numeros oficiais divulgados pela prefeitura do municipio
de Eunapolis referente a Covid. Levando em consideracao que os casos comegaram a ser re-
gistrados em 15 de abril de 2020 e contador a partir dai por dia, vamos considerar a seguinte
tabela que apresenta o nimero de casos confirmados nas semanas 496, 497, 498 e 499 que
correspondem aos dias 23 a 26 de agosto de 2021:

Semana 496 497 498 499
Numero de casos cofirmados | 12535 | 12553 | 12555 | 12560

Tabela B.1: Casos confirmados - Fonte: https://projetocidadescovi.wixsite.com/covid19

Com base nessas informagoes, responda:

1. Usando o sistema abaixo encontre uma fungao polinomial de grau um da forma f(z) =
ax + b que se ajuste a esses valores.

( n n
<Z:}:Z> a+nb= Zyi
i=1 i=1

<z”: xf) a4+ (i a:z> b= zn:xzyz
\ i=1 =1 i=1

Resposta esperada: Calculando cada somatério indicado acima temos:
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n

Zazi:331+a:2+353+a:4:496+497+498+499:1.990

i=1

> yi =1 +ys +ys +ya = 12.535 + 12.553 + 12.555 + 12.560 = 990.030
=1

> af =]+ a3+ af + af = 496” + 497° + 498° + 499° = 50.203

i=1
Z LY = T1Y1 + ToYo + XT3Y3 + Tals
i=1

= 1496 - 12.535 + 497 - 12.553 4 498 - 12.555 4 499 - 12560 = 2.4976.031

Assim, substituindo no sistema os valores encontrados:

1.990a + 4b = 50.203
990.030a + 1.9900 = 24.976.031

Resolvendo por qualquer método, encontraremos a = 7,7 e b = 8720. Assim a funcao
é da forma f(z) = 7,7z + 8720.

. Na tentativa de fazer uma previsao, qual seria o nimero de casos confirmados para o
dia 27 de agosto de 20217

O dia 27 de agosto corresponde ao dia 500 e aplicando esse valor na funcao temos

£(500)=12570.

. Com base nos casos reais registrados, a Prefeitura de Eundpolis registrou para o dia
27 de agosto de 2021 um total de 12578 casos confirmados. Vocé acha que foi uma boa
aproximacao?

Resposta esperada: Sim, pois vemos uma diferenca de 8 casos a menos.

. Observando o gréafico abaixo que apresenta o conjunto de dados do dia 23 a 27 de
agosto de 2021 e a reta, representacao grafica da funcao encontrada por vocé no item
a.

12585

12550
12540

12630
4% 5 500 S5 510
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Voce acha que a equacao obtida serve como modelo matematico para os dados anali-
sados?

Resposta esperada: Sim, pois representa uma curva proxima aos dados.
Voceé acha que utilizar esses conceitos matematicos pode contribuir para compreender

o comportamento da doenca e colaborar para as medidas de enfrentamento? Se sim,
de quais formas?

Resposta esperada: Sim, pois por meio da fungao e andlise grafica podemos tentar
descrever a evolucao da doenca, tentando reconhecer um indicador de tendéncia para
o fendomeno da pandemia de Covid-19.
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Apéndice C
Atividade Proposta - 4% aula

Baseado nas informacoes disponibilizadas pelo Projeto Cidades Covid, considere os niimeros
de casos confirmados agrupados por semana no periodo da 38* a 75 semana (janeiro a
setembro de 2021). Abra o arquivo com a planilha do Excel fornecida.

Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisao Exibicdo
j & Calibri s 1or A AT =|=| ¥~ S Quebrar Texto Automaticamente | Geral
CUJE’ ¥ N I 8§ - S A = £5 | Mesclar e Centralizar ~ R
Area deTra.. T ;) Alinhamento = Hiim
\ K2 - |

Oficina - A contextualizacao da Matematica na
pandemia de covid-19

1
2
3
& ot Ly S
B Turma: 1° série Isaac Newton e Galileu Galilei:
6
7
8
9

Aluno:

11 Semana [Casos cenfirmados
12 38 3875
13 39 3875
14 A0 4332
15 41 4544
165 42 4603
17 43 4736
18 A4 4967
19 45 5201
20 46 5370
21 47 5917
22 48 6677
23 49 7050
24 50 7459

H 4 | Planl /Phn2 . Pen3 73

Com os dados organizados na planilha, sigam as seguintes orientacoes:
1. Selecionar os dados que compoe as colunas “Semana” e “Numero de casos confirmados”.

Em seguida clicar na barra de tarefas em “Inserir”. Logo apds clicar em “Grafico de
Dispersao”, como mostra a figura a seguir.
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Excel Planilha 1 - Salvo no OneDrive v £ Pesquisar (Alt + G)

Arguivo Inicio Inserir Desenhar Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibir Ajuda ¢ Edigio ~
f:r Tabela Dindmica @ Tabela  [Ad Imagens v ’-_C') Formas \/‘ h]]_ﬂ B ® E b B I]ﬂ] ‘V‘ > Link 'Lt] !
All v fx Semana Dispersdo Somente com Marcadores

Comparar pares de valores,

1
2 Oﬁcina - A Col]te}(tualiza_cao da Matenlética na Use esta opgdo quande os valores ndo estiverem em ordem no
3 = = ; eixo X ou quando representarem medidas separadas.
il pandemia de covid-19
B Turma: 1° série Isaac Newton e Galileu
A Galilei
7
8
9 |Aluno: | Aluno completo
10
11 | Semana |Casos confirmados|
12 38 3875
13 39 3875
14 40 4332
15 41 4544
16 42 4603
17 43 4736
18 44 4967

= Planl Plan2 Plan3 +

2. Com o grafico de dispersao inserido, devemos clicar duas vezes sobre os pontos. Ao
aparecer uma janela ”Grafico”com algumas opgoes, clicar em “Série Casos Confirma-
dos”, como mostra a figura abaixo. Nessa faixa, faremos a ativacao de alguns elementos
do grafico.

Excel Planilha 1 - Salvo no OneDrive v P Pesquisar (Alt + G) 4 Comprar o Microsoft 365 €32

Arquvo  Infcio  Inserir  Desenhar  LayoutdaPégina  Férmulas  Dados  Revisio  Exibir  Ajuda  Grafico & Edigio v & Compartilhar [ERSS
B3 Aternar entre Linha/Coluna B} SelecionarDados || [l ¢ (@ [ Thulo do Gréfico v Iy Titulos dos Eixos ~ g2 Legenda ~  {}, Exos~ | €) Formato
Gréfico 6 ~ I

A 5 c D £ F G H | ) K L M N Grafico x
. R
7 Formato
s
o Aluno: | Aluno completo | > Titulo do Gréfico [ o]
10
11 _Semana |Casos confirmadod c rmad > Legenda @

asos confirmados
12 38 3875 > Horizontal Eixa
13 39 3875 14000
14 40 4332 12000 » Vel
15 41 4544 L0000 > Série *Casos confirmados ‘
16 42 4603 .
800!

7 43 4736 )
18 44 4967 -
18 45 5201
20 46 5370 2000
21 47 5917 o
22 48 6677 1] 10 20 30 40 50 60 70 80
2 45 7050  Casos confirmados -

3. Na faixa “Série Casos Confirmados” aberta, clicar em ”Linha de tendéncia”para adi-
cionar uma linha/curva ao grafico.
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Grafico b

Formato
Posigao do Rotule A Direita <
Fonte
Calibri - || g -
BIUA-
<A Preencher [# Estrutura de T6picos
> Barra de Erros Horizontal @

> Barra de Erros Vertical @

~ Linha de Tendéncia "Linear (Casos confi...

Mome da

42 Ajude a Melhorar o Gréafico

Inicialmente construiremos uma reta. Clicar em “Linear” e também em “Exibir equagao
no grafico”.

Grafico X
Formato

" Linha de lendencia “Linear (Lasos confl...

MNome da

Linha de Linear (Casos con...
Tendéncia

Tipo de Tendéncia Lingar -

Exibir Equacdo no grafico

(O Exibir Valor de R-quadrade no grafico

O Definir .
Interceptagéo

Previsdo

Avangar 0
Recuar 0

ApOs estes passos, € possivel ver a reta que melhor se ajusta aos dados conforme figura
abaixo.
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Excel Planilha 1 - Salvo no OneDrive £ Pesquisar (Alt + G) & Comprar o Microsoft 365 &t

Arquivo Inicio Inserir Desenhar Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibir Ajuda Grafico £ Edigao v | Compartilhar [JESEEWRIEN
Yy v Calib v v [EERY v v v v || Gera v v v v v LOv
Gréfico 6 ~ fr
A B C D E F G H | J K L M N Gréﬂ(o pad

11 Semana |Casos confirmados| C 6 d .

2 28 2875 asos confirmados Formato

3 39 3875 TTLIE T ISHUSIIGE LA (e S e
14 40 4332 ¥ =271,22x- 64058 .0 e

00 = Nome da
12000 s

15 41 4544 ol Linha de Linear (Casos con...

16 22 4603 10000 / Tendéncia

17 43 4736 8000

5 1 2967 s if Tipo de Tendéncia | Linear -

19 45 5201 4000 uf"’ Exibir Equagda no gréfico

20 46 5370 2000

= a7 5017 . [ Exibir Valor de R-quadrada na gréfico

22 48 6677 0 10 20 30 40 50 60 70 80 O Definir 0

& 45 7050 o Cesorcomfimedos e Linezr (Casos confirmadas) [rEEEEE

24 50 7459 O Previsio

25 51 7674

% s 8138 Avangar 0

27 53 8415 Recuar 0

28 54 8633 h

] »
= Planl Plan2 Plan3 + A7 Ajude a Melhorar o Grafico

5. B possivel perceber entre as semanas 60 e 80 que os pontos apresentam nao mais
um aparente crescimento linear. Reflexao proposta: Serda que outro tipo de curva
se ajustaria melhor? Agora considerando o valores referentes entre as semanas 60
e 75 vamos construir uma curva polinomial de grau 2. Seguindo os mesmos passos
anteriores, porém selecionando o “Tipo de tendéncia” como “Polinomial” de “Ordem

277
Grafico X Grafico X
Formato Formato
= Linha de lendencia “Linear (Lasos contl... . Linha de lendencia “Polinomial {Lasos ...
Mome da m Mome da m
Linha de Linear (Casos con... Linha de Palinomial (Casos...
Tendéncia Tendeéncia
Tipo de Tendéncia Linear N Tipo de Tendéncia Palincrmial V |
Exibir Equagdo no =L Crdem 2
o Exponencial
[ Exibir Valar de R-c Exibir Equacdo no grafico
O Definir Logaritmica
- (O Exibir Valor de R-quadrado no grafico
Interceptagdo Média Mével .
O Definir 0
Previsdo Palinomial Interceptagdo
Avangar Potencia Previsdo
Recuar ] Avangar 0

Apés essa alteragao encontramos o grafico a seguir:
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Casos confirmados

13000 y = -16,07% + 2330, 3x - 71845

L]
12500

12000
11500
11000
10500

10000

Repetindo esse processo e alterando para as ordens 3,4,5 e 6 encontraremos os graficos a
seguir:

Casos confirmados Casos confirmados
13000 y=0,5747x% - 132,44x% + 10164 - 247113 13000 ¥ =0,0958x* - 25,299 + 2482, 1x* - 107028x + 2E+06
12500 12500
12000 > 12000
11500 11500
11000 11000
10500 10500
10000 10000
50 60 70 20 50 60 70 80
Casos confirmados Casos confirmados
13000 y=-0,027%° +9,211x* - 1254x° + B5166x° - 3E+06x + 4E+07 13000 y=0,0032 - 1,335x° + 229, 66x° - 21045x° + 1E+06x" - 3E+07x + 3E+08
12500 12500
12000 12000
11500 11500
11000 11000
10500 10500
10000 10000
50 60 70 B0 50 60 70 80

Agora, responder as questoes:

1. Apos o ajuste a uma funcao quadrética, podemos afirmar que esta curva se ajusta
melhor que a funcao polinomial de grau 17

Resposta esperada: Sim, pois se aproxima mais dos dados.
2. Faga alteracoes na ordem da fungao polinomial aumentado a ordem até 6 e observando
as mudancas. O que acontece com a curva com essas alteragoes?

Resposta esperada: A curva vai se ajustando cada vez melhor e se aproximando mais

dos dados.
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Apeéendice D
Algumas definicoes

No presente trabalho apresentamos a teoria necessaria acerca do Método dos Minimos
quadrados sob a dtica da Algebra Linear e utilizando também alguns recursos do Calculo
Diferencial de varias variaveis.

Assim, neste apéndice, é apresentado algumas definicoes e resultados referentes a teoria
estudada e utilizada no Capitulo 2 deste trabalho. Ressaltamos que nao apresentaremos

as demonstragoes dos resultados, no entanto estas podem ser vistas em Hefez e Fernandez
(2016) e Neto (2015).

D.1 Algebra linear

Os espacos utilizados neste trabalho sao os R™, com n > 2. Para n > 4, este espaco
generaliza o espaco R? dos vetores no plano e o espaco R? dos vetores no espaco.

Para HEFEZ, a estrutura de R™ estudada em Algebra Linear é a induzida pela estrutura
de corpo da reta real R. Essa é a estrutura minima apropriada para se estudar sistemas de
equagoes lineares com varias incégnitas. Além disso, é sobre essa estrutura que se constroem
o Calculo Diferencial e a Geometria Diferencial, entre outras areas.

Definicao D.1 Um vetor no espaco bidimensional e tridimensional possui duas e trés com-
ponentes, respectivamente. Generalizando, no espaco n-dimensional definimos um wvetor
como sendo um conjunto de n niumeros reais que podem ser escritos na forma matricial:

X1
X2
T3

7
Il

Tn

Este vetor é chamado de vetor coluna. Se os n numeros forem dispostos em um arranjo
horizontal escrevemos

— ¢

U= (l’laxé)l‘?ﬂ s axn)

Este iltimo € um vetor linha designado por v'.
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Definicao D.2 Seja V' um espaco vetorial. Um produto interno em V' € uma func¢ao que a
cada par de vetores u e v em V associa um nimero real, denotado por (u,v), que satisfaz as
sequintes condi¢oes: Para quaisquer vetores u,v e w de V' e qualquer niumero real k,

P1. (u,v) > 0;

v) =0 se, e somente se, v =0;

“U

3. (u,v) = (v,u) >0;

2. (u,
(
P4 {u+w,w) = (u,w) + (v, w);
P5. (ku,v) = k{u,v).

Um espaco vetorial com um produto interno é chamado, abreviadamente, de espaco com
produto interno.

Exemplo D.1 Sejam u = (x1,z9,...2,) e v = (Y1,Y2, ... Yn) vetores em R™. Definimos

(u,v) = T1Y1 + ToYo + - . . + TpYn- (D.1)

Note que
(u,u) =22 + a5+ ...+ 22 >0,

e que
(U, v) = Ty + ToYo + . ..+ TpYn = NT1 + YaTo + ... YTy = (V, 1),

mostrando que as propriedade 1 e 3 da definicao de produto interno sao satisfeitas.

Assim, temos que D.1 define um produto interno em R™, chamado de produto interno

usual de R™ ou produto escalar de R", generalizando a nocao de produto escalar de R? em
R3.

D.2 Calculo Diferencial

O valor méximo, ou minimo, de uma fung¢ao em todo o seu dominio é chamado maximo,
e respectivamente minimo, absoluto.

Definigao D.3 Uma funcao f: D — R tem mdzximo absoluto em ¢ se f(x) < f(c) para
todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor mdzimo de f em D.

Definicao D.4 Uma funcio f : D — R tem minimo absoluto em ¢ se f(x) > f(c) para
todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor mdximo de f em D.

Os valores de maximo e minimo absoluto de uma funcao sao chamados valores extremos
da funcao.

Definicao D.5 Uma funcao tem mdximo local em um ponto ¢ de seu dominio, se existe
intervalo aberto I, tal que ¢ € I e f(x) < f(c) para todo x € I. Neste caso, dizemos que
f(c) € valor mdzximo local de f.
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Definicao D.6 Uma funcdo tem minimo local em um ponto ¢ de seu dominio, se existe
intervalo aberto I, tal que ¢ € I e f(x) > f(c) para todo x € I. Neste caso, dizemos que
f(c) € valor mdzimo local de f.

Pontos de méximo local e pontos de minimo local sdo chamados extremos locais (ou
extremos relativos).

Teorema D.1 Seja f: I — R uma funcao f continua definida em um intervalo aberto I.
Se f tem mdximo ou minimo local em v =c, c € I e f € derivdavel em c entao f'(c) = 0.

Definicao D.7 Um ponto ¢ no dominio de uma funcao f € chamado de ponto critico se
ocorre um dos sequintes casos:

a. f nao € derivdvel em x = c.
b. f € derivdvel em c e f'(c).

O Teorema D.1 diz que qualquer maximo ou minimo local ¢ deve se ponto critico, pois
se f nao for derivavel em ¢ entdo é ponto critico e se f for derivavel em ¢ entao f'(c) =0
e ¢ é ponto critico de f. Assim, se x = ¢ é maximo ou minimo local de f entao ¢ é ponto
critico de f.
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