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Resumo

Este texto, tem por amago, divulgar premissas do estudo sobre as mais classicas Equagoes e
Inequacgoes Funcionais, considerando a relevancia destas para o desenvolvimento da matemadtica,
tendo também a visao de difundir uma proposta de material de pesquisa que contribua para a me-
lhoria do ensino deste ramo da matematica, pouco explorado na literatura brasileira. Apresentamos
ao longo da redacao, uma breve discussao sobre a histéria de alguns estudiosos que fizeram uso
das Equacoes Funcionais, exibindo aspectos de solucoes para certas Equagoes Funcionais padroes,
a saber, Equagdo Aditiva de Cauchy, Equacao de Jensen e Equagdo Funcional Linear. Além disso,
expomos um estudo detalhado sobre as classes de solucoes que caracterizam as Equagoes Funcionais
Exponenciais, Logaritmicas, Multiplicativas de Cauchy e a Equacdo de D’Alembert. Ressaltemos
que pudemos ao longo do trabalho generalizar algumas Equagoes Funcionais, como as Equacoes
Funcionais Aditivas de Cauchy, com a meta de buscar solu¢bes mais complexas que satisfacam as
denominadas Equagoes de Pexider e Vince. Explanamos ainda um estudo de Equacoes Funcionais
envolvendo duas varidveis, como a Equacao de Euler e a Equacao Aditiva de Cauchy em duas
variaveis. Dissertaremos também, certas casos especiais de uma familia de Equagoes Funcionais de
uma variavel, denominada Equacao de Conjugacao, entre estas, consta, a Equacao de Schroder, a
Equacao de Abel, e a Equacdo de Bottcher. Mostraremos ainda resultados sobre Equacoes Fun-
cionais com radicais multiplos e equagoes Polinomiais, ambas propostas pelo célebre matematico
indiano Srinivasa Ramanujan. Finalmente, ilustraremos algumas aplicacoes das Equacoes Funcio-
nais em problemas do Ensino Bésico, mais estritamente, em questoes provenientes das Olimpiadas
de Matematica, contidas nos mais variados eventos desta categoria, tanto em ambito nacional
quanto internacional.

Palavras-chave: Equacoes Funcionais; Inequacoes Funcionais.



Abstract

The purpose of this text is to disclose the premises of the study on the most classic Functional
Equations and Inequations, considering their relevance for the development of mathematics, also
having the vision of spreading a proposal for research material that contributes to the improvement
of teaching in this field of mathematics, which is little explored in Brazilian literature. We present
throughout the writing, a brief discussion about the history of some scholars who made use of Func-
tional Equations, showing aspects of solutions for certain standard Functional Equations, namely,
Additive Cauchy Equation, Jensen Equation and Linear Functional Equation. Furthermore, we
present a detailed study on the classes of solutions that characterize the Exponential, Logarithmic,
Functional Equations, Cauchy Multiplicatives and the D’Alembert Equation. We emphasize that
we were able to generalize, throughout the work, some Functional Equations, such as the Cauchy’s
Additive Functional Equations, with the goal of looking for more complex solutions that satisfy the
so-called Pexider and Vince Equations. We also explain a study of Functional Equations involving
two variables, such as the Euler Equation and the Additive Cauchy Equation in two variables. We
will also discuss certain special cases of a family of Functional Equations of a variable, called the
Conjugation Equation, among these, the Schroder Equation , the Abel Equation, and the Bottcher
Equation. We will also show results on Functional Equations with multiple radicals and Polyno-
mial equations, both proposed by the famous Indian mathematician Srinivasa Ramanujan. Finally,
we will illustrate some applications of Functional Equations in Basic Education problems, more
strictly, in questions from the Mathematics Olympiads, contained in the most varied events of this
category, both in scope national and international.

Keywords: Functional Equations; Cauchy’s equations.
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Introducao

A equacgao é uma ferramenta importante da algebra que podemos utilizar para resolver proble-
mas corriqueiros em nosso cotidiano e suas aplicacoes se estendem em diversos ramos da ciéncia,
na engenharia, na fisica, na quimica, na biologia, na arquitetura, no urbanismo, nos esportes, na
economia, na informédtica, entre outros. A humanidade nao teria alcancado tantos avancos sem a
utilizacao da &algebra. Denomina-se equacao a sentenca matematica expressa por uma igualdade

com uma ou mais letras, chamadas incégnitas, que representam niimeros desconhecidos.

Outro tipo de equactes que norteiam grandes matemaéticos desde o século XIV sdo as denomi-
nadas Equagoes Funcionais. Tais equagoes tém peculiaridades semelhantes as equagoes algébricas,
diferenciando-se pelo fato das incégnitas serem funcoes definidas em certo intervalo da reta real.
Bem antes de sua formalizacao, as Equagoes Funcionais ja vinham sendo objeto de estudo e tra-
balho de varios matematicos. Através de uma Equacao Funcional, o matematico Nicole Oresmeﬂ
forneceu uma definicao indireta de funcoes lineares. Porém esta definicao de linearidade representa
apenas um exemplo de Equagoes Funcionais. Em 1352, Oresme escreveu um importante tratado de
uniformidade e deformidade de intensidades, intitulado Tractatus de configurationibus qualitatum et
motuum. Neste trabalho, ele estabeleceu a definigao de uma relagao funcional entre duas varidveis

e a ideia que se pode expressar essa relacao geometricamente.

Durante mais algumas centenas de anos essas equagoes foram sendo utilizadas por varios ma-

tematicos sem que a teoria tivesse sido formalizada, entre eles destaca-se Gregdrio de Saint—Vincentﬂ

'De heranca normanda, Oresme nasceu em 1323 e morreu em 1382. Em 1355, Oresme obteve o grau de Mestre em
Teologia, e logo depois foi nomeado Grao-Mestre do Colégio de Navarra, um dos colégios da Universidade de Paris,
fundada em 1304. Nicole Oresme foi indiscutivelmente o maior matematica europeu do século XIV. Ele morreu em
1382 em Lisieux.

2Gregério de Saint-Vincent foi um jesufta nascido em 08 de Setembro de 1584 em Bruges, Bélgica e falecido em
27 de Janeiro de 1667 em Gante, Bélgica. O trabalho principal de Saint-Vincent é um livro de mais de 1.250 pédginas
que inclui um estudo de circulos, tridngulos, série geométrica, elipses, parabolas e hipérboles.



cujo trabalho sobre a hipérbole fez uso implicito da equacao funcional

flzy) = f(z) + f(y),

e foi pioneiro na teoria do logaritmo. O trabalho de Saint-Vincent apareceu em seu grande tratado
de 1647 intitulado Opus Geometricum quadraturae circuli et sectionum coni que trata de métodos
para calcular areas e propriedades de se¢oes conicas. Em particular mostra como é possivel calcular

a drea sob uma hipérbole ramo de y = ! (ver detalhes em [6]), conforme figura 1.

Jixp) =fix) + fiw)

argd = __fE.'u 4

Figura 1: Gregodrio de Saint-Vincent foi o pioneiro na teoria dos logaritmos ao reconhecer que a
area sob uma hipérbole satisfaz uma equacao funcional. Usando o argumento geométrico para area
constante mostrado acima, Gregério de Saint-Vincent foi capaz de derivar a Equacao Funcional
agora associada ao logaritmo.

Nos tempos modernos, a area sob uma curva, como uma hipérbole, é um tépico geralmente
deixado para a teoria da integragao. No entanto, Saint-Vincent fez grandes progressos no problema

usando argumentos puramente geométricos.

Embora a definicdo de linearidade de Oresme possa ser interpretada como um exemplo inicial
de uma Equacao Funcional, ela nao representa um ponto de partida para a teoria das Equacoes
Funcionais. O surgimento do conceito de Equagoes Funcionais é datado do trabalho de Augustin
Louis Cauchyﬂ Nascido em 1789 em Paris na Franca, Augustin Louis Cauchy trabalhou em diversas

areas da matematica tendo maior destaque por seus trabalhos no calculo e é reconhecido como um

3 Augustin Louis Cauchy nasceu em 21 de agosto de 1789 e faleceu no ano de 1857. Foi um matemético francés,
considerado um dos impulsores da andalise no século XIX. Nasceu em Paris e estudou na Escola Politécnica desta
cidade. Cauchy verificou a existéncia de fungoes elipticas recorrentes, deu o primeiro impulso para a teoria geral de
fungdes e fixou a base para o tratamento moderno da convergéncia de séries infinitas. Também aperfeicoou o método
de integracao das equagoes diferenciais de primeiro grau. No campo da fisica, interessou-se pela propagacao da luz e
da teoria da elasticidade.



dos fundadores da moderna teoria da Analise Matemaética.

Um outro matematico que que fez uso de equagoes funcionais foi Jean D’Alembertﬁ que histori-
camente, precede Augustin Louis Cauchy. No entanto, no contexto de equacgoes funcionais, parece

mais natural considerar suas contribuicoes apés Cauchy.

No campo das equagoes funcionais de uma varidvel podemos destacar matematicos importantes,
como por exemplo, Niels Henrik Abel (1802-1829), de uma familia humilde e numerosa, considerado
um dos mais brilhantes matemaéticos de todos os tempos por seus profundos resultados em Algebra
e Teoria das Fungoes; Outro, Srinivasa Ramanujanﬂ (1887-1920), que é considerado o génio hindu
do século vinte por ter mostrado contribuigoes importantes para o estudo de equagoes funcionais

através do estudo sobre radicais multiplos. Em 1911, Ramanujan propds o problema de calcular

\/1+2\/1+3\/1+4W

Esse radical multiplo apareceu em 1966 na 272 competicao de Putnam, onde os alunos foram

convidados a provar que o radical miltiplo valia 3. O problema nao é uma equagao funcional em si,
e a solucao oficial nao envolve equacoes funcionais. No entanto, hd uma equagao funcional escondida
aqui. Ramanujan havia feito contatos na comunidade matematica e comegou a publicar e resolver
problemas no Journal of the Indian Mathematical Society, que é onde ele colocou o problema
apresentado acima. Era tipico de tais problemas que eles seriam publicados no jornal e que as
solucoes seriam publicadas posteriormente. No entanto, o problema de Ramanujan permaneceu

sem resolugao até ele mesmo o resolver.

Finalmente, para uma leitura didatica desse texto, salientamos que explanamos o material

dividido em quatro capitulos e um apéndice.

No primeiro capitulo, mostraremos que é possivel encontrar uma classe de solucoes para as

Equagoes Funcionais Aditiva, Exponencial, Logaritmica e Multiplicativa de Cauchy, as Equagoes

4Jean d’Alembert era um homem de muitos nomes. Filho ilegitimo de um oficial do exército, Louis-Camus
Destouches, e da escritora Claudine Guérin de Tencin, nasceu em Paris em 1717, enquanto seu pai estava no exterior.
Pouco depois de seu nascimento, sua mae o abandonou na igreja de Saint-Jean-le-Rond. Seguindo a tradicdo, ele
foi nomeado Jean le Rond em homenagem a igreja, e colocado em um orfanato. Apds o retorno de seu pai, ele foi
removido do orfanato e colocado com a Sra. Rousseau, esposa de um vidraceiro. Embora Destouches continuasse
a apoiar financeiramente seu filho, ele optou por ndo reconhecé-lo publicamente. Em 1738, Jean le Rond entrou
na faculdade de direito, onde foi registrado com o nome de Daremberg. Mais tarde, ele mudou esse nome para
D’Alembert.

®Srinivasa Ramanujan foi um dos maiores génios mateméticos indianos. Nasceu em 1887 na casa de sua avé em
Erode, uma pequena vila a cerca de 400 km de Madras. Fez contribuigdes importantes para a teoria analitica dos
numeros e trabalhou nas fungdes elipticas, fragdes continuas e séries infinitas. Morreu aos 33 anos deixando varios
trabalhos por completar, que continuam, ainda hoje, a ser estudados por outros matematicos.



Funcionais de Jensen, Linear, de D’Alembert, Pexider e Vince. Com objetivo de finalizar o primeiro
capitulo e apresentar uma possivel continuidade do estudo sugerido aqui, estabeleceremos o conceito

de Inequagao Funcional de Cauchy.

No segundo capitulo, apresentaremos as Equagoes Funcionais de Cauchy (em duas varidveis) e a
Equacao Funcional de Euler. E importante ressaltar que, neste capitulo, trabalharemos com fungoes
Escalares que dependem de duas varidveis. Prosseguiremos estabelecendo a classe de solugoes para
essas equacoes. Ainda no segundo capitulo, demonstraremos o resultado que caracteriza como deve

ser representada uma solugao para a Equacao Funcional de Euler.

Posteriormente, no terceiro capitulo discutiremos uma familia de equagoes funcionais de uma
varidavel chamada de equacao de conjugacao e na sequéncia algoritmos que nos levam a encontrar
solugbes para equagoOes pertencentes a esta familia. Mostramos ainda resultados sobre equagoes

funcionais com radicais multiplos e equagoes polinomiais.

Na proposta imposta no quarto capitulo, veremos algumas questoes de Olimpiadas de Ma-
tematica na qual indicaremos mais algumas técnicas de resolucao, que podem ajudar a esclarecer
algumas duvidas e assim fazer com que o aluno crie seu préprio arsenal de técnicas para a resolucao

de problemas sobre equacoes funcionais.

E importante destacar, que este trabalho também apresenta algumas aplicacoes, a partir de
alguns resultados acima, tais como: As féormulas de soma dos quadrados dos n primeiros nimeros
naturais; a férmula da desintegragdo radioativa, a definicao do logaritmo; a férmula do retangulo;

a férmula dos juros simples e dos juros compostos.

Finalmente, no apéndice apresentaremos as definicbes e os resultados mais importantes que
serao utilizados em todo o trabalho, tais como: ponto aderente, funcao continua, funcao mondétona,

funcao limitada, funcGes seno e cosseno hiperbdlicos, Teorema de Euler - Fermat.



Capitulo 1

Equacoes e Inequacoes Funcionais
Envolvendo Funcoes com duas

Variavel Tipo 1

Neste capitulo, abordaremos equacoes funcionais em duas Variéveisﬂ Mostraremos que é
possivel encontrar uma classe de solugoes para as EquacGes Funcionais Aditiva, Exponencial, Lo-
garitmica e Multiplicativa de Cauchy, e também para as Equagoes Funcionais de Jensen, Linear,
de D’Alembert, Pexider e Vince. Por fim, apresentaremos uma possivel continuidade do estudo

sugerido aqui, estabeleceremos o conceito de Inequacao Funcional de Cauchy.
Permita-nos enfatizar que todo este capitulo baseia-se nas referéncias [1], [2], [3] e [7].

Neste capitulo o leitor tera o auxilio do apéndice para qualquer duvida.

1.1 Equacgoes Funcional Aditiva de Cauchy, de Jensen e Linear

Formalmente as Equagoes Funcionais foram inicialmente estudadas a partir dos trabalhos desen-
volvidos do Matemdtico Augustin Louis Cauchy, nascido em 1789, em Paris, na Francga. Cauchy é

reconhecido, principalmente, por suas contribuicoes em Caélculo e é considerado um dos fundadores

! Aqueles que trabalham em equagdes funcionais falam de equagdes em uma, duas ou mais varidveis. Essa expressio
nao deve ser confundida com a expressao fung¢oes de uma ou mais varidveis. Por exemplo, a equacao de Cauchy em
(?7) envolve uma funcao de uma unica varidvel real. No entanto, é uma equacao funcional em duas varidveis, ou seja,
o x e y que aparecem em (?7). Embora a maioria das equagdes que estudamos neste livro envolvam fungoes de uma
varidvel real, ocasionalmente consideraremos fungoes de duas ou mais.



da Anédlise Matemdtica Moderna (para mais detalhes ver [7]).

Outro Matemdtico que nomeard uma das equacoes funcionais a ser estudada nesta segao é
Johan Ludwig William Valdemar Jensen. Nascido em 1859, em Nakskov, na Dinamarca, Jensen ¢é
reconhecido por sua famosa desigualdade (conhecida como desigualdade de Jensen) e também por

suas contribui¢des em Anélise Complexa (para mais detalhes ver [7]).

Nesta secao, mostraremos que é possivel encontrar uma classe de solucoes para as equacgoes
funcionais conhecidas como Equacao de Cauchy, Equagao de Jensen e Equacao Linear.
Comecemos a Equagao Funcional aditiva de Cauchy.

Definigao 1.1. Seja f uma funcao f : R — R, que associa cada nimero = € R um valor f(z) € R.
A equagao funcional em (|1.1])

flx+y)=f@)+ fly), YV z,ycR. (1.1)

é chamada Equacao Funcional Aditiva de Cauchy, e toda fungdo real que satisfaz (1.1) é uma

solucao desta equagao.

Ao longo do texto, usaremos Equacao de Cauchy para significar Equacao Funcional Aditiva de

Cauchy.

Depois da funcao nula, o exemplo mais simples que ilustra uma solucao da Equacgao de Cauchy

¢é a funcao identidade como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1. A identidade I : R — R, dada por I(z) = x, para todo = € R, satisfaz (|1.1)),
IHe+y)=x+y=1x)+1(y), V z,yeR.

O exemplo a seguir generaliza o exemplo anterior e mostra que a funcao linear é solugao da

Equagao de Cauchy.

Exemplo 1.2. De fato, dado a € R, a funcao f : R — R, definida por f(z) = ax, para todo x € R,

chamada fungao linear.

flx+y) =alz+y)=ax+ay= f(x)+ f(y), V z,yeR.

Estamos interessados em determinar todas as fungoes f : R — R que sao solugoes (sob certas

hip6teses) para a Equagao de Cauchy (1.1). Gostariamos de frisar que a familia de solugoes dada



no Exemplo é a candidata imediata a satisfazer ((1.1). No entanto, isto é verdade somente se
assumirmos que as solugoes para (1.1) s@o limitadas inferiormente em algum intervalo da forma

[c,d], onde ¢,d € R, ou continuas.

O teorema crucial deste topico, garante as informagoes dadas acima se considerarmos que as
solugoes de ([L.1]) sdo continuas. Todavia, apresentaremos, inicialmente, um lema que serd ttil na

prova do resultado principal sobre a equacao de Cauchy.

Lema 1.1. Seja f : R — R uma fung¢do satisfazendo a sequinte Equac¢do Funcional Aditiva de

Cauchy:

f@+y)=f@)+fly), V z,yeR

Entao, existe um numero real a tal que
fl@)=aq, ¥V q€Q.

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar por inducao matematica sobre n, que
flei4+xo+ .. +xn) = f(z1) + flxa) + oo+ f(zn), V x1,29,...,2p € Rn €N (1.2)
De fato, para n = 2 a igualdade ¢é verdadeira, pois
flz1+x2) = f(z1) + f(x2), V x1,22 €R.

Fornecido que f satisfaz (1.1). Assuma a afirmagao (1.2) para algum k € N, ou seja,

fler+xo+ ..+ ag) = f(z1) + f(z2) + . + fz), YV x1,29,...,2 € R, (1.3)
Vamos provar que (1.2]) também é verdadeira para o valor k+ 1 € N. Com efeito,

flxr+ao+ o+ ap +oppr) = fl(wr + 22+ o+ 2p) F 2] = flon o2+ 2p) + fopg)
= f(z1) + f(@2) + . + f(zk) + f(@h41),

onde na segunda e terceira igualdades acima aplicamos (|1.1]) e a hipétese da indugao (1.3)), respec-

tivamente. Portanto, a afirmacgao (1.2]) é valida para todo n € N.

Um caso especial é encontrado quando adotamos x = x1 = z9 = ... = x, € R. Assim, (1.2) se



torna

n vezes n vezes
fne)=flx+z+---+2x)=f(x)+ f(x)+---+ fz)=nf(z), V neNzelR (1.4)

Agora, para t € R, considere que x = (m/n)t, onde m € N e n € N*, para obter

nf(z) = f(nx) = f(mt) = mf(t).
Consequentemente, chegamos a

nf[(m/n)t] =mf(t), ¥V m,neNteR,
mas, isto é equivalente a,
flm/n)t] = (m/n)f(t), ¥ m,neN,teR. (1.5)

Assim, acabamos de provar que

flat)=qf(t), ¥V teR,qeQ". (1.6)

(Note que se ¢ = m/n, com m,n < 0, terfamos ¢ = (—m)/(—n), onde —m e —n sdo naturais).
Podemos estender (|1.6)) de modo a incluir ¢ = 0. De fato, por (1.1)), temos que

f)=fly+0)=fly)+ f(0), V yeR
Entao, f(0) = 0. A partir dai, temos, imediatamente, que
fO-8)=f(0)=0-f(t), V IeR

Portanto (|1.6]) é verdadeira para todo ¢ racional ndo negativo. Na verdade, o caso ¢ < 0 racional
também é vélido. Com efeito, por ([1.1)), obtemos

0=/f(0)=f(z+(-2) = f(z) + f(-=z), V z€R,
e, concluimos que f é uma fungdo fmpar, isto é

f(=z)=—f(z), V zeR.



A partir deste fato,

flgt) = fl=(=9)t] = =fl(=9)t] = = (=) f(t) = ¢f (), V ¢qeQ eteR,

Portanto, inferimos que

Denote a = f(1). Deduzimos que

Isto prova o lema em questao. ]

Teorema 1.1. Seja f : R — R uma fun¢do continua satisfazendo a seguinte Equag¢do Funcional

Aditiva de Cauchy:
f(x+y):f($)+f(y)7 V z,yeR
Entao, existe um nimero real a tal que

f(z)=ax, V zeR.

Demonstracdo. A priori, sabemos que Q é denso em R, Q = R. Assim, para € R, temos que

existe uma sequéncia (g,) € Q tal que limg, = x.
f(x) = f(limg,) = lim f(¢,) = limag, = alimg, =azx, V z€R.
Logo, podemos concluir que
f(z) =azx, VYzeR.

O]

E importante ressaltar que, quando desconsideramos a continuidade da fun¢do f no Teorema
(1.1) podemos chegar a mesma conclusao sobre f se acrescentarmos a esta a condigao de ser limitada

inferiormente em um intervalo fechado. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2. Seja f: R — R uwma funcdo que satisfaz a Equacdo Funcional Aditiva de Cauchy

(1.1). Suponhamos, além disso, que existe algum intervalo [c,d] de nimeros reais, e f € limitada



inferiormente, isto €, existe um nimero real M tal que f(x) > M para todo = € [c,d]. Entao, existe

um numero real a tal que

f(z) =ax, VzeR
Demonstracao. Vamos fazer esta prova por etapas:

i) Vimos em (1.4)) que,
fnx) =nf(x), V neNzxeR,

e note que a hipdtese de continuidade nao foi utilizada para esse fim.

ii) Afirmamos que f é limitada inferiormente no intervalo [0, p], onde p = d — ¢. De fato, como f

é limitada inferiormente em [c,d], entao exite um M € R tal que,
M < f(x), VY z€led.
Agora, considere que z € [0, p]. Assim, podemos inferir
0<z<pes0<z<d-c&c<z+c<d&Sz+ce|ed.

Logo, concluimos que M < f(x + ¢), j& que x + ¢ € [¢, d]. Mas, por , podemos escrever

M < f(z+c¢) = f(z) + f(o).
Por fim, chegamos a,

M — f(e) < f(z), V z€]0,p]
Portanto, f é limitado inferiormente por M — f(c) em [0, p].
iii) Agora, defina uma funcao auxiliar g : R — R por:

g(z) = f(x) — f(p)(=/p), Yz eR.

Veja que g também é limitada inferiormente no intervalo [0, p] e satisfaz (1.1). De certo, vimos

em ii), que

flx)y>M, ¥V zel0,p]
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Pela definicao de g, temos que

g(x) + f(p)(z/p) > M, ¥V z€]0,p],

logo, chegamos a

g(x) > M — f(p)(z/p), ¥V z€]0,p]

Posteriormente, dividimos o estudo em dois casos para f(p):

1. Suponha que f(p) > 0. Como z € [0,p| com p # 0, entao

0 < f(p)(x/p) < f(p)(p/p) = f(D).

Consequentemente, podemos inferir
M—f(p) <M — f(p)(z/p) < g(z), V x€l0,p
2. Por sua vez, se f(p) < 0, entao

g9(x) = M — f(p)(z/p) = M, ¥V xz€l0,p].
Portanto, encontramos
g(z)>C, vV zel0,p] (1.8)
onde C' = min{M, M — f(p)}.

Vamos agora provar que g satisfaz ((1.1). De fato, por (|L.1f), chegamos a

g<x+y>:=f<x+y>_f@><§+y>

= f(z)+ f(y) — f(p)(=/p) — f(p)(y/P)
= [f(z) = f(p)(x/p)] + [f(y) — f(p)(y/p)]
=:g(x)+g9g(y), V z,yeR.

iv) Agora estamos interessados em provar que g ¢é peridédica com periodo p, no sentido de que

g(x + p) = g(z), para todo x € R. Portanto, do fato que g é limitado inferiormente no

intervalo [0, p] (ver iii)), vamos concluir que g ¢ limitado inferiormente em toda reta real R.

11



De fato, por (|1.1)), concluimos

gz+p) = g(z)+9(p)
= [f(z) = f(p)(z/p)] + [f(p) = f(p)(p/P)]
= f(z)— f(p)(z/p)
= g(x), V zeR

Por outro lado, do estudo dos niimeros reais, temos que,

R =|Jlzp, (z + 1)p).

2€Z

Assim sendo, se z € R, entao 3 zp € Z tal que, x € [zop, (20 + 1)p), com isso, 0 < x — zgp < p.
Dessa forma, por (1.8), 3 ¢ > 0 tal que g(z — zop) > C.

Vamos, agora, provar, por indugao matemaéatica em z, que
gz +2p)=g(x), V zeN.
Naturalmente temos, para z =1,
g(x+1-p) =gz +p)=g(x)
Suponhamos por hipétese de indugao que g(z + np) = g(x). Logo, por (L)), obtemos

glx+(n+1)p) = g+ (np+p))
= g((z +np)+p)
= g(z+np)+g(p).

Mas, por hipétese de indugao e ((1.1)), encontramos,

glx+(n+1)p) = g(z)+g(p)
= g(z+p)
= g(x).

Portanto, podemos escrever a seguinte igualdade:

glx+zp) =g(x), ¥V zeN.

12



Por outro lado, obtemos

Isto nos diz que g é uma funcao impar. Por outro lado, obtemos que

g(x + 2p) = g(—(—x — 2p)) = —g((—2) + (—2)p)
— —g(—x) = g(ac), V z<0.

Por fim, como g(z + Op) = g(z), podemos escrever

glx+2p) =g(x), V z€Z.

Por conseguinte, concluimos que

g(x) =g(x —2p) >C, ¥V z€R.
Isto prova que g é limitada inferiormente em R.

v) Afirmamos que g é identicamente nula. Suponha, por contradi¢do, que existe algum zy € R

para o qual g(xg) # 0. Sem perda de generalidade, assuma que g(xg) > 0. Entao,

g(nxo) := f(nxo) — f(p)[(nwo)/p] = nf(x0) — nf(p)(zo/p)
= n[f(zo) — f(p)(z0/p)] =: ng(x0),

para todo n € Z. Provamos, em iv), que g(x) > C para todo = € R. Logo,
ng(zo) = g(nwo) > C,
e assim, obtemos
n>C/g(xg), VYn€Z.

Por conseguinte, considerando que C' > 0, temos que

C
g(o)

>0, V nez.

Mas isto é um absurdo em Z. Por outro lado, se C' < 0 entao, —C'/g(z¢) > 0. Pela Propriedade



Arquimediana, 3 ng € N tal que —C/g(z9) < ng. Dai, —ng < C/g(x9) < n, V n € Z,
o que é uma contradicdo. Conclui-se entdo que, 3 =z € R tal que g(xg) # 0. Logo,
g(x) =0,V z eR.

vi) Aplicando o fato que g é identicamente nula, concluimos que
f(z) =ax, VYxeR,
onde a = f(p)/p. De fato, vimos, pelo item v), que

0=g(z):= f(z) - f(p)(z/p), VzeR

Portanto,
f(z) = (f(p)/p)x, VeeR.

Isto completa a prova do Teorema 1.2 ]

E importante ressaltar aqui que se retirarmos as hipéteses de continuidade do Teorema ou
de limitacdo do Teorema ainda assim é possivel encontrar solu¢ao para (|1.1)) e esta nao é da
forma dada nestes dois resultados (para mais detalhes ver [7]). Contudo, nao é do nosso interesse

o estudo destas solucoes.

Sabemos que toda funcao real continua definida em um intervalo fechado é limitada superior
e inferiormente. Dessa forma, a condicao de limitacado do Teorema [1.2] é mais geral do que a
hipétese de continuidade considerada no Teorema [1.1} FEntretanto, a continuidade e a limitacao
sao, em alguns momentos, dificeis de serem verificadas. Portanto, apresentaremos dois resultados

que expoem hipdteses, algumas vezes, mais simples de serem checadas.

No primeiro deles, substituiremos a condicao de continuidade do Teorema|L.1|por uma suposicao

de monotonicidade para mostrar que a mesma conclusao ainda segue.

Corolario 1.3. Seja f : R — R uma fungdo mondtona satisfazendo a sequinte Equagdo Funcional
Aditiva de Cauchy:

flz+y)=f(z)+ fly), Vz,yeR

Entao,

f(x)=ax, V x€R,

para algum a # 0 (sendo a > 0, se f € nao-decrescente, e a <0, caso f seja nao-crescente).

14



Demonstragao. Suponha, inicialmente, que f é mondtona nao decrescente.

Aplicando o Lema chegamos ao fato de

fle) =aq, YV qeQ,

com a = f(1), desde que f satisfaz ((1.1). Como f é ndo-decrescente, isto é, f(x) < f(y), sempre

que r < y, entao
0=7(0) < 7(1) =0,

pois 0 < 1. Isto nos permite concluir que a > 0. Agora, usando a hipdtese de monotonicidade,

temos, para qualquer nimero real x, que

agqn = f(Qn) < f(f) < f('rn) = arp,

onde ¢, T, € Q sado tais que,

1 1
+ <rn<x+ﬁ, V neN.

1
A L |

Conforme o teorema do confronto segue que, limg, = x e limr, = x. Além disso,
< ! <r<x+ ! < vV neN
r———<zx<zx+——<r n .
n n+1 n+1 "

Pela monotonicidade, temos que
flan) < f(z) < f(rn), ¥V neN. (1.9)
Mas, passando ao limite, quando n — 0o, encontramos
lim f(g,) = limag, = alimgq, = ax
e também
lim f(r,) = limar, = alimr, = az.
Novamente, aplicando o teorema do confronto a , obtém-se

f(x)=ax, V z€R,
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onde a > 0.

Agora, considere que f seja uma fungao nao-crescente, isto é, f(z) > f(y), sempre que z < y.

Assim sendo, considere ¢ < d em R para encontrar
f(d) < f(zx), ¥V z€led].

Dessa forma, f é limitada inferiormente em [c, d], por f(d). Por outro lado, como f satisfaz (1.1]),
obtemos pelo Teorema [T.2] que existe a € R tal que

f(x)=azx, YV zeR.

Por fim, observe que

ja que f é nao-crescente. O

Os casos em que a fungdo f seja crescente e a funcao f seja decrescente segue de modo analogo

onde a > 0 e a < 0, respectivamente.

A seguir, apresentaremos um resultado que mostra mais uma hipdtese a ser adotada para
encontrarmos uma familia de solugoes para a equagao (|1.1). Para isto precisamos da defini¢ao a

seguir:

Definigao 1.2. Seja f uma funcdo f : R — R, que associa cada nimero z € R um valor f(z) € R.

A equagdo em
flay)=f@)f(y), V z,yeR (1.10)

é chamada Fquagao Funcional Multiplicativa de Cauchy, e toda fungao real que satisfaz ((1.10) é

uma solugao desta equacao.

Exemplo 1.3. E fécil ver que a aplicagao identidade I : R — R, dada por I(z) = x, para todo
x € R, satisfaz (1.10)). Com efeito,

I(zxy) =2y =1(x)I(y), V z,y€eR.

E também fato que a fungao nula 0 : R — R, dada por 0(z) = 0, para todo = € R, satisfaz |i
De fato,
O(zy) =0=0-0=0(z)0(y), V z,yeR.
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Abaixo, mostraremos que s6 as fungoes identidade e a nula satisfazem as (1.1)) e (1.10).

Corolario 1.4. Seja f : R — R uma aplicacao que satisfaz a Equacao Funcional Aditiva de Cauchy:
fle+y)=[f@)+ fly), V z,yekR
e a Fquacao Multiplicativa de Cauchy:

flay) = f(2)f(y), V zyekR

Entao, ou f € a aplicacdo nula, ou € a identidade.

Demonstragdo. Primeiramente, para concluirmos que f transforma nimeros nao negativos em

numeros com mesmo sinal, considere que z > 0 e aplique para obter
f(2) = f(Vav/2) = f[(V2) f(V2) = [f(V2))? > 0. (1.11)
Portanto, podemos concluir que
f(z)>0, V z>0. (1.12)

Esta informacao diz que f é uma funcao mondtona crescente. De fato, assumindo que z < y em R,
obtemos y — x > 0 e, consequentemente, por ([1.12]), escrevemos f(y —x) > 0. Dai, segue por (1.1)),
que f(y) + f(—z) > 0. Portanto, por ([1.7), chegamos a

Isto nos mostra que f é, de fato, mondtona crescente. Sendo assim, aplicando o Coroldrio [I.3] segue

que
f(x)=ax, V z€R,

onde (a > 0). Usando ([1.11)), tem-se que f(1) = [f(1)]2. Por conseguinte, [f(1)[1 — f(1)] = 0. Isto
implica que f(1) =0 ou f(1) = 1. Como a = f(1), entdo a = 0 ou a = 1. Por fim,

flx)=0, V zeR,
no caso a = 0, ou,

flx)=z, V z€eR,
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no caso a = 1. Isto completa a prova do corolario em questao.

Enfim, as caracteristicas basicas sobre as equagoes de Cauchy foram observadas. 0

Estudaremos, posteriormente, a Equacao Funcional de Jensen. Mais precisamente, nossa meta,
assim como anteriormente, é encontrar uma familia de solugoes para esta equacao. Vejamos, entao,

como representar matematicamente esta equacao funcional e o que significa soluciona-la.

Definigao 1.3. Seja f uma funcao f : R — R, que associa cada nimero z € R um valor f(z) € R,

A equagao em (|1.13])

f(“y):f(fo(y) V oz, €R, (1.13)

2 2 ’
é chamada Fquacdo Funcional de Jensen, e toda funcao real que satisfaz (|1.13)) é uma solucao desta

equacao.

Exemplo 1.4. A fungdo identidade I : R — R, dada por I(z) = z, para todo x € R, satisfaz

(1.13]). Com efeito,

r+y\ x4ty oz oy Ix) Iy I(x)+1(y)
I( ): = — - = = R s R
2 2 5 T T 9 T 2 Vomye

Exemplo 1.5. Podemos garantir que qualquer solugdao para a Equacao de Cauchy é também

solugao para a Equacao de Jensen. De fato, se f satisfaz (|1.1)), entdo f obedece a igualdade (1.7 e

(5015 +2) - 5 +(8) - o= L0, e

Dessa forma, f satisfaz (|1.13]).

Exemplo 1.6. Note que a Equagdo de Jensen possui mais que uma solugao. Na verdade, (|I.1])
possui infinitas solugoes. Com efeito, dados a,b € R, a fungao f : R — R, definida por f(z) = az+b,
para todo x € R, satisfaz (1.13) haja visto que,

r+y\  [(r+y _ar+b ay+b  f(x)  fly)  flx)+ fly)
f(z)_a<2>+b_2+2_2+2_ 5 myek

Vamos provar, no resultado a seguir que sob a hipotese de continuidade, a familia de solucces

para a Equacao de Jensen é dada pelas funcées expostas no Exemplo

Teorema 1.5. Seja f : R — R wma funcdo continua satisfazendo a sequinte Equacao Funcional
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de Jensen:

f(x+y> _f@)+ 1)

N R.
2 2 ) x7y€

Entdo, existem nimeros reais a e b tais que

f(z)=ax+b, V xzeR.

Demonstragdo. Inicialmente, defina uma funcao auxiliar g : R — R dada por
g(@) = f(z) — f(0), V z€R. (1.14)

Vamos provar que a equagao g satisfaz (|1.1)). Primeiramente, note que g é uma solucao para (1.13)).
De fato,

o(52)m 150 10 = 1(52) (59

2 2 2
_ @)+ ) fO+FO) _ f@) = fO)  fly) -~ fO)
2 2 2 2
_ 9(296) +g(2y) _ 9@+ R
Portanto,
g(“g;?J):g(x);g(y), V 2,y €R. (1.15)

Observe também que, g é uma fungao continua, pois, por suposicao, f é continua e, além disso,

g(0) = 0. Com efeito,

Substituindo y = 0 em ({1.15]), obtemos

- - )

g(x> :g(:r+0> _ g(fﬂ);rg(O) _ 9(2:17) ¥ R,

2 2

Consequentemente, obtemos

r+yy  glr+y)
g( ; )_ L, ¥ ayeR (1.16)
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Substituindo a igualdade em , chegamos a identidade

9z +y) =g(x) +9(y), V z,yeR,
ou seja, g satisfaz a Equacao de Cauchy. Portanto, pelo Teorema existe um a € R tal que

g(z)=azx, YV xzeR.
A partir dai, denotando b = f(0), encontramos
flz)—b=g(z)=azx, ¥V zeR.
Com isso, concluimos que
f(z)=ax+b, V zek. (1.17)

Isto conclui a prova do teorema em questao. ]

Para finalizar esta secdo, trabalharemos com a Equacdo Funcional Linear. Mais especifica-
mente, encontraremos uma familia de solugbes para esta equagao. Vejamos, entao, como represen-
tar, através de uma igualdade envolvendo funcoes reais, esta equacao funcional e o que significa

solucioné-la.

Definigao 1.4. Seja f uma funcdo f : R — R, que associa cada nimero = € R um valor f(z) € R,

A equagao dada em (|1.18])
Flaz +by+c) = af(x) + bf(y) + 7, Va,y € R, (1.18)

onde a,b,c,r € R, a,b # 0, é chamada Equacao Funcional Linear. E toda fungao real que satisfaz

(1.18) é uma solugao desta equagao.

Observe que se considerarmos a = b = 1e ¢ = r = 0, a Equagao Linear se torna a Equagao

Aditiva de Cauchy. Além disso, a Equacao Linear se reduz a Equacao de Jensen se adotarmos

1
a:bziec:rzo.

Exemplo 1.7. Vamos comprovar a existéncia de infinitas solugoes para a Equacdo Linear, se

a+b# 1. Com efeito, a fungao f : R — R, definida por f(z) := sx + arp—1+ para todo z € R,
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satisfaz (1.18)) j& que,

= a(sx) —i—a(%) + b(sy) —i—b(%) + sc+ %
A RTRE=.

:a<sx%) —i—b(sy%—%) Lset SC—T—aji—zcﬁ«l—bsc—i—br
= af(x) 4+ bf(y) + sc — Sc(a+b;:}:l)—_7“(1a+b—l)

a—l—b—l)

:af(x)+bf(y)+sc_(SC+T>(a+b—1

=af(z)+bf(y)+r, Vx,yeR.

Exemplo 1.8. Considere, agora que a+b = 1. Seja t, s € R tais que sc = r. Defina f : R — R por
f(x) = sz +t, para todo x € R. Assim,

flax +by + ¢) = s(ax + by + ¢) +t = asx + at + bsy + bt + r
=af(x)+bf(y)+r, Vr,yeR.

Logo, f satisfaz ([1.18]). Neste caso, também exibimos infinitas solugdes para (1.18)).

No resultado a seguir veremos que, sob a hipétese de continuidade, a familia de solugoes para

a Equacao de Jensen é dada pelas fungoes expostas no Exemplo

Teorema 1.6. Seja f: R — R uma fun¢do continua satisfazendo a seguinte Equagdo Funcional

Linear:
flax+by+c)=af(x)+bf(y)+r, V z,yeR.
Entao, existem nimeros reais s e t tais que
flz)=sz+t, V xR,

Sc—r

onde sc =1 et qualquer, sea+b=1. Et= 5" es qualquer, caso contrdrio.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, provaremos que as seguintes igualdades sao verdadeiras:

i) £(0)=af(=") +bf(0)+7:

21



if) f(u):af(u;C)+bf(0)+r, Y ueR;
iii) f(v):af(%c)+bf<%)+r, V veR;

u—=c

iv) f(u—l—v):af( )+bf(%)+r, V uwveR.

a

A partir destas igualdades acima, concluiremos que
flu+v)+ f(0) = f(u) = f(v) = 0. (1.19)
e também que
f(x)=sz+t, VrekR, (1.20)

para algumas constantes s e t reais.

Vamos primeiramente mostrar que i) é vélida. Assim sendo, substituindo x = —¢ e y = 0 em

, obtemos,
af(%c) +bf(0) +7 = f(a(%c) £040) = f—c+0) = F(0)

Isto prova i).

=€ ¢ y = 0 os valores a serem

Agora vejamos como provar ii). Para este fim, sejam z = “-

substituidos em (|1.18)). Logo,

u—=c

af(ua_c)+bf(0)+r:f<a( - )+b0+c)
=flu—c+0+c¢)
= f(u), VY uelk.

Assim, ii) segue.
A igualdade iii) pode ser provada da seguinte maneira:
() () = o) 1)

= f(-c+v+c)
= f(v), V veR,

concluindo iii).
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Com o objetivo de provar iv), substitua x = “=< = em 1) para encontrar

f ()i (5) =1 (o(57) (E) o
=flu—c+v+c)
= f(u+v), V u,velk

Agora estamos aptos a provar a igualdade ([1.19). Deste modo, pelos itens provado acima, inferimos

que,

flusv)+ £(0) = f(u) = f0) = af (=) +bf (3 ) +7+af (=) +bf0) +7
~los (7)o@ ] =t () +0r () +7]
=0, V u,veR.

Isto nos informa que (|1.19)) vale.

Por sua vez, para provar ((1.20) defina uma fungao auxiliar g : R — R por

g(z) = f(z) — f(0), V zeR. (1.21)

Vamos mostrar que g satisfaz ((1.1)). De fato, obtém-se, por (1.19), que

g(z+y) = flz+y) — f(0)
=—f(0) + f(z) + f(y) — f(0)
= f(z) = f(0) + f(y) — f(0)
=1g9(z)+9(y), V z,yeR.

Logo, pelo Teorema, existe um s € R tal que
gx) =sx, V zeR
Substituindo esta utima igualdade em ([1.21]), obtemos

st = f(z)— f(0), V zeR.
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Sendo assim,
fx)=szx+t, VYV zeR,
onde t = f(0) e R.
Por fim, note que quando substituimos a solu¢ao f encontrada acima em ([1.18)), chegamos a,
sfax+by+c)+t=a(sz+t)+blsy+t)+r, V x,yeR.
Segue que,
sc=(a+b—1)t+r (1.22)

Consideremos dois casos:

1. Assuma que a+b = 1. Neste caso, por (1.22)), temos que sc = r e t pode ser qualquer niimero

real.

SC—T

a+b—1

2. Considere que a + b # 1. Assim sendo, t = e s pode assumir qualquer valor real. Por

conseguinte,
sc—r

f(.%‘):SIL’—Fm, vV zeR.

A seguir exibiremos resultados, no qual podemos abordar a teoria até aqui exposta.

1.1.1 Aplicagoes da Equacao Aditiva de Cauchy

Nesta subsegao, vamos apresentar uma maneira de usar os resultados obtidos acima para en-
contrar uma expressao que determine a soma dos quadrados dos m primeiros nimeros naturais.
Mais especificamente, uma simples aplicagdo da Equagdo Funcional Aditiva de Cauchy nos leva

facilmente a confirmacao desta afirmacao.

O matemadtico alemao Carl Friedridrich Gauss nasceu em Braunschweig (1777) e morreu em
Gottingen (1985). E considerado por muitos como o maior génio da histéria da matematica. Gauss
aprendeu sozinho a ler e a somar. Aos 10 anos de idade, surpreendeu seu professor na sala de aula

com a tarefa de obter a soma dos nimeros naturais de 1 a 100.
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Gauss, ao contrario dos demais alunos, percebeu que era muito ficil efetuar a adicao nao na
ordem em que os numeros foram apresentados, e sim das extremidades para o meio, adicionando

os pares equidistantes dos extremos. Ele contou 50 somas, cada uma igual a 101, dai o resultado:

50 - 101 = 5050.
Generalizando o que Gauss fez, considere ¢t um numero natural maior do que 1.

Suponha que t seja par; assim podemos agrupar os ¢t ntmeros 1,2,3,--- ,t de dois em dois,

conforme mostra a figura abaixo, e soma-los.

Aqui £ épar

—

142434 +t=1+4+2+34+4- -+ (t-3)+(t—-2)+(t—1)+t=

S+ 24D+ B -2+ B =3+ [5+ (5+1)]

-~

% parcelas

= [ 1 e [+ 1

% parcelas

Se t for impar, podemos também agrupar os ¢t numeros 1,2,3,--- ,t conforme mostra a figura

abaixo e somé-los.
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Aqui t éimpar

1424 +t=1+42434+(t—-2)+(t—1)+t=
t—1 t+37 t+1
2 2 }+ 2

=[]+ 24+ -]+ B+ (-2 4+ ]

% parcelas

= [+ [+ 1o [ 1] ad

-~

% parcelas

t—1 1+t

E se Gauss fosse desafiado a encontrar a soma dos 100 primeiros quadrados naturais, quais

estratégias ele utilizaria?

Iremos utilizar conhecimento de equacao funcional para demonstrar uma férmula da soma dos

quadrados dos n primeiros nimeros naturais, isto é, um férmula para 12 4+ 22 4+ ... + n?

Demonstragdo. Primeiramente, defina f : N — N por

fny=12422+...+n% V neN
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Observe que

fm+n)=12+22+ 4+ m>+ (m+1)2+ (m+2)?+ ...+ (m +n)?
=12 +22 4+ 4w+ (1P +22+ )+ 2m(1+2+ ...+ n)+mPn
= fm)+ £(n) +2m[ " ED)

= f(m) + f(n) + m*n +mn® + mn,

+ m2n

para todo m,n € N. Portanto,

f(m+n) = f(m)+ f(n)+m?*n+mn®+mn, VY m,neN.

Agora defina uma funcgéo auxiliar g : N — N por

Em seguida, mostraremos que g satisfaz a Equagdo Aditiva de Cauchy. De fato,

g(m+n) ::f(m+n)_ (m+n)2 _ (m+n)3

2 3
2 2 3 3
:f(m)—l—f(n)—i-an—i-an—i-mn—m?—mn—%—%—mzn—an—%
2 3 2 3
m*  m n
=Sy sy ey

para todo m,n € N. Assim, pela prova do Lema [1.1] existe um nimero natural a tal que

g(n)=an, YV neN.

Por fim, chegamos a

F(n) = an + % + % Vn € N. (1.23)
Como f(1) =1, temos que a = %. Portanto,

1 2 3 249203 H(2n +1
f("):6n+%+%:n+3n6+ e )es(H LV men
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Consequentemente, inferimos que

nn+1)(2n+1)
6 ;

124224324+ . +n?= V neN.

1.2 Equacoes Funcionais Exponencial, Logaritmica e Multiplica-

tiva de Cauchy

Nesta se¢ao, trabalharemos com as Equacoes Funcionais Exponencial, Logaritmica e Multipli-
cativa de Cauchy. Mais precisamente, nosso objetivo, como na secao anterior, é encontrar uma

classe de solugoes para estas equagoes.

Primeiramente, vejamos, entao, como definir matematicamente a Equacao Exponencial de Cau-

chy e o que significa soluciona-la.

Definigao 1.5. Seja f uma fungao f : R — R, que associa cada nimero x € R. A equagao dada

on

é chamada Equagao Funcional Exponencial de Cauchy. E toda funcdo real que satisfaz (1.24) é

uma solugao desta equacao.

Exemplo 1.9. Perceba que a fungao nula soluciona ((1.24). Com efeito,
flea+y)=0=0-0=f(z)f(y), Vz,yeR.

Deste modo, f soluciona ((1.24)).

Exemplo 1.10. Considere a aplicagao f : R — R, dada por f(z) = 1, para todo = € R. Assim,
flx+y)=1=1-1= f(2)f(y), Vx,yeR".

Logo, f soluciona (|1.24)).

Exemplo 1.11. Sejam a € R e f: R — R, definida por f(z) = e, para todo « € R (a aplicacdo
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exponencial estd bem estabelecida em [5], juntamente com suas propriedades). Dessa forma,
flo+y) = e = eHaW — ¥ — f(2)f(y), V z,y€R,

Por conseguinte, f soluciona (|1.24]).

Vamos provar, a seguir, que, sob a hipdtese de continuidade, a familia de solugoes para a

Equagao Exponencial de Cauchy é dada pelas fungoes expostas no Exemplo

Teorema 1.7. Seja f : R — R wma funcdo continua satisfazendo a sequinte Equacao Funcional

Ezponencial de Cauchy:

fle+y)=f@)fy), YV z,yeR,

entdo, ou f € identicamente nula, ou existe um numero a € R tal que,

flz) =€ ¥V xzelR

Demonstragao. Consideremos, inicialmente, que exista um valor zy € R tal que f(z¢) = 0. A partir

de ([1.24), chegamos a

f(x) = fl(x — x0) + z0] = f(x — x0) f(x0) =0, VxR

Assim, f é identicamente nula. A partir de agora, podemos assumir que f(z) #0, V z €R.

Além disso, tome x = y = t/2 em ((1.24)), para concluir que

Ft) = f(t/2+1/2) = f(t/2)f(t/2) = [f(¢/2)]* >0, V¥ teR.

Com isso, concluimos que,
f(z)>0, V zeR
Por conseguinte, podemos definir uma fungao auxiliar g : R — R por
g(x) =In[f(z)], V zeR. (1.25)
(Aqui a aplicagao logaritmica estd bem estabelecida, juntamente com suas propriedades). Em
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seguida, vemos que g é continua (pois In e f sdo continuas). Note também que a funcao g satisfaz
a Equacao Aditiva de Cauchy. De fato, por ([1.24)), chegamos a

g(x +y) == In[f(z +y)] = In[f(z)f(y)]
=1Inf(z) +In f(y) = g(x) +g(y), Vr,ycR.

Logo, g satisfaz a Equacao Aditiva de Cauchy e, como ja vimos, existe um niimero a real tal que
g(z)=azx, YV xzeR. (1.26)
Dali, substituindo este resultado em , obtemos,
ar =Inf(z), V z€eR,
por fim,

flz)=¢€", V zekR.

Trataremos agora da Equacao Funcional Logaritmica de Cauchy. Primeiramente, vejamos como

definir precisamente esta equagao funcional e o que significa solucioné-la.

Definicao 1.6. Seja f uma funcao f : R* — R, que associa cada ntimero x € R*. A equagao dada

em
flzy) = f(x) + f(y), V z,y€eR, (1.27)

é chamada Equacao Funcional Logaritmica de Cauchy. E toda fungao real que satisfaz (1.27) é

uma solugao desta equagao.

Exemplo 1.12. E facil checar que a funcio nula soluciona (1.27). Com efeito,
flay) =0=0+0=f(z) + f(y), V zyeR"

Deste modo, f soluciona ((1.27)).

Exemplo 1.13. Considere a € R e defina f : R* — R por f(z) = aln|z| (ver a definigdo precisa
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de In, juntamente com suas propriedades, em [5]), para todo x € R*. Dessa forma,
f(zy) = alnlzy| = a(ln|z| +Iny]) = aln|z| +aln|y| = f(z) + f(y), Vz,yeR"

Por conseguinte, f soluciona (|1.27]).

O préximo teorema ira expor que, sob a hipdtese de continuidade, a familia de solucoes para a

Equagao Logaritmica de Cauchy é dada pelas fungoes expostas no Exemplo

Teorema 1.8. Seja f: R* — R uma fun¢do continua satisfazendo a sequinte Equagao Funcional

Logaritmica de Cauchy:

flzy) = f(@) + f(y), V x,y€RY,

Entao, existe um niumero real a tal que

f(z)=aln|z|, V zeR".

Demonstragio. Note que, por (1.27), concluimos que
F(2) = ft-1) = f(t) + f(t) =2f(t), ¥ teR"
Do mesmo modo, novamente por , chegamos a
F#2) = f((=O)(=1) = f(=t) + f(=t) = 2f (=), V teR,
com isso, obtemos,
ft)=f(-t), Vv teR". (1.28)

Agora, suponhamos que = = e® e y = €’, onde s,t € R. Sendo assim, s =Inxz e t = Iny, e por

(1.27), obtemos

Fe) = fefel) = f(e*) + f(e'), Vs, teR. (1.29)

Defina a fungéo auxiliar g : R — R por

g(s) = f(e®), V seR. (1.30)

31



Naturalmente, g é continua (pois f e exp sao continuas). Note também que a fungao g satisfaz a
Equacgao Aditiva de Cauchy. De fato, por ([1.29)), chegamos a

g(s +1) := f(e”™)
(€*) + f(e")
cg(s)+g(t), VYV s teR.

Logo, g satisfaz a Equagao Aditiva de Cauchy , existe um numero a real tal que
g(s) =as, VseR. (1.31)
Dai, substituindo este resultado em , obtemos
alnz =as = f(e’) = f(z),
e consequentemente,
f(x)=alnz, V zeR;.
Por fim, por , temos que a solucao geral de ¢é dada por

f(z)=aln|z|, VzeR". (1.32)

Agora, trabalharemos com a Equagao Funcional Multiplicativa de Cauchy, a qual ja foi definida
em ([1.10). Todavia, consideraremos que as solugoes para ([1.10]) estdo definidas em R, isto é,

procuraremos uma familia de solucoes para a Equacao Multiplicativa de Cauchy

flzy) = f(2)f(y), Vo,yeR,. (1.33)
onde f: Ry — R é uma fungao continua.

Exemplo 1.14. Naturalmente a func¢ao nula soluciona ((1.33)). De certo,

flzy) =0=0-0=f(2)f(y), V z,y€Ry.

Deste modo, a funcgao nula soluciona (|1.33)).
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Exemplo 1.15. Defina f : Rt — R por f(x) = 1, para todo z € RT. Dessa forma, chegamos &

equacao
flay)=1=1-1= f(x)f(y), V z,yeR".

Por isso, f soluciona ([1.33]).

Exemplo 1.16. Neste exemplo, provamos a existéncia de infinitas solugoes para a Equacao Mul-
tiplicativa de Cauchy. Sejam a € R e f : R™ — R, dada por f(z) = 2%, para todo z € R. Dessa

forma,
flzy) = (zy)* = 2% = f(2)f(y), V z,y€eR.

Por conseguinte, f soluciona (|1.24)).

O resultado a seguir, mostra-nos como estabelecer a familia de solugoes para a Equacao Multi-

plicativa de Cauchy (|1.33]).

Teorema 1.9. Seja f : RT — R uma funcdo continua satisfazendo a sequinte Equacao Funcional

Multiplicativa de Cauchy:

flay) = f(@)f(y), V¥ z,y€RT,

Entao, ou [ ¢ identicamente nula, ou € constante igual a 1, ou existe um niumero real ndo nulo a

tal que
f(x)=2% V zecR".
Demonstragao. Defina uma fungao auxiliar g : R — R por
g(z) = f(e*), V zeR. (1.34)
Primeiramente vamos provar que g satisfaz a Equacao Exponencial de Cauchy, ou seja,
g(z+w)=g(z)g(w), V z,weR. (1.35)

De fato, se z,w € R, entao existem tinicos z,y € R tais que Inz = z e Iny = w. Consequentemente,
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por (1.33)), infere-se que

oz + ) = glinz +Iny) = g(in(zy))
= F() = fla)
= J@f ) = £ ()
= g(=)g(w).

Consequentemente, g satisfaz a ((1.24). Como f e a fungdo exponencial sdo continuas, entdao g

também o é. Logo, pelo Teorema [I.7] concluimos que g é nula, ou
g(x) =€, V¥V xR, (1.36)

para algum a € R. Do fato de g ser nula, segue que f é nula. Agora do fato de g(x) = e segue

que

f(z) = f(™*) =: g(ln(z))

alnx Inx®

=€ =€

=z V zeRy.
ou equivalentemente,
f(;[;):;z;a’ V oz eRy,

onde a € R, com a # 0. E ainda, note que quando a = 0, f = 1.Isto completa a prova do teorema

em questao. ]

Realizando a exposicao explanaremos aplicacoes da equacao funcional exponencial e logaritmica

de Cauchy.

1.2.1 Aplicacao da Equagcao Exponencial de Cauchy

Seja mg (em gramas) a massa inicial ndo nula do elemento radioativo e m(t) a quantidade de
massa presente no tempo t. Denote por f(t) a relagdo entre a massa presente em um tempo ¢ e a

massa inicial mg, tal que

m(t) = mof(t). (1.37)
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A quantidade de substancia radioativa no momento ¢+ h, como pode ser visto na (figura 1.1), pode

ser expresso de duas formas diferentes:

m(t+h)=mof(t+h) e m(t+h)=mof(t)f(h)

mo f(t + h)

f_

mo f(t) mo f(t)f(h)

Figura 1.1: Quantidade de substancia

Assim, mof(t + h) = mof(t)f(h), para todo t,h € R*. Entao

ft+h)=f@)- f(h).

Do ponto de vista desta aplicacao, f pode ser assumida como continua. A solugéo continua da

equacao funcional acima é dada por
f(t) = moe®,
onde a € R. Assim, temos que
m(t) = mof(t) = moe™.

Como a massa m(t) decresce com o tempo, a constante deve ser negativa, fazendo « = —A para

A > 0, temos

m(t) = moe .

A constante )\ é chamada de constante de decaimento radioativo.

35



1.2.2 Aplicacao da Equacao Funcional Logaritmica de Cauchy

Em um curso de Anaélise real, a aplicagdo dada pelo logaritmo neperiano é definida através de
uma integral. Através do nosso estudo, estabelecido acima, vamos mostrar que se g : RT — R é

dada por
g(x) = Edt’ V zeRT,
1

entao, na verdade, g é a funcao logaritmo natural.

Teorema 1.10. E verdade que

lnx:/ %dt, V zeRT.
1

Demonstracdo. Inicialmente, vamos definir uma funcao auxiliar g : RT™ — R por
g(z) = ;dt, vV xeRT. (1.38)
1

Assim, obtemos, através de uma simples mudanga de varidvel, que

1 Y¥1
g(z) +g(y) == ;dt + Zdt
1 1
1 Y]
- / dt+ / dt
1 t x t
_ / Lt
1t

=: g(zy),
para todo z,y € RT. Assim, obtemos
glay) = g(a) +9(y), V x,y € RY. (1.39)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtemos que g é continua. Dali, pela prova do Teorema 1.8

temos que existe a € R tal que
g(x) =alnz, V xcR". (1.40)

Usando resultados de integragao, concluimos que



para mais detalhes ver [5]. Assim, temos a = 1 e, por conseguinte,
g(z) =lnz, V xeRT,
e desta forma,
1
Inz :/ Edt’ vV z e R*.
1

O]

Historicamente, Jean D’Alembert precede Augustin-Louis Cauchy. No entanto, no contexto das
Equagoes Funcionais, parece mais natural considerar suas contribui¢oes apos Cauchy.
Em seus esforgos para compreender os principios das combinagoes de forgas, matematicos do século
XVIII, como D’Alembert, foram levados a equagdao que iremos ver a partir de agora. Aqui, en-
contramos um nivel maior de dificuldade na anélise em comparagao com a equagao de Cauchy. A

equagao é uma reminiscéncia de uma identidade trigonométrica.

1.3 Equacgao Funcional de D’Alembert

O Matematico Jean Le Rond D’Alembert é reconhecido por ser um dos pioneiros a entender a
importancia dos conceitos de funcoes e de limites para o Calculo. Além disso, D’ Alembert contribuiu
no estudo sobre conservacao de energia cinética, o qual estéd relacionado ao Principio de D’Alembert
na Mecanica Classica. E importante ressaltar que este matemético também se mostrou interessado
em trabalhar com Hidrodinamica, Mecanica de Corpos Rigidos, e com o Problema de Trés-corpos

em Astronomia (para mais detalhes ver [7]).

Nesta seg¢ao, do mesmo modo que nas anteriores, procuraremos por uma classe de solucoes
que representa todas as solugoes possiveis (sob a hipétese de continuidade) para a Equacao de

D’Alembert.
Permita-nos definir qual equacéo funcional representa matematicamente a Equacio de D’ Alembert.

Definigao 1.7. Seja f uma funcao f : R — R, que associa cada nimero z € R A equagdo dada

em (1)

flx+y)+ flx—y) =2f(x)f(y), Vr,yeR (1.41)

37



é chamada Equagao Funcional de D’Alembert. E toda funcao real que satisfaz ([1.41]) é uma solugao

desta equacao.
Exemplo 1.17. A aplicacao identicamente nula é solucao da Equacao de D’Alembert , pois
fle+y)+flx—y)=0+0=0=2f(x)f(y), YV z,ycR.
Exemplo 1.18. Seja a € R. Observe que a funcao f : R — R, dada por
f(z) =cos(az), V x€R,
satisfaz a equagao ([1.41]). Certamente, haja visto que,

f(z+y) + f(z —y) = cos(a(z +y)) + cos(a(z — y))
= cos(ax) cos(ay) — sen (ax)sen (ay) + cos(ax) cos(ay) + sen (ax)sen (ay)
= 2 cos(ax) cos(ay)

=2f(z)f(y), V z,yeR

(Vale salientar que as aplicagoes seno e cosseno estao precisamente estabelecidas em [5], juntamente
com suas propriedades). Portanto, f satisfaz (1.41]). Isto comprova que (|1.41)) tem infinitas solugdes.

Exemplo 1.19. Seja a € R. A fungao f: R — R, dada por
f(x) = cosh(az), VzeR,
satisfaz a equacao de D’Alembert. De forma natural,

f(z+y) + f(x —y) = cosh(a(x +y)) + cosh(a(z — y))
= cosh(ax) cosh(ay) + senh (ax)senh (ay) + cosh(ax) cosh(ay) — senh (az)senh (ay)
= 2 cosh(ax) cosh(ay)
=2f(x)f(y), V zyeR

Por conseguinte, f satisfaz (1.41]).

O resultado a seguir comprova que as tnicas possiveis solucoes para a Equacao Funcional de
D’Alembert (|1.41]) estdo dadas nos exemplos mencionados acima.
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Teorema 1.11. Seja f: R — R uma funcdo continua satisfazendo a sequinte equacao funcional:

fla+y)+ fle—y)=2f(x)f(y), V z,yeR.

Entao, f ¢é identicamente nula, ou existe a € R tal que f(x) = cos(ax), para todo x € R, ou existe

b € R tal que f(z) = cosh(bx), para todo x € R.

Demonstragdo. Primeiramente, note que, fazendo z = y = 0 em (1.41)), obtemos f(0) + f(0) =
2£(0)£(0), ou seja, 2f(0) = 2[f(0)]?. Assim, chegamos a f(0) = 0 ou f(0) = 1.

Se f(0) =0, entao, assumindo y = 0 em (1.41]), encontramos
flx+0)+ f(z—0)=2f(0)f(x) =0, VzeR,
o que culmina em 2f(z) = 0 e portanto, f(z) = 0, para todo z € R.

Agora, suponha que f(0) = 1. Dal, fixando = = 0, se reduz a
f)+F(=y) =2f(0)f(y), ¥V yeR,
consequentemente
fy)=f(=y), V yeR (1.42)
Em seguida, defina z = y em para obter

f2z) +1=2[f(z)]?, V z€R,

2
ou equivalentemente, tomando v = 2x, temos [f(%)} = w, V u € R, dai,
2 1
[f (g)} = f(x); Vz € R. (1.43)

Como f é continua e f(0) = 1, ent@o existe algum ¢ > 0 tal que

f(x) >0, V xe€[—ttl].

Agora vamos dividir o argumento em dois casos:

Caso 1: considere 0 < f(t) < 1.
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Neste caso, exite algum niimero 0 < s < § de modo que f(t) = cos(s). A partir desta afirmacao,

por inducao matemadtica sobre m, e utilizando a igualdade ([1.41]), vamos mostrar que

f(2im) = cos (%), vV m e NU{0}. (1.44)

A igualdade m = 0 ja foi estabelecida acima. Suponha que (1.44)) seja valida. Assim sendo, por

S

f(;—k) = cos (fk) para m =k

Provemos que para m = k + 1, (1.44)), também ¢é valido. naturalmente, usando (|1.44) tem-se,

()] =3 1r)
o)+

= COS2 <

s
)

Considerando raizes quadradas em ambos os lados das igualdades acima, concluimos que

f(2nf+1) = CO8 (275—&-1)’

como desejado. Isto conclui a prova da igualdade ([1.44])). Em seguida vamos retornar a ([1.41)) e

fazer a seguinte substituicdo = = ny. Isso nos fornece,

flny+y)+ f(ny —y) =2f(ny) f(y), ¥V neNU{0},y R,

e, chegamos a

flln+ Dyl =2f(y) f(ny) — fl(n —1Dy], ¥V neNU{0},y €R. (1.45)

Agora, estamos interessados em provar, pelo segundo principio de inducgao sobre n, que vale a

igualdade,

f(n—t) = cos (;—i), Vm,n € NU{0}. (1.46)

Primeiramente, note que para n = 0

f(%) =¢(0) =1 = cos(0) = cos <%)
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Agora suponha que ((1.46) seja verdade para todo m < n. Dessa forma, por (|1.45)), encontramos

1(05) =21 ()1 () - [ (M)

() o () o [52

s ns ns s ns S
= 2cos (—) coS (—) — [cos (—) cos (—) + sen(—)sen(—)}
2m 2m 2m 2m 2m 2m
() <o () —sen(gun)sen (57)
cos | — Jcos | — | —sen|{ — |sen|( —
2m 2m 2m 2m

= COS ((n;‘m].)8> .

Isto completa o processo de inducao. Uma vez que ambos s e t sao maiores que zero, podemos
B s . -
escrever s = at para algum a > 0(a = §). Assim a equacao (1.46)), torna-se

f(;%) = cos (a%), vV m,n € NU{0}. (1.47)

Usando o fato de que tanto f como cos sdo fungdes pares, podemos escrever f(x) = cos(az), onde
a > 0ex = +n2~™t, para todo m,n € NU{0}. E importante ressaltar que, os nimeros da
forma +n2~" sao chamados racionais diédicosﬂ Além disso, é sabido que o conjunto dos racionais
diddicos é denso nos reais (ver [0]). Sendo assim, qualquer nimero real pode ser escrito como um
limite de uma sequéncia de nimeros racionais diadicos. Usando argumentos analogos aos aplicados
no Lema [I.1], chegamos a

f(z) =cos(az), V x€R,
onde a > 0. Claramente, podemos considerar que a € R, a # 0, pois a fungao cosseno é par.
Caso 2: Considere que f(t) > 1.

Pela estrutura do cosseno hiperbdlico vé-se que existe algum s > 0 tal que f(¢) = coshs, ji
que cosh é uma fungao crescente em [0,00). Daqui em diante, o argumento neste segundo caso é
semelhante ao argumento no caso anterior; porém, para comodidade do leitor, decidimos expor a

prova.

2Em matemética, um racional diddico é um nimero que pode ser expresso como uma fracdo cujo denominador
é uma poténcia de dois . Por exemplo, 1/2, 3/2 e 3/8 sdo racionais diddicos, mas 1/3 ndo é. Esses ntmeros sao
importantes na ciéncia da computagdo porque sdo os inicos com representacoes bindrias finitas . Os racionais diddicos
também tém aplicagoes em pesos e medidas e em compassos musicais.

41



Primeiramente vamos provar, por inducao sobre m, que

f<2im> = cosh (2%), vV m e NU{0}. (1.48)

O caso m = 0 foi discutido acima. Suponha que (1.48|) seja vélida. Logo, por (1.43)), e pela

identidades das fungoes hiperbdlicas encontramos
£ \12 SN2 1 ¢
)] =l (5] =3l () + 1
= %[cosh (%) 1} = cosh? (27:“).
Considerando as raizes quadradas de ambos os lados das igualdades acima, chegamos a

() = <ot ()

como querfamos. Isto conclui a prova de ((1.48]).

Agora estamos interessados em provar, por indugao sobre n, que

f(;%) = cosh <;—i>, vn € NU{0}. (1.49)
De fato, observe que,
0-¢ 0-s
f(2—m) = ¢g(0) = 1 = cosh(0) = cosh <2—m>

Agora, suponha que (1.49) é vélida para todo m < n. Consequentemente, por (|1.45]), obtemos

1(5) =21 ()1 () - [ ()]

= 2cosh (Qim) cosh (;%) — cosh |:(7”L2—m1)8}

= 2cosh (Qim) cosh (;—Z) — [cosh (;—WSL) cosh (%) — senh(;—i)senh(%)]
= cosh (;%) cosh (%) + Senh(?—i)senh(%)

= cosh <(n;ml)s>7

Concluindo o principio de indugao. Por conseguinte, (|1.49)) estd provada. Apds a conclusao desta

parte da prova, deduzimos, da mesma forma que fizemos anteriormente, que

f(z) = cosh(bz), V z€R, (1.50)
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onde b > 0. Como cosh é uma aplicacdo par podemos considerar que b € R.

Note que se b = 0, encontramos

Por fim, concluimos que as possiveis solugoes para a equagao (|1.41)) sdo:
flx) =0, f(x) =1, f(z) = cos(ax), f(z) = cosh(bx), V z R,

ondea € RbeR. O

1.4 Equacoes Funcionais de Pexider e Vince

Nesta secao, estudaremos duas equacoes funcionais que procuram como solucao mais que uma
funcao real. No caso da Equacao Funcional de Pexider, trés aplicacoes sao consideradas incognitas
concomitantemente. Ja com relagdo a Equacao Funcional de Vince, quatro fungbes incégnitas sao

sugestionadas a serem solugoes ao mesmo tempo.
Comecemos definindo a Equacao Funcional de Pexider.

Definigao 1.8. Sejam f,g,h : R — R, fungbes que associam cada niimero x € R aos valores
f(x),g(x), h(x) € R, respectivamente. A equacao dada em ((1.51))

flx+y) =g)+h(y), V z,y€eR, (1.51)

é chamada Equagao Funcional de Pexider. E toda fungao real que satisfaz (1.51]) (simultaneamente)

sao solucoes desta equagao.

Exemplo 1.20. Sejam a, b, c € R. Defina as fungoes f,g,h : R — R por

i) f(z)=ax+b+ec, V zeR;
ii) g(z) =ax+0b, VYV zeR;

iii) h(z)=ax+¢, YV ze€R.
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Assim sendo, encontramos
flx+y)=alr+y)+b+c=ax+b+ay+c=g(x)+h(y), Vr,yecR.

Portanto, f, g, h solucionam (1.51)). Observe que este exemplo mostra que a Equacao de Pexider

tem infinitas solugoes.

E importante ressaltar que, se as aplicagoes g e h coincidem com f entao a Equagao de Pexider

se torna a Equagao Aditiva de Cauchy.

Permita-nos demonstrar, sob a hipétese de continuidade, que a classe de solugoes para a Equacao

de Pexider é dada pelas fungoes expostas no exemplo dado acima.

Teorema 1.12. Sejam f,g,h : R — R func¢oes continuas satisfazendo a sequinte Equag¢do Funci-

onal de Pexider:
flx+y)=g()+h(y), V z,yeR

Entao, as sequintes defini¢des para f,g e h sdo verificadas:

i) f(z)=ax+b+ec, V z€R;
ii) g(z) =ax+b, V zeR;
iii) h(z) =ax+¢, V zeR.
Demonstragao. Substitua y = 0 em e denote ¢ = h(0) para obter
f(z)=f(x+0)=g(z)+h(0) =g(x)+c, V zeR.
Portanto,
g(x) = f(x)—¢c, V z€R (1.52)
Por outro lado, assumindo x = 0 em e denotando b = ¢(0), temos que
fy) = F0+y) =9(0) +h(y) =b+h(y), V yek

Deste modo, chegamos a

h(y)=fly)—b, V yeR. (1.53)



Entao, se torna
fe+y) =Ff@)+fly) —b—c, V zyekR
Agora defina uma funcao auxiliar fo: R — R por
fo(z)=f(z) =b—¢c, VY z€R.
Veremos, a seguir, que fy é solugao para , ou seja,
folz +y) = fo(x) + foly), V z,yeR.
Com efeito, por , inferimos que

foe+y)=flx+y) —b—c=[fx)+fly) —b—c]-b—c
=[f(x) =b—c +[f(y) —b—] = fo(z) + foly), ¥V z,y€R.

Portanto, fy satisfaz, de fato, a Equacao Aditiva de Cauchy. Além disso, a continuidade de f

implica na continuidade de fy. Assim sendo, pelo Teorema [I.I} obtemos

fo(z) =az, VzeR, (1.54)

onde a € R. Por conseguinte, por (1.52)), (1.53) e (1.54)), as solugoes para a Equacao de Pexider

Sa0:

i) f(z)=ax+b+ec, V zeR;
ii) g(x) =ax+0b, V zeR;

iii) A(z) =ax+c¢, V z€R.

Note que o Teorema [1.13| mostra que mesmo com a generalizacao da Equagao de Pexider para

a Equacao Aditiva de Cauchy, nenhuma aplicagao é acrescentada & familia dada pelo Teorema [I.1]
A equagao funcional abaixo é uma clara generalizacdo da Equacao de Pexider.

Definigao 1.9. Sejam f,g,h,k : R — R, fungdes que associam cada nimero x € R valores f(z),
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g(x), h(z), k(x) € R, respectivamente. A equagao dada em (|1.55])

fx+y)=g(x)k(y) + h(y), Y,y eR. (1.55)

é chamada Equacao Funcional de Vince. E toda funcao real que satisfaz (1.55)) (simultanecamente)

sao solucoes desta equagao.

A seguir exibiremos uma série de exemplos que culminard um importante resultado da Teoria,

que é o teorema

Exemplo 1.21. Sejam a,b € R. Seja k£ : R — R uma funcao qualquer. Defina as funcoes
f,9,h: R — R por

i) f(x)=a, YV zeR;
ii) g(z) =0, V z€eR;

iii) h(zx) =a—0bk(z), VY zeR.

Assim sendo, encontramos
g(@)k(y) + h(y) = bk(y) +a—bk(y) =a= f(xr+y), V z,yeR.

Portanto, f, g, h, k solucionam ((1.55)). Este exemplo mostra que a Equagao de Vince admite infinitas

solugoes.

Exemplo 1.22. Sejam a € R. Seja g : R — R uma funcao qualquer. Defina as funcoes f,h, k :
R — R por

i) f(x)=a, V z€eR;

ii) h(z)=a, V z€R;

iii) k(x) =0, V zeR.
Deste modo, percebe-se
g@)k(y) +h(y) =0+a=a=f(z+y), V z,yeR,

garantimos assim que f, g, h, k solucionam (|1.55).

46



Exemplo 1.23. Sejam a,b,c,d € R, com ¢ # 0. Defina as fungoes f,g,h,k : R — R por

i) f(z) =ax+b, V zeR;
b—d

ii) g(a;):%, vV zeR;

iii) h(z) =ax+d, V zeR;

iv) k(z)=¢, V ze€R.

Dessa forma, percebe-se que

b—d
g(m)k(y)+h(y):%c—i—ay—&-d:a(x—i—y)—i-b:f(:r—l—y), V x,y €R.

Por isso, f, g, h, k satisfazem ([1.55)).
Exemplo 1.24. Sejam a,b,c,d,j € R, com j # 0. Defina as fungoes f, g, h,k : R — R por

i) f(z)=ae’+¢, V z€R;

. ae’ +c—d
i) g(x) = —

iii) h(z) =c+ (d—c)e?, V zeR;

, V xeR;

iv) k(z) =je**, V zeR.

Com isso, podemos escrever

bz _
g(@)k(y) + h(y) = W(jebymﬂd—@eby=aeb<x+y> —fz+y), V zyeR

Por isso, f, g, h, k satisfazem (|1.55|).

E importante notar que, se a aplicacao k é constante e igual a 1, entdao a Equagao de Vince se

torna a Equacao de Pexider.

Permita-nos demonstrar, sob a hipétese de continuidade, que a classe de solugoes para a Equacao

de Vince é dada pelas fungoes expostas no exemplo dado acima.

Teorema 1.13. Sejam f,g,h,k : R — R funcdes continuas satisfazendo a sequinte Equacdo

Funcional de Vince:

flx+y) =gl@)k(y) +h(y), V zyeck.
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Entao, f,g,h e k sdo definidas por uma das formas estabelecidas nos Fxemplos [1.21], [1.22], [1.23] e
24

Demonstragao. Primeiramente, substitua y = 0 em (1.55)) e denote a = k(0) e b = h(0) para obter
f(z) =g(x)a+b, V zeR (1.56)

Considere que a = 0 para encontrar

Suponha que k # 0, ou seja, existe yo € R tal que, k(yo) # 0. Dai, por (1.55)), inferimos que

b= f(z+vo) = g(@)k(yo) + h(y), V z€R.

Portanto,

B b—c

g(x) m, V reR,

onde ¢ = h(yp). Assim sendo, novamente por (1.55)), tem-se

b= f(z+y)=dk(y) +h(y), V yeR,

onde d = kb(;Oc). Logo,
h(y) =b—dk(y), V yeR.
Resumindo, chegamos a
f(z) =05, h(x) =b—dk(z), g(z) =d, VzeR,
onde k é uma fungao qualquer nao nula, conforme o exemplo (1.21).
Suponha agora k = 0, por , obtemos

hy)=fl@+y)=b, V z,yeR.
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Dai, chegamos a,
f(z) =h(z)=0b, k(x) =0, VzeR,
e g ¢ uma fungao qualquer, de acordo com o exemplo (1.22).

Assuma que a # 0. Portanto, por (|1.56)), temos que

g(x) = 76, vV zeR. (1.57)

ply) = —=,v(y) =h(y) ——— V yeR (1.58)

Assim, podemos reescrever (|1.55)) como

flz+y) =90 f(z) +¥y), YV z,yeR (1.59)

Por outro lado, como k(0) = a e h(0) = b, temos que,

e também,

x(y) = fly) = f(0), VvV yek (1.60)

Afirmamos que

x(r+y) =o@)x(@) +xy), YV z,yeR (1.61)

Com efeito, substitua z = 0 em (|1.59)) para obter

fly) =) f(O0)+¢(y), V yeR. (1.62)
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Por conseguinte, novamente por (|1.59)), chegamos a

fla+y) = fy) = o) f(x) +¥(y) — o) f(0) + ¥, V z,y€eR,
consequentemente,
fle+y)=o@)f(@) - fO]+ fy), V z,yeR (1.63)

Por sua vez, por (|1.63|)

x(r +y) = f(z+y) - f(0)
= o(y)[f(z) — f(O)] + f(y) — f(0)
= o(y)x(x) + x(v), V z,y €R,

contudo, encontramos
o(y)x(@) + x(y) = x(z +y) = x(y +z) = o(x)x(y) + x(x), V z,y€eR,
dai obtemos
[o(y) —1x(2) = [¢(z) — 1x(y), ¥V z,y €R. (1.64)

A ideia agora é resolver a equacdo funcional acima.

Primeiramente, considere que
oy) =1, V yeR (1.65)
Neste caso por , vemos que Y satisfaz a Equacao Aditiva de Cauchy, ou seja,
x(@+y)=x@)+x(y), Y zyek
Assim, pelo Teorema existe d € R tal que
x(z) =dz, V z€eR,
com isso, determinamos que

dz = x(z) = f(&) — f(0) V z€R,

20



isto é, f(z) =dz + f(0), Vx € R, e portanto,
flz)=dx+c, VreR,
onde ¢ = f(0). Substituindo f em , e utilizando o fato de que ¢ = 1, podemos concluir que
dlz+y)+c=dr+c+9Y(y), Vz,yeR.
Portanto,
Y(y) =dy, VyeR

A partir destas solucoes, podemos obter as expressoes para as funcoes originais desconhecidas:

_dx+c—b

f(z)=dx+c, g(x) = ———, h(z) =dx +b, k(x) =a, V z€eR,

a

de acordo com o exemplo (1.23)).

Por fim, considere que ¢(yo) # 1 para algum yg € R. Substitua y = yp em ((1.64) e denote

x(yo)
7¢(yo) =8 (1.66)
para obter
x(x) =s[p(z)—1], V zeR. (1.67)

Agora, supondo que f nao é uma fungdo constante, inferimos que y nao é uma funcao nula. Com

efeito, suponha y =0, isto é, x(y) =0, V y € R. Com isso, terfamos,

x(y) = fly) — f(0)=0, V yeR,

ou equivalentemente,

f(y):f(o)’ V yeR,

isto é uma contradigdo, pois estamos considerando que f nao é constante. Dai segue que existe
xo € R tal que x(zg) # 0. Por (1.67), assumindo = = x¢ fixo, obtemos,

0 # x(wo) = s[g(xo) — 1].
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Assim, concluimos que s # 0. Por outro lado, por e , concluimos que,
slo(z +y) — 1] = x(@ +y) = o(y)x(x) + x(y) = so(y)[o(x) — 1] +slo(y) =1, V z,yeR.
Como s # 0, podemos cancelar s para encontrar
Pz +y) —1=90(yld(x) -1+ o(y) -1, V z,y R
Por isso, chegamos a

oz +y) =d(x)o(y), V z,yeR. (1.68)

Assim, como ¢ é continua por k ser continua, conforme (1.58]), temos que ¢ satisfaz a Equagao

Exponencial de Cauchy. Portanto, pelo Teorema existe uma constante t € R tal que
ply) =€, V yeR, (1.69)
com isso, podemos obter

f(x) = x(x) + £(0) = s[p(x) — 1] + f(0)
= s[e" — 1] + f(0) = st” — [s — f(0)]

=se®+¢, V z€eR,
onde ¢ = f(0) — s. Por conseguinte, chegamos a

U(y) = [z +y) — d)f () = se' @) 4 ¢ — e(s5e™ + ¢)
—c—eYe=c(l—e%), V z,ycR.

Em seguida, vemos que ¥ pode ser escrita como
Y(y) =c(l —e¥), V yecR. (1.70)
A aplicacao k pode ser encontrada através da igualdade abaixo:
k(y) = ap(y) = ac”, V yeR.

Note que g é dada por:
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E finalmente, h satisfaz

o) = () + P = o1 - o)

=c—ceV+be =c+(b—c)e, V yeR.

Podemos finalmente escrever as solugbes em termos de nossas fungoes originais da seguinte

maneira:
flx) =se +¢, g(x) = ———, h(z) = c+ (b — ), k(z) = ae’™, V zecR,

de a cordo com o exemplo (|1.24)).

E assim concluimos a demonstracao. ]

1.5 Inequacao Funcional de Cauchy

Para finalizar este capitulo, mostraremos que também é possivel indagar se uma inequacao
funcional possui solucdo. Mais claramente, nesta seg@o, provaremos, mesmo sem considerar a
hipétese de continuidade, que um sistema de inequacoes funcionais tem solucao tnica. Para mais

detalhes, ver o principal resultado desta secao.

Permita-nos definir, precisamente, o que significa uma funcgao real ser solugao para a Inequacao

de Cauchy.

Definigao 1.10. Considere f uma funcao f : R — R, que associa cada nimero z € R o valor

f(z) € R, a inequagao dada em
flaty) < fl@)+fly), V z,yeR, (1.71)

é chamada Inequacgao Funcional de Cauchy. E toda funcao que satisfaz ([1.71) é uma solugao desta

inequacao.

Exemplo 1.25. Seja a € R. Defina a fungao f : R — R por

f(x)=ax, ¥V xz€R
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Assim sendo, encontramos

flx+y)=alz+y)=ar+ay < f(x)+ fy), V z,yeR

Portanto, f soluciona (|1.71]). Observe que este exemplo mostra que a Inequagao de Cauchy tem

infinitas solugoes.

Na verdade, é importante ressaltar que, se uma funcao f é solucdo da Equacdo Aditiva de

Cauchy (1.1]) entao esta também satisfaz (1.71]).

Exemplo 1.26. Sejam a,b € R e b > 0. Defina a fungao f : R — R por
flz)=azx+0b, V zekR

Deste modo, chegamos a

fx4+y)=alz+y)+b<ax+b+ay+b< f(z)+ f(y), ¥V z,y€R.

Com isso, f soluciona (1.71)). Isto nos mostra que a familia de solugoes para a Inequacao de Cauchy
(1.71]) é estritamente maior que a classe de solugoes para a Equacao Aditiva de Cauchy (|1.1]).

Abaixo definiremos uma outra inequacao funcional que, em conjunto com a Inequacao de Cau-

chy, tera como solucao a aplicacao identidade.

Definicao 1.11. Dizemos que uma funcao f : R — R, que associa cada nimero x € R ao valor

f(z) € R, é uma solugao da inequagao funcional
flx) <z, V xzeR.

se esta satisfaz ((1.72)).

Exemplo 1.27. Seja b € R™. Defina a funcao f : R — R por
flz)=x+b, V zeR.
E f4cil ver que

flz)=z+b<z, V zekR,

logo, f satisfaz ((1.72). Note que (1.72]) tem infinitas solugoes pela escolha de b.
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Exemplo 1.28. Seja [ : R — R a funcao identidade, isto é,
I(z)=2z, VY zeR.
Podemos checar que
IHe+y)=x+y<I(z)+1(y), VYV z,yeR.

Além disso,

Isto nos informa que I satisfaz (1.71]) e (1.72)).

O teorema a seguir mostra que a Unica solugdo para o sistema composto pelas inequagoes

funcionais ([L.71]) e (1.72)) é, de fato, a identidade.

Teorema 1.14. Seja f : R — R uma funcdo satisfazendo as sequintes inequagoes funcionais:

fle+y) < fx)+fly) e flz) <z, ¥V zyeR

Entao, f ¢ a aplicagdo identidade, isto é, f(x) = x, para todo = € R.

Demonstragao. Assuma z =y = 0 em (1.71]) para obter

f(0) = f(0+0) < f(0) + £(0) = 2£(0).

Portanto, podemos inferir f(0) > 0. Por outro lado, também temos f(0) < 0 (por (1.72])). Segue
que f(0) = 0. Em seguida, escolha y = —x em ({1.71) para chegar a

0=f(0)=f(z+ (-x)) < f(z) + f(-x), V z€R,
e portanto, concluimos que
flx) > —f(-x), ¥V xzeR.

Por sua vez, usando ([1.72)), temos que
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Por fim, novamente por ([1.72)), inferimos que f(x) = z, para todo x € R.
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Capitulo 2

Equacoes Funcionais Envolvendo
Funcoes com Duas Variaveis Tipo 11

Neste capitulo iremos investigar solugoes para equacoes funcionais que tenham como incégnitas
funcdes que estejam definidas no R?. Primeiramente, faremos uma extensio da equacio de Cau-
chy, agora com coeficientes em duas dimensoes. Depois disto, veremos a equacao de Euler que
também sdo funcoes com coeficientes bidimensionais por considerando uma familia de equacoes
funcionais associadas a propriedade de homogeneidade. Por fim, vamos ver algumas aplicacoes

usando resultados destas equagoes.

Permita-nos enfatizar que todo este capitulo baseia-se nas referéncias [1, [2], [3] e [7].

2.1 Equacoes Funcionais de Cauchy e de Euler no caso bidimen-

sional

Nesta secao, consideraremos equagoes funcionais que tenham como incégnitas fungoes que es-
tejam definidas em duas varidveis reais, sendo que, a extensao para o caso em que tais incognitas
assumam valores em dominios com mais de duas varidveis segue de maneira natural a exposta a

seguir.

Permita-nos comegarmos nossos estudos com as Equagoes Aditivas de Cauchy para Duas Varidveis.
Estas, por sua vez, tem solugoes que satisfazem (|1.1]) quando consideramos que uma de suas varidveis

é assumida estar fixa. Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao.
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Definigao 2.1. Seja f uma funcao f : R? — R, que associa cada par (z,y) € R? o valor f(z,y) € R.
As equagoes dadas em ([2.1))

fxr+22,y) = f(z1,9) + f(w2,y) e flz,y1+y2) = fz,01) + (2, 92), (2.1)

para todo z,y, x1, X2, y1, Y2 € R, sdo chamadas Equagoes Funcionais Aditivas de Cauchy para Duas

Varidveis. E toda fungao que satisfaz (2.1) é uma solugao para tais equagoes funcionais.

Exemplo 2.1. Seja a € R. Defina a funcio f : R? — R por
f(z,y) =axy, V z,y€eR
Assim, obtemos
f(x1+ 22,y) = alz1 + 22)y = az1y + azey = f(21,y) + f(22,y), V 71,22,y €R,
e também,

f(x,y1 +y2) = ax(y1 +y2) = axyr + axys = f(x, 1) + f(z,92), V z,y1,92 € R.

Portanto, f satisfaz (2.1). Por conseguinte, (2.1) tem infinitas solugdes pela escolha de a.

Na verdade, quando supomos que a solugao do sistema (2.1)) é continua em duas varidveis, a
aplicacao dada no exemplo anterior representa toda a familia de solucoes para este mesmo sistema.

Mais especificamente, enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Seja f : R? — R uma fungdo continua, em cada varidvel, satisfazendo as sequintes

equagoes funcionais:
f(CCl + any) = f(xlay) + f(ZQ,y) e f(xayl + yQ) = f(xvyl) + f(xayQ)a

para todo x,y,x1,x2,y1,y2 € R. Entdo, existe ay € R tal que f(z,y) = apxy, para todo x,y € R.

Demonstragdo. Inicialmente, fixe yg € R e defina uma funcio auxiliar g : R> — R por

g(z) = f(x,y), VreR. (2.2)

Note que, a fungao g satisfaz (1.1]). De fato, por inferimos que
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Como f é continua na primeira varidvel g também o é, assim, pelo Teorema existe um a(yp) € R,

tal que
g(z) =alyo)x, V z€R.
Substituindo o resultado acima em , obtemos
f(z,y0) = alyo)x, VYV z,yo € R. (2.3)
Por , chegamos a
a(yr +y2)x = f(z,y1 +y2) = f(z, ) + f(@,92) = aly)z + alyz)z, ¥V z,y1,92 € R
Portanto,
a(yr +y2)r = a(y)r + a(yz)z, ¥V z,y1,y2 € R

Assuma que x = 1 na igualdade acima. Com isso, a satisfaz ([1.1)). Como f é continua na segunda
variavel, segue que a é uma funcao continua. Assim, podemos concluir que existe algum ndmero

real ag tal que
a(y) = agy, V yeR.
Substituindo o resultado acima na igualdade , concluimos que,
f(z,y) =aory, V z,yeR.

Isto completa a prova do teorema em questao. ]

Agora direcionaremos para outro tipo especial de equagao funcional difundida pelo célebre Euler.

Leonhard Euler nasceu em 1707, em Basel, na Suica. Este Matematico trabalhou com o Célculo
Diferencial de Leibniz juntamente com o Método de Newton em Andlise Matematica, melhorou a
ideia de funcao e introduziu as funcoes transcendentais beta e gama. Euler também esteve presente

nas origens do Célculo de Variagoes e foi um dos pioneiros em Topologia (para mais detalhes ver

[71)-

A seguir, continuaremos a nossa busca por solugoes para equagcoes funcionais, envolvendo funcées
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de duas varidveis, considerando uma propriedade particular de homogeneidade. Mais precisamente,

temos a seguinte definicao.

Definicao 2.2. Seja k € R. Dizemos que uma fungio f : RZ — R, que associa cada par (z,y) € R%

o valor f(z,y) € R, é uma solugao para a equagao funcional

flz,ty) =t f(z,y), V z,y,teR,. (2.4)

se esta satisfaz ([2.4]). Neste caso, f é dita ser uma fungao homogénea de grau k. A equagao dada
em (2.4) é chamada Equacao Funcional de Euler.

Exemplo 2.2. A funcéo f: Ri — R definida por

_x+ty

f(way) - 9 9 Va:,yER+,

é homogénea de grau um. De fato,

ottty tz+y)

2 2 :tlf($,y), v xayvteR-‘r‘

f(tx,ty)

Portanto, f satisfaz (2.4)), com k = 1.

Exemplo 2.3. A funcdo f: (Ry)? — R definida por

x
f(x7y):§7 v LU,:I/GRJF,
é homogénea de grau zero. De fato,
t
flto,ty) = = =12 = Of (2,y), V a,y,t € Ry,
ty Yy
Logo, f satisfaz (2.4), com k = 0. J4 a funcdo g : (R} )? — R dada por
g(z,y) = 2* +2¢° + Tay, V w,y € Ry,

é homogénea de grau dois. Com efeito,

glte, ty) = (tx)? + 2(ty)? + 7(tx)(ty) = t?2° + 2t%* 4 Tt2xy
= t2(2? + 2% + Tzy) = t2g(x,y), V z,y,t € R, .

Portanto, g satisfaz (2.4)), com k = 2.
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Exemplo 2.4. Sejam k€ Re f: (R,)?> — R* uma funcao tal que

fta,ty) = h(t) f(z,y), YV z,y,t € Ry,
onde h: Ry — R é continua. Dali, temos que h satisfaz (1.10). Com efeito,

f((ts)z, (ts)y)
fa,y)
_ f(t(sa), tsy) flso,5y)
f(szosy)  flz,y)
= h(t)h(s), V¥ t,seRy.

h(ts) =

Como h é continua, entdo, pelo Teorema temos que, h é constante igual a 1 ou existe k € R

tal que
h(t) =tk ¥V teR,.
(Aqui h nula implicaria na nulidade de f > 0). Portanto, ou
fta,ty) = f(z,y) = f(2,y), ¥ @,y,t € Ry,
ou entao
flto ty) =t"f(z,y), ¥V 9.t E€Ry,

De qualquer forma, f satisfaz (2.4]).

Veremos como podemos encontrar a classe de todas as fungoes que satisfacam a Equacao de

Euler (2.4) para uma determinada escolha de k.

Teorema 2.2. Sejam k € R e f : (Ry)? — R wma funcdo. Entdo, f € solugio de (2.4) se, e

somente se, existe uma aplicacdo g : Ry — R tal que
f(xay) :‘Tkg(xily% v x,y€R+.

Demonstragdo. Sejam g :R; — Re f:(R;)? — R funcdes tais que

flz,y) =aFg(a™ly), V z,yeR;. (2.5)
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Afirmamos que f satisfaz (2.4). De fato,

fte, ty) = (tx)Fg((tx) " (ty)) = thaFg((t't)(ay))
=trabg(ay) =t fla,y), V¥ z,yt €Ry,

consequentemente, f soluciona ([2.4]). Isto significa que f é uma fungao homogénea de grau k.

Reciprocamente, considere que f : (R;)? — R é uma funcdo homogénea de grau k, ou seja,

f(tz, ty) =t*f(z,y), ¥V z,yteR,.

Sendo assim
(@ D f(a,y) = fla™ a7 ly) = f(La™ly), Y 2,y € Ry

Dessa forma, podemos escrever

flz,y) =2f(1,27 ), V z,yecRy. (2.6)
Defina g : R, — R por,

g9(z) = f(1,2), V zeR,. (2.7)

Logo, por (2.6) e (2.7]), obtemos

1

f(l‘,y):ffkg(l‘_ cy), V z,y€eRy.

Veremos que alguns fendmenos sociais e naturais podem ser justificados por estas equagoes

funcionais.

2.1.1 Aplicagoes das Equagoes Funcionais Aditivas de Cauchy em Duas Variaveis
Tipo II

Nesta subsegao, faremos algumas aplicagoes utilizando Equagdes Funcionais Aditivas de Cauchy.

Mais especificamente, vamos obter a férmula para a drea do retangulo e as formulas para calcular

juros simples e compostos usando tais equagoes.
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Aplicagao 1

Em 1791, Adrien-Marie Legendre obteve a férmula para a area do retangulo usando a equagao
funcional aditiva de Cauchy. Considere um retangulo cujo comprimento da base é b e o comprimento

da altura é a.

(L

Figura 2.1: Retangulo

E evidente que a area deste retangulo dependera da altura e da base. Assim, a area A, do

retangulo é uma funcao de a e b, Isto é,

A= fla,b);f: (R)? > R

Dividiremos este retangulo em dois retangulos menores, tragando uma linha paralela a base, de

modo que a = a1 + ag (veja figura 2.2).

Entao, a drea original A é a soma das duas areas A; e As.
A=A+ Ay,
isto é,
f(a,b) = f(a1,b) + f(az,b).

Como a = a1 + ao, temos que
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z’ig 12

h

Figura 2.2: Area do retangulo

f(a1 + ag, b) = f(al, b) + f(ag, b) (2.8)

Note que (2.8) é valida para todos a1, a2,b € [0,00). Da mesma forma, dividindo o retdngulo em

dois subretangulos por uma linha paralela a altura, temos

f(a, b + bg) = f(a, bl) + f(a, bg). (2.9)

para todos by, b, a € [0,00). Como a drea é positiva, temos f(a,b) > 0, (E natural supor que f(a,b)

é continua em cada varidvel). Portanto, pelo Teorema e tomando k£ = 1, podemos escrever

fla,b)=a-b, Y a,be]0,00).

Aplicacao 2 (Juros Simples e Juros Composto)

Agora iremos obter a férmula de juros simples e juros compostos usando equacao funcional de
Cauchy. Para iniciarmos, veremos algumas defini¢goes de matematica financeira que serviram para

nortear estas aplicagoes.

Definicao 2.3. (Juro). “Juro é a remunera¢io que ou se recebe da instituicdo ou a ela se paga
em relacdo ao capital”(BARROSO et al., 2010).

Definigao 2.4. (Capital). Capital é uma expressao usualmente utilizada dentro da matemdtica

financeira para expressar o valor sem o acréscimo de juros, ele pode ser chamado de principal ou
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Capital inicial.

Definicao 2.5. (Montante). Valor Futuro ou Montante representa o valor do dinheiro em

uma data futura. Este Valor Futuro é o Valor Principal acrescido dos Juros aferidos mo periodo.

Definigao 2.6. (Taxa de Juros). A taxa de juros é a razao entre os juros pagos no final do

periodo e o valor originalmente aplicado

Comecemos trabalhando com juros simples.

Juros Simples

Definigao 2.7. Juros Simples ¢ aquele que a taxa de juros é sempre aplicada sobre o capital
inictal. O cdlculo do juros simples € aplicado no prazo total, ou seja, o periodo de aplicagcdo €

entendido como um todo, sem aciumulo de juros.

Segue diretamente do Teorema ([2.1)) as seguintes conclusoes:
Denote f(z,t) como o montante (ou valor futuro ) de um capital, por = que foi investido por um
periodo de tempo t.

Entao, para o juros simples (ver 2.7), a funcao f(x,t) satisfaz

flx+y,t) = f(zx,t) + f(y,t) (2.10)

e também

flz,t+s) = f(x,t) + f(x,s), (2.11)

para todo z,y,t,s € Ry.

Com efeito, Aqui, a equagao diz que o valor futuro do capital = + y, depois de ter sido
investido por um periodo de tempo t é igual & soma dos valores futuros do capital z e do capital
1y, depois de terem sido investidos por um mesmo periodo. A equagao diz que o valor futuro
do capital x, depois de ter sido investido por um periodo de tempo t + s é igual a soma do valores
futuros do capital x investidos por um periodo ¢ e por um periodo s.

Assim, pelo Teorema (E natural supor que f(z,t) é continua em cada varidvel), podemos

escrever que

f(.’IJ,t) :kl't, v xvyER—i-v
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onde k é uma constante positiva dependendo da unidade, aqui k representa a taxa de juros (Ver ).

Juros Compostos

O regime de juros compostos é o mais comum no sistema financeiro e, portanto, o mais 1til

para célculos de problemas do dia-a-dia.

Definicao 2.8. Juros Compostos sdo aqueles em que a taxa de juros € aplicada sobre o valor
futuro obtido a cada periodo de tempo considerado (ao dia, ao més, ao ano, etc). Sendo que
inicialmente se aplica ao valor do capital (emprestado ou aplicado), mas € preciso expressar o

periodo de tempo na mesma unidade da taxa.

Obs 2.1. Os juros compostos saGo conhecidos como juros acumulativos, ou seja, 0 juros sGo acumau-
lados a cada parte do periodo total de aplicacao, por exemplo um capital € aplicado por um periodo
de 8 meses, no final do primeiro més o capital redew um juros, no final do sequndo més o juros
€ calculado referente ao montante gerado no primeiro més, e no final do terceiro més os juros €
calculado sobre o montante gerado no sequndo més. Assim os juros compostos acabam sendo mais

vantajosos do que os juros simples para quem aplica o capital.

Considere, agora, uma fungao g(x,t) (denota o valor futuro de um capital x que foi investido

por um periodo de tempo t) que satisfaz

g(x+y,t) =gz, t) +g(y,t) (2.12)

e também

g(z,t+s) = g(g(z,t),s), (2.13)

para todo z,y,t,s € Ry. Aqui, a equagao diz que o valor futuro do capital x + y, depois
de ter sido investido por um periodo de tempo t é igual a soma dos valores futuros do capital x e
do capital y, depois de terem sido investidos por um mesmo periodo. A equacio diz que o
valor futuro do capital investido por um periodo de tempo ¢t + s é igual ao valor do capital g(z,t)
investido por um periodo s. E natural supor que g(z,t) é continua em cada varidvel. Entao, a
solucao da equacao ¢é dada, pelo Teorema para cada t € [0,400) fixado, temos

g(z,t) =c(t) -z, V zR, (2.14)
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onde ¢ : R™ — R. Pelo Teorema a solugao continua da equagao (?7?) é dada por
ct)y=eM, ¥V teRy,
onde \ é uma constante. Fazendo r = e — 1, r representa a taxa de juros (ver 2.6), daf obtemos

glz,t) =z(1+7), V zteR,.
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Capitulo 3

Equacoes funcionais com uma variavel

3.1 Introducao

Até agora estudamos equacdes funcionais com funcoes definidas em duas varidveis. Neste
capitulo apresentaremos alguns casos especiais de equagoes funcionais com funcgoes definidas em
uma varidvel juntamente com algoritmos especificos que nos ajudarao a encontrar solugdes para
estes tipos de equacoes. Por fim, apresentaremos alguns exercicios nos quais a teoria vista durante

o trabalho pode ser aplicada.

Permita-nos enfatizar que todo este capitulo baseia-se nas referéncias [12] e [7].

3.2 Equacoes de conjugacao

Todas as equagOes que consideraremos nesta secao sao casos especiais de uma familia de

equacoes, ditas equagoes de conjugacao, que assume a forma

fla()] = Blf (2)] (3.1)

onde a e B sao fungoes apropriadamente escolhidas. Por simplicidade, faremos uso da seguinte
notagao: al(z) = a(z),?(z) = ala(z)), - ,a"(z) = afa™(x)], para n = 1,2,3,---. Por

conveniéncia, definimos a(z) = .

Definicao 3.1. Quando a equagdo tem como solucdo uma funcgdo injetiva, dizemos que as

funcgoes a e B sao conjugadas.
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3.3 Equacao de Schroder

A equagao

fla(@)] = s[f(2)] (3.2)

¢é denominada equagao de Schréderﬂ A nossa tarefa é verificar a existéncia de uma ou mais fungoes
f e um ntimero real s # 0 tal que a igualdade (3.2)) seja satisfeita. Porém, é necessario ser cuidadoso

quanto ao dominio de uma fungado f que seja solugao de (3.2). Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Seja fla(x)] = s[f(z)], onde s #1 e a: R — R.

Se xyp é um ponto fixo da fungdo «, entdo temos «(xy) = xg. Substituindo na equacao de

Schroder, temos fla(zo)] = sf(zo), portanto

f(x0) = sf(z0) & f(wo) — sf(x0) =0& f(zo)(s—1)=0

Como s # 1, segue que:

1. f(xzg) =0o0u

2. s =1, nesse caso xg nao pertence ao dominio de f.
Com o intuito de evitar este caso 2, podemos supor que a fun¢ao « nao tem ponto fixo em qualquer
intervalo onde uma fungao f(z) esteja definida. Se pudermos encontrar uma solugao positiva para

a equagao (3.2) com qualquer escolha de 0 < s < 1, entdo podemos encontrar solugdes para outros

valores de s, conforme veremos a seguir.

Proposigao 3.1. Se f(z) € solu¢io da equagio de Schrider, entao [f(x)]P também o é.

Demonstragao. De fato, se f(x) é solugao da equagao de Schroder, entao

!Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder nasceu em 25 de novembro de 1841 em Mannheim, Alemanha. Fez
trabalhos importantes na area de Algebra, Teoria de Conjuntos e Légica. Schroder faleceu em 16 de Junho de 1902
em Karlsruhe, também na Alemanha.
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Dal.

[fo(2)]” = (fa(x)) - (fouz)) - -- - (fa(x))

pfatores
= (sf(x)) - (sf(x))----- (sf(x))
pfatotores
pfatores pfatores
= [f@)P.
Logo, [f(x)]P também é solucdo com s substituido por sP. O

Vejamos a seguir como obter uma equacao funcional que envolve a fun¢ao inversa da equacao
de Schréder. Seja f uma solucao de (3.2) que admite inversa. Se g = f~! obtemos f(z) =y se, e

somente se, g(y) = «. Dai,
9(sy) = glsf(z)].
Como f ¢ solucdo de (3-2), temos
glsf(@)] = glfla@)]] = f [fla(@)]] = a(z) = alg(y)]-
Logo, g satisfaz a equagiio
9(sy) = alg(y)]. (3-3)

A equagao (3.3) é denominada equacao dePomcaréH

3.4 Equacao de Abel

A equagao

fla(x)] = f(z) + a, (3-4)

2Henri Poincaré foi um famoso matematico, cientista tedrico e filésofo da ciéncia. Nasceu em 29 de Abril de 1854
e faleceu em 17 de Julho de 1912. Poincaré contribuiu para a maioria das disciplinas da Matemadtica e criou novas
disciplinas como Teoria das Fungoes Automorfas, Topologia Algébrica e Sistemas Dinamicos. Poincaré é considerado
o ultimo matemético completo.
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onde a é um numero real diferente de zero, é denominada Fquacao de Abel E| Quando 3(z) = = +a,

com a € R* em (3.1]) tornd-se a equagao em (3.4), portanto é uma equacao de conjugagao.

Igualmente ao que acontece com a Equacao de Schroder, devemos ser bastantes cautelosos acerca
do dominio da funcdo f. Se escolhemos um valor x, tal que a(zy) = xp, caso exista, temos que xg

nao pode pertencer ao dominio de f. De fato, se xg pertencer ao dominio de f, entao

flazo)] = f(zo) + a

Como a(zg) = x¢, segue que

fla(zo)] = f(xo0) = f(x0) + a,

o que é um absurdo, pois a # 0. Desse modo, os nimeros de = tais que a(x) = x ndo podem

pertencer ao dominio de f.

3.5 Equacao de Bottcher

A Equacao

fla()] = [f (@) (3-5)

onde p # 0 é denominada equagao de Béttcherﬁ Esta também é uma equacao de conjugacao, basta
considerar f(x) = zP com p # 1 na equagao em que chegamos na equacao . Note que
para esta equacao estamos interessados em funcoes nao negativas f que a satisfaca. De fato, se
tivéssemos, por exemplo, f(z) < 0 para algum x pertencente ao dominio de f e p um nimero par
a equagao de Bottcher nao seria satisfeita ji que terfamos fla(x)] < 0 e [f(z)]P > 0 ou ainda se

p = 3 terfamos \/f(x) com f(z) < 0. Logo, f(z) > 0.

3Niels Henrik Abel foi um matemético noruegués nascido em 05 de Agosto de 1802. Abel morreu com pouco mais
de 26 anos vitima de tuberculose. O que ele realizou em seus pouco mais de dez anos de produtividade foi algo quase
nunca visto na histéria da humanidade. Deve-se a ele, entre outras coisas, o primeiro estudo sistemético das fungoes
algébricas.

4Lucjan Emil Bottcher é um matematico polonés nascido em Varsévia no ano de 1872. Escreveu e publicou artigos
em Matematica, Educagdo Matemaética, Loégica e Mecanica tendo destaque seu estudo sobre equagdes funcionais.
Bottcher faleceu no ano de 1937.
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3.6 Busca de solucoes para equacoes de conjugacao

3.6.1 O Algoritmo de Koenigs

O algoritmo de Koenigsﬂ ¢é usado para encontrar uma solucao para a equacao de Schroder.
Proposicao 3.2. Se f € wma solucdo para a equacao de Schréoder , entdo qualquer func¢do
maltipla de f também o €.

Demonstragao. Seja g(x) = cf(x), onde ¢ é uma constante qualquer.

Como f é solucao da equacao de Schroder, segue que
gla(z)] = cfla(@)] = csf(x) = slcf(x)] = sg(z).

Portanto, g(x) = cf(x), ou seja, a fungdo g também é solucao. O

Definigao 3.2. A iterada o™(x) é aproximadamente geométrica se existe um nimero s € (0,1) tal
que o limite

n

a”(x)

lim
n—oo 8N

existe € finito e nao nulo, para algum x pertencente ao dominio de o (x). Neste caso, dizemos que

a iterada tem taxa s.

Propriedades 3.1. Em um dominio de valores de x onde a iterada de x € aprorimadamente

geométrica, com taxa s independente de x, uma solu¢do para a equacdo de Schroder é dada por

f(2) = Tim 28

n—oo 8N

para uma escolha particular de s.

Demonstragdo. De o™ (x), onde

a”(x)

f(z) = lim

n—oo 8N

5Gabriel Xavier Paul Koenigs foi um matemético francés. Trabalhou com Anélise e Geometria. Koenigs nasceu
na cidade de Toulouse em 1851 e faleceu em Paris, capital francesa, no ano de 1931.
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Mostremos que f é solucao da equacao de Schroder, de fato,

Flata)) = tim O gy @D,

Como «o"(x)é uma iterada aproximadamente geométrica, o limite acima existe. Multiplicando-o

por s/s

o) = i

e fazendo n + 1 = k, temos

 af(z)
fla() = s lim T = sf(a)
Portanto,
f(z) = lim o"(z)
n—oo 8N
é solucao da equacao de Schroder. O

Esse método é chamado de algoritmo de Koenigs.
Proposicao 3.3. Se o limite

n+1
s = lim w.
n—00 a”(aj)

existe para todo x € R em algum dominio e é independente de x, entdo podemos obter uma solucdo

generalizada da equacdo de Schrider . Mais precisamente, para cada xg nesse dominio,

€ uma solugao , desde que esse limite exista e seja finito.

Demonstragao. De fato, tomando
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temos

) — i @@) e (a)
fla(z)) nl_)oo a"(z0) n=oo a(xg)

Observando que

a"t(z) _a™(z)a"(z) _ a"l(z) o"(z)

an(zg) — a™(xp) an(x)  ar(z) a™(zp)’
temos
. oszrl(x) _ Oszrl(a:) Ozn(a:)
e 0 Uy anta)
Agora,
= lim LLH(I)
S_nlﬁoo a”(m) ’

f(z) = lim

n—oo (;L‘O)

Assim, usando as propriedades de limite, temos:

i (@) 0" (@) o Ha) o, @)
fla(z)) = Jim | o’ () 04”(370)} ~ o at(z)  noeo am(wo)

Portanto,

f(xz) = lim

n—oo o™ ()

é solugao de (3.2) e é chamada solucao principal para a equacao de Schroder.

3.6.2 O Algoritmo de Lévy

Este algoritmo é usado para encontrar uma solugao para a equacao de Abel (3.4)).

Proposicao 3.4. Se f é uma solugao qualquer da equacdo de Abel

= sf(z).

(3.6)

a € R ea#0, entao a fungao g, definida por g(x) = f(x) + ¢, onde ¢ é uma constante qualquer,

também € uma solugao.
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Demonstragao. Se g(x) = f(x) + c e f é solugao da equacao de Abel.
9(a(z)) = fla(z)) +c= f(z) +a+c= (f(z) + ¢) + a =g(z) + a.

Portanto, g(x) = f(x) + ¢ também é solugdo para a equagao de Abel.

Consideramos o caso especial da equagao de Abel em que a = 1, ou seja,

Se a funcao a(x) é aproximadamente geométrica, pode ser mais apropriado transformar a equagao

de Abel na equagao de Schroder e encontrar a solugao principal tal qual foi visto na secao anterior.

Por outro lado, pode ser que a fungao a(x) comporte-se quase como a fun¢do x — x + a. Nesse

caso a equagcao funcional deve ser na forma da equacao de Abel.
Proposicao 3.5. Suponha que exista um xg € R tal que

i an+1(x0) _ an($0)

=1
n—00 an+1(.%') — Oén(lt)

para todo x € R. Dai, se o limite

L a@) - o)
T = 18 () — an(a)

existe, entdo f(x) € uma solug¢do para a equacao de Abel.

Demonstragao. Suponhamos que existe um = € R tal que

i O/H_l(xo) _ oz"(a:o)
n—oo atl(z) — an(x)

e que o limite

Desse modo,

a"(a(z) —a"(@o) _ . a"a) = a"(zo)

25 @ (a(a)) — an(a(e))  w a2 (e) - an (a)

75

(3.7)

(3.8)

(3.9)



Agora, notemos que

a”'H(x) . a"(azg) B an—i—l(x) _ Oén(.'li'o) 4 O/H'l(zl:g) _ Ozn+1(:170)
an+2($) _ an+1(x) - 04"+2(w) _ O/H_l(l')
B Oz"Jrl(x) _ Ozn+1(x0) 04"+1(x0) _ an(x())
- Oén+2(£13) _ an—i—l(w) Oén+2(l'> _ an—l—l(x)

Fazendo = = a(x) em ({3.7), temos

. an+1(x0) _ an($0)

B 2 (2) — o (z)

Analogamente, substituindo = a(z) em (3.8) concluimos que o limite

o™t z) — " (x
f(z) = nh_?;o an+2(;)>_ am-(l ((2)

existe. Desta forma, utilizando as propriedades de limites na equagao (3.9)), temos

o' (x) —a" (o) | " (x0) — a™(x0)
oo | am*2(z) — antl(z) | anti(z) — antl(z)

L Ozn+1(m) _ 04"+1(x0) ) an+1(x0) _ Oz"(:l?o)
" @) — arti(e) e i 2(a) — (o)
= f(x) + 1.
Portanto,
a™(z) — a"(xg)
f(x) 00 Ofn+1(.%') — Oén(flj)
é solugao para a equagao f(a(x)) = f(z) + 1. O

A equagao (3.8]) é conhecida como o algoritmo de Lévy para a equagao de Abel.

3.6.3 Um Algoritmo para a equacao de Bottcher

A proposicao a seguir nos mostra como encontrar infinitas solugoes para equagao de Bottcher
(3.5) a partir de uma solucao ja conhecida.
Proposigao 3.6. Seja f uma solucdo qualquer para a equacdo de Béttcher , entdo uma funcdo

g, definida por g(x) := [f(x)]?, onde q é uma poténcia qualquer, também é solugaio.
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Demonstracao. De fato,

Portanto, g(x) = f%(x) satisfaz a equagao ([3.5)).

Vejamos agora um método geral para encontrar uma solucao para a equacao de Bottcher.

Proposicao 3.7. Uma solucdo para a equagao de Béttcher

pode ser obtida se o limite

existe.

Demonstragao. De fato, se o limite

existe, entao temos

flafa) = lim o (o))"
= lim [o"*()]"
—(n+1-1
= i )
—(n+1)+1
= Jim [0+ @)
= Jim [0 (@)
()P
— tim [fam)” |
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Mas, se n — 00, entao (n + 1) — co. Desse modo

Tim [0 @) = fla).
Portanto,
—tme1)]P
flofa) = | lim [0 @) = [f@)

O]

E importante ressaltar que do inicio do capitulo 3 até aqui todo trabalho foi retirado do material

em ([12))

3.7 Aplicacao de Equacoes Funcionais com uma variavel

Apresentaremos uma aplicacao das equacgoes funcionais abordadas com o auxilio das técnicas

vistas no capitulo anterior.

Encontre todas as funcoes f: QT — QT que satisfazem as equacoes abaixo:

a) f(x+1)= f(x)+1, paraz € Q"

b) f(z®) = [f(2)])’, para = € Q*
Demonstragao. Em a), temos a equacao de Abel, com a(z) = x + 1. Note que

alz) =x+1;

2x)=ala(z)=alz+1)=c+1+1=x+2;

a(z) =ad®z) =az+2)=z+2+1=2+3.
O que nos leva a conjecturar

a"(z) =x+n,VneN
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Utilizando inducao matematica sobre n podemos provar a validade da igualdade acima.

i) Para n =1, temos
d@)=z+1=a@) =2+1
ii) Suponhamos que para algum ntimero natural n > 1 vale
a(x)=z+n
iii) Utilizando o item ii), temos
" z)=a(a™(z) =a@+n)=z+n+1l=x+(n+1)

Assim, dado que a igualdade é valida para n natural qualquer, maior do que 1, ela também

sera valida para n + 1. Portanto, de (i), (ii) e (iii) segue do Principio de Indugao Finita que

a"(z) =z +n,Yn e N.

Portanto,
lim a1 (zg) — a™(xo) iy 2O +n+1—2z0—n _1
n—oo a"tl(z) —a(x) nooco x4n+l—ax—n
e o limite
n+1 _an _ _
lim & (x) a(wo):hm r+n—xz9—n R,

n—oco a"tl(z) —an(x) nocz+n+l—z—n

existe para todo z € Q*. Assim, pelo algoritmo de Lévy (3.7)segue que f(x) = x — x¢ é uma
solugdo para a equagao funcional f(z +1) = f(z) + 1. O

Mas, f também deve satisfazer a equacao de Béttcher f(z®) = [f(2)]>.
3

fl(x—10)3) = (x — x0)® & 2 — 32%wo + 322 — 23 — x9 = 2% — 32%20 + 3zl — 2} © 20 =0

Portanto, a fungao f: QT — QT definida por f(x) = x satisfaz as equagoes do enunciado.
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3.8 Equacoes funcionais com radicais multiplos

Como o préprio nome ja sugere, um radical miltiplo é uma expressao na qual um radical estd
contido dentro de um ou mais radicais. Nesta secao, vamos estudar o problema proposto pelo

matematico indiano Ramanujan em 1911.

\/1+2\/1+3\/1+4F

A principio pode nao parecer, mas existe uma equacao funcional escondida nesse radical, conforme

veremos a seguir. Para estudar a expressao acima, devemos inicialmente generalizar o problema.

Assim ficamos com

f(g;):\/1+x\/1+(x+1)\/1+(x+2)ﬁ. (3.10)

Sem se apegar rigor matematico, que nos faria fugir da ideia central desse trabalho, podemos elevar

ambos os membros ao quadrado

[f(fv)rz1+m\/1+(x+1)\/1+(x+2)\ﬁ,

f(x+1):\/1+(:c+1)\/1+(m+2)ﬁ,

desse modo,

1@ =1+ 2r@ ),

onde f(z) > 0. Como podemos observar essa equagao nao faz parte da familia de equagdes fun-
cionais estudadas até aqui. Assim, ndo conhecemos ainda um modo eficiente para encontrar uma

solugado para esta equagao funcional. O resultado a seguir resolve este problema.

Proposicao 3.8. Seja f tal que f(x) > 0 para todo x > 1. Se f € uma solugdo para a equag¢do

funcional

f@] =1+ 2r@ ), (3.11)

80



a qual satisfaz as desigualdades

x—|—1<

5 = flz) <2(z+1), (3.12)

para todo x > 1, entao f(x) =z + 1.

Demonstragao. De fato substituindo = por z + 1 na equacao (3.12)), obtemos

T+ 2
2

< flz+1) <2z +2), (3.13)
De , temos
r@] =1+ 2r@ ),

como x > 1e f(z) > 0, temos

1@ > 5 +es@ ). (3.14)
Por outro lado,
1@] =14 2@ <24 2f@ ). (3.15)
De e (3.15)), temos
%+mf(x+1) <[r@] <2+er@r). (3.16)
Aplicando em (3.16),
%—i—xf(a;—i—l) <[r@)] <2+er@+y) :%H“f <[r@] <2+2+2)
MZJF% < [f(aﬁ)r < 2(1 + 2% + 22)
(z +1)*

L < @) <o+

Extraindo a raiz quadrada em todos os membros desta tltima dupla

r+1

V2
Comparando (3.12) com (3.17)), notamos que o intervalo ao qual f pertence “encolheu”. Assim,

< f(x) < V2(z +1). (3.17)
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aplicando esse mesmo procedimento k vezes chegamos a

(x+1)

MY < fa) < 2 (x4 1).
2%
Quando k — oo, chegamos a

(x+1)
20

<fl)<2® 24+ 1) =>2+1< f(z) <z +1.
Portanto,

flx)y=az+1

O nosso problema inicial representa o caso particular x = 2.

f(2)—\/1+2\/1+(2+1)F:sf(2)—\/1+2\/1+3ﬁ.
\/1+2\/1+3\/F:f(2):2+1:3.

3.9 Equacoes polinomiais

Portanto,

Nesta se¢ao iremos estudar maneiras para encontrar solugoes para equagoes funcionais quando
supomos que tal solu¢ao é um polinémio. Podemos aqui aplicar os métodos vistos nas secoes
anteriores. Porém, vale a pena considerar quais métodos adicionais podemos utilizar quando a
solugéo de uma equacao funcional é um polinémio. Neste caso, consideramos polinémios de uma

variavel real ou complexa com coeficientes reais ou complexos.

A seguir veremos que é possivel usar a equagao funcional para determinar o grau do polinémio.

Suponha que Gr(z) seja o grau de um polinémio f(z). Se

(f-9)(=) = f(z)-9(z)  Gr(f-g)=GCr(f)+Gr(g) (3.18)
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(fog)(x) = flglx)]  Gr(fog)=Gr(f)-Gr(g) (3.19)

Utilizando-se destas férmulas, qualquer equacao polinomial envolvendo as operagoes de multi-

plicagao e composicao nos leva a solucao da equacao a partir do seu grau.

Exemplo 3.2. Encontre as funcoes f : R — R que sao solugdes para a equagdo

flz =1)- flz+1) = f(f(2)), (3.20)

onde f € um polindomio com coeficientes reais.

Seja d = Grf. Por (3.18)) o grau do lado esquerdo da equagao é d + d = 2d. J4& pela férmula
(3.19) o grau do lado direito da equacdo é d - d = d?. Dai, devemos ter:

2d=d?>=d>-2d=0=d(d—2) =0,

donde, d =0 ou d = 2.
Se d = 0, temos que f é um polinémio de grau zero, ou seja, é o polindémio constante f(z) = c.

Assim,
fla=1)-fla+)=f(f@)=cc=flc)=t=c=>c?—c=0=c(c—1)=0,

donde, c=0ouc=1.
Portanto, as funges constantes que sao solugdes para f(z — 1) f(z+ 1) = f(f(x)) sdo f(x) =0¢e
F) =1,

Se d = 2, f é um polindémio de grau 2, ou seja, f(z) = ax® + bx + c;a,b,c € R com a # 0.
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Assim, desenvolvendo o lado esquerdo da equacao funcional, obtemos:

fle=1)- fz+1) = lale = 1)> + bz = 1) + ¢] - [a(z + 1)* + bz + 1) + ¢
=ad*(z - 1)*(z+1)* +ab(z — 1)*(z + 1) + ac(z — 1)* + ab(z — 1)(z + 1)?
+0*(x — 1)(z + 1) + be(z — 1) + ac(x + 1)* + be(x + 1) + 2
=a*(z — D%z +1)% +ab(z® — 1)(z — 1) + ac(z® — 2z + 1) + ab(x — 1)(z + 1)?
+ 0% (x? — 1) + be(z — 1) + ac(z? + 2z 4+ 1) + be(z + 1) + &2
=a?(z? —22° + 1) +ab(a® —2® —x + 1) + ac(z? — 22+ 1)
= tab(a® + 2% — 2 — 1) + 0?22 — 1) + be(z — 1) + ac(z? + 22 + 1) + be(z + 1) +
= a’z* — 2d%2” 4 a® + abx® — abxz® — abx + ab + acx® — 2acx + ac
+ abx® 4 aba® — abx — ab + b*2* — b? 4 bex — be + acx® + 2acx
+ ac+ bex + be + 2
= a®zt + 23(ab + ab) + 2*(—2a + ac + b* + ac)
+ 2(—ab — ab + be + be) + (a® + ac — b* + ac + ¢2).

Logo,

flx—1)- flx+1) = a’z* + 2abz® + (2ac — 2a — 2a®)z* 4 2(2b — 2ab) + (2 + 2ac + a* — b?).
(3.21)

Agora, desenvolvendo o lado direito dela, obtemos:

F(f(@)) = flaa® + bz +c)
= a(az® + bz + ¢)® + blaz® + bz +¢) + ¢
= a(a®zt 4+ 2(bz + ¢)ax® + (bz + ¢)?) + baz? + b*x + be + ¢
= a3zt + 2d%2% (bx + ¢) + a(b*x? + 2bez + 2) + bax® + b2z 4+ be+ ¢
= a3z + 2a%b2® + 2a%ca? + ab®z? + 2abex + ac® + bax? + b2z + be + c.

Assim,

f(f(z) = a®z* + 2abx® + 2a%ca® + ab®z? + 2abcx + ac® + baz? + b2z + be + c. (3.22)
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Das equagoes (3.21)) e (3.22), segue que

a?zt + 2abx® + (b2 + 2ac — 2a2)z% + (2bc — 2ab)z + (¢ + 2ac + a® — b?) =
= a3zt + 2a%ba® + (2a%c + ab® + ba)z® + (2abe + b*)z + (ac® + be + ¢).

Da igualdade de polinémios, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

(1) : a? =a?

(2) : 2ab = 2a%b

(3) : b? + 2ac — 2a? = 2a’c + ab® + ba
(4) : 2bc — 2ab = 2abc + b*
(5):c?+2ac+a®? - =ac? +bc+c

de (1), temos
a?=a=d>-a*=0=a*a—1)=0.
Como a # 0, segue que
a—1=0=a=1.

Assim, fazendo a = 1 em (3) chegamos a

b +2c—2=2c+b+b=b= -2
Agora fazendo a =1 e b = —2 em (5), obtemos

A 424+1—(-22=c—2+c,

e com isso, seque que ¢ = 1. Podemos facilmente verificar que os valores a = 1,b = —2ec =1

satisfazem (2) e (4). Logo, esses valores satisfazem o sistema de equagoes e com isso, obtemos
f(z) =2® -2z +1.

Portanto, as solugoes da equagao funcional sao f(z) =0, f(z) =1e f(x) = 2% — 2z + 1.

O proximo método pra resolver equagoes polinomiais envolve o uso do seguinte principio.
Proposicao 3.9. Suponha que f(x) é um polinémio periddico, isto €, existe algum a # 0 para o
qual f(x + a) = f(x), para todo x real. Entdo, f(xr) = ¢ para todo x, onde ¢ € uma constante

qualquer.
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Demonstracao. De fato, se f é periddica, entao é limitada. Mas isso é impossivel no caso de

polinémios nao contantes, pois tomando um polinémio com coeficientes reais

f(z) = apa™ + an_12" L + - + agz? + a1z + ag

com pelo menos um a; # 0,7 =1,2,3,--- ,n, temos que
li =
Jm /(@)
Portanto, se f(x) é um polindémio peridédico, entdao f(x) é constante. O

Vejamos agora como esse resultado pode ser aplicado as equagoes funcionais. Seja fo(x) uma
solucao de uma determinada equacao funcional polinomial. Seria esta a tnica solucao? Veremos a

seguir que pode haver outras solucdes. Podemos escrever uma solugao geral na forma

f(@) = fo(x) + g(x),

onde g(z) é um polinémio cuja forma deve ser determinada. Pode ser possivel mostrar que g(z)
satisfaz as condig¢oes da proposigao (4.9). Assim, concluimos que todas as solugdes da equagao tem

a forma fo(z) + c.

Exemplo 3.3. Considere a sequinte equagdo
flx4+1) = f(z—1) = 62% + 2. (3.23)

onde f : R — R é uma func¢do. Prove que a fun¢do fo(x) = x3 ndo € a tinica solugio desta equagado.

Inicialmente notemos que fy verifica (3.23)). De fato,

folz) =2 = fole +1) = fole = 1) = (¢ +1)° = (z = 1)°
= fole+1) = folx —1) =2 + 322 + 3z +1 — (23 — 32° + 32 — 1)
= folz+1)—fo(x—1) =2 +32> + 3+ 1 —2®+32° -3z + 1
= fo(z+1) = fo(x — 1) = 62 + 2.

Logo, fo(z) é de fato uma solucao para a equacao dada. De acordo com o fato mencionado acima,

podemos escrever uma solugao geral na forma
f(z) =2+ g(z), (3.24)
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onde g(x) é um polinémio cuja forma deve ser determinada.

Aplicando (3.24) em ({3.23]), temos

flz+1)—flz—1)=624+2= (z+ 13 +gx+1) - [( - 13 +g(x —1)] =622 +2
=3 4322 43+ 1+ga+1)— [z 322+ 32— 1+ gz —1)] = 62% 4 2
=gz+1)—glx—1) =0,

para todo z € R. Logo g(z) é um polindmio que satisfaz as condigdes da Proposigao (3.9), com
a = 2, daf g(z) = ¢, onde ¢ é uma constante qualquer. Portanto, f(z) = 2 + ¢ é uma solugao para
(3.23), onde ¢ é uma constante qualquer.
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Capitulo 4

Problemas Olimpicos

Um dos temas mais desafiadores para um olimpico sdo os problemas sobre equacoes funcionais.
Porém, quase nao existem livros escritos para iniciantes, o que contribui para dificultar mais ainda
a implantacao de um treinamento para a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piblicas
(OBMEP) numa escola que deseja se aventurar no encantador universo das Olimpiadas de Ma-
tematica. Nosso objetivo é mostrar algumas técnicas de resolucao, que podem ajudar a esclarecer
alguma duvidas e assim fazer com que o aluno crie seu préprio arsenal de técnicas para a resolugao

de problemas sobre equagcoes funcionais.
Permita-nos enfatizar que todo este capitulo baseia-se nas referéncias [1], [2], [3], [7] e [12].

Exemplo 4.1. (OBM/2003 - 2% Fase): Determine todas as fungoes f : R* — R* tais que, para
todos x,y € R*:

x
F@) ) = floy) =+ 7 (4.1)
Demonstragao. Fazendo x =y = 1 na equagao dada em (4.1)), temos
11 )
FOFM) - fA-)=7+7= QP -f1)-2=0 (4.2)
Resolvendo a equacao do segundo grau em y = f(1), obtemos f(1) = —1 ou f(1) = 2. Analisaremos

entao os dois casos:
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i) Se f(1) = —1, faca y = 1 na equacgao :
1 N="410 opw)y=as _ ! L) veere
F@IW = fl 1) =T 41 = -2f@) =o+ 5 = fa) =5 (a4 1) o
ii) Se f(1) = 2, faca y = 1 na equagcao (4.1):

PO~ fa ) =T+ - = fa)=rt Ve e R’

Testando f(z) = —3 (z+ 2),Va € R, temos:

_T .,y 1 VW _o (L R R
f@)f(y) — f(zy) y+x<:’< < >><2<+y> <2<$y+a:y>>_y+
S CDIGHEH A
y+—)+= +— =+
y) 2 vy) Yy @
1z 1y 3 1 =z y
R CAT TS B i
1 Yy
@xy—l—f—*
Yy T

Essa dltima igualdade em ¢ falsa para todo reais nao-nulo x,y, Por exemplo, se z = y = 2,

deveriamos ter 2.2 + 2 5 =3 —|— =441 7 = 2, 0 que claramente ¢ um absurdo. Portanto, esse

caso ¢ invalido.

Testando f(z) =z + 1,Vz € R*, temos:

Yy 1 1 r
f(af)f(y)—f(rcy)z+<:>(a;+>(y+>_<y ):+
T Y Ty Yy T
1 1 x
{:}xy+—+g+7_xy_7:7+g
Yy x Ty Ty Yy
T X
LT YTy
y T Yy x

Portanto é valido.

Entao a solucao de (4.1)) é:

1
f(x) :ZE—|—;,\V/:L' e R*
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Exemplo 4.2. (Austrdlia) Para todo inteiro positivo n, temos

1
Y i o+ l4+ -1+ InZ—on+1

fn)

Determine o valor da soma

FO) 4 f(3) 4 -+ - + £(999997) + £(999999).

Demonstra¢do. Lembremos que
a® — b3 = (a—0b)-(a* + ab+b?), (4.3)

basta fazermos agora a = ¢/n+ 1 e b= /n — 1, e a funcao dada pode ser reescrita como

1 a—> a—>b

f(n):a2+ab+b2 B3 - 2

Escrevendo f desta forma, fica bastante claro porque usaremos (4.3)), em seguida voltemos a variavel

n, da seguinte forma

1 a—>b a—>

T a2 4ab+2  (a—b) (a2 +ab+b?) ad—b

fn)

fazendo as substituicao, obtemos

a—>b a—>b a—>b
= G~ asD—m-D 2

Dessa forma

2-fn)=a—-b=vVn+1-+vn—1.

Dai, segue que

2f(1) = V2 -0
2(3) = V4 -2
2f(5) = V6 — V4

2£(999997) = v/999998 — /999996
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Adicionando, membro a membro, as equacoes acima temos

FO) + F(3) 4 -+ + £(999997) + £(999999) = %\3/1000000 = 50.

Exemplo 4.3. Determine todas as fungoes f : R — R tais que
f@=y)?) = (f(@)® = 22f(y) + >
Demonstragao. Fazendo x =y = 0 em (4.4)), temos

F((0=0)%) = (£(0))*> =2-0- f(0) + 0% & f(0) = (£(0))* & £(0) [£(0) — 1] = 0.

Ha, entéo, dois casos:

Caso 1. f(0) = 0. Escolhendo y = = em (4.4)), teremos

7 ((@—2)?) = (F@))? - 22 () + 2> & (f(x) - 2)* = 0.

Dali, temos f(x) = x, onde z é um nimero real qualquer.

Caso 2. f(0) = 1. Novamente escolhendo z =y em (4.4]), teremos

(4.4)

fle—a)) = (f(@)* = 22f(x) + 2° & (f(2)* = 2ef(2) +2® = 1 & (f(z) —2)® =1

Logo, f(z) =z +1ou f(x) =z — 1.
Testando f(z) = x + 1,Vx € R, temos:

F@=9)?) =(f@) —22f@y) +y* e (@—y)? +1=(2+1)? - 22y +1)+y°

s —2ey+yP+1=0>+22+1— 22y — 22+ 9°

2 2

S @-y) =@-y"

Portanto é valido.
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Testando f(z) =z —1,Vx € R

Fle—9?) =(@)? —22f(y) +v* & (@ —y)? —1=(z—1)> —22(y — 1) +¢°
et -2ry—y* —1=2>-20+1-2zy+2r+9°

S@-—y’=(@-y’+2

o que é um absurdo. Entao, as solugoes sdo f(z) =z ou f(x) =z + 1,Vz € R.

Exemplo 4.4. (Sui¢a/99): Determine todas as fungoes f : R* — R satisfazendo:

%f(—x) +f (i) =z, Vo € R*.

Demonstragcao. Uma tatica bem interessante em problemas de equagoes funcionais é tentar “tro-
L na equacéo original,

car’o que aparece dentro de dois f’s de lugar. Nesse caso, fazendo v = —

temos:
() (8) 1 r (s
Dai temos
1
(-t
Substituindo (4.5 na equagao original:
_ 1
lf(—l‘) _|_f <1> — % =z,
x x x
logo
(4.6)

1
2f (—x) = x? — ;,Vl‘ € R*.

fazendo © = —z em (4.6)):
1 1 1
(—)? = — = f(z) = 3 <x2 + w) Vo € R*.

2(~(=2)) = (=)} = —
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Testando, f(z) = % (x2 + %) ,  Va € R* na equacao original, temos:

L4 )= 5 <<—x)2+_1x> v <<i>2+ }) —a

T

- T 1 n 1 n T
bl T
2 222 222 2
S o=
Portanto, a solugao é f(z) = % (332 + %) Vo € R* O

Exemplo 4.5. (Paises Baizos/2014) Determine todas as funcées f : Z — 7 que satisfaz

f(f(m)+n)+ f(m) = f(n)+ f(3m) + 2014, ¥V m,n € Z. (4.7)

Demonstragao. Primeiramente, tome ¢ = 1007 e defina uma funcao auxiliar g : Z — Z por
g(m) := f(3m) — f(m)+2cV m e Z.
Em particular, g(0) = 2¢. Agora a equagao funcional em reescrevemos como
f(f(m)+n)=g(m)+ f(n), ¥V mneclZ
Por inducao em t, segue que
f&f(m)+n)=tgim)+ f(n) V mnteZ (4.8)

De fato, para t = 1 a igualdade em (4.8) é verdadeira pois f(f(m)+ n) = g(m) + f(n) é a nova
forma que reescrevemos a funcao g.

Suponha que a igualdade seja valida para para um certo ¢ > 1, ou seja,

f(tf(m) +n) =tg(m) + f(n)

Vamos mostrar que a igualdade é verdadeira para t 4+ 1. Usando a defini¢ao de g(m), temos

F((t+ 1) F(m) +n) + g(m) — g(m) =: F(f(m) +n+ F(m)) + F(F(m) +n) — f(n) — [F(£(m) +n) — F(n)],

por hipétese de inducao,

tg(m) = f(f(m) +n)+ f(n)
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Mais uma vez, pela definigao de g(m)

tg(m) = f(f(m) +n) + f(n) =:tg(m) = (=g(m)) + f(n) = tg(m) + g(m) + f(n)

Logo,

J(@+1)f(m)+n)=(t+1)g(m)+ f(n).
Asim, (4.8)) é vélido para t 4+ 1. Portanto, pelo principio de inducao finita

f@f(m) +n) =tg(m) + f(n), Vv t €N

Aplicando esse resultado para um certo r nas triplas (r, 0, f(0)) e (0,0, f(r)) no lugar de (m,n,t)

obtemos

Agora se f(0) = 0, e pelo caso particular da fungao auxiliar g, ou seja tg(0) = 2¢ > 0 entao
f(r)=0. 0

Agora se f(0) # 0 a equagao anterior produz g(r) = af(r), onde a = % é uma constante
diferente de zero.

Portanto, da definicao da funcdo auziliar g, temos

af(m)=g(m) := f(3m) — f(m) + 2c & f(3m) = af(m) + f(m) — 2c
< fBm) = f(m)(a+1) = 2¢

& f3m) — 2 = af(m) + f(m) 2~ =
o f(3m) — % — (14 a)f(m)+(1+a) (-f)
& fam) - 2% =@+ 0 (fm) - %)
Logo,
f@Bm)—B=010+a)(f(m)—p5)Y meZ, onde 6:%. (4.9)
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Por inducao sobre k, implica
f@*m)—B=@0-a)*(f(m)—B),Y meZek>0. (4.10)

De fato, para k =0, f(3°m) — 8 = (1+ )(f(m) — B3).
Suponha que a igualdade em seja vdlida para um certo k > 0, ou seja,

fB*m) — B =(1-a)f(f(m)-B),

vamos mostrar que vale para k + 1.

Como 3¥ - m € inteiro pois, 3¢ e m sdo inteiros, pela definicio da funcio auxiliar g(m), temos
F(3m) = B = £(3- (3*m)) = B 1= [(1+ ) (f(3m) - B) + 8] - 8
Dai, pela hipdtese de inducio temos
(L +a)(f@"m) = B)+ 8| = 8= |(1+ @) (1 = ) (f(m) = B) = ) + 8] - 8
Logo,
F3 1 m) — 8 = (1 — )"+ (f(m) - B),
isso mostra que a igualdade ¢ vdlida para k + 1. Portanto, pelo principio de inducdo finita
fB8m) = =1 -a)*(f(m)-B), V k>0

Desde 3 1 2014, existe por um certo valor d = f(a) alcangado por f nao é divisivel por 3.
Agora em (?7?) nés temos f(n+td) = f(n) +tg(a) = f(n) = f(n) +a-tf(a), pois g(r) = af(r),

entao
f(n+td)=f(n)+a-td, V n,teZ. (4.11)

Vamos corrigir qualquer niimero inteiro k com d | (3¥ — 1), o que ¢ possivel jd que (3,d) = 1, pelo
teorema Euler-Fermat (ver Apéndice(5.5])), podemos tomar k = ¢(|d|). Agora para cada m € Z

temos

f(3*m) = f(m) + a(3* — 1)m. (4.12)
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A partir de (4.10) e de (4.12), temos

fBFm) =B = (1—a)*(f(m) - 8) & f(3*m) — B = (1 — ) f(m) — (1 —a)*B
(m)+aB* =1)m -8 = (1+a)f f(m) - B(1+a)f
& aB®—1)m =1+ a)ff(m) - f(m) - B+ )"+
B* = 1)ym = f(m)[(1+a)* —1] = B[(1 + a)* — 1]
& a3 —1m = (1+a)f = 1)(f(m) - B).
Desde a # 0, o lado direito da igualdade nio desaparece com m # 0. Portanto, o primeiro fator

do lado esquerdo também ndo pode desparecer.Seque que,

a3k —1)

7(1—}—01)’“—1 -m + 3.

Note que, (14 a)F —1#0. Com efeito,

a0 1l+a#1+0
o (1+a)k#£1F
s (1+a)k-1+£0.
Entao f é uma funcao linear, digamos

fm)=Am+ 6,V meZ, (4.13)

com algum A € QQ constante.

Conectando (4.13]) em (4.7]), obtemos

f(f(m)+n)+ f(m)=f(n)+ f(3m) +2014 < f(Am+B+n)+ Am+B8=An+ B8+ A-3m+ 3+ 2014
o A’m + AR+ An + fAmM 4+ B = An+ S+ 3Am + [ + 2014
& A2m+ AB —24m — 2014 =0
& (A2 —24)m + AB + 2014 = 0,

como ¢ = 1007, temos
(A2 —2A)m + (AB+2c) =0, Y meZ, (4.14)

que é equivalente a conjuncio de A% =24 e AS = 2c.
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A primeira equagao equivale a A € {0,2}, como ¢ # 0, temos
A=2 ¢ B=c=1007
Isto mostra que f é
f(n) =2n+1007, V n € Z.

Exemplo 4.6. (Crodcia) Determine todas as fungoes f : Z — Z com a propriedade que

fle=fy) = f(f@) - fly) -1,V z,yel (4.15)

Fazendo z =0 e y = f(0) em (4.15), obtemos
FO=F(f(0))) = f(f(0)) = f(f(0)) =1 = f(f(0)) = f(f(0)) = F(£(0)) =1 & f(f(0)) = -1
Fazendo z = — f(f(0)) = f(y) na tltima igualdade temos
fz)=-1,V z¢€2,
Com isso e conectando y = z em ([4.15)), deduzimos que
flz+1) = f(f(x), ¥V =€, (4.16)

Com efeito,

Assim, a equagao em (4.15)) se reduz em

fle—=fy) = fle+1) = fly) -1V z,yeZ (4.17)

Agora trabalhamos para mostrar que f é linear contemplando a diferenca f(x+1)— f(x), V z € Z

Aplicando (4.17)) e (4.16) nesta ordem com y = x, obtemos
fla+1) = f@) = flz - f(z)) + 1,

note que f(x — f(x)) por ¢ f(f(z=1) = f(x)).
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Portanto, f(z+1)—f(z) = f(x—f(x))+1 = f(f(x—1—f(z)))+1. De temos f(z—1—f(x)) =
f(x) — f(z) — 1 =1, que concluimos que f(z —1— f(x)) = —1, dai temos

flz+1) = f(z) + 4,

onde A = f(—1) 4+ 1 é alguma constante.

Agora uma indugao padrao em ambas as diregoes revela que f é realmente linear e desse fato temos
f(x) =Ax+ B,Y x €Z. com B = f(0)
Substituindo esse resultado em (|4.16)), temos
Ar+(A+B)=A%2+(AB+B), V z€Z (4.18)

De fato, A(x + 1)+ B = f(Az +b) = A(Az + B) + B < Az + (A+ B) = A%x + (AB + B).
Denotando z =0 e z = 1 em (4.18) obtemos A + B = AB + B e A2 = A. Com efeito,

(Para z=0) A-0+(A+B)=A>. 0+ AB+B& A+ B=AB + B,

€
(Para z=1) A-1+(A+B)=A*> 1+ AB+ B A+ A+B= A4 AB+ B,
assim
A= AB
2A =A%+ AB

resolvendo, o sistema temos A =1 ou A =0.

No caso A = 1 a primeira equacdo dé B = 1 o que significa que f deve ser uma funcao sucessora,
isto é, f(x) =x+1, V z €Z. Nocaso A =0 a fungdo f é constante, e mostra que seu
valor constante deve ser —1.

Com efeito, conectando f(z) =B, V = € Z em (4.15) temos

fle—=fy) =f(f2) = fly) -1« flz—B)=f(B) - f(B) -1
& B=B-B-1
< B=-—1.

Assim, a solucdo estd completa.
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E imediatamente verificado se ambas as funcées mencionadas na resposta sao as desejadas.
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Capitulo 5

Apeéendice A

Apresentaremos os resultados e as defini¢ées cruciais que serao utilizados em todo ao texto.

Comecemos com a definicdo de pontos aderentes e, a partir deste, definiremos o fecho de um

subconjunto de R (conjunto dos nimeros reais).
Defini¢ao 5.1. (Ponto Aderente) Seja X C R(subconjunto do corpo R). Dizemos que x € R €
ponto aderente a X se existe uma sequéncia (x,) C X tal que limx,, = .

Exibiremos, abaixo, alguns exemplos de pontos aderentes e nao-aderentes a alguns conjuntos.
Exemplo 5.1. Observe que 0 € aderente a X = {% :n € N}, pois (1/n) C X elimi =0.

Exemplo 5.2. O ponto a é aderente a (a,b). Com efeito, a sequéncia (a+%) para n suficientemente

grande estd contida em (a,b) e lim(a+ %) = a. Analogamente, b é aderente a (a,b). Analogamente,

Figura 5.1: a é ponto aderante a (a,b)

prova-se que a e b sao aderentes a (a,b],|a,b), (a,o0),[a,o0], (—o0,b), (—00,b]. Observe que, se

(zn) C (a,b) € uma sequéncia convergente, entao

a<xzp<bV neN=a<limz, <.
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Ou seja, se x € aderente a (a,b), entao x € [a,b], b+ 1 nao € aderente a (a,b). Analogamente, se x
é aderente a (a,00), [a,00) entdo x € [a,o0) e se x € aderente a (—oo, b), (—00, b] entdo x € (—o0, b].
Agora vamos a definigdo de fecho de um subconjunto de R (conjunto dos nimeros reais).

Definigao 5.2. Seja X C R um subconjunto do corpo R. Chamamos o conjunto
X = {x € R: z é ponto aderente a X}

de fecho do conjunto X. Aqui um ponto = é aderente a X se dado € = £(x) > 0, é verdade que
XN(x—e,x+e)#0.
Um exemplo de fecho que sera utilizado neste trabalho é o seguinte:

Exemplo 5.3. Naturalmente sabe-se que Q = R. De fato, sabemos que todo intervalo contém um

numero racional (para mais detalhes ver [9]), sendo assim, dados x € R e € > 0, tem-se
(z—ez+e)NQ#0.

Logo, € Q, ou seja, Q = R.

Discutiremos a seguir defini¢oes e resultados sobre sequéncias de niimeros reais.

Defini¢ao 5.3. Uma funcao = : N — R dada por xz(n) = x,, para todo n € N, é denominada
uma sequéncia de nimeros reais. Neste caso, a imagem x, de um dado niimero n € N é chamada

n-ésimo termo da sequéncia x : N — R.

Notagoes: = = (zp)nen, (71,22, ..., Tn,...) ou (x,), esta ultima quando nao houver possibilidade

de confusao.

Neste texto, também precisaremos da definicdo de limite de uma sequéncia constituida de

numeros reais.

Definigao 5.4. Seja (z,,) uma sequéncia. Dizemos que o limite de z,, é x € R se dado € > 0, existe
N € N tal que

para todo n > N,com n € N,tem-se z,, € (r — &,z +¢).

Neste caso, escreveremos lim z, = x ou x, — x. E comum dizermos, nestas condicoes, que x,
n—oo

tende para x.
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Figura 5.2: limz,, = x é ponto aderante a (a,b)

Permita-nos informar que é possivel definir ponto aderente através do conceito de sequéncias.

Mais especificamente, temos o seguinte resultado.
Teorema 5.1. Seja X C R. FEntao, x € R € ponto aderente a X se, e somente se, existe uma
sequéncia (zy) C X tal que lim x, = x.
n—o0
Um outro conceito que sera utilizado ao longo da dissertagao seréd sobre fungoes continuas.

Definicao 5.5. Sejam f: X — R ey € X. Dizemos que f é continua no ponto y € X se, dado
e > 0, existe § > 0 tal que

VaeXcom|r—y|<d, tem-se |f(z)— f(y)| <e.

Figura 5.3: continuidade em y € X

Dizemos que f é uma funcao continua em X, ou simplesmente continua, se f é continua em cada

ponto de X.
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Exemplo 5.4. A solu¢io da E.D.O y' = ky a funcdo f(z) = e* ¢é uma funcio continua.

Uma caracterizagao para continuidade pode ser atribuida ao seguinte Teorema (ver [5]).

Teorema 5.2. Efato que f: X — R ¢é continua emy € X &V (z,) € X com lim z, =y,

n—o0

tem-se lim_f(za) = /().

Demonstragao. =) Suponha que f é continua em y € X. Seja (z,) € X com limz, = x Dado

€ > 0, existe § > 0 tal que
VzeX com |x—y|<d, tem—se |f(x)— fly)| <e.
Como limz,, = z, entao 3 N € N tal que
V n> N, infere—se |x,—y|<0J.
Dai,vn > N , concluimos que
[f(2n) = fy) <e,

ou seja, lim f(zn) = f(y).

<) Suponha que f é descontinua em y € X. Assim 3 & > 0 tal que, dado 6 > 0, encontra-se
xs € X com |x5—y| e |f(xs) —f(y)] >e.
Faca 6 =1,1/2,---,1/n,--- com n € N. Portanto, existe (z,,) C X tal que
1
0 fen—yl< o e If(zs) — f) 2=

Pelo Teorema do Sanduiche, temos que limz, = y e |f(z,) — f(y)| > e. Se lim f(z,) = f(y)

teriamos entao que

0 =lim|f(zn) = f(y)] = &,

ou seja, € < 0. Isto é um absurdo. Dessa forma, f é continua em y. O

O conceito de fung¢ao mondtona também desempenhard papel importante em nosso trabalho.
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Definigao 5.6. Seja f : X — R. Dizemos que f é ndo-decrescente (respectivamente, nao-crescente)
se x,y € Xcomz < y = f(z) < f(y) (respectivamente, f(z) > f(y)). Se z < y = f(z) <
f(y) (respectivamente, f(z) > f(y)), dizemos que f é crescente (respectivamente, decrescente).

Em qualquer destes casos, f é dita uma funcao mondtona.

Exemplo 5.5. Seja h: R = R%, h(z)=log, xa.
Para a #0, a# 1, para x1 < z2, log,x1 <log, xa.

A seguir no espectro do estudo de fungées, precisaremos dos conceitos a seguir.

Definigao 5.7. Uma fungao f : X — R chama-se limitada inferiormente (respectivamente, supe-
riormente) se f(X) C R é um conjunto limitado inferiormente (respectivamente, superiormente).
f é dita limitada quando esta ¢é limitada inferior e superiormente. Aqui, dizemos que um conjunto
X C R ¢ limitado inferiormente (respectivamente, superiormente) se existe ¢ € R (respectiva-
mente, existe d € R) tal que ¢ < x (respectivamente, x < d), para todo z € X. Neste caso, ¢

(respectivamente, d) é denominado cota inferior (respectivamente, cota superior) de X.

Exemplo 5.6. N ¢ limitado inferiormente por 1, R_ € limitado superiormente por 0 e X =
{1/n : n € N} ¢ limitado inferior e superiormente, respectivamente, por 0 e 1. Os intervalos

(a,b),[a,b], (a,b],[a,b) sio conjuntos limitados por a e b.

Por fim, precisaremos das definigoes das fungoes seno e cosseno hiperbdlicos.

Definicao 5.8. As fungoes senh, cosh : R — R dadas por

senhx:eT e cosh:)::%, Vr € R,

sao denominadas seno e cosseno hiperbdlicos, respectivamente.

Definicao 5.9. A partir da definicao acima, considere as sequintes propriedades:

cosh(u + v) = coshucoshv + senhusenhv, Yu,v € R

senh (u + v) = senhucoshv + senhvcoshu, Yu,v € R.
Esta regra para dedugao desta formula é conhecida como Regra de Osborne (para mais detalhes ver

[8))

Agora estabeleceremos a definigao precisa de Integral de Riemann. Para este fim, comecemos

com as definicoes de supremo e infimo de conjuntos de ntimeros reais.
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Defini¢ao 5.10. (Supremo) Seja X C R um conjunto nao-vazio e limitado superiormente. O
supremo do conjunto X, denotado por sup X, é definido como sendo a menor das cotas superiores

de X, ou seja,

i) sup X é cota superior de X;
ii) se y é cota superior de X, entao sup X < y.

Obs 5.1. O item i) pode ser substituido por uma das seguintes afirmagoes equivalentes:
i’) sey <supX entdo y nao € cota superior de X;

it”) Dado € > 0, existe x € X tal que sup X —e < x.

Figura 5.4: Visualizacao do item ii”)

Definic¢ao 5.11. (fnﬁmo) Seja X C R um conjunto nao-vazio, limitado inferiormente. O infimo

de X, denotado por inf X, é definido como sendo a maior das cotas inferiores, ou seja,

i) inf X é uma cota inferior de X;
ii) Se y é cota inferior de X, entdo y < inf X.

Obs 5.2. O item ii) da Defini¢ao ((5.11]) pode ser substituido por um dos seguintes itens equivalentes:

i’) seinf X <y entdo ndo é uma cota inferior de X ;

ii”) se y € cota inferior de X, entdo x < inf X + €.

Figura 5.5: Visualizagao do item ii”)

Agora, vejamos o que chamamos de partigdo de um intervalo.
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Definicao 5.12. Um subconjunto finito P = {t, t1, ...,tn} C [a, b] do intervalo [a, b] é denominado
uma particao deste intervalo se a,b € P. Por convencao, consideraremos que a = tg < t; < ... <

ty = b. Denotaremos a particao P por

P:a=thy<t1 <..<ty=0b.

Abaixo, definimos somas inferior e superior.

Definicao 5.13. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Definimos as somas inferior e superior
de f em relagao a particao P:a:ty < ... < ty = b, respectivamente, por
N N

TPy =N "ml(ti—tic1) e ST(P)=>M/(t:i —ti-),

i=1 i=1

onde m{ =inf{f(z):z € [t;i—1,ti]} e le =sup{f(z):z € [ti-1,ti]}, Vi=1,2,...,N.

Vejamos como definir integrais inferior e superior.

Definigao 5.14. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. As integrais inferior e superior de f sao

definidas e denotadas, respectivamente, por

b b
/ f(z) dx =sup{s/(P): P particio de [a,b]}, / f(z) dx=inf{S/(P): P particio de [a,b]}.

Abaixo, estabelecemos o que significa uma fungao real ser integravel a Riemann.

Defini¢ao 5.15. Seja f : [a,b] — R limitada. Dizemos que f é integrdavel a Riemann, ou simples-

/abf=/abf.

Neste caso, definimos e denotamos a integral de f por

/abfz/:fz/abf-

Enunciaremos, agora, o Teorema Fundamental do Célculo e o Teorema da Mudanca de Varidveis.

mente integravel, se

Para este fim, precisamos estabelecer as definigbes de limite e derivabilidade.

Definicao 5.16. Seja f: X — R uma fungao real, onde X C R. Seja y € X \ {y}. Dizemos que
[ € R é o limite de f(x) quando x tende a y, se dado € > 0 existe § > 0 tal que para todo x € X

que satisfaz 0 < | — y| < 0, tem-se |f(x) — | < e. Neste caso, escrevemos lim f(z) = .
Ty

106



Definicao 5.17. Sejam X C R, y € X N (X \ {y}) e f: X — R. Dizemos que f é derivavel em

y € XN(X\{y}) se
i 48 = f(y)

Ty Tz —y
existe. Dizemos que uma funcao f : X — R é derivavel se f é derivavel em cada ponto y €
X0 (X {wh).

Lembremos que toda funcao continua ¢é integravel.

Teorema 5.3. (Teorema Fundamental do Célculo). Sejam I C R um intervalo e y € I um ponto
fixo. Considere as funcgoes f,g : I — R, onde f € continua em I. Entdo, sao equivalentes 0s

segquintes itens:

i) g(x)—g(y)+/xf(t) dt, Vo el

i) ¢'(z) = f(z), Vo el

Em palavras, g € uma integral indefinida de [ se, e somente se, € uma primitiva para esta mesma

funcdo.

Demonstragao. i) = ii) Sejam z,z + h € I. Assim, por propriedade da Integral a Riemann (ver

em [5]), concluimos que

s+ [ T (o + [Caoa) [ s i
h - h

/ - [ [ e

) h B h
/yZ+ F /:+h f(z)
o h

_ /Z*h [ = ()
: no

9(z+h) —g(2)
h

—f(z) =

A integral de f existe, pois f é continua, pois toda fungao continua é integravel ver mais em ([5]).

Além disso, dado € > 0, existe § > 0 tal que

paratodo x €I, com |x—y|<d, tem —se |f(x)—1f(z)] <e
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Dessa forma, por propriedades de integral (ver em [5]), com 0 < |h| < e z+ h € I, inferimos

S \—\/Hh s TANEE

<‘7
=1n

€< ‘h’\hk—a

z

pois 0 < |h| < § implica em |z — z| < §, para x entre z e z + h. Assim sendo,

‘g (z+h) —g(2)

- 1) =0,

h—>0
isto é,

g(z+h) —g(2)

¢(2) = lim — f(2).

h—0

i) = i) Reciprocamente, suponha que ¢'(z) = f(z), V 2z € I. Defina A : I — R por
€T
x) —/ fi vV xel
y
Analogamente ao que foi feito acima,
N(z)=f(z), V z€l.

Dessa forma, como por hipétese, ¢'(x) = f(z), para todo x € I, temos N (z) = ¢'(x), isto é,
(A —9)'(z) = 0. Como toda fungdo que possui derivada nula é constante, (ver em [5]), concluimos

que A(x) — g(x) = k, para todo = € I, onde k é constante. Como

Y
k=Xy) —9gly) = </ f> —9(y) = —9(y),
y
por propriedade da Integral a Riemann (ver [5]), entao,

o@) =Na)~k=gw)+ [ [ ¥ vel
Yy

Uma aplicagao do Teorema Fundamental do Célculo bastante utilizada é a seguinte

Teorema 5.4. (Teorema da Mudanca de Varidveis). Sejam f : [a,b] — R continua e h : [¢,d] —
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R € C! (isto é, derivdvel com derivada continua), com h([e,d]) C [a,b]. Entao,

/}:C()d) f= /Cd(f oh)h'.

Demonstragao. Usando o Teorema (j5.3)), concluimos que

h(d)
| = sty - athe)).
onde g é a primitiva de f em [a,b]. Pela regra da cadeia (ver [5]), concluimos que

(goh)(z) =g (h(x))l () = f(h(x))h(x), ¥ @ € [a,b].

Portanto, g o h é a primitiva da fungéo (foh)oh’: [c,d] — R, a qual é continua, pois f é continua

e h é continua com derivada continua.

Novamente, usando o Teorema chegamos ao seguinte resultado:

S~—
\
Q
—~
>
—~
o
S—
SN—
Il
r\
=
&
b

d
/Xfomwzgomagomazgmw>

Por fim,

/cd(foh)h’:/h:;l)f.

Para concluir este capitulo enunciaremos a definicdo de sistema completo e o sistema reduzido

de residuos médulo m, e com isso provaremos o teorema de Euler/Fermat.

Definigao 5.18. (Sistema Completo de Residuos). Um sistema completo de residuos mddulo m é

qualquer lista de inteiros ai,--- ,a, dois a dois incongruentes.

Definicao 5.19. (Sistema Reduzido de Residuos). Um sistema reduzido de residuos modulo €

qualquer lista de inteiros r1,--- ,rs, tais que:

i) (r;,m)=1,V i=1,---,s, onde (r;,m) é o M.D.C entre r; e m;

ii) r; Z7r; mod m, se i # j;
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iii) Para cada n € Z primo com m tem-se que n =ry mod m, para algum i =1,--- | s.

Exemplo 5.7. 0,1,2,3,4,5,6,7 forma um sistema completo de residuos mddulo 8. Portanto

1,3,5,7 € um sistema reduzido de residuos mddulo 8.

Teorema 5.5. (Teorema de Euler - Fermat). Sejam m,a € N com m >0 e (a,m) = 1. Entdo

a?m =1 mod m.

Demonstragdo. Seja r1,- -,y um sistema reduzido de residuos médulo m (ver |5.19)).
Entao ary,- -, ary(y) também € um sistema reduzido de residuos modulo m.
Logo,

a?m) gy Tom) = (ar1). -+ (arpm)) =7T1.-++ Tpam)y — mod m
Portanto

afm =1 mod m.

32014

Exemplo 5.8. Determinar o resto da divisao de por 28.

Sabemos que

3#(28) =1 mod 28

Como
0(28) =22 7)=2"-1"-2-1)- (T-1)=12
Temos
32 =1 mod 28
Portanto

32000 = (3)17 =1 mod 28 = 3201 = 32001310 =310 =25 mod 28

Com isso o resto da divisdo de 3204 por 28 é 25.
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