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RESUMO

MARTINS, A. C. Aplicacoes das equacoes diferenciais ordinarias: uma motivacao para o
estudo da matematica do ensino basico ao superior. 2025. 93 p. Dissertacao (Mestrado em
Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2025.

Esse trabalho destaca a relevancia e versatilidade das equacdes diferenciais ordindrias utilizado na
andlise e previsdo de comportamentos, oferecendo uma abordagem tedrica basica e pratica dessa
area. Especificamente, exploramos os conceitos fundamentais da teoria de equagdes diferenciais
de primeira ordem e sua aplicabilidade em diversas dreas e algumas técnicas de resolu¢dao. Além
disso, apresentamos aplicacdes cotidianas no qual o método € utilizado. Finalmente, abordamos

uma proposta para introduzir esses conceitos no Ensino Médio.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordindrias, Aplicacdes de EDO’s, Métodos de resolugdo
de EDO’s, Aplicagdo de EDO no Ensino Basico.






ABSTRACT

MARTINS, A. C. Applications of ordinary differential equations: a motivation for the study
of mathematics from high school to graduate school. 2025. 93 p. Dissertacdo (Mestrado em
Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2025.

This work emphasizes the relevance and versatility of ordinary differential equations used in
the analysis and prediction of behaviors, offering a basic theoretical and practical approach to
this field. Specifically, we explore the fundamental concepts of first-order differential equation
theory and its applicability in various areas, along with some solution techniques. In addition, we
present everyday applications where this method is used. Finally, we propose a way to introduce

these concepts in high school education.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Applications of ODEs, Resolution Methods for
ODE:s, Application of ODEs in high school.






LISTA DE ILUSTRACOES

Figural — Diagrama de forcas: Corpoem quedalivre . . . . . ... ... ... .... 22
Figura2 — A suposi¢do mais simples para f(P) é uma linha reta (cor verde) . . . . . . 24
Figura 3 — Etapas do processo de modelagem com equagdes diferenciais . . . . . . . . 54
Figura4 — Diagrama de forcas: corpo em um planoinclinado . . . . . ... ... ... 60
Figura5 — Curvadecrescimento P(f) . . . . . . . . . .o 62
Figura 6 — Curva de exposicdo do anincio P(£) . . . . . . . . .o v i i i 64
Figura 7 — Curvas de crescimento do peso dos peixes p(f) variandoae S . . . . . .. 67
Figura8 — Curvado fluxo de trocade moedasn(z) . . . . ... ... ... .. ..... 70
Figura9 — Modelo de crescimento econdmicode Solow . . . . . ... ... ... ... 74
Figura 10 — Aplicacdo do modelo de crescimentode Solow . . . . . . .. .. ... ... 76
Figura 11 — Representacdo grafica da curvada fungdo f(¢) . . . .. ... .. ... ... 78

Figura 12 — Derivada de f() como inclinagdo da reta tangente em um determinado ponto 78

Figura 13 — Area abaixo do gréfico de uma funcio f(¢) definida em um intervalo . . . . 80

Figura 14 — Aproximacdo da drea por 10 retangulos . . . . . . . .. ... ... .. ... 80






SUMARIO

2.1
2.2
2.2.1
2.2.2
2.2.3
2.2.4
2.2.5
225.1
2252
2.3

3.1
3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.1.4
3.2
3.2.1
3.2.2
3221
3.2.3
3.2.4

4.1
4.2
4.3
4.4

INTRODUCAO . . . . .t ittt e et e e e e e e e 17

EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA E PROBLEMAS CONCRE-

TOS . . e e e e e e e e e e e e e 19
Equacao Diferencial Ordinaria . . . . . . ... ... ... ........ 19
Problemas Concretos de EDO . . . . . . .. ... ... ......... 21
Capitalizacao Continua . . . . . . ... ... ... .. .......... 21
Corpos em Queda e Resisténciadoar . . . ... ... ......... 21
Disseminacao de uma Doenca . . . . . ... ... ........... 22
Lei de Newton do Esfriamento / Aquecimento . . ... ... . ... 22
Dinamica Populacional . . . . . .. ... ... .............. 23
Modelo de Malthus . . . . . . . . . . . . . ... ... 23
Modelo de Verhulst . . . . . . . . . .. .. ... 24
Teorema de Existéncia e Unicidade . . . ... ... .......... 25

EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM E METODOS

DE RESOLUCAO . . . .. .. i ittt et e e i 29
Equacdes lineares . . . . . . .. ... .. o 29
Equacées lineares homogéneas . . . . . . . .. ... ... ....... 30
Equacées lineares nao homogéneas . . . ... ... ... ....... 32
Equacao de Bernoulli . . . . . ... ... ... ... ... . ... ... 35
Equacado de Ricatti . . .. ... ... ... ... ... ... . ..., 37
Equacdes nao lineares . . . . . .. ... ... L. 39
Equacbes exatas . . . . . . . . .. ... 39
Equacoes com Variaveis Separaveis . . . ... ... .......... 43
Equacbes autbnomas . . . . . . . ... e e 46
Homogénea . . . . . . . . . . . . . .. ... 47
Fator Integrante . . . . . . . . . ... ... 49
ALGUMAS APLICACOES . .. .. ... ... ..., 53
Lei de Newton do Esfriamento e Aquecimento. . . . . . . ... ... 54
Corpo em queda livre com resisténciadoar . ... .. .. ... ... 56
Movimento de um corpo em plano inclinado . . . . . ... ... ... 59

Dinamica populacional . . . . . ... ... ... oL 61



4.4.1
4.4.2
4.5
4.6
4.7
4.8
4.8.1
4.8.2
4.8.3

5.1
5.2
5.3
5.3.1
5.3.2
5.4

5.5

Modelo de Malthus . . . . . . . . . . . . . . .. ... . ... .. 61

Modelo de Verhulst . . . . .. ... ... ... ... ........... 62
Piscicultura . . . . . . . . . ... 65
Idade de Féssil . . . . . .. ... .. ... ... 67
Fluxode Moedas . . . .. .. ... ... ... ... .. ... . ..... 68
Crescimento Econ6mico . . . ... ... ... . ... .......... 70
Funcao de Producao . . ... ... ... ... .. ... ... ...... 70
Funcao de Acumulacéao de Capital . . . . .. ... ........... 72
Modelo de Solow . . . . ... ... .. ... ... ... ... ...... 73

EQUACOES DIFERENCIAIS APLICADA AO ENSINO BASICO . 77

Derivada . . . . . . . . . . ... 77
Integral . . . . . . ... 80
Motivacao para o estudo de equacao diferenciais . . . .. ... . .. 82
Idade de Féssil . . . . ... ... ... . . . . .. ... ... 83
Variacao de temperatura de um corpo com o meio . . . . . ... .. 85

Proposta didatica: Introducao as Equacdes Diferenciais no Ensino
Médio . . . . . . . . 87

Consideracoes Finais . . . . . . .. ... ... ... ... 90

REFERENCIAS . . . . . . o e e e e e e e e e s e s s s s 93



17

CAPITULO

INTRODUCAO

As equacdes diferenciais desempenham um papel essencial na descri¢do e compreensao
de uma enorme quantidade de fen6menos em dreas como fisica, biologia, engenharia, entre

outras ciéncias aplicadas. Atraindo assim, além de matematicos, profissionais de diversas areas.

Essa interdisciplinaridade de problemas do mundo real que podem ser modelados, de
acordo com leis fisicas, permitem a traducdo de fendmenos naturais € do nosso cotidiano
em equacOes matematicas. Assim, € possivel analisar e prever comportamentos em diversas

circunstancias, auxiliando nas tomadas de decisoOes.

Apesar de sua importancia, o ensino das Equacdes Diferenciais fica restrito somente ao
ensino superior, ndo sendo abordado na educacio bésica. No entanto, as possiveis aplicabilidades
podem tornar mais envolvente o estudo da matematica até mesmo no Ensino Médio. Assim, como
podemos entdo tornar o aprendizado das Equagdes Diferenciais mais acessivel e motivador para
diferente publicos, desde alunos do ensino médio, professor da educagdo basica e ingressantes

no ensino superior?

Diante desse desafio, esse trabalho de dissertagdo busca possibilitar o estudo da mateméa-
tica aplicada aproximando os conceitos matematicos do publico-alvo, mostrando sua utilidade
prética em diversas dreas do conhecimento no nosso cotidiano. Ainda, o trabalho fornece recursos
e estratégias didaticas para que professores do ensino bdsico possam introduzir esse conceito de

forma intuitiva e contextualizada.

Dessa forma, esse trabalho busca atingir alunos do ensino médio, para que possam
compreender como a matemaética aplicada também esta presente no dia a dia e como essas
situacdes podem ser modeladas; professores da educagdo bdsica, como uma estratégia didatica
para ensinar os conceitos de EDOs e conceitos prévios necessarios de forma acessivel; e alunos

ingressantes no ensino superior, especialmente alunos em cursos das dreas das exatas.

Assim, o objetivo desse trabalho € introduzir conceitos importantes das equacdes diferen-
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ciais ordindrias de primeira ordem, além das propriedades e possiveis aplicacdes no mundo real.
Nosso estudo esta dividido em quatro capitulos, além do Capitulo 1, voltado para a Introducdo.

A seguir, descreveremos brevemente os conceitos abordados em cada um deles.

No Capitulo 2, iniciamos com a defini¢do de equagdes diferenciais e apresentamos alguns
problemas concretos que podem ser modelados através das equagdes diferenciais. Esse capitulo
foi baseado principalmente em (ZILL, 2003), (SILVA, 2020) e (JUNIOR, 2013).

No Capitulo 3, apresentamos alguns métodos de resolucdo para equagdes diferenciais
de primeira ordem, bem como, exemplos de cada um deles. Esses métodos foram baseados em
(SILVA, 2020), (JUNIOR, 2013), (NOBREGA, 2010), (YARTEY; RIBEIRO, 2017).

No Capitulo 4, apresentamos diversas aplicacdes de equacdes diferenciais em problemas
de contexto real, que permitem a utiliza¢do dos métodos de resolucdo estudados no Capitulo 3.
As aplicacgoes escolhidas para mostrar o método envolvem desde problemas mais simples, até
aplicacdes mais complexas, nas quais € necessdria uma contextualizac¢do da teoria aplicada. Nesse
capitulo, a gama de aplicacdes das equagdes ordindrias foi baseada em (ZILL, 2003), (ZILL;
CULLEN, 2009), (CILDOZ; PALOMINO, 2017), (COSTA; SANTOS, 2024) e (STEWART,
2013a).

No Capitulo 5, apresentamos uma proposta de como poderia ser introduzido o conceito
basico de equagdes diferenciais e suas aplicagdes no Ensino Médio. Esse capitulo foi baseado
em (STEWART, 2013a) e (STEWART, 2013b).
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CAPITULO

EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA E
PROBLEMAS CONCRETOS

As equacdes diferenciais t€ém um papel importante na modelagem de diversos fenomenos,

auxiliando o entendimento desses acontecimentos, normalmente, no decorrer do tempo.

Nesse capitulo, apresentamos conceitos importantes das equacdes diferenciais visando
criar uma base para o entendimento dos métodos de resolucdo. Ainda, sugerimos algumas
aplicagdes cotidianas em que as equacdes diferenciais podem ser utilizadas. Esse capitulo foi
baseado principalmente em (ZILL, 2003), (SILVA, 2020) e (JUNIOR, 2013).

2.1 Equacao Diferencial Ordinaria

Definicao 1. Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) é uma equacdo que envolve um funcao

y(t), e suas derivadas em relagdo a uma unica variavel independente ¢, da seguinte forma:
F (1,30, 03" (1), (1)) =0, .1

E comum, na teoria de EDO, a equagdo (2.1) ser representada da seguinte forma

YO0 = £ (1305 03" V(1)) 22)

Observacao 1. De modo a facilitar a notagéo, podemos escrever y = y(¢), e neste caso a equagio

(2.2) assume a forma:
W= (t,y,y',---,y(”’”> :
Vejamos, a seguir, alguns exemplos de equacdes diferenciais ordindrias.
1.y =5y+7
2.y" —7y"+15y —9y =0
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3.0+ 1=)

4. ty' + 3y = cos(t)
5.0/ + () +1y=y
6. (1—1y)y' =y

As equagdes diferenciais ordindrias podem ser classificadas quanto a ordem, grau e

linearidade. Apresentamos, a seguir, os exemplos citados para exemplificar as classificagcdes.
Definicao 2. A ordem de uma EDO € determinada pela derivada de maior ordem que aparece na

equagio.

As equacdo 1, 3, 4 e 6 sdo de primeira ordem, ja a equacdo 5 € de segunda ordem e a

equacao 2 € de terceira ordem.
Definicao 3. O grau da EDO refere-se ao expoente que aparece na derivada de maior ordem da

equacao.

As equacdes 1, 2, 4 e 6 s@o de grau 1, enquanto a equacgdo 3 € de grau 2 e a equagdo 5 é

de grau 3.

Definiciio 4. Dizemos que uma EDO ¢ linear em y") (), y(*=1) (1),...,y(t),y(t) se puder ser

escrita da seguinte forma

an(O)y" (1) +an_1 ()Y (@) + -+ ar ()Y (6) + ao(t)y(t) = g(1),

ou seja, os coeficientes a,(t),a,—1(t),...,a0(t) dependem somente da varidvel independente ¢.

Os exemplos t€ém como equagOes lineares as equagdes 1, 2 e 4. As equacdes 3,5¢ 6
nao sdo lineares pois suas derivadas ndo possuem grau 1. Ainda, a equacao 6 nao € linear por

apresentar um de seus coeficientes dependendo de y em tyy'.

Definiciio 5. A solucdo de uma EDO é dada por uma func¢do y = y(¢) que juntamente com as

suas derivadas satisfazem a equacao diferencial.

Exemplo 1. Seja a equacao diferencial dada por
Y'=2'+y=0. 2.3)
Observamos que y = re' é solu¢io dessa equagdo. De fato, temos que
y/ = +te
V' =2¢ +te

Logo, y' —2y' +y=2¢ +te' —2(e' +te') +te' =0.
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Portanto y = te' é solug@o da equagio diferencial (2.3) pois ela e suas derivadas satisfazem
a equacio.
Exemplo 2. Seja a equacdo diferencial dada por

7

y"+y =0. (2.4)

Observamos que y = cos(?) € solugdo dessa equagdo. De fato, temos que
y = —sen(t)

" = —cos(t)

" = sen(t)

Logo, y"'+y' = sen(r) + (—sen(z)) = 0.

Portanto y = cos(t) é solug¢ao da equacido diferencial (2.4) pois ela e suas derivadas

satisfazem a equacio.

2.2 Problemas Concretos de EDO

2.2.1 Capitalizacao Continua

A taxa de rendimento em capitalizacdo continua tem seu crescimento proporcional ao
capital M(r), isto é
M (t)=i-M(t)

onde i € taxa de juros do instante da capitalizacao.

Suponhamos que uma aplicacao financeira tenha uma capitaliza¢do continua mensal de

0,5%. Como M(t) é o montante no instante ¢, entdo:

M'(t) =0,005-M(t).

Ainda, se mensalmente depositarmos um valor fixo M|, entdo podemos escrever como

M'(t) =0,005-M(t) +M,.

2.2.2 Corpos em Queda e Resisténcia do ar

Considere um corpo em queda livre, sob certas condi¢des de gravidade e resisténcia do
ar. Observamos que a gravidade age a favor da queda enquanto a resisténcia do ar € uma forca
contrdria a0 movimento de forma que sejam proporcionais a velocidade. Seja h(t) a altura do

objeto em relagdo ao solo em um determinado instante ¢.
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Figura 1 — Diagrama de for¢as: Corpo em queda livre

Fonte: Elaborada pelo autor.

Obtemos pela 2* lei de Newton (F' = m - a) a equagdo do movimento:
res. ar
peso

m-h"(t)=m-g—k-It),

onde m é a massa do corpo; g > 0 € aceleracdo da gravidade e k > 0 € a constante da resisténcia

do ar, 1'(t) é a velocidade e i () é a aceleragdo.

2.2.3 Disseminacao de uma Doenca

A disseminacao de uma doenca infectocontagiosa € dada pelo contato com pessoas com
a doenga. Em uma comunidade, denotamos o nimero de pessoas infectadas por x(z) e o nimero
de pessoas que ainda ndo foram expostas por y(t), e consideramos que a taxa de contaminacao
seja proporcional ao nimeros de interagdes entre os dois grupos. Ou seja, a taxa de contaminagao

¢ proporcional tanto a x(¢) quanto a y(¢), entdo

X (1) =k-x(t) - y(t),
onde k € uma constante de proporcionalidade.

Dada uma comunidade de n pessoas ndo contaminadas e introduzimos uma pessoa
infectada, entdo
x(t)+y(t)=n+1.

Assim

R\
~—
=~
~—
|

k-x(t)-(n+1—x(t))
x(0)=1
Observamos que, ao longo do tempo a quantidade de pessoas da comunidade nao se

altera, no entanto, acontece uma diminui¢do do ndmero de pessoas que ainda ndo foram expostas,

y(t), e assim, um aumento no nimero de pessoas contaminadas x().

2.2.4 Lei de Newton do Esfriamento / Aquecimento

Em um corpo, a taxa de varia¢do de temperatura 7 (¢) em um instante ¢ é proporcional

a diferenca da temperatura do corpo pela temperatura do meio em que o corpo se encontra.
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Considerando a temperatura ambiente constante denotada por 7,, modelamos a situacao pela
seguinte equagao
T'(t)=—k(T(t)-T,), k>0

de forma equivalente, reescrevemos como
T'(t)+kT(t) — kT, =0,

onde k é uma constante de proporcionalidade.

Adotamos k com sinal negativo na equagdo acima pelo fato de que o calor flui da fonte
quente para fonte fria. Entdo, quando a temperatura do corpo € maior ao comparada com a
temperatura do ambiente, ocorre uma perda de calor do corpo para o meio, e assim, uma variagao

negativa. Como o fator (T — T;) € positivo, devemos multiplicd-lo por um valor negativo.
T(t) > T, = corpo perde calor = T'(t) — T(f) <0, set >F=T'(t) < 0.

No entanto, quando a temperatura do corpo € menor ao comparada com a temperatura do
ambiente, ocorre um ganho de calor do corpo, e assim, uma variagdo positiva. Como o fator

(T —T,) é negativo, devemos multiplica-lo por um valor negativo.

T(t) < T, = corpo ganha calor = T(t) —T(f) >0, set >f=T'(t) > 0.

2.2.5 Dinamica Populacional
2.2.5.1 Modelo de Malthus

A primeira modelagem matematica da dindmica populacional de um local, traz a hip6-
tese de que a taxa de crescimento populacional em um determinado instante € proporcional a
populagdo P(t) local naquele instante. No entanto, a varia¢do populacional é dada pela diferenca

entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade, ou seja,
P (t) = kyP(t) — kyP(t) = (kn — ki) P(2),

ou ainda,
P'(t)=kP(t), k>0

sendo k, a constante de proporcionalidade da taxa de natalidade, &, a constante de proporciona-

lidade da taxa de mortalidade e k = k, — k,,,. Vejamos entdo que,
ky >k, = k > 0 = populagdo cresce
kn <k, = k < 0 = populacio decresce.

Observamos que esse modelo ndo considera fatores que afetam a populacdo, tais quais
emigracdo e imigragdo, alguns tipos de doencgas, fatores limitantes do meio ambiente, entre

outros. Sendo assim, esse modelo pode ser til em um curto periodo.
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Tendo em vista as restricdes do modelo de Malthus para taxa de crescimento populacional,
o modelo de Verhulst traz um modelo mais preciso ao considerar os fatores externos que

influenciam o crescimento em uma populacdo em um determinado tempo.

2.2.5.2 Modelo de Verhulst

Nessa modelagem consideramos os fatores limitantes do ambiente, como suprimento
e espacgo, além do nimero de habitantes em um determinado instante. Isto considera que a

populacdo cresca até um limite sustentdvel, tendendo a estabilizar.

A taxa de crescimento é proporcional a populagdo P(¢), no entanto devemos considerar
que quando a populacdo € baixa, a taxa de crescimento tende a ser maior, pois 0 ambiente possui
recursos fisicos e alimenticios para que haja possibilidade de crescimento. No entanto, quando
a populacgdo chega préximo ao seu limite sustentavel, a taxa de crescimento € baixissima, por
nao haver espaco fisico que supra a necessidade e os suprimentos vao se tornando cada vez
mais escassos. Consideramos entdo, que a nossa constante de proporcionalidade depende da
populacdo em um determinado momento, com as caracteristicas acima, a funcao mais simples €

dada por

k(P) =a—bP

onde a e b sdo constantes positivas. Sendo C a capacidade de carga populacional suportada pelo

ambiente, entdo k(C) = 0 e k(0) = k, assim as constantes devem assumir os seguintes valores:
— _k

a=keb= C

Figura 2 — A suposi¢ao mais simples para f(P) é uma linha reta (cor verde)

k(P)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Substituindo essa constante no modelos de Malthus, temos que

P() = [k— gP(t)] P(0).

Ou ainda , P(1)
P'(t) = kP(t) [ _T] :

Observamos que P() > 0, entdo a equacdo satisfaz as condi¢des:

P(t) P(t)

* P(t) >C= —& >1=1—~ <O0representando um decrescimento da populag@o.

P(t)

* P(t) <C= & <1=1-- > 0representando um crescimento da populag@o.

Observamos que as EDOs podem ser utilizada em diversas dreas do conhecimento. No

Capitulo 4 alguns desses exemplos serdo retomados e aplicados aos métodos de resolugdes.

2.3 Teorema de Existéncia e Unicidade

Nesta secdo, apresentamos um importante resultado no estudo de equacdes diferenciais
ordindrias, o Teorema de Existéncia e Unicidade de uma soluc@o para uma EDO de primeira
ordem. Os conceitos e defini¢des introduzidos na sequéncia, apresentam informagdes importantes
sobre a existéncia de solugdes para que possamos estudar as propriedades de solucdes de uma
EDO.

Definicao 6. O Problema de Valor Inicial (PVI) é uma equacgdo diferencial juntamente com uma

condi¢do inicial, ou seja, em um determinado ponto um valor € atribuido a fun¢do incégnita.

Dessa forma, um PVI para uma EDO de 1* ordem pode ser representado da seguinte

forma
Y(t)=f(t,y(t))
¥(t0) = yo

onde f é uma funcio definida em um aberto A de R? e (19, yo) € A.

Vejamos que se f : [a,b] — R for uma fun¢io continua, temos, pelo Teorema Fundamental

do Cilculo, que a funcdo
F(r) = /tf(s)ds, a<t<b
é diferencidvel em (a,b) e F'(t) = f(t) era todo 7 € [a,b]. Logo, F(t) é uma solugido da EDO
y(t)=f(t) a<t<b.
Além disso, como F(a) =0, entdo F(t) é uma solucdo do seguinte PVI
Y(t)=f(), a<t<b,
y(a) =0.
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Vamos verificar se € a tnica solu¢do. Suponhamos que G(¢) é outra solucdo, entdo
Gt)=ft)=F'(t)=(F-G)'(t)=0= (F-G)(t)=c, t€la,b]
onde ¢ é uma constante, pois F — G € uma fung¢do continua em |a, b|.
No entanto, temos que
(F—G)(a)=F(a)—G(a)=0—-0=0
concluimos entdo que ¢ = 0 e, portanto, F(t) = G(t) V t € [a,D]. Sendo assim, F () é solugdo
tnica do PVI.

No entanto, nem todo problema de valor inicial tem uma tnica solucio, existem alguns

casos que possuem mais de uma solug@o, ou nenhuma solucio.

Exemplo 3. Considere o PVI

Y(t) =1

¥(0)=0
Observamos que ndo existe solu¢do para esse PVI, de fato, temos que y = In | 7 |, a qual néo estd
definida para t = 0.

Assim, surgem dois questionamentos:
1. Como sabemos que o PVI possui solugao?
2. Como sabemos que essa solug¢do € tinica?

O teorema a seguir ajuda a responder essas questdes.

Teorema 1. (Existéncia e Unicidade Local) Seja f e % fungdes continuas em uma regiao
retangular R em um plano definida por R = {(z,y) |fo <t <tfy+a e |y—yo |< b} CA, onde
a,b € R*. Sejaainda M = (tmsaé(R | f(z,y)| e ¢ = min a,]% . Entéo, o PVI possui uma tnica
soluc@o y = y(¢) no intervalc;y[to, o+ al.
Exemplo 4. Considere o PVI

y =y?+cost

¥(0)=0

Observamos que as fungdes f(¢,y) = y> +cost e ‘3—’; = 2y s@o continuas em qualquer
retingulo R ={(1,y) |0<t<a e | y|< b} em que a,b € RT. Além disso,

M= max | f(t,y)|= max |y*+cost|=b"+1.
(t,y)eR ly|<b;0<t<a
Assim, o = min{a; _b2ljr1 }. Como podemos tomar qualquer valor para a, temos que o valor

méaximo de a € obtido quando b for maximo, entao, L Portanto, o Teorema garante que a

b2+1
soluc@o y(t) existe e € tinica para 0 <7 < %
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Exemplo 5. Considere o PVI

Observamos que f(t,y) =t,/ye ‘3—5 = 2\1_5 sdo continuas em algumas regides, no entanto,

3—]; ndo é continua no retdngulo R = {(¢,y) | 0 <t < a e |y |< b}, pois ndo estd definida no

ponto (0,0). Logo, ndo pode ser garantida a unicidade da solug@o. De fato, é facil verificar que
4. . ) .

as funcdes y=0ey = {—6 satisfazem a equacdo diferencial acima, e, portanto, esse problema de

valor inicial tem pelo menos duas solugdes.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA
ORDEM E METODOS DE RESOLUCAO

Esse capitulo tem o objetivo de mostrar métodos de resolugdo para alguns tipos de
equacodes diferenciais ordindrias de primeira ordem que aparecem de maneira mais frequente,
mostrando as caracteristicas e técnicas de resolu¢do de cada uma delas. Isto possibilita a utilizagdo
em modelagens de fendmenos reais, permitindo gerar e interpretar as solugdes. Esses métodos
foram baseados em (SILVA, 2020), (JUNIOR, 2013), (NOBREGA, 2010), (YARTEY; RIBEIRO,
2017).

3.1 Equacoes lineares

Iniciamos nosso estudo com as equagdes lineares que tem um método mais simples de

resolucao e aparecem frequentemente em aplicacoes.
Definicao 7. A forma geral de uma equacgdo linear de primeira ordem é dada por:

Y +p(t)y=q(t), 3.1
onde p(t) e ¢(t) sdo fungdes continuas num intervalo 7 da reta.

Observacao 2. Seja po(r), p1(t) e q1(t) fungdes continuas num intervalo 7 e p;(f) # 0 em I,

entao a equacao
pr(®)y + po(t)y = qi (1)

pode ser reescrita como y' + p(t)y = ¢q(t), onde p(t) e g(t) sdo continuas em /.

Observacao 3. A equacdo (3.1) é chamada linear pois a parte dependente de y € linear em y. De
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fato, seja g(z,y) := p(t)y. Assim:

gt,anyr +opy2) = p(t)[anyr + agys]
= oap(t)y1+ onp(t)y
= ag(t,y1) +ong(t,y2).

Exemplo 6. A equacio y’ = y- sen(t) +¢> é uma EDO linear de primeira ordem. De fato, temos

que g(t,y) =y- sen(t) e

g(t,ouyr+amyr) = (ay)+0py?)- sen(t)
= ayy;sen(t)+ opy; sen(t)

= 0518<f»)’1) + aZg(tvyZ)

Exemplo 7. Veja que a linearidade ndo ocorre quando y’ = y? 4 2. Neste caso, g(t,y) = y? entdo

g(t,uy1+onys) = [onyr+ oy
= (ouy1)?+2- (ay1) - (0ay2) + (ay2)?
= (on)g(t,y1) + (02)*g(t,y2) +2- (ouy1) - (c2y2)

# oig(t,yr) +ong(t,y2).

Observacao 4. Considere o PVI associado a (3.1),

Y+pit)y = qt)
y(to) = Yo,

onde p(t) e ¢(t) sdo fungdes continuas em um intervalo [ e 7y € I. Entdo, pelo Teorema da
Existéncia e Unicidade, esse PVI possui uma tnica solugdo local, pois, as fungdes f(¢,y) =

—p(t)y+q(t)e 3_1; = —p(t) sdo continuas em ¢ e em y.

Apresentamos a seguir métodos de resolugdo para a equacdo (3.1) e solugdes para o PVI

associado a esta equacao.

3.1.1 Equacdes lineares homogéneas

A solugdo da equacgdo (3.1) ndo € imediata, iniciamos simplificando-a de forma que
q(t) =0, assim
Y +p(t)y=0. (3.2)

Definicao 8. A equacgdo (3.1) é chamada de Equacao linear nao homogénea de primeira
ordem [L.N.H.] enquanto a equacdo (3.2) é chamada de Equacao linear homogénea de

primeira ordem [L.H.] associada a (3.1).
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Desde que y(f) # 0 em 1, a equagdo (3.2) pode ser facilmente resolvida isolando y’ e
dividimos ambos os membros por y, assim:

/

Y

;:—P(t)

/
Analisando o primeiro membro da equago temos que y; = (In]y(r) |) e reescrevendo a
equagao, temos:

(In]y(t) ) = —p(®).

De forma simples, podemos resolver integrando ambos os lados da igualdade em relacao

at, e obtemos:
In | 3(6) |= = [ p(e)dr +e.
onde ¢ é uma constante de integracdo. Aplicando a fun¢do exponencial em ambos os lados da

igualdade acima, temos que
| (1) |= e~ TP,

o que implica
y(t) =ce” JPOU e cR. (3.3)

Vejamos que, y(7) em (3.3) é solug@o para a [L.H.] (3.2). Além disso, qualquer outra

solugdo serd dessa forma, para algum ¢ € R.

Definicao 9. A equacgdo (3.3) é dita solucdo geral da equacgao diferencial linear homogénea
[L.H] (3.2).

Exemplo 8. Dada a equagdo linear homogénea y’ + 2y = 0 encontraremos a solugio geral.

Neste caso temos que p(t) = 2. Logo, a solugdo geral é dada por

y(t) = ce 12 = ce™.
Exemplo 9. Seja o seguinte PVI
Yy —=3y=0
y(0)=1
Neste caso temos que p(t) = —3, logo, a solucédo geral é dada por
y(t) = ce” ] 73 = ¢

Como y(0) = 1, entdo
1=y(0)=ce’ = c=1.

Desse modo, a solucao do PVI é dada por

y(t)=e.
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Proposicao 1. Sejam y; e y; solucdes de [L.H.]. Entao:

I. y; +y; também € solucdo de [L.H.];
II. ¢y1,Vc € R, também é solugao de [L.H.];

III. a fungdo y(r) = 0 é solugdo de [L.H.].

Demonstragdo. (I) Substituindo y; 4+ y; em [L.H.], temos que

142" +p(O) i +y2) = ¥y +y2+p)yi+p0)y2
= (i +pO)y1)+ O+ p)y2)
= 0,
pois y1 e y2 sdo solugdes de [L.H.]. Logo, y; + y» € solucdo da [L.H.].

(IT) Substituindo cy; em [L.H.], temos que

(ev1)' +p()(ey1) = oy +ep(t)yi
= c(yi+pHn)
=0

pois y; € solucdo de [L.H.]. Logo, cy; € solugdo da [L.H.].

(IT1) Sendo y(¢) = 0 entdo y'(r) = 0. Substituindo em [L.H.] temos que
Y +p(t)y =0+p(1)0 =0,
portanto y(¢) = 0 é solugdo da [L.H.]. O

Observacao 5. Concluimos da proposi¢do anterior que o conjunto das solugdes de [L.H.] € um

espaco vetorial de dimensio 1 e que y(1) = ce~/ P)4 & uma base para esse espaco.

3.1.2 Equacdes lineares nao homogéneas

Estudaremos um caso particular de resolucio para as equacgdes lineares, no qual denomi-

namos como equagdes lineares ndo homogéneas de primeira ordem.

Iniciamos tentando encontrar uma solugdo geral para a equagao linear nao homogénea

de primeira ordem
Y +pt)y=q(1),

utilizando as ideias envolvidas nas [L.H]. De forma semelhante, precisamos ter

(algo)’ = q(1),
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no qual integrariamos ambos os membros para encontrarmos a fungdo de "algo". No entanto,
y'+ p(t)y ndo parece ser a derivada de uma expressdo simples. Para que o primeiro membro da
equacdo se torne uma expressdo de uma derivada trivial, procuramos uma fun¢io p (), continua

e diferencidvel, e multiplicamos toda a equagao por tt(z), dessa forma

)y +u(e) - p(t)y = p(t)-q). (3.4)
De modo que () -y + u(t) - p(¢)y seja a derivada de alguma expressio simples. Observe que
(u(t)-y) = p() -y +u'(t)-y
e assim
w'(t) = p()p(t) < p'(t) — u(t)p(t) =0.
Observamos que, p'(t) — u(t)p(t) = 0 é uma [L.H.], podendo aplicar o método de resolugdo

apresentado, de modo que u(t) = cel P4t Como precisamos somente de uma funcdo que

satisfaca, adotamos ¢ = 1, portanto:
u(t) — efp(t)d[.

Dessa forma, a equacgdo (3.4) pode ser escrita como

De forma simples, podemos resolver integrando ambos os lados da igualdade.

//.L t)dt+c,

/[,L t)dt+c.
Como p(t) = e/ P4 entdo

[ p()
y(t efP [/ dt+c}

y(t) = ce™ PO 4 o= [ )t /efp(t)dl ~q(r)dt

0 que equivale a

e, portanto,

€ solucao geral das equacdes lineares de primeira ordem nao homogéneas.

Observacao 6. Observamos que a primeira parcela na soma da solugdo geral € a solucdo da
[L.H.] associada, e que a segunda parcela € a solucao particular da [L.N.H.] quando ¢ =0, ou

seja,
(1) = 0™ [P0 [0 [ o0 g0y — e~ T [ ol

Assim, a solugdo geral das equacdes lineares ndo homogéneas de primeira ordem é dada pela

soma da solucao geral da [L..H.] associada com uma solu¢do particular da [L.N.H.].
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Definicao 10. A fungio () = e/ P4t & chamada de fator integrante para as equacoes lineares

niao homogéneas.

Observacao 7. Observamos que decorar a féormula da solucdo de uma [L.N.H.] ndo é simples,

sendo mais pratico repetir o método.
Exemplo 10. Encontremos a solu¢do da EDO
y 2ty = .

Observamos que p(t) = 2¢, entdo,

‘LL(Z‘) _ efp(t)-d(t) _ ethdt _ etz.

Multiplicando toda a equacéo por (i(z), temos
et2y' +et22ty =P = (etzy)' =1

Integrando ambos os membros da tltima igualdade,

2 2
e y:/et dt,
2

e

¢y = %(tz—l)—i—cl.
Logo,

y(t) = £l tee .

Exemplo 11. Encontremos a solu¢do da EDO
3y + 12y = 4.
Primeiramente, dividimos ambos os lados da equag@o por 3, assim,

4
L d4y=12.
y +4y 3

Observamos que p(t) = 4, entio,

‘LL(Z‘) _ efp(t)d(t) _ ef4dt _ €4t.
Multiplicando toda a equacdo por fi(z), temos
4
e4ty’—|—e4’4y _ 6415 = (€4zy)/ — oM

Integrando ambos os membros da tltima igualdade,

4
My = §/€4tdl‘,

o que implica que
4¢ e
e'y=——+ci.
y 3 1

Logo,
y(t) =5 +ce ™.
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Exemplo 12. Encontremos a solu¢do do seguinte PVI

y —ysen(r) =2 sen(r)
(5)=!
y 2 -
Observamos que p(t) = — sen(t), entdo,

u(t) _ efp(t)dl _ ef— sen(¢)dr _ ecos(r).

Multiplicando toda a equagao por pi(z), temos

ecos(t)y/ cos( )y sen( ) cos( )2 sen( ) = (ecos(t)y)/ COS( )2 sen( )

Integrando ambos os membros da tltima igualdade,

(o8(0)y — / 02 sen(1)dr,

obtemos,
cos(t)

e y= 2005()4_01

Logo,

Como y(%) = 1, entdo

T c
y <§) =2+ —oos(1) =1=-24c=c=3.
Temos que a solu¢do do PVI é dada por

y(t)=—2+ —2+ 3¢ ),

ecos(t)

3.1.3 Equacao de Bernoulli

A equacio de Bernoulli é dada por

Y +a(t)y =b(t)y"
onde a(t) e b(r) sdo fungdes continuas num intervalo  daretae n € R.

A equacao sempre tem como solu¢do y = 0, chamada solucao trivial. Portanto, temos

como objetivo procurar solugdes nio triviais.

Assim, vamos supor que existe uma solucdo para a equacdo que nio se anula em algum

ponto, ou seja, y(t) # 0 parat € I.

Observamos que, quando n = 0 ou n = 1, temos uma equacao linear e pode ser resolvida

pelo método do fator integrante. No entanto, se n = 0 e n # 1 esta equagio € nao linear, e para
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torna-la linear, é necessario realizar uma mudanca de varidvel da forma z = y'~". De fato, com

restri¢cdes usuais para a existéncia de raizes de ordem n — 1,

_1-n

1
Z=y T y=ln=y =

Substituindo na equagao de Bernoulli, temos

Z/

1—n

n

7T —|—a(t)zllfn =b(t)zTn.

. 1 . —n n_ 1
Multiplicando toda a igualdade por ( — ) e notando que z-zT-" = zT-n, obtemos
Zl-n

74+ (1=n)a(t)z = (1—n)b(t). (3.5)

Veja que essa nova EDO € linear ndo homogénea de primeira ordem e pode ser resolvida pelo

método do fator integrante, sendo possivel encontrar uma solugdo para a equagdo de Bernoulli.

Exemplo 13. Encontre a solucio da equagio y + 5y = y°.

Temos que n =3, a(t) =5, b(t) = 1 e z =y~ 2. Substituindo em (3.5), obtemos
7 —10z=-2.
Observamos que p(t) = —10, entdo,
,LL(I) _ ej'p(t)dt _ ef—lOdt _ e_lot.
Multiplicando toda a equag@o por p(z), temos
e 107 10710y = —2¢7 100

Assim
(efIOIZ)’ _ _pplor

Integrando ambos os membros da tltima igualdade, temos:

2 —10¢
e V7= Ee_m’-l—c: ¢ s te
Logo,
1 c 1 101

W) =5+ =5t

Como y = z*%, a solugdo € dada por

1
1 —2
y(t) = (g —|—celOt) :

Exemplo 14. Encontre a solucio da equagdo 1y +y = y*>.
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Temos que n =4, a(t) = %, b(t) = 1> e z =y >. Substituido em (3.5), obtemos

Observamos que p(t) = —%, entdo,

,u(t) _ efp(t)dt _ eff%dt :l‘73.

Multiplicando toda a equagao por p(z), temos
1737 =3t = —17331%

Assim 3
-3\ 2
(172) ==

Integrando ambos os membros da tltima igualdade, temos:
t73z==3In|t| +c.
Logo,
2(t) = =35 1In|t| + .
Como y = z_%, a solucdo € dada por

1
3

y(t) = (=3 nt| +ct?)

3.1.4 Equacao de Ricatti

A equacdo de Ricatti € dada por

Y +a(t)y+b(t)y* = f(t)

onde a(t), b(t) e f(t) sdo fungdes continuas num intervalo I da reta e b(t) # 0 em I. Dada uma
solugdo particular y; da equacdo de Ricatti, é possivel fazer uma mudanca de variavel, y = y; + %

tal que a equagdo se torne uma EDO linear ndo homogénea.

De fato, como y’ = y| — 5—; substituindo da equagdo de Ricatti, temos

- Zvatn) (4 ) o) (n+1) =0

Reescrevendo,

/
’ <

1 2 2y1 1 ? _
- Snale) + Lalo) 700+ 22600 + (1) 50 = 10

)’IZ

Ou seja,

(4 +31a() 4 336(6) — 5+ L) +2200) + 0 = 710
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Como y; € solucdo da equacdo de Ricatti, entdo a equacdo acima pode ser reescrita como

Z/ 1 Vi 1
f(t) ==+ -a(t) +2=b(t) + 5b(t) = f(t).
 z V4 z
Isto implica que
7 1 i 1
——=+—a(t)+2=—b(t)+ —=b(t) =0.
5+ -al)+226(0) + 500

Multiplicando tudo por z> e reorganizando, temos
—2' +z[a(t) +2y1b(t)] 4 b(r) = 0.
Ou seja,
7 —z[a(t) +2y1b(t)] = b(1). (3.6)

Veja que essa nova EDO ¢€ linear ndo homogénea de primeira ordem e pode ser resolvida pelo
método do fator integrante, desde que seja conhecida uma solugdo particular y; da Equagdo de
Ricatti.

Exemplo 15. Encontremos a solucio da equagdo y = 1+ 2y + .

Observamos que y; = —1 € uma solugdo particular.

Temos que a(t) = —2, b(t) = —1 e y; = —1 é uma solugdo particular. Substituindo em
(3.6), obtemos
7 =-—1

Tendo assim uma EDO linear, resolvemos integrando ambos os membros da dltima igualdade,

temos:
Z(t) = —t+c.
Comoy=y;+ % =—1+4+ %, segue que 7 = y%l e a solugdo € dada por
1
1) = —1.
yt) —t+c

)2 —1=0, com¢t >0, conhecendo a

Exemplo 16. Encontremos a soluc@o da equagédo 2y’ — (¥

solugdo particular y; =t.

Dividimos toda a equagdo por 2, assim

1 /y\2 1

/

—=(=) —==0.
Y 2<t)

1
Temos que a(t) =0e b(t) = 37 Substituindo em (3.6), obtemos

1 1

/
27y — = ——.
7+ Zylztz 272
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Observamos que y; = ¢, o que implica
PR
ST T T
Tendo assim uma EDO linear ndo homogénea, onde p(t) =

u(t) :efp(t)dt :ef%dt :elnt — ¢

Multiplicando toda a equagao por p(z), temos

17 +z= !
TS
Assim .
tz) = ——.
(t2) =~
Integrando ambos os membros da tltima igualdade, temos:
; Int n
=——+c.
T
Logo,
Int ¢
t) = ——+-.
) 2t ot

Comoy=y;+ % =t+ %, temos que a soluc¢do € dada por

2t
y(t) = +1.

c—Int

3.2 Equacodes nao lineares

Nessa secdo, abordamos os métodos de resolucdo para as equagdes diferenciais ndo

lineares. Convenientemente, muitas vezes, escrevemos a equacao

y = f(t,y)

como
M(t,y) +N(t,y)y' =0

Isto sempre é possivel, pois basta tomarmos M (¢,y) = —f(t,y) e N(t,y) = 1.
3.2.1 Equacdes exatas
Definicao 11. Dada a equagdo diferencial de primeira ordem
d
M(1,y)+N(1.y)% =0

dt

ou ainda,
M(t,y)dt +N(t,y)dy =0, (3.7)
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no qual M, N : @ C R?> = R, dizemos que ela é uma equacio diferencial exata se existir uma
funcdo V : Q — R tal que para todo (1,y) € Q

aV(t,y) aV(t,y)

T:M<t7y)e ay :N(t7y)

Exemplo 17. A equacio (¢ +y)2dt + (2ty+1*> —1)dy = 0 é exata, pois V (¢,y) = % + 2y +1y* —y
¢ tal que

aV(t,y)
ot

aV(t,y)

2
=t 2ty — 1 = N(t .
% + 2ty (t,y)

=P +2y+y* = (1)) =M(1,y) e

Observamos ainda, que essa ndo € uma equagao linear.

Observacdo 8. Observamos que, se y = y(),t € I, é solugdio da equagdo (3.7) e ela é exata,

AV (t aV(t
entdo existe uma funcdo V(¢,y) tal que % =M(t,y), a(y’y) =N(t,y) e
oV(t,y)  dV(t,y)dy
oA
ot + dy drt

Logo, se V(¢,y) é diferencidvel, pela regra da cadeia, a equag@o acima é o mesmo que

d
—Vit,y(t)) =0 rel.

Ou seja, V(t,y(t)) = ¢ para todo t € I e algum ¢ € R. Logo, as solu¢des da equacdo exata sdo

dadas implicitamente pela equagdo V (¢,y) = c.

Definicdo 12. A fungio V (¢,y) é chamada integral primeira de (3.7) e as suas curvas definidas

pela equagdo V(¢,y) = ¢ sdo chamadas curvas de integrais.

Observamos que, no exemplo acima, verificar que a equacao é exata e encontrar sua
solugdo foi simples. E facil verificar que o primeiro membro é dado pela derivada de é +12y+
ty* —y em relacdo a ¢, ja o segundo membro é dado pela derivacdo da mesma fungio em y.
Porém, nem todas as equacdes esse reconhecimento € trivial. O teorema a seguir fornece um

critério para determinarmos se a equagdo dada € exata.

Teorema 2. Suponha que as funcdes M, N, %4, aaif, %’, %’ sejam continuas num retangulo

R={(t,y) €R?|a<t<bec<y<d}. Entio (3.7) é uma equacio diferencial exata se, e

somente se, para todo (¢,y) € R
oM JN
dy  odt’

Demonstracdo. Suponhamos que a equagdo (3.7) é exata. Entdo existe uma funggo V(z,y) tal
que
A% 2A%
M —

E: Ca—y—N
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Assim,
oM 9’V oM 9V IN 9V . IV _ 0%V
dy dydt’ dt 9t dy  9y? ot 0dtdy’
dM dM JN IN
No qual, todas as derivadas de 2* ordem de V s3o continuas, pois —, —=—, =, —=— sao0
dy’ dt’ dy’ dt
continuas. Segue, pelo Teorema de Schwarz que
9%V 9%V
dydt  dtdy’
Logo,
oM JN
dy ot

Reciprocamente, suponhamos que M e N satisfaca a equacao acima. Devemos mostrar

entdo que existe uma fungdo V (z,y) que satisfaca

a—V—Mea—V—N
ot dy
8V

Utilizamos a equagdo 5- = M e,integrando em ¢, temos

V() = [ Mleydi+h0)

No qual, 4(y) é uma fung¢do arbitraria de y. Derivando a expressdo acima em relagdo a y, temos

8Vty

/ R (t,y)dt +H ().

Assim %‘y/ N, se, e somente se

Ny = [ %—f(r,wmh'(y).

h,()’):N(I,y)—/%(t,y)dt

Vejamos que, o segundo membro da equagdo (3.8) s6 depende de y. De fato,

% (N(tay) _/%(t>y)dt> = aaij(hy) _aai;(tay) =0

pois, por hipétese %M = a - - Entdo, integrando (3.8) em y, temos

h(y) :/ {N(t,y)—/aa—ﬁy/[(t,y)dt] dy.
V(z,y):/M(z,y)dz+/{N(r,y)—/%ij(r,y)dt]d

v
€ uma funcao tal que =Me N =N.

Ou seja, se, e somente se

E, portanto,

(3.8)
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A demonstracdo acima nos fornece um método de resolugéo para calcularmos V (z,y) e,
portanto, a solu¢do da equag@o (3.7). No entanto, € dificil memorizar a expressao para V(z,y),
sendo mais simples repetir todo o método de resolugdo. Observamos que, na maioria das vezes
as solugdes sdo expressas de maneira implicita, e nem sempre serd possivel mostra-las na forma

explicita.
Exemplo 18. Encontre uma solugdo para a equacao

(2ty+3)+ (t2 +4y)y =0.

Neste caso, temos que M(t,y) =2ty+3e N(t,y) = 12 4 4y. Essa equacdo é exata pois,
%’I =2t = %—1;' e, assim, existe uma fungdo V (¢,y) tal que,
av av. 5
i) =— =2ty+3e(ii) =— =1t"+4
@) 5 y+3e (i) 5y +4y
Integrando (i) em relagdo a ¢, obtemos
V(t,y) =’y +3t+h(y).

Derivando em relacdo a y e usando (ii), temos

a[’
2 / 2

Implicando em
H(y) =4y = h(y) =2y".
Assim, as solugdes sdo dadas implicitamente pelas curvas integrais V (¢,y) = ¢, ou seja
V(t,y)=t2y+3t+2y* =c.
Exemplo 19. Encontre a solu¢ao do PVI

(y?cos(t) — 3t%y — 2t)dt + (2ysen(t) — > +Iny)dy = 0
y(0)=e

Neste caso, temos que M(t,y) = y*cos(t) — 3t>y — 2t e N(t,y) = 2ysen(t) — 13+ In y.

Essa equagdo € exata pois, %4 = 2ycos(t) — 31> = %—1;], e assim, existe uma fungdo V (¢,y) tal

que,

av av
(i) —-= y2cos(t) — 3t2y — 2t e (ii) o 2ysen(t) —1> +Iny.
Integrando (i) em relagdo a ¢, obtemos

V(t,y) =y*sen(t) — 'y — > + h(y).
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Derivando em relagdo a y e usando (i), temos

oV
2ysen(t) — 1> + K (y) = F 2ysen(r) — > +Iny.
y

Implicando que
H(y)=Iny=h(y)=ylny—y.

Assim, as curvas integrais sdo dadas por V (¢,y) = ¢, logo
V(t,y)=y*sen(t) — 'y —t>+ylny—y=c.

Aplicando a condi¢ao inicial do PVI, ou seja, y(0) = e, obtemos
e*sen0—0%e— 0% +elne—e=c=c=0.

Logo, a solu¢@o do problema de valor inicial serd dada implicitamente por

y sen(t) —By—12+ylny—y=0.

3.2.2 Equacoes com Varidveis Separaveis

Definicao 13. Uma equacdo da forma
M(t)N(y)dt +P(t)Q(y)dy =0 (3.9)

¢ dita equagdo com varidveis separdveis, onde P(¢) # 0 para todo 7, e N(y) # 0 para todo y.

Multiplicando a equag@o acima por p(t,y) = m

de modo que separe os coeficientes dependentes da mesma varidvel, assim

M@ . 00)
PO NG

conseguimos rearranjar a equacao

dy = 0. (3.10)

Observamos que a equagdo (3.10) € exata pois

> () =5 (%))

e, logo, as curvas integrais sdo dadas por

M) ()

Vi(t,y :/—dt+/—dy:c
=R M)

as quais definem implicitamente a solug@o y(¢) de (3.9). De fato, se V (¢,y) é tal que

v _ow
dy N(y)’

L advV o M) .
(1)E—me(u)

integrando (i) em relacdo a t, obtemos

Vity) = /A%dﬂrh(y).



44 Capitulo 3. Equagoes Diferenciais de Primeira Ordem e Métodos de Resolugdo

Derivando em relagdo a y e usando (ii), temos

Oy) _ 9 UM(I)

NG~ dy W”W(”

Implicando que

H(y) = % = h(y) = /%dy-

E, portanto,

V(t,y) 2/%dt+/%dy.

Exemplo 20. Supondo que ¢t # 0 e y # nx, n € Z, encontre um solugdo para a equagdo

1* sen(y)dt + 3t cos(y)dy = 0.

Observamos que podemos escrever a equacao acima na forma de

t cos(y)
=dt
3 * sen(y)

dy=0

e assim temos que M (1) =, N(y) = sen(y), P(t) =3 e Q(y) = cos(y). Logo, as curvas integrais

V(f,y)Z/%dt+/Cos(y) dy
[2

sao dadas por

sen(y)

V(t,y) == +In|sen(y)|

)
3 +In|sen(y)| =c.

Logo, a solugdo ¢ dada na forma implicita como

12
In|sen(y)| = 3 +ec.
Ou ainda, )
sen(y) = ke 5.
Exemplo 21. Encontremos a solug¢do do PVI
2y =y—ty
y(=1)=1

Observamos que podemos escrever a equacao acima na forma de
y(1—1t)dt —r*dy =0,

e, observe que, considerando a condigdo inicial y(—1) = 1 do PVI dado, podemos assumir que

buscamos uma solugio em torno do ponto (—1,y(—1)) = (—1,1). Especificamente, podemos
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considerar que t < 0 e y > 0. Dessa forma, chegamos a uma equagdo com varidveis separaveis,
onde temos que M(t) = 1 —¢, N(y) =y, P(t) =t*> e Q(y) = —1. Multiplicando toda a equagio
por L(t,y) = y% obtemos

1—1t

1

Logo, as curvas integrais sao dadas por

l—1 1

1
= ——inlt]=in]y]
= c
O que implica que
1
—;—ln|t|—ln|y|:c

Como y(—1) = 1, concluimos que

1
——1—ln\—1]—ln|1\:c:>c:1.

Portanto,

1
—;—ln\t\—ln\y\zl

Logo, a solugao do PVI € dada por

Exemplo 22. Encontremos a solu¢do do PVI

(e® —y)cos(t)y = e’ sen(2t)
y(0)=0

Observamos que podemos escrever a equacao acima na forma de
¢’ sen(2t)dt — (e¥ —y)cos(t)dy =0

e, observe que, considerando a condi¢@o inicial y(0) = 0 do PVI dado, podemos assumir que
buscamos uma solug@o em torno do ponto (0,y(0)) = (0,0). Dessa forma, chegamos a uma
equagdo com varidveis separdveis, onde temos que M(¢) = sen(2t), N(y) = e”, P(t) = cos(t) e

Q(y) = —(e® —y). Multiplicando toda a equacio por w(t,y) = , obtemos

1
eYcos(t)

2 2y _
sen(20) (¥ =3)
cos(t) ev

Logo, as curvas integrais sao dadas por

V(t,y) :/ Sen(Zt)dt—/(ezy—_y)dy.

cos(t) ev
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Observamos que, pela identidade trigonométrica sen(2¢) = 2 sen(t) cos(z), entdo

V(t,y) = /2 sen(t)dt—/(ey_yey)dy
= —2cos(t)—e —ye ¥ —e

= C7

o que implica que

—2cos(t) — &’ —ye ’ —e ¥ =c.
Como y(0) = 0, concluimos que

—2c0s(0)—e’—0e V' —eV=c=c=—4.

Portanto,

—2cos(t) —e’ —ye Y —e = —4.

Logo, a solu¢do do PVI € dada implicitamente por

e +ye Y —e? =4—2cos(t).

3.2.2.1 Equacdes autbnomas

Uma equagdo autdnoma € aquela em que a varidvel independente ¢ ndo estd presente de

forma explicita, tais equacdes apresentam a seguinte forma:

dy
E—f()’)-

Observe que, sendo f(y) # 0 para todo y, a equagdo autbnoma é uma equacéo de varidveis

separaveis.

Exemplo 23. Resolva a equacdo y = e y.

Reescrevendo a equacdo como e”dy — dt = 0, temos que as curvas integrais sao dadas

por
/eydy— /dt =c
logo,
e —t=c,
ou ainda,
e =c+t.

Portanto, a solucao da equacdo é dada por

(1) =Inlc+1].
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3.2.3 Homogénea

Definicdo 14. Uma fungio f : D C R? — R é dita homogénea de grau 7 se
flar,ay) = o f(1,)
Para todo o # 0 e todo (¢,y) € D tais que (az,oy) € D.
Exemplo 24. A funcio f(t,y) = t*> +y? é homogénea de grau 2, pois
flat,ay) = (a)*+ (ay)? = &+ a’y? = @ (1 +y°) = & f(1,y).
Exemplo 25. A fungdo f(r,y) = 13 4 3ty? é homogénea de grau 3, pois
flat,ay) = () +3at(ay)* = o’ + a®3ty* = o (£ +31y%) = & f(t,y).

Definicdo 15. A equacdo M(z¢,y) + N(t,y)y’ = 0 é dita homogénea se M(t,y) e N(z,y) sdo

fun¢des homogéneas de mesmo grau.

Exemplo 26. Considere a equagio (2 —y?) 4 (2ty)y’ = 0naqual M(t,y) =t>—y? e N(t,y) = 2ty.
Para verificar que a equac@o é homogénea de grau 2, vamos verificar se M(t,y) e N(¢,y) sdo

fun¢des homogéneas de grau 2. Entdo,
M(at,oy) = (o) — (ay)? = 01> — o?y? = o (12 —y?) = a®M(1,y).
Do mesmo modo,
N(ot,oy) =200y = a®(2ty) = a®N(t,y).
De fato, a equacio (12 —y?) + (2ty)y’ = 0 é homogénea de grau 2.
Exemplo 27. Considere a equacio (2¢ +y) + (3t?)y’ = 0 na qual M(t,y) =2t +ye N(t,y) = 3t°.

Para verificar que a equagéo é homogénea, vamos verificar se M(¢,y) e N(¢,y) sdo fungdes

homogéneas do mesmo grau. Entao,
M(ot,ay) =2at+oy=a(2t+y) = aM(t,y).

Do mesmo modo,
N(at,oy) =3(a)? = o> (32) = a®N(t,y).

Observamos que, M(z,y) tem grau 1 e N(¢,y) tem grau 2, portanto a equacio (2 +y)+ (3t%)y’ =0

nao € homogénea.

A equagdo homogénea pode ser resolvida pela mudancga de variavel y(r) = rv(t). De fato,
neste caso temos que y = v+ t% e que apesar de ndo ser separdvel, podemos torna-la usando a

mudanca de varidvel.
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Suponha que M(t,y) + N(t,y)y’ = 0 seja uma equagiio homogénea de grau n. Temos que

y = —%((;5 )) e, utilizando a mudanga de varidvel acima, para todo ¢ # 0 e (1,v) pertencente ao
dominio de M e N, temos que
n tdv M(t,tv)
V+t— = —
dt N(t,tv)
. Ou seja,
1 1
PR T
v+ N(t,tv)
1
= — dv
"M(1,v)
VA BN ()
logo,
1 1
—dt + de = 0,

t
VE NI
a qual € uma equagdo de varidveis separaveis.

Observacao 9. Observamos que, repetir o processo de mudanca de varidvel € mais simples do

que decorar a equagdo.

Exemplo 28. Encontre a solucio da equacio (2 —y?) + (2ty)y’ =0.

Sabemos, do exemplo 26, que a equacao € homogénea de grau 2. Aplicando entdo, a

mudanca de varidvel,

(12— (1)) + (262) <v+t%) 0.

Reorganizando temos

1 2v
—dt
t + 142

Integrando ambos os lados para encontrarmos as curvas integrais, segue que
1 2v
—dt + / dv=c
/ t 1+v2 ’

Injt| +1n|1 +v* =,

dv=20.

ou seja,

o que implica que
In|1+v?| =c—1Inl.

Logo,
’1—|—V2’ :ecfln|t|
[ —
i

Y

Voltando a varidvel original pela substitui¢do v = 7, concluimos que a solug@o da equag@o € dada

implicitamente por

(-

i
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Exemplo 29. Encontre a solu¢do do PVI

(42 +ty+y*) =12y =0
y(1) =2

Sendo M(t,y) = 4t>+-ty+y> e N(t,y) = —t2, é ficil verificar que a equaciio é homogénea

de grau 2. Aplicando entdo, a mudancga de variavel,

(4% +11v+ (v)?) — (1%) (v +t%> =0,

o que implica
1

—dt — dv=0.
t

442
Integrando ambos os lados para encontrarmos as curvas integrais,

1 1
/Zd /4‘|‘V2dv ¢

Int ! t (V>
n;/——arctan | - | =
2 2) = ¢

Ou seja,

de onde segue que
arctan (g) =2Int —2c.

Logo,
v=2-tan(21lnz —2c).

Voltando a varidvel original pela substitui¢do v = <, concluimos que a solugdo da equagao ¢ dada
por
y =2¢-tan(21nz — 2c).

Como y(1) = 2, concluimos que
24¢m@mLQ@:2:c:—§
Logo, uma solugdo particular do PVI € dada por

y =2t-tan (21nt+§).

3.2.4 Fator Integrante

Dada a equacao de primeira ordem

dy
M<t7y)+N(t>y)E = O;

suponhamos que a EDO ndo € exata, com varidveis separdveis ou homogénea. Para resolvé-la,

vamos tentar encontrar uma funcéo p(¢,y), chamada fator integrante, de forma que

)M (1,9) + (N () S =0
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seja uma EDO exata, ou seja,
d(uM) _ J(uN)

dy ot

0 que implica

u oM Jdu JdN
M8_y+u8_y_NE+ua_t

Observamos que essa ndao € uma equacao simples de trabalhar, o que torna, na maioria

das vezes, dificil determinarmos o fator integrante.

Estudaremos, a seguir, uma classe de EDO’s cujo fator integrante pode ser facilmente

encontrado.

Se for possivel encontrar um fator integrante que dependa somente de ¢, entdo a equacgdo

ROM() + BN D =0

€ exata, e, portanto,

0 0
a—y(u(I)M(W)) = 5, (RN ().
Logo,
() IM(t,y) _ du(t) IN(1,y)
M(tay) 8)1 +,U(t) 8)1 _N<t7y) at +:u(t) 81 9
€ assim,
o) _ 1 (9Mlty) N
ot Niy \ 9y or JHY:
Para a equag@o acima fazer sentindo, (} . (Mg(yw) _ aNa(;,y)> deve ser uma fungio que depende

somente de ¢, isto &,

1 IM(t,y) ON(t,y)\
N(r,y>< ay o )_m

Assim, temos que

B0 _ feut.

Que é uma EDO linear homogénea de 1* ordem, na qual a solucio € dada por

() = el 1)

Observacao 10. Como queremos apenas uma dentre todas as funcdes (L (z) que tornam a equagio

exata, ndo preocuparemos com a constante de integragio.

Analogamente, se a funcdo u s6 depender de y temos que Mé o) (aN a(i ) _ al"g(y”y )> =g(y)

e entdo p(t) = el $0)D.

Exemplo 30. Encontremos um fator integrante para a equagdo (1 —ty)y’ = y2.
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Reescrevemos a equacio como
Y+ (ty—1)y =0.

Nesse caso, temos que M(t,y) = y* e, entio %4 = 2y. Ainda, N(t,y) =ty —1 e, entdo %’ =y.

Logo, a equacdo nao € exata e, usando o método do fator integrante, temos que

1 (ON(ty) oM(ty)\ |
M(t,y)( or  dy )__5

Procuramos um fator integrante (t(y) no qual

=g(y)

1 (y)y*dt + p(y)(ty—1)dy =0,

seja exata, ou seja,

S0 = S WOy 1)
Assim
B 0) =)
Resolvendo essa EDO, temos que
_1 N 1
1(y) = ol Ty — p—inlyl — o

Observacao 11. Observamos que no exemplo 30 ndo seria conveniente procurar um fator

integrante em relacdo a t, pois

1 <8M(t,y) 8N(t,y))

y
N) - TSl

dy ot
Exemplo 31. Encontremos um fator integrante para a equacao (t3 y— t2) +ty=0.

Nesse caso, temos que M(t,y) =13y —12, %’1 =13, N(t,y)=te %i;] = 1. Logo, a equacdo

¢é exata e, usando o método do fator integrante, temos que

1 dM(t,y) IN(t,y)
N<r,y>( ay o )th‘

Procuramos um fator integrante, 1 (¢), no qual

w(t)(By —12)dt + p(t)tdy = 0,

seja exata, ou seja,
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Assim

Observacao 12. Observamos que no exemplo 31 ndo seria conveniente procurar um fator

integrante em relagdo a y, pois

1 [(ON(t,y) oM(t,y)\ -1
M) ( ) —3 7 80)-

ot dy 13y
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CAPITULO

ALGUMAS APLICACOES

Nesse capitulo, aprofundaremos os estudos nas aplicagdes das equacdes diferenciais
ordindrias, explorando seu papel na modelagem de fendmenos do nosso cotidiano. A gama
de aplica¢des das equacdes ordindrias foi baseada em (ZILL, 2003), (ZILL; CULLEN, 2009),
(CILDOZ; PALOMINO, 2017), (COSTA; SANTOS, 2024) e (STEWART, 2013a).

A modelagem matematica com equacdes diferenciais ordindrias (EDOs) é essencial para
entender fendmenos em areas como fisica, biologia e engenharia, entre outros. Essa capacidade
de formular e resolver EDOs permite que pesquisadores e profissionais facam previsdes e tomem
decisdes com base nos resultados gerados, destacando a importancia da matemadtica aplicada na

resolucao de problemas complexos.

Na constru¢ao dos modelos, tem-se um problema real no qual se espera uma solugao
aproximada. Com modelagem matematica € possivel traduzi-lo para um problema aproximado
de modo que se obtenha uma solugdo real. As vezes hé a necessidade de sofisticar os modelos

matematicos para melhor aproximar a solucao real do problema.

As etapas a seguir mostram o processo de modelagem matemadtica, facilitando o entendi-

mento das aplicacdes apresentadas nesse capitulo.
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4° passo:
Testar e
Aprimorar

e

Testar/Checar

o modelo
com os fatos

Figura 3 — Etapas do processo de modelagem com equacdes diferenciais

Fonte: Elaborada pelo autor.

Trazer o conceito de EDOs nas aplicacdes em contextos reais, facilita o entendimento

das teorias abordadas neste trabalho, aplicadas a fendmenos reais.

Exploraremos, a seguir, exemplos de aplicacdes mais simples, como varia¢do de tem-
peratura, movimento e taxa de crescimento populacional e econdmica. Ainda, abordaremos
problemas de crescimento populacional com diferentes condicdes, trazendo os modelos de
Malthus e Verhust. Por fim, avangamos para problemas mais complexos, envolvendo conceitos

especificos, utilizados na modelagem de crescimento econdmico do Modelo de Solow.

4.1 Lei de Newton do Esfriamento e Aquecimento

A lei de Newton do esfriamento e aquecimento é fundamental para descrever e modelar
como a temperatura de um objeto varia de acordo com o tempo. Esse modelo € bastante utilizado

na engenharia, fisica e nas ciéncias ambientais.

Comecamos analisando a equac@o, como vimos em 2.2.4, 0 modelo matematico que
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descreve o aquecimento ou esfriamento de um corpo € dada pela seguinte EDO
T'(t)+ kT (t) = kT,(2),
ou seja, a taxa de variacdo da temperatura € proporcional a diferenca de temperaturas do corpo e
do meio ambiente.
Utilizamos esse método na ciéncia forense, quando € necessario determinar o tempo de

morte de uma pessoa.

Exemplo 32. Um corpo foi encontrado em uma casa dentro de um quarto fechado a uma
temperatura constante de 22°C. No momento da descoberta, a temperatura do corpo era de
29.4°C. Uma hora depois, uma segunda medi¢do foi realizada, e a temperatura do corpo era
de 26,7°C. Determine quanto tempo se passou do momento da morte até que o corpo fosse

encontrado.

Considerando a equagdo de aquecimento e resfriamento de um corpo e que a temperatura

do ambiente é constante, entdo T,(t) = T, para todo ¢, entdo a EDO
T'(t)+kT(t) = kT,

¢ uma EDO linear ndo homogénea de primeira ordem. Neste caso, para encontrar a solu¢ao

devemos tomar

_ efkdz s

u(t)
Logo, multiplicando toda a equag@o por (i(z), temos
FT! (1) + KT (1) = kT, = (eka(;))’ — MKT,
Integrando ambos os membros da tltima igualdade, temos:
HT(r) = /ektkTadt

_ 7, / Hkdi
= T, (" +c))
= Taek’ +c.

Logo,
T(t) =T, +ce ™.

Considere o momento em que o corpo foi encontrado com ¢ = 0, assim, 7'(0) = 29,4°C,
T(1)=26,7°C e T, = 22°C, entdo

T(0)=22+ce ™ =294=22+4c=c=74
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Como sabemos T'(1), entdo

4,7
T(1)=22+7,4¢ ¥ =26 7=22+474¢ "= eF = 7’—4 = k220,454,

Desse modo,
T (1) =22+7,4¢ 0%

Ainda, sabemos que a temperatura média de um corpo humano saudavel é de 36, 5°C, substituindo

esse valor na equagﬁo pOdemOS estimar a quanto tempo ocorreu a morte. Temos
T(t) — 22_'_7,46*074541 = 36’5 ) +774670,454l‘ =t ~ _1,482

Observe que encontramos um tempo negativo ja que a morte aconteceu antes do corpo ser
encontrado. Como ¢ = —1,482, equivale que a morte ocorreu aproximadamente 1 hora e 29

minutos antes do corpo ter sido encontrado.

4.2 Corpo em queda livre com resisténcia do ar

A modelagem de um corpo em queda livre considerando a resisténcia do ar fornece um
modelo mais realista para 0 movimento, apesar de ser mais complexa, pois considera que a forca
atuante no movimento € resultante da diferenca entre a forca gravitacional e a for¢a de resisténcia
do ar. Essas modelagens sdo bem comuns, por exemplo, nas aplicacdes em engenharia, esportes

e fisica.

Como visto em 2.2.2, a varia¢do da velocidade de um corpo em queda livre com resistén-

cia do ar pode ser descrita pela EDO
m-V(t)+k-v(t)=m-g

onde m € a massa do corpo; g € aceleracdo da gravidade e k representa a resisténcia do ar.

Utilizamos esse método no esporte, mais especificamente na andlise do desempenho de

um paraquedista.

Exemplo 33. Uma paraquedista pesa 58kg € seu equipamento juntamente com o paraquedas
pesa 16kg. Ap0s saltar do avido, a uma altitude de 4500 metros, ela espera 15 segundos e abre
seu paraquedas. Assumido que a constante de proporcionalidade da resisténcia do ar em queda

livre seja k = 0,5 e com o paraquedas aberto, kK = 100. Determine o tempo total da queda.

A resolugado do problema € dividida em dois momentos. O primeiro momento em queda
livre e o segundo momento com o paraquedas acionado. Considerando a equagdo diferencial do

movimento de queda livre, temos
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Observe que a equagcdo do movimento € uma EDO linear ndo homogénea de primeira ordem.
Neste caso, devemos tomar

k k
= ef Edl = eﬁt.

u()
Multiplicando toda a equag@o por ti(z), temos

k
eﬁlv’(t) +emt = () = eﬁ’g.
m

Integrando ambos os membros da dltima igualdade, temos:

k m k

eml.v(t):g.z.eﬁt—kcl_

Logo,

v(t):g'%—l—c] e, 4.1)

Como as varidveis g, m, k, e ¢1 sdo constantes, e sabe-se que a velocidade é dada pela derivada

da posi¢do em relagdo ao tempo, ou seja, /' (t) = v(t), entdo

e dessa forma,

h(t) = /g-%—f—cl e mldr.

Resolvendo a integral, temos:

k
h(t):g-%-t—%-cl-e_%t%—cz. 4.2)

Analisamos, a seguir, cada momento da queda utilizando as equacoes (4.1) e (4.2).

No primeiro momento, a velocidade € dada por

74 _05

V](t) =10- (),_5+CI -e 74!
onde a massa total é dada pela soma do peso da paraquedista e de seus equipamentos de
salto e assume-se aceleragio da gravidade como g = 10 m/s?. Sendo ¢ = 0 0 momento que a

paraquedista salta do avido, a velocidade neste instante € nula, ou seja, v{(0) = 0. Entdo

74 74 |
n(0) = 10- <+ 0= 0= 10-ﬁ+c1-e_%0:>cl — 1480,

Logo, a equacdo da velocidade é dada por
vi(t) = 1480 — 1480 - ¢~ 3.

Sabemos que o paraquedas é acionado em ¢t = 15s e nesse instante v (15) = 143m/s. Encontra-
mos, a seguir, o espaco percorrido pela paraquedista até a abertura do paraquedas, assim, temos
a seguinte equacgdo do espaco

74 74

05
=10 — -+ ——-1480- ¢ 74! .
]’l](l‘) 0 0.5 t+075 80-¢e +c2
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Considere t = 0 0 momento que a paraquedista salta do avido, nesse momento ela inicia o salto,
ou seja, 1(0) = 0. Entao
74 10 0.5 74 10 0.5
hi(t) =10 — -t +——-1480-¢ 7' = 0=10-— -0+—-1480-¢ 7"
1() 05 +075 e +c 05 +075 e +c
= ¢ = —219040.

Logo, a equacao do deslocamento é dada por
h(r) = 14807 +219040 - ¢~ 75" — 219040,

Como o paraquedas é acionado em ¢ = 15s temos que i(15) = 1088m. Sabemos que o percurso
total do salto € de 4500m, ainda restam 3412m de queda com o paraquedas acionado. Iniciamos

entdo o segundo momento da queda, onde a velocidade é dada por
74 100
vz(t)le-m%—c’l-e Tl

Considere t = 0 o momento que € acionado o paraquedas. A velocidade neste instante € de
aproximadamente 143m/s, ou seja, v2(0) = 143m/s. Entao
74 _ 100, 74 _ 1004 -
v (0) = 10~ﬁ+c'1 e T =143 = 1O-m+c'1 ce” ) = ¢ 2 136.
Logo, a equacgdo da velocidade nesse segundo momento do salto € dada por
lOOt

v (t) =7,44+136e 7",

Para encontrarmos o tempo de queda com o paraquedas acionado utilizamos a equacao do espaco,

dada por

74 74 100
hy(t) =10 — -t — ——-136-¢~ 74" +ch.
2(1) 100 "T00 0¢ T

No momento em que € acionado o paraquedas, a paraquedista ja percorreu aproximadamente
1088m, ou seja, hy(0) = 1088m. Entdo

hy(0) = 10-%-0—%-136-6_17%04—82
U
1088 = 10~%.0—%-136-e%’0+cg
U
¢y = 1189

Logo, a equacio do deslocamento quando o paraquedas esta aberto é dada por
ha(t) = 7,4t — 100, 64¢~ 7' + 1189,

Sabe-se o percurso do salto € de 4500 metros, assim
4500 = 7,4t — 100, 64 TS + 1189.

Pode-se verificar que neste caso, teremos ¢ = 448s.

Como a paraquedista acionou o paraquedas com 15s e o tempo de queda com o pa-
raquedas acionado € de 448s, o tempo total da queda € de 463s, ou seja, aproximadamente 8

minutos.
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4.3 Movimento de um corpo em plano inclinado

A modelagem do movimento de um corpo em um plano inclinado considerando o atrito
e a resisténcia do ar aparece, principalmente, em aplicacdes na engenharia civil, fisica e design

de veiculos.

Assim como no corpo em queda livre, as for¢cas atuantes no movimento de um corpo em

um plano inclinado sdo regidas pela 2* lei de Newton, no qual, F =m-a.

Considere um corpo em um plano inclinado, sob certas condi¢des de gravidade, resis-
téncia do ar e atrito com o plano. Observamos que a gravidade age como uma forga vertical,
enquanto a resisténcia do ar e o atrito sdo forgas contrdrias a inclina¢do do plano. Seja v(t) a
velocidade do objeto em um determinado instante ¢, obtemos pela 2* lei de Newton (F =m-a) a

equagao do movimento:

peso atrito res. ar
, —_——— - -\ N~
m-V(t)=m-g-sen@—p-m-gcosO—k-v(t).

Ou ainda

k
V(t) =g- senf — l - gcos O — - v(t).

Onde m € a massa do corpo; g € aceleracdo da gravidade; 6 € o angulo do plano inclinado com a

horizontal, i € o coeficiente de atrito e u > 0, k € o coeficiente de resisténcia do ar e k > 0.

Vamos utilizar esse método em um exemplo genérico de um bloco em um plano inclinado,
mas utilizar esse bloco € equivalente, por exemplo, a considerar um veiculo e analisar seu
comportamento na descida ou subida, no qual é fundamental para o design de suspensao e

controle de estabilidade.

Exemplo 34. Uma caixa de 44 kg escorrega em um plano inclinado que faz um angulo de
0 = 30° com a horizontal e tem o ponto mais alto a uma altura de 15 metros. O coeficiente de
atrito com o plano € dado por u = 0,4 e a forca devido a resisténcia do ar € 0, 1v. Determinaremos

entdo, a equacgdo da velocidade.
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Figura 4 — Diagrama de forcas: corpo em um plano inclinado

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando a equacdo diferencial do movimento, temos
p k
V(t)+—-v(t)=g-sen@ — - g-cos 0.
m
Observe que a equacdo do movimento € uma EDO linear ndo homogénea de primeira ordem.
Neste caso, devemos tomar

"k k
= e‘] %dt = e%t.

u(r)
Multiplicando toda a equag@o por p(z), temos
k
e%tv/(t) +emt = v(t) = e%t[g- senf — 11 - g-cos 6.
m
Ou seja,
ky .Y
<em -v(t)) =em'[g-senf — - g-cosB].
Integrando ambos os membros da tltima igualdade, temos:

k :@[

en’ - v(t) kg-sen@—u-g-cos@]-e%t—i—c.

Logo,
v(t) = %[g send — 1 - g-cos 0] te-emnt,

Substituindo os valores dados no problema, segue que

44 |
v(t) = 0—1[10~ sen30° —0,4-10- cos 30°] +c-e_%t,

€ assim,
v(t) = 675,8 +c- e w0’

Considere que a caixa parte do repouso, ou seja, em v(0) = 0, entdo
W(t) = 675,84 c-e ' = 0=675,8+c = c=—675,8.

Assim
W(t) = 675,8 — 675,8 - ¢~ 7o'
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4.4 Dinamica populacional

A modelagem do crescimento populacional fornece uma anélise quantitativa do desen-
volvimento da populag@o em relagdo ao tempo. O modelo de Malthus apresenta uma modelagem
mais simplista, com um crescimento exponencial, enquanto o modelo de Verhulst, ou mo-
delo logistico, apresenta uma modelagem mais realista ao considerar as limitacdes ambientais.
Esse modelo aparece aplicado nas areas de biologia e economia, onde “populacdo” refere-se
tanto a grupo de seres vivos quanto a humanos nos dados demogréficos, ou até mesmo, outras

quantidades, como dinheiro em uma aplicacdo financeira.

4.4.1 Modelo de Malthus

A modelagem da dindmica populacional por Malthus, defende que o crescimento popula-

cional € proporcional ao tamanho da populagdo em um determinado instante, ou seja,
P'(t)=kP(t), k>0,

onde k € uma constante de proporcionalidade.

Esse modelo desconsidera os fatores externos que afetam o crescimento, ou ndo, de uma

populacdo, o que o torna eficaz quando considerado em pequenos instantes.

Utilizamos esse método na biologia, para determinar a taxa de crescimento de um virus

em um organismo.

Exemplo 35. Um virus se multiplica em um organismo, com uma populagdo inicial de 1000
virus. Observa-se que ap6s uma hora, a populagdo conta com 2000 virus. Vamos determinar a

constante de proporcionalidade do crescimento do virus por hora.
Considere a equacido do modelo de Malthus
P'(t) = kP(t).
Observe que esta € uma equacgdo linear homogénea. Assim, sabemos que
P(t) = cel ¥ = ¢

Temos entdo que,

P(t) = ceM
P(0) = 1000
P(1) = 2000

Analisando o momento t = 0, temos

P(0) = ek = 1000 = ¢ = 1000,
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assim, P(t) = 1000 - . Logo,
P(1) = 10005 = 2000 = ¢ =2 = k22 0,69.
Temos entdo, que o virus cresce em torno de 69% a cada hora, e a equagdo desse crescimento é

dado por P(t) = 100025,

A curva abaixo descreve a soluc¢do do problema dado, que, por se tratar de populagao, os
valores negativos podem ser desconsiderados. Ainda, observamos que, o crescimento € continuo

ao longo do tempo.

5500

4500

4000

1000

500

0 1 2 3 4 5 & 7 8

Figura 5 — Curva de crescimento P(t)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que esse modelo mostra um crescimento desenfreado, sem considerar as limita-
¢coes do ambiente. Por isto, ele é muito ttil em condi¢des ideais. Dessa forma, se faz necessario
métodos mais realistas de crescimento, como por exemplo, o de Verhulst, o qual abordamos a

seguir.

4.4.2 Modelo de Verhulst

Também conhecido como modelo logistico, o modelo de Verhulst, considera o cresci-
mento populacional levando em conta as limita¢des e capacidade de suporte do ambiente. Isto

significa que, a medida que a populacdo chega em seu limite sustentdvel, a taxa de crescimento
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diminui. Dessa forma, o modelo é descrito pela equacdo

P =k [1- 7).

onde C é a capacidade de carga populacional suportada pelo ambiente e k € a constante de

proporcionalidade.

Esse modelo € muito utilizado na satude publica, economia e ecologia. Utilizamos um

exemplo de propagacdo de informacdo em uma comunidade nessa modelagem.

Exemplo 36. Considere que inicialmente, em uma comunidade, 500 pessoas sdo expostas a um
determinado antincio. Observa-se que, apds uma hora, 1000 pessoas jd conseguem ver 0 mesmo
anuncio. Considerando que 5000 pessoas verdo o anuncio, qual equacio descreve a quantidade

de pessoas expostas ao anincio na comunidade ao longo do tempo.

Considere a equacdo do modelo sendo

P'(t) = kP(t) { - @} :

Observe que € uma equacgdo ndo linear. Entdo podemos encontrar a solu¢do por meio das

equagdes com variaveis separdveis. Escrevendo como,
P
—kP [1 - E} dt+dP =0,

e assim utilizando as notagdes introduzidas em 3.2.2, temos M(t) = —k, N(P) = P[1—£],

P(t) =1e Q(P) = 1. Logo, as curvas integrais sdo dadas por

V(t,P) :/_detqt/]ﬁd[’,
c

P P
V(t,P)=—kt+In|—=|—In|l——
(t,P) +nc‘ n C‘
P P
—kt+In|=|—In|1——=|=¢
+nc‘ n C’ c,
o que implica que,
P
kt —In|=|+In|1—=| = (.
nC’—kn C‘ c
Noteque,§>061—§>0.Logo
e (1-8)
e
c
5 =c.
c
Podemos reescrever
c-—P K
— =ce
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e, c
——1=ce ™,
P
Logo,
P(t) = ———.
(t) ce ¥ +1
Analisando as condigdes iniciais do problema, temos que P(0) = 500 e C = 5000. Portanto,
5000
P(t) = —F/——.
(1) ce k1
Parat =0,
5000 5000
P(0)=——F7—=500= =09.
) ce—kO—I—l:> c—|—1:>C
E P(r) é dado por
P(t) = 5000
C Qe k41

Ainda, podemos encontrar a constante de proporcionalidade, pois sabemos que ap6s uma hora

1000 pessoas ja viram o antincio, logo, P(1) = 1000, e assim,

5000 5000
= ———=1000= ——— = k=0,81.
() 9=kl 41 9ek+1 ’
Logo, a equacdo que descreve a dispersao do antincio ao longo do tempo € descrita por
5000
P(t) = 9€_O’8U+ 1

Figura 6 — Curva de exposi¢do do antdncio P(t)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O grafico mostra o crescimento da visibilidade do anuncio ao longo do tempo. Observa-
mos que, a partir de um determinado tempo, ao chegar proximo ao seu limite de sustentabilidade,

o crescimento da exposi¢do do antincio diminui.
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4.5 Piscicultura

O bidlogo Von Bertalanffy desenvolveu um modelo matematico para analisar o cres-
cimento em peso dos peixes. Esse modelo é amplamente utilizado no estudo do crescimento
alométrico, neste caso especifico na alometria dos peixes, ou seja, as relacdes de crescimento

entre diferentes partes do corpo dos peixes e seu tamanho total.

Esse modelo afirma que o crescimento do peso do peixe p(t), é proporcional a sua drea
externa. No entanto, € necessario considerar a perda de peso pela energia consumida, que é
proporcional ao seu peso. Assim:

p'(t) = aA—Bp, (4.3)

onde:
* o representa a constante de crescimento relacionado a area externa do peixe,

* 3 representa a constante de diminui¢do de massa pela energia consumida,

* A representa a drea externa do peixe, que € proporcional ao quadrado do comprimento,
ou seja, A = k1%. Enquanto o peso é proporcional ao volume do seu corpo, j4 o volume é
proporcional ao cubo de seu comprimento, assim, p = k»[>. Portanto, pelo Principio da

Alometria, temos que

Wity

A =kps3.

Substituindo na equagdo 4.3 e incorporando a constante k em ¢, temos:
, 2
p'(t) = aps —Bp.

Vamos utilizar esse modelo de uma forma mais aplicada, analisando uma equacao para

determinar o peso ideal de venda.

Exemplo 37. E comum encontrarmos criagdes de peixes, sejam para vendas ou para pesque-
pague. Dessa forma, € ideal para comercializacao desses peixes, analisar o peso para comércio.
De acordo com a equacdo de Von Bertalanffy, determine o peso ideal para venda. (Observacio: o

peso ideal é dado em quando ¢ se torna grande, dessa forma, quando ¢ tende a infinito.)

Dada a equacdo
P(6)+Bp=apt,
observe que € uma equacao nao linear e podemos resolver pelo método de Bernoulli, ou seja,
estd na forma y' +a(t)y = b(r)y". Portanto, precisamos fazer a seguinte mudanga de varidveis
7=yl

1
No nosso caso, temos que n = %, a(t) =B e b(t) = a. Logo, devemos fazer z = p3, e

chegamos na seguinte equagao
s b
3 3’
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Entdo,
w(t) = el 5 = o5,
Multiplicando toda a equacdo por pi(z), temos
By BB o b5,
3 3P, — 3t
e’z t+e 3z 3 e

Assim
B, \ o B,
e3 z) = —e3'.
(¢2) =3

Integrando ambos os membros da ltima igualdade, segue que

Logo

Ou ainda,

Como p = 2>, a solugio geral é dada por

p(t) = (%)3 (1 n gce€t>3.

Assumindo que em ¢ = 0 o peso seja insignificante, ou seja, p(0) = 0, entdo,

p(0) = (%)3 (1 +gce'§0>3 —0=c= —%.

3 3
Temos entdo que p(t) = (%) ( 11— e‘gt ) , € considerando que seu peso ideal é quando t — oo,

V-G)

3
Isto quer dizer que p(t);qeal = (%) € o peso maximo ou ideal para venda.

temos

=
e}
=
Il
5
VN
-
N——
w
VN
[a——
|
m|
>
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Figura 7 — Curvas de crescimento do peso dos peixes p(t) variando « e 3

(1] 1 2 3 4 5 6 7 B8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 85 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe a figura 7, que mostra as curvas de solucdo para o peso dos peixes. Por se tratar
de modelo fisico, somente os valores positivos sdo relevantes. Nas curvas, as constantes de
anabolismo (ganho) a e de catabolismo (perda) 3, varia em cada equagdo. Observamos que,
ap6s um determinado tempo, o peso ideal é atingido e se mantém praticamente constante no

decorrer do tempo.

4.6 Idade de Fossil

As equacdes diferenciais t€m um papel fundamental na arqueologia para datar fosseis. A
idade de um f6ssil pode ser estimada por meio do decaimento radioativo, pois, a quantidade de
isétopo radioativo presente nele diminui de forma proporcional ao longo do tempo. Dessa forma,

temos que

I'0) = ~AI(1),

onde, A € a constante de decaimento do is6topo e I é a quantidade de is6topo presente no fdssil
em determinado tempo. Observamos que essa € uma equagao linear homogénea. Reescrevendo
na forma

I'(t)+A1(t) =0,

temos que
1(t) = cel 2 = .

Assumindo que em ¢ = 0 temos a quantidade inicial de is6topo presente no f6ssil, Iy, temos,

10)=ce = Iy = c = 1.
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Logo, a equagdo para estimar a quantidade de is6topo é dada por I(¢) = Toe™.

Exemplo 38. Estime a idade de um féssil encontrado com uma concentra¢do de um milésimo da

quantidade inicial de C-14 ainda presente.

Para datar esse f6ssil € necessdrio utilizar a informagao de que a meia-vida do C-14 € de

aproximadamente 5600 anos, no seguinte sentido,
1 s600n _ | —4
1(5600)2510:>106 :510:>7L%—1,24-10 )

Assim, I(t) = Tpe~ 124107

Sabemos que, no presente, a quantidade de C-14 € 0,001 do inicial, assim
1() = 0,001y = Ipe " 2+107* = 0,0011y = 1 = 55708.

Logo, estimamos que o fossil tem em torno de 55700 anos.

4.7 Fluxo de Moedas

As EDOs exercem um papel importante na economia financeira, além de oferecer uma
estrutura tedrica para entender a dindmica da economia, elas auxiliam a prever cendrios e
formular estratégias. Uma aplicagdo especifica € no controle de entrada de uma nova moeda
em circulagdo. A modelagem auxiliard a simular como esse fluxo da nova moeda ird fluir no
decorrer do tempo, facilitando as anélises dos impactos econdmicos que a nova moeda pode

influenciar, por exemplo, inflacdo, crescimento econdmico e estabilidade financeira.

Exemplo 39. Um pequeno pais tem 10 bilhdes em papel-moeda em circulacio e a cada dia
50 milhdes chegam aos bancos daquele lugar. O governo decide introduzir uma nova moeda,
fazendo com que os bancos troquem notas velhas por novas sempre que a moeda antiga entrar nos

bancos. Quanto tempo levard para a que nova moeda represente 90% da moeda em circulacao?

Seja n(t) a quantidade de moedas novas em circulagio, logo, ‘Zl—’; ¢ o quanto de moeda
velha estd sendo trocadas por moedas novas por dia. Sabemos que no primeiro dia, t = 0, ndo
existem moedas novas em circulagdo, ou seja, n(0) = 0. E ainda, que durante esse primeiro dia
os 50 milhdes que chegardo ao banco serdo de notas velhas que serdo trocadas por notas novas.
Mas, ndo podemos garantir que no dia seguinte os 50 milhdes que chegardo serdo de notas velhas,
dessa maneira, temos que estimar o fluxo de trocas das notas no decorrer dos dias.

, ﬁg—% ¢é a relacdo da quantidade de notas novas

~ . ~ 10'%—n(t
em relacdo ao total em circulagdo. Da mesma forma, Tg()

Temos 10 bilhdes em circulagdo, desses

¢ a relacdo da quantidade de notas

velhas em relacdo ao total em circulagdo.



4.7. Fluxo de Moedas 69

Para estimar o fluxo de moeda em circulagdo, podemos considerar que quanto maior a
quantidade de notas velhas, maior a chance de essas serem levadas ao banco. Entdo, podemos
estimar que ‘é—’; ¢ quantidade de moedas velhas em relacdo ao total pela quantidade de moedas

levadas ao banco diariamente, ou seja,

dn 10" —n(r)

6
ar— o0 010

0 que equivale a
dn 10" —n(r)
dr 200
(1)

t 10 2 ST ~ A
Rescrevendo como 7/ (1) + ';m = % fica claro que é uma equagdo linear ndo homogénea e

vamos resolver encontrando um fator integrante. Assim,

t

wit) = el odt — £7200 .

Multiplicando toda a equagao por ft(z), temos

0 .5 4 @200 —— — 200 =
e m e a0~ 200 ¢

n 1010 . (L )/_1010t

Integrando ambos os membros da tltima igualdade,

t

) 1010
200 .73 — 200 ¢t
e / 200 ¢

e, assim,

_r 10 L.
e20 .p = 10"e200 4 c.

Logo,

n(r) = 10" + e

Sabendo que n(0) = 0, segue que

n(0) = 100 4 cem0 = 0 = ¢ = — 10"

n(t) =10'"—10'"0¢m

Queremos saber em quanto tempo 90% das moedas ja estardo em circulagdo, ou seja, quando
n(t) =0,9-10'°, temos que

n(t) =100 — 1001 =0,9.10'0 = ¢ ~ 461.

Portanto, para que 90% das moedas tenham sido trocadas, levardo 461 dias.
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Figura 8 — Curva do fluxo de troca de moedas n(r)

100 200 an0 ADD 500 BO0 iii] BO0 800 1000 1100

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe na figura 8 que, quanto maior a quantidade de notas ja trocadas, menor o fluxo
de troca dessas moedas.

4.8 Crescimento Economico

Uma opgdo realistica para modelagem de crescimento econdmico em uma economia
fechada € o Modelo de Solow. Este modelo auxilia na tomada de decisdo de quando hd a
necessidade de mudancas na politica econdomica. A dinamica do crescimento econdmico a longo
prazo modelada por Solow fornece uma base para entender como o capital, for¢a de trabalho e

tecnologia impactam o desenvolvimento de uma economia.

4.8.1 Funcao de Producao

Para o entendimento do Modelo de Solow devemos compreender o conceito da Fungao
de Produgdo per capita, que € fundamental para criacio de politicas de crescimento sustentdvel,
oferecendo insights sobre o aumento da producdo devido a interagcdo entre capital, trabalho e

tecnologia.

Primeiramente vamos entender a Fun¢do de Produgdo que € representada pela fun¢do
Cobb-Douglas. Essa fun¢ao define que o produto total da economia € dado pela relacao entre

capital e trabalho, da seguinte forma

Y(1) = f(K(t),L(t)) = K(1)*L(t)' %,

em que
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* Y(¢) é o produto total da economia;

* K(1) é o estoque de capital, por exemplo, maquina, edificios, infraestrutura, entre outros;

L(t) é a quantidade de trabalho, por exemplo, nimero de trabalhadores ou horas trabalha-

das;

a € a elasticidade da producao em relacao ao capital, no qual, 0 < o < 1.

Podemos escrever ainda a Fun¢do de Producao per capita, ou seja, a Fun¢do Produgdo

dividida pela for¢a de trabalho, assim

Y(r) _ f(K(0),L(t))

L(t) L(t)

Vamos supor que Y (¢) é uma fungdo homogénea de grau um, isto é,
FAK(1),AL(t)) = Af(K(2),L(1)), A €Ry.
Seja f(K(t),L(t)) = K(¢)*L(t)' %, assim,

f(AK(t),AL(t)) = (AK(I))a(lL(t))l_a
K () AL
- AK(Z‘)“L([)Ifa
= AS(K(r),L(1)).

Portanto, Y (7) é uma fun¢do homogénea de grau um. Ainda, f(K(¢),L(t)) deve seguir as
condic¢oes de Inada, dadas abaixo, para garantir que, em um modelo de crescimento econdmico
como o Modelo de Solow, a fun¢@o se comporte de maneira mais realista e sustentdvel em

relacdo ao capital e ao trabalho. Especificamente, as condi¢des de Inada sdo:

% >0e >0

JK
Temos
I _ k(rye(1—ayr(e) -« = LZOKOT
oL IO
1-a
3_}; = aK()*'L(t)17Y = —OIC(L(Y))I_OC :

e como 0 < o < 1, as derivadas parciais sao positivas.

o 02f 9*f
1l.m<0 € m<0

Dessa forma, temos

2 _ . a
S = KO o1 -z ot = CUU BT,

oLz
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2f (00— DaL{t) @
oK2 K@iy«

novamente, como 0 < o < 1, as derivadas parciais de 2° ordem sdo negativas.

(00— 1)aK (1) 2L(r)1=%) =

Assim, a fun¢do de Coob-Douglas obedece as Condi¢des de Inada para funcdo de
producdo. Portanto, para encontrarmos a Funcdo de Produgdo per capita, podemos reescrever
L(t) L(t)" L(z) L(t)’ L(t))’
sendo assim uma funcao em relacdo ao capital per capita. Logo,
Y(e) _ (X (1)
Lit) " \L(t))’

e, definindo y = % ek = % , temos que

=

Ou seja,

Ou ainda,

Analisar a Fun¢do de Producao per capita € entender a relacio do trabalho e do capital
para um modelo de crescimento econdmico. No entanto, devemos entender ainda como o estoque
de capital se comporta ao longo do tempo, se ele valoriza ou ndo, para isto, estudaremos a Func¢do
de Acumulo de Capital.

4.8.2 Funcao de Acumulacao de Capital

Para que haja um crescimento e um desenvolvimento econdmico € necessdrio que possua
uma fungdo que descreva como o estoque de capital muda ao longo do tempo, ao considerar os
investimentos e depreciacdo. Dessa forma, temos que o Actimulo de Capital é determinado pela

variagdo do estoque de capital, da seguinte forma
K'(t) =sY(t) — 8K (1),

no qual
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* K'(r) é a varia¢do do estoque de capital,
* Y(t) é o produto total da economia,

* K(t) é o estoque de capital,

* s ¢ a taxa constante da poupanga,

* 0 ¢é a taxa constante de depreciag@o.

Logo, o modelo descreve uma economia fechada, no qual a variagao de capital é dada
pelo investimento, que € parte do capital que ndo estd sendo utilizado, menos a depreciacdo
sofrida ao longo do tempo. Para encontrarmos a Funcdo de Actimulo de Capital per capita

devemos dividir pelo estoque de trabalho, assim

K'(t) sY(r)—6K(r)  Y(t) . K(t) .
BT R T R T B A,
onde % =K, % =y=f(k)e % = k. Logo, k' = sf (k) — 8k é uma equagio diferencial que

descreve o Modelo de Solow.

4.8.3 Modelo de Solow

Desenvolvido por Robert Solow na década de 1950, o Modelo de Solow descreve o
crescimento econdmico a longo prazo, fornecendo uma analise de como capital e o trabalho, e

até mesmo a tecnologia, se interagem para determinar uma produgao total.

A Funcio de Producdo € a base do modelo de Solow, nela € possivel analisar como a
variacdo do trabalho e do capital impactam a produc¢ao. Ainda, € necessario considerar o acimulo
de capital, no qual, parte da produgdo se torna investimento, como capital, e, uma parte do capital

sofre desgaste com o tempo.

Em um cendrio de uma economia fechada, que ndo existe troca, importagdes ou exporta-

¢oes, podemos assumir o modelo de Solow como

no qual, a taxa de estoque de capital, por unidade de trabalho, é dada pela diferenga da produgdo

investida e a depreciacdo de parte do capital, por unidade de trabalho.

Uma anélise importante que esse modelo fornece € do estado estaciondrio, que ocorre
quando k' = 0, ou seja

sf(k) = Sk.
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Figura 9 — Modelo de crescimento econdmico de Solow

Investimento per capita (q)

y=f(k) k=0 B

= Bk—sf(k——— capital per capita (k)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A figura mostra que a longo prazo, o capital per capita atinge um nivel constante,
conhecido como capital estaciondrio, este ¢ um estado importante no crescimento econdmico,
pois, a partir desse ponto, para que haja crescimento, é necessdrio que haja mudangas, como por

exemplo um avango tecnolégico.

Utilizando a Fungdo de Producdo per capita, f(k) = k%, no nosso Modelo de Solow,
temos
K = sk% — 6k
k(0) = ko
observe que € uma equagdo ndo linear e podemos resolver pelo método de Bernoulli, rescrevendo
nossa equagao como

K + 8k = sk,

ou seja, estd na forma y' + a(r)y = b(¢)y". Portanto, precisamos fazer a seguinte mudanga de

varidveis z = y! .

1
Nesse caso, temos que n = o, a(t) = 9, b(t) = 5. Logo, devemos fazer z = kT-«, e
chegamos na seguinte equacao

74+ (1-a)dz=(1—a)s.

Entao,
w(r) = el 1-@ddr _ (1-a)31,

Multiplicando toda a equag@o por p(z), temos
=001 4 (1703 (] )57 = !0 (1 — 1)s.
Assim
<e(1a)5zz>’ 1008 (1 _ )
Integrando ambos os membros da tltima igualdade, temos:

e1-)dr, %e(l—a)ﬁura

Logo,
2(t) = % + cel@=1)3t,
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Como z = kﬁ, a solugdo geral é dada por

1

k(t) = (% i ce(“—1)5t) e

em que ¢ pode ser definido pela condi¢@o inicial k(0) = k.

Vamos aplicar a equacdo do crescimento econdmico em uma economia ficticia, para

analisar os impactos das varidveis do modelo.

Exemplo 40. Seja um pais em desenvolvimento, que esteja buscando aumentar sua producao e
melhorar o bem-estar da populacdo. O governo deseja entender como as varidveis econdmicas

afetam o capital e a producao per capita.

Dados:

* Taxa da poupanca (s): 30% ou 0,3;
* Taxa de depreciagdo (6): 4% ou 0,04;
» Produgio Total descrita por: Y (1) = K (¢)%*L()%°.

k0’4

Sabe-se que a Funcao de Producio per capita é dado por y = . A equacgdo do Modelo

de Solow € dada por

K =0,3k%* —0,04k.

Observamos que, pelo estado estaciondrio temos que
0,3k"* = 0,04k,

e assim, k = 28,74, ou seja, o capital por trabalhador no estado estaciondrio € de aproximada-
mente 28,74. Logo,

y=28,74%% ~ 3 83,

Isto é, a producdo por trabalhador é de aproximadamente 3,83.

A figura a seguir mostra como acontecem os avangos de acordo com capital. Ou seja,
assim que a economia atingir um capital referente a 28,74 serdo necessdrias algumas intervencoes

politicas.
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Figura 10 — Aplicagdo do modelo de crescimento de Solow

y=(f(k) k'=0

2
i 6k% k

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Equacgdo de Bernoulli, temos
1
0,3 104
k(1) = ) (0,4—1)0,04¢ _
(1) ( 0.04 +ce

Como estamos analisando uma economia em desenvolvimento, vamos adotar um kq baixo.

Suponhamos entdo que k(0) = 118, assim temos que ¢ = 10. Logo,

1
0,3 _ 1-04
k(l) = (m + 106’(0’4 ])0’04t) .

Analisando o tempo que essa economia levaria para atingir o estado estaciondrio, temos

1
0,3 =04
k(1) = (0’W + 106(0’41)0’04t) — 28,74

podemos verificar que ¢ = 25 meses. Ou seja, antes de atingir 25 meses, essa economia precisa
pensar em estratégias como politicas que incentivem a poupanga, ou investimento no capital

humano, e até mesmo, investimento tecnoldgico, para que ndo haja uma estagnacao do capital.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS APLICADA AO
ENSINO BASICO

Esse capitulo traz uma proposta para aplicarmos o conceito de Equagdes Diferenciais em
modelagem de situagdo real no Ensino Basico, mais especificamente, no Ensino Médio, com
0 objetivo de apresentar conceitos fundamentais de forma pratica e acessivel. A abordagem
inclui associar a equacao diferencial a uma fun¢do. No qual, ao resolvermos uma fun¢do em um
determinado ponto, espera-se que essa retornard um valor, da mesma forma, ao resolver uma
equacdo diferencial espera-se que essa retornard uma fun¢do para ser analisada as condi¢des

iniciais do problema. Com isto, € facil entender o que se espera como resposta das modelagens.

Ainda, devemos entender que as equacdes diferenciais descrevem situacdes que variam
no decorrer no tempo, como o crescimento de uma planta, por exemplo. Queremos assim, analisar
o crescimento dessa planta no decorrer do tempo, ou seja, a taxa de crescimento dela. Associamos
a taxa de variacdo de algo a derivada, portanto, serd necessdria uma breve explicacdao desse
conceito. Da mesma forma, ao modelarmos e encontrarmos a equacao diferencial que descreve a
situacdo, precisamos resolvé-la, para isto, precisamos do conceito “inverso” da derivada, que € a
integral. Esse conceito serd brevemente comentado para melhor compreensao e aplicacdo nos
métodos de resolugdo. Baseados em (STEWART, 2013a) e (STEWART, 2013b).

Por fim, conseguimos aplicar as equagdes diferenciais em exemplos reais que podem ser
observadas e interpretadas pelos alunos, promovendo um entendimento intuitivo das taxas de

variagdo e sua importincia na modelagem matematica.

5.1 Derivada

Primeiramente, vamos pensar em uma fun¢io, no qual, uma varidvel independente, ¢,
estd associada com uma varidvel dependente, f (7). Essa fun¢do pode ser descrita pelo grafico da

Figura 11.
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Figura 11 — Representac@o grafica da curva da fungéo f(t)

L]

a

@

n

Fonte: Elaborada pelo autor.

A derivada de uma funcio f : R — R em um determinado ponto ¢, pode ser interpre-
tada geometricamente como a inclinagio da reta tangente ao grafico na fungdo em (z, f(7)).
Dessa forma, podemos verificar que a derivada de uma fungao devera satisfazer as seguintes

propriedades:

* Funcao cresce se a derivada € positiva;
* Funcido decresce se a derivada é negativa;

* Se a derivada € igual a zero temos os pontos criticos da funcao, ou seja, os pontos de

maximo, minimo ou inflexdo do gréfico da func¢do.

Para calcular a inclinagao da reta tangente, utilizando conceitos acessiveis ao ensino

Af())

médio, podemos usar a aproximagdo m = =g,

Figura 12 — Derivada de f(¢) como inclinagdo da reta tangente em um determinado ponto

f(t)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Por exemplo, para estimar o valor da inclinagdo da reta no ponto P(7, f(7)), passamos a
reta tangente a fun¢do ao grafico da funcdo para t = 7 e estimamos sua inclinacdo como cerca
de —3,1. Assim f'(7) = —3, 1, ou seja, a derivada da fun¢do no ponto é dada por esse valor.
Observamos pelo grafico, que neste ponto a fungdo decresce, o que é verdade ao comparar com
o valor negativo da derivada. Ainda, podemos notar os pontos em que a reta € horizontal, assim

ndo existe uma inclinagdo da reta, ou seja, m = 0.

O conceito geométrico de derivada € facil de ser observado, mas podemos calcular a
derivada geral na fung¢do e aplicar no ponto por meio de regras de derivacdo de certas fungdes.

Vamos apresentar a seguir algumas derivadas mais bdsicas e simples.

1. Derivada de uma constante: a derivada de uma constante € zero, pois em uma fungdo

constante a taxa de variagdo € sempre zero. Por exemplo:
f)=5=f'(t)=0.

2. Derivada de uma func¢do identidade: a derivada da fun¢do identidade € sempre 1. Por

exemplo:

f)=1=F()=1.

3. Derivada de uma funcdo linear: a derivada de uma fungdo do tipo f(¢) = at + b, é o

coeficiente a, pois a taxa de variacao de uma reta € constante. Por exemplo:
ft)=3t=f(t)=3.

4. Derivada de poténcia: Para a funcio f(¢) = ¢" temos que f'(t) = n-t"~!. Por exemplo:

ft) =0 = f'(r) = 5t*.

5. Derivada de uma func¢@o exponencial de base e: a derivada de uma fungdo exponen-

cial € a propria fungdo exponencial, ou seja,
f)=é=ft)=¢"

Ainda,
f(t)=e" = f'(t) =ae™, paratodoacR.

6. Regra do produto: Para a fungdo f(¢) = u(t) - v(¢) temos que

Por exemplo:
f(t) =12 = f'(t) = 5t*e* +-1727.

Essas derivadas dardo base para compreendermos como podemos modelar funcoes

matematicas que descrevem situagdes cotidianas e entender as mudancgas que elas apresentam.
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5.2 Integral

Podemos descrever a operagdo integral, de forma simples, como o “inverso” da operacao

derivada. No entanto, o conceito geométrico de integral estd relacionado a determinar dreas com

lados curvos, ou seja, a drea abaixo do grafico de uma funcgdo f(z).

Figura 13 — Area abaixo do grafico de uma funcio f(¢) definida em um intervalo

f(t)

05

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para determinarmos essa drea, primeiramente utilizamos pequenos retangulos construidos
abaixo da funcdo, como ilustra a Figura 14, e determinamos a area de cada regido retangular.
Assim, a drea abaixo da funcdo serd aproximadamente a soma das dreas das regides retangulares,

desde que os retangulos tenham base suficientemente pequenas.

Figura 14 — Aproximagdo da drea por 10 retangulos

Q Q
7' } S NS
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0.75 C o R C b
. R ~ ’/1.—ﬁ
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; 0.62
072 % |09 0-75 % |osa
T T
0.57 ; 0.58 0.72 0.59
v V
0.41 e 0.54 057 :..U=,2 0.43
0.33| 048 031|038
0.31 0.41
Aproximagao pelas extremidades direitas Aproximagao pelas extremidades esquerdas

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Observamos que, podemos fazer aproximacdes usando as extremidades da direita da
funcdo. Pela Figura 14, vemos que a drea total aproximada pela direita € de 5,23, enquanto a
area total aproximada usando as extremidades da esquerda € de 5,27. Assim, podemos concluir
que a drea abaixo da curva, ou seja, a integral da funcdo definida entre 2,5 e 5, estd entre 5,23 e
5,27, ou seja,

5,23 <A <5,27.

Podemos melhorar as estimativas aumentando a quantidade de retdngulos, por exemplo,
na nossa funcdo, desenhamos 10 retangulos, mas poderiamos melhorar a aproximacao se dese-
nhédssemos 20, 30, 50 ou até mesmo 1000. Quanto maior a quantidade de retangulos melhor serd

a estimativa da area.

O conceito geométrico de integral € facil de ser observado, no entanto ndo € tao simples
de ser executado. Logo, para estimar a drea sob o grafico de uma func¢do entre dois pontos,
utilizamos o conceito de integral, que pode ser vista, de certa forma, como a inversa da derivada
da funcdo. Neste trabalho, ndo apresentamos a defini¢cdo formal de integral devido ao foco
principal ser aplicagdes de equacdes diferenciais, sendo necessdrio apenas conhecimento de

algumas integrais bésicas.

Antes de introduzirmos essas integrais simples, notamos que, dada g : R — R, denotamos
a integral indefinida de g(7) da seguinte forma:

/ g(t)dr.

Importante ressaltar que como a integral € o “inverso” da derivada, sempre que inte-
grarmos aparecerd uma constante de integracdo. Essa constante de integracdo, indica todas as

familias de funcdes que ao derivarmos retornard a fun¢do inicial, ou seja,
£l) = / F(0)dr +c.

1. Integral de uma constante: Dado k € R,

/kdt:kt+c:>f(t) — ke

Por exemplo:
/Sdt =5t+c= f(t) =5t +c.

2. Integral de poténcia: Dado n € R,

tn—l—l
/ t"dt = +c.

n+1

Por exemplo:

16 1
/tSdt: g“;‘f@ = €+C'
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3. Integral de uma funcao linear: Dadoa e b € R,

2
t
/at+bdt: %+bt—|—c.

Por exemplo:
3t? 3t?
3f—6dt = 7—6t+cz>f(t) = 7—6t+c.

4. Integral de uma funcao exponencial de base e: Dado f € R,

/e’dt:et+c:>f(t) =é +c.

Ou ainda,
1 1
/e3’dt = §e3’ +c= f(t) = §e3t +c.
5. Integral de uma fungao %: Dado t € R¥,
f')
dt =In|f(t)| +c.
[ e =mvrol
1
/;dt:1n|t|+c:>f(t) —Injr| +e.
Ainda,
/ 1dt 11 t|+c= f(1) l1 t| +
T ¢ 2 “
ou ainda,

5
/§dt =1In|5t| +c = f(t) =In|5t| +c.

Observe que esse dltimo exemplo, 5 € a derivada de 5t. Isto € importante nas aplicacdes

de equacdes diferenciais apresentadas neste trabalho.

Essas integrais dardo base para compreendermos como podemos encontrar as fun¢des

que descrevem situagdes cotidianas e sao modeladas por meio das equacdes diferenciais.

5.3 Motivacao para o estudo de equacao diferenciais

A partir dos conceitos basicos apresentados de derivada e integral, torna-se possivel
a compreensao das equacdes diferenciais e seus exemplos. No entanto, podemos trazer esses
exemplos de forma mais detalhada, mostrando os passos de derivada e integral, visando atingir
um grupo maior de alunos, e assim, motivar os alunos contextualizando a utilizacao pratica das

equagoes diferenciais.

Os modelos matematicos utilizam equacodes que descrevem fendmenos do mundo real.

Por exemplo, o crescimento de uma bactéria, o crescimento de uma populagdo, a velocidade
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de um objeto caindo, entre outros, que tem como principal objetivo entender o fendmeno e

interpretar seu comportamento de acordo com o tempo.

Vamos relembrar que, quando estudamos uma fung¢ao, associdvamos um valor de en-
trada a um valor de saida. Por exemplo, seja a funcdo f(z) = 2 + 5, podemos obter algumas

informagdes quando

o t=—1,temos que f(—1)=2-(—1)+5=3,
e t =0, temos que f(0)=2-0+5=5,

e t=1,temos que f(1)=2-1+5=7,

e ainda, conseguimos observar que temos uma func¢do linear crescente. Portanto, temos que cada

fun¢do, quando calculada em um ponto, retorna um valor como solugdo.

Da mesma forma, podemos entender que as equacdes diferenciais retornam uma funcao
como solugdo, isto se deve ao fato de que as equacdes diferenciais descrevem situacdes que
mudam constantemente. Por exemplo, podemos analisar o crescimento de uma populacao de
coelhos no decorrer dos dias. Observamos que, quanto maior a populagdo, mais rdpido essa
populacio ird crescer. Podemos assim, modelar a taxa de crescimento da populacdo por meio
de uma equacao diferencial. Ao resolvermos essa equacao diferencial teremos uma funcao que
descreve o comportamento do crescimento ao longo do tempo, caso haja a necessidade de uma
andlise em um momento especifico, basta aplicar a condi¢do na fun¢do encontrada, por exemplo,

prever como estard a populacdo em 5 dias.

Vamos, a seguir, compreender e modelar algumas situagdes cotidianas utilizando um
passo a passo mais detalhado, utilizando as derivadas e integrais bésicas apresentadas anterior-

mente. Assim, podemos entender o comportamento dessas situacdes no tempo.

5.3.1 Idade de Fossil

Ao encontrar um féssil podemos encontrar uma idade aproximada analisando o quanto
de massa atdmica de um certo material ainda esta presente nesse fossil. Assim, consideramos
que essa quantidade decai proporcionalmente ao longo do tempo, ou seja, a taxa de decaimento

da quantidade desse material pode ser escrita como
I'(t) = —AI(),

onde, A € a constante de decaimento e / € a quantidade de massa atdmica do material presente

no fossil em determinado tempo. Vamos analisar a idade aproximada de um f6ssil encontrado.

Exemplo 41. Estime a idade de um f6ssil encontrado com uma concentragao de um milésimo da

quantidade inicial de C-14 ainda presente.
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Resolucao. Podemos modelar essa situagdo da seguinte maneira
I'(t) = —AI(t).

Para determinarmos a fung@o /() devemos utilizar os conceitos de integral aprendidos. Primeira-

T ~ 1
mente vamos multiplicar toda a equacdo por Try» temos

Integramos de ambos os lados,

/II/((;))dtz/—JLdt.

Observe que o primeiro membro € a integral da funcdo logaritmo enquanto o segundo membro

temos uma constante, assim

In|I(t)] = —At+c.

Ainda nao temos a fungdo /(¢) de forma isolada, podemos entdo aplicar a fun¢do exponencial de
ambos os lados, assim

O] — —Arter

Aplicando as propriedades de poténcia e exponencial, temos

I(t) = e“le ™M = ce ™.

A

Assim, a fungdo que descreve esse comportamento é I(t) = ce”*', entdo, podemos entender

o comportamento dessa funcdo, ou seja, ao longo do tempo sabemos que terda um decréscimo
na quantidade de material, e como uma func@o exponencial, quanto maior o tempo, menor a
queda do material. Mas, para precisarmos essa equacgdo € necessario encontrar os valores das

constantes.

Para datar esse fdssil € necessario utilizar a informacao de que a meia-vida do C-14 € de

aproximadamente 5600 anos, no seguinte sentido,
1 s600A _ 1 4
1(5600>:§]0:>I()€ 2510:>7L%—1,24.10 .

Assim (1) = Tpe~124107%

Sabemos que, no presente, a quantidade de C-14 € 0,001 do inicial, assim

() = 0,001y = Ipe "2+107* = 0,0011y = 1 = 55708.

Logo, estimamos que o fossil tem em torno de 55700 anos.
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5.3.2 Variacao de temperatura de um corpo com o meio

Podemos descrever que a taxa de perda de temperatura, T’(¢), de um corpo em um meio
ambiente, no qual a temperatura ambiente € constante no decorrer do tempo, € proporcional a
diferenga da temperatura do corpo e do meio, 7'(t) — T,. Assim, podemos modelar essa situa¢do

com a seguinte equagao

Exemplo 42. Um corpo foi encontrado em uma casa dentro de um quarto fechado a uma
temperatura constante de 22°C. No momento da descoberta, a temperatura do corpo era de
29.4°C. Uma hora depois, uma segunda medigdo foi realizada, e a temperatura do corpo era
de 26,7°C. Determine quanto tempo se passou do momento da morte até que o corpo fosse

encontrado.

Resoluc¢ao. Podemos modelar essa situacdo da seguinte maneira

Para determinarmos a funcéo 7 (¢) devemos utilizar os conceitos de integral aprendidos. Primei-

ramente vamos reescrever a nossa equagﬁo como
T'(t)+kT(t) = kT,.

Observamos que, o primeiro membro da equagdo ndo € uma func¢do simples de olhar e ver que
ela é a derivada de algo. No entanto, se multiplicarmos por uma fun¢ao p(z) de forma que ela

parece uma derivada que conhecemos, entao

u(OT'(t) + u(KT (1) = p(1)kT,.

Observe agora que, se (¢)k for a derivada de p’(r), teremos a regra do produto, no qual

(W(OT () = ()T () + (T ().

Entdo, u'(r) = u(r)k, para que isto seja verdade. E conseguimos encontrar a fun¢ao i (z).

Multiplicando toda a equagdo por ﬁ temos

Integramos de ambos os lados,

‘(¢
/“<)dt:/kdt.
u(r)
Observe que o primeiro membro € a integral da fun¢do logaritmo enquanto o segundo membro

temos uma constante, assim
In|u(t)| =kt +c;.
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Ainda ndo temos a fung¢io u(r) de forma isolada, podemos entdo aplicar a func¢do exponencial

de ambos os lados, assim
eln|/.t(t)| — ktter

Aplicando as propriedades de poténcia e exponencial, temos

kz: kt

u(t) =ele™ =ce.

Como queremos uma fun¢do que satisfaca nossas condicdes, vamos adotar ¢ = 1, assim
u(t)=e

E substituindo na nossa equacao inicial, temos
T (1) 4 kT (1) = kT,

Podemos ainda, escrever como
(BT (1)) = KT,

De forma simples, podemos resolver integrando ambos os lados da igualdade.

/ (()T (1)) dr = / MKTd,

no primeiro membro temos a integral da derivada de uma funcao, assim, temos a prépria fungao

u(t)T(1). J4 no segundo membro T, e k sdo valores constante, entio basta integrar . Assim,

1
w()T(t) = %ektkTa +e=e"T, +c.

Multiplicando ambos os lados por ﬁ, temos

kt
T, +c
T(t):#.

Aplicando as propriedades de poténcia e simplificando, temos
T(t) =T, +ce ™.

Assim, a fungdo que descreve esse comportamento é 7' (¢) = T, + ce ¥, aqui, podemos entender
o comportamento dessa fungdo, ou seja, ao longo do tempo sabemos que essa temperatura ird

diminuir. Mas, para precisarmos essa equagao € necessario encontrar os valores das constantes.

Considere o momento em que o corpo foi encontrado com ¢ = 0, assim, 7'(0) = 29,4°C,
T(1) =26,7°C e T, = 22°C, entdo

T(0)=22+ce X =294=2+4c=c=7,4.
Como sabemos T'(1), entdo

4,7
T(1)=22+7,4¢ X1 =26 7=22+474¢ "= e F = 7’—4 = k=2 0,454.
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Desse modo,
T (1) =22+7,4e 0%,

Ainda, sabemos que a temperatura média de um corpo humano saudavel € de 36,5°C, substituindo

esse valor na equacdo podemos estimar a quanto tempo ocorreu a morte. Temos

T (1) =22+7,4¢ %% =365 =2247,4¢ 0% = = 1,482,

Observe que encontramos um tempo negativo ja que a morte aconteceu antes do corpo
ser encontrado. Como t = —1,482, equivale que a morte ocorreu aproximadamente 1 hora e 29

minutos antes do corpo ter sido encontrado.

O processo abordado acima, no qual revé os exemplos de uma forma mais detalhada,
com conceitos basicos de derivada e integral, pode ser feito para os demais exemplos desse

estudo.

5.4 Proposta didatica: Introducao as Equacoes Diferenci-

ais no Ensino Médio

A proposta a seguir € uma sequéncia didatica que podem ser utilizadas por professores
do Ensino Médio para a introducgd@o dos conceitos de Equacdes Diferenciais Ordindrias utilizadas
nesse estudo. E uma proposta inicial que pode ser aprimorada e mais abrangente, nesse plano,
serdo utilizados somente dois exemplos vistos neste texto, no entanto, de forma similar, € possivel

aplicar os demais exemplos.

Nivel de Ensino

Alunos do 3° ano do Ensino Médio, ou alunos com nogdes basicas de funcdes e suas representa-

coes gréficas

Tema

Introducdo as Equagdes Diferenciais Ordindrias: uma motivagao para o estudo da matematica

Objetivos

* Compreender os conceitos de derivada e integral de uma forma mais simples, associando a

conceitos geométricos.

* Associar as equagdes diferenciais a taxa de variacdo que acontece em fendmenos do nosso

cotidiano.

* Apresentar a interdisciplinaridade dos problemas que podem ser modelados pelas EDO’s.



88 Capitulo 5. Equagoes Diferenciais Aplicada ao Ensino Bdsico

* Aplicar métodos de resolugdo de EDO’s.

Duracao

6 aulas de 50 minutos cada

Desenvolvimento das aulas

* Aula 1: Motivagdo e Conceitos Iniciais

Apresentar a importancia das equacoes diferenciais e aplicacdo no cotidiano.

1. Como podemos modelar matematicamente o crescimento de uma populagdo ou
a variacdo de temperatura de um corpo? Quais varidveis estdo associadas? Quais
suposi¢des podemos fazer? Por exemplo, a taxa de crescimento da populacdo depende

da quantidade da populacao?
2. Introduzir o conceito de taxa de variacdo e como elas aparecem no dia a dia.
3. Contextualizar a utilizagdo da modelagem matemadtica como uma equacgao diferencial.

4. Discutir sobre fendmenos que poderiam ser modelados por equacdes diferenciais.

* Aula 2: Introducao as Derivadas

Ensinar o conceito de derivada contextualizando de uma forma geométrica, como a

inclinagdo da reta, e assim, a derivada como taxa de variagao.

1. Rever fungdes e gréificos, além dos conceitos necessdrios para introduzir EDO.
2. Definir derivada como taxa de variacao.
3. Cdlculo da derivada de funcdes simples:

— Funcao constante;

Fungdo identidade;

Funcio linear;

Fungdo quadritica;

Fungdo exponencial;

Regra do produto.
4. Mostrar aplicacdes praticas:

— Velocidade instantidnea de um movel (fisica);

— Crescimento populacional.
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5. Resolver exercicios basicos de cdlculos de derivadas, aplicando as regras apresenta-

das.

* Aula 3: Introducdo as Integrais

Apresentar a integral como o processo inverso da derivada e de uma forma geométrica

como a area abaixo da curva.

1. Relacionar derivada e integral.
2. Definir integral como a soma das enésimas areas sob a curva de uma funcao.

3. Célculo da integral de func¢des simples:

Funcdo constante;

Funcao linear;

Fung¢do quadritica;

Funcdo exponencial;

Regra do logaritmica.
4. Mostrar aplicagdes praticas:

— Deslocamento a partir da velocidade;

— Crescimento.

5. Resolver exercicios basicos de cdlculos de integrais, aplicando as regras apresentadas.

* Aula 4: Equacdes Diferenciais

Relacionar derivadas e integrais as equacdes diferenciais e método de resolucao.

1. Introduzir conceito de equacdes diferenciais de primeira ordem.
2. Relacionar as derivadas e as taxas de variagdo nos modelos matematicos.
3. Ensinar um método simples de resolu¢do utilizando método de separacao de varidveis:

— Exemplos resolvidos passo a passo;
— Exercicios simples, como por exemplos: y'(t) = ky, para diferentes valores de k
e condicdes iniciais.
4. Exemplos préticos, explicar o passo a passo de toda a modelagem e resolugdo do
problema:
— Datar o f6ssil;

— Estimar o tempo da morte.
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* Aula 5: Aplicacdes

Exemplos / Exercicios praticos, explicar o passo a passo de toda a modelagem e resolucdo

do problema:

— Datar o f6ssil;

— Estimar o tempo da morte.

* Aula 6: Aplicacdes no dia a dia

Explorar como as equacdes diferenciais sdo utilizadas para modelar fendmenos reais.

1. Discutir fendmenos cotidianos que podem ser modelados com equagdes diferenciais.
2. Escolher um fendmenos para modelar junto com os alunos.

3. Resolver e discutir os resultados obtidos.

Finalizar com uma discussao sobre a importancia das equagdes diferenciais na ciéncia e

no dia a dia.

Recursos Didaticos

* Quadro e marcador/giz;
* Slides com graficos e exemplos visuais;

¢ Folhas de atividades e exercicios.

5.5 Consideracoes Finais

O estudo de equacodes diferenciais no ensino médio, além do enriquecimento curricular,
proporciona aos alunos uma ferramenta que auxilia a compreensao de fendmenos reais. Trazer
possibilidade de modelagem em situacdes cotidianas permite que os alunos, de forma intuitiva,
entendam o processo, compreendam os resultados e, consequentemente, se sintam motivados

para estudar matematica.

Aplicar equacdes diferenciais ao ensino basico requer, dos alunos, habilidades de célculo
diferencial e integral. Esse capitulo propde trazer uma proposta de contextualizacdo do conceito,
de forma simples, para que fique visivel a taxa de variacdo, como derivada, e os célculos
necessarios de integracdo. De forma que seja suficiente para o entendimento das equagdes

diferenciais.

Outra proposta, seria um curso prévio de Calculo Diferencial e Integral, como proposto,

por exemplo, por (JUNIOR, 2015). Esse trabalho propde a implementacdo de uma disciplina para
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o estudo dos conceitos de limite, derivada e integral, sendo dividido em dois grupos por nivel de
afinidade as dreas exatas. O primeiro grupo traz a disciplina de forma mais intuitiva, relacionando
a utilizacdo no dia a dia e as disciplinas do Ensino Médio, para um grupo de alunos que nao
pretendem seguir os estudos nas dreas exatas. Ja o segundo grupo, os alunos com pretensao de
seguir os estudos nas dreas das exatas, foi abordado o contetdo de forma mais tradicional, se
preocupando com o excesso de formalismo, mas trazendo o mais proximo ao curso Superior.
Como conclusdo, observou-se que os alunos do grupo 1, no qual apresentou a disciplina de
forma mais préxima a sua realidade de estudo, se manteve mais motivados e por consequéncia
tiveram um aproveitamento maior quando comparado ao grupo 2. Com isto, utilizar a abordagem
de estudo do grupo 1 seria suficiente para que os alunos dessem sequéncia no aprendizado de
disciplinas na 4rea das exatas, como as equagdes diferenciais, sendo possivel aplicar o estudo

proposto nesse trabalho.

Finalmente, € interessante notar que este trabalho pode ser utilizado por alunos do ensino
superior da drea de ci€ncias exatas para um estudo inicial das equagdes diferenciais ordindrias.
Por exemplo, os alunos que iniciam projetos de iniciacdo cientifica vinculadas a OBMEP logo
em seu primeiro ano de graduacdo ou mesmo alunos que somente tenham interesse nessa drea da

matematica.






93

REFERENCIAS

CILDOZ, M. U.; PALOMINO, S. Modelos populacionais aplicados a aquicultura. Biomatema-
tica, 2017. Citado nas paginas 18 e 53.

COSTA, L. R.; SANTOS, R. R. dos. Métodos numéricos para EDOs e aplicacoes a negdcios.
Ribeirdo Preto, 2024. Citado nas paginas 18 e 53.

JUNIOR, J. A. de O. Um estudo sobre a implementacao do calculo diferencial e integral
no ensino médio. Dissertacdo (Mestrado) — Universidade de Sao Paulo, Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacgado, Sao Carlos, 2015. Citado na pagina 90.

JUNIOR, L. P. L. Primeiro Relatério de Atividades - PICME Projeto: Equacoes Diferenciais
e Aplicacoes. Ribeirdo Preto, 2013. Citado nas péginas 18, 19 e 29.

NOBREGA, P. d. N. Equacoes diferenciais. Rio de Janeiro: Funda¢do CECIERJ, 2010. Citado
nas paginas 18 e 29.

SILVA, L. H. da. Equacoes diferenciais ordinarias e suas aplicacoes. Dissertacdo (Mestrado)
— Universidade de Sao Paulo, Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Sao Carlos,
2020. Citado nas paginas 18, 19 e 29.

STEWART, J. Calculo Volume 1. Sido Paulo: Cengage Learning, 2013. Citado nas paginas 18,
53e77.

. Calculo Volume 2. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013. Citado nas paginas 18 e 77.

YARTEY, J. N. A.; RIBEIRO, S. S. Equacées Diferenciais. Salvador: UFBA, Instituto de
Matematica e Estatistica; Superintendéncia de Educacio a Educagao a distancia, 2017. Citado
nas paginas 18 e 29.

ZILL, D. G. Equacoes Diferenciais com aplicacoes em modelagem. Sio Paulo: Pioneira
Thomson Learning, 2003. Citado nas paginas 18, 19 e 53.

ZILL, D. G.; CULLEN, M. R. Differential Equations with Boundary-Value Problems. 7. ed.
[S.1.]: Brooks/Cole, Cengage Learning, 2009. Citado nas paginas 18 e 53.



SSSSSSSSS



	Folha de rosto
	Title page
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Equação Diferencial Ordinária e Problemas Concretos
	Equação Diferencial Ordinária
	Problemas Concretos de EDO
	Capitalização Contínua
	Corpos em Queda e Resistência do ar
	Disseminação de uma Doença
	Lei de Newton do Esfriamento / Aquecimento
	Dinâmica Populacional
	Modelo de Malthus
	Modelo de Verhulst


	Teorema de Existência e Unicidade

	Equações Diferenciais de Primeira Ordem e Métodos de Resolução
	Equações lineares
	Equações lineares homogêneas
	Equações lineares não homogêneas
	Equação de Bernoulli
	Equação de Ricatti

	Equações não lineares
	Equações exatas
	Equações com Variáveis Separáveis
	Equações autônomas

	Homogênea
	Fator Integrante


	Algumas Aplicações
	Lei de Newton do Esfriamento e Aquecimento
	Corpo em queda livre com resistência do ar
	Movimento de um corpo em plano inclinado
	Dinâmica populacional
	Modelo de Malthus
	Modelo de Verhulst

	Piscicultura
	Idade de Fóssil
	Fluxo de Moedas
	Crescimento Econômico
	Função de Produção
	Função de Acumulação de Capital
	Modelo de Solow


	Equações Diferenciais Aplicada ao Ensino Básico 
	Derivada
	Integral
	Motivação para o estudo de equação diferenciais 
	Idade de Fóssil
	Variação de temperatura de um corpo com o meio

	Proposta didática: Introdução às Equações Diferenciais no Ensino Médio
	Considerações Finais

	Referências

