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Resumo

Este trabalho tem por objetivo fazer um estudo sobre os cédigos corretores de erros e
apresentar uma proposta de abordagem deste tema no Ensino Médio, possibilitando assim
que o professor utilize partes desta dissertacao como material teérico para um minicurso
que tenha estudantes desta etapa de ensino como publico alvo. Neste trabalho fazemos
uma breve revisao sobre matrizes, vetores, bases, anel, corpo, espaco vetorial e outros
conteudos que sao utilizados no processo de codificacao, transmissao e correcao de erros
em um codigo linear. Apresentamos os conceitos de métrica de Hamming, bits de paridade,
capacidade de corregao, matriz geradora e outras defini¢oes sobre a teoria dos cédigos cor-
retores de erros. Trazemos uma sequéncia de atividades sobre cédigos de Hamming que
o professor pode utilizar em sala de aula. Nas atividades, o WhatsApp é utilizado como
recurso didédtico e as planilhas eletronicas sao exploradas para realizar algumas tarefas
no processo de correcao de erros. Ademais, apresentamos os nimeros complexos como o
conjunto dos pares ordenados reais munidos de duas operacoes, uma de adicao e outra de
multiplicacao. Exploramos o anel dos quatérnios de Hamilton e mostramos que existe um
isomorfismo entre este e um subanel do anel das matrizes com entradas complexas. Este
subanel de matrizes estd intimamente relacionado com o cédigo de Alamouti que apresen-

tamos como uma possibilidade de aprofundamento no estudo dos cédigos corretores.

Palavras-chave: Codigos Corretores de Erros; Numeros Complexos; Quatérnios de Ha-

milton; Cédigo de Alamouti; Planilha eletronica.
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Abstract

This work aims to study error-correcting codes and present a proposal to approach this to-
pic in High School, thus enabling the teacher to use parts of this dissertation as theoretical
material for a mini-course that has students from this stage of education as audiences tar-
get. In this work, we briefly review matrices, vectors, bases, ring, field, vector spaces and
other contents that are used in the process of encoding, transmitting and correcting errors
in a linear code. We present the concepts of Hamming metrics, parity bits, correctability,
generating matrix and other definitions on the theory of error-correcting codes. We bring
a sequence of activities on Hamming codes that the teacher can use in the classroom. In
activities, WhatsApp is used as a teaching resource and electronic spreadsheets are used
to perform some tasks in the error correction process. Furthermore, we present the com-
plex numbers as the set of real ordered pairs with two operations, one for addition and
the other for multiplication. We explore the ring of Hamilton quaternions and show that
there is an isomorphism between it and a subring of the ring of matrices with complex
inputs. This subring of matrices is closely related to the Alamouti code, which we present

as a possibility for deepening the study of corrective codes.

Keywords: Error Correction Codes; Complex numbers; Hamilton’s Quaternions; Ala-

mouti Code; Spreadsheet.
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Introducao

A implementagao do Novo Ensino Médio e a criagdo da Base Nacional Comum Curricu-
lar (BNCC) traz uma nova visao para o ensino da Matemdtica na Educacao Basica. A
nova proposta de ensino coloca o aluno como um ser ativo e corresponsavel pelo processo
de ensino e aprendizagem. O ensino da Matematica deixa de ser uma mera transmissao
de contetdos e estratégias de resolucao de questoes e coloca o aluno como um “ser ma-
tematico”, ou seja, um ser capaz de usar e criar matematica para as demandas sociais e
tecnoldgicas [9].

De acordo com a BNCC [5],“no Ensino Médio o foco é a construgao de uma visao inte-
grada da Matematica, aplicada a realidade em diferentes contextos.” Tendo isso em vista,
enxergamos os codigos corretores de erros como uma oportunidade para o professor expor
a Matematica em sala de aula como parte da realidade em que vivemos e mostrar para
os alunos o potencial desta area de conhecimento para o desenvolvimento de novas tecno-
logias. Acreditamos ainda que, o trabalho com cédigos em sala de aula proporciona aos
alunos a oportunidade de vivenciar o fazer matematico, investigando e propondo solugoes
para desafios do mundo contemporaneo, desenvolvendo assim a segunda habilidade da

area de Matematica e suas Tecnologias proposta pela BNCC.

Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contem-
poraneo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na andlise
de problemas sociais, como os voltados a situacoes de saide, sustentabilidade,
das implicagbes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobili-
zando e articulando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Ma-

temdtica. [5]

Neste trabalho apresentamos os cédigos corretores de erros por meio de uma linguagem
acessivel para alunos do Ensino Médio. De modo que ao trabalhar com este conteido
em sala de aula, o professor possa usar textos da dissertacdo como material didatico.
Procuramos simplificar a linguagem matemaética sem perder o formalismo. E claro que
ao fager isso, restringimos um pouco o leque de conteiidos que podem ser explorados por
meio de cédigos corretores, mas, acreditamos que propor uma leitura mais leve, seja uma
maneira de convidar os alunos para o estudo da Matematica.

No primeiro capitulo desta dissertacao, apresentamos os conceitos basicos de cédigos



corretores de erros: definicado, métrica de Hamming, transmissao de uma palavra, re-
dundancias e outros. Exibimos também alguns exemplos para facilitar o entendimento
de alguns conceitos abstratos. Julgamos que o capitulo pode ser usando em sala de aula
como uma breve introdugao aos cédigos corretores de erros.

No inicio do segundo capitulo definimos anel, corpo e espaco vetorial. Em seguida
fazemos uma breve apresentamos dos corpos de inteiros médulo p e suas principais pro-
priedades. Apresentamos também os Cédigos de Hamming com o intuito de introduzir
o estudo dos cédigos lineares, que sao definidos logo em seguida. Neste capitulo, muitos
dos conceitos de cédigos lineares foram apresentados inicialmente por meio de exemplos,
desta maneira, em um primeiro momento em sala de aula, o professor do Ensino Médio
pode apresentar os conceitos por meio dos exemplos sem a necessidade de recorrer a con-
ceitos mais avancados de dlgebra. E para finalizar o capitulo, apresentamos o método para
correcao de erros.

No terceiro capitulo, com o intuito de preparar o terreno para o capitulo seguinte,
fazemos uma breve apresentacio dos nimeros complexos como sendo o espaco R? munido
de uma operacgao de adigao e uma operacao de multiplicacao. Partindo da forma polar de
um nuimero complexo, apresentamos também uma interpretagao geométrica para adigao
e para a multiplicacdo definidas em R2.

O quarto capitulo foge um pouco do que é proposto no Ensino Médio, nele apresen-
tamos os Quatérnios de Hamilton e mostramos que este anel é isomorfo a um subanel
do anel de matrizes de ordem 2 com coeficientes complexos, que é a base do Cddigo de
Alamouti apresentado no final do capitulo. Apesar de alguns dos conceitos apresentados
neste capitulo nao fazer parte do que é proposto pela base curricular do Ensino Médio, o
professor pode apresentar os quatérnios apenas na sua representagao matricial e explorar
as propriedades herdadas dos quatérnios simplesmente como propriedades das matrizes.

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos uma sequéncia didatica que o professor pode
aplicar para alunos do terceiro ano do Ensino Médio e/ou fazer uma adaptagdo para
aplicar nas demais turmas, mostrando o potencial da Matemaética na vida contemporanea.

Nesta sequéncia exploramos apenas os contetidos dos dois capitulos iniciais.



Capitulo 1
Coddigos Corretores de Erros

Imagine que vocé seja professor de uma turma de 6° ano e esteja tentando explicar algum
conteddo para os alunos, mas, um grupo de trés ou quatro criangas estao conversando
baixinho no canto da sala e acabe tirando um pouco da atencao dos colegas. Nessa
situacao todos nds professores gostariamos que por meio de alguma magica fosse possivel
retirar o som da conversa de modo que apenas a nossa voz chegasse até os ouvidos dos
alunos. Poderiamos imaginar que retirar os alunos da sala resolveria o problema e teriamos
o caminho livre para o som da nossa fala. No entanto, mesmo tomando esta atitude,
provavelmente chegaria ruidos dos corredores, da sala vizinha, dos carros na rua, dentre
varias outras fontes de ruidos. De maneira semelhante, quando queremos enviar uma
mensagem, seja por sinal analégico ou por sinal digital, existem interferéncias causadas
pelos aparelhos usados na transmissao, pelo meio fisico utilizado ou por outras fontes, de
modo que é impossivel que uma mensagem seja enviada e recebida sem algum tipo de
problema causado por algum ruido.

Os ruidos sao causados por fontes naturais, como por exemplo o sol, e também por fon-
tes nao naturais, como a turbina de um aviao, o uso de um aparelho de micro-ondas, e até
mesmo pelos préoprios aparelhos eletronicos utilizados na transmissao e recepgao dos dados.
Ao tentar sintonizar um televisor analdgico ou o radio de um carro em uma determinada
frequéncia, é possivel perceber o ruido chegando até o receptor dos aparelhos. Os peque-
nos chuviscos na TV ou o chiado no radio, representam a captacao de “pequenas” ondas
eletromagnéticas que muitas vezes nao faziam parte do sinal que foi enviado. Diferente-
mente do que acontece em sala de aula em muitos dos casos conseguimos fazer com que
apenas o sinal enviado chegue até os nossos olhos ou ouvidos. Muitas vezes este problema
é resolvido porque o sinal enviado é mais forte que o ruido, de modo que podemos corrigir
os erros. O bom desempenho dos aparelhos de correcao dos sinais recebidos depende da
criacao de algoritmos e estes dependem da existéncia de bons cédigos corretores de erros.
Um dos exemplos mais simples e corriqueiro é o cédigo de barras. Muitas vezes em um su-

permercado ao aproximar o cédigo de barras de um leitor éptico o aparelho emite um som



informando algum tipo de erro e automaticamente aproximamos o produto novamente. O
mesmo acontece quando por algum motivo estamos preenchendo um formulario digital e
acabamos informando um digito do nosso CPF errado. Seria um incomodo ter que pagar
mais caro por um produto ou usar um CPF diferente em uma compra pela internet. Esse
tipo de situagao nao ocorre devido ao acréscimo de redundancia no cédigo de barras e
também no CPF, neste caso a redundancia é chamada de digito verificador. Um cédigo
corretor de erros, em poucas palavras e de maneira simples, nada mais é que uma ma-
neira organizada de acrescentar redundancias a cada informagao que queremos transmitir
e/ou armazenar, de modo que seja possivel utilizar os dados adicionais para recuperar a
informacao, detectar e corrigir os erros quando possivel. Assim como no nosso sistema de
escrita, os codigos corretores de erros sao formados por um alfabeto, por palavras e por
regras de composicao das palavras. Normalmente o alfabeto é formado pelos elementos de
um corpo finito e as palavras sao sequéncias finitas destes elementos.

De acordo com [14], a Teoria dos Cddigos, assim como muitos outros estudos nos di-
versos campos da Matemadtica, surgiu em meio a um conflito entre duas grandes nagoes, a
Uniao Soviética e o Estados Unidos durante a Guerra Fria. Em 1948 o Matematico esta-
dunidense Claude Elwood Shannon publicou o primeiro trabalho sobre cédigos corretores
de erros e ficou conhecido como o pai da teoria da informagdo. Um outro nome ligado
ao inicio da Teoria de Codigos é do Matematico estadunidense Richard Wesley Hamming,
que trabalhava com um grande computador e tinha seu trabalho perdido sempre que a
maquina cometia algum tipo de erro durante o armazeno de informacoes. Motivado pela
frustragdo de perder todo seu trabalho sempre que ocorria um erro desse tipo, Hamming
desenvolveu um dos primeiros cédigos corretores de erros da histéria e publicou um tra-
balho em 1950 com conceitos fundamentais como métrica, redundancia, equivaléncia de
c6digos e cddigos sistematicos. Neste trabalho veremos este cédigo com mais detalhes. A
partir da década de 70 a Teoria de Cddigos passou a ser de interesse de varios engenheiros

que estavam envolvidos na corrida espacial e surgiram varios outros codigos.

1.1 Cdbdigos Corretores de Erros

No trabalho publicado em 1948, Shannon definiu a unidade de medida de informacao, que
chamou de bit (binary digits) e um sistema de comunicagao, formado basicamente por
cinco componentes: uma fonte de informagao, um transmissor, um canal, um receptor e
um destino, como apresentado no esquema da Figura[L.1] O cddigo fonte, ou simplesmente
a fonte, produz a mensagem a ser transmitida e envia para o transmissor que transforma a
mensagem em um sinal passivel de ser transmitido pelo canal, que é o meio utilizado para
transmitir o sinal do transmissor até o receptor que decodifica o sinal recebido equivalente

a mensagem enviada pelo transmissor, e por fim a informagcao é visualizada pela pessoa



ou equipamento no destino final.

- — _

= -
_— >

Figura 1.1: Esquema do sistema de transmissao.

Um exemplo simples de cédigo corretor de erros é o nosso idioma. Considerando o alfa-
beto F' formado por 23 letras mais o espaco em branco, temos uma total de 24 elementos.
A maior palavra do nosso alfabeto é pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiético, que
possui 46 letras, assim, podemos completar as demais palavras com espacos em branco,
de modo que todas elas tenham exatamente 46 elementos. Neste caso o nosso codigo
C' é um subconjunto de F6, ou seja, é um subconjunto do conjunto formado por todas
as sequéncias com 46 elementos do alfabeto F. Este cddigo nao é muito eficiente por
ter palavras muito préximas umas das outras, por exemplo, as palavras BALA e MALA
diferem de apenas um elemento. Assim o transmissor pode enviar a palavra BALA e,
devido a interferéncia causada por algum ruido, chegar ao destino a palavra MALA, como
representado na Figura Como as duas palavras pertencem ao c6digo o receptor nao

identificara o erro.

- - _
—_—

l Sinal

- _____ ’-

l Sinal + Ruido

= -
—_—

Figura 1.2: Palavra recebida com erro.

Existe também a possibilidade de ser enviada a palavra BALA e por algum motivo
o receptor detectar um sinal equivalente a palavra QALA. Como esta palavra ndo existe
em nosso idioma, o receptor sabera que a palavra esta errada. Mas existem véarias outras

palavras que estao préxima desta, por exemplo BALA, FALA, MALA e TALA, assim o



receptor nao saberd qual foi a palavra enviada e nao sera possivel corrigir o erro. Este tipo
de impossibilidade é causada devido a distancia entre as palavras e a falta de informacéces

adicionais. Veja o esquema da Figura[I.2]

- = _
_—

l Sinal

- ----- *-

l Sinal + Ruido

- -

Figura 1.3: Erro sem correcao.

Para resolver o problema das multiplas substituicoes para palavra QALA recebida,
poderiamos ter acrescentado algum tipo de redundancia no sinal enviado, por exemplo,
ter enviado o sinal da palavra CARAMELO junto com o sinal da palavra BALA, desta
maneira, como mostra o esquema da Figura [[.4] o receptor iria detectar o sinal das pa-
lavras QALA e CARAMELO. Como as demais palavras possiveis para a corre¢do nao
tem nenhum tipo de relagdo com a palavra CARAMELO, o receptor iria decidir corre-
tamente por enviar a palavra BALA para o destino final. Mas note que poderiamos ter
escolhido a palavra DOCE como redundancia, aumentando assim apenas quatro elementos
na sequéncia da palavra BALA. Quanto maior o comprimento das palavras, maior o custo
computacional para enviar e receber as mesmas, por isso devemos nos preocupar em como

acrescentar redundancia nas palavras mantendo o comprimento razoavelmente pequeno.

- = _
—_—

l Sinal

¥

l Sinal + Ruido

- = -

Figura 1.4: Acréscimo de redundéncia e correcao do erro.

Um outro exemplo cldssico é o cédigo fonte Fy = {(0,0), (0,1),(1,0),(11)} de um robo
que se move sobre um tabuleiro quadriculado de modo que a cada comando dado o robo

se desloca de uma casa para a casa vizinha. Por simplicidade vamos representar o par



ordenado (a,b) simplesmente por ab, aqui cada palavra ab representa um comando, como

descrito abaixo:

Leste — 00 Norte — 10
QOeste — 01 Sul — 11

Neste caso nao temos um bom cédigo, pois ao enviar a palavra 11 o robd poderia
receber a palavra 10 e nao perceber que foi cometido um erro, como no caso das palavras
BALA e MALA. Precisamos entao acrescentar redundancias a cada palavra deste cédigo
de maneira organizada para que seja possivel identificar e corrigir erros. Ao fazer esse
acréscimo criamos uma novo cédigo conhecido como cédigo do canal. Podemos entao,

conforme Exemplo [2.32] fazer a seguinte modificagio no cédigo F2:

00 — 00000 10 — 10110
01 — 01011 11 — 11101

Neste caso os dois primeiros elementos sdo idénticos ao que j& tinhamos no cédigo F
e os ultimos sao redundéancias. Assim, o c6digo do canal é {00000, 01011, 10110, 11101}.

l Leste I Leste

Sinal
00000
—_—

Sinal + Ruido

00100
—_—

—_—
o
(=]

:
f

P E—
=3
=]

Figura 1.5: Transmissao do comando Leste com corregao.

Com esse novo codigo fica mais facil de corrigir possiveis erros. Por exemplo, suponha
que o comando Leste deva ser enviado para o robd, primeiramente o codificador da fonte
gera a palavra 00 que sera transformada na palavra 00000 pelo codificador do canal e
em seguida enviada. Assim, o decodificador do canal receberd um palavra que pode ser a
palavra correta ou uma palavra com erro, vamos supor que o decodificador receba a palavra
00100. Ao comparar esta palavra com as demais palavras do cédigo, o decodificador
percebera que a mesma nao pertence ao cédigo do canal, logo, concluir que ocorreu algum
tipo de erro na transmissao e analisar se é possivel fazer a corregdo. Procurando pelas
palavras mais proximas, em relacdo a diferenca entre os elementos de mesma posicao, o

decodificador chegara a conclusao de que a palavra enviado foi 00000 e desta maneira o



robd receberd corretamente o comando Leste, como representado na Figura|l.1

1.2 Meétrica de Hamming

Dado um alfabeto F', isto é, um conjunto com finitos elementos, denotamos o niimero de
elementos do conjunto F por |F|. Em muitos dos casos o conjunto F' é um corpo. Um
codigo corretor de erros é qualquer subconjunto préprio de F™, ou seja, ¢ um conjunto
formado por sequéncia com exatamente n termos, todos pertencentes ao alfabeto F.

Na secao anterior falamos em distancia entre duas palavras, para formalizar este con-

ceito vamos definir a distancia de Hamming entre dois elementos do conjunto F™.

Definicao 1.1. Dados dois elementos quaisquer u,v € F", a distdncia de Hamming entre

U= (UL, Uy e Uy vy Up) € V= (V1,02 .0y Vi, ..., U ) € definida como
d(u,v) = |{i; u; v, 1 <1< n}|.
Exemplo 1.2. No cédigo {00000, 01011, 10110, 11101} C {0,1}?, temos que

d(00000,01011) =
d(00000,10110) =
d(00000,11101) =

d(01011,10110) = 4,
d(01011,11101) = 3,
d(10110,11101) = 3.

= W W

A distancia de Hamming satisfaz as trés propriedades de métrica, como veremos na
proposi¢ao a seguir, por esse motivo a distancia entre duas palavras como definida acima,

também é conhecida como métrica de Hamming.

Proposicao 1.3. Dados u, v, w € F", temos que

i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualde se, e somente se, u = v;
i1) Simetria: d(u,v) = d(v,u);

i1i) Desigualdade triangular: d(u,w) < d(u,v) + d(v, w)

Demonstragdo. O item i) é claro, pois o nimero de elementos de um conjunto é nao
negativo. O item i) segue do fato de que wu; # v; se, e somente se, v; # u;.

Para demonstrar o item 4ii), vamos analisar a contribuicao da i-ésima coordenada
para d(u,w) e para a soma d(u,v)+ d(v,w). Observe que se u; # w;, entao a contribuigao
desta coordenada para d(u,w) é 1 e para d(u,v) + d(v,w) é 1 ou 2, pois nao podemos
ter u; = v; = w;. No caso em que u; = w; a contribuicdo para d(u,w) é 0 e para
d(u,v) + d(v,w) pode ser 0 ou 2, pois, ou u; = w; = v; ou v; # u; e v; # w;. Portanto,

a contribuigao da i-ésima coordenada para d(u,w) é menor ou igual a contribui¢do para



d(u,v) + d(v,w). Como essas distancias podem ser obtidos somando as contribui¢oes de

cada coordenada, chegamos a conclusao que d(u,w) < d(u,v) + d(v, w). O

Muitos dos métodos de correcao de erros sao baseados na distancia de Hamming entre
duas palavras. Um dos aspectos que tornam estes métodos mais eficientes é a quantidade
de palavras préximas da palavra enviada e/ou armazenada. Vamos entao definir disco e
esfera no conjunto F" para formalizar a ideia de proximo e ver uma maneira de calcular

a quantidade de elementos em cada um desses conjuntos.

Definicao 1.4. Sejam v um elemento de F™ e r > 0 um numero natural. Definimos o

disco de raio r e centro v, como sendo o conjunto:
D(v,r)={ue F" | d(u,v) <r},

e a esfera de raio r e centro v como sendo o conjunto:
S(v,r)={ue F" | d(u,v) =r}.

Proposicao 1.5. Para todo v € F™ e todo numero natural r > 0, temos que

D) =Y ()=

i=0
onde n € o comprimento das palavras e q € a quantidade de elementos do conjunto F.

Demonstragdo. Inicialmente note que |D(v,r)| = Y7 ]S(v,4)|. Vamos entéo calcular
quantos elementos ha em cada um dos conjuntos S(v,i). Observe que uma palavra u
pertence ao conjunto S(v,i) se, e somente se, d(u,v) = i, ou seja, se, e somente se, u
e v tem exatamente ¢ coordenadas diferentes. Dada uma palavra v, temos (?) maneiras
de escolher as 7 entradas de u que serao diferentes das respectivas entradas de v e para
cada uma das i coordenadas diferentes podemos escolher qualquer um dos elemento de F'
exceto o elemento da i-ésima coordenada de v, portanto, para cada coordenada, temos ¢—1
possibilidades. Assim, o ntimero de elementos do conjunto S(v,i) é dado por (7;) (¢ — 1)i,
de onde concluimos que [D(v,7)| = >"7_, (7)(q — 1) O

)

Exemplo 1.6. Considerando o conjunto F* = {0,1}*, temos que

5(0000,3) = {1011, 0111, 1110, 1101},

$(0000,2) = {1100, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010},
5(0000,1) = {1000, 0100, 0010, 0001},

5(0000,0) = {0000}.



Logo, |D(v,3)| = 15.

E, por outro lado, temos que

|D(v,3)| = 23: (f) (2-1) = (3) 1%+ (Lll) SRS (3) 124 <§> 13 =1+4+44+6+4 = 15.

=0

Um outro aspecto que pode tornar o processo de corregao mais eficiente é a distancia
minima do codigo. Esta caracteristica esta intimamente ligada com a quantidade de erros
que é possivel corrigir. Por exemplo, no cédigo do Exemplo temos que a distancia
minima é 3 e como veremos mais na frente, neste caso é possivel corrigir no maximo um

€rro.

Definigao 1.7. Seja C um cddigo, a distancia minima d de C é definida por
d = min{d(u,v) | u,v € C, com u # v}.

Observe que no Exemplo [1.2] calculamos a distancia entre todas as palavras diferentes,
fizemos um total de (;l) = 6 operagdes. Assim, pode-se imaginar que para todo codigo
C, é necessario realizar (‘g') calculos para determinar a distancia minima d. Mas, como
veremos mais adiante, no caso de cédigos lineares a quantidade de operagoes é certamente

menor.

Definicao 1.8. Dado um cddigo C com distancia minima d definimos a cota de correcao

-]

onde [k| representa a parte inteira de um elemento k.

t como sendo o numero natural

Proposigao 1.9. Seja C um cddigo com distancia minima d. Para quaisquer duas palavras
distintas c,c € C, temos que
D(c,t)ND(d,t) = 2.

Demonstragdo. Suponha por contradi¢ao que exista uma palavra v € D(c,t) N D(d,t).
Sendo assim, temos d(c,v) < t e d(¢/,v) < t. Mas note que pela desigualdade triangular
temos que

d(c,d) < d(c,v) +d(v,d)<t+t=2t=d—1<d.
Um absurdo, pois a distancia minima do cédigo C é d. Portanto, D(c,t)ND(c,t) = 2. O

A proposigao a seguir fornece dados numeéricos relacionados a capacidade de correcao

de um coédigo corretor de erros.

Proposicao 1.10. Seja C um cddigo com distancia minima d. Entdo C pode corrigir no

mdzximo t = 2] erros e detectar d — 1 erros.
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Demonstracdo. Suponha que seja enviada uma palavra ¢ e que tenha ocorrido no minimo
um e no maximo d — 1 erros na transmissao, assim, chegara até o receptor uma palavra
r tal que d(c,r) < d — 1 e portanto o decodificador saberd que a palavra r nao pertence
ao codigo C e concluird que a palavra contém erros. Mas veja que, caso tenha ocorrido
mais que t erros, nao é possivel corrigir, pois pode existir uma outra palavra ¢’ tal que
d(cd,r) <d-1.

Suponha agora que a palavra r recebida contenha no maximo ¢ erros. Neste caso temos
que d(c,r) < t, assim r pertence ao disco D(c,t). E dada qualquer outra palavra ¢ € C,
temos que r ¢ D(c,t). Portanto, o decodificador concluird que a palavra enviada foi ¢,

pois é a palavra mais préoxima de 7. ]

Veja que de acordo esta proposicao, para maximizar a capacidade de corregao de
um codigo C precisamos escolher as palavras de modo que a distdncia minima d seja
maximizada, e desta maneira aumentar a capacidade de correcdo do codigo. Portanto,
¢ de fundamental importancia determinar a distdncia minima de um cédigo ou ter pelo
menos uma estimativa para a mesma.

Uma outra maneira de melhorar a capacidade de corregao e detecgao de erros em um
codigo C C F™ é escolher as palavras de modo que para toda palavra r € F™, exista uma
palavra ¢ € C, tal que r € D(c,t), neste caso, o c6digo é dito perfeito, conforme Definigao
1.11} Desta maneira, sempre que receber uma palavra r com erros, o decodificador serd
capaz de corrigir o erro. No caso em que a palavra r contém mais de t erros, a correcao
nao estard correta. No entanto, nao é simples fazer a escolha das palavras, pois existe uma
relagao entre a quantidade de palavras de um cédigo, o comprimento destas palavras e a
distancia minimo. Um dos problemas fundamentais da Teoria dos Cédigos é estudar esta

relacao. Neste trabalho nao entraremos em detalhes em relagdo a esta dependéncia.

d—1
Definigao 1.11. Seja C C F™ um cédigo com distancia minima d e seja t = [2} . O

cédigo C é dito perfeito se

U D(e.t) =F.

Exemplo 1.12. Considere o cédigo C = {000,111} C {0,1}3. Veja que neste cédigo

3-1
temos distancia minima d = 3, capacidade de correcao t = — | = 1,

D(000,1) = {000,001,010,100} e D(111,1) = {011,101,110,111}.

E note ainda que,
D(000,1) U D(111,1) = {0,1}>.

Portanto, o cédigo C é perfeito.
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A partir da Proposicao podemos tragar uma estratégia de correcao de erros em um
c6digo utilizando apenas a métrica de Hamming. Considere o cédigo C C F™ com distancia
minima d, assim, a quantidade de erros que o cédigo pode corrigir é t = {;] . Suponha
que foi transmitida uma palavra ¢ € C e que chegou até o receptor a palavra r € F", temos
entao as seguintes possibilidades:

i) Durante a transmissao foram cometidos uma quantidade de erros menor ou igual a
t, neste caso podemos concluir que a palavra enviada foi ¢, pois é a tnica que satisfaz a
condigao r € D(c,t).

i1) Durante a transmissao foram cometidos uma quantidade de erros maior que ¢, neste

caso r ¢ D(c,t), assim teremos dois casos possiveis:

1. r € D(c,t) com ¢ # ¢, neste caso concluiremos de forma incorreta que a palavra

enviada foi ¢/;
2. r ¢ D(c,t) para toda palavra ¢ € C, assim nao poderemos corrigir o erro.

Observe que a eficiéncia deste método de correcao de erros depende muito do canal
que serd utilizado para enviar o sinal e da distancia minima entre as palavras do cédigo.
Caso a probabilidade de erros seja pequena, podemos receber palavras com no maximo ¢
erros, assim seremos capazes de fazer a correcao do erro sem incertezas, no entanto, caso
a quantidade de erros seja maior que t podemos corrigir a palavra de forma incorreta.
Portanto, nunca teremos certeza que nao houve erro no processo de corre¢ao, 0 maximo

que teremos é uma probabilidade de acerto.

1.3 Equivaléncia de Cédigos

No exemplo do cédigo do robo, para possibilitar a correcao de erros, utilizamos o cédigo do
Exemplo 1.2 que tem distancia minima d = 3 e portanto é capaz de corrigir no méximo um
erro e detectar até dois. Mas, poderfamos ter escolhido o cédigo {00000, 11010,01101, 10111}

que também tem distancia minima d = 3 e além disso, fazendo a correspondéncia
00000 <— 00000 01011 +— 11010 10110 +— 01101 11101 «<— 1011,

temos que a distancia entre duas palavras quaisquer de um cédigo é equivalente a distancia
entre as duas palavras correspondentes do outro. Por exemplo d(01011,11101) = 3 e
d(11010,10111) = 3. Assim, em termos de codificacao e corregao de erros, os dois cédigos

sao equivalentes.

Definicao 1.13. Sejam F' um alfabeto e n um niimero natural. Diremos que uma funcgao

H : F*» — F™ é uma isometria de F™ se ela preserva distancia de Hammning, ou seja,
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d(H(u),H(v)) = d(u,v), Y u,veF".

Usaremos o conceito de isometria para definir equivaléncia entre dois c6digos contidos

em um mesmo espaco F"'. Vejamos primeiro algumas propriedades de uma isometria.
Proposigao 1.14. Toda isometria de F™ ¢ uma bijecdo de F™.

Demonstragdo. Dados u,v € F™, com u # v, suponha por contradicao que H(u) = H(v) e
que H seja uma isometria. Assim, temos que d(H (u), H(v)) = 0, pois H(u) = H(v). Por
outro lado, como H é uma isometria, temos d(u,v) = d(H (u), H(v)) = 0, logo d(u,v) =0,
de onde segue que u = v. Um absurdo. Portanto, H(u) # H(v). Mostrando assim que
H ¢ injetora. Como toda fungao injetora de um conjunto finito nele mesmo é também

sobrejetora, concluimos que H é uma bijecao de F™. O

Proposicao 1.15. Dado um alfabeto F', temos que
i) A funcao identidade de F™ € uma isometria;
ii) Se H ¢ uma isometria de F™, entdo H' é uma isometria de F";

ii1) Se H e G sao isometrias de F", entao H o G é uma isometria de F™.

Demonstragao. Sejam F um alfabeto e u,v € F™ duas palavras quaisquer.

i) Seja H : F™ — F™, temos entao que H(u) = u e H(v) = v, logo d(H(u), H(v)) =
d(u,v). Portanto, H é uma isometria;

ii) Seja H : F™ — F™ uma isometria, segue da proposicao anterior que existe H .

Além disso, temos que

Portanto, H~' é uma isometria de F™.

ii1) Sejam H e G isometrias de F™. Temos entao que,

mostrando assim que H o G é uma isometria. ]

Definigao 1.16. Sejam C e C’ dois c6digos em F™, diremos que C’ é equivalente a C se

existir uma isometria H de F™ tal que H(C) = C'.

Definigao 1.17. Seja I, = {1,2,3,--- ,n} o conjunto dos n primeiros niimeros naturais.

Qualquer bijecao m do conjunto I,, nele mesmo é chamada de permutagao.

Exemplo 1.18. Um exemplo simples é a isometria

H {0,11° {0,1}°

—
(v1,v2,v3,v4,v5) — (U5, 04,03, V2,01),
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aplicada ao cédigo do robé C = {00000, 01011, 10110, 11101} c {0,1}°. Neste caso,
obtemos o cédigo C' = {00000, 11010,01101,10111} equivalente ao cédigo C.

Em geral, uma aplicagao

T I — I
(’Ul, V2, ,Un) — (vﬂ.(l),vﬂ.(g), ,Uﬂ.(n)),
é uma isometria de F™.
De fato, considerando as palavras u = (uj,ug, -+ ,uy),v = (v1,v2,--- ,v,) € F", para

todo 1 <4 < n, caso a coordenada v; seja diferente da coordenada u; a coordenada Un(4)
serd diferente da coordenada uy(;), assim, caso a i-ésima coordenada tenha contribuicao

igual a 1 para d(u,v), a 7(7)-ésima coordenada terda também contribuigao igual a 1 para
d(Tr(u), Tr (v)).

Segue diretamente da Proposicao [1.15| que a equivaléncia de cédigos é uma relacao de
equivaléncia, isto é, satisfaz as seguintes condigoes:

i) Reflexiva: todo cddigo é equivalente a si préprio;

i1) Simétrica: se C’' é equivalente a C entdo C é equivalente a C';

i11) Transitiva: se C” é equivalente a C’ e se C' é equivalente a C, entao C” é equivalente
acC.
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Capitulo 2
Cdédigos Lineares

Nesta secao apresentaremos a classe dos cédigos lineares. Neste caso, o alfabeto F' é
um conjunto de elementos satisfazendo as propriedades de um corpo. E o cédigo é um

subespaco vetorial. Utilizamos como referéncias [15], [11], [4], [7], [9] e [§].

2.1 Anéis, Corpos e Espacos Vetoriais

Definicao 2.1. Uma estrutura matematica constituida por um conjunto A nao vazio e

um par de operagoes,

+ : AxA — A - AxA — A
e
(a,b) — a+b. (a,b) +— a-b,

que chamaremos, respectivamente, de adicao e multiplicacao, é chamado anel comutativo
com unidade se satisfaz as seguintes propriedades:

Aq. Associatividade da adicdo:
YV a,b,ce A, (a+b)+c=a+(b+c).
Ay. Comutatividade da adigao:
Ya,be A, a+b=>b+a.
As. Existéncia de elemento neutro (chamado zero) para adigao:
404 € A, a+04=04+a=a, VacA.
Ay. Existéncia de elemento inverso (chamado simétrico aditivo) para adigao:

VacA, 3 —acA, a+(—a)=—a+a=04.
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M. Associatividade da multiplicagao:
YV a,bce A, (a-b)-c=a-(b-c).
Ms. Comutatividade da multiplicagao:
Ya,be A, a-b="b-a.
Ms. Existéncia de elemento neutro (chamado unidade) para multiplicagao:
d14€ A, a-ly=1p4-a=a, VacA.
AM. Distributividade da multiplicacao com relacao a adigao:
Va,bce A, a-(b+c)=a-b+a-ce (a+b)-c=a-c+b-c.

Chamamos simplesmente de anel a estrutura matematica que nao goza das propriedade
Ms e Ms, mas satisfaz todas as outras propriedades da adicao e multiplicacao de um anel
comutativo com unidade. O anel é denotado por (A, +,-), ou simplesmente por A quando
a definicdo das operacoes estiver clara. Os elementos a + b e a - b sdo chamados, respecti-
vamente, de soma e produto de a e b. Muitas vezes omitimos o simbolo da multiplicagao

e escrevemos simplesmente ab para representar o produto de a e b.

Definigao 2.2. Sejam (A, +,-) um anel e L um subconjunto ndo vazio de A. Diz-se que

L é um subanel de A se:
i) O subconjunto L é fechado para as operagoes de adigdo e multiplicacdo do anel A;
ii (L,+,-) também é um anel.

Definicao 2.3. Um anel A é chamado de dominio de integridade, se possuir a seguinte
propriedade:
Vabe A, a#0eb#0=a-b#0.

Exemplo 2.4. Os conjuntos dos numeros inteiros Z, dos numeros racionais Q, dos
nimeros reais R e dos ntimeros complexos C, com as operagoes de adi¢ao e multiplicacao,
sao os exemplos de dominio de integridade mais conhecidos. J& o conjunto das matrizes
com as operacoes usuais, apesar de ser um anel, nao é comutativo e nao é um dominio de

integridade.

Definicao 2.5. Um elemento a de um anel A é dito inversivel se existir um elemento
be A, tal que a-b=0b-a = 1. Denotamos o elemento b por a~! e dizemos que a=! é o

inverso de a.
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Exemplo 2.6. Os tnicos elementos inversiveis do anel Z sao 1 e —1. Neste caso, 1 e —1
sao os inversos deles mesmos. Por outro lado, todos os elementos nao nulos dos anéis Q e

R possuem inversos.

Definicao 2.7. Um anel comutativo com unidade no qual todo elemento nao nulo é

inversivel é chamado de corpo.

Definicao 2.8. Sejam (A4, +,-) e (B,®,®) dois anéis. Chamamos de homomorfismo de
A em B a toda aplicagao f : A — B tal que, para quaisquer que sejam z,y € A:

fe+y)=f)ofly) e flz-y)=flz)o f(y.

Definicao 2.9. Seja f : A — B um homomorfismo do anel A no anel B. Se f for um
bijecao, entao f sera chamado de isomorfismo do anel A no anel B. Neste caso dizemos

que os anéis A e B sdo isomorfos.

Na préxima secao apresentaremos os corpos de inteiros modulo p, uma classe impor-
tante de corpos no estudo e no desenvolvimento de cédigos corretores de erros. Vejamos

agora a definicdo de espaco vetorial.

Definigao 2.10. Uma estrutura matematica constituida por um conjunto V nao vazio,

cujos elementos serao chamados de vetores, um corpo F' e um par de operacoes,

+ : VxV — V - FPxVo— V

e
(u,v) +— u+w. (,u) — «a-u,

que chamaremos, respectivamente, de adicao e multiplicacao por escalar, é chamado espaco
vetorial sobre o corpo F' se satisfaz as seguintes propriedades:

Aj. Associatividade da adigao:

Vu,v,w eV, (utv)+w=u+ (v+w).
Asy. Comutatividade da adigao:

VuveV, U+v=1v+u.

As. Existéncia de elemento neutro (chamado zero) para adigao:

d0y €V, u+0y=0y4+u=u, YuelV.
Ay. Existéncia de elemento inverso (chamado simétrico aditivo) para adigao:

VueV,3 —ueV, u+ (—u) = —u+u=0y.
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M. Associatividade da multiplicagao por escalar:
Va,p,e FF YueV  (af) -u=a(f-u).
M>. Identidade multiplicativa:
Yu €V, lp-u=u

D;. Distributividade do escalar:

Vuv,eV, eVacekl, a-(u+v)=a-u+a-v.
Ds. Distributividade do vetor:

YVueV, eVa,pEeEF, (a+p) u=a-u+p-u.

O elemento u+v é chamado de soma de u e v, e 0 elemento «-u é denominado produto
por escalar de a por u. Representaremos o espaco vetorial simplesmente por V' quando o

corpo de escalares estiver subentendido.

Exemplo 2.11. Os exemplos mais comuns de espacos vetoriais sdo: o corpo R, o plano
R? e o espaco R3. Nos quais a soma u + v é obtida somando coordenada a coordenada e

o produto por escolar « - u é feito multiplicando « por cada um das coordenadas de u.

Exemplo 2.12. Em geral, dado um corpo F' e um natural n > 1, temos que o conjunto

F”:FXFX~~-XF:{(01,CL27"'aan);aieFv\V/i:l?Qa"'vn}’

n vezes

tem uma estrutura de espaco vetorial sobre F' com as operagcoes:

(a1, yan)+ (b1, - ,bn) = (a1 +0by, -+ ,an+by), V (a1, - ,an), (b1, -+ ,by) € F",
a-(ar,-,a,) = (aay, -, qa), VaeFeV(a, - ,ay) € F™.

Uma base de um espago vetorial V' é um conjunto B C V ordenado e linearmente

independente (L.I.) que gera V, ou seja, é um conjunto B = {vy,va, -+ , v} no qual,
Vi # a1v1 + QU2 + -+ Q-10i—1 F Q101+ g,

para quaisquer aq, o, - , 1,41, -, € F com ¢ =1,2,--- k, e além disso, para

cada v € V, existem unicos (1, 8o, -+ , B € F, tais que,
v=P1v; + Bovg + -+ Brvr, Vv eEV.
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Os elementos B1, B2, -+ , Br € F sao as coordenadas do vetor v na base B. Em geral a
base de um espago vetorial nao é dnica, no entanto, todas tém a mesmas quantidade de

elementos. O ntmero k é a dimensao do espago vetorial V.

Proposigao 2.13. Seja V um espago vetorial de dimensdao k e B = {vy,va,-- ,vx} uma

base para V. Considere o conjunto

BI = {Hlvw(1)7H2Uw(2)7 Tt 7,uj/U7r(j) + )‘Uj7 e 7ukv7r(k)}7

onde 7 € uma permutacao, j € {1,2,--- [k} e p1, o, , g, A € F, com py-pg-...- pug 7 0.

Entao, sendo B uma base de V', temos que B’ também é uma base para o cédigo V.

Demonstragcao. O caso em que A = Op temos que , para cada 4,
Vi #F QU1 + QU2+ Q101+ QU141+ Qg
implica,

WiVr(i) F Qr(1)M1Vr(1) + *++ + Qr(i— 1) -1V (i—1) T Q1) it 1 Vn (i) T+ Q) kU (k)

pois,

(1 LG i 1) i1y (i 1) ik 1y e s (i) ety - € F,

e dado que, para cada v € V existem,

Blvﬁ%"' 7ﬁk‘eFa

unicos, tais que,

v =P+ Bava + -+ Brok, Yo eV,

existem,

61 = Bﬂ(l)/’bl_17ﬁé = 5#(2),“2_17 T 7/32 = Bﬂ(k),ulzl S

Unicos, tais que,

v = B1vra) + Bavn2) + - + By, Vv EV.

O caso em que A # Op, sem perda de generalidade, podemos considerar 4 = 1 e ™ como

sendo funcao identidade, assim
/
B = {U17U27'” , Ui + )\’Uj,"' )Uk}'

Para provar que os vetores de B’ sao linearmente independentes, suponha por contradicao
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que existe v, € B', tal que
Up = QU] + QU2 + - Qp_1Up—1 + Qpp1Up41 + - - + QU
Assim, se v, = v; + \v; temos
V; + )\’Uj =11 + QU2 + - Qi—1Vi—1 + Qjp1Vi41 + s+ QU+ QU
Dai,
Vi = 01U + QU + 101 + @1Vt + o+ (g — A)vj 4+ g,

com ai, -+, — A,--- o € F'. Um absurdo.

E se, v, # v; + Avj, temos que
Up = 0qv1 + -+ (v F Avj) + U1 F Q1 U - U+ gy
De onde segue que,
Vp = QU1 + -+ 040 + - O 1Up 1 + Qp 1 Upgp1 + -+ + (ij + )\)vj + -+ gk,

com oy, -+, + A, .-+, € F. Um absurdo.
Portanto, os vetores de B’ sao linearmente independentes.

Por fim, como B é uma base, existem (1, ---3; -+, Br € F tnicos, tais que,
v =[1v] + Bovg + -+ Bivi + -+ Prog, VoveV.
Assim,
v=Pror + Bova + -+ B + -+ Bidvy — Bidvj + -+ Brog, Vo eV
Logo, existem tnicos S1, B2, -, Bj—1, 85 — Bi\, Bj+1,- -+, Br € F, tais que
v =P+ -+ Bi(vi + Moj) + -+ (B — BiNvj+ -+ Brok, Vv eV

O]

Esta proposicao garante que dada uma base BB para uma espago vetorial V', podemos

obter uma outra base B’ através de uma sequéncia de operacgoes do tipo:
e Permutacao de dois elementos da base;

e Multiplicacao de um elemento da base por um escalar nao nulo;
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e Substituicdo de um vetor da base por ele mesmo somado com um multiplo escalar

de outro vetor da base.

Um subespaco vetorial de um espaco vetorial V' é um subconjunto de L C V que, em
relagdo as operacoes de V, é ainda um espaco vetorial. Uma maneira pratica de verificar

que o conjunto L é um subespago de V é verificando as seguintes propriedades:
1. Oy € L;
2. Se u,v € L entao u+ v € L;
3. Se v € L entao, para todo o € F', av € L.

Dois exemplos importantes de subespaco sao o nicleo e a imagem de uma trans-

formacao linear.

Definicao 2.14. Sejam V e U espagos vetoriais sobre um corpo F. Uma transformagao
linear A : V — U é uma correspondéncia que associa a cada vetor v € V a um vetor
A(w) = A-v = Av € U de modo que seja vélidas, para quaisquer u,v € V e a € F, as

seguintes propriedades:
A(u+v) = Au + Av e Ala-v) = a- Av.

O vetor Av é a imagem do vetor v pela transformacao A.

Definicao 2.15. Sejam V e U espacos vetoriais sobre um corpo F'e A : V — U uma

transformacao linear.
1. O conjunto Nuc(A) = {v eV | A(v) = Oy} é chamado nicleo de A.
2. O conjunto Im(A) ={u e U |Fv eV com A(v) = u} é chamado imagem de A.

Exemplo 2.16. Dada a transformacdo linear A : R? — R, definida por A(z,y) =y — z,

temos que,
i) Nuc(A) = {(z,y) € R | z =y}, isto é, a reta y = z;
ii) Im(A) = R.

Proposicao 2.17. Sejam V e U espagos vetoriais sobre um corpo F' e A 'V — U
uma transformagao linear. Entdo, Nuc(A) é um subespago vetorial de V e Im(A) é um

subespaco vetorial de U.

Demonstragdao. Note inicialmente que Oy +A(0y ) = A(0y) = A(Oy+0y) = A0y )+A(0y),
assim, Oy + A(Oy) = A(Oy) + A(Oy) logo, A(Oy) = Oy. De onde segue que Oy € Nuc(A)
e Oy € Im(A). Além disso, dados v,w € Nuc(A) e a € F, temos que A(v + w) =
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A(w) + A(w) = 0y + 0y = 0y e Al -v) = a- A(v) = a- 0y = Oy, mostrando assim
que v + w,a - v € Nuc(A). Por fim, observe que dados A(v), A(w) € Im(A) e o € F,
temos que A(v) + A(w) = A(v +w) € Im(A) e a- A(v) = A(a - v) € Im(A), pois
v+w,a-v € V. Portanto, os subconjuntos Nuc(A) e Im(A) satisfazem as trés propriedades

de um subespaco vetorial. O

2.2 Corpos de Inteiros Médulo p

Apresentaremos agora o conceito de congruéncia médulo m, introduzida pelo Matemaético
Carl Friedrich Gauss por volta de 1801. Com a ideia apresentada por Gauss foi possivel
desenvolver um aritmética dos restos da divisao de um nimero inteiro pelo nimero fixado

m.

Definicao 2.18. Seja m um numero inteiro maior do que 1. Diremos que dois ntimeros
inteiros a e b sao congruentes moédulo m se quando divididos por m, a e b deixam o mesmo
resto. Neste caso, escrevemos

a=0b mod m.

Quando a e b nao sao congruentes médulo m, escrevemos
a Zb mod m.

Exemplo 2.19. :
e 7=12 mod 5, pois7=1-54+2e12=2-5+2.
e —4=21 mod5, pois —4=(-1)-5+1e2l=4-5+1.
e 35=—13 mod 6, pois 35 =5-6+5e —13=(-3)-6+5.

Veremos agora uma proposicdo que muitas vezes é apresentada como definicao de

congruéncia médulo m.

Proposicao 2.20. Seja m um nimero inteiro maior do que 1. Temos entdo que,
a=b modm se, e somente se, m divide b — a.

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisao temos que a = ¢gym + r; e b = gam + ra, com
0 <ry,m9 <m —1. Sem perda de generalidade, vamos supor que r; < ry. Temos entao
que,

b—a=(@—q)m+ (ro —m).
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Logo, m divide b — a se, e somente se, m divide 9 —r1. Como 0 < ro —r; < m — 1, temos
que m divide b — a se, e somente se, ro — r1 = 0. Portanto, m divide b — a se, e somente

se, ro = 1T1. L]
Exemplo 2.21. :

e 7=12 mod 5, pois 12—-7=5=1-5.

e —4 =21 mod 5, pois 21 — (—4) =25=5-5.

e 35 = —13 mod 6, pois —13 — 35 = —48 = (-8) - 6.
Proposicao 2.22. Para quaisquer a,b,c,d,m € Z, com m > 1 temos:

1. (Reflexividade) a = a mod m;

2. (Simetria) se a =b mod m, b=a mod m;

3. (Transitividade) a =b mod m e b=a mod m, entdo a =c mod m;

4. (Compatibilidade com a soma e diferenca) Podemos somar e subtrair membro a

membro

{azb mod m :>{ a+c=b+d modm

c=d modm a—c=b—d modm
Em particular, a =b mod m, entdo ka = kb mod m para todo k € Z.

5. (Compatibilidade com do produto) Podemos somar e subtrair membro a membro

=a-c=b-d modm

a=b modm
c=d modm

Em particular, a =b mod m, entio a® = b* mod m para todo k € N.

6. (Cancelamento) Se mdc(c,m) = 1, entdo

ac=bc modm< a=b modm.

Demonstracado. :

1. Basta observar que m divide a — a = 0;

2. Se a =b mod m, entdo b — a = gm com q inteiro. Dai, a — b = (—q)m e, portanto,

b=a mod m;

3. Sea=b mod meb=c modm, temos que b —a = gym e ¢ — b = ggm, com
q1, g2 € Z. Somando membro a membro essas duas udltimas igualdades, obtemos

que ¢ —a = (q1 + g2)m. De onde concluimos que a = ¢ mod m;
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4. Sea=b mod mec=d modm, temos que b —a = ¢gym e d — ¢ = gom, com
q1, q2 € Z. Somando membro a membro essas duas ultimas igualdades, obtemos
que (b+d) — (a+c) = (@1 + g2)m, logo a + ¢ = b+ d mod m. De modo anélogo,

temos a —c =b—d mod m;

5. Sea =b mod mec=d modm, temos que b—a = ¢ym e d—c = gom, com q1, o € Z.
E note que bd—ac = bd—bc+bc—ac = (d—c)b+(b—a)c = gamb+qime = (g2b+qic)m.

Mostrando assim que ac = bd mod m.

6. Observe que bec — ac = (b — a)c, como med(c,m) = 1 temos que, m divide (b — ¢)c
se, e somente se, m divide (b — ¢). Portanto, ac = bc mod m se, e somente se,

a=b modm.

O]

O trés primeiros itens da propriedade nos diz que a relacao de congruéncia médulo m é
uma relagao de equivaléncia. As demais mostram que esta relagdo tem um comportamento
similar a relacao de igualdade usual.

A proposicao a seguir nos permite dividir os nimeros inteiros em classes denominadas

de classes de equivaléncias.

Proposicao 2.23. Todo numero inteiro a € congruente modulo m a um e somente um

dos mumeros inteiros 0,1,2,--- ,m —2,m — 1.

Demonstracao. De fato, qualquer que seja o niimero inteiro a, pelo algoritmo da divisao
temos que a = gqm+r, com q,r € Z e 0 <r < m—1. De onde segue que r = b para algum
be{0,1,--- ,m—2,m—1}. Assim, b—a = b—gm—r = —gm, e portanto, a = b mod m.

Pela unicidade do resto na divisao temos que b é Unico e precisamente igual a r. O

Vamos representar cada uma das m classes de equivaléncia moédulo m por T, com
ze{0,1,---,m—2,m—1}. Ouseja, T={y € Z | x =y mod m}.

Definimos o conjunto F,,, = {0,1,---,m — 1} como sendo o conjunto das classes de
equivaléncia médulo m. Como na divisao por m o resto da soma e da multiplicagao de dois
numeros inteiros a e b dependem, respectivamente, apenas da soma ou da multiplicagao
dos restos de a e b, podemos definir uma soma e uma multiplicacdo em F;,, da seguinte
maneira,

@a+b=a+b e a@-b=a-b

Estas duas operacoes estao bem definidas, isto é, nao depende da escolha dos repre-
sentantes. De fato, dados a = ¢ mod m e b=d mod m , pela Proposicao 2.22 temos
que

a+b=c+d modm,
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a-b=c-d mod m.

Exemplo 2.24. Dado o conjunto Fy = {0, 1,2, 3}, temos as seguintes tdbuas de adi¢ao e

multiplicacao:

+10(1|2]3 01123
0/0|1(2]3 0/0(0]0]|0
1/1|2[3|0] e 1(0(1(2]3
21213(0]|1 2(0(2(0|2
313|/0(1|2 310321

Observe que os elementos 0 e 1 tém, respectivamente, o mesmo comportamento que os
elementos 1 e 0 na aritmética dos niimeros inteiros. Por outro lado, diferente dos nimeros
inteiros, temos que 2 # 0, no entanto, 2-2 =2-2 =4 = 0. Veja que 0 mesmo nao ocorre

com o exemplo a seguir.

Exemplo 2.25. Dado o conjunto F5 = {0, 1,2,3,4}, temos as seguintes tabuas de adigao

e multiplicagao:

+lol1[2]30 0lil2]3]a
0l0|1/2|3|2 olojololo|a
1112|340 T(0|1]2|3 |2
212/3]al0l1| = [2l0|2]a|1|3
313|4]0|1]2 300/3|1]4|2
1l2/0|1/2]3 1l0l1]3]2|1

Observe que, dados @,b € F5, se @ # 0 e b # 0 entdo, - b # 0. Esta propriedade est4

relacionada ao fato do ntimero 5 ser primo.

Proposigao 2.26. Seja m um nimero inteiro maior que 1. O conjunto F,, = {0,1,--- ,m — 1}

com as operacgoes de adicao e multiplicacdo definidas por,

a+b=a+b e G-b=a-b, VabckF,,

forma um anel comutativo com unidade conhecido como anel dos inteiros modulo m.
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M. (@-b)-¢=a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c=a-(b-0);

My, @a-b=a-b=b-a=b-a;

Ms. a-1=1-a=a-1=7;

AM. @-(b+¢)=a-b+c=a-(b+c)=ab+ ac=ab+ac. O

Dado que Fj,, é um anel comutativo com unidade é interessante saber quais sao os

elementos inversiveis de Fy,.

Exemplo 2.27. Observando o conjunto Fj e a tdbua de multiplicacao do Exemplo
temos que nao existe a € Fy tal que 2-a@ = 1, ou seja, 2 nao tem inverso em Fjy. Por outro
lado, veja que no caso do conjunto Fy, apresentado no Exemplo todos os elementos

nao nulos sao inversiveis.
A proposicao a seguir nos diz quando um elemento a € F}, tem inverso multiplicativo.

Proposicao 2.28. Seja m um numero inteiro maior que do 1. Um elemento ndo nulo

a € F,,, tem inverso multiplicativo em F,, se, e somente se, mdc(a,m) = 1.

Demonstragcdo. Suponha por contradicdo que existe b € F), tal que @-b = 1 e que
mdc(a,m) = d > 1. Note que @-b = 1 é equivalente a dizer que a-b = 1 mod m, ou ainda,
que existe um inteiro ¢ tal que ab — 1 = gm. De onde segue que ab — ¢gm = 1. Por outro
lado, como mdc(a,m) = d, temos que existem inteiros q; e ¢a, tais que a = g1d e m = gad.
Substituindo esses dois valores na equagao ab — gm = 1, obtemos que qi1db — qqad = 1,
ou ainda, d(q1b — qq2) = 1. Veja que temos um produto de dois inteiros resultando em 1,
sendo um deles maior que 1. Um absurdo. Portanto, devemos ter d = 1.

Supondo agora que mdc(a,m) = 1, pela relagdo de Bézout, existem nimeros inteiros
b e ¢ ndo ambos nulos tais que, ab + mq = 1. De onde segue que ab — 1 = (—q)m, logo
a-b=1mod m. Portanto, @-b = 1. Mostrando assim que existe o inverso do elemento
a. O

Esta ultima proposi¢ao garante que o conjunto [, com as operagoes de adi¢ao e mul-
tiplicagao definidas anteriormente formam um corpo para todo nimero primo p. De fato,
dado que p é primo, temos que mdec(p,x) = 1 para todo = € {1,2,--- ,p — 1},e portanto,
todo elemento nao nulo de Fj, é inversivel. Além disso, Uma consequéncia direta desta
proposicao é que, dados @,b € F, com p primo, temos que @ - b =0 se, e somente se, @ = 0
ou b = 0. Na préxima secio usaremos o corpo F» = {0,1} para construir o cédigo de

Hamming.

2.3 Coddigo de Hamming

Os cédigos de Hamming foram desenvolvidos por Richard W. Hamming por volta de 1950.

Trata-se de uma familia de c6digos bindrios que sao utilizados até hoje devido a sua baixa
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complexidade e é utilizado para a correcao de erros simples. Nos cddigos de Hamming

temos os seguintes parametros:
e O comprimento n das palavras é dado por n = 2" — 1, com r > 1;
e O numero de bits de informagao é k = 2" — (r + 1);
e O numero de bits de paridade (redundancia) é r =n — k.

Desta maneira, ao falar do c6digo de Hamming (n, k), ou simplesmente ham(n, k), estamos
nos referindo ao cédigo cujas palavras tém comprimento n, sendo k digitos de informagcao
e n — k digitos de paridade.

O cédigo de Hamming (n, k) é um subconjunto do espago Fi = {0,1}". Para simpli-
ficar a notacao, a partir de agora, vamos escrever simplesmente 0 e 1 no lugar de 0 e 1.
Assim, por exemplo, a palavra (0,0, 1,1,0,0, 1) serd representada por (0,0,1,1,0,0,1), ou
simplesmente por 0011001.

Dada uma palavra x = (z1, 22,23, -+ , ) € ham(n, k), temos que a i-ésima coorde-
nada serd um digito de paridade P, se i = 2°~!, com o € N, e serd um digito de informacio
caso contrario. Por exemplo, no caso da palavra x = (1, z2, 3, T4, T5, Tg, 7) € ham(7,4),
temos que x1,x2 € x4 sao os digitos de paridades P, P» e Ps, respectivamente, e x3, x5, g
e x7 sao os digitos de informacao D1, Do, D3 e Dy, respectivamente.

Considere a palavra © = (x1,x9,x3, - ,x,) € ham(n,k), temos que cada posigao
i, com ¢ € {1,2,3,---,n}, tem uma representacdo bindria, ou ainda, cada uma dessas
posicoes podem ser representadas por uma sequéncia de r digitos. No caso da repre-
sentacao das poténcias de 2, nesta sequéncia existe uma posi¢ao em que o digito é igual
a 1 e os demais sdo todos iguais a zero, isto é, dada a poténcia 27!, temos que, em sua
representagao bindria, o digito da (r —a+1)-ésima posigao serd igual a 1 e todos as demais
iguais a 0. Por exemplo, no caso em que n = 7, temos r = 3, assim, o ntimero 4 = 2371
pode ser representado por 100s.

Seja i = 2°71 com o € {1,2,---,r} e Bj1Bj2Bj3--- Bj, a representacio bindria da
posicao j. O digito de paridade P, que aparece na posicao i da palavra v é dado pela soma

de todos os digitos de informagao Dy, que aparecem numa posigao j tal que Bj,_q41) = 1.

Exemplo 2.29. Considere a palavra = = (x1,x9,x3, x4, T5, ¢, v7) € ham(7,4). Escre-

vendo os indices na base bindria temos que,

Posicao na base decimal | 1 2 3 4 ) 6 7
Posicao na base binaria | 0015 | 010 | 0115 | 1002 | 1015 | 1104 | 1119

Digito 1 T9 T3 T4 T5 T T7 ‘
Tipo de digito P Py Dy P3 Dy | D3 | Dy
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Observe que 1 = 0014, assim o primeiro digito de paridade P; é dado pela soma de todas
os digitos de informag@o que aparecem em posicoes cuja representacao na base binaria
apresenta o digito 1 na posi¢ao mais a direita, que neste caso sao, 3 = 011y, 5 = 1012 e
7 =1115. Temos entao que,
P =23+ x5+ 7.

De modo andlogo, temos

P, = x34x6+ 27,

P3 = x5+ x¢ + 7.
Assim, para enviar a mensagem 1001 com 4 bits de informagao usando ham(7,4), temos

que a palavra a ser enviada é dada por

Ty | X2 | X3 | X4 | T5 | Te | L7

PP |1 |P 0|01

Neste caso temos,
P = 1404+1=0;
P = 140+1=0;
Ps = 04+04+1=1.

De onde segue que a palavra a ser enviada é dada por,

X1 | Ty | X3 | Tga | X5 | Tg | T7
O(0|1]1]0]0]|1

No exemplo anterior, uma maneira facil e pratica de obter a palavra codificada 0011001
seria por meio da matriz da multiplicacao de matrizes. Por exemplo, dada uma palavra
qualquer D1 D9 D3 Dy a ser transmitida, temos que a palavra x = (1, 22, T3, T4, L5, Tg, T7) €
ham(7,4) é dada por,

U1 1-Dy + 1-Dy + 0-Dg + 1-Dy 1 1 01

Vg 1-Dy + 0-Dy + 1-D3 4+ 1-Dy 1 011 _D b
Vs 1-D; 4+ 0-Dy + 0-Dy + 0-Dy 1000 Dl
wl|l= 0D + 1Dy + 1-Dy + 1-D, |= |01 11 DQ
vs 0-Dy + 1-Dy + 0-D3 + 0-D, 0100 D3
e 0-Dy + 0-Dy + 1-D3 + 0-D, 0010 L
v7 O-D1 + O-D2 + O-Dg + 1~D4 0 0 0 1

Xrx1 Xrx1 Gr7x4 Dyyq

Veja que qualquer palavra DyD2D3D, pode ser codificada apenas multiplicando a
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matriz G pela matriz D. Dizemos que G é a matriz geradora do c6digo ham(7,4).

Em geral, os cédigos de Hamming tem distancia minima 3, assim, pela Proposicao
temos que o cédigo é capaz de identificar até 2 erros e corrigir no maximo 1. No
caso em que ocorre apenas um erro durante a transmissao, o cédigo é capaz de detectar a
posicao exata onde ocorreu o erro, permitindo assim que seja feita a corregao.

Para detectar o erro, no processo de decodificacao é realizado o teste de verificacao
dos bits de paridade da palavra recebida. Sabendo exatamente como foi obtido cada um
dos digitos de paridades P,, o decodificador consegue testar a paridade do digito recebido.
Como os digitos sao elementos do conjunto F5, para verificar a paridade basta somar o
digito recebido com o digito gerado a partir da palavra recebida.

Por exemplo, para verificar a paridade do digito P;, o decodificador soma o digito x1 da
palavra recebida com todos os digitos das posigoes ¢ para as quais a representacao bindria
apresenta 1 no digito mais a direita. Assim, caso tenha ocorrido um erro em uma das
posicoes i o resultado sera diferente de 0. E desta maneira, o erro terd ocorrido em uma
posicao na qual o ultimo digito da representagao decimal é igual a 1. De modo andlogo,
o digito P, pode ser verificado e caso o resultado seja diferente de 0, saberemos que o
penultimo digito da representacao binaria da posicao onde ocorreu o erro também ¢é igual
a 1. Seguindo esse processo é possivel encontrar a representacao binaria exata da posicao

onde o erro ocorreu.

Exemplo 2.30. Suponha que, ao enviar a palavra 0011001 tenha ocorrido um erro, de
modo que a palavra recebida foi 0011011. Para detectar o erro é necessario realizar o teste

de verificacao de bits paridade. Neste caso, temos

1 T T3 T4 x5 Tg 7
Palavra recebida 0 0 1 1 0 1 1

Teste P; 1-0 + 00 + 1-1 + 0-1 + 1-0 + 0-1 4+ 1-1 = 0}
Teste P, 0-0 + 1-0 4+ 1-1 + 01 + 0-0 + 1-1 + 1-1 =
Teste Ps 0-0 + 00 + 01 +1-1 4+ 1.0+ 1-1 + 1-1 =

Assim, identificando por T, o resultado do teste de paridade para o digito P,, temos que
a palavra 1375717, conhecida como sindrome, determina a posicao em que ocorreu o erro,
ou seja, o numero binario 73757 representa exatamente a posicao onde existe um erro.
Neste exemplo, temos que 1102 = 6, assim, o decodificador fard uma alteracao no digito

xg e concluird corretamente que a palavra enviada foi 0011001.

No exemplo, poderiamos ter obtido a sindrome 757577 por meio da multiplicacao de
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matrizes. Em geral, dada a palavra = = (x1, x2, x3, x4, x5, X6, x7) € ham(7,4), temos que

L
T
1 01 0101 T3 T
0110011 T4 = T
0001111 5 T
6
T7
Hrys X7x1 T3x1

Assim, dada qualquer palavra x, podemos obter a sindrome multiplicando a matriz H pela
matriz X. Dizemos que H é a matriz teste de paridade do c6digo ham(7,4).

O cddigo de Hamming nao é o tnico cédigo que pode ser obtido a partir da mul-
tiplicacao de matrizes, como veremos na préxima secao, essa ¢ uma caracteristica dos
c6digos lineares. Veremos também que para cada codigo linear existe uma matriz teste de

paridade que torna o método de deteccao de erros mais simples.

2.4 Codigos Lineares

Seja F' um corpo finito com ¢ elementos. Assim, para cada n > 1, temos um espaco

vetorial F™. O corpo F' é o alfabeto do cédigo linear.

Definigao 2.31. Um codigo C € F™ sera chamado de cédigo linear se C' for um subespaco

vetorial de F™.

Exemplo 2.32. Considere a transformagao linear,

A F2 — Fy

(x1,22) > (21,22, 21,21 + T2, 22).

Aplicando a transformagao A nos elementos do conjunto F3, obtemos

(0,0) — (0,0,0,04+0,0) = (0,0,0,0,0)
(0,1) — (0,1,0,04+1,1) = (0,1,0,1,1)
(1,00 —> (1,0,1,14+0,0) = (1,0,1,1,0)
(1,1) — (1,1,1,14+1,1) = (1,1,1,0,1).

Veja que o subespago vetorial C = {(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} de
F é exatamente o c6digo do robd descrito na Segao

Um base para o espago vetorial C é dada por B = {(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1)}, este
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espaco tem dimensao 2. Todos os elementos de C sao dados por ¢ = £1(1,0,1,1,0) +
B2(0,1,0,1,1) com p1,82 € F>. Como existe apenas duas opgdes de escolha para 1 e
duas para f de fato existe apenas essas 22 = 4 palavras no cédigo C.

Em geral, a quantidade de palavras de um cddigo linear C depende apenas do niimero
de elementos ¢ do corpo F' e da dimensao do espaco vetorial C. Por exemplo, seja B =
{v1,v9,- - , v} uma base do cédigo linear C, assim, qualquer palavra ¢ pode ser escrita

de maneira unica como

6261U1+52U2+"'+5kvk7 com Blaﬁ%"'?ﬁk’eF'

Observe que para cada 3;, com¢ = 1,2, --- , k, existem exatamente g escolhas, portanto,

o nimero de palavras do cédigo linear C é precisamente ¢*.

Definicao 2.33. Seja v = (z1,22, -+ ,2,) € F™, define-se o peso do vetor v como sendo

o numero inteiro,

w)={i|x; #0, 1<i<n},
onde | X| representa o nimero de elementos do conjunto X.

Definicao 2.34. Seja C um cdédigo linear, define-se o peso do cdédigo C como sendo o

numero,

w(C) =min {w(v) | v € C—{0}}.

Exemplo 2.35. Considerando o cédigo do robo C, temos que,

,0)
0,1,0 1,1)
1,0,1,1,0)
1,1,1,0,1)

A W w O

)
)
)
)

~—~ o~ —~

Assim, w(C) = 3.

Veja que o peso do cddigo C é exatamente igual a distdncia minima. A proposicao a

seguir relaciona a ideia de peso e a métrica de Hamming.

Proposicao 2.36. Seja C C F™ um cédigo linear com distancia minima d. Temos que
(i) Y u,v e F", d(u,v) = w(u—v);

(ii) d =w(C).

Demonstragao. (i) Sejam u = (y1,Y2, "+ ,Yn),v = (1,22, -+ ,x,) € F™. Por definigao,
temos que d(u, v) = [{i | ys # 2i, 1 <i < n}|ew(u—v) = [{i | (s —2:) £0, 1<i<n}|
Veja que y; # x; se, e somente se, y; — x; # 0, portanto, os dois conjuntos tém o mesmo

numero de elementos, mostrando assim que d(u,v) = w(u — v).
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(7i) Suponha por contradicdo que w(C) # d, assim, w(C) < d ou w(C) > d. Mas,
dado que a distancia minima do cédigo C é igual a d, temos que existem u,v € C, com
u # v e d(u,v) = d. Sendo C um cédigo linear, temos que u — v € C e, pelo item (i),
w(u —v) = d(u,v) = d, portanto, o caso w(C) > d nao pode ocorrer. Suponha entao que
w(C) < d, assim, existe uma palavra v € C, com v # 0 , tal que w(v) < d. Mas, como
0 € C, veja que pelo item (i) temos, d(v,0) = w(v — 0) = w(v) < d. Um absurdo, pois a

distancia minima do cédigo C é d. Portanto, w(C) = d. O

Inicialmente para calcular a distancia minima de um cddigo C era necessario realizar
(|g|) operagoes. No caso de um cédigo linear podemos calcular o peso de cada um dos
elementos nao nulos do c6digo C e desta maneira determinar a distancia minima, portanto,

no caso dos codigos lineares precisamos realizar apenas |C| — 1 operagoes.

2.4.1 Matriz Geradora de um Cédigo

Veremos agora como obter um cddigo linear, ou de maneira equivalente, como obter um

subespaco vetorial a partir de uma matriz geradora.

Definicao 2.37. Seja C um c6digo. A terna de nimeros inteiros (n, k,d), onde n repre-
senta o comprimento das palavras do cédigo C, k representa a dimensao do cédigo C e d

representa a distancia minima de C é chamada de parametros do cédigo.

Exemplo 2.38. Considere a transformagao linear,

A F3 — Fy

(x1,22,23) +—— (21 + 22 + 3,22 + 3,23, T2, T1).

Aplicando a transformagao A nos elementos do conjunto Fy, obtemos

(0,0,0) — (04+0+0,04+0,0,0,0) = (0,0,0,0,0)
(0,0,1) > (0+0+41,0+1,1,0,0) (1,1,1,0,0)
(0,1,0) — (04+1+0,140,0,1,0) (1,1,0,1,0)
(0,1,1) — (0+1+41,1+1,1,1,0) (0,0,1,1,0)
(1,0,0) — (14+0+0,0+40,0,0,1) (1,0,0,0,1)
(1,0,1) — (14+0+1,04+1,1,0,1) (0,1,1,0,1)
(1,1,0) — (14+1+0,140,0,1,1) (0,1,0,1,1)
(1,1,1) —s (1+1+1,1+1,1,1,1) = (1,0,1,1,1).

Neste caso, temos o cédigo linear

¢ = {(0,0,0,0,0),(1,1,1,0,0),(1,1,0,1,0),(0,0,1,1,0), (1,0,0,0,1),
(0,1,1,0,1),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,1)},
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com parametros (5, 3,2). Veja que uma base para este cédigo é
B =1{(1,0,0,0,1),(1,1,0,1,0),(1,1,1,0,0)}.

Fazendo v; = (1,0,0,0,1), vo = (1,1,0,1,0) e v3 = (1,1,1,0,0), podemos definir a

transformagao A em fungao da base B da seguinte maneira:

A F3 — Fy

(r1,22,23) —> x1V] + ToV2 + T3V3.

Podemos ainda definir a transformagao por meio de matrizes, como segue

A F3 — Fy
10 00 1
[.%'1%21‘3}’—)[1‘1%2%3 1 1.0 1 0
11100
Em geral, dado um c6digo linear C € F™, escolhendo uma base B = {vy,va, -+, vx}
para C, podemos obter este cddigo por meio da transformacao linear
A F* — i
(x1, 22, o) = (T1v1 + 2202 + - + TRVE).
A partir da base ordenada B = {vy, v, -+, vk}, obtemos a matriz G a seguir, na qual

cada linha ¢ é formada pelas coordenadas do vetor v; da base, isto é,

U1 V11 V12 -t Vln
U2 V21 V22 - U2
G = =
L vk | [ vk vk2 o Uk |

A matriz G é chamada de matriz geradora do cédigo C associada a base B.

Considerando a transformacao linear

A . FF — Fm

r — zG,

temos que, dado um vetor & = (x1, 29, -- ,23) € F*,
A(z) = 2G = z1v1 + 2202 + - -+ + TRV,

portanto, a imagem da transformacdo A é exatamente o cédigo C. Desta maneira, F*
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pode ser visto como o cédigo da fonte, a aplicacgdo A como uma codificagdo e C = Im(A)

o codigo do canal.

Exemplo 2.39. Considere a transformagao A do Exemplo e o c6digo C =Im(A). A

matriz

@Q

I
= =
_ = O

0 0 1

01 0|,

1 0 0

é a matriz geradora do cédigo C associada a base B = {(1,0,0,0,1),(1,1,0,1,0),(1,1,1,0,0)}.

Veja que nesse exemplo, dada uma palavra ¢ = (c1, ¢2, ¢3, ¢4, c5) € C é facil encontrar a
palavra x = (1,72, 73) € FJ, tal que A(z) = ¢, isto e, é ficil de realizar a decodificagao,
certamente x = (cs, ¢4, c3). Este fato ocorre devido ao tipo de matriz geradora do cédigo.
Veremos que em geral, dado um cédigo linear qualquer, é possivel obter um matriz geradora
em um formato que permite simplificar o processo de decodificacao, esta é uma das grandes

vantagens dos cédigos lineares.

Definicao 2.40. Dada uma matriz G geradora de um cédigo C, dizemos que G estd na

forma padrao quando
G = [Idg|B],

onde, Idj é a matriz identidade k X k e B, uma matriz k x (n — k).

Exemplo 2.41. Considere a transformacao A do Exemplo e o cédigo C =Im(A4). A

matriz

1 0
G=1]01
0 0

= o O

0 1
1 1],
10

obtida a partir da matriz G é também uma matriz geradora do codigo C, neste caso
associada a base B’ = {(1,0,0,0,1),(0,1,0,1,1),(0,0,1,1,0)}. Note que G’ estd na forma

padrao, com

100 0
Ids=1]10 1 0 e B=|1
0 01 1

N

Para obter a matriz G’ do exemplo anterior utilizamos o resultado do Proposigéom
Veja que,
(1,0,0,0,1) = (1,0,0,0,1)
(0,1,0,1,1) = (1,1,0,1,0)+1-(1,0,0,0,1)
(0,0,1,1,0) = (1,1,1,0,0)+1-(1,1,0,1,0)

Observagao 2.42. Em geral, dada uma matriz geradora G de um cédigo C, podemos

obter uma outra matriz geradora G’ por meio de uma sequéncia de operacoes do tipo:
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(L1) Permutacao de duas linhas;
(L2) Multiplicacao de uma linha por um escalar nao nulo;
(L3) Adigao de um multiplo escalar de uma linha a outra.

Definicao 2.43. Seja F' um corpo finito e n um nimero natural. Dizemos que uma
aplicacao linear T : F" — F™ é uma isometria de F™ se ela preserva distancias de
Hamming, isto é, se

d(T(v), T(u)) =d(v,u), Vuv,ueF"

Definigao 2.44. Seja F' um corpo finito. Dois cddigos lineares C e C’' sao linearmente

equivalentes se existir uma isometria linear, T : F — F" tal que T(C) = C'.

Um exemplo simples e 1til de isometria linear é a aplicagao
T I —
('Ul,'UQ,"' 7vn) —

onde 7 é uma permutacao.
E fécil ver que dado um cédigo linear C com matriz geradora G, permutar as colunas
da matriz GG é equivalente a aplicar uma transformacao T, no cédigo C. Desta maneira,
para toda matriz G’ obtida a partir de G por meio de permutagoes das colunas de G,

temos que o codigo C gerado pela matriz G’ é linearmente equivalente ao cédigo C.

Proposicao 2.45. Dado um codigo C com matriz geradora G, sempre existe um codigo

C' linearmente equivalente ao cédigo C com matriz geradora G' na forma padrao.

Demonstragao. Para obter o cédigo C’, basta obter a matriz G’ permutando as colunas
da matriz G e aplicando operagoes do tipo (L1), (L2) e (L3) apresentadas na Observagao
[2.42] Para entender o processo veja [13]. O

Exemplo 2.46. Dado o cédigo linear C definido sobre F5 pela matriz

1 110 0 0O

1 0 011 00
G =

1 0 0 0 0 1 1

01 01 010

Fazendo as permutagoes,

Cl<—>03, 02<—>C5 e 03<—>C7.
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nas colunas da matriz G e em seguida trocar a linha Lo pela soma Lo + L4, obtemos a

matriz

G/

0
0
1
0

- o o O
—_— = = O
(e

10 1
0 1 1
0 0 0
0 0 1

que estd na forma padrao e gera um cédigo C' linearmente equivalente ao cédigo dado.

2.4.2 C(Cdbdigos Duais

Os resultados apresentados até aqui sao suficientes para codificar e decodificar uma men-
sagem por meio de um cdédigo linear. No entanto, caso ocorra algum erro é necessario que
o cédigo seja capaz de fazer a correcao. Nesta secao veremos alguns resultados que servem

como ferramentas para correcao de erros. Iniciaremos com o exemplo a seguir:

Exemplo 2.47. Considere o c6digo linear C definido sobre F5 pela matriz

o o O =
o O = O
o = O O
= o O O
= O
—_— = = O
S = =

Dada uma palavra © = (z1, z2, x3, 24, T5, Te, L7), para saber se z é ou nao uma palavra
do cédigo C, a principio é necessario comparar x com todas as palavras 2’ € C. Mas,
assim como no coédigo de Hamming, a partir da matriz G podemos obter uma matriz
teste de paridade H. Note que a matriz G estd na forma padrao G = [Idi|B], desta
maneira, como veremos nos préximos resultados, a matriz teste de paridade é dada por

H = [—BT\Idn,k], onde BT ¢ a transposta da matriz B. Neste exemplo temos que,

=

I
=
—_ = =
= = O
S = =
o o =
o = O
= o O

Assim, podemos usar a matriz H para saber se determinada palavra pertence ou nao ao

cédigo C. Veja que dada uma palavra qualquer ¢ = (¢1,c2,¢3,¢4) € F24, temos que
c1 2 c3 c4 } -G = { c1 C2 €3 4 Cc1tcatcs cotceztes ctceatoes
Logo, todas as palavra do codigo C sao do tipo

(c1,c2,¢3,¢c4,¢1 + 2+ ca,c0+ €3+ ca,01 + c2+¢3).
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E observe que,

C1
C2
3 ci+ci+catcatcstcey 0
c4 =] co+coa+test+e3st+ceat+ceqs | =10
c1+c2+cy ci+cp+cg+co+c3+cs 0

Cc2+c3+cy

=
—_ =
o = o
[ S S —
o O =
o = o
_ o O

c1+co+c3

Portanto, para saber se a palavra x pertence ou nao ao cédigo C, basta multiplicar a matriz

H pela matriz X7, formada pela palavra z. Por exemplo,

1

0
1101100 1 1-1+1-04+0-141-041-140-040-1
0111010 0l=10-1+1-04+1-14+1-04+0-14+1-04+0-1 | =
1100001 1 1-1+1-0+0-14+0-04+0-140-0+1-1

0

1

Logo, a palavra (1,0,1,0,1,0,1) nao pertence ao cédigo C.

Veremos a partir de agora alguns resultados béasicos que garante a existéncia da matriz
teste de paridade H e apresenta uma estreita relacao entre a matriz H e o peso do cédigo

linear.

Definicao 2.48. Sejam a = (ai,as, -+ ,a,) € b = (b1,be, -+ ,by,) dois vetores quaisquer
de F™ . Definimos o produto interno entre a e b, como sendo o elemento a x b € F', dado
por

a*b:<a17a27"' 7an)*(b17b27"' 7bn>:a1b1+a2b2+"'+anbn-

Proposicao 2.49. Sejam a = (a1,a2, - ,ay), b = (by,ba,--+ ,by) e c = (c1,¢2,+ - ,¢p)

trés vetores quaisquer de F™ e A € F'. Temos entao que,
1. Simetria: a *b="bxa;
2. Bilinear: (a + Ab)xc=ax*xc+ Nbx*c).
Demonstragao. Sejam a,b,c € F™ e A € F, temos que
1.

a*b=aiby + agby + -+ + apb, = bray + bgaz + - -+ + byap, = b * a.
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(a+Xo)xc = ((a1,a2, -+ ,an) + A(b1,ba, -+ ,by)) % (c1,¢2, -, ¢n)

ay 4+ \by,ag 4+ Nba, -+ yan + A\by) * (¢1,¢2,- -, ¢p)

a; + Aby)er + (ag + Aba)ca + -+ + (an + Aby)cp

arcr) + Abicr) + (azez) + A(baca) + - - - (aney) + Mbney)
ajcy) + (ageg) + -+ - (apcy) + A ((bier) + (bac2) + -+ - + (bncn))

(
(
(
(
(
(ar,a2, -+ ,an) * (c1,c2, - ,cn) + AN((b1,b2, -+ ,by) x (c1,¢2,++ ,¢n))

= axc+ Abxc).
O
Definigdo 2.50. Seja C C F™ um c6digo linear. Definimos o conjunto C+ C F™, por
L=—fweF"|vxu=0, VuecC}
Proposicao 2.51. Se C C F" é um cddigo linear com matriz geradora G, entdo:
1. C* € wm subespaco vetorial de F™;
2. x € Ct se, e somente se, GxT = (0,0,---,0).
Demonstra¢do. Sejam a,b € Ct, ¢ = (c1,¢c9,--- ,cn) ECea € F.
1. Note que,
i) (0,0,---,0)* (c1,¢2,+ y¢cn) =0-c14+0-ca+-+-+0-¢, =0;
ii) (a+b)xc=axc+bxc=0+0=0;
iii) (aa)*xc=a(a*xc) = a0 =0.
Logo, 0, a + b, aa € C*+. Portanto, C+ é um subespaco vetorial de F".
2. Como as linhas de G sao vetores vi,vs9, -+ ,vr € C que formam uma base para C,
temos que
Gl = (v xz,vg%x,--- ,up x2) = (0,0,---,0), Vaell

E, por outro lado, dado um vetor qualquer ¢ € C, temos que
c=av] +aguo + -+ apvE, com «ai,aa,---,qr € F.
Assim, para todo x € F", temos

xxc=xx (v + agua + - + apug) = (T *v1) + ag(x * v2) + - - - + o * vg).
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Logo, se Gz = (0,0,---,0), temos que
vixx=0,v9%xx=0,---, 0%z =0,

assim,

zxc=a;0+ a0+ - -4+ a0 =0.
E, portanto, z € Ct.
O

O subespaco vetorial Ct é um cédigo linear conhecido como cédigo dual de C. A
proxima proposigao relaciona a dimensao do cédigo C com a dimensao do codigo dual, e

mostra como obter uma matriz geradora para C- a partir da matriz geradora G de C.

Proposicao 2.52. Seja C C F™ um cddigo linear de dimensdo k com matriz geradora

G = [I} | B], na forma padrao. Entdo,
1. dim C+ =n—k.
2. Uma matriz geradora para C+ é H = [—BT ] In,k] .

Demonstracao. Pela proposicdo anterior temos que = € ct se, e somente se, Gzl =

(0,0,---,0). Assim, dado um vetor = = (1,2, ...,,) € C*+, temos que
10 0 brrn1r bt - bu 71
01 --- 0D b - by T 0
Ga® = [y | Bla" = | | | i e A
L0 0 - 1 by btk 0 bk | | Tm | [ O]

De onde segue que,

L1+ Ok 1)1%k41 + D(kr2)1Th42 + - + ban

T2 + bk y1)2Th+1 + Oy 2)2Th+2 + - + bn2Tp

| Tk + b kT + b2k Thre + o bk | | O
Assim, i i i ) o
Ty bk+1)1%k+1 + D(hy2)1Th+2 + - + bnaTp
T2 D(k41)2Tk+1 T Ok42)2Thy2 + o+ bp2xn |0
L2k | | b 0k®Rt1 + bk T2 o+ bngn | | O]
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Ou ainda,

T br11 bkr2yr 0 bma Thi1
T2 bik+1)2 brt2)2 - bn2 The2 |
L2k | | bk b2 0 bk | | e | [ O
Logo, ) ) ) o )
1 bk+1)1 b2 o bm Tk+1
r2 | B b(k+1)2 b(k+2)2 oo bpo Tk+2
K | ek bkt 0 bnk | | T |

Como —BT é uma matriz injetiva e o corpo F tem ¢ elementos, temos que cada um dos
valores xgy1,Tkto, - , 2, pode ser escolhido de ¢ maneiras distintas, assim o ntimero de

elementos do espaco vetorial C+ é ¢"~*. Portanto, a dimensao de C*+ é n — k.

Veja ainda que cada vetor z = (21,2, ,2,) de Ct, pode ser escrito como
=byr —brsn2 0 —bggr 1 0+ 0
=br2)1 —bay2)2 - —bgyor 0 1 -0
1’1$2...$n}:|:6162...cn_k . . . . . . . ,
by —bpy o —=by 0 0---1
com, €1,€2,...,Cp_ € F.

Logo C* estd contido no espaco vetorial gerado pela matriz H. Como as linhas de H
sao vetores linearmente independentes temos que a dimensao do espago gerado é n — k,
e portanto, este espaco tem ¢" * elementos. De onde segue que o espaco gerado por

H = [—BT | In—k] é exatamente o cédigo linear C. O

Proposicao 2.53. Seja C um cddigo linear de dimensdo k em F™ e matriz geradora G.
Uma matriz H de ordem (n—k)xn, com entradas em F' e linhas linearmente independentes

¢ uma matriz geradora de C* se, e somente se,
G-HT =0.

Demonstracdo. Sejam g1,g2, - ,gr as linhas da matriz G e hi,hs, -, hy_ as linhas
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linearmente independentes da matriz H. Observe que

g1 gixhi gixhy - g1*xh, g
g2 g2*%h1 gaxhy -+ gaxhp g
G- H = |7 | Th hy .. hn_k}: "
| 9k | | gr*hy grxhy - g khnog |

Assim, dado que H gera o cédigo C*, temos que hi,ho, -, hn_i € C*, logo, gi*xh; =0
para todo i € {1,2,--- ,n—k}ej € {1,2,---k}, e portanto, G- H' = 0.

Por outro lado, como as linhas de H sao linearmente independentes, temos que H gera
um espaco vetorial de dimensao n — k. Supondo que G - HT = 0, para todo vetor - H do

c6digo gerado por H temos que
G (x-HM'=G¢-(H' - 2")y=(G-H")-2"=0-2" =0.

Assim, o c6digo gerado por H estd contido no cédigo C+. Como a dimensao de C+ também

é n — k, concluimos que o cédigo gerado por H é exatamente o cédigo C. O

Proposicao 2.54. Seja C um cddigo linear com matriz geradora G e suponha que H seja

wma matriz geradora do c¢ddigo C*. Entdo,
veC se esomente se, Hv! = 0.

Demonstragdo. Pela proposicio anterior, temos que G - HT = 0. De onde segue que,
(G- HTT = 07, logo H - G = 0. E novamente pela proposicio anterior, temos que G
é uma matriz geradora do cédigo (C*+)*+. Portanto, (C*)+ = C. Assim, pela Proposicio
m, temos que se, HvT = 0, entdo v € (CY)+ = C. Reciprocamente, se v € C, entdo
v =zG, dai,

Hol' = HzG)' = H(GT2T) = (HGT)2T = 02T = 0.
O

Esta proposi¢ao mostra que para todo cédigo linear C, existe uma matriz teste de pa-
ridade H. Desta maneira, para saber se um vetor v pertence ao cédigo C basta multiplicar

a matriz H por v’. O vetor Hv! é chamado de sindrome de v.

Proposicao 2.55. Seja C um cddigo linear com matriz geradora G e suponha que H seja
wma matriz geradora do cddigo C+. Entdo, se existe x € C de peso w(x) = s, existem s

colunas de H que sao linearmente dependentes.

Demonstragao. Sejam x = (1,22, - ,Z,) € C um vetor com peso s e C1,Cy, -+ ,C,, as

colunas da matriz H. Como H é uma matriz teste de paridade, segue da Proposigao
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que

r1

x2
O:HmT:[C’l Cy - Cn] | =110+ 2O+ -+ 2, O

De onde segue que,

x1C1 + 2205 + - + 2,Cp, = 0.

Como w(z) = s, existem exatamente s elementos nao nulos no conjunto {z1, s, ,=n},

sem perda de generalidade, suponha que x1 - 2 - ... - x5 # 0. Assim,

2101 + 22C2 + - -+ 25C5 = 0,

portanto,
Ci=—x'01C —a; weCy — - — a7ty 1Oy — a7t G — -+ — 2 M2 C
A i 1“1 I3 2L2 i —1Vi—1 i 1—1Vi—1 3 sVs)
para todo i € {1,2,---s}. Portanto, {C1,Cs,---,Cs} é um conjunto L.D., mostrando
assim que existem s colunas de H linearmente dependentes. O

Proposicao 2.56. Seja C um codigo linear com matriz geradora G e suponha que H
seja wma matriz geradora do cddigo C+. Se existem s colunas de H que sdo linearmente

dependentes, entdo w(C) < s.

Demonstragao. Sejam Cq,Co,--- ,C), as colunas da matriz teste de paridade H. Sem
perda de generalidade suponha qua as colunas C1,Chy,--- ,Cs sejam linearmente depen-

dentes. Assim, existem escalares x1,xo, - zs € F' nao todos nulos, tais que
2101 + 2202 + - - - + 25C5 = 0.
De onde segue que,

21C) + 220 4 -+ + 2,05 +0Cs1q + - -+ 0C,, = 0,

logo,

H- (ZU17.T2,"‘ 71;8707'” JO)T:O’
Como H é uma matriz teste de paridade, temos que (z1, 2, -, 25,0, -+ ,0) € C. Sendo
x1,Z2, -+ ,Ts nao todos nulos, temos que w ((z1,z2, - ,zs,0,---,0)) < s, portanto,
w(C) <s. O
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A partir destas duas tultimas proposicoes, obtemos o resultado a seguir que usaremos

para demonstrar alguns propriedades importantes no processo de decodificacao.

Proposicao 2.57. Seja H uma matriz teste de paridade de um cédigo linear C. Entaio,
o0 peso de C serd igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente

independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

2.4.3 Decodificagao

Veremos a partir de agora o processo de deteccao e correcao de erros num determinado

c6digo linear C.

Definicao 2.58. Seja C um cédigo linear. Definimos o vetor erro e como sendo a diferenga

entre o vetor r recebido no destino e o vetor transmitido ¢, ou seja,
e=r—c.

Exemplo 2.59. Suponha que tenhamos transmitido a palavra (1, 1,0,0, 1, 1) de um cédigo

linear C sobre Fj e recebido a palavra (1,1,0,1,0,1). Neste caso o vetor erro é
e=(1,10,1,0,1)—(1,1,0,0,1,1)=(1—-1,1-1,0-0,1-0,0—1,1—1) = (0,0,0,1,1,0).

Observe que neste caso o vetor erro tem peso 2, que é exatamente a quantidade de
erros que ocorreu no processo de transmissao. Este fato é véalido no geral . Além disso,
o vetor erro e a palavra recebida estao associado ao mesmo vetor sindrome. Observe que

dado um cddigo linear C e uma matriz teste de paridade H, temos que

He' =H(r— o' =H@T — )= HrT — H = Hr' — 0= HrT,

A seguir apresentamos a proposicao que permitira construir um algoritmo para correcao

de erros.

Proposicao 2.60. Seja C um cddigo linear contido em F™ com capacidade de corre¢do
t. Ser € F™ e c € C sao tais que d(c,r) <t, entdo existe um unico vetor e com w(e) <t,

cuja sindrome € igual a sindrome de r e tal que c =r — e.

Demonstragao. Considere o vetor e = r — ¢. Segue da Proposicao que w(e) = w(r —

¢) = d(r,c) < t, mostrando assim a existéncia do vetor e satisfazendo as condigbes da

proposi¢ao. Provemos entao a unicidade. Suponha que existam vetores e = (ay, as, - , ap)
ee = (by, by, ,by,) diferentes, com sindromes iguais & de r e tais que w(e) < tew(e’) < t.
Seja H uma matriz teste de paridade do cédigo C com colunas Cy,Cs,--- ,Cp. Como e e
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€/ tém a mesma sindrome, devemos ter

He = He" & a101 4 asCo+ -+ + anCp = b1Ch + b0 + b,C,,
& (101 +a2Co + - -+ + a,Cp) — (b1C1 + b2Co + b,C) =0
< a1C) — 010y + aeCy — b2Co + -+ - + a, Cp, — 0, C, = 0
& (a1 —b1)C1 4+ (ag —b2)Co + - -+ + (ap, — by)Cy, = 0.

Como w(e) < tew(e) < t, existem no méaximo 2¢ {ndices 7, tais que a;—b; # 0. E portanto,
existe um conjunto formado por 2¢ ou menos colunas de H linearmente dependentes.
Assim, de acordo a Proposicao devemos ter w(C) < 2t. Por outro lado, segue da
Proposigao que 2t +1 < d = w(C). Temos entao que, w(C) < 2t e 2t +1 < w(C).
Um absurdo. Portanto, devemos ter e = ¢’. Mostrando assim a unicidade e a validez da

igualdade c =1 —e. O

A partir da proposicao acima podemos recuperar a palavra enviada ¢ em funcao da
palavra recebida r e do vetor erro e. No entanto, precisamos de alguma maneira determinar
o vetor e. Veremos inicialmente como encontrar este vetor no caso em que o erro cometido

¢ menor ou igual a um.

Exemplo 2.61. Considere o cédigo linear C do Exemplo Suponha que uma palavra
¢ tenha sido enviada em determinado momento e devido ao ruido ocorreu um erro no
processo de transmissao, de modo que a palavra recebida seja r = (0,0,1,1,0,1,1).

Precisamos entao determinar a posigao do erro. Sejar—c = e = (1, x2, T3, T4, T5, Te, T7),
como a palavra foi recebida com apenas um erro, temos entdo apenas um x; # 0, para
ie{l,2,---7}.

Uma matriz teste de paridade para este codigo é

=

Il
o O =
o = o
S ==
= o O
=
_ = O
— = =

Denotando os vetores coluna da matriz H por C1,--- ,C7, temos que

x1
Z2
x3

Tyg =T Cl

o
= o O
_ O
= = O
— =

L5
T6

x7
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Pela proposicio anterior, devemos He! = HrT. Calculando HrT', temos

Hrl =

o O =
o = O
S = =
= o O
= o =
= = O
— =
e N e B = R )

Il

Il

—_

Comparando os dois resultados, chegamos a conclusao que ¢ = 6 e xg = 1. De onde

segue que e = (0,0,0,0,0,1,0) e, portanto, a palavra enviada foi,
c=r—-e=(0,0,1,1,0,1,1) — (0,0,0,0,0,1,0) = (0,0,1,1,0,0, 1).

Em geral, dado um cédigo linear C sobre um corpo F' de comprimento n e com distancia
minima d > 3, para realizar a correcao de uma palavra que seja recebida com no maximo

um erro, podemos utilizar a estratégia do exemplo anterior. De fato, veja que se a palavra

foi recebida sem erros, temos w(e) = 0, ou seja, e = (0,0,---,0). Dai, r = ¢. E caso
ocorra um erro, teremos w(e) = 1, logo, o vetor erro serd do tipo e = (0,--- ,z;,---,0),
para algum i € 1,2,--- ,n. Assim,

H?"T:HeT:O-Cl—i----—I—xl-Ci+---+0-0n:xi-0i.

E, a partir daf, podemos comparar x; - C; com xq - C;j para todo zg € F'e j =1,2,--- ,n,

e determinar o valor de 7 e x;.

A estratégia apresentada funciona perfeitamente em canais com ocorréncia de no
maximo um erro, no entanto, em canais que o niimero de erros aumenta, nao é possivel de-
terminar diretamente a posi¢ao dos erros cometidos. Veremos entao uma outra estratégia
de correcao para palavras recebidas com mais de 1 erro, ou seja, uma estratégia para ser

usada em cédigos com ¢ > 1. Antes disso precisamos de algumas definigoes.

Definigao 2.62. Seja C um cédigo linear sobre o corpo F. Para todo v € F™, definimos

a classe lateral de v segundo C, como sendo o conjunto,
v+C={v+c|ceCl}.

Definigao 2.63. Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de vetor lider

dessa classe.
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Proposicao 2.64. Dois vetores u,v € F™ tém a mesma sindrome se, e somente se,

uecv+C.

Demonstragao. Seja H uma matriz teste de paridade do cédigo C. Temos entao que,

Hu' = Hv' & Hu' —Hv' =0 Hu' —vT) =0 Hu-v)' =0 u—vecC.

E veja que, se u — v € C, entdo v + (u —v) = u € v + C. E, reciprocamente, se u € v + C,

existe ¢ € C tal que u = v + ¢, assim u — v = ¢ € C. Portanto, u — v € C se, e somente se,

uecv+C. O

Proposicao 2.65. Sejam u,v € F™ dois vetores e C um cddigo linear com pardametros

(n,k,d). Temos entdo as sequintes propriedades em relagdo as classes laterais:

1.

u+C=v+Cu—veCl;

2. (u+C)Nw+C)#F=>u+C=v+C;

3. UvEF"(U +C) =F";

4.

5. O numero de classes laterais sequndo C € q"%.

(v +C) =[C| = ¢";

k

Demonstragao. :

1.

. Dos itens 2 e 4, temos que o numero de classes laterais é dado por q—k =q
q

Como C é um espago vetorial, temos que o vetor 0 pertence a C, de onde segue que
u € u+C. E dado que u+ C = v+ C, existe um ¢ € C tal que u = v + ¢, assim
u—v = ¢ € C. Reciprocamente, se u —v € C, entdao v + (u —v) = u € v+ C,
e, pela proposicao anterior, u e v tém a mesma sindrome. Mas, se u e v tém a
mesma sindrome, novamente pela proposi¢ao anterior, temos que v € u + C. Assim,
os elementos de v + C e v 4+ C tém a mesma sindrome, portanto pertencem a uma

mesma classe lateral, de onde segue que, u +C = v + C.

. Novamente é uma aplicacao direta da proposigao anterior. De fato, se (u+C) N (v+

C) # &, existe um vetor w com a mesma sindrome dos vetores u e v. De onde segue

queu+C=v+C.

. E uma igualdade 6bvia, pois, v € F" e v € v+ C.

. Basta observar que v + ¢ # v + ¢/, para todo ¢ # ¢/, com ¢, € C.

n
n—k
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Temos que,

Exemplo 2.66. Considere o codigo linear C sobre Fy gerado pela matriz

@

Il
o O =
o = O
— o O
= = O
o =
[ R

C = {000000,001101,010110,011011, 100011, 101110,110101, 111000}.

000000 +C
000001 +C
000010+ C
000100 +C
001000 +C
010000 +C
100000 + C
000111 +C

Assim, as classes laterais segundo C sao:

{000000,001101,010110,011011, 100011, 101110, 110101, 111000}
{000001, 001100, 010111, 011010, 100010, 101111, 110100, 111001}
{000010, 001111, 010100, 011001, 100001, 101100, 110111, 111010}
{000100, 001001, 010010,011111,100111, 101010, 110001, 111100}

{001000, 000101, 011110, 010011, 101011, 100110, 111101, 110000} ~

{010000,011101,000110,001011, 110011, 111110, 100101, 101000}
{100000,101101, 110110, 111011,000011,001110, 010101, 011000}
{000111,001010, 010001, 011100, 100100, 101001, 110010, 111111}

Neste caso uma matriz teste de paridade é,

=

Il
= = O
O = =
=
o O =
o = O
= o O

Temos entao a tabela abaixo que relaciona classe lateral, sindrome e lider de classe.

Classe lateral | Sindrome Lideres
000000 + C 000 000000
000001 +C 001 000001
000010 + C 010 000010
000100 + C 100 000100
001000 +C 101 001000
010000 +C 110 010000
100000 + C 011 100000
000111 +C 111 001010, 010001, 100100

Observe que nesse exemplo, a classe lateral 000111 + C tem mais de um lider.
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proxima proposicao veremos que este fato esta relacionado com a capacidade de correcao



do cédigo C.

z

Proposigao 2.67. Seja C C F™ um cdédigo linear com distancia minima d. Se uw € F™ ¢

um vetor tal que w(u) < [d;Ql] =t, entao u € o unico elemento lider de sua classe lateral.

Demonstragdo. Sejam u,v € F™ vetores tais que w(u) < t e w(v) < t. Se u e v pertencem

a uma mesma classe lateral, temos © — v € C. Mas veja que,
wu—v) <w(u)+ww) <t+t<d—1.

Como w(C) = d, devemos ter u — v = 0, logo, u = v. Portanto, u é o inico elemento lider

de sua classe lateral. O

Proposicao 2.68. Seja C C F™ um cddigo linear com distancia minima d e seja r € F™.
Entao, existe ¢ € C tal que d(r,c) <t se, e somente se, existe um vetor e € r + C tal que

w(e) < t. Neste caso, e € o vetor erro e a palavra enviada € ¢ =r — e.

Demonstracgao. Se existe ¢ € C tal que d(r,c) < t, temos que —c € C, assim, definindo
e=r—c=r+(—c), segue que w(e) =w(r—c) =d(r,c) < teeecr+C. Reciprocamente,
se existe e € r+C tal que w(e) < t, temos que o vetor ¢ = r — e pertence ao cédigo C, com
d(r,c) =w(r—c)=w(r—(r—e)) =wle) <t. O

Vejamos agora uma estratégia para correcao de palavras recebidas com no maximo ¢
erros.

Inicialmente devemos determinar todos os vetores v € F"™, tais que w(v) < t. Pela
Proposigao [2.67} v é o tinico elemento lider de sua classe. Em seguida, calcular a sindrome
de cada elemento v e montar uma tabela com o vetor e a respectiva sindrome. Assim,
recebida uma palavra 7, podemos calcular a sindrome s? = Hrl e comparar com as
sindromes da tabela. Caso a sindrome seja encontrada na tabela, o respectivo vetor v é o
elemento lider da sua classe e podemos fazer a correcao ¢ = r — v. Caso a sindrome nao
seja encontrada na tabela, nao serd possivel fazer a correcao, pois foram cometidos mais

de t erros.

Exemplo 2.69. (Extraido de [2]) Considere o c6digo linear C sobre F3, com parametros

(9,4,5) e matriz geradora

111100010

G = .
000111101

Neste caso, o cédigo tem capacidade de corregao t = [%] = [5;21] = 2.
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Suponha que este codigo tenha sido usado para codificar os comandos de um robo,

como segue,
Comando Fonte Codificando Codigo do Canal

Norte 00  (0,0)-G 000000000

Sul 10 (1,0)-G 111100010
Leste 01  (0,1)-G 000111101
Oeste 11  (1,1)-G 111011111.

E suponha que em determinado momento o robo tenha recebido a sequéncia de comandos

abaixo:

000000011 100111101 000000000 111000111 1110000110 000111101.

Vejamos entdao como corrigir os erros e decodificar esta mensagem.

A partir da matriz teste de paridade

- o O o o o o
_ = = = O O O

I
R R I

o O O o O =~ O
o O O o = O O
o O O = O O O
o O B O O o O
o R O O O O O
o O O = = ==

podemos determinar a sindrome dos vetores v € F™, tais que w(v) < ¢, e montar a tabela

relacionando os lideres de classe com as sindromes.
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Lider Sindrome Lider Sindrome
000000000 0000000 010000010 1011000
100000000 1000000 010000001 0101111
010000000 0100000 001100000 0011000
001000000 0010000 001010000 0010100
000100000 0001000 001001000 0010010
000010000 0000100 001000100 0010001
000001000 0000010 001000010 1101000
000000100 0000001 001000001 0011111
000000010 1111000 000110000 0001100
000000001 0001111 000101000 0001010
110000000 1100000 000100100 0001001
101000000 1010000 000100010 1110000
100100000 1001000 000100001 0000111
100010000 1000100 000011000 0000110
100001000 1000010 000010100 0000101
100000100 1000001 000010010 1111100
100000010 0111000 000010001 0001011
100000001 1001111 000001100 0000011
011000000 0110000 000001010 1111010
010100000 0101000 000001001 0001101
010010000 0100100 000000110 1111001
010001000 0100010 000000101 0001110
010000100 0100001 000000011 1110111.

Para a primeira palavra ry = 000000011, recebida pelo robo, temos que a sindrome sg

¢é dada por,

=

Il

=

=

Il
o O O O o o =
o O O O O = O
o O O O = O O
o O O = O O O
o O = O O o o
o = O O O o o
_ o O O O O O
S O O == =
e i e e = == R«

= = O O O O O O o
Il
I T S e B S S S S

Veja que a sindrome sg € o tltimo elemento da tabela acima, assim, temos o vetor erro
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ep = 000000011 e podemos concluir que a primeira palavra enviado foi
co = ro — eg = 000000011 — 000000011 = 000000000,

que ¢é referente a palavra 00 do canal, e portanto, representa o comando Norte. De maneira

analoga, temos

Palavra recebida(r) | Sindrome(s) | Vetor erro(e) | Palavra enviada(c) | Comando
000000011 1110111 000000011 000000000 Norte
100111101 1000000 100000000 000111101 Leste
000000000 0000000 000000000 000000000 Norte
111000111 0000110 000011000 111011111 Oeste
111000110 0001001 000100100 111100010 Sul
000111101 0000000 000000000 000111101 Leste
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Capitulo 3
Corpo dos Numeros Complexos

Iniciaremos este capitulo com um exemplo classico no estudo dos niimeros complexos.
Como apresentado por [6], este exemplo estd relacionado com a resolugao de equagoes

de grau 3. Considere a equacao do terceiro grau,
23— 15z —4=0.

Veja que as solucdes desta equacdo sdo 1 =4, 9 = —2++/3 e 3 = —2—+/3. No entanto,
no século XVI ja era conhecida uma férmula para resolugao de equacgoes de grau 3, ou
seja, dada uma equacao da tipo

z® +pr+q=0,

ja era sabido que as solucoes desta equacao sao dadas por

E aplicando esta férmula, obtemos que as solugoes da equagao acima sao dadas por,

r= 24V 12l + {2 - VoI

Assim, de alguma maneira seria possivel calcular v/—121, pois as solugoes sao reais. Este
fatos intrigou muitos matematicos do século XVI e motivou o desenvolvimento da teoria

dos nimeros complexos.

3.1 Adicao e multiplicagao em R?

Veremos nesta secao que é possivel definir uma operacdao de adicdo e multiplicacdo no
espaco R? de modo que a estrutura matematica resultante seja um corpo.

Considere a estrutura matematica (R?, @, ®) formada pelo conjunto de pares ordenados
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reais, isto é, o conjunto

R? = {(z,y) | z,y € R},

com as seguintes operagoes:

& : R? x R2 — R2
((z1,51), (22,92)) = (21,91) D (22,92) = (T1 + 2, y1 + ¥2).

® R2 x R? — R2
((z1,91), (22,92)) +—— (21,91) © (22,92) = (X172 — Y12, T1Y2 + Y172).

Vamos entao mostrar que a estrutura assim definida é um corpo. E facil de ver que
o conjunto é fechado em relacao a operagao de adicao e multiplicagao definidas, isto é,
dados dois elementos de R? o resultado da adicdo e da multiplicacdo desses dois elementos
é um elemento de R?. Para verificar as propriedades das operacoes considere os elementos

(z1,1), (x2,y2) e (3,y3), note que

Aj. Associatividade da adicao:

x1 + x2,y1 + y2) ® (3,3)
(w1 + x2) + 23, (y1 + y2) +y3)

[(z1,91) ® (22, 92)] ® (23,93) = (
(
(1 + (22 +23), 51 + (y2 + v3))
(
(

z1,Y1) B (22 + z3,y2 + y3)
r1,91) @ [(x2,y2) © (23,93)] -

Ay. Comutatividade da adigao:

(z1,71) ® (z2,92) = (21 + 22,91 +y2)
= (241,92 + 1)
= (22,92) ® (21,91)-

As. Existéncia de elemento neutro (chamado zero) para adigao:

(z1,91) ® (0,0) = (21 + 0,91 +0)
= (21,91).

Ay. Existéncia de elemento inverso (chamado simétrico aditivo) para adigao:

(z1,91) @ (—z1,—y1) = (21 + (—21),91 + (—y1))
= (ﬂfl—wl,yl—yl)
= (0,0).
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M. Associatividade da multiplicacao:

[(21,51) © (22, 92)] © (w3,93) = (2122 — Y1y2, T1y2 + Y122) © (23, Y3)

= (122 — y1y2)2s — (1Y2 + Y122)ys, (122 — Y1Y2)Y3
+(@1y2 + y172)73)

= (717273 — T1Y2Y3 — Y1T2Y3 — Y1Y2T3, T1T2Y3 + T1Y273
+y17273 — Y1Y2Y3)

= (z1(w273 — y2y3) — y1(w2ys + y273), T1(T2y3 + Y273)
+y1 (7273 — Y2y3))

= (z1,72) © (v273 — Y2y3, T2y3 + Y273)

= (z1,51) © [(22,y2) © (23, ¥3)] .-

M>. Comutatividade da multiplicacao:

(r1,91) © (22,92) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + Y172)
= (@wam1 — Yoy1, T2y + Y221)

= (z2,92) O (z1,11).

Ms. Existéncia de elemento neutro (chamado unidade) para multiplicagao:

(z1,y1) ©(1,0) = (z1-1—y1-0,21-04+y1-1)
= (x1,%1)-

AM. Distributividade da multiplicacdo com relacao a adicao:

[(z1,91) @ (22,52)] © (x3,943) = (21 + 22,41 +y2) © (23,3)

= ((z1 +>2)23 — (y1 + ¥2)ys, (1 + 22)y3 + (y1 + y2)x3)
(173 — y1y3 + 1273 — Y2y3, T1Y3 + Y173 + T2y3 + yaT3)
(21,91) © (23,93) © (21,91) © (23, Y3).

Chegamos entdo a conclusio que (R?, @, ®) é um anel comutativo com unidade. Agora
vamos prova a existéncia de inverso multiplicativo e concluir que a estrutura é um corpo.
Para isto, considere o elemento nio nulo (a,b) € R?, neste caso temos que a # 0 ou b # 0,
assim a?+b? # 0. Devemos entdo determinar, caso exista, o elemento (z,y) € R? de modo
que (a,b) ® (x,y) = (1,0). Observe que,

(a,0) © (z,y) = (az — by, ay + bz) = (1,0),
segue entao que,

ar—by = 1
ay+bx = 0.
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Resolvendo esse sistema, obtemos que,

= =

E veja que,

a
b
(a,0) © (a2+b2’a2+b2)

a b —b " -b ) a
a2+ p? a?4+b2"" a2+ 0b? a? + b2

b2 —ba ba
<a2+b2 a2+b2’a2+b2+a2+b2>
a®+b> —ba + ba

< 02 a2+ 02 >

= (1,0)

Portanto, todo elemento nao nulo (a,b) € R? possui inverso multiplicativo, dado por,

a —b
a2+b2’a2+b2 '

Mostrando assim, que de fato a estrutura (R?,@®,®) é um corpo.

Observe ainda que dado um nimero real « e elementos (1, 1), (72, y2) € R?, utilizando
a multiplicagdo por escalar usual, isto é, a(a,b) = (aa,ab) = (a,b)a, temos a seguinte

propriedade,

a(z1,91) © (22,92) = (T1, 1) © (T2,92) = (71,y1) © (T2, ¥2) = (71,y1) © (T2, Y2)x.

De fato, basta observar que

a(z1,y1) © (z2,y2) = (az1,ay1) © (22,12) = (Qz122 — AY1Y2, AT1Y2 + AY1T2),

e usar as propriedades comutativa e associativa da multiplicacao de niimeros reais.

Os elementos do conjunto R? podem ser naturalmente representados no plano car-
tesiano, de modo que as operagoes de adicao e multiplicacdo tenham um significado
geométrico. Como R? ¢, também um espaco vetorial, é possivel determinar uma base
ordenada, de modo que todo elemento (a,b) € R? seja gerado por esta base. Um exemplo
importante é a base canonica {(1,0), (0,1)}. Veja que o vetor (1,0) é a unidade do corpo

(R%,®,®). Assim, escrevendo 1 = (1,0) e i = (0,1), temos que
i2=i®i=(0,1)®(0,1)=(0-0-1,0-14+1-0)=(=1,0) = —(1,0) = —

Desta maneira é possivel definir o corpo (R?, @, ®), trocando a operacio de adicio ‘@’ pela

operacao de adicao coordenada a coordenada ‘+’ e a multiplicagao ‘®’ pela multiplicacao
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de modo distributivo ¢-’, e acrescentando a propriedade 2 = —1.

De fato, veja que dados dois elementos (x1,%1), (72,y2) € R2, temos que

(z1,y1) =21(1,0) + 41 (0,1) =21 + 117 e (w2,92) = 22(1,0) + 32(0,1) = 2 + yoi.

Assim,
(1 +y18) + (z2 + i) = (21 +22) + (y1 +y2)i
= (z1+22)(1,0) + (y1 + v2)(0,1)
= (z1+z2,51 +92)
= (v1,91) ® (22, 92),
¢,

(1 +y1i) - (v2 +y2i) = @172 + T1Y2i + Y1972 + Y1iy2i

T1%2 + y1y2i® + 1Yt + Y1221

r1T2 — Y1y1 + T1y2i + Y1221

(122 — y1y1) + (@1y2 + y122)t

(@122 — 4191)(1,0) + (2192 + y122)(0,1)
(r122 — Y11, T1Y2 + Y122)

(z1,91) © (22, 92).

[

Portanto, as operacoes ‘+’ e ‘-’ sdo equivalentes as operacgoes ‘@’ e ‘©®’. Este corpo é

conhecido como conjunto dos niimeros complexos, e definido por,
C={a+bi|abeR, ei*=—1}.

Veja que,
a+bi + (a,b) =a(1,0) + b(0,1).

O subconjunto {a + bi € C | b = 0} pode ser visto como uma cépia dos nimeros reais
dentro dos complexos. Desta maneira, temos que R estd contido em C. O que é natural,
uma, vez que os pontos do tipo a + 0¢ estao sobre o eixo Oz do plano cartesiano.

O simbolo ¢ foi utilizado pela primeira vez pelo matemético Euler nos estudos dos
nimeros do tipo a + bi, onde i representava \/—1. Esta abordagem que fizemos, é uma
abordagem atual, visto que no século XVI ainda nao existiam as estruturas de anel, espaco
vetorial e corpo como conhecemos hoje. O conceito de niimeros complexos demorou séculos
para ser consolidado. Na tentativa de resolver a equagdao que apresentamos no inicio do
capitulo, muitos mateméticos consideraram /—1 como um ntmero conhecido, mas nao
tiveram muito sucesso no estudo dos nimeros complexos. A consolidacdo dos numeros

complexos como conhecemos hoje foi estabelecida pelo matematico Carl Friedrich Gauss.
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3.2 Representacao Geométrica dos Numeros complexos

Nesta secao vamos apresentar mais algumas defini¢oes e propriedades relacionadas aos
ndmeros complexos.

Como vimos na primeira secao deste capitulo, os niimeros complexos sao essencialmente
pares ordenados, de modo que podemos representa-los no plano cartesiano. Neste caso, o
plano cartesiano é conhecido como plano de Argand-Gauss ou plano complexo.

A primeira associacao entre nimeros complexos e pontos do plano cartesiano foi feita de
forma independente pelos matematicos Gauss e Jean Robert Argand. No plano complexo,
o eixo das abscissas Ox é chamado de eixo real, e o eixo das ordenadas Oy é conhecido
como eixo imaginario. Chamaremos os elementos do conjunto C, simplesmente de ntimeros
complexos.

Um ntumero complexo z = a + bi serd representado no plano cartesiano pelo ponto
Z = (a,b).

Exemplo 3.1. Na figura abaixo temos a representacao dos nimeros complexos z; = 243i,

2o=—-3+2,23=—-2—19€ez4=2—24.

41 Eixo imaginario.
3{=— — — — = -’ 21 = 2 + 32
Zo=—-34+2 :
¢ -——-——-—--- Ea I
| I
| I
| 1 |
| [ Eixo real
: ! — 0 : | : : :
4 3 —:2 1 0 1 I& 3 4 5
| I
- — — — — ¢+ |
z3 = —2—1 I
ol - - - & u=2-2

Figura 3.1: Representacao geométrica.

Assim como pontos do plano que podem ser divididos em duas componentes (coordena-
das), os nimeros complexos podem ser divididos em sua parte real e sua parte imaginaria.

Temos entao a seguinte definig¢ao:

Definigao 3.2. Seja z = a+bi um niimero complexo. Os nimeros reais a e b sao chamados,

respectivamente, de parte real e parte imaginaria de z, denotadas por:



Com essa representacao geométrica é possivel perceber que a soma dos nimeros com-
plexos z1 = x1 4+ Y17 € 29 = T9 + 21, € equivalente a soma de dois vetores com ponto inicial
(0,0) e pontos finais Z; = (z1,y1) € Z2 = (2,y2). De modo que a regra do paralelogramo
é valida para a soma de nimeros complexos, ou seja, a soma de dois niimeros complexos é
determinado pela diagonal do paralelogramo determinado pelo vetores associados a esses

nimeros. Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 3.3. Considere os ntimeros complexos z1 =4 + i e z9 = 2 + 3¢. Temos que,
z14+20=4+1)+ (24 3i) =6+ 4i.

Que é exatamente o ponto final do vetor determinado pela soma dos vetores (4,1) e (2, 3),

como mostra a Figura [3.2}

5 Eixo imaginario.

Eixo real

7

Figura 3.2: Soma de nimeros complexos.

Definigcao 3.4. Seja z = a + bi um nimero complexo. Definimos o conjugado de z como
sendo o nimero complexo Z = a — bi. Geometricamente, z é o simétrico de z em relacao

ao eixo real, conforme Figura |3.3

O conjugado do ntimero z = a + bi possui duas propriedades importantes em relacao

a operacao de adicao e multiplicagdo. Veja que
z4+ZzZ=(a+0bi)+ (a — bi) = 2a = 2 - Re(z),

z—2z2=(a+0bi) — (a—bi) =2bi =2 - Im(z),

2-Z=(a+bi)-(a—bi)=a®— (bi)> = a® + b*.
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Eixo imaginario

Eixo real

Figura 3.3: Conjugado.

Ou seja, a soma e a multiplicacdo do complexo z pelo seu conjugado Z é sempre um nimero

real.

Proposicao 3.5. Sejam z = a + bi e w = ¢+ di dois numeros complexos. A conjugacdo

tem as sequintes propriedades:

1. Z=0 se, e somente se, z = 0;
2. Z=z, para todo z € C;
3. Z =z se, e somente se, z € R;

4. z+xw=z+w;

S. Z-w =7 w;
6. 2=t =71, para todo z # 0.

Demonstragao. Considere os nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di. Temos entao

que,

1. 0eca—-bi=04+00<a=0eb=0<a+bi=0«<2=0.

N
Il

N
x|
I

a—bi=a—(—bi) =a+ bi =z, para todo z € C.

3.Z=z&a+tbi=a-bieb=-bsb=0a+bi=a+0icsz=0a<zcR.

4. zFw=(ate)+(btd)i=(atc)—(btd)i=(a—bi)*t(c—di)=Z+w.

5. Z-w = (a+ bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i = (ac—bd) — (ad+be)i = (ac—bd)
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— a —b . a b . —_1
6. Supondo z # 0, temos que, z 1:a2+b2+a2+bZZ:a2+b2+a2+b212'z )

O]

Definicao 3.6. Seja z = a + bi um nimero complexo. Definimos o médulo de z como
sendo o nimero real nao negativo |z| = va? + 2. O médulo de z é numericamente igual

ao médulo do vetor de origem no ponto (0,0) e extremidade (a,b), como representado na

Figura [3.4

Eixo imaginario

Eixo real

Figura 3.4: z=a+bie |z| = Va® + b2

Veja que podemos usar o médulo para calcular a distancia entre dois nimeros com-
plexos. De fato, note que dados dois niimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, temos

que

|z —w|=|(a—¢)+ (b—d)i| = V/(a — ) + (b d)?,

que é exatamente a férmula para o cdlculo da distancia entre dos pontos (a,b) e (¢,b) do

plano cartesiano.

Exemplo 3.7. Vamos usar a definicao de distancia entre niimeros complexos para deter-

minar geometricamente os complexos z que satisfazem o sistema abaixo:

lz+2] = |z—6|.

{\z—4\ = V20

Fazendo z; =44 07, z0 = —2 4 0¢ e z3 = 6 4 07, podemos reescrever o sistema da seguinte

maneira:
{ |z —z1] = V20

|z — 22| = |z —z3].

Veja que a primeira equacgao € satisfeita pelos complexos z cuja a distancia até o complexo

z1 é constante igual a +/20. Portanto, a solucao da primeira equacao é representada pela
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circunferéncia de centro z; e raio v/20. De modo semelhante, os complexos que satisfazem
a outra equacgao sao equidistantes dos complexos 25 e z3, neste caso, sao os complexos z
que estao sobre a mediatriz do segmento de reta determinado pelos complexos zo e z3.

Portanto, a solugao do sistema é dado pelos pontos de intersecao da circunferéncia com a

mediatriz. Neste caso sao os pontos z4 e z5, como representados na Figura |3.5

Eixo imaginario 6

29=—2401 Eixo real

-2 0

-4

Figura 3.5: Solucao geométrica do sistema.

Proposicao 3.8. Sejam z = a + bi e w = ¢+ di dois numeros complexos. A conjugacdo

tem as sequintes propriedades:

’2.

1. z-Z = |z|*;
2. |zl =2l = | = 2l;

3. Re(z) < |Re(2)| < |z|;
4. Im(z) < |Im(z)| < |2];

5. |z-w| = |z] - Jw].

Demonstragao. Considere os nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di. Temos entao

que,

1. z2-z=(a+bi) (a—bi)=a®— (bi)? =a® + b* = |2|%

2. |ol = Va2 + 02 = \/a? + (=b)? = [2] = /a2 + (=0)* = \/(=a)* + (-0)2 = | — 2];
3. Re(z) = a < |a| = [Re(2)| = Va? < Va® + 1% = |z};
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4. Tm(z) = b < |b| = [Im(2)| = V2 < Va2 + b2 = |z|;
5.z wl =]z w2 =/(z-w) (z-w) =/(z-2) - (w-w) = /[2]2 w2 = |2] - w].

O]

Além das propriedades acima, o médulo de niimeros complexos satisfaz a propriedade

da desigualdade triangular, como veremos na proposi¢ao a seguir:

Proposicao 3.9. Sejam z e w dois nimeros complexos quaisquer, temos entao que,
|2+ w| < [2] + [w],

valendo a igualdade se, e somente se, um dos nimeros € multiplo escalar real ndo negativo

do outro.

Demonstracdo. Sejam z e w dois niimeros complexos quaisquer. Observe que,

z+wf = (+w) (z+w)
(z4+w)- (z+w)
z-Zztz-wHtw-z+w-w
22+ 2z W+ 2w+ |w|?
2|2 +2-Re(z - w) + |w|?
2|2 +2 - |Re(z - )| + |w|?
[21* +2 - |2 - @] + w]?
212 + 2 - |z] - [@] + |w]?
212 + 2 [z] - [w] + |w]?
= (2] +w])?*.

IACIA

De onde segue que, |z + w| < |z| + |w|.

E, supondo z = aw, com a € R, temos que

|2+ w| = Jaw + w| = [(a + Dw| = (a + D]w| = afw| + [w| = |aw]| + |w| = |2] + [w].

3.3 Forma Polar dos Nimeros Complexos

Mudando as coordenadas cartesianas do ponto (a,b) para coordenadas polares, obtemos

o nimero complexo z = a + bi na sua forma polar

z =1 (cos(f) + isen(f)),
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onde r = |z| = Va? + b2 e 6 é o angulo que o vetor (a,b) faz com o eixo real medido no
sentido anti-horario. Como as fungoes seno e cosseno sao periddicas, a representacao polar

do numero complexos nao é unica. Basta observar que,
z=r-(cos(f) +isen()) = r - (cos(0 + 2km) + isen(d + 2km)), V kel

Cada angulo que satisfaz a igualdade acima é chamado de argumento do nimero com-
plexo z. Vamos considerar como argumento principal, ou simplesmente argumento, o
ntmero real 6 € [0, 27 que satisfaz a igualdade acima. Vejamos entao como determinar o

argumento principal de um nimero complexo nao nulo z = a + bi qualquer.

e Sea#0eb=0, temos que z é um nimero real e, portanto, estd sobre o eixo real,

dai, 0 =0sea>0ef =msea<0;

e Sea =0¢eb#0, temos que z é um imaginario puro e, portanto, estd sobre o eixo

imagindrio, daf, § = 5 se b>0e 6 = 37” se b < 0;
e Se a # 0, temos que 6 é determinado pela equagao;

tan(f) = g = EZE;;,

e pelo quadrante onde se encontra o ponto (a,b).

Exemplo 3.10. Dado o nimero complexos z = 1 + /34, temos que,

tan(0) = E‘;Eg = \f e ] =V12+v3i=2.

Logo, o argumento principal de z ¢ § = 5. Além disso, o ponto (1,/3) pertence ao

primeiro quadrante, assim, uma representacao polar para o complexo z é

=2 (cos (g) +isen (g)) .

Devido a simetria de um niimero complexo z e seu conjugado z, sendo # um argumento
para z, temos que —f é um argumento para o complexo z. De fato, dado z = r - (cos(0) +

isen(f)), temos que
zZ=r-(cos(f) —isen(d)) = r - (cos(—0) + isen(—0)).

A partir da proposicao a seguir veremos uma interpretacao geométrica para o produto

de dois niimeros complexos.
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Eixo imaginario

21 z=1+\/§i:2~(cos(g>+isen<g)).
[
[
1 2 |
[
[
60° | Eixo real
0 | . , . .
-1 0 1 2 3 4 5

11

Figura 3.6: Forma polar do complexo z =1 + V/3i.

Proposigao 3.11. Sejam z; = r1 - (cos(01) +isen(01)) e zo = ra- (cos(02) +isen(f2)) dois

numeros complexos quaisquer. Temos entdo que,
21 - 29 =111y - (cos(01 + 62) + isen(61 + 62)).
Demonstracdo. De fato,

2122 = 11 (cos(01) +isen(0y)) - ro - (cos(f2) + isen(6s))
172 - (cos(61)cos(f2) + cos(6 )isen(f2) + isen(6r)cos(f2) + isen(6; )isen(6s))
rire - ((cos(f1)cos(f2) — sen(61)sen(hz)) + (cos(01)sen(fs) + sen(67)cos(62)))
= 117y (cos(01 + b2) + isen(6; + 62)).

O

Exemplo 3.12. Considere os nimeros complexos z; = V34ie zg = —2v/3+2i. Observe
que,
2120 = (V341)- (—2V3 + 2i) = —8 + 0i.

Por outro lado, temos que,
(o () o (3)) o et (o (5) o (3
=2-(cos (= isen | — =4- — n(—
21 0s 5 se 6 e 2o cos 5 ise 5 ,
e, pela proposicao anterior,
T o7 ) T bm .
z1-29=2-4- <cos <6 + 6) + isen <6 + 6>) = 8- (cos (m) +isen (7)) .

Observe que de fato obtemos o mesmo resultado.
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6 {1 Eixo imaginario
8- 21 = \/g +1
4 ]
z=—2V3+2i
) 2
212 = —8 4 0i 150° e 2 =V3+i .
‘7300 Eixo real
[ ¢
R T -m - -l
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 3.7: Multiplicagao dos complexos z; = V3+4iezg=—2v3+ 2i.

Observe que no exemplo anterior o complexo z; - zo pode ser obtido geometricamente
por meio de uma translagao, obtendo o complexo 8- 21, seguida de uma rotacao realizada
no ponto (\/3, 1) em torno da origem, como mostra a Figura No caso em que um dos
complexos tem mddulo igual a 1, o produto entre os complexos 21 e 2o é equivalente a uma
rotagao, ou seja, dado zg = r¢ - (cos(fp) + isen(fp)), com Oy > 0, para qualquer complexo
z, temos que zg - z € a rotagao do complexo z pelo angulo 6y no sentido anti-horario. Se

0o < 0, a rotag@o é no sentido horério.

Utilizando indugéo matemética é possivel mostrar que,
[+ (cos(0) + isen(R))]" = r" - (cos(nd) + isen(nd)),
para todo natural n.

1 3
Exemplo 3.13. Considere o nimero complexo z = 3 + 72’, temos que

I (COS <g) + isen (g)) ,

assim,

3 2

22:12-(cos(2-%)+isen<2'i>) =1 (_;+\/§> :—;-1-\/37
23:13-(cos(?)-g)—l—z’sen(&%)):1-(—14—0):—1—1—02'.

A Figura [B.13] mostra a representacao geométrica das demais poténcias do complexo

nimero complexos z.
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Eixo imaginario
1 V3,
z=—=-4+ 71
60° =140 Eixo real
0.5 15 2
20 = 1 _ ﬁz
T2 2

=

1
Figura 3.8: Poténcias do complexos z = z = B + —t.
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Capitulo 4
Cddigos Corretores via Quatérnios

O conjunto dos quatérnios, com as defini¢coes de adigdo e multiplicacao a serem defi-
nidas, introduzem no espaco euclidiano R* uma estrutura algébrica similar & estrutura
dos ntimeros complexos no plano R?. Os quatérnios foram descobertos em 1843, pelo
matematico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865), dez anos apds ter obtido o
resultado que os niimeros complexos determinam uma algebra para os pares ordenados de
nameros reais de modo que é possivel realizar rotacoes por meio de multiplicagoes. Moti-
vado a encontrar uma estrutura semelhante para realizar operagoes no espago, Hamilton
fez vérias tentativas de definir uma estrutura algébrica para os ternos ordenados de modo
que fosse possivel realizar rotagoes, no entanto, chegou a conclusao que nao era possivel
definir tal estrutura. A partir dai, o matemadtico irlandés passou a pensar em ndmeros
com uma entrada real e trés imaginarias, isto é, o que hoje conhecemos como quatérnios

de Hamilton. A base da algebra descrita por ele é a equagao
i =% =k? =ijk=—1, (4.1)

descoberta pelo préprio matematico em 1843 e conhecida como equacao fundamental dos
quatérnios |18l
A partir da equagao fundamental obtemos a tdbua de multiplicacao (Tabela 4} dos

elementos i, j e k. De imediato é possivel perceber que a multiplicagao é nao comutativa.

1 1 7 k
1] 1 i j k
i i | =1 Kk | —j
il g | =k|-11]1
k| k Jj | —i] -1

Tabela 4.1: Multiplicacao dos elementos da base.
As principais referéncias que utilizamos nesta secao foram: (1], [3], [4], [12], [17] e [1§].
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4.1 Definicoes e resultados basicos

Seja R o corpo dos niimeros reais. Denotamos por {1,1, j, k} a base canénica do espago R?,
ou seja, a base {(1,0,0,0);(0,1,0,0);(0,0,1,0);(0,0,0,1)}. Desta maneira, um elemento
q = (g0, q1, g2, q3) € R?*, pode ser escrito na forma ¢ = qo + q1i + g2 + ¢g3k. A partir daf,
dados ¢ = qo+ qii+qaj +qzk, p = po+p1i+paj+p3k € R* e o € R, definimos a operacao
de adicao de modo usual e a de multiplicagao de modo distributivo, respeitando a equacgao
fundamental dos quatérnios , isto é,

agq+p = (ago+po) + (aqi + p1)i + (ag2 + p2)j + (ags + p3)k € R?,

(qo + qui + g2 + qsk) - (po + p1i + p2j + p3k)

(qopo + qop1i + qop2j + qopsk) + (q1ipo + qripii + quip2j + quipsk)
(q27p0 + q2gp1i + q2p2j + q25psk) + (g3kpo + qskpri + qzkpaj + qskpsk)
(qopo + qop1i + qop2j + qopsk) + (q1poi + qp1i? + qupaij + qipsik)
(q2p0j + @2p1ji + q@2p23* + @2p3ik) + (g3pok + qzpLki + qspakj + qspsk?)
(gopo + qop1i + qop2j + qopsk) + (q1poi — q1p1 + qip2k — qip3j)

(g2p0j — @2p1k — q2p2 + q2p3i) + (g3pok + g3p1j — asp2i — q3p3)

(gopo — q1p1 — q2p2 — q3p3) + (qop1 + q1po + q2p3 — q3p2)i+

(qop2 — @1p3 + q2po + q3p1)J + (qops + qip2 — q2p1 + q3po)k € R

Vejamos agora algumas propriedades em relacao a adicao. Considere,
q=qo+ qui + q2j + qsk, p=po+pii+ paj + psk, ¥ =70+ r1i+roj + 3k € R,
temos que,

qg+@+r) = q+qi+qj+a@ak+(po+ro)+ (pr+7r1)i+ (p2+1r2)j+ (p3+173)k
= (qo+po+ro)+(qu+p1+r1)i+ (g2 +pa+r2)j+(g3+ps+r3)k
= (qo+po)+ (g1 +p1)i+ (g2 +p2)j + (g3 + p3)k + 10 + 710 + 725 + 13k
= (q¢+p)+r

qg+p = (qo+po)+ (@1 +p1)i+ (g2 +p2)j+ (g3 +p3)k
= (po+q)+ (pr+aq)i+ (p2+q2)j + (p3 + @3)k
= p+q.
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Sejam Og = 04 0i 4+ 05 + 0k, —q = —qo — q1i — q2j — g3k € R*. Segue entdo que

¢+0m = (@+0)+ (q1 +0)i+(q2+0)j+ (g3 +0)k
= q+qi+qj+ gk
= q,

g+ (—=q) = (0 —9)(qg —q)i+ (@2 —q2)j + (g3 — q3)k
0+ 0i +0j + 0k

= 0Og.

Apesar de ndo comutativa, a multiplicacdo definida acima goza de algumas proprie-
dades importantes. Vejamos primeiro um maneira alternativa para a definicao da multi-

plicagdo usando conceitos de Geometria Analitica.

Proposicao 4.1. Dados q¢ = qo+ qii + q2j + g3k, p = po + p1i + poj + psk € R, podemos
definir a multiplicacdo q - p da sequinte maneira

— —

q-P=qopo— q*P+qop+pod+q X p.

13 7 ”

Onde, = (q1,92,93), P = (p1,p2,p3), “*” representa o produto interno e “x” representa

o produto vetorial.

Demonstracao.

qo + qui + q2j + gsk) - (po + p1i + p2j + psk)

qopo — q1p1 — q2p2 — q3p3) + (qop1 + q1po + q2p3 — q3p2)i+

qop2 — q1P3 + q2po + q3p1)J + (qops + q1p2 — q2p1 + q3po)k

qopo — (q1p1 + g2p2 + g3p3)) + (qop1i + qop2j + qopsk)+

Poqii + pogej + pogsk) + (qapsi + gsp1j + qip2k — paqsi — p3q1 — p1azk)
qopo — q * P) + qop + poq + ¢ X P.

p-q =

o~ o~ o~ o~ o~ o~

O]

Note que na expressao q-p = (qopo — ¢*P) + qop+ pod + ¢ X p, cometemos um abuso de
notacdo, nao faz muito sentido somar um ntimero real com um elemento do R3. Usando

a notacao g = qo + q1¢? + g2 + g3k = qo + ¢, temos as seguintes definicoes:
e (o representa a parte real de ¢ e denota-se por Re(q);

® § = qii + q2j + g3k representa a parte vetorial (parte imagindria) de g e denota-se

por Im(q) ou Vec(q);

e ¢ = (q1,q2,q3) representa o vetor de R? associado a parte vetorial de ¢g. Assim,

qualquer elemento ¢ pode ser escrito como g = qg + ¢.
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e se Re(q) = 0, dizemos que ¢ é um elemento imaginério puro de R*.

Podemos entdo representar um elemento ¢ = qo + q17 + ¢27 + g3k € R* utilizando sua
parte real e sua parte imagindria da seguinte maneira ¢ = (qo, q).

Provemos agora que a multiplicagao é associativa. Considerando
q=qo+ qui+ q2j + gsk, p=po+ pri+ paj + psk, v =ro+rii+raj+ rsk € RY,
temos que

q0,q) - (poro — P'* T, poT” + 1P + P’ X 7)

qo(poro — P ) — @ * (poT + Top + P’ X ), qo(por” + rop’+ p X 7)) +

poro — P* )G+ X (poT + rof + P X T)

qopoTo — qop * T — G * poT — q* rop + ¢ * (P X T), qopoT + qoTop+
qop X T+ poroqd — (P 7)q + ¢ X por + ¢ X rop’ + § X p'x T)

= (goporo — qop'* " — §* poT — § * ToP + ¢ * (D' X T), qopoT + qorop+
qop X T+ poroqd — (P 7)q + ¢ X por + ¢ X rop’+ (¢* 7)p — (7 * p)7)

g-(p-r) =

(
(
(
(

(g-p)-r = (qopo — q* P, qop + pod + ¢ * p) - (ro, 7)
= (qoporo — q'* Pro — qop * 7 — pod * 7 — (q X P) * T, opor — (7 * p)7+
T0goP + Topod + T0q X P+ qop X T+ poq X T+ § X p X T)
= (qoporo — q* Pro — qop'* T — poq * 7 — (q X P) * 7', qopoT + qorop+
+7r0pod — (§* P)T + roq X P+ qoPf X T+ pod X T+ (7 )P — (q* P)F)
= (qoporo — qop'* T — q* poT — ¢ * rop’+ ¢ * (P X ), qopoT™ + qorop+
qop X 7+ poroq — (P'* 7)q + ¢ X poT’ + ¢ X rop'+ (¢'* 7)p — (¢ * p)7).

Comparando as duas igualdades acima, concluimos que vale a associatividade, ou seja,

queq-(p-r)=(q-p)-r.
Além da propriedade associativa, a multiplicacao junto com a adigao satisfazem as leis

distributivas, isto é,

qg-(p+r) = (9,9 (po+70,7+7)

= (qo(po+10) =@+ (F+7), @(F+7)+ (po+710)7+qx (P+7))
(qopo — @* P+ qoro — ¢* 7, qop + pod + ¢ X P+ o7 + 10q + ¢ X T)

= qg-ptq-m,

e modo andlogo (p+7)-gq=p-q+7-q.

Definicao 4.2. Sejam ¢ = qo + q17 + q2j + g3k € R%. O conjugado de ¢, denotado por g,
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¢ definido da seguinte maneira
q=qo— qi —q2j — @3k = g0 — ¢ = (g0, —9)-
Observe que,

q-¢ = (90,4 (q,—q)
(9090 + @ * 4, —qoq + qod + ¢ % (—q))
= (@+ad+a+4.0)
= @+ad+d3+38
> 0,

sendo a igualdade verdadeira apenas quando gy = q1 = ¢2 = g3 = 0, ou seja, apenas no

caso em que ¢ = Og. Da mesma forma, q¢-q = q% + ¢+ q% + q%.

Definicao 4.3. Seja g = qo + qi + ¢2j + 3k € R*, um quatérnio. Definimos a norma

reduzida e o médulo de ¢, respectivamente, por

Nred(q) = QOQ + Q12 + Q22 + CI32 € HQH = Nred(Q)'

Estamos prontos para ver mais duas propriedades da multiplicacao, a existéncia da
unidade multiplicativa 1y = 14+0i+0j+0k = (1, 6) e a existéncia do inverso multiplicativo

I 7 5 de um elemento g # 0. Observe que,

g-lg = (g0,9) - (1,0)
(qol—i-q*O q00+1q+q><0)
(q0,9)

—

i)
+
=11
*

q
(
(

= 1lg-q.
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Agora, supondo q # 0, segue que

q 1 _
qQ-—5 = 73544
llqll qll
1 _
= T.39°4
||C]H
= H H (QO+Q1+q2+Q370)
= —(llqll0)
g H
= (1,0

Chegamos entdo a conclusio que o espaco R* com as operacées de adicdo e mul-
tiplicacdo definidas acima tem uma estrutura de anel com unidade. Além disso, todo
elemento diferente de zero tem um inverso multiplicativo. Este anel foi descoberto por
Hamilton em 1843 e é conhecido como quatérnios de Hamilton. Denotaremos este anel
por (H,+, ), ou simplesmente por H.

Além das propriedades da estrutura de anel com unidade, os quatérnios de Hamilton
apresenta varias outras propriedades interessantes, veremos agora algumas das proprieda-

des da norma reduzida e da conjugagao de quatérnios.

Proposicao 4.4. Sejam q = qo + qii + q2§ + qsk, p = po + p1i + paj + psk € R, dois

quatérnios e a € R um escalar. Entao,

1. g=gq;

5.q-4=q-q.
Demonstragdo. Sejam q = qo+q1i+q25+q3k = (g0, 7), p = po+p1i+p2j+p3k = (po,p) €

H, dois quatérnios e @ € R um escalar.

1.
7= (q0,—9) = (90, —(—=9)) = (90, 9) = ¢

po, —P) - (90, —q)

Pogo — P'* ¢, —pod — qop' + P X q)
qopo — ¢ * P, —qoP — poq — ¢ X D)
qopo — ¢'* P, qoP + pod + ¢ X P)

= qp;

(
(
(
(
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q+p=1(q +po, ¢+ p) = (9 +po,—¢—p) =q+p;

aq = aqy — aqii — agej — agsk = a(qo — qit — q2j — q3k) = ap;

q-q= Nyealq) =q-q.

Proposigao 4.5. Sejam q = qo + qui + q2j + @3k, p = po + p1i + p2j + psk € R*, dois

quatérnios e o € R um escalar. Entao,
1. lql* = lall?;
2. |l ql* = * - |lqll?;
3. Nla-plI* = llall*- lpll*

Demonstracdo. Sejam ¢ = qo + qii + q2j + @3k, p = po + p1i + p2j + p3k € R?, dois

quatérnios e a € R um escalar.

1.
lgl*=q-3=q-9=q-q=|al*
2,
la-ql*> = |lag + aqi+ agj + agsk|?
= (aq)®+ (aq1)? + (0q2)* + (ags)?
@G+ + 6+ a3)
2
= o |lqlI%
3,

la-plP=q-p-Tp=a-p5-d=q |pI*-a=qa a3 |p|* = llal* - lIp|*-

4.2 Representacao matricial

Nesta secao vamos estabelecer uma relacao entre o anel dos quatérnios de Hamilton, o
anel dos ntimeros complexos e um subanel do anel das matrizes de ordem 2 com entradas

complexas. Antes disso vamos definir o conjunto dos quatérnios puros e unitarios HY por,
P 2
Hy ={qeH| [lq” =1 e Re(q) = 0}.
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Observe que dados ¢ = (0,q),p = (0,) € H, temos que

2 2 2
lg-plI” = llgll*llplI” = 1,

logo ¢q - p € Hj, ou seja, pertence ao conjunto dos quatérnios unitarios. No entanto,

assim, teremos ¢ - p puro, se ¢* p = 0, o que acontece se e somente se ¢ e p forem
perpendiculares.
Uma outra propriedade interessante dos quatérnios puros e unitdrios é que seus qua-

drados sao sempre iguais a —1. De fato, dado ¢ € Hj, temos que

—q-—q=—q-7=—lq|* = 1.

<
Il
Q
<
Il
<
LS|

Sejam C = {a +bi | a,b € R, e i2 = —1}, o anel dos niimeros complexos, ¢ € HI um

quatérnio fixo e ¢, uma aplicacao entre os anéis C e H definida por

Pq C—H
a+bi— @g(a+bi) =a+bg.

Considere z = a + bi, w = c+ di € C. Temos que,

Pq(2) - pg(w) = (a+bq)-(c+dg)
= a-c+a-dg+bg-c+bqg-dg
ac+ adq + beqg + bdq - q
ac + adq + beq — bd
ac — bd + adg + beq
(ac — bd) + (ad + bc)q
= @q(zw)

pe(z+w) = @q((a+c)+ (b+d)i)
(a+c)+ (b+d)g
a+c+bg+dg
a+bg+c+dg
= pq(2) + pq(w).
E observe que,

w(2) =0=a+bg=0=a=—-bg=a=b=0,

pois a é real e —bg € HY.
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Portanto, a aplicagao ¢, preserva a adigao e a multiplicacao. Desta maneira, temos
um homomorfismo injetor entre os anéis C e H. Assim, C pode ser visto como um subanel
de H, basta tomar g = j, por exemplo. Além disso, a aplicagao ¢, determina um subanel

comutativo de H. De fato, note que

0 ((a+bi)(c+di)) = pgla+bi)- pz(c+ di)
¢q ((c+di)(a+bi)) = p4(c+di)-pq(a+bi),
(a+bi)(c+ di) = (c+ di)(a + bi)
temos,

wqla+bi) - @q(c+di) = pg(c+ di) - pq(a+ bi).

Seja C? = {(z,w) | z,w € C} o conjunto de pares ordenados com entradas em C, no

qual definimos as operacoes de adicao “+”e multiplicacao “®”da seguinte maneira:

(21,w1) + (22, w2) = (21 + 22, w1 + w2)

(21,w1) © (22, w2) = (2122 — W1 W2, 21W2 + W1Z2),
para todos (z1,w1), (22,ws) € C% E seja ¢, uma aplicacio entre C? e H definida por

g C?—H

(2,w) — @4 ((2,0)) = 2+ w - g,

onde ¢ € HY é um quatérnio fixo.

Considere z1 = a1 +b14, 29 = ag +boi, w1 = 1 +dii e we = co+dsi € C. Temos que,

¢ ((21,w1)) + dg ((22,w2)) = (21 +wi-q) + (22 +w2-q)
= zn1tzatw-qgtwrq
= (214 22) + (w1 + w2) - ¢q
= &g ((z1,w1) + (22, w2)).
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No entanto,

¢q ((21,w1)) - dq ((22,w2)) =

(21 +w1-q) - (22 +w2-q)
Zlrz2twiq-w2-qtwi-q-z2+21-w2q

z1z9 + (c1 +dii) - q - (e + dai) - g+ (c1 + dit) - g
“(ag + bai) + 21 - w2 - q

2122+ (c1-q+dii-q) - (co-q+doi-q)+ (c1-q
+dii - q) - (ag + b2i) + z1w2 - q
zzgtcei-q-cgoqtdii-g-ca-qter-q-odai-g
+dii-q-dot-q+ci-q-ag+dit-q-ag+c1-q-ba
+dyi - q - bt + z1w2q
z1za+crer - +dicyi-@? 4 cda - qoic g
+didy-t-q-i-q+crag-q+diagi- g+ c1baq - i
+diboi - q -1+ 21w2q

2129 — 12 —dicoi+crde - q-i-q+dida-i-q-i-q
t+eraz - q+ diagi - g+ c1baq - i+ dibai - g i+ z1wag

Pq ((z1,w1) © (22, w2)) = &g ((2122 — w1W2, 21w2 + W1723))
(2122 — w1 W2) + (zrw2 + w172) - q
= z122 — [(c1c2 + didg) + (dica — c1d2)i] + [(cra2 + d1b2)
+ (diag — c1b2)i] - ¢ + z1w2q

= 2129 — c1co — dicat + c1dot — didy + crasq + diasi - g

—Clbgi - q + d1b2 - q + 21W2(q.

A fim de termos,

Gq ((21,w1)) - Bq (22, w2)) = Pq ((21, w1) © (22, w2)),

é necessario e suficiente que,

c1dgi — dydy — c1boi - q + dideq = c1deq - i - g+ didai - q-i- g+ c1baq - i + dybei - q - i

Fazendo ¢ = j, temos

Cldgq -7

L}

didoi - q-i -

<. R

c1baq -

.

dybai - q -

= Cldgj ) j = Cldg(—k) ] = Cldzi

didyi - j-i-j =didok - k = —dids
Cﬂ)g(—k) = —Clbgiq

= dibsi-j-i=dibok i = dibaj.
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Assim, para ¢ = j, temos que

¢q ((21,w01)) - @q ((22,w2)) = bg ((21,w1) © (22, w2)),

logo, neste caso, ¢; preserva as operacoes de adicao e multiplicacao, portanto, ¢; ¢ um
homomorfismo entre C? e H. Além disso, dado p = pg + p1i + p2j + psk € H, tomando
z = pg + p1i,w = ps + p3i € C, temos

¢ ((z,w)) = (po + p1i) + (p2 + p3i) - 7 = po + pri + paj + psk,

logo a aplicacao ¢; é sobrejetora.

Por fim, considerando z = a + bi,w = ¢+ di € C, temos que
¢j(z,w)=0=>a+bi+cj+dk=0=a=b=c=d=0=>z2=w=0.
Assim, dados (21, w1), (22, w2) € C? temos que

b; ((z1,w1)) = @5 ((22,w2)) = @5 ((21,w1)) — ¢ ((22,w2)) =0
= ¢j ((Zl — 29,W1 — ’11}2) =0

= (z1,w1) = (22, w2),

de onde segue que a aplicacao ¢; ¢ injetora.

Temos entdo um isomorfismo entre C? e H, que sera denotado por C? ~ H. O elemento
¢j ((z,w)) = z +w - j é um quatérnio na representacao de Cayley-Dickson.

A partir de agora, dado uma quatérnio ¢ = qo+q1i+q2j+qsk € H, fazendo z = qy+q11,
w = g2 + q3t, podemos reescrever o quatérnio g na forma ¢ = z 4+ wj, com z,w € C. Logo,
para os quatérnios ¢ = z; +w1j € p = 22 +wsyj, podemos reescrever as operagoes de adi¢ao

e multiplicagdo de quatérnios da seguinte maneira

g+p = (21 +wij)+ (22 +wej)
(Zlvwl) (22,7112)
(21 + 22, w1 + wa)
(

21+ 22) + (w1 + w2)j

(21 + w1j) - (22 + waj)
(21, w1) © (22, w2)
= (21292 — w1W3, z1Wa + W1Z3)
(2120 — w1 W2) + (z1w2 + W122) J.
Ou seja,

(21 +wij) + (22 + waj) = (21 + 22) + (w1 + w2)j
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(z1 +w1)) - (22 + waj) = (2122 — w1 W2) + (z1w2 + W1Z32) J.

Vejamos agora como relacionar quatérnios e matrizes quadradas de ordem dois com
entradas no anel dos niimeros complexos.

Considere o subconjunto M3!(C) das matrizes M(C), definido por
M%HI((C):{[ i w] ; z,wE(C}.
W Z
Seja 1 uma aplicacio de H em Mi!, definida por
. , z W
z+wj— Y (z+wj) = [ - ] .
-w Z

Dadas as matrizes

temos que,

[ Z1 wl]—[ Z9 wgl_[ Z1 — %9 wl—wgl GMH((C)
. . - 2 s

—(w1 —w2) 21 — 22

A w 2 w 2129 — W1Wy 2Z1w9o + w129
[ 1 1][ 2 2]_[ 1<2 1w2 1w2 12]€M§H(C).

—wy 21 —wy 22 (zrwe +w1Z2) 2122 — W1Wa

Portanto, Mi!(C) é um subanel de M(C).
Sejam z; + wij, z2 + wej € H, dois quatérnios na representagao de Cayley-Dickson,

temos que

Y (21 +wij) + 9 (22 + waj)

+

z1 w1 z9 w9
—wr  z1 —w2 22

[ zZ1 + 29 w1 + w2

—(w1 +w2) 21 + 29

= P ((21+ 22) + (w1 + w2)j)
= ¥ ((z1 +wij) + (22 +w2j))
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V(21 + wij) (20 + waf) = [ o “”” = “”]

—wy 2z —w2 2z

_ [ Z129 — WiWa Z1we + w1zy ]
—(z1we +w1Z2) 2122 — W1W2

= P ((z122 — w1W2) + (z1w2 + w1%2)7])

= ¥ ((21 +wij) - (22 + w2j)) .-

Além disso, dada uma matriz

—-w Zz

M:[ ’ “’] e M¥(C),

fazendo ¢ = z + wj € H, temos que ¢ ((z + wj)) = M. E mais,

- | =0=z=w=0=49=0.

—w z

¥ ((z+wj)) =0= [

Portanto, ¥ é um isomorfismo entre H e M%HI((C). Assim, um quatérnio ¢ = z + wj, pode
ser representado por sua matriz associada Q = v(q) € MiY(C).
O anel M%HI((C) goza de propriedades semelhantes ao conjunto dos quatérnios H. Vere-

mos a seguir mais algumas relagoes entres os quatérnios e as matrizes M € MQH((C).

Proposicao 4.6. Seja Q € M%HI((C) a matriz associada ao quatérnio ¢ = qo + q1i + g2 +
gsk € H. Entio, ||q||* = det(Q).

Demonstracdo. De fato.

qo+qit g2+ g3t

. | = (q0+qi) - (g — q17) — (—g2 + q3) - (g2 + g37)
—q2 + g3t qo — q1?

= g’ +q®+ @+ g?
2
= gl

O]

Proposicao 4.7. Seja Q € M%HI((C) a matriz associada ao quatérnio ¢ = qo + q11 + q2J +

g3k € H. Entdo, a representacao matricial do quatérnio q é dada por @T.

Demonstragcao. Dado g = qo+q1i+qej+qsk = z+wj, temos que § = qog —q1t — q2J — g3k =
(g0 — q1%) — (g2 + q37)j = Z — wj.
Por outro lado, dado
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temos

que é exatamente a representagao matricial do quatérnio q.

L
w g
~

|
g

—w

z

|

O]

Corolario 4.8. Seja @ € M%HI((C) a matriz associada ao quatérnio ¢ = qo+qii+qej+qsk €

H, tal que ||q||* # 0. Entdo, Q' = det(Q)™' - Q.

Demonstracao. Temos que,

T

Q- (det(@™"-Q") = det(@"-Q-Q"
det(@) | w” _“’]
L —w V4 w z
d -1 ZZt+ww —zw+ wz
@) | —wWEZ+Zw ww+ Zz
2[R 0 ]
det(Q) ™" -
) 0 Pl
_ lqll> 0 ]
det(Q) ™" -
T 0
_ det(Q) 0
d L.
Q) 0 det(Q) ]
1 0
01|
Como, @ '@T = @T - Q, concluimos que de fato Q! = det(Q)f1 -@T ]

Sabemos que ||qH2 =¢q-q = q-q. Entao, é natural esperar que as matrizes Q e @T

estejam de alguma forma relacionadas com a norma reduzida do quatérnio q.

Definicao 4.9. (Norma de Frabenius) Seja P € M(C), definimos a norma da matriz P

como sendo o nimero real nao negativo | P||? = tr(PFT). Onde tr(P) representa o trago

da matriz P.

Observe que para P =

tr (P?T)

u

] € My(C), temos que

(2]

gl

ZZ +ww + uu + vv

S

S

‘ _z§+wﬁ 2U + wu
r
uz +vw uu + v

)

)

2 2 2 2
1217+ el + [l + ol
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No caso em que P € M5! (C), temos P =

O (L )

[ 2Z+ww  —zw+ wz
= tr

—wz+zw  ww + 22

)

= ZZ+ww +ww + 2z

= =l + llwl® + [lwl* + |12

= 2 (Il + flwll?)

= 2||p|?,
onde, p = z +wi € H.

Portando, dado um quatérnio ¢ € H e sua matriz associada ) € M%HI((C), temos que
2 2 vl
2[|qlI" = Q" = tr(QQ" ).

Encerraremos esta secao com a proposicao abaixo que justifica a escolha das re-
dundancia adicionadas nas palavras cédigos para o esquema de Alamouti, que serd apre-

sentado na Se¢ao [4.3]

Proposicao 4.10. Sejam u,v,r e s nimeros complexos, com ||r||* + ||s||* # 0. Entdo,

existe um unico par de nimeros complexos (29, wo) que satisfaz a equa¢ao matricial

[w v ] =+ ][w w].

|

| —
<
<
| I
I
| —
3
»
| I
| — |
|
g w
w8
| I— |

temos o seguinte sistema associado a esta equacao
u = rz—sw
_ Y
v = rw-+ sz

u = rz—sw
_ _ )
= sz+4+Tw

que é equivalente ao sistema,

<
|
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que por sua vez esta associado a equacgao matricial

E note que,
U r —s z [ r s _u_ T 8 r —s z
v S T w | —s T | U] -s r w
[ U + SU ] [ rr+8s —Trs—+ ST
=4 e
| —Su+1v | | —sr+rs §s+rr w
o | eS| )% + ||s]? 0
| su+rm | |0 Il + 1512
U + sU 9 9 10 z
e | T = (P 1) -
| —Su+717 | 0 1 w
1 Tu + sv

71+ lsl® | =5+ 17

:[w]

TU + SU —su +Tv
zZ0 — T2 2 € wo = T2 e
([ + sl )™+ [lsll

De onde segue que o par ordenado (zp,wp) é dado por,

4.3 Cobdigo de Alamouti

Nesse exato momento, provavelmente algum aparelho eletrénico (computador, celular, te-
levisor) da sua casa acaba de receber um pulso causado por uma onda eletromagnética
carregando algum tipo de informacao. Este tipo de comunicacao teve seu inicio no século
XIX com as descobertas de James Clerk Maxwell e Heinrich Hertz sobre campos eletro-
magnéticos e com a criagao de estagoes de radio feitas por Guglielmo Marconi e Ferdinand
Braun de formas independentes. No mesmo periodo, houve também algumas contribuigoes
do fisico Nikola Tesla. Atualmente, com o avanco da tecnologia de comunicacao sem fio
e com a criacao de aparelhos moveis, existe uma grande demanda para o uso das ondas
de radio, que trata-se de uma pequena faixa de todas as ondas disponiveis, no entanto,
a banda utilizdvel deste espectro é limitada. Desta maneira, se faz necessario realizar
estudos e desenvolver novos métodos de modulacao a fim de fazer um melhor uso destas
ondas, aumentando o volume e a qualidade dos dados transmitidos. Uma forma de me-
lhorar a qualidade da transmissao de dados é utilizar sistemas com multiplas antenas de

transmissao e multiplas antenas de recepcao de sinal, porém, esses sistemas necessitam de
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mais energia que os sistemas convencionais, de modo que existe uma limitagdo no niimero
de antenas de recepc¢ao. Existem trés tipos de configuracao de sistemas com multiplas
antenas, a saber, os sistemas Single Input Multiple Output (SIMO) que usa uma antena
de transmissao e multiplas antenas de recepcao, os sistemas Multiple Input Single Output
(MISO) com multiplas antenas de transmissao e uma de recepgao e os sistemas Multi-
ple Input Multiple Output (MIMO) que opera com multiplas antenas de transmissao e
multiplas antenas de recepcao.

Um grande problema da comunicacao sem fio é o desvanecimento multipercurso variavel
com o tempo. Quando informagoes sao transmitidas via cabos, estas viajam em um mesmo
caminho, no entanto, no caso da transmissao sem fio, um mesmo sinal pode percorrer ca-
minhos diferentes devido aos obstaculos (casas, montanhas, vegetacao), e muitas vezes
estes sinais podem ser duplicados ou enfraquecidos por difragoes e refragoes das ondas
portadoras. Um exemplo claro deste tipo de desvanecimento é o som da sirene de uma
ambulancia, conhecido como efeito Doppler. Quando o transmissor (sirene) ou o receptor
(ouvido) viajam em alta velocidade, é possivel perceber uma alteragao no som que chega
até nossos ouvidos, isto porque a frequéncia percebida pode aumentar ou diminuir a de-
pender do sentido do movimento. Neste caso temos um desvanecimento em larga escala.
Uma outra situagao que pode ocorrer é uma alteracao no som que escutamos da sirene
a depender da posicao em que estamos e dos obstaculos que estao entre o transmissor e
o receptor, neste caso ocorre uma degradacao do sinal e temos uma desvanecimento de
baixa escala.

Uma maneira de amenizar o enfraquecimento do sinal em um canal sem fio é aumentar a
poténcia na transmissao e distribuir amplificadores ao longo dos caminhos que a portadora
percorrerd, mas isso demanda um custo muito alto e muitas vezes nao é viavel devido ao
tamanho dos amplificadores. Uma outra solucao possivel é receber algum tipo de feedback
do destinatario em relacao a qualidade do sinal recebido, mas neste caso nao teriamos a
velocidade de comunicacao que temos nos dias atuais, pois este processo demanda mais
tempo e consequentemente atraso na transmissao de uma informagcao.

No final da década de 1990 com a padronizagdao do Wi-fi e com a grande demanda
por meios de comunicacao sem fio com um baixo custo para o mercado, o engenheiro Sia-
vash Alamouti publicou o trabalho intitulado “A simple transmit diversity technique for
wireless communications” [1], no qual foi apresentado um esquema com duas antenas de
transmissao e IV antenas de recepgao. Esta técnica apresenta baixa complexidade compu-
tacional e nao necessitava de feedback do receptor para o transmissor. Neste trabalho nos
limitaremos apenas a uma breve apresentacao do Cédigo de Alamouti com duas antenas
de transmissao e duas antenas de recepgao.

O Cédigo de Alamouti foi apresentado em 1998 com o intuito de atender as demandas

do mercado sem a necessidade de reprojetar totalmente os sistemas ja existentes. Este
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codigo apresenta diversidade de espaco e de tempo, isto é, as antenas sao separadas por
uma determinada distancia e os sinais sdo enviados em dois instantes de tempos diferentes.
Assim, o sinal e uma redundéancia relacionada a este sinal sdo transmitidos por antenas
diferentes e em tempos diferentes, desta maneira, mesmo que aconteca algum problema
com uma das antenas em um determinado instantes de tempo, uma cépia ou pelo me-
nos algo relacionado com o sinal original serd enviado pela outra antena. Além disso, o
esquema de Alamouti utiliza simbolos pilotos, isto é, simbolos previamente determinados
que sao transmitidos periodicamente junto com os sinais, desta maneira, ao receber estes
simbolos o decodificador terd uma estimativa do desvanecimento ocorrido durante a trans-
missdo dos demais sinais naquele periodo de tempo e poderd determinar os coeficientes de
desvanecimento que serao utilizados para recuperar os sinais desbotados.

Considerando um esquema com duas antenas de transmissao (77 e Th) e duas antenas
de recepcao (R; e Ry), temos que no tempo t, a primeira e a segunda antenas enviam,
respectivamente, os sinais zq; € zo¢. Esses sinais chegarao até as duas antenas de recepcgao
por meio de diferentes caminhos. Cada uma dessas antenas receberao o sinal da antena
T7 e da antena T5 acrescidos de um ruido. Desta maneira, temos que os sinais vy € vo;

recebidos pelas antenas R e Rs, respectivamente, sao

vie = hi121e + higzor + Ny

vor = ho121 + hoozot + noy,

onde hj; é o coeficiente de desvanecimento da antena de transmissao 7; para a antena de
recepcao X, e nj; denota o ruido na R; antena receptora no tempo t. E natural supor
que existe um intervalo de tempo no qual o canal seja coerente, isto €, os coeficientes h;;
permanecem constantes. Existem outros trabalhos que tratam do caso em que o canal nao
é coerente.

Para estudar o Cddigo de Alamouti vamos supor que seja feita uma transmissao no
tempo t; e outra no tempo to dentro do intervalo de coeréncia do canal. Assim, nos tempos
t1 e to a antena 77 transmite, respectivamente, os sinais 211, 212 e T transmite zo1, 299,
conforme ilustrado na Figura |4.1

Nesse caso a antena R recebe, respectivamente, os sinais

vi1 = h11z11 + higzer + 1y

V12 h11212 + h12222 + ni2.

E de modo semelhante, a antena Ry recebe os sinais

va1 = ho12z11 + haozar + na1

ha1212 + hagzoo + naa.

V22
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Antena T1 Antena T2

Tempo t, 211 221
Tempo t2 212 222
~ ,
~ 7
~ PR
N h2l h12 s
,
| N s 1
~ 7’

1 SeL7 b 1

| L PG 22 1

1 11 7’ ~ 1

’, ~
1 s S |
-, ~
| 7’ ~ |
-, ~

| ’ N *

Y » N
Antena R, Antena R,
v11 = h11211 + hi12z91 + N1 vo1 = hor211 + haozor + nay
U2 = huiziz + hiszoz + 12 vag = ha1212 + hagzas + ngo

Figura 4.1: Transmissao sistema MIMO 2x2.

Podemos escrever os sinais recebidos pelas antenas R; e Ry por meio da equacao matricial

Vi1 12 hii hi2 211 212 N niy N2

V21 V22 ha1  hoo 291 222 na1 N2

Veja que neste caso podemos enviar 4 sinais de informag&o em uma Unica transmissao,
no entanto, diferente do esquema de Alamouti, caso ocorra algum problema em uma das
antenas ou na portadora, o sinal sera comprometido e nao teremos condicao de fazer a re-
cuperacao do mesmo. Portanto, é necessario adicionar redundéancias para ter a capacidade
de recuperagao de sinais.

Observe que cada antena R; recebe no tempo t; dois sinais enviados de antenas di-
ferentes e o mesmo acontece no tempo ts. Para analisar como adicionar redundancias,

vamos fixar apenas a antena R; (caso 2x1 de Alamouti), assim, os sinais recebidos sao

dados por

211 212

[011 'U12]:[h11 h12} +[n11 nlz]-

221 %22

Exemplo 4.11. Uma maneira de acrescentar redundancia é repetir os sinais, ou seja,
poderiamos enviar os sinais z e w no tempo t; e no tempo to enviar os mesmos sinais
apenas alterando as antenas. Este caso nao funciona. Vamos supor que em determinado

momento os coeficientes de desvanecimento do canal sejam hi; =14 0i, h1o = -1+ 0i e
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que n11 = n12 = 0 + 0i. Desta maneira, os sinais recebidos sao dados por

) ) z w
|:'l)11 '1)12:|:|:1+OZ 1402 ,
w oz
ou seja,
v11T = 22— W
Vg = wW—2
Mas note que,
Vi1 = 22— W Vi1, = 22— W
=
V2 = wW—Z2 —V12 — Z2—W
E nesse caso, v11 = —v12 e existem infinitos pares de niimeros complexos (zg, wp) satisfa-

zendo o sistema. Assim, é impossivel determinar os sinais z e w enviados.

Exemplo 4.12. O problema do Exemplo poderia ser resolvido enviando no tempo
to 0 sinal —w no lugar do sinal w. Mas, observe que em um outro momento qualquer, os
coeficientes de desvanecimento poderiam ser alterados para hi; = —1 4+ 0i, h1s = 0 — 14

permanecendo ni11; = nig = 0 + 0i. Assim, os sinais recebidos seriam dados por

] ] z w
[UH ’Ulg]:[*1+01 0—2 s
—w z
ou seja,
v11 = —z4wi
Vg = —wW— 21
Mas note que,
v = —z4wi v11 = —z4+wi
. é . .
V12 = —w— 21 —v121 = —z4wt

Chegando assim ao mesmo problema do caso anterior.

A solucao encontrada por Alamouti para ndo ter esse tipo de problema foi enviar no
tempo 1, os sinais z e w e no tempo to os sinais —w e Z, utilizando as antenas T} e 15,

respectivamente. Desta maneira, os sinais recebidos sao dados por

z W
[1)11 U12}:[h11 h12] o
-w Z

Assim, supondo que hi1 e his nao sao ambos nulos, segue da Proposicao que é

possivel determinar os sinais z e w enviados. No entanto, no processo de decodificagao

nao podemos usar as solugoes encontradas na proposicao devido ao ruido acrescentado aos

sinais.
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A codificagao para o canal MIMO com duas antenas de transmissao e duas antenas
de recepgao, consiste em projetar um cédigo C C Ms(C) em funcdo dos dados a serem
transmitidos. Neste caso um Cédigo de Bloco Espago-Tempo (SBTC), pois temos uma
diversidade de tempo e uma diversidade de espaco. Assim, definimos o MIMO-SBTC de
Alamouti com duas antenas de transmissao e duas antenas de recepcao, que denotaremos

por C, como sendo o conjunto

w
C=¢X= ; z,w e C
-w Zz

Veja que na primeira linha temos os sinais enviados no tempo t; pelas antenas T} e

T5, respectivamente, e na segunda linha temos redundancias enviadas no tempo t».

Antena T1 Antena T2
Tempo t1 z w
Tempo ty -0 z
N 7
~ N . 7,
~ } 7
N~ ha his »~
| N s |
~ 7,

1 N -, 1

| NS has

1 hll P 7’ ~ ~ 1

1 e S 1

| 7’ ~ |

1 7’ < S N *

VY » o

Antena R, Antena R,
V11 = h11z + hiow + nqy vo1 = h212 + hosw + nay
V12 = —hpW + h19Z + N2 V29 = —ho1W + h9oZ + noo

Figura 4.2: Transmissao de palavra do cédigo C.

Considerando agora a transmissao das palavras z e w utilizando o esquema de Ala-
mouti, como representado na Figura temos que os sinais recebidos, respectivamente,

pelas antenas R e Ra, sao

vi1 = h11z+ hipw+ng
v12 = —h11W + h12Z + nq2
e
va1 = h212 + hasw + noy
v = —hoW + hooZ + noa.
Ou ainda,
vin viz || hir hag U I TR
V21 V22 ha1 hao wo oz na1 N2
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Observe que cada matriz X do cddigo C carrega dois sinais de informagao escolhidos
previamente.

Neste trabalho, apenas como ilustracao, vamos considerar a modulacao por amplitude
e quadratura (QAM) e a constelagdo 16-QAM com a codificagao ilustrada na F igura
neste caso temos 4 bits por simbolo. Constelagoes M-QAM: sao niimeros complexos polares
representados num plano bidimensional de acordo com sua amplitude/angulo. Note que
estes simbolos foram distribuidos na constelagao de modo que um ponto e seu vizinho difere
de apenas um bit, no geral, para constelacbes QAM, os simbolos sdo assim distribuidos.
Observe também que neste caso, dois simbolos que estao sobre uma mesma linha vertical
tém sempre os mesmos dois bits iniciais iguais, e o mesmo acorre para os bits finais de

simbolos sobre uma mesma reta horizontal.

A
0000 0100 1100 1000
° ° + ° °
0001 0101 1101 1001
) ° + ° )
0011 0111 1111 1011
) ° + ° )
0010 0110 1110 1010
° ° + ° )

v

Figura 4.3: Constelagdo 16-QAM

A modulacdo QAM é feita alterando a fase e amplitude da onda e o sinal s(t) enviado

é uma combinacao de dois sinais ortogonais, dado por
s(t) = Srcos(wt) + Sgsen(wt).

Onde St e Sg sao as amplitudes dos sinais Srcos(wt) e Sgsen(wt), respectivamente. Os
valores de S e S dependem do perfodo de repeticao da onda, da distancia euclidiana
minima entre dois pontos da constelacao e, respectivamente, das componentes x e y do
par ordenado correspondente ao simbolo da constelacao que queremos enviar. Dizemos
que o sinal Srcos(wt) estd em fase e o sinal Sgsen(wt) estd em quadratura, ou seja, existe

uma defasagem de 90° em relacao a fase dos dois sinais.
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Na constelacdo 16-QAM temos que a distancia euclidiana minima entre dois pontos é
2. Supondo que o periodo de repeticao da portadora também seja igual a 2, temos que as
amplitudes St e Sg dependem apenas das coordenadas x e y da constelagao. Assim, para
enviar o simbolo 0111, a amplitude da onda em fase e em quadratura serd —0,25 e a fase
serd 225°, e para enviar o simbolo 1100 a amplitude da onda em fase sera 0,25 e da onda
em quadratura 0,75 e a fase 67°. No caso de constelagoes com uma quantidade maior de
pontos, os valores da amplitude e das fases de dois sinais diferentes ficam mais proximos
uns dos outros dificultando assim o processo de correcao.

Em geral as constelagoes sao representadas no plano complexo, de modo que cada
simbolo estd associado a um nimero complexo z = a+bi. No caso da constelacao 16-QAM,
temos que os pontos sao determinados pelo produto cartesiano do conjunto {—3,—1,1,3}
com ele mesmo. Neste trabalho nao entraremos em detalhes de como obter estas cons-
telagoes. Mas, veja que os dois bits iniciais do simbolo estd associado a parte real do

nimero complexo e o dois bits finais a parte imaginéria.

Exemplo 4.13. Suponha que em determinado momento os simbolos 1100 e 0111 foram
enviados para o transmissor, neste caso, o modulador de sinal recebeu os niimeros comple-
xo0s 14+ 3i e —1—1i. E, para utilizar o esquema de Alamouti, gerou os complexos —w = 1—14
e Z =1 — 3i. Assim, no tempo t; as antenas T3 e T5, respectivamente, enviaram os sinais
referentes aos niimeros complexos 1 4+ 3i e —1 — 4, e logo em seguida, no tempo to, envia-
ram os sinais referentes aos complexos —w =1—17 e zZ = 1 — 3i. Mas, devido ao ruido, o

decodificador do canal forneceu os sinais z = 1,3+ 2,7i e w = —0,7 — 1, 2i.

0000 0100 1000
[} o o
0001 0101 1001
[ ) o + o o
0011 1111 1011
[} [ J [ J
0010 1110 1010
[} [ J + [ J [ J
v

Figura 4.4: Sinais Z = 1,3+ 2,7i e w = —0,7 — 1, 2i fornecidos pelo decodificador.
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Uma pergunta natural é como recuperar o sinal enviado? Observe que na Figura [£.4]
os pontos z e w estao préximos dos pontos z e w, respectivamente. Neste caso eles estao
no interior de um circulo de raio 1 centrado no sinal original. Em geral, para aumentar
a probabilidade de acerto na correcao de um erro desse tipo, escolhemos uma constelacao
cuja a distancia entre dois sinais quaisquer seja maior ou igual a duas vezes o valor da
varidncia da interferéncia. Desta maneira, no processo de correcdo podemos escolher a
palavra mais proxima do sinal recebido. Como veremos a seguir, uma maneira de realizar
esse processo é usando a norma de Frabenius.

Para utilizar a norma de Frabenius, em um dado momento, apds receber a matriz de
sinais V = HX 4+ N, onde H é a matriz dos coeficientes de desvanecimento e N é a matriz
dos ruidos, o decodificador precisa obter os elemento do conjunto C' = {HX | X € C}, em
seguida usar a norma para comparar a matriz V' com todas as matrizes deste conjunto e
por fim escolher aquela que minimiza o valor de ||V — HX||>. Este processo é conhecido

como deteccao por maxima verossimilhanca.

Exemplo 4.14. Suponha que em um determinado momento foram transmitidos os sinais

Antena T3 | Antena 75
Tempo t; 1+ 3¢ —1—1

Tempo t; 1—1 1—-3:

do Exemplo e que a matriz recebida foi

V=

~1,94+1,8 —1,7—6i
~1,9+0,3i 1,9—4,2 |

Suponha também que o estimador de canal tenha determinado

141 1—3i
04+1i 1—0i |

Considere as matrizes

X1 = 3=

143 —1—i
1—i —1-3i |’

1+37 —-1-—1
e
1—7 1-3¢

143 1—i
11— 1-3 |
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Observe que,

IV —HX.|*

Para X5 temos,

IV — HXo|*

~1,9+1,8
| —1,9+0,3i

~1,9+1,8i
| —1,940,3

2,1+1,8i

[ 2,1+1,8i
| 0,1+2,3i

|

16,94

25, 89.

~1,9+1,8i
| —1,9+0,3i

~1,9+1,8i
| 1,94 0,3

[ 0,1-0,2

[ 0,1-0,2i
tr
| 0,1+40,3

<' 0,14
tr

| 0,080

| 0,14+2,3c 1,9-0,2

tr
(_ 9,12+ 7,99

| 0,1+0,3i —0,1-0,2 |

,01¢

~1,7 — 6i
1,9 —4,2i |

~1,7 — 6i
1,9 —4,2i |

I
|

9.12 — 7,99
8,95

2,3 — 2

2,3 — 2i
1,9-0,2i

~1,7 — 6i
1,9 — 4,2 |

~1,7 — 6i
1,9 —4,2i |

0,3+ 0i

0,3 + 0
~0,1—0,2

—0,08 + 0,

0,15
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[ 141
|0+ 14 1—i

2

1—14
1-0¢

[ 44 0i —4i—4
| 2-2i 0—4i

2,1—1,8i
2,3 + 2i

)

0,1—2,3i
1,9+0,2i

)

1—1
1-0¢

(141
0+ 1

1430
1—1
2

-2 2 -4

[ 9249 —&—2]

0,1+0,2i
0,3+ 0i

)

0,1—0,3
—0,1+0,2

01z

—1+3¢

—1—1
1—-3¢

)

—1—1
—1—-37

|

|

2




E para X3 segue que,

~1,9+1,8 —1,7—6i (11— ][ 143 13
IV - HX3|* = . |- ) . . .

| —1,9+0,3¢ 1,9—-4,2i | | 0+1e 1-0¢ | [ =1—=¢ 1—-3¢
- - - 19112

B ~1,9+1,8 —1,7—6i 44 4i 0 — 4
| -1,940,3i 1,9-4,2i | | —4+0i 2-2i |
_ 212

B 2,1-22 —1,7—2i
| 2,14+0,3i —0,1—2,2i |

. [ 21-2,2i —1,7-2i
= r
| 2,140,3i —0,1—2,2

. [ 16,14 8,32 — 8,79
= tr
| 8,32+ 8,79 9,35

= 25,49

2,14+2,2 2,1-0,3i
~1,7+2 —0,1+2,2i

E claro que podemos testar todas as matrizes HX e nao encontraremos um valor menor
2 . . , . . .
que 0,29 para a norma |V — HX||", pois, a matriz Xy contém os sinais enviados e a taxa

de erro foi pequena.

Apesar de ser eficiente, em alguns casos o processo de detecgdo por méxima verossi-
milhanca demanda uma quantidade de operagoes inviavel e um custo computacional alto.
Por exemplo, neste caso temos uma total de 162 = 256 matrizes no cédigo, assim, para
determinar quais foram os sinais enviados, o detector teria que fazer um total de 256 com-
paracoes. Além disso, esse niimero aumenta a cada vez que aumentamos a quantidade de
pontos da constelacao, por exemplo, no caso da constelacao 256-QAM teriamos um total
de 2562 = 65536 matrizes, portanto, o decodificador teria que realizar 65536 comparacdoes,
aumentando o consumo de energia e o tempo necessario para finalizar o processo. Assim,
com o intuito de resolver o problema da quantidade de operacoes, seguindo as ideias de
Alamouti, separamos o processo para cada um dos sinais z e w enviados.

Observe que para detectar os sinais z e w que foram enviados, podemos testar todas as
combinagoes ordenadas (r, s) possiveis de sinais retirados da constelagao 16-QAM de modo
que o par (r,s) minimize o valor da expressao A abaixo. Assim, estaremos escolhendo,

respectivamente r e s o mais préximo possivel dos sinais z e w recebidos.
A = [v11 — hirr — haas|| o1z + k115 — haoF||*H|Jvar — haorr — hoos||*|[vaz + ha13 — hooT|?

Utilizando as propriedades da norma de um numero complexo, podemos expandir a
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expressao acima. Note inicialmente que,

|11 — hayr — hias|* = (vi1 + hiir — hias)(vin — hair — hizs)
(v11 — h11r — h128) (V11 — 117 — h123)
= Jlull® + lhaa | I71* + [ha2l? Is)1? — vk T — virhios

—h117011 + hi17h125 — hi2sv11 + hiashi7,

|vig + h115 — hioF||* = (viz 4+ h115 — hioT) (via + P15 — hioT)
(vi2 + h115 — h1oT) (V12 + h118 — hior)
= Josal® + [[haa | * 11 + [[ha2]|* [I7|* + vighirs — vighiar

+h115012 — h115h12r — h12T012 — h12Th11s.
De modo andlogo, temos

[va1 — hair — hoas|® = |lvar]|” + [hat |* [7]1* + lho2ll® |s]|* — v21horT — va1haos

—ha17U21 + ha17h225 — hoosUa1 + hooshaiT,

[vag + ha15 — hooF||> = |lvaoll® + [har||* |81 + a2 ||” I7]|* + vohors — vashaar

+h215022 — ha15hoor — hooTU2a — hooThas.
Segue entao que,

A = ol + [lvizll* + lvarl® + lloazl|* + [1haall® 11 + a1 5] + (|22l 1]
+ [[ho1 || ||| — vi1h125 + h115012 — V21 haa5 + ho1 5033 — hasUIT + vi2hiys
—haasUa1 + V22ho15 — v11hi1T — h12T012 — varhoiT — heoTUaz — hy1701T — vighiar
—ho1 a1 — vashaor + [|hal|* Il + [Baal® 1717 + 1 haa | 171 + 1oz | 1]
+h117h125 4 h12shi1T — h11Shiar — hiaThi1s + ha1rhoeS + haasha1T — haiShoar
—hooTha1 s
= Jonl® + oral® + o> + o> + (W2l + Bl + all® + 1Az ?) s

=5 (higvi1 — h1012 + haovar — ho1033) — s (higviy — hi1U12 + hoovar — h21®72>

—T (h11v11 + h12¥12 + horva1 + hooUaz) — r (+hirvir + 12Uz + ha1var + h22®72)
2 2 2 2 2

o (Il + szl + 1Az + oo ) 1)1

Mas note que,

on]|® + [frzl|® + lar||* + [Jvaz]l?,

nao depende de r e s. Assim, para minimizar o valor de A, podemos minimizar simulta-
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neamente os valores de A; e A,., onde

Ay = =5 (hiovii — h1012 + hoovar — ho1033) — s (hTzvn — h11013 + hagva) — h21@)

2 2 2 2 2
o (a2l + a1 + g2l + Wl 1) sl

A = =7 (h1vir 4 hi2Uiz + harvar + haotaz) — 7 <h711@11 + h12012 + hotvar + h22@)
o (P + Whaal® + oas I + llhaa ) 1711

Fazendo,
/ -_— PR / —_
s" = h1av11 — h11012 + hoovo1 — ho1D22 e 1" = h11v11 + hi2U12 + ho1v21 + ha2U22,
temos,

Ay =355 —ss' + <||h12\|2 1| + [ haa || + ||h21||2) Isll*,

Ap = =7 =577+ (2l + ot |2 + ]2 + [lhaa |2) 1)
Mas, observe que
|s — s’H2 =(s—5)5—9)=s5—s5 —s'5+ 55 =|s||* + Hs’H2 — 58 — §'3.

Assim,

—ss' —§'s = Hs — 3’H2 — H3H2 — HSIHQ.

E, de modo analogo,

—rr! — T = Hr — r'H2 — HrH2 — HT’HQ.

Temos entao,

Ay = s = s'[[* = Hsl* = [15* + (Is2ll® + a |+ 1Asell® + 1hon ) sl

A = = o'l* = el = 1r'I* =+ (haal® + o |+ 1oal* + Wz ) 1)

Como ||7'||* e ||s'||*, ndo dependem de r e s, para minimizar o valor de A, podemos

minimizar simultaneamente, os valores de A, e A,,, onde

2 2 2 2 2 2
A, =|lr—r| +(Hh11H + [[haz]|” + [[h21]]” + [|h2a]] —1> 717,
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2 2 2 2 2 2
Ay = s = &I* + (Ihaal® + [Pzl + ot | + [Boal® = 1) 15|

Portanto, no processo de decodificacdo de Alamouti, o combinador gera os sinais
/ e R / —_
s = higv11 — h11012 + hogvor — ho1V22 e " = hyjvir + hi2Uiz + ho1vat + haotaa,

a partir dos sinais v11, v12, v21 € v recebidos. Em seguida o detector de méaxima veros-
similhanga procura na constelacdo os sinais r e s que minimizam os valores de A, e A,
respectivamente. E por fim gera as palavras associadas a cada um dos sinais r e s. Este
processo é conhecido como deteccao por verossimilhanca.

A grande vantagem do processo de deteccado por verossimilhanca estd na simplicidade
do processo e na redugdo do numero de operagoes realizadas pelo decodificador. Por
exemplo, no caso da constelacdo 256-QAM que terfamos que fazer um total de 2562 =
65536 comparacoes, passamos a necessitar de 256 para o sinal r e 256 para o sinal s, que
podem ser feitas simultaneamente. Em geral, para uma constelagao 2™-QAM, reduzimos
o nimero de operacdes de m? para apenas 2m. Por outro lado, observe que esse processo
de correcao utiliza mais fortemente os coeficientes de desvanecimento para gerar 1’ e s,

aumentado a dependéncia no método em relagao ao desbotamento dos sinais enviados.

Exemplo 4.15. Conside as matriz V e H do Exemplo isto é, as matrizes

-1,941,8 —1,7—6¢ 14+1: 1—1
V = e H = .
-1,940,3: 1,9—-4,2 0+1¢ 1—-02
Neste caso, temos que
s = (144)(—-1,92+1,8i) — (1 + 14)(—1,7+ 6¢) + (1 + 0i)(—1,9 + 0, 37)

—(0+ 14)(1,9 + 4, 2)
= (=3,7—0,10) — (=7, 7+4,3) + (=1,9 4+ 0,3i) — (—4,2+ 1,9)
= 6,3— 61,

o= (1—i)-(=1,9+1,8) 4+ (1 —i)- (=1,7+6i) + (0 — i) - (1,9 + 0, 37)
+(1—00)- (1,94 4,2)
= (=0,143,7) 4 (4,34 7,7i) + (0,3 + 1,9) + (1,9 4 4, 2)
= 6,4+ 17,5i.

Para detectar os simbolos transmitidos é necessario testar cada um dos 16 simbolos.
Neste caso, o detector de verossimilhanga gera os valores da Tabela Observe que ao

final do processo o detector chegara a conclusao de que os sinais enviados correspondem
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aos pontos z = 14 3i e w = 1— 14, respectivamente e, portanto, os simbolos enviados foram
1100 e 1111. Desta maneira, o simbolo 1100 sera enviado corretamente para o destino, no
entanto, o simbolo 1111 serd recebido com um erro no primeiro bit.

Este exemplo serve para mostrar que o processo de decodificagao e corre¢ao por veros-
similhanca apresenta uma dependéncia dos coeficientes de desvanecimento. No proximo
exemplo, veremos um caso em que o processo funciona perfeitamente. Normalmente os
canais escolhidos para a transmissao de uma mensagem apresentam um tipo de desvane-
cimento especifico, no qual o processo de correcao por verossimilhanca funciona com uma

alta probabilidade de acerto.

Simbolo | Ponto(z) | A, Simbolo | Ponto(w) | Ay
0000 —34 3¢ | 388,61 0000 —34 37 | 257,49
0100 —1+4+3¢ | 315,01 0100 —1437 | 184,29
1100 1+3: | 289,41 1100 1+ 3¢ 159,09
1000 3+3¢ | 311,81 1000 3+3¢ | 181,89
0001 -3+ 1¢ | 410,61 0001 -3+ 17 | 185,49
0101 —-1+1% | 337,01 0101 —-141: | 112,29
1101 1+1: 311,41 1101 1+1: 87,09
1001 3+1: | 333,81 1001 3417 109, 89
0011 -3 —1¢ | 480,61 0011 —-3—1¢ | 161,49
0111 —1—17 | 407,01 0111 —-1—-1¢ | 88,29
1111 1-14 381,41 1111 1-14 63,09
1011 3—1¢ | 403,81 1011 3—1¢ 85,89
0010 -3 -3¢ | 598,61 0010 -3 —37 | 185,49
0110 —1—-3¢ | 525,01 0110 —1—-3¢ | 112,29
1110 1—-37 | 499,41 1110 1-3¢ 87,09
1010 3—3% | 521,81 1010 3— 31 109, 89

Tabela 4.2: Valores gerados no teste do Exemplo

Neste trabalho nao entraremos em detalhes em relacao a escolha do canal e os tipos
de desvanecimento, estamos apresentando esta aplicacdo apenas como um convite para

estudos futuros sobre cddigos corretores de erros.

Exemplo 4.16. Suponha que em determinado momento os simbolos 1011 e 1111 foram
enviados para o transmissor, neste caso, o modulador de sinal recebeu os nimeros com-
plexos z =3 —iew = 1—1. E, para utilizar o esquema de Alamouti, gerou os complexos
—w = —1—ieZz = 341i. Assim, no tempo t; as antenas 17 e T, respectivamente, enviaram
os sinais referentes aos niimeros complexos z = 3 —i e w = 1 — ¢, e logo em seguida, no
tempo to, enviaram os sinais referentes aos complexos —w = —1 —7e zZ = 3 +i. Além

disso, suponha que
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0,5+ 0,87i
—0,67 — 0,67

—-0,01-0,1z

1,24 +0,076¢: —0,543 — 3, 206¢
V = ’ ! e H=
—0,2 40,0357

~1,94+0,301i 1,112+ 2,525

Para detectar os simbolos transmitidos o detector de maxima verossimilhanca gera os
valores da Tabela[£.3] Veja que neste caso, o decodificador concluird corretamente que os

sinais enviados sao referentes aos simbolos 1011 e 1111, respectivamente.

Simbolo | Ponto(z) A, Simbolo | Ponto(w) | Ay
0000 -3+ 37 | 125,5021 0000 -3+ 3¢ | 71,505
0100 —143¢ | 84,0621 0100 —14 37 | 45,705
1100 1+ 3 60,6221 1100 14 3¢ 37,905
1000 3431 55,1821 1000 3431 |48,105
0001 -34+17 | 99,7021 0001 —3+1¢ | 45,705
0101 —141: | 58,2621 0101 —-141: | 19,905
1101 1414 34,8221 1101 1+1s 12,105
1001 34+ 14 29, 3821 1001 3417 22,305
0011 -3 —17 | 91,9021 0011 —3—1¢ | 37,905
0111 —1—17 | 50,4621 0111 —1—-1¢ | 12,105
1111 1—1¢ 27,0221 1111 1—1¢ 4,305
1011 3—1s 21,5821 1011 3—14 14,505
0010 -3 —3¢ | 102,1021 0010 —3—3¢ | 48,105
0110 —1—-37 | 60,6621 0110 —1—-3¢ | 22,305
1110 1-3: 37,2221 1110 1—-3: 14,505
1010 3—3 31,7821 1010 3—3 24,705

Tabela 4.3: Valores gerados no teste do Exemplo
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Capitulo 5

Proposta de Aplicacao no Ensino
Meédio.

Neste capitulo apresentaremos uma proposta para o trabalho com cddigos corretores de
erros em uma turma de terceiro ano do Ensino Médio. Trata-se de uma sequéncias de
aulas ligadas entre si, com o objetivo de apresentar e explorar os codigos corretores para
introduzir varios outros conceitos da Matematica que descreveremos no decorrer do texto.

A primeira atividade trata-se de uma pequena brincadeira utilizando o WhatsApp
como recurso didatico e tem como objetivo fazer uma apresentacao inicial sobre distancia
de Hamming, redundancias e outros conceitos iniciais dos codigos corretores de erros. Na
segunda atividade trabalhamos especificamente com o c6digo de Hamming (7, 4), apresen-
tamos uma situagdo problema na qual os alunos devem utilizar o c6digo ham(7,4) para
codificar os comandos de um determinado robo. Na terceira e ultima atividade, exploramos
as planilhas eletronicas como ferramenta para fazer simulacao de erros e realizar alguns
procedimentos no processo de transmissao e corre¢ao das palavras no cédigo ham(7,4), e
propomos que os alunos utilizem a planilha para resolver os problemas da atividade ante-
rior, de modo que seja possivel visualizar as vantagens do uso do computador em algumas

tarefas matemaéticas.

5.1 Aula 1 - Corrigindo Erros

Nesta primeira aula o professor deve convidar o aluno a participar da atividade ma-
tematica. Este convite pode ser feito com uma breve apresentagao sobre codigos corretores

de erros semelhante ao que foi feito no Capitulo [1| deste trabalho.
e Tema da Aula: Corrigindo erros.

e Contetudo: Codigos Corretores de Erros.
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e Competéncias da BNCC: COMPETENCIA ESPECIFICA 1. Utilizar estratégias,
conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situacoes em diversos con-
textos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas,
das questoes socioecondmicas ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de

modo a contribuir para uma formacao geral.

e Habilidade da BNCC: (EM13MAT106) Identificar situagoes da vida cotidiana nas
quais seja necessario fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos
(usar este ou aquele método contraceptivo, optar por um tratamento médico em

detrimento de outro etc.).

e Objetivos: Convidar o aluno a refletir sobre o uso da Matematica nos cédigos corre-

tores de erros; Conhecer os cédigos corretores de erros por meio de exemplos.
o Tempo: 50 minutos.
e Desenvolvimento:

O professor deverd iniciar a aula com a brincadeira “Teclado Quebrado”, que é um
jogo simples, no qual cada equipe devera corrigir erros de digitacdo em uma conversa no
WhatsApp.

Antes de iniciar o jogo, o professor deve dividir a turma em grupos de 4 alunos. Pelo
menos um membro de cada uma das equipes deve ter um smartfone com acesso a internet
no qual esteja instalado o aplicativo do WhatsApp. Em seguida o educador deve criar um
grupo de WhatsApp, no qual serdao enviadas as mensagens, e adicionar um aluno de cada
equipe. E importante que os alunos desativem o corretor ortografico do teclado.

Na primeira rodada da disputa, o professor deverd enviar mensagens no grupo contendo
um erro em alguma das palavras e as equipes deverao fazer a correcdo. A equipe que
conseguir corrigir o erro mais rapidamente e reenviar a mensagem no grupo ganha 5
pontos. E interesse que as frases iniciais sejam de facil correcao e que gradativamente
aumente a dificuldade de correcao. Veja alguns exemplos de frases que o professor pode

utilizar:
e O cathorro é bravo. (O cachorro é bravo);

e Comprei um helular novo. (Comprei um celular novo);

Cortei o bolo com a maca. (Cortei o bolo com a faca);

Tenho uma xaca leiteira. (Tenho uma vaca leiteira);

Qual é o preco dessa kala? (Qual é o prego dessa mala);

Na minha casa tem um xato. (Na minha casa tem um pato);
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Na segunda rodada, com o intuito de deixar a correcao mais dificil, o professor deve
usar apenas palavras. Neste caso, cada equipe que corrigir a palavra de maneira correta
ganha 10 pontos. Nesta rodada existe a possibilidade de pedir uma dica em relacao a
palavra, no entanto, acertos com uma dica vale apenas a metade dos pontos, ou seja,
apenas 5 pontos. A dica deve ser uma outra palavra que tenha relacdo com a palavra
que foi enviada. Esta segunda rodada é importante para que os alunos percebam que o
contexto ajuda no processo de corre¢ao das palavras. Veja alguns exemplos de palavras
com erros:
capenddrio(calenddrio); coléfio (colégio); camepo (camelo); ratal (natal); xovo (novo);
banata(batata); yala (tala); wola (mola);

Na terceira rodada cada equipe devera criar uma mensagem com no maximo um erro
de digitagao em cada palavra e enviar para o professor. As equipes deverdo enviar também
a frase corrigida. Em seguida o professor deverd enviar todas as mensagens no grupo para
as equipes tentarem corrigir e reenviar. E claro que uma equipe nao pode enviar a frase
criada por ela mesma. Caso alguma das mensagens nao seja corrigida pelas equipes, o
grupo que criou a mensagem ficarda com os 10 pontos da frase.

A partir das estratégias apresentadas pelos alunos para realizar o processo de correcao
das frases e palavras, o professor pode introduzir a ideia de redundancia e e fazer uma
introdugao sobre os cédigos corretores de erros, apresentando as dificuldades que existem
no processo de transmissao de uma mensagem por meio digital e a necessidade de corrigir
os erros cometidos.

Durante a discussao do problema, provavelmente os alunos vao usar em algum momento
a ideia de proximidade entre duas palavras, desta maneira o professor pode apresentar a
definicio de métrica de Hamming e generalizar para um cédigo qualquer. E importante
que os alunos percebam que apenas a métrica de Hamming nao é suficiente para realizar o
processo de correcao e que € necessario ter outras ferramentas. Neste momento o professor
pode apresentar o c6digo Fz do robd como um outro exemplo de cédigo no qual temos
problemas com a distancia entre as palavras e propor o seguinte problema:

Problema: Considere o c6digo {00000, 01011, 10110, 11101} e a codificagao abaixo:

Leste — 00 — 00000 Norte — 10 — 10110
Oeste — 01 — 01011 Sul — 11 — 11101.

Suponha que durante a transmissao de uma mensagem para um determinado robd te-
nha ocorrido no maximo um erro em cada palavra. Vocé saberia descrever os comandos

enviados para o robo que recebeu a mensagem:

00000 10111 11101 10000 11011 111117
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O professor deve explorar este problema para apresentar a necessidade de acrescentar

redundancias na palavra de um determinado c6digo, como apresentado no Capitulo [}
o Materiais necessdrios: Material corriqueiro do professor.
e Awaliacdo: Participacdo na realizacao das tarefas.

o Referéncias: [15], |11] e |16].

5.2 Aula 2 - Cédigos de Hamming

Nesta segunda aula serd necesséario que os alunos tenham uma nocao de base binaria, neste
caso, o professor pode dedicar vinte minutos da aula para fazer uma breve explanacao em
relacao a isso. Para explicar um pouco sobre os cédigos de Hamming, o professor deve

utilizar o texto da Secao

e Tema da Aula: Cédigos de Hamming.
e Conteido: Cédigo de Hamming (7,4).

e Competéncias da BNCC: COMPETENCIA ESPECIFICA 3. Utilizar estratégias,
conceitos, defini¢oes e procedimentos matemdticos para interpretar, construir mo-
delos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequagao das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao
consistente; COMPETENCIA ESPECIFICA 4. Compreender e utilizar, com fle-
xibilidade e precisao, diferentes registros de representagao matemaéticos (algébrico,
geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagao de

resultados de problemas.

e Habilidades da BNCC: (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem
de programacao na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente

e/ou matematica.

e Objetivos: Conhecer os c6digos de Hamming e suas aplicagoes; Estabelecer relagoes

entre os codigos corretores de erros e o processo de transmissao de mensagens;
e Tempo: 100 minutos.

e Desenvolvimento:

No primeiro momento da aula o professor deve explicar o contetido da Segao Apos
a explicagao deve apresentar a seguinte situagao para os alunos:
Em um determinado restaurante com 25 mesas, nao existe gargcom, todos os pedidos

sao registrados por meio do celular e um rob6 leva o pedido até a mesa do cliente. Para
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facilitar o servigo do rob0, o restaurante possui um salao em forma de quadrado, cada mesa
é posicionada em um lugar fixo. Na Figura temos uma representacao da organizacao
das mesas, onde cada quadrado do tabuleiro tem exatamente um metro de lado e cada
casa verde demarca a posicao de uma mesa. Por exemplo, o primeiro quadrado verde mais

abaixo e mais a esquerda representa a posi¢ao da mesa B2.

—
(e

= N W ke Ot O N 00 O

A B CDEFEF G HTI J

Figura 5.1: Representacao do salao.

Para fazer a entrega de um pedido o robd sempre parte do centro da casa Al, podendo
levar mais de uma pedido por vez respeitando a ordem de cada pedido, e se move de
acordo com os comandos recebidos para realizar as entregas, sendo que no final sempre
retorna por um dos caminhos mais curto para a posicao inicial. A entrega do pedido é
realizado pelo lado direito da mesa em relagao aos niimeros que aparecem no tabuleiro,

isto é, sempre do lado sul. Por exemplo, no trajeto da Figura[5.1} o robd

e partiu da casa Al, andou quatro casas para direita, quatro casas para cima, uma

casa para direita e entregou o pedido da mesa F'6 pelo lado sul da mesa;

e andou uma casa para a direita, duas casa para baixo, trés casa para direita e entregou

o pedido da mesa J4 pelo lado sul da mesa.
e retornou para origem pelo caminho mais curto.

Seja n um nimero natural. Suponha que o rob6 obedega aos seguintes comandos:
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SIGA (para o robo6 andar);

PARE (para o robo parar e realizar a entrega do pedido);
e D (para o robo andar = casas para a direita);

e zE (para o rob6 andar x casas para a esquerda);

e 1B (para o robd andar z casas para a baixo);

e (' (para o rob6 andar x casas para a cima).

Assim, por exemplo, para realizar o trajeto da Figura [5.1] os comandos enviados para o

robo sao:
SIGA 4 D 4 C 1 D PARE SIGA 1 D 2 B 3 D PARE

Suponha também que o robo6 tenha o seguinte cédigo fonte:

COMANDOS [0|1|2|3[4|5|6|7|8|9|D|E|C|B|SIGA|PARE
ololoflofjojojojo|1|1|1|1]|1|1] 1 1
PALAVRAS |0|o|o|o|1|1|1|1]|0lo[O|O|1|1| 1 1
DO CODIGO |0 |o|1|1]0o|o|1|1|l0o]|O|l1|1]0]O0]| 1 1
o[1]{of1]{o|1|o|1|0l1l0o|1]0|1] O 1

Para transmitir estes comandos podemos usar o c¢édigo de canal ham(7,4) para o robo,
ou seja, seguindo o algoritmo dos cédigos de Hamming descrito na Segao [2.3] é possivel
acrescentar redundancias a cada uma das palavras do cédigo fonte do robo e obter o codigo

de canal abaixo:

0[{1(2|3|4|5|6|7|8|9|D|E|C|B|SIGA|PARE
0(1|{0{1}140|1{0}140|1}(0]0]|1 0 1
of1|1{0j01|1{0j110{0}1]1]0 0 1
0jofojofojojojoj1f1rj1r,1j1|1 1 1
of1|1{0j140{0{1j0|11{1}0]1]0 0 1
ojofojoftrjrj1j1jofojo|10}1|1 1 1
0(0|1{1j040|1{1j010{1}1]0]0 1 1
of1|{of{1j0f41j0f{1j041j0}{1]0]|1 0 1

Os alunos deverao resolver os seguintes problemas:
Problema 1: Utilizando o cédigo de canal ham(7,4), escreva uma mensagem para ser
enviado ao rob6 que deve partir da casa Al e entregar os pedidos das mesas D8, J10 e

H4, sem retornar na origem.
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Problema 2: Determine o percurso e as entregas realizadas por um rob6 que recebeu a

seguinte mensagem sem erros:

Cl1 | C2|C3|1C4|C5|C6|Cr|C8|Cg|Cl0]|C11|C12|C13 | C14 | C15 | C16

O = = O = O O
O O R = O O =
O = O = = O
SO R O ~ O Rk O
O O = = = = O
_ O O = O =
SO B O = O
e e
O R R O R O O
_ = O O O O =
O B O R RO
SO R O = O = O
O O = = == O
_ O O Rk O V= =
O = O = = O
e e e

Problema 3: Um robo recebeu a mensagem abaixo com no méximo um erro em cada
palavra. Neste caso é possivel fazer a correcdo e decodificar a mensagem recebida. De-
termine o percurso e as entregas realizadas pelo rob6 destacando as palavras erradas e a

posicao em que ocorreu O erro.

Cl |[C2|C3|C4|C5|Cs|C7|C8|C9g|C10|C11|C12|C13 | C14 |C15 | Cl6

== O = O O
O O R = O O =
O = O = =k O
S = = O O = O
S O = === O
_ O = O O = O
SO B O R = O
=== O = =
S R = O = O O
_ o O = O O =
= = O O = = O
O B O Rk o= O
S O = === O
o O = O O = O
= = O O = = O
e e e e =)

Problema 4: Um robo6 recebeu a mensagem abaixo para realizar as entregas das mesas
D4 e H6 , no entanto, devido algum erro de comunicacdao no sistema entregou um dos
pedidos em uma mesa errada. Determine a mesa que recebeu o pedido errado e explique
o que pode ter ocorrido para o robo ter realizado a entrega na mesa errada sem identificar

O erro.

Cl1 | C2|C3|1C4|C5|C6|Cr|C8|Cg|Cl0]|C11|C12]|C13 | C14 | C15 | C16

S = = O = O O
o R O O = O
O = O =k O
o RH O R O = O
O O = = = = O
_ O O = O = =
O B O R RO O
e T =)
O = = O = O O
= = O O O O O
O B O R RO
o R O O = O
SO O = == = O
_ =) O Rk O O =
S O O = o= O =
e e e e

104



Problema 5: Um rob6 recebeu a mensagem abaixo para realizar algumas entregas, no
entanto, devido algum erro de comunicacao no sistema, ao sair da primeira mesa que fez
a entrega e se deslocar para a segunda, acabou se chocando com uma das mesas do salao.

Determine a mesa onde ocorreu o acidente e explique o que pode ter ocorrido.

Cl |[C2|C3|C4|C5|C6|C7 |C8|Cg|C10|C11|C12|C13 | C14 |C15 | Cl6

O = = O = O O
SO B O = O =k O
O = O = Bk O
O O =B = O O =
S O = = == O
_ o O = O = =
O O O = = O =
e e e e
S R = O = O O
O O B = O = B
S = O O = O =
O B O = O =k O
S O = = == O
o O O = O =k =
SO = O = = O
e e e

Materiais necessdarios: Material corriqueiro do professor.

Awaliacao: Atividade impressa.

Referéncias: |15], [2] e |11]

Anexo: Apéndice

5.3 Aula 3 - Matrizes, Planilhas e Cédigos de Hamming

Este terceiro momento com os alunos tem como objetivo utilizar o computador para reali-
zar os calculos e as demais operacoes necessarias para codificar, corrigir erros e decodificar
uma mensagem usando o cédigo ham(7,4). Nesta aula propomos que os alunos utilize
uma méaquina construida em planilha eletronica para resolver os problemas da Secao 5.2
Os processos envolvidos na construcao é necessirio que os alunos tenham um conheci-
mento basico de logica, planilhas, teoria de ntimeros, matrizes e geometria analitica. No
Apéndice [A] fazemos a descrigao de como construir a maquina, mas, nao indicamos que
a construcao e os processos envolvidos sejam trabalhados no Ensino Médio, o professor
pode simplesmente disponibilizar a planilha para os alunos responder aos questionamen-
tos. Acreditamos que esta aula, com a construcao da planilha, pode ser apresentada em
um minicurso sobre cédigos lineares para alunos de um algum curso de Matematica que

tenham cursado Teoria dos Numeros e Geometria Analitica .

e Tema da Aula: Matrizes, Planilhas e Cédigos de Hamming.

e Contetudos: Matrizes e Cédigos de Hamming.
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e Competéncias da BNCC: COMPETENCIA ESPECIFICA 3. Utilizar estratégias,
conceitos, defini¢oes e procedimentos mateméticos para interpretar, construir mo-
delos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequagao das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao
consistente; COMPETENCIA ESPECIFICA 4. Compreender e utilizar, com fle-
xibilidade e precisao, diferentes registros de representagao matemaéticos (algébrico,
geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicagao de

resultados de problemas.

o Habilidades da BNCC: (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem
de programagao na implementacdao de algoritmos escritos em linguagem corrente

e/ou matematica.

e Objetivos: Relacionar cédigos de Hamming e matrizes; Usar as planilhas eletronicas

para realizar calculos matematicos.
e Tempo: 100 minutos.

o Desenvolvimento:

Nesta aula o professor deve explicar aos alunos o funcionamento da maquina e como
digitar os comandos na planilha eletronica. Em seguida propor os problemas para que eles
possam responder utilizando a planilha.

Problema 1: Usar a maquina para resolver os problemas propostos na Secao 5.2l Em
seguida escrever as vantagens de utilizar o computador.

Maquina sem simulacgao de erros: |Clique aquz.

Problema 2: Utilize a maquina com simulagao de erros para responder de forma empirica

aos seguintes questionamentos:
a) A mdquina é capaz de corrigir qualquer palavra recebida com no méximo um erro?

b) Usando o cédigo ham(7,4), no caso das palavras recebidas com até dois erros é possivel
saber que ocorreu erros, mas nao € possivel determinar a quantidade e as posicoes
dos erros. O que pode acontecer com o rob6 ao receber uma palavra com exatamente

dois erros?
c) O que pode acorrer com o robd ao receber uma palavra com exatamente trés erros?

Observagao: Para simular um novo erro basta clicar no botao enviar.

M3équina com simulacao de erros: | Clique aqus.

e Materiais necessdrios: Computador com internet e material corriqueiro do professor.

e Awaliacdo: Atividade impressa e utilizagdo da planilha eletronica.
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https://docs.google.com/spreadsheets/d/1jsYyZ2QnG8beu3IH_ShKT35gr11vwmLx-e20zUckToQ/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1wUUTiY4BxV0WhmbfcwcfvwcCvqtrDbPOwte83zrgdG4/edit?usp=sharing

o Referéncias: , e
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Capitulo 6

Conclusao

Um dos grandes desafios no processo de ensino e aprendizagem é motivar os alunos para
o estudo da Matematica. Boa parte dos conteiidos matematicos trabalhados na educagao
bésica apresentam pouca aplicabilidade no cotidiano, desta maneira, muitos alunos ques-
tionam o porqué estudar tais contetidos. Neste trabalho apresentamos uma possibilidade
para o professor trabalhar com a Matematica de maneira contextualizada com o cotidi-
ano e, para isto, procuramos evidenciar a necessidade de ferramentas matematicas para o
desenvolvimento de novas tecnologias. Mostramos que o estudo dos codigos corretores de
erros, apesar de nao ser contetido do Ensino Médio, pode servir como motivagao para o
estudo de alguns contetudos desta etapa da educacao basica.

No corpo do trabalho procuramos exibir exemplos das definigbes e proposicoes apresen-
tadas no texto, tornando assim mais ficil o entendimento dos conceitos relativos a teoria
de cédigos corretores de erros e possibilitando uma abordagem mais simples do contetido
em sala de aula. Mostramos que é possivel simplificar a exposi¢ao de alguns contetdos
usando uma linguagem acessivel para alunos do Ensino Médio sem perder o formalismo
matematico necessario para generalizar os procedimentos.

Apresentamos também uma breve introducdo dos nimeros complexos por meio de
uma abordagem pouco utilizada em livros didaticos. No entanto, este conteido nao faz
parte dos conteidos propostos pela BNCC para o Ensino Médio, mas cada instituigdao tem
autonomia de inserir ou nao o contetido em seu curriculo. Neste trabalho mostramos que é
possivel aplicar os niimeros complexos no processo de transmissao de informacoes, como no
caso do cédigo de Alamouti. Além disso, existem varias outras abordagens deste contetdo
que mostra a potencialidade do mesmo para modelar situacées da vida contemporanea.
Assim, julgamos que este contetiddo pode ser inserido em algumas turmas do Ensino Médio.

Mostramos ainda que é possivel apresentar os quatérnios de Hamilton por meio de
uma classe especial de matrizes com entradas complexas. E apresentamos uma aplicagao
direta do uso de quatérnios para a criacao de um cédigo corretor de erro. Apesar de fazer

uma abordagem introdutdria sobre cédigo de Alamouti, acreditamos que a Secao pode
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servir como um convite para que alunos interessados possam aprofundar os estudos sobre
cédigos corretores de erros e transmissao de informagoes.

As atividades propostas neste trabalho servem como uma introducao aos estudos dos
c6digos corretores de erros em sala de aula. Procuramos introduzir recursos tecnolégicos
nas atividades de modo que os alunos tenham um maior interesse pelo tema e consigam
visualizar na pratica a utilizacdo dos cédigos corretores de erros por um computador. A
maquina descrita neste trabalho permite que os alunos vejam os procedimentos realizados

pelo computador para identificar e corrigir erros em uma mensagem.
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Apéndice A
Construcao da Maquina

Descrevemos abaixo os passos que os alunos deverao seguir para montar a maquina capaz

de simular erros de transmissao e realizar o processo de codificacao, correcao de erros e

decodificagao do cédigo de ham(7,4).

Inicialmente os alunos deverao montar a parte de geracao do cédigo. Neste caso devem

seguir os seguintes passos:

Cédigo de Hamming 3¢ =)

a5 @=-
Arquivo Editar Ver Inserir Formatar Dados Ferramentas Complementos Ajuda A ltima edigo foi hd alguns sequndos

o ] 00% -~ RS % .0 .00 123~  Padrdo (Ar. ~ 10 ~- B I & A & BH =+ L. |s~

=

Fonte Fonte Fonte Fonte Fonte Fonte Fonte Fonte Fonte Fonte Fonle Fonte Fonle Fonte Fonte Fonte

Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal Canal

Canal
-

Figura A.1: Planilha: Médquina de codificagao.

1° passo: Digitar a matriz Gryx4 da Segao que gera o codigo ham(7,4). A primeira
coluna da matriz deve iniciar na célula E6, a segunda na célula F6 e assim sucessi-

vamente. Para identificar a matriz é possivel mesclar as células E6, F6, G6 e H6 e

digitar a frase: Matriz Geradora.

2° passo Na linha 3 da planilha, iniciando na célula L3 e terminando na célula AP3 e

sempre saltando uma célula, digite os comandos: 0, 1, 2, ---, 8,9, D, E, C, B, SIGA
e PARE.
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40

50

60

passo Na linha 5 da planilha, iniciando na célula L5 e terminando na célula AP5 e

sempre saltando uma célula, digite a palavra: Fonte.

passo Logo abaixo de cada uma das palavras fonte digite um elemento do conjunto

F24 = {0,1}*, que serd uma codificacio do comando correspondente que se encontra
acima da palavra fonte. Sugerimos que seja usada a ordem crescente dos nimeros

na base binaria.

passo Na linha 11 da planilha, iniciando na célula L11 e terminando na célula AP11

e sempre saltando uma célula, digite a palavra: Canal.

passo Na célula L12 digite a seguinte férmula:

= INT((2-(-1)" ($E6*L$6+$F6*L$7+$G6*LI8+SHE*L$9))/2)

Neste caso, a expressao r1= SEG*L$6+SF6*LE7+$G6*LES+FHE*L$E9 & referente a
multiplicagao entre a primeira linha da matriz geradora e a palavra do conjunto Fy
correspondente ao comando 1. A funcdo INT retorna a parte inteiro do nidmero
((2-(-1)" (SE6*L$6+SF6*LE7+$G6*L$8+$H6%L$9))/2) que serd 1 no caso em que
x1 é impar, pois neste caso temos,

2—(—1)mpar 2 (-1) 2+1 3

_ 215
e 2 2 2 2 %

e, 0 caso contrario, pois

2 (—1pr 21 1
e 2 2 9~

6° passo Copiar a célula .12 e colar nas 6 células logo abaixo. Neste caso seré codificada

a primeira palavra do cédigo.

7° passo Selecionar as células L12 até L18, copiar e colar logo abaixo de cada uma das

palavras canal. Obtendo assim o c6digo ham(7,4), como mostrado na F igura

Para montar o mecanismo de codificagdo da mensagem a ser enviada, os alunos deverao

seguir os passos abaixo:

1° passo Na linha 23 da planilha, destacar as células L.23, N23, P23 e assim sucessiva-

mente até a célula AP23. Estas células serao utilizadas para digitar a mensagem a

ser enviada, sendo um comando em cada célula.

2° passo Na célula L24 digite a seguinte férmula:
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Cédigo de Hamming ¥ B & & -
Arquivo Editar Ver Inserir Formatar Dados Ferramentas Complementos Ajuda  Alltima edigéo foi hé alguns seqund

R - 100% ~ | R$ % .0 00 123~ Padiio(ai. ~ 10 ~ B I & A & H Ev L |br B BMY~-Z-

E I KN EN KN 5 B BN DN N KN DT .
:

Figura A.2: Planilha: Codificacao de uma mensagem.

=SWITCH(L$23; $L$3; $L12; $N$3; $N12; $P$3; $P12; $R$3; $R12; $T$3; $T12;
$V$3; $V12; $X$3; $X12; $73%3; $712; $ABS$S3; $AB12; $ADS$3; $AD12; $AF$3;
$AF12; $AHS$3; $AH12; $AJ$3; $AJ12; SALS3; $AL12; SANS3; $AN12; $APS3;
SAP12)

A funcao SWITCH faz uma comparagao entre o comando digitado na célula L23 e
os comandos digitados nas células L3, N3, ---, AN3 e AP3, e retorna a primeira

entrada da palavra do cédigo ham(7,4) referente ao comando encontrado.
3° passo Copiar a célula L24 e colar na 6 células imediatamente abaixo.

4° passo Selecionar as células L.24 até 130, copiar e colar logo abaixo de cada uma das
células destacadas para digitagdo do comando, finalizando a construcao do meca-

nismo de codificagdao. Veja o exemplo da Figura [A.2]

Para realizar o processo de simulacao de erros serd necessario gerar nimeros aleatérios
na planilha, neste caso os alunos deverao criar esse mecanismo utilizando a fungaio ALEATORIOENTRE.

Para criar esta parte da maquina os alunos deverao seguir os seguintes passos:

1° passo Na célula L33 digitar a férmula:

= ALEATORIOENTRE(1;100)

2° passo Copiar a célula L33 e colar nas células 1.34 e L35.

3° passo Copiar as células L33, L34 e L35 e copiar nas demais colunas que tenha o nome
p

canal, sempre iniciando na linha 33.

Veja que para fazer a simulagao de erros em uma palavra do cédigo ham(7,4), a planilha

realiza os seguintes processos:

e Faz trés sorteios seguidos de niimeros em um conjunto fixado e anota os resultados.
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e Forma uma sequéncia com os trés numeros sorteados. Os nimeros podem ser repe-

tidos;

e Observa os elementos da sequéncia e adiciona um erro em cada uma das ‘posigoes’
sorteadas. Por exemplo, no caso da sequéncia (1, 4, 12), a palavra sera recebida com
erros nas posigoes 1 e 4, e no caso da sequéncia (2, 13, 2) a palavra serd recebida

com um erro na posicao 2.

No caso da maquina que estamos usando, cada sorteio é feito com os ntmero entre 1 e
100 e as palavras tém exatamente 7 posigoes. Neste caso, temos que a probabilidade de
receber a palavra com trés erros é de 0,021%, a probabilidade de receber com dois erros é
aproximadamente 1,18% e a probabilidade de receber com uma erros é aproximadamente
18,4%. Para alterar estas probabilidades basta modificar o intervalo no qual os niimeros
sao sorteados.

Para montar a parte mais importante da maquina, ou seja, para montar o mecanismo de
deteccao e correcao erros, e decodificagao da palavra os alunos deverao seguir os seguintes

passos:

o~ T W% o+ R§ % 0 00 123+ | Paddo(Ari. - o - B IS A & H =+ 1>

4
1}

Cadigo de Hamming (SWITCH) ~

Figura A.3: Planilha: detecgao e correcao de erros.

1° passo Digitar a matriz teste de paridade H3x7 da Secao nas linhas 38, 39, 40,

iniciando na célula B38 da planilha.

2° passo Destacar as células L38 até 144, N38 até N44, P38 até P44 e assim suces-
sivamente até a coluna AP. Esta células servirao como entrada para as palavras

recebidas.
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3° passo Na célula L38 digitar a seguinte férmula:
=SE(OU(L$33=1;L$34=1;L$35=1);ABS(L24-1);L.24)

Veja que neste caso a palavra terd uma erro na primeira entrada se, no sorteio
aleatério, aparecer um nimero igual a 1 em qualquer uma das células L33, .34 ou
L35.

4° passo Na célula L39 digitar a seguinte férmula:
=SE(OU(L$33=2;1$34=2;1.$35=2);ABS(1.24-1);L.24)
e assim sucessivamente até a célula 144, na qual serd digitada a férmula
=SE(OU(L$33=7;L$34="7;1$35="7);ABS(L.24-1);L.24)

5° passo Selecionar as células L38 até L44, copiar e colar nas demais colunas onde aparece

o nome canal, sempre iniciando na linha 38.
6° passo Digitar a palavra ‘sindrome’ na célula L46.

7° passo Na célula L47, digitar a seguinte férmula:

—INT((2-(-1)" ($B38*L$38 + $C38*L$39 + $D3B¥L$40 + $E3S*LI41 +
$F38*L$42 + $G38*L$43 + SH3S*L$44))/2)

8° passo Copiar a célula 147 e colar nas células 148 e L49.

9° passo Selecionar as células L46, L47 E L48, copiar e colar nas demais colunas, como

mostrado na Figura
10° passo Digitar a frase ‘posicao do erro’ na célula L51.

11° passo Na célula L52, digitar a seguinte férmula:
=147 + L48*2 + 149*4

Esta férmula faz a mudanca de base do niimero binério (sindrome) para um ndmero

decimal (posigao do erro).
12° passo Copiar a célula L52 e colar nas células N52, P52, ---, AN52 e AP52.
13° passo Digitar a frase ‘palavra corrigida’ na célula L54.

14° passo Nas células L55, 156, L57, L58, 159, L60 e L61, digitar, respectivamente, as

seguintes féormulas:
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( ((2+(-1)" (138))/2);L.38)
( ((2+(-1)" (1.39))/2);L.39)
( ((2+(-1)" (140))/2);L.40)
:SE(L$52:4-INT((2+(—1)A (L41))/2);L41)
( ((2+(-1)" (142))/2);L42)
( ((2+(-1)" (143))/2);L.43)
( ((2+(-1)" (L44))/2);L44)

14° passo Selecionar as células L55, L56, L57, L58, L59, L60 e L61, copiar e colar nas
células N55, P55, ---, AN55 e AP55.

15° passo Digitar a frase ‘palavra recebida e corrigida’ na célula L63.

16° passo Digitar na célula L64, a seguinte férmula:

=SE(E(L55=$L$12; L56=$L$13; L57=$L$14; L58=$L$15; L59=3$L$16;
L60=$L$17; L61=$L$18); $L$3; SE(E(L55=$N$12; L56=$N$13; L57=$N$14;
L58=$N$15; L59=$N$16; L60=$N$17; L61=$N$18); $N$3; SE(E(L55=$P$12;
L56=$P$13; L57=$P$14; L58=$P$15; L59=$P$16; L60=$P$17; L61=$P$18);
$P$3; SE(E(L55=$R$12; L56=$R$13; L57=$R$14; L58=$R$15; L59=$R$16;
L60=$R$17; L61=$R$18); $R$3; SE(E(L55=$T$12; L56=$T$13; L57=$T$14;
L58=$T$15; L59=$T$16; L60=$T$17; L61=$T$18); $T$3; SE(E(L55=$V$12;
L56=$V$13; L57=$V$14; L58=$V$15; L59=$V$16; L60=$V$17; L61=$V$18);
$V$3; SE(E(L55=$X$12; L56=$X$13; L57=$X$14; L58=$X$15; L59=$X$16;
L60=$X$17; L61=$X$18); $X$3; SE(E(L55=$Z$12; L56=$7$13; L57=$Z$14;
L58=$7$15; L59=$7$16; L60=$Z$17; L61=$Z$18); $Z$3; SE(E(L55=$AB$12;
L56=$AB$13; L57=$AB$14; L58=$AB$15; L59=$AB$16; L60=$AB$17;
L61=$AB$18); $AB$3; SE(E(L55=$AD$12; L56=$AD$13; L57=$AD$14;
L58=$AD$15; L59=$AD$16; L60=$AD$17; L61=$AD$18); $AD$3:;
SE(E(L55=$AF$12; L56=$AF$13; L57=$AF$14; L58=$AF$15; L59=$AF$16;
L60=$AF$17; L61=$AF$18): $AF$3; SE(E(L55=$AH$12; L56=$AH$13;
L57=$AH$14; L58=$AH$15; L59=$AH$16; L60=$AH$17; L61=$AH$18); $AHS3;
SE(E(L55=$AJ$12; L56=$AJ$13; L57=$AJ$14; L58=$AJ$15; L59=$AJ$16;
L60=$AJ$17; L61=$AJ$18); $AJ$3; SE(E(L55=$AL$12; L56=SAL$13;
L57=$AL$14; L58=$AL$15; L59=$AL$16; L60=$ALS$17; L61=SAL$18); $ALS$3;
SE(E(L55=$AN$12; L56=$AN$13; L57=$AN$14; L58=$AN$15; L59=$AN$16;
L60=$AN$17; L61=$AN$18); $AN$3; SE(E(L55=$AP$12; L56=$AP$13;
L57=$AP$14; L58=$AP$15; L59=$AP$16; L60=$AP$17; L61=SAP$18); $AP$3;

"TINNNIN))
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Esta funcao faz uma comparacao entre a palavra corrigida e as palavras do cédigo

ham(7,4), e retorna o comando referente a palavra escolhida.

17° passo Copiar a célula L64 e colar nas células N64, P64, ---, AN64 e AP64.

Veja que no exemplo da Figura[A-3] vérias palavras apresentaram um erro, e mesmo assim
a maquina conseguiu recuperar a mensagem.

Por fim, os alunos deverao montar a parte em que serd apresentada algumas posi¢oes do
robo no tabuleiro, podendo assim descrever o caminho percorrido pelo mesmo de maneira

visual. O alunos deverao proceder da seguinte maneira:

1° passo Na célula L69 digitar a férmula:
=SE(L64=“SIGA”;“-";“Erro”)
2° passo Na célula N69 digitar a férmula:

—SE(OU($L$69=“Erro”;L$64=“SIGA”;L$64=“PARE";L$64=“D";L$64="“E";
L$64="B”;L$64="C":L$64=0);“-”;N$64)

3° passo Nas células N70, N71, ---, N77, respectivamente, digitar as férmulas

=SE(OU(L$64=2;L$64=3;L$64=4;L$64=5;L$64=6;L$64=7;L$64=8;L$64=9);

N$69; ")

=SE(OU(L$64=3;L$64=4;L$64=5;L$64=6;L$64=T;L$64=8;L$64=9);N$69; ")

—SE(OU(L$64=4;L$64=5;L$64=6;L§64=T;L.$64=8;1.$64=9);N$69; ")

=SE(OU(L$64=5;L$64=6;L$64=T;L$64=8;L$64=9);N$69; -")
=SE(OU(L$64=6;L$64=T;L$64=8;L.$64=9);N$69; ")
=SE(OU(L$64=T;L$64=8;L$64=9);N$69; -")

=SE(OU(L$64=8;L$64=9);N$69; ")
=SE(L$64=9;N$69;“-")

4° passo Selecionar as células N70, N71, ---, N77, copiar e colar nas demais colunas em
que aparece o palavra canal, sempre iniciando na linha 70.

5° passo Nas células K81, K82, K83 E K84, respectivamente, digitar as letras maitsculas
D, E, CeB.

6° passo Nas colunas L81, L82, L83 E L84, respectivamente, digitar as formulas:

=CONT.SE(L$69:L77;“D")
=CONT.SE(L$69:L77;“E”)
=CONT.SE(L$69:L77;“C”)
=CONT.SE(L$69:L77;“B”)
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7° passo Selecionar as células L81, L82, L83, L84, copiar e colar nas demais colunas em

que aparece o palavra canal, sempre iniciando na linha 81.
8° passo Digitar a letra X na célula K66 e Y na célula K67.

9° passo Nas células L66 e L67, respectivamente, digitar as férmulas:

—0,5+L81+L82
—0,5+L83+L84

10° passo Nas células N66 e N67, respectivamente, digitar as formulas:

=L66+N81+N82
=L67+N83+N84

11° passo Selecionar as células N66 e N67 copiar e colar nas demais colunas em que

aparece o palavra canal, sempre iniciando na linha 66.
12° passo Digitar o nimero 12 nas células AR66 e ARG7.

13° passo Inserir uma imagem com o tabuleiro representado o salao e as mesas, conforme

Figura

14° passo Selecionar as células K66 até AR67 e inserir um grafico de dispersao com esses
dados.

15° passo formatar o grafico para que apareca apenas os pontos de coordenadas (z,y).

16° passo ajustar o grafico e a imagem do tabuleiro para que os pontos aparecam exa-

tamente nas casas do tabuleiro conforme a Figura {graficotabuleiro}.
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A B CDE F G

Figura A.4: Representagdo do movimento do robo.
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Apeéendice B

Representacao do Salao

A B C DUFEF F G HIT J
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