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Resumo

A presente dissertacao tem como objetivo apresentar, por meio de conceitos basicos da
geometria plana, uma forma para calcular a soma dos inversos dos quadrados dos niimeros
naturais. A soma, em questdo, ficou conhecida como Problema de Basileia e foi proposta
pelo matematico italiano Pietro Mengoli, em 1644. Este trabalho, também, apresenta
duas provas desse problema de cunho algébrico: uma realizada por Euler, em 1735 (tida
como a primeira prova do problema) e a outra, realizada por Cauchy. Esta tltima se
destaca por utilizar apenas conhecimentos da matematica elementar em sua resolucao.
Por fim, serd apresentada uma proposta pedagdgica composta de trés atividades, as quais
podem ser desenvolvidas em turmas de Ensino Médio e tem como propésito, além de pro-
porcionar aos estudantes perceberem que a soma dos inversos dos quadrados dos niimeros
naturais ¢ igual a %2, enfatizar a importancia de topicos geométricos para o aprendizado

da matematica.

Palavras-chave: Problema de Basileia. Geometria Plana. Teorema Inverso de Pitagoras.
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Abstract

This dissertation aims to present, through basic concepts of plane geometry, a way to
calculate the sum of the inverse squares of natural numbers. The sum in question became
known as the Basel Problem and was proposed by the Italian mathematician Pietro Men-
goli, in 1644. This work also presents two proofs of this problem of an algebraic nature:
one performed by Euler, in 1735 (considered the first proof of the problem) and the other,
performed by Cauchy. The latter stands out for use only knowledge of elementary mathe-
matics in its solution. Finally, a pedagogical proposal composed of three activities will be
presented, which can be developed in high school classes and has the purpose, in addition
to providing students to realize that the sum of the inverse squares of the natural numbers

is equal to %2, to emphasize the importance of geometric topics for learning mathematics.

Keywords: Basel Problem. Plane Geometry. Inverse Theorem of Pythagoras.

X



Lista de Figuras

(1.1 Triangulo retangulo e seus elementos| . . . . . . .. ... ... ... .... 4
(1.2 Triangulo Retangulo] . . . . . ... ... ... 0000 5
(1.3 Quadradol . . . . . . . . . . . 6
(1.4  Meétricas do triangulo ABC| . . . . . . ... ... oL 6
|1.5 Angulo centra]l .................................. 9
|1.6 Angulo Inscritol ................................. 9
|1.7 Angulo inscrito com o centro pertencente ao mesmo| . . . . . .. .. .. .. 10
|1.8 Angulo inscrito com o centro fora delel .................... 10
|1.9 Angulo inscrito com o centro O sobre um dos lados| ............. 11
2.1 Circunferencia I'y| . . . . . . . . . . . 21
[2.2  Circunferencias tangentes I'y e I'of . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 21
[2.3  Circunferencias tangentes I'y, 'y el's| . . . . . ... ... ... .. .. ... 22
[2.4  Circunferéncias encaixadas tangentes em O|. . . . . . . . . . . .. .. ... 22
[2.5 Ponto singular Oy sobre I'y| . . . . .. ... 23
[2.6 Pontos singulares Oy € Ogg sobre I's| . . . . . 0 0 o o000 23
[2.7  Pontos singulares Os;, 030,033 € O34 sobre I's| . . . . . .. ... ... ... 24
2.8 O,.1 pertence ao maior arcode I',| . . . . . ... ..o 0oL 25
[2.9 0,41 pertence ao menor arcode I';f . . . . . ..o o000 25
2.10 Iy encaixada em I's| . . . . . . . . . .. 26




[2.11 Triangulo OO O . . . . . . . . . . . . . 26
[2.12 Triangulo OO31033 . . . . . . . . . . . . 27
[2.13 Triangulo OO35034 . . . . . . . . 0 . o 27
[2.14 Triangulo OO Oy . . .« . 0 0 0 0 o o 27
[2.15 Triangulo OO0 O4s| . . . . .« . . o o 27
[2.16 Triangulo OO404g| . . . . . . . . o o 28
[2.17 Triangulo OO43047 . . .« .« . o o 0 o 0o 28
[2.18 Triangulo singular A inscritoem I';| . . . . . .. ... ..o 29
2.19 Cordasem I')| . . . . . . . . . . 31
[2.20 Cordas OO,1,--- ,OO0p9n—2|. . . . . . .. ..o 32
[2.21 Corda c em tuncao doarcos| . . . . . . . . .. .. .. ... .. ... ... 32
[3.1 Construindo circunferéncia I'y| . . . . . . . . . . ... ... .. 36
[3.2  Construindo circunferéncias tangentes|. . . . . . . . . .. .. ... ... .. 37
[3.3 Construindo cordasem I'sf . . . . . . . . . ... .. 37
[3.4 Triangulos Inscritos| . . . . . . . . .. 38
[3.5 Construindo quatro triangulos inscrito| . . . . . . . . . . . ... ... ... 39

X1



Sumario

Introducao

I Conceitos Prelim l

(1.1 O Teorema de Pitagoras| . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. .....

(1.2 Teorema Inverso de Pitagoras| . . . . . . . ... ... ... ... ... ...

[1.3 O Teorema do Angulo InScrito] . . . . . . v v vvv oo

2.2 A provade Cauchyl . . . . .. . .. ... .

[2.3  Prova geométrica do Problema de Basileia] . . . . . .. ... ... ... ..

P31

Sequencia de circunferéncias encaixadas|. . . . . . . . .. ... ...

P32

Pontos singulares| . . . . . . . ... Lo

P33

Propriedades envolvendo pontos singulares| . . . . . . . .. ... ..

P34

Triangulos singulares inscritos| . . . . . . . . . . .. ... ... ...

P35

Inverso do quadrado do diametrode I'4|. . . . . ... ... .. ...

P.3.6

Estimando o comprimento das cordas OO,,; da circunferencia [', .|

[3 Proposta de intervencao pedagogical

xii

12

14

17

20

20

23

24

26

29

31

34



[4  Consideracoes Finais|

[Referencias Bibliograficas|

Xiil

42



Introducao

Neste trabalho, serda abordado um famoso problema conhecido como o Problema de

Basileia.

A Basileia é uma cidade localizada na zona noroeste da Suicga, proxima as fronteiras
do pais com Franca e Alemanha, onde, em 15 de abril de 1707, nasceu um de seus filhos
mais ilustres, Leonhard Paul Euler. Com apenas um ano de idade mudou-se com a familia
para a cidade de Riehen, préoxima a Basileia e, inicialmente, foi educado por seus pais,
Paul Euler e Margaret Brucker, seguindo a tradi¢ao familiar da época. Com sete anos
iniciou seus estudos com um professor particular e aos treze anos retornou a Basileia
para se preparar para o curso de Teologia na Universidade da Basileia. Aos dezesseis
anos recebeu seu grau de Mestre em Artes defendendo uma dissertacao que comparava os
sistemas da Filosofia Natural de Newton e Descartes. Por desejo da familia, Euler entrou
para a Faculdade de Teologia e mesmo sendo muito religioso nao se entusiasmava com os

estudos teologicos dedicando boa parte de seu tempo a Matematica.

O talento de Euler para a Matematica logo foi descoberto pelo matematico Johann
Bernoulli que o incentivou a matricular-se no curso de Matematica da Universidade de

Basileia, onde concluiu em 1726 seu doutorado com uma tese sobre a propagacao do som.

Nessa época, Euler ja era muito bem relacionado no meio académico e no ano seguinte
foi convidado pela Imperatriz Catarina I para assumir uma cadeira de membro da Aca-
demia de Ciéncias de Sao Petersburgo. Em 1730, Euler assumiu o cargo de professor de
Fisica da Academia e em 1733 substituiu o lugar de Daniel Bernoulli como professor de
Matemadtica tornando-se o principal mateméatico da Academia de Sdo Petersburgo ainda
com 26 anos. Com a melhora da sua vida financeira, possibilitou uma maior dedicacao a

pesquisa matematica.

Em 1734, se casou com a suica Katharina Gsell e juntos tiveram 13 filhos dos quais
apenas cinco sobreviveram a infancia. Foi uma época muito produtiva para Euler onde
publicou e produziu muitos artigos e textos, entre eles, o livro “Mecénica” (1736-37), com

o qual apresentou a dinamica Newtoniana sobre a forma de analise matemaética.



A obra de Euler consta de pelo menos 530 trabalhos publicados em vida e uma série
de manuscritos deixados apds sua morte que contribuiram para publicacdes na Academia

de Sao Petersburgo por pelo menos quarenta e sete anos.

Foi em 1735 que Euler ganhou fama internacional apds resolver um famoso problema
em teoria dos niimeros, proposto pela primeira vez por Pietro Mengoli, de achar o valor
exato da soma

1 1 1 1 1
1+§+§+E+§+@+---
2
mostrando que a série converge para o valor R fato que surpreendeu a todos, pois a

resposta trazia relacao com uma das constantes mais importantes da historia da ma-
tematica. Muitos matematicos da época se debrucaram sobre este problema, dentre eles
Jacques Bernoulli, mas nao obtiveram sucesso. Por fim, o problema ficou conhecido como

o Problema de Basileia em homenagem a cidade natal de Euler.

Quando Euler morreu, ainda em plena atividade, sua fama ja se espalhara por toda a

Europa. Euler foi considerado o mestre dos matematicos do século XVIII.
Leonhard Euler faleceu em Sao Petersburgo, Russia, no dia 18 de setembro de 1783.

Apos as motivagoes oriundas dos estudos acerca do problema, evidenciando a aplica¢ao
de varias técnicas tais como as da analise matematica, propoe-se, por meio deste trabalho,

o estudo fazendo uso de conceitos da geometria plana.

E importante destacar que a ideia inicial deste estudo teve como ponto de partida o
conteudo exibido em um video[I0] em que faz associagdo do Problema de Basileia a um

principio fisico - brilho aparente emitido por faréis.

No primeiro capitulo serao apresentados alguns conceitos da matematica elementar,
cuja finalidade ¢ facilitar a compreensao da abordagem geométrica do Problema de Basi-

leia, que serd discutida nos capitulos seguintes.

No segundo capitulo, serao apresentadas duas provas do Problema de Basileia, uma
realizada por Euler (primeira prova do problema) e a segunda, por Cauchy. Em seguida,
sera realizada uma prova deste problema, baseada em conceitos basicos da geometria

plana, principal objeto deste trabalho.

No terceiro capitulo sera apresentada uma proposta pedagogica, com o intuito de ser
aplicada com estudantes do Ensino Médio. Ela é composta de trés atividades. A primeira,
possibilita aos estudantes deste nivel de ensino perceber que a soma dos inversos dos
quadrados dos ntimeros naturais é convergente. A segunda, permite estimar o valor da

soma citada. Por fim, a terceira proporciona aos estudantes perceber que a soma, em



2
~ . ™
questao, ¢ igual a e

A ideia inicial era realizar a aplicacao das atividades propostas com estudantes do
ultimo nivel de ensino da educagao basica e, por meio desta, possivelmente perceber
seu efeito para a aprendizagem da matematica. Devido as consequéncias da pandemia do
Covid-19 na educagao, nao foi possivel. Contudo, ainda que nao haja resultados concretos
que permitam mensurar o potencial da sequéncia de atividades, acredita-se que podem

contribuir para a aprendizagem da matematica.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo, serao abordados conceitos importantes da geometria basica, os quais

servirao de suporte na prova geométrica do Problema de Basileia.

Inicialmente, aborda-se conceitos relacionados ao triangulo retangulo, evidenciando
seus elementos. Em seguida, a énfase é dada ao Teorema Inverso de Pitdgoras e ao

Teorema do Angulo Inscrito.

1.1 O Teorema de Pitagoras

Um triangulo ¢ dito retangulo quando um de seus angulos internos ¢ reto, isto ¢, tem

medida igual a 90°.

Para os elementos de um tridngulo retangulo ABC, como na Figura [1.1] os lados
serdo denotados por AB,BC e AC e suas medidas, respectivamente, por AB = ¢,
BC =ae AC = b e seus angulos internos por BAC, ABC e ACB. O lado AC, oposto
ao angulo reto, é chamado de hipotenusa enquanto os lados AB e BC sao chamados de

catetos.

a [

Fonte: O autor

Figura 1.1: Triangulo retangulo e seus elementos



Em todo triangulo retangulo vale a seguinte propriedade, conhecida como Teorema de

Pitagoras.

Teorema 1.1.1 (Pitagoras) O quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados

dos catetos.

Demonstragao. Considere um tridngulo retdngulo, como na Figura , onde AB = ¢,
AC = b, BC = a e os angulos internos, nio retos, sio dados por BAC = a e ACB = §3.

A

B m ' -
Fonte: O autor

Figura 1.2: Triangulo Retangulo

Desde que a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180°, tem-se que
a + B = 90°. Considere, como pode ser visualizado na Figura [1.3, quatro tridngulos
congruentes ao tridngulo ABC' dispostos de tal forma que suas hipotenusas formam um

quadrado de lado medindo b. Note que os pontos F, H e E estao alinhados, pois
a+ AHG + 8 = 180°

e 0o mesmo ocorre com as triplas de pontos (F, G, D), (B,C, D) e (B, A, F'), donde conclui-
se que o quadrilatero FEDB é um quadrado de lado a + c.

Dessa forma, por um lado, pode-se expressar a area, A, do quadrado F'ED B, por um

lado, por
A= (a+c)?

e, por outro lado, por

ac ac ac ac
S R )
A 2+2+2+2—|—



B a ‘ C ¢ D

Fonte: O autor
Figura 1.3: Quadrado

Obtém-se dai, igualando as duas expressoes, que

ac ac ac ac 9
=+ =+ + 5+,

2 __
(ate)=5+5+5+5

donde, ap6s uma simplificacao, encontra-se

b? = a? + &2

1.2 Teorema Inverso de Pitagoras

Considere um triangulo retdngulo ABC com angulo reto em B. A altura, BH, relativa

a hipotenusa do tridngulo ABC' o divide em dois triangulos retangulos ABH e BC'H, como

ilustra a Figura [I.4]

O autor

Figura 1.4: Métricas do triangulo ABC

Além da altura BH = h, denote por AH = m e CH = n, respectivamente, as projecoes

dos catetos AB e BC sobre a hipotenusa. Segue do Teorema de Pitagoras, aplicado aos

6



triangulos retangulos ABH e BCH, que
& =h*+m? (1.1)

a’ = h* +n? (1.2)

Das identidades [I.1] e [1.2] decorrem as seguintes relagoes:

Proposicao 1.2.1 O quadrado da medida da altura relativa a hipotenusa de um triangulo

retangulo € igual ao produto entre as medidas das projecoes de seus catetos.

Demonstracao. Somando-se [I.1] e [I.2] obtém

a’?+c =2h* +m* +n?
b = 2h* + (m +n)* — 2mn
b = 2h* +b° — 2mn

donde conclui-se que

h* = mn. (1.3)

Proposicao 1.2.2 O quadrado da medida de um cateto de um triangulo retangulo é igual

ao produto entre a medida da hipotenusa e a medida da projecdo do cateto.
Demonstracao. Segue de [L.3] que

= h®+m?
_ 2
=mn-—+m

=m(n+m)

donde conclui-se que

a’> = h®> +n?
_ 2
=mn-+n

=n(m+n)



donde conclui-se que

a® = nb. (1.5)

Num triangulo retangulo também vale um resultado conhecido como Teorema Inverso
de Pitagoras e que serd de grande importancia na prova geométrica do Problema de

Basileia. Este é o contetido da proposi¢ao a seguir.

Teorema 1.2.1 (Inverso de Pitagoras) Num triangulo retingulo ABC, a soma dos
inversos dos quadrados dos catetos € igual ao inverso do quadrado da altura relativa a

hipotenusa.

Demonstracao. Seja ABC um tridngulo retdngulo em B e BH sua altura relativa a

hipotenusa, como ilustra a Figura [I.4l Segue do Teorema de Pitdgoras e das igualdades
LI, L2 e [L.3 que

1 1 a’ + c?
2 a2c2
b2
a?c?
b2
b2mn
b2
b2h?

a C

donde obtém-se

1 1 1
t,r_1 (1.6)

a2 2 h?

1.3 O Teorema do Angulo Inscrito

Dada uma circunferéncia I' de centro em O e dois pontos A, B € I' denomina-se o
angulo AOB de angulo central de I'. A menos que os pontos A e B sejam extremidades
de um diametro de I', caso onde sao determinados dois angulos centrais de mesma medida,

deve-se deixar claro qual dos dois arcos esta sendo considerado. Ver Figura [1.5

Por definicao, a medida do angulo central AOB (em radianos) é igual a medida do
comprimento do arco correspondente, a qual denota-se por @, quando a circunferéncia

tem raio unitario. Para uma circunferéncia de raio r, tem-se a seguinte relagao:

A0B - 3B (1.7)

r



Fonte: O autor

Figura 1.5: Angulo central

Outra importante defini¢ao é a de &ngulo inscrito. Um angulo ¢ dito inscrito numa
circunferéncia I" quando seu vértice é um ponto desta e seus lados sdo duas cordas da

mesia.

Na Figura , o angulo ACB 6 inscrito em T

Fonte: O autor

Figura 1.6: Angulo Inscrito

Teorema 1.3.1 (Teorema do Angulo Inscrito) Numa circunferéncia, a medida do
angulo central € igual ao dobro da medida do angulo inscrito que subentende o mesmo

arco.

Demonstragao. Para fazer a demonstragao dessa propriedade, considere trés casos se-

paradamente:

1° CASO: O centro O do circulo esté dentro da regiao determinada pelo angulo inscrito.



Fonte: O autor

Figura 1.7: Angulo inscrito com o centro pertencente ao mesmo

Observe que os triangulos BAO e CAO sao isésceles de bases AB e AC, respectiva-
mente. Assim, tem-se que BAO = ABO e CAO = ACO. Dai, BAC = BAD + CAD
e BOC = BOD + COD. Por outro lado, pelo Teorema do Angulo Externo, BOD =
BAO + ABO = 2BA0O e COD = CAO + ACO = 2C AO.

Note, ainda, que BAD = BAO = ABO e CAD = CAO = ACO. Logo, BOC =
BOD 4 COD = 2BAD + 2CAD = 2(BAD + CAD) = 2BAC.

2° CASO: O centro O do circulo esta fora do angulo inscrito.

Fonte: O autor

Figura 1.8: Angulo inscrito com o centro fora dele

Note que, mais uma vez, os triangulos ABO e ACO sao isosceles de bases AB e
AC, respectivamente. Assim, BAO = ABO e CAO = ACO. Observe, ainda, que
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BAC = BAD — CAD e BOC = BOD — COD. Pelo Teorema do Angulo Externo,
BOD = BOC + COD = 2BAD e COD = BOC + COD = 2CAD.
Logo, BOC = BOD — COD = 2BAD — 2CAD = 2(BAD — CAD) = BAC.

3° CASO: O centro O do circulo esta sobre um dos lados do angulo inscrito.

Fonte: O autor

Figura 1.9: Angulo inscrito com o centro O sobre um dos lados

Sejam ABC um tridngulo inscrito em I' (Ver Figura e OB, o segmento que liga o
centro O de I' ao ponto B, situado sobre este. Dessa forma, o tridngulo AOB é isosceles

de bases AB. Logo, BAO = ABO.

Pelo Teorema do Angulo Externo, BOC = ABO + BAO = 2BAO. Como BAO =
BAC, entdao BOC = 2BAC.
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Capitulo 2

O Problema de Basileia

Neste capitulo, serdao apresentados um breve historico do problema que ficara conhe-
cido pela comunidade matematica como Problema de Basileia, seu enunciado, a primeira
resolucao realizada pelo matematico Leonhard Euler, bem como, a resolucao atribuida a

Cauchy e que faz uso apenas de conceitos da matematica elementar.

Esse problema ¢ atribuido ao matematico italiano Pietro Mengoli que viveu em meados
do século XV'II e o propos em 1644. Varios mateméaticos tentaram solucioné-lo, mas nao
obtiveram sucesso. A saber, Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli (1667-1748),
John Wallis (1616-1703), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), entre outros.

Segundo Gayo e Wilhem (2015)[5], Jakob Bernoulli debrugou-se sobre o problema por
algum tempo, porém sem sucesso. Com sua morte, seu irmao Johann Bernoulli assumiu
o seu cargo de professor na Universidade da Basileia, onde teve o privilégio de ter Euler

como aluno. Certamente, em uma dessas aulas ele apresentou o problema a este.

Algum tempo depois, Leonhard Euler chegou a solugdo, o que o tornou conhecido e

respeitado pela comunidade matematica.

O problema consiste em encontrar a soma dos inversos dos quadrados dos ntmeros

naturais,

1 1 1 1 1 1 1
Zﬁzl—i—?—l—?—}—ﬁ—F?—i—@‘f‘ﬁ‘i‘”'- (2'1)

neN

A primeira pergunta que deve ser feita quando se estuda o Problema de Basileia é se,

de fato, a soma envolvida no problema converge para algum ntmero real. Por exemplo,
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a soma dos inversos dos nimeros naturais tem o seguinte comportamento

21_1+1 LR SRS S SR S S SIS SRS SO SRS SO B O
=on SRR R A I R TR TR U I F R VI E T
—1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+( +1+1+1+1+1+1+1)
2 3 47 % 6 7 8 11 12 13 14 15 16
>1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+( 1+i+i+i+i+i+i)
2 ‘4 4/ 88 8 8 16 16 16 16 16 16 16
—1ply2y 2,8
2 4 8 16
SIS S S
2 2 2 2

Nao ¢ dificil concluir que a soma de infinitas parcelas iguais a % ¢ infinita e como a

soma dos inversos dos quadrados é ainda maior que esta também ¢é infinita.

Uma maneira de ver que a soma no Problema de Basileia ¢ finita consiste no argumento
de que o quadrado de um ntimero natural é maior do que seu produto com seu antecessor
e menor do que seu produto com seu sucessor, ou seja, sendo n um nimero natural tem-se
que

(n—1n <n®><n(n+1).

Segue desta desigualdade que

1 1 1

(n+1n n?2  n(n-—1)
que pode ser reescrita como

1 1 1 1 1

n n+l n n—1 n

Como esta tultima desigualdade vale para todo natural n maior do que 1, tem-se

|
| —

A

|
AN
|
| =

QR |, W|

N e

= =W =N =
Wl kN = =

<E<

1 1<i< 11
n n+1 n2 n—1 n

Somando, membro a membro, estas desigualdades obtém-se
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1 1<1+1—|- +1<1 1
2 n4+1 22 32 n2 n

Acrescentando 1 a todos os membros obtém-se

3 1<1+1+1+ +1<21
2 n+1 22 32 n2 n’

Neste momento o leitor familiarizado com argumentos do calculo diferencial e integral
1

deve concluir que quanto maior o valor de n mais proximos de zero os termos 1
n

e

— se tornam de modo a concluirmos que o valor da soma no Problema de Basileia fica
n
compreendido entre 1,5 e 2. Com o auxilio de uma calculadora podemos chagar ao valor

aproximado de 1, 645.

Na secao a seguir serd mostrado a ideia de Euler para obter exatamente a soma no

Problema de Basileia.

2.1 A Prova de Euler

Para entender a ideia usada por Euler para encontrar o valor da soma no Problema
de Basileia precisa-se antes compreender alguns argumentos e conceitos matematicos, tais
como expansao de fungdes em séries de Taylor e/ou Maclaurin, Limite Trigonométrico
Fundamental, entre outros. Esse trabalho nao aborda minuciosamente tais topicos, pois

nao é o objetivo do curso, mas sao encontrados facilmente em [3] e [§].

O primeiro conceito matematico, abordado nessa prova, é que pode-se escrever uma

funcao f como sendo um polinémio infinito, ou seja,
f(@) = a0+ ai1(z — x0) + az(® — 20)* + - -+ + an(x — 39)" + - --

quando a funcao f for infinitamente diferenciavel numa vizinhanca do ponto xy com os
coeficientes a;, dependendo das derivadas de f em xy. Para mais detalhes sugere-se uma
leitura sobre a expansao em Série de Taylor que pode ser encontrada em livros de Célculo
Diferencial e Integral. Como caso particular da expansao em Série de Taylor, tem-se a
expansao em Série de Maclaurin, onde considera-se a expansao em torno de xg = 0 e,

neste caso, escreve-se

f(x) =ao+ a1 +ax® + - +apa" + - .
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Como exemplo, observe a expansdo em Série de Maclaurin para a fungdo f(z) =
sen x usada por Euler em sua prova. Desde que f é infinitamente diferenciavel obtém-se,

derivando varias vezes,

I
n
@
=
8

I
S
(=)
_l’_
S
S
8
_l’_
S
no
S

no
_l’_
_l’_
S
3
8

3
_I_

Il
|
n
D
]
&
Il
[\
)
)
_I_
w
[\
]
w
&
_l_
W
w
S
Ny
&
N
_l’_
_l’_
=
3
|
=
8
3
o
_l’_

)

f"(x)=—cosx =3-2a3+4-3-2a4x+---+n(n—1)(n—2)z" >+ .-,

e, avaliando cada igualdade em x = 0 encontra-se os coeficientes

ag=sen 0=0

a;=cos0 =1

2a9=—sen 0=10
3-2a3=—cos0=—1

4-3-2a4=—cos0=0

5:4-3-2a5=—cos0=1

6:-5-4-3-2a6=—cos0=0
7-6-5-4-3-2a7=—cos0=-1

Assim, obtém-se
(—1)k+

agy =0 € agp_1 =

(2k —1)!
como coeficientes da expansao da fun¢do seno em torno de x = 0 e escreve-se

B

SENn .I:x—?—i—a—ﬁ—i—

Substituindo x por y/z nesta ultima igualdade e dividindo ambos os membros por /x

obtém-se JE ) 5
sen +/x T T z
e B . il

NG 3l 5 Tl
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Note que a funcao

_sen \/x

se anula em 72, 472, 972, .-+ n®x? ...  ou seja, g(x) possui uma infinidade de raizes.

Por outro lado, sobre um polinomio
p(z) = ag + a1w + agx® + - + @y 2" 4 2"
de grau n > 1 ja se conhecia que estes poderiam ser fatorados como
p(x) = (@ —r)(z —r)(z —r3) - (¢ = rp-a)(@ = 70)
onde ry,79, 73, , T, sdo todas as raizes de p(x). Note que

Qo = p(()) = (_1)117,17,2 o Tp—1Tn

ay =p'(0) = (=1)""trars - amn +
(=D, +

(=) gy +

o (D) o

n—1
F(=1)""rry ot
donde obtém-se a seguinte propriedade relacionando coeficientes e raizes de um polinémio
de grau n,

a_1, 1, 11 22)

sen i

cuja expansao € o polinomio infinito, mesmo nao havendo uma compreensao satisfatoria
por parte da comunidade matematica sobre a possibilidade do uso da propriedade 2.2

para as infinitas raizes de um polindémio infinito Euler a aplicou obtendo
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donde multiplicando, ambos os membros, por 72 chega-se a

LU U SRS N

6 4 9 n?
que foi a solugao apresentada por Euler para o Problema de Basileia. Esta solugao é de
1735 e a passagem onde o mesmo utilizou a propriedade permaneceu sem justificativa
para infinitas raizes por cerca de 150 anos. Neste periodo, muitos matematicos celebravam
a brilhante ideia desenvolvida por Euler em sua prova mas, ao mesmo tempo, chamavam
a atencao para a falta de rigor nesta passagem. Outros matematicos obtiveram outras
solugoes para o Problema de Basileia uma vez que ja se conhecia o valor para o qual a soma
convergia. Em 1855, com a prova do Teorema da Fatoracao de Weierstrass, a passagem
pode ser justificada celebrando a validade da prova de Euler. A saber, o Teorema da
Fatoracao de Weierstrass afirma que toda funcao inteira pode ser representada como um
produto (possivelmente infinito) envolvendo seu zeros. Este teorema pode ser visto como

uma extensao do Teorema de Fatoragdo para polinémios de grau finito.

2.2 A prova de Cauchy

A prova realizada pelo matemético Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) chama a atencao
por abordar em sua resolucao conceitos basicos da matematica elementar, como por exem-
plo, conhecimento de trigonometria, polinémios e ntimeros complexos, conteidos estuda-
dos por alunos do Ensino Médio. Para sua compreensao é necessario ter conhecimento

prévio acerca do Teorema de D’Moivre e desenvolvimento do Bindémio de Newton.

Inicialmente, a prova do Problema de Basileia realizada por Cauchy tem como ponto

de partida o Teorema de D’Moivre [[]

Teorema 2.2.1 (Teorema de D’Moivre) Dado um nimero complexo, nao nulo, na

forma polar z = r(cos 6 +isen ), entdo
2" = r"[cos(nf) + isen(nb)]

para todo n € 7.

Com o intuito de atingir o propésito, para r = 1, considere a identidade

(cos@ +isend)" = (cosnb + isennd) (2.3)

1'Uma demonstracio do Teorema de D’Moivre é encontrada em Freire (2015, p.14)
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s
para 0 < 6 < 5 e n um numero natural impar. Partindo da igualdade e dividindo

ambos os membros por (cosf)", tem-se que

(cos@ +isend)™  (cosnb + isennd)

(cos @) B (cos @)
cosf +isenf ) _ (cosnb +isennd)
cos 6 B (cos @)
, n (cosnd +isennd)
1 = 2.4
( + ¢ tan 9) (cos 0)" (2.4)

Por outro lado, desenvolvendo o binémio <1 + i tan 6’) , obtém-se que

(1 + 7 tan 6>n = <g> " tan™ 6 + (T) i"Ttan" 10 + <T2L> " Ztan" 20+ .- +

+ n inf(an) tannf(an) I + n Z'nf(nfl) tannf(nfl) 0 + n tan™ "6
n—2 n—1 n

:z<g) (—1)71771 tan” 6 + (Tf) (—1)%1 tan" "1 0 — z(Z) (—1)%l tan" 26 + - -
n n

Como, por hipétese, n é impar, entao n — 1 é par. Assim,

(1 + itan&)n:i<g> tan”™ 6 + <71L) tan™ 16 — z<72l) tan" 20+ .- +
—< " >tan29—i—i( " )tan6+ (n>
n—2 n—1 n
_ n n—1p n n—3 R n 2 n
= [<1> tan""" 6 (3) tan" " 6 + (n B 2) tan® 6 + <n)] (2.5)
n ng n n—2 R n 3 n
(O) tan” 6 (2) tan™ 0 + (n B 3) tan® 6 + (n B 1> tan@]

Comparando as partes imaginarias nas igualdades 2.4] e 2.5 tem-se que

+1

sen nf n n n
—tan" 0 — tan" 260 4+ .- — tan® 0 tanf (2.
(cos0)" an (2) an + (n B 3) an” 0 + (n B 1) an (2.6)

Agora, observe que sendo n um ntmero impar, pode-se escrever n = 2p + 1, para algum

T T
natural p. Fazendo 6, = — tem-se, para 1 < k < p, que 0 < 0, < 5 Pensando na
n
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igualdade como uma equacao na variavel 6 tem-se para 0 = 6, que

0=tan" 0 — (Z) tan" 20 + -+ — (n i 3) tan® 6, + (n i 1) tan 0, (2.7)

desde que

sen nb sen k7

(cos )" (cos Ex)n

Como tan, # 0 para todo 1 < k < p, pode-se simplificar para obter

n n n
Oztannfl ek _ (2> ta‘nn*B ek‘ + [ — <n _ 3> tan2 ek + (n _ 1) (28)

Substituindo n = 2p + 1 nos expoentes da igualdade em obtém-se

n n n
0= tan® 6, — (2> tan® 20, + - - — (n - 3) tan® 0, + (n B 1). (2.9)

Por fim, segue-se de que tan? @, é raiz do polindmio

waer Qe (o)

para todo natural k tal que 1 < k < p. Pela relagdo entre as raizes de p(z), dada em ,

obtém-se
- = + Fot 2.10
()", tan®6;  tan®6, tan? 6, (2.10)
Segue da igualdade que
(n—1)(n—2) cos’0y cos?0p  cos’Op  cos’d,
6 " sen?f;  sen2 sen? 0, sen? 6,
_cos® T cos? 2 cos? %” N cos® I (2.11)
 sen? T sen? 2T sen? %’r sen? E% ’
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2
2.11 por — obtém-se
n

Multiplicando ambos os membros da igualdade

™ (n—1)(n—2) n?fcos®T cos® 2 . os? k2 - cos® 2X
n? 6 ~n2\sen?T  sen? 2T sen? £T sen? £%
2 (n*—3n+2) cos’ T cos? 2 cos? £Z cos® EX
g n? - sen = 2+ sen 2% 2++ sen &7 2+ sen 27\ 2
() (%) k() ()
(2.12)
A igualdade pode ser reescrita como
zpj " cos” (2.13)
— —3n+2 kQ(senkW)Q ’
Tx

Agora, note que
km

lim cos® — =1

n—oo n

o . . sen x ,
e, usando o limite trigonométrico fundamental, hn% = 1, obtém-se
T T

sen —

lim ——p " =1
n—o00 R
n

n2

que valem para todo k fixado com 1 < k < p. Além disso, como lim —————
oo n? —3n+2

obtém-se, ao fazer n tender para infinito em [2.13], que

7T2

6

w1
2

”M8

o que queriamos demonstrar.

2.3 Prova geométrica do Problema de Basileia

O objetivo desta secao é mostrar uma prova do Problema de Basileia a luz de conceitos

da geometria plana.

2.3.1 Sequéncia de circunferéncias encaixadas

Considere, inicialmente, uma circunferéncia I'y, centrada em O; e didmetro d;. Sobre
esta circunferéncia sdo marcados os pontos O e Oy de modo que OO0, = d;. Ver figura 2.1]
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0
Fonte: O autor

Figura 2.1: Circunferéncia I'y

Considere, agora, a circunferéncia I's, centrada em O, com diametro 2d;. Note que I'y

é tangente interior a I'; no ponto O e denote por O3 o ponto sobre I'y tal que OO3 = 2d;.

Ver figura
0,
0 .F
(@]

O autor

Figura 2.2: Circunferéncias tangentes I'; e I'y

Seguindo este procedimento é considerada a circunferéncia I's, centrada em Os, com
didmetro 4d;. Note que I's é tangente interior a I's no ponto O e denote por O, o ponto

sobre I's tal que OO, = 4d,. Ver figura [2.3|

Repetindo este processo indefinidamente, sera obtida uma sequéncia de circunferéncias

encaixadas
F17F27"' 7Fn7"'

as quais sao tangentes em O e centradas, respectivamente, em O, s, -+, O, ---. Além

disso, satisfaz as seguintes propriedades:

P1. ', é tangente interior a I';,.1 no ponto O;
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0,

(0]

O autor

Figura 2.3: Circunferéncias tangentes I'y, I'; e I's

P2. O diametro de I',,1; é o dobro do didametro de T',,.

A Figura [2.4] ilustra as quatro primeiras circunferéncias encaixadas tangentes em O.

O autor

Figura 2.4: Circunferéncias encaixadas tangentes em O
Sendo d,, o didmetro da circunferéncia I';, segue das propriedades P1 e P2 que os centros
01,053,053, ,0,,--- estdo alinhados e d, = 00, = 2" 1d,.

O objetivo acerca da construcao desta cadeia de circunferéncias encaixadas vai ser
justificado quando usado para auxiliar no calculo do inverso do quadrado da medida do

didmetro da circunferéncia I';.
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2.3.2 Pontos singulares

Nesta subsecdo, serd descrita a construcao de 2:=! pontos O;1, O, - - - ; Oj2i-1y sobre

a circunferéncia encaixada I'; os quais serao denominados pontos singulares de I';.

Considere uma sequéncia de circunferéncias encaixadas I'y, 'y, '3, -+ ,[',, - - - tangen-

tes num ponto O.

Inicialmente, considere a circunferéncia I'; tangente interior no ponto O a circun-

feréncia 'y, conforme ilustra a Figura [2.5]
Definicao 2.3.1 O ponto singular sobre I'y € dado por O11 = Os.

Definicao 2.3.2 Os dois pontos singulares sobre I's sdo obtidos pela intersecdo da reta

tangente a I'y no ponto Oy com a circunferéncia I'y e sao denotados por Oy e Ogy. Ver

figura 2.6,

o

O autor O autor

Figura 2.5: Ponto singular Oq; sobre I'; Figura 2.6: Pontos singulares O € Og9 sobre I'y

Seguindo, considere, agora, a circunferéncia I'y tangente interior no ponto O a circun-

feréncia I's.

Definicao 2.3.3 Os quatro pontos singulares sobre I's sao obtidos pelas intersecoes das
retas secantes a I's que passam pelos pares de pontos (03, 021) e (03, 022) com a circun-

feréncia T3 e sao denotados, respectivamente, por Oz, Oss e Osa, Os4. Ver Figura[2.7
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O autor

Figura 2.7: Pontos singulares Osy, O35, O33 € O34 sobre I'3

Mais geralmente, tem-se a seguinte definigao:

Definicao 2.3.4 Os 2! pontos singulares sobre I'; sio obtidos pelas intersegoes das retas
secantes d I';_y que passam pelos pares de pontos (O;, Op—1yx) com a circunferéncia I'; e

sio denotados, respectivamente, para cada 1 < k < 272 por Oy, e Oi(kt2i-2)-

Definicao 2.3.5 Os pontos singulares sobre 'y, determinados pela intersecdao da reta se-
cante que passa pelo centro de I'y, e um ponto singular de I',,_1 sao chamados pontos

singulares conjugados de T',,.

2.3.3 Propriedades envolvendo pontos singulares

Para os pontos singulares de uma circunferéncia encaixada I',, valem as seguintes

propriedades:

Propriedade 1 O dangulo central P@nQ, onde P e () sdo pontos singulares consecutivos

da circunferéncia encaivada I',,, mede para todo n > 2.

2n72
Demonstragao. Para n = 2 tem-se apenas dois pontos singulares Oy e Osy onde o
segmento (109 é o didmetro de I';. Assim o angulo central 02162022 mede 7 e a

afirmacao é verdadeira para n = 2. Suponha que o angulo central P@nQ da circunferéncia

encaixada [',, mede, para um certo natural n, para quaisquer P e () consecutivos

2n—2
sobre I',,. Para mostrar que esta relacao vale para o natural n+ 1 sdo tomados dois pontos
consecutivos P’ e ) sobre I',;1. Sendo P o ponto de intersecao da reta que passa por
Opy1 e P com I'), e @ o ponto de intersecao da reta que passa por O, 1 e @' com '), sdo

considerados dois casos:
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Caso 1. O, 1 nao pertence ao menor arco sobre I',, determinado por P e (). Ver Figura

2.8
Segue da propriedade que

}ﬂéjn+162/::]jéjn+162

1~
o
SP0,Q

=5 (5
_2 on—2

Caso 2. O,y pertence ao menor arco sobre I',, determinado por P e (). Ver Figura
2.9

Segue, ainda, da propriedade que

}ﬂ(5n+1(2/::ﬂ.__}jéjn+1cg
1
=7 — 5 (arco determinado por P e Q que nao contém On+1>
1 .
=m — 5(27? — POnQ>

T
2n—1

Segue do Principio de indugao finita que a propriedade é valida para todo niimero natural
n.

O autor O autor

Figura 2.8: O, pertence ao maior arco de Figura 2.9: O, pertence ao menor arco de
T, L'y

Propriedade 2 Os arcos determinados por pontos singulares consecutivos de uma cir-

cunferéncia encaizada I',, tem comprimentos medindo wdy para todo n > 2.
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Demonstracgao. Sejam P e () dois pontos singulares consecutivos sobre a circunferéncia
I',, e a 0 arco determinado por P e (). O comprimento C do arco « é dado por ar,, onde

r, ¢ o raio da circunferéncia I',,. Segue da Propriedade 1 que

d

C=a™
D)

- anld

n n—2
= W2 d1

= 7Td1.

2.3.4 Triangulos singulares inscritos

Nesta subsecao, sao mostradas as construcoes de triangulos retangulos inscritos nas
circunferéncias encaixadas 'y, '3, 'y, -+ , ", com angulo reto no ponto de tangéncia O
e como estes serdao usados para estimar o valor do inverso do quadrado da medida do

diametro da circunferéncia I';.

Considere, inicialmente, a construcao do triangulo O04;04,, inscrito na circunferéncia

I's e retangulo em O, como ilustrado nas figuras e[2.11]

"0

O autor O autor
Figura 2.10: I'; encaixada em I'y Figura 2.11: Triangulo O3, 049

Propriedade 3 O triangulo Q04,049 € reto em O e tem como altura o segmento OO,

Demonstragao. O triangulo 005,09y é inscrito em I's e tem o lado 091095 sendo
o diametro de I's. Consequentemente, segue da propriedade que 02100495 é um
angulo reto. Desse modo, conclui-se que 0091095 é um triangulo retangulo em O, donde

0Q0s é sua altura.
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Considere agora, como ilustrado nas figuras e

(0]

O autor O autor
Figura 2.12: Triangulo OO3,033 Figura 2.13: Triangulo OO35,034

Propriedade 4 Os triangulos O031033 ¢ Q030,034 sdo retos em O e tem como alturas,

respectivamente, os segmentos OOy e OOqs.

Demonstracgao. O triangulo 003,033 ¢é inscrito e tem o lado 031033 sendo o didmetro
de I's. Segue da propriedade que 0310033 é um angulo reto. Da mesma forma o
tridngulo 005,03 ¢ inscrito e tem o lado OO3 sendo o didametro de I's. Concluimos que
005,03 é um angulo reto donde OO5; é a altura do tridngulo O03,033. A justificativa é

andloga para o tridngulo O035034.

Considere, ainda, como ilustrado nas figuras 2.14] 2.15] 2.16] e [2.17]

Figura 2.14: Triangulo OO4;0ys5 Figura 2.15: Triangulo 0044045
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O autor O autor

Figura 2.16: Triangulo OO4046 Figura 2.17: Tridngulo O0430.7

Propriedade 5 O triangulo OO41Oy5 € reto em O e tem como altura o segmento OQO3;.

Demonstragao. Como o angulo 0416045 ¢ oposto ao lado 04045 que é também
diametro de I'y. Segue da propriedade que este angulo é reto. Considerando agora
o triangulo 003,04 observe que o angulo 053104 é oposto ao lado OO, que é também

didmetro de I's donde concluimos que este angulo é reto e OO3; ¢é a altura do tridngulo

004 Oss5.

Seguindo a mesma ideia, os tridangulos 0044045, 0042046 € 0043047 sao retos em O

e tem como alturas os segmentos O034, 0035 e 0033, respectivamente.

Em geral, dados dois pontos singulares conjugados Oy, € Oj(42i-2y em I'; a eles associa-
se o tridngulo singular O0;;,0; ;4 9i-2) inscrito em I'; o qual denota-se por A;; para cada

natural k, com 1 < k < 212 ¢ satisfaz a seguinte propriedade.

s

Propriedade 6 O triangulo singular Ay, € retangulo em O e o segmento OOy, € a
altura em relagdo ao lado oposto ao vértice O. Ver Figura[2.18
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O autor

Figura 2.18: Tridngulo singular A;; inscrito em T

Demonstragao. Basta notar que os vértices O, no triangulo OO4,0;2i-211), € Og_1)k,
no triangulo OO0;_1),0;, sdo opostos, respectivamente, aos lados que sao diametros das
circunferéncias I'; e I';_; nos quais estao inscritos. Entdo, pela propriedade [I.3.1] segue

que os angulos Oi(zi—erk)aOik e Oa(i,l)kOi sao retos.

2.3.5 Inverso do quadrado do diametro de I’y

Nesta subsecao, serd mostrado como escrever o inverso do quadrado do diametro de
I'y em funcao dos comprimentos das cordas OO, de uma circunferéncia I',, para 1 < k <
2n—1

Observe, inicialmente, que

1 1 1

& 00, 00

(2.14)

Como o segmento OO, ¢é altura do triangulo singular OOs; 049, como ilustra a Figura
2.11], segue do Teorema Inverso de Pitdgoras que

S SRR SR
@ 00, 00y, 0045

(2.15)

Segue da propriedade || que os segmentos OO0y, e 005, sao alturas, respectivamente,

dos triangulos singulares 0031033 e 003,034 donde, novamente, pelo Teorema Inverso

29



de Pitagoras obtém-se de que

LS SRS SRR S
@ 005 005 005 00s

(2.16)

De forma mais geral, as identidades obtidas em [2.14] [2.15] e [2.16| sugerem a seguinte

igualdade envolvendo os comprimentos das cordas OO,,; de uma circunferéncia I',, para
1 <q<2nt

|
d?: Zl 002 (2.17)

Na verdade, essa igualdade se mantém verdadeira para todo niimero natural n e é o

conteudo da proposicao a seguir:

Proposicao 2.3.1

1 gn—1
7 = ; T para todo natural n. (2.18)

Demonstracao. Segue das igualdades [2.14] [2.15| e [2.16| a validade da afirmagcao para os

trés primeiros naturais. Suponha a validade de para um natural n qualquer. Para a

soma envolvendo as cordas OO, 41);, com 1 < ¢ < 2", da circunferéncia I',,;; tem-se

PELENN o (RS S— (219)

_l’_
—_—2
i=1 0041y i=1 "OO0@41i  OO(@mgryiison—1)

Como os pontos O(41)i € Opnq1)(i+2n-1) 520 singulares conjugados segue da Propriedade 3
que o segmento OO,,; ¢ altura do tridngulo retangulo OO, 41);On41)(i+2n-1). Do Teorema,
Inverso de Pitagoras obtém-se

1 1 1

N _ | (2.20)
OO(n+1)i2 OO(n+1)(i+2"*1)2 00,

Combinando [2.18] 2.19] e 2.20] obtém-se

2" 1
>

i-1 OO(n+1)i2 &

onde ¢é véalida para o natural n + 1. Segue do Principio de Indugao Finita que [2.18

é valida para todo ntimero natural n.

Observacao 2.3.1 Finaliza-se esta se¢ao, destacando que a partir da simetria existente
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entre os pontos singulares de uma circunferéncia I';, em relacdo a reta que contém os
centros das circunferéncias vale as sequintes iqualdades para os comprimentos das cordas
00,1,00,, -+ ,00,9n-1 da circunferéncia I',,:

00y, = 00,5
00,2 =00,5m1)
00,3 =00y n-1_9)

OOn2n72 - OOn(2n72+1)

O autor

Figura 2.19: Cordas em I',,

Segue desta observagao que a igualdade [2.18 pode ser reescrita como

. (2.21)

2.3.6 Estimando o comprimento das cordas O0O,,; da circunferéncia
r,.

Segue da Propriedade |1| que o angulo central O,,9n—1 @Onl vale 57=. Como OO0, =

OOy, 2n-1y, 0 angulo central O@nOnl = Oé\nOn(gnﬂ) = 1. Consequentemente, os

angulos centrais
00,0,1,00,0,3, -+ 00,0, -+ , 00,030

medem, respectivamente,

T 37 s (k— 1) T
, st _I_ R 77'(‘ —
27171 anl 27171 2n72 2n71

ver Figura [2.20L Além disso, lembre-se o argumento para calcular o comprimento de

uma corda em funcao de seu angulo central. Na ilustracao da Figura [2.21] tem-se uma
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circunferéncia de raio r centrada em O e os pontos A e B sobre ela definem uma corda

AB de comprimento ¢ com angulo central o e um arco de comprimento s. Assim, tem-se

. c
81116:2— e s=ar
r

0 Oa

O

O autor O autor

Figura 2.20: Cordas OO,,- - ,00,m—  Figura 2.21: Corda ¢ em fungdo do arco s

e dai segue que

Para a corda OO,;, que tem angulo central O@nOnk = (25,%1)72 a igualdade anterior nos

fornece

(2k — 1)m  sin @™

= on—1  'nT (@k—Dnx
2n—2

(2k — 1) d,, sin 7(2;__12)W

on—-1 9  (2k=Dm
2n72

(2k =), sin GT
BT e

(2k — 1)7 | sin (CLad L

- 2 dy (2k—1)7
on—2
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Substituindo essa ultima igualdade em obtém-se

on— 2 2n—2 1 2
) Z ( (2k— 1)7r) . (2'22)
k=1 OO0 k=1 - (k= l)wdls”(l% nz
on—2

Como a igualdade 2.22] vale para todo natural n e usando o fato que

. sinz
lim
z—0 g

L,

obtém-se, ao fazer n tender para o infinito,

LS ()
di k=1 Lk;l)ﬂ dy

que escrito de outro modo significa

1 4 4 4 4

2B P& 9@ meE T weE

Simplificando esta tultima igualdade, obtém-se a validade da seguinte proposicao

Proposicao 2.3.2

w2 1 1 1 1

o ETRTETT

2

Finalmente, para ver que a soma em converge para % faz-se uso da Proposi¢ao
2.3.2 combinada com o seguinte argumento:

1+1+1+1+1+ (1+1+1+1+ >+<1+1+1+1+ )

1222 32 42 52 12 32 22 42 62 82

—W—|—1<1+1+1+1+ )
8 4\12 22 32 42
Segue dai que

3(1+1+1+1+ > 2
4\12 22 32 42

e, por fim, obtém-se

1+1+1+1+ m?
12 922 32 42 6
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Capitulo 3
Proposta de intervencao pedagdgica

Neste capitulo, sera apresentado uma proposta de aplicagdo no Ensino Médio, cujo ob-
jetivo é proporcionar aos estudantes desse nivel de ensino a aprendizagem da matematica,
sobretudo, utilizando ferramentas basicas como a calculadora e a construgao com régua e

compasso, por exemplo. Para isso, sera proposta uma sequéncia de atividades.

A sequéncia didatica proposta esta dividida em trés blocos de atividades. No primeiro
bloco, os estudantes terao a possibilidade de conjecturar que a soma dos inversos dos
quadrados dos naturais é convergente. No segundo bloco, os estudantes serao conduzidos
a estimar o valor da soma dos inversos dos quadrados dos naturais. E no terceiro, pro-

porciona compreender. por meio de construgoes geométricas, que a soma dos inversos dos
2

s
quadrados perfeitos é 5

3.1 Atividade 01

A sequéncia de questoes a seguir, tem o propésito de proporcionar ao estudante con-
jecturar que a soma dos inversos dos quadrados dos nimeros naturais é convergente. De
modo geral, o termo “convergente” ¢é entendido como aquilo que se dirige para um ponto
comum. Tratando-se da soma em questao, significa que existe um numero real tal que
a soma dos inversos dos quadrados dos ntimeros naturais nao o supera, por mais que

adiciona-se termos.

Pergunta: A soma § = + 2 + — + — + -+ é convergente, isto €, existe um

32 42

12
numero real L tal que S < L?

Para responder a questao acima, propoe-se as seguintes atividades:

34



01. Identificar a maior fracdo em cada situacao.

, 1
l.ﬁOU§ ) 1 5 i
L1 1 M550 15
11. —— ou —— 1 1
3~13 2-13 V. — ou ——
iii. — ou — 6-6 6
4-4 3-4
02. C duas frago ! keN b ta teri
. Comparar as duas fragoes e e, com base na questao anterior
p (; ]{;-l{/’ (kj—l)-k’ ) q Y
determinar qual a maior.
. . . 1 1 1
03. Comparar as duas somas a seguir e determinar qual a maior 5.2 + 5.3 + 1.4 +
+ ! ! + ! + ! +---+ !
e - -
k-k 1-2 2.3 3-4 (k—1)-k
04. R d a ! + ! + ! + + ! t L1 +
. Rearrumando a expressao coo———— tem-se | - — =
P 1.272.3"3.4 k—1)- &k 12
1 1 n 1 1 P 1 1 D ;
—— = - — - —— — — |. Dessa forma
2 3 3 4 k-1 k ’
! + ! + ! +-t ! =1 ! (3.1)
1-2 23 3-4 k—1)-k =k ‘

Analisar a equacgao quando k assume valor tao grande quanto se queira.

(O professor, neste momento, poderd direcionar outros questionamentos aos estu-

dantes, com o intuito de orientd-los da resposta desejada)

05. Com base nas respostas das duas questoes anteriores, o que podemos conjecturar?

(O papel do professor, neste instante, é semelhante ao da questiao anterior)

3.2 Atividade 02

Essa sequéncia de questoes tem o objetivo de proporcionar ao estudante estimar o

1 1 1 1
Valordasomaﬁ—{—?%—?—l-ﬁ—l—---.

1 1 1 1
Pergunta: Qual o valor aproximado da soma = + 2 + 3 + = + -7

01. Com o uso de uma calculadora, completar a tabela a seguir.

Al AQ A3 A4 A5 AG A? AS A9 AIO All

1 1 1 1 1 1 1 1 1| 1 1

Representacao decimal
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02. Encontrar o valor da soma A; + As.

03. Encontrar o valor da soma Ay + Ay + Az + Ay + As.

04. Consideramos a soma A; + Ay + -+ + Ay

05. Encontrar o valor da soma do item anterior, acrescida de A4, A5, A1 € A17.
06. Com base nos itens anteriores, responder a questao inicial.

07. Ainda, fazendo uso da calculador e sabendo que o valor de 7 é, aproximadamente,
3,141592654, complete a tabela a seguir.

ay Q2 as Qy a5 Qg ar ag
) 2 2 2 2 2 2 2
T m . m . m - m
2 3 4 5} 6 7 8

Valor

08. Comparando o item 06. com os valores representados na terceira linha da segunda
tabela, relacionar a soma da questao inicial com algum valor (aproximado) exposto

na segunda linha da tabela.

3.3 Atividade 03

A sequéncia de questoes apresentadas nesta se¢ao, tem como objetivo proporcionar
2

. . , T
aos estudantes compreender que a soma dos inversos dos quadrados perfeitos é 5 Essa
atividade deve ser desenvolvida com o auxilio de régua e compasso, bem como, da calcu-
ladora . Para isso, é necessario que o professor ajude-os a desenvolver cada item, passo a

passo, orientando-os.

Pergunta: Qual é a soma dos inversos dos quadrados do niimeros naturais?

1
01. Inicialmente, construir uma circunferéncia I'; de raio igual a — e centro O; e calcular
T

o inverso do seu diametro, como apresentado abaixo.

O autor

Figura 3.1: Construindo circunferéncia I'y
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02. Construir a circunferéncia I's, com o dobro do tamanho de I'y, tangente interna a
esta e denominar por O o ponto de tangéncia. O outro extremo do diametro de I';

que parte de O, é denominado O.

O autor

Figura 3.2: Construindo circunferéncias tangentes

03. Construir a reta tangente a I'; no ponto O, e denominar os pontos de intersec¢ao

desta com I'y por Os; e Oags.

O autor

Figura 3.3: Construindo cordas em I'y

i. Calcular a medida do segmento OOsy; em funcdo do angulo central que o

determina. Calcular, também, a medida do segmento OOaqs.

ii. Calcular a soma dos inversos dos quadrados desses segmentos. Encontrar

possiveis relagoes entre esta soma e o inverso do diametro de I'y.

(Apés owvir as possiveis respostas, o professor fard apresentacio do Inverso do
Teorema de Pitigoras. FE esperado que os estudantes percebam que a soma dos
inversos dos quadrados dos comprimentos dos segmentos OO e OOy € igual ao

inverso do quadrado da medida do diametro de I';.)

04. Tracar a reta que passa por OO, e denominar o ponto de intersec¢ao desta com I'y
por O3 (Ver Figura [3.4)).

05. Construir a circunferéncia I's, centrada em O3 e didmetro com o dobro do tamanho
do didmetro de I'y (Ver Figura [3.4)).
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06.

07.

08.

09.

10.

11.

12.

13.

Tracar a reta que passa por Oz e Oy e denominar os pontos de interseccao com I's
por Os; e Os3 (Ver Figura |3.4]).

Tracar a reta que passa por Oz e Oy e denominar os pontos de interseccao com I's
por O3y € O3y (Ver Figura [3.4).

Construir os tridangulos 0031033, O03,034. Afirmativa: eles sao tridngulos retangulos.
(Neste instante, o professor pode, juntamente, com os estudantes verificar esta afir-

mativa).

O autor

Figura 3.4: Triangulos Inscritos

Observar que os segmentos O0s; e 009, sao alturas dos triangulos 0031033, 0035034,

respectivamente.

Aplicar o Teorema Inverso de Pitagoras nestes tridngulos e fazer a substituicdo dos

resultados no item ii. da questao 03.

Tracar a reta que passa por O0O; e denomine o ponto de interseccao desta com I'3

por Oy.

Construir a circunferéncia I'y, centrada em O, e didmetro com o dobro do tamanho

do didmetro de I's (Ver Figura [3.5)).

Tracar as quatros retas que passam por Oy e Osq, por Oy e Osq, por Oy e O3z e por
04 e O34 e denominar os pontos de intersec¢ao destas com I'y por O4 € Oy, Oy €

Oyg, O3 € Oy47 € Oyy e Oyg, respectivamente.

(Para evitar que a imagem fique sobrecarregada, pode solicitar que os estudantes

omitem (apague) algumas informagaoes.)
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14.

15.

15.

16.

17.

18.

O autor

Figura 3.5: Construindo quatro tridngulos inscrito

Construir os triéngulos 0041045, 00420467 0043047, 0044048‘ Afirmativa: eles sao
tridngulos retangulos (Ver Figura .

Observe que os segmentos 0031, 0035, 0033 e 0034, sdo alturas dos tridngulos
0041045, 0043046, 0043047 € O044045.

Aplicar o Teorema Inverso de Pitagoras nestes tridngulos e substituir os resultados

na equacao da questao 10.

Observar que ha pares de segmentos (cordas) com mesma medida e que a medida que
a circunferéncia é cada vez maior, as cordas se aproximam do tamanho dos arcos
determinados por elas. E mais: os pontos sobre as circunferéncias estao dispostos

obedecendo a sequéncia 1,2,2,2,2,--- independente de qual seja a circunferéncia.

E se continuarmos esse processo a igualdade se mantera? Justificar.
(Neste momento, o professor poderd, por meio de instigagies, levar os estudantes
a perceberem que os catetos dos triangulos inscritos em I, serdo as alturas dos

triangulos inscritos em Iy 1. Isso é fundamental para responder a ultima questao.)

Assim, temos que

4 325 7 1222 32 22 42 62

1 1 1 1 1 1 1 1
2 grptzret)igraratet)]
6<1 1 1 1 )

2 111 1 111 111
T grmrgtir|=2(gratat) - (mrarat
1
1

= (S+s+5+5+

4\12 22 32 42

Dessa forma,

7r2_1+1+1+1+
6 12 22 32 42
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

“A Geometria faz com que possamos adquirir
o hdbito de raciocinar, e esse hdbito pode ser
empregado, entdo, na pesquisa da verdade e
ajudar-nos na vida”.

(Jacques Bernoulli)

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracao do Problema de Basileia,
como ficara conhecido a soma dos inversos dos quadrados dos nimeros naturais, utili-
zando elementos da Geometria Plana, mas, também, mostrar a importancia dos conceitos

geométricos na construcao do conhecimento matematico, sobretudo no ensino basico.

Esse problema caracterizou-se com grande complexidade, sobretudo, nos séculos XVII
e XVIII, quando estudiosos como Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716), John Wallis
(1616-1703) e os mateméticos da familia Bernoulli debrucaram-se, sobre este, com o intuito

de encontrar a solugao e nao obtiveram sucesso.

Revisando a literatura, percebe-se que as resolucoes sao datadas a partir de 1735,
quando Euler realizou a primeira resolucao e, quase sempre, fazem uso de conceitos pu-

ramente algébricos nas demonstracoes.

Sabendo do papel fundamental exercido pela geometria na aprendizagem da ma-
tematica, sobretudo, na escolas de educacao basica e, também, por nao encontrar estudos
desse problema que enfatizem abordagens geométricas, decide-se realizar esse trabalho

utilizando, na demonstragao, conhecimentos béasicos da geometria.

O conhecimento dessa area da Matematica, desde as suas origens na antiguidade,
caracterizou-se como importante e interessante para estudiosos e pensadores. A Geome-

tria, estudada, aplicada e/ou desenvolvida em diversos lugares, tornou-se uma ferramenta
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capaz de desenvolver a capacidade de compreensao, o pensamento acerca da realidade, a

relacdo intrinseca com o espa¢o em que vivemos e o raciocinio.
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