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Abstract

The general goal of this work is to develop a pedagogical proposal for the high
school mathematics teacher to minimize the difficulties of understanding, analysis,
comprehension, and resolutions related to the content of combinatorics. To this end,
bibliographic research was carried out that subsidized the field work to collect the
difficulties presented by undergraduate students of Mathematics about the resolution
of Combinatorial Analysis questions. From this, it was possible to develop a didactic
sequence to minimize these difficulties. The studies showed the deficiencies in the
teaching-learning of Combinatorial Analysis, revealing the need to tread a new path,
at the academic level, for the preparation of future mathematics teachers, to design
improvement courses for those who already teach this subject, and to give among
these professionals the willingness to keep continuous periods of study and research.

Keywords: Pedagogical Proposal; Mathematics; Combinatorial Analysis.



Resumo

O presente trabalho tem como objetivo geral elaborar uma proposta pedagdgica de
ensino para o professor de Matematica do Ensino Médio que minimize as dificulda-
des de entendimento, andlise, compreensao e resolucgoes relacionados ao contetido de
combinatoéria. Para tanto, foi realizada pesquisa bibliografica que subsidiou a ida
a campo para a coleta das dificuldades apresentadas por alunos de graduacao em
Matematica no que diz respeito a resolugao de questoes de Andlise Combinatoéria.
A partir disso, foi possivel desenvolver uma sequéncia didatica para a minimizagao
dessas dificuldades. Os estudos realizados evidenciaram as deficiéncias do ensino-
aprendizagem da Analise Combinatoria, revelando a necessidade de se trilhar um
novo caminho, a nivel académico, para preparacao dos futuros professores de Ma-
tematica, tracar cursos de aperfeicoamento para aqueles que ja regem aulas dessa
disciplina e disseminar entre tais profissionais a disposi¢cao pela manutencao conti-
nuada de periodos de estudos e pesquisas.

Palavras-chave: Proposta Pedagdgica; Matematica; Andalise Combinatoria.
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INTRODUCAO

A Matemaética guarda na sua histéria uma trajetoria responsével e imprescin-
divel na evolugao humana. Sempre atual, é uma ciéncia de grande importancia
para a sociedade, para a formacao cognitiva e humana do individuo. Apresenta-se
na educagao basica, desde a educagao infantil até o ensino médio, como uma area
de conhecimento de grande relevancia, capaz de desenvolver nos estudantes com-
peténcias e habilidades para a formacao de cidadaos atuantes, argumentativos e
socialmente competentes.

No processo de ensino e aprendizagem da Matematica, entre muitos atores, dois
sao principais: o educando e o educador. Nessa perspectiva, ensinar e aprender
Matemaética dependem do conhecimento técnico, da habilidade e metodologias do
professor, assim como, do desejo, dedicacao e desenvolvimento do educando. En-
tretanto, dentre todos os conteudos necessarios para o alcance das competéncias
e habilidades elencadas na BNCC (Base Nacional Comum Curricular) e ratificadas
com a implementagao do Novo Ensino Médio, nenhum é tao discutido entre os pares,
pela sua dificuldade, para o docente e para o discente, quanto o ensino da Anaélise
Combinatoria.

Nesse contexto, a Analise Combinatoria envolve raciocinio importante e repre-
senta um campo de imensas potencialidades, como analisar, investigar, refletir, pon-
derar hipéteses, testar, argumentar, generalizar e validar. A vivéncia como profes-
sora de ensino médio, permitiu a pesquisadora ouvir relatos de colegas acerca da
dificuldade de abordar esse conteuido. Percebeu-se que é uma atitude comum entre
os profissionais deixar o conteiido de combinatéria como ultimo no planejamento
do ano letivo, na esperanca que o mesmo nao possa ser estudado pela auséncia de
tempo.

Esse cendrio motivou os estudos a respeito desse tema, gerando a questao nor-
teadora da pesquisa: Como minimizar as dificuldades de compreensao, andlise e
resolucoes de questoes relacionadas a analise combinatéria? Determinou-se como
objetivo geral elaborar uma proposta pedagdgica de ensino para o professor de Ma-
tematica do Ensino Médio que minimize as dificuldades de entendimento, andlise,
compreensao e resolucoes relacionados ao conteido de combinatéria. Como obje-
tivos especificos, tem-se: apresentar as defini¢coes dos principios, bem como suas
estratégias que envolvem as resolugoes dos problemas de contagem; identificar quais



os fatores que contribuem para essa situacao; desenvolver uma proposta pedagogica
que minimize as dificuldades no ensino-aprendizagem da anélise combinatoria.

O estudo aqui desenvolvido justifica-se devido a existéncia de dificuldades enfren-
tadas pelos alunos e por professores no ensino-aprendizagem da Analise Combinato-
ria no que diz respeito a distingao dos tipos de agrupamentos, seja arranjo simples
ou com repeti¢ao, permutagao, combinagao. Nesse sentido, Morgado et al. (1991,
p.1) afirmam que: “De maneira mais geral podemos dizer que a Anélise Combina-
toria é a parte da Matematica que analisa estruturas e relacoes discretas.”. Ainda
nessa perspectiva, os PCN+ (BRASIL, 2002) afirmam que o raciocinio combinatorio
¢ uma forma de pensamento matematico que decide sobre a forma mais adequada
de organizar nimeros ou informagoes para possibilitar a contagem de casos possi-
veis. Sendo assim, professores nao devem estar presos as expressoes matematicas de
determinados agrupamentos dos problemas de contagem. Até porque o que fica evi-
dente é que o excesso de formalismo nao contribui significativamente para o ensino
e para a real aprendizagem.

E fato que as experiéncias vividas e testemunhadas sao indicadores que norteiam
esse trabalho. A falta de compreensao do que realmente estd sendo contado nos
problemas de combinatéria, assim como, a aplicagao direta de férmulas prontas, em
problemas padronizados, parecem ser fatores decisivos para a nao eficiéncia nos pro-
cessos de ensino e aprendizagem da Anélise Combinatéria. Com o objetivo de tornar
mais claro e tangivel esse contetiido, serao abordados problemas de diferentes niveis
de complexidade, tratando-os de forma investigativa, reflexiva, passivel de testes e
quando possivel generalizacao. Entende-se que a generalizacao é uma possibilidade
da resolucao do problema por meio da aplicacao direta de alguma férmula.

Ainda é importante relatar que o conteido de Anélise Combinatéria deve ser tra-
balhado desde o fundamental, séries finais, até as séries do Ensino Médio, de acordo
com o que ¢ estabelecido pela BNCC. E que todas essas dificuldades se acentuaram
ainda mais no periodo pandémico, o qual ainda ¢é vivenciado. A necessidade da uti-
lizagdo de um ensino remoto tornou ainda mais complexa a tarefa de desenvolver as
competéncias e habilidades da area de Matematica e, em especial, as concernentes
ao ensino de Andlise Combinatéria. Professores e alunos tiveram que desenvolver
um patamar de autonomia na aprendizagem nunca exigido.

Nessa perspectiva, no primeiro capitulo desta dissertacao, sera feita uma aborda-
gem sobre os problemas de contagem, fundamentando o entendimento e a resolucao
deles, primordialmente, nos Principios: Aditivo e Multiplicativo, este, ultimo, tam-
bém tratado como Principio Fundamental da Contagem e o Principio da Inclusao
e Exclusao. Vale ressaltar que a abordagem que aqui serd dada a Anélise Com-
binatéria nao abandonara o rigor matematico, mas tera como objetivo facilitar o
entendimento, a compreensao e apreensao desse conteudo pelo professor, de maneira
que proporcione tranquilidade e atrativos na ministragao de suas aulas e, consequen-
temente, melhor aprendizagem dos educandos. Nesse sentido, de acordo com Sturm
(1999, p.3), “o ensino de Anélise Combinatéria deve se dar através de situagoes



problemas”.

No Capitulo 2, serao abordados os tipos de agrupamentos estudados na educacao
basica da Anélise Combinatéria. Pautando a apresentacao, definicao e entendimen-
tos das caracteristicas dos agrupamentos por meio da resolucao de problemas. Nesse
capitulo, serao apresentadas as estratégias de resolucao dos problemas de contagem,
utilizando, primordialmente, os Principios relatados no Capitulo 1.

O Capitulo 3 apresenta e analisa os questiondrios aplicados com alunos do 72 e do
82 semestre, da graduacao de Matemadtica de uma Universidade baiana. A proposta
inicial era aplicagdo de um questionario também com professores do Ensino Médio
da rede estadual, entretanto, as tentativas de aplicagao nao foram exitosas, por falta
de adesao deles. O questionario foi elaborado e aplicado com o propdésito de detectar
as principais complicagbes no ensinar e no aprender a Analise Combinatoria.

Por fim, no Capitulo 4, sera apresentada uma proposta de sequéncia didatica,
para ser executada no Ensino Médio. Nela sera assumida a real tentativa de ser
apresentada muito mais que um conglomerado de situagoes problemas para serem
resolvidas. Trata-se, portanto, de uma orientacao clara e pratica para o alcance da
autonomia do educador e do educando no ensino-aprendizagem da Andlise Combi-
natoéria, além de ser uma sequéncia atrativa, na qual o estudante é atuante em todo
o processo. Dessa maneira, ¢ uma preocupacao procedente que a sequéncia didatica
utilize matérias acessiveis a fim de torna-la o mais aplicavel e efetiva na realidade
da sala de aula da educacao basica.



Capitulo 1

PRINCIPIOS PARA RESOLUCOES
DOS PROBLEMAS DE CONTAGEM

Neste capitulo, serao apresentadas algumas defini¢goes importantes para o enten-
dimento das resolugoes dos problemas de contagem, o Principio Aditivo, o Principio
Multiplicativo (Principio Fundamental da Contagem) e o Principio da Inclusao e
Exclusao (P.ILE.), por meio da teoria dos conjuntos. No entanto, como o propdsito
é facilitar o entendimento e a resolucao dos problemas de contagem, cada definicao
estard relacionada a pelo menos um problema.

1.1 PRINCIPIO ADITIVO

Enuncia-se de modo bem simples o Principio Aditivo:

Defini¢ao 1.1.1. Se dois conjuntos disjuntos, A e B, (An B =®), possuem, respec-
tivamente, p e q elementos, entao AU B possui p+ q elementos.

Observa-se nos exemplos que seguem como o Principio Aditivo é aplicado em
problemas de contagem.

Exemplo 1.1.1. Num evento da universidade o participante podia escolher, num
turno, uma palestra ou um minicurso. Sabendo que havia 4 palestras e 5 mini-
cursos disponiveis e que o participante so pode assistir a um, quantas sao escolhas
distintas que o participante pode fazer?

Nota-se que inicialmente a escolha pode ser feita por uma palestra ou um mini-
curso. E como se tivéssemos dois conjuntos disjuntos:

A = {x|x é uma palestra} = { P, Py, P3, P}
B = {yly é um minicurso} = {M;, My, M3, My, M5}
Dali,



AU B = {z|r é uma palestra ou um minicurso} = { Py, P, Py, Py, My, My, M3, My, M5}
n(AuB)=n(A)+n(B)=4+5=9

Tem-se, entao que o participante pode ter 9 escolhas diferentes. E importante
que fique clara a relacao entre o conectivo “ou” com o Principio Aditivo. Parece
uma informagao insignificante, mas diferenciar o principio de que melhor se aplica
de acordo com o conectivo que ¢é utilizado no problema é uma estratégia importante
na interpretagao dos problemas.

Exemplo 1.1.2. Numa lanchonete hd 7 tipos de sanduiche e 4 tipos de salgados.
Sabendo que uma cliente sé pode comprar um sanduiche ou um salgado, de quantos
modos diferentes essa cliente pode comprar seu lanche?

Tem-se nesse exemplo situacao semelhante do Exemplo 1.1.1. E necessario esco-
lher entre os 7 sanduiches ou os 4 salgados, logo:

D = {z|z é uma sanduiche} = {S1, S5, S3, Sy, S5, S¢, S7}
E = {w|w é um salgado} = {G1,G2,G3,G4}
Dali,

D u E = {z|]z é6 uma sanduiche ou um salgado} = {54, Ss, S3, 54, S5, Sg, S7, G1, Ga, G3, G4}
n(DuE)=n(D)+n(E)=7T+4=11
Nesse exemplo a cliente pode fazer sua escolha de 11 modos diferentes.

Exemplo 1.1.3. Considere 3 vogais distintas e 5 consoantes, também distintas. De
quantos modos podemos escolher uma letra entre essas vogais e essas consoantes?

E perceptivel que nesse exemplo esta implicito o uso do Principio Aditivo, pois,
resumidamente, é necessario escolher entre as 3 vogais ou entre as 5 consoantes.
Sendo assim, o numero de modos de escolher uma letra entre as dadas é 8, pois:

possibilidades de escolha de uma vogal ou de escolha de uma consoante
3+5=8
O Principio Aditivo pode ser estendido:

Definicao 1.1.2. Se Ai,A5,As,... A, sao conjuntos disjuntos 2 a 2, e se o conjunto
A; possui a; elementos, entdo a uniao Ul A; possui Y1 a; elementos.

1.2 PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

Tomando como referéncia a linguagem dos conjuntos, define-se, inicialmente o
Principio Multiplicativo:



Definicao 1.2.1. Se A ¢ um conjunto com p elementos e B € um conjunto com q
elementos, entao o conjunto AX B (A cartesiano B) formado pelos pares ordenados
(a,b), tais que a€ A e be B, tem cardinalidade p-q.

Sera utilizado para representar a cardinalidade de um conjunto, o simbolo #.

Acompanhem agora a utilizacdo do Principio Multiplicativo na resolucao de al-
guns problemas. Vale ressaltar que os problemas que seguem sao, propositalmente,
semelhantes aos exemplos utilizados na segao 1.1.

[P

Observem com atencao a mudanca do conectivo “ou” para o conectivo “e”, e a
importancia dessa mudanca na interpretagao do problema.

Exemplo 1.2.1. Num evento da universidade o participante deve escolher, num
turno, uma palestra e um minicurso. Sabendo que havia 4 palestras e 5 minicursos
disponiveis e que os hordrios das palestras eram na primeira parte do turno e os
hordrios dos minicursos na sequnda parte do turno, de quantos modos pode ser feita
essa programagao?

Nesse caso para se fazer a programacao solicitada é necessario escolher uma
palestra e um minicurso, esta ordem serd fixa, visto que ha uma restricao de horarios,
dentro do turno. Pode-se, entao, utilizar o Principio Multiplicativo na linguagem de
conjuntos:

A = {x|x é uma palestra} = { P, Py, P3, P}
B ={yly é um minicurso} = {M;, My, M3, My, M5}
Dali,

AXB ={(x,y)[x é uma palestra e y é um minicurso} =

(P, M), (Py, M), (P, M), (Pr, My), (}31,M5), (Py, M), ..., (Py, My), (Py, M), }
#(AXB)=4-5=20

Assim, tem-se que o numero de programacoes distintas que podem ser realizadas
por um participante deste evento, no referido turno, é dado por 20. Atencao, mais
uma vez, que para este problema foi feita uma escolha “e” outra escolha, relacionando
o conectivo “e” ao produto do ntmero de possibilidades.

O Principio Multiplicativo serd de grande valia na resolucao de problemas de
contagem, por esse motivo, é necessario e pertinente, ja enunciarmos o mesmo,
adaptado aos problemas de contagem, mas, ainda de maneira clara e que corrobora
com a linguagem dos conjuntos.

Definicao 1.2.2. Se uma escolha A pode ocorrer de m maneiras distintas e, se, para
cada umas dessas m maneiras possiveis de A ocorrer, uma outra escolha B pode
ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o numero de maneiras de ocorrer a escolha
A sequida da escolha B € dada por m-n.



Retornando ao Exemplo 1.2.1, deve-se escolher uma palestra seguida da escolha
de um minicurso. Nesse caso, existem 4 modos de escolher a palestra e 5 modos de
escolher o minicurso, logo:

maneiras de escolher uma palestra - maneiras de escolher um minicurso
=4-5=20

E primordial que seja constatada a relagao entre o conectivo “e” e o Principio
Multiplicativo. Além disso, é importante destacar que se tomou como referéncia a
escolha A seguida da escolha B, visto que a definicao est4 em consonancia com o
que foi definido para AX B. Pode-se questionar, mas, se fosse a escolha B seguida
da escolha A? Seria encontrado o mesmo nimero de modos. Mas, se a ordem nesse
caso resultasse em uma nova programacao, seria necessario descrever também, pois,
seriam novas possibilidades de programacoes. Mais adiante esse tema, sera abordado
de forma mais profunda, seguem os exemplos.

Exemplo 1.2.2. Numa lanchonete ha 7 tipos de sanduiche e 4 tipos de salgados.
Sabendo que uma cliente vai comprar um sanduiche e um salgado, de quantos modos
diferentes essa cliente pode comprar seu lanche?

Mais uma vez o exemplo é semelhante ao j& utilizado para o Principio Aditivo.
Porém, neste, o cliente escolherd um sanduiche e um salgado, logo, existe claramente
[l

a relagao entre as escolhas feita pelo conectivo “e”, que evidéncia, pelas definigoes ja
apresentadas e exemplificadas, a utilizacao do Principio Multiplicativo. Logo:

maneiras de escolher um sanduiche - maneiras de escolher um salgado
=7-4=28

Exemplo 1.2.3. Considere 3 vogais distintas e 5 consoantes, também distintas. De
quantos modos podemos formar um anagrama com duas letras distintas, dentre as
disponiveis? E quantos sao os anagramas com trés letras distintas sendo 1 vogal e
2 consoantes?

Neste exemplo, aparentemente simples, que de fato dependera apenas dos prin-
cipios ja enunciados, atencao para diferentes resolugoes.

1? Resolugao: Como formar um anagrama com 2 letras distintas, tem que esco-
lher a 12 letra e escolher a 2% letra. De acordo com o enunciado, todas as vogais sao
distintas e todas as consoantes também, tem-se um total de 8 letras que podem ser es-
colhidas, lembrando que apds escolher a primeira letra, esta nao podera mais ser esco-
lhida. Suponha que se tenha as seguintes letras disponiveis: {A, E,I, B,C, D, F,G}.
E necessério observar que nessa situagao é contabilizado como anagramas diferen-
tes as seguintes escolhas, por exemplo: AE e FA, pois a mudanca de ordem dos
elementos gera um agrupamento (anagrama) diferente.

maneiras de escolher a 1% letra - maneiras de escolher a 2% letra

=8-7=56



Contabilizando um total de 56 anagramas possiveis.

22 Resolugao: Utilizando V' para representar uma vogal e C' para representar
uma consoante, podemos separar em casos. Os anagramas podem ser da seguinte
forma:

VeV ou CeC ou VeC ou CeV

Nota-se que as letras sao distintas, entao uma vogal escolhida nao pode ser
novamente escolhida. O mesmo ocorre no caso de consoante e consoante, em que se
porta o conectivo “e” utilizamos o Principio Multiplicativo e no caso do conectivo
“ou” utilizamos o Principio Aditivo. Dai:

3:2+5-4+3-5+5-3=6+20+15+15=56

Esse exemplo é importante, pois apresenta de forma clara, quando o problema
pode ser feito de um modo geral ou separado em casos. Dependendo da restricao
dada, alguns problemas devem ser separados em casos, é o que ocorre na segunda
pergunta.

No segundo questionamento, é preciso determinar o nimero de anagramas com
3 letras distintas sendo que sao 2 consoantes e 1 vogal. O problema consiste em
escolher uma vogal entre as 3 possiveis e escolher 2 consoantes entre as 5 possiveis,
mas, nesse caso, a posicao de ser vogal ou consoante altera o anagrama. Para
entender melhor, suponha que as letras sejam {A, E, I, B,C, D, F,G}, o anagrama
ABF é diferente do anagrama BAF', mesmo utilizando as mesmas letras, a mudanca
de ordem da origem a um novo agrupamento. Desse modo, ¢ interessante separar
em casos:

VeCeC ou CeVelC ou CeCeV
3-5-4+5-3-4+5-4-3=60+60+60=180

Nesse caso, pode ser formado 180 anagramas com a restricao solicitada. Esta
¢ mais uma resolugao que a estratégia de dividir o problema em casos e utilizar o
Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo ao mesmo tempo é eficiente e segura.
O mesmo ocorrerd em problemas com mais restricoes e consequentemente maior
complexidade.

Exemplo 1.2.4. Um professor mostrou a um de seus alunos & livros diferentes de
matemadtica, 6 livros diferentes de fisica e 8 livros distintos de quimica. E pediu
que ele escolhesse: a) 2 livros quaisquer; b) 2 livros de componentes curriculares
diferentes. De quantos modos o aluno pode fazer as escolhas?

Para encontrar as solugoes, ¢ preciso notar que as solicitagoes feitas nas letras
a) e b) sao diferentes, pois na letra b) tem a restricio de que os livros sejam de
componentes curriculares diferentes. Na resolugao da letra a) o aluno precisa escolher
um livro e escolher outro livro. De modo andlogo ao feito na 12 resolugao do Exemplo



1.2.3, pode-se considerar que se tem 19 livros, distintos, que podem ser escolhidos,
desse modo:

maneiras de escolher o 12 livro e maneiras de escolher o 22 livro

19-18 = 342

Mas, esse modo de resolucao nao se aplica para este exemplo, é necessario ob-
servar se nao esta sendo contabilizado uma mesma escolha mais de uma vez, para
dirimir essa duvida, basta fazer uma escolha e analisar se a alteracao da ordem de
escolha altera a opgao. Por exemplo:

escolher o livro 1 de Matemdtica e escolher o livro 2 de Quimica seria o mesmo que
escolher o livro 2 de Quimica e escolher o livro 1 de Matemdtica.

Logo, nao sao 342 modos de escolher dois livros quaisquer entre os livros listados.
Esse problema reafirma a necessidade de testar os agrupamentos e observar se a
mudanca de ordem gera ou nao um novo agrupamento. Assim como no Exemplo
1.2.3, consegue-se resolver a letra a) estabelecendo as possibilidades de escolha dos
dois livros. Considere M como escolha a de um livro de matematica; F' como a
escolha de um livro de fisica; e, () como a escolha de um livro de quimica e que nos
casos das escolhas dos livros da mesma disciplina esta sendo contabilizada a ordem
de escolha dos livros, ou seja, a escolha M; e M, (livro de matematica 1 e livro de
matematica 2) é diferente da escolha M, e M;. Dai:

MeM ou MeF ou Me@ ou FeFou FeQou Qe

5-4 6-5 8-7
+5-6+5-8+ +6-8+
2 2 2
— — —

é dividido por 2 é dividido por 2 é dividido por 2
para nao para nao para nao
contabilizar uma mesma contabilizar uma mesma contabilizar uma mesma
escolha duas vezes escolha duas vezes escolha duas vezes

=10+30+40+15+48+28 =171

Desse modo, temos 171 modos distintos de escolher dois livros quaisquer entre
os listados.

Na resolugao da letra a) ja evidenciamos o que foi solicitado na letra b), determi-
nar de quantos modos o aluno pode escolher dois livros de componentes curriculares
diferentes. Ainda considerando M como escolha de um livro de matematica; F' como
escolha de um livro de fisica; e, () como escolha de um livro de quimica, serviria
para a reposta os seguintes casos:

MeF ou MeQ ou Fe(Q



5:6+5-8+6-8=30+40+48 =118

O aluno pode escolher dois livros, sendo de componentes curriculares diferentes
de 118 modos.

Exemplo 1.2.5. Quantos sao os niumeros que podemos formar utilizando todos os
algarismos: 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 57

Note que para resolver esse problema de contagem teriamos que fazer 9 escolhas:
o algarismo da casa das unidades, os algarismos a casa das dezenas, o algarismo
da casa das centenas e assim sucessivamente, até utilizar os 9 algarismos, mas,
observe que a simples utilizagao do Principio Multiplicativo nos faria contabilizar
um mesmo numero mais de uma vez. Caso nao tenha conseguido entender observe:
Os algarismos dados sao: 1, I, 1, 1, | 1, 2, 3, 5 (os 1’s foram diferenciados pela
cor, para percebemos melhor que a troca de um por outro ndo muda o nimero).
Possibilidade 1 de nimero: 1111 1235. Possibilidade 2 de ntimero: 11 111235.

Note que houve uma troca de 1’s na posicao dezena de milhar e unidade de
milhao, mas, o nimero formado é o mesmo. Para resolver esse problema precisamos
observar que o que altera o niimero escolhido é a posicao ocupada pelos algarismos
2, 3 e 5 entre os 1’s. Como temos que usar todos os algarismos colocaremos os 1’s e
destacaremos os espagos que os algarismos 2, 3 e 5 podem ocupar:

T T T A B

Suponhamos que vamos escolher primeiro o espago para o algarismo 2, temos 7
possibilidades, escolhendo uma delas, teriamos:

1211111

Observe que ao escolhermos o espaco para o primeiro algarismo teremos um
espaco a mais para a escolha do espaco do segundo algarismo. Suponhamos a escolha
do espaco para o algarismo 3:

121311112

De modo anélogo, ganhamos mais um espago para escolher a posi¢ao do terceiro
algarismo, desse modo, o total de niimeros pode ser determinando por:

escolher o espaco para o 2 e escolher para o 3 e escolher o espago para o 5

7-8-9=2504
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Sendo assim é possivel escrever 504 numeros diferentes, utilizando todos os al-
garismos fornecidos.

Assim como ocorreu com o Principio Aditivo que foi possivel estender a definicao,
também podemos estender o Principio Multiplicativo.

Definicao 1.2.3. Se o conjunto A; tem cardinalidade m; para i = 1,2,3,....,n, en-
tao o produto cartesiano A1 X Ao X AsX-- XA, = {(a1,az,as,...,a,)|a; € A;, para
i=1,2,....,n} tem cardinalidade my -msy-mg- - -my,.

Estendendo a defini¢ao e utilizando uma linguagem mais conveniente para os
problemas de contagem temos:

Definigao 1.2.4. Se uma escolha A; pode ocorrer de m; maneiras diferentes, para
1=1,2,3,...,n, entao essas n escolhas podem ocorrer, em sucessao, de mq-mo- -+ <My,
maneiras diferentes.

Para solidificar o entendimento e aplicagao dos Principios Aditivo e Multipli-
cativo apresentados na resolucao de problemas de combinatoria, fagcamos mais um
exemplo, mas, nao esquecam, precisamos estar atentos as condi¢oes dadas na situa-
¢ao e ao que esta sendo solicitado.

Exemplo 1.2.6. Em um grupo tem-se 10 mogas e 8 rapazes, onde 5 deles (3 mogas
e 2 rapazes) sao irmaos e os restantes nao possuem parentesco. Quantos sio os
casamentos possiveis entre mocas e rapazes desse grupo?

Para resolver esse problema de contagem devemos estar atentos ao fato de irmaos
nao poder se casar, entao, vamos separar as escolhas em casos. O casamento podera
ocorrer entre as mocas que sao irmas e entre os rapazes nao irmaos ou entre as mocas
nao irmas e os rapazes, para facilitar usaremos as notagoes:

e M - maneiras de escolher wma moca que tem irmao

o M - maneiras de escolher wma moca que ndo tem irmao
e H - maneiras de escolher um rapaz que tem irma

o I - maneiras de escolher um rapaz que ndo tem irma
Dai temos:

MeH ou Me(H + H)

3-6+7-8=18+56="74

E possivel a realizacao de 74 casamentos entre mogas e rapazes.
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1.3 PRINCIPIO DA INCLUSAO E EXCLUSAO (PIE)

O PIE nos apresenta a possibilidade de obtermos o nimero total de elementos na
uniao de um nimero finito de conjuntos, determinar a cardinalidade da uniao de dois
ou mais conjuntos. Nesse contexto, serd apresentada e aplicada a relagao matematica
que o representa. E salutar que o Principio da Inclusao e da Exclusao, na pratica,
evita contabilizar um agrupamento mais de uma vez, ou seja repetidamente, é por
meio dele, também, que alguns problemas de contagem que podem ser resolvidos na
analise de muitos casos o que pode tornar a resolucao confusa e extensa pode ser
simplificada pela exclusao dos casos desfavoraveis, ou seja, pela exclusao do total
de casos possiveis, daqueles que nao sao solicitados no problema. Vejamos, entao o
PIE.

O nﬁmero de e].ementos na uniao de n conjuntos ﬁnitOS Al AQ A An é dado
) y L1135 eeey
por:

n(AjuAyu...UA,) =
=Y n(4) - Yicicj<n n(A;nAj) + Di<icj<ken n(A;nAjnAg) +-+ (1.1)
+(-1)"n(A1nAyn...nA,)

Como destacamos um dos objetivos deste trabalho é sabermos de que forma o
PIE se aplica na resolucao de problemas de contagem. Para tanto, analisaremos
mais alguns exemplos que esclarecem sua aplicacao.

Exemplo 1.3.1. Quantos sao os anagramas da palavra FELIZ, que possui a letra Z
na primeira posicao ou letra E na sequnda posicao?

A resolucao deste problema pode ocorrer com o auxilio do PIE, tomemos os
seguintes conjuntos:

e A — O conjunto dos anagramas que possuem a letra Z na 1* posigdo.

Pelo Principio Multiplicativo podemos fixar o Z na primeira posicao e escolher
as letras para as 4 posicoes restantes, ou seja,

escolher a 2% letra e escolher a 3% letra e escolher a 4* letra e escolher a 5* letra

4.3-2-1=24

Logo n(A) = 24.
e B — O conjunto dos anagramas que possuem a letra E na 2% posicao.

Analogamente ao fixar o E na 22 posicao temos a mesma situacao do conjunto
A, donde concluimos que n(B) = 24.
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e AnB - Eo conjunto dos anagramas que possuem ao mesmo tempo, a letra
Z na 1* posicao e a letra E na 2* posicao. Teriamos desse modo duas letras
fizxas e 3 letras para serem escolhidas para as trés posicoes restantes. Pelo
Principio Multiplicativo podemos afirmar que teriamos 3-2-1 =6 anagramas
nesse conjunto.

Desse modo, n(An B) =6.

n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)
n(AUB)=24+24-6 =42

Exemplo 1.3.2. Com relacao aos anagramas da palavra IMPORTUNAS quantos
modos podemos escolher um anagrama que nao termine com a letra A?

Nesse exemplo podemos determinar o total de anagramas e excluir aqueles que
terminam com a letra A. Para formar um anagrama precisamos escolher as letras
que ocupam cada posicao e nesse caso nao temos leras repetidas. Entao o total de
anagramas pelo Principio Multiplicativo é dado pelo produto do niimero de possibi-
lidades da escolha de uma letra em cada posi¢ao. Ou seja:

maneiras de escolher a 12 letra = 10
maneiras de escolher a 22 letra =9
maneiras de escolher a 32 letra = 8

maneiras de escolher a 92 letra = 2
maneiras de escolher a 102 letra =1

O total de anagramas é dado por: 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1.

Vamos retirar desse total aqueles anagramas que tém a letra A fixa na décima
posicao, desse modo temos apenas 9 escolhas para serem feitas, da 12 letra até a 92
letra. Logo, o nimero de anagramas que terminam com a letra A pode obtido pelo
produto: 9-8-7-6-5-4-3-2-1.

Pelo PIE, o nimero de anagramas que nao terminam com a letra A é:

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1-9-8-7-6-5-4-3-2-1=
= 3.628.800 - 362.880 =
3.265.920

Caso nao fosse utilizado o PIE neste problema poderiamos comegar a escolha
pela restri¢ao, ou seja, escolhendo a letra que ocuparia a 10? posi¢ao. Observe:
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maneiras de escolher a 10? letra = 9(excluindo a letra A)
maneiras de escolher a 12 letra = 9((excluindo a 10? letra e incluindo A))
maneiras de escolher a 2? letra = 8

maneiras de escolher a 82 letra = 2
maneiras de escolher a 92 letra = 1

Determinando 9-9-8-7-6-5-4-3-2-1 =3.265.920.

O Exemplo 1.3.3 pode ser denominado como um classico na educagao bésica,
além de tornar-se mais simples quando utilizado o PIE, exige que tenhamos atengao
na formagao dos agrupamentos.

Exemplo 1.3.3. Dez pessoas, entre elas Gilberto e Laura, pretendem formar uma
comissao com quatro membros escolhidos entre os dez. Quantas comissoes sao pos-
stveis se Gilberto e Laura podem ou mao comparecer, mas nunca juntos na mesma
comissao?

Primeiro vamos observar qual a restricao dada, ou seja, qual o tipo de comissao
que serviria e o tipo de comissao que nao serviria. Seja L a notagao para a presenca
de Laura na comissao e L para a auséncia de Laura e G, para a presenca de Gilberto
e G para a auséncia de Gilberto na comissdo. Terfamos os seguintes casos:

e Comissoes que servem:
L eG e mais 3 PESSOAs OU L e G e mais 3 pessoas ou 4 pessoas LeG
e Comissoes que nao servem:
L e G e mais 2 pessoas

Notem que se determinamos o total de comissoes possiveis e excluir desse total
aquelas que nao servem, restara todas as que servem para o problema. E desse
modo fariamos apenas dois casos de comissoes. Por outro lado, podemos determinar
os 3 casos de comissoes que servem. Para esse problema a diferenca de resolucgao
e demanda de calculo parece sutil, mas, em outras situagoes o procedimento da
exclusao simplifica significativamente a solucao.

12 Resolugao: Vamos resolver primeiro utilizando a estratégia da exclusio, para
tanto vamos determinar o total de comissoes possiveis sem nenhuma restrigao. Pre-
cisamos escolher 4 pessoas entre as 10 disponiveis. Pelo Principio Multiplicativo
terfamos:

modos de escolher a 1? pessoa - modos de escolher a 2% pessoa - -+
‘modos de escolher a 4* =10-9-8-7 = 5040

Mas, assim como no exemplo 1.2.4, nesse produto estamos contabilizando um
mesmo agrupamento repetidamente. Para o melhor entendimento, suponhamos que
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o grupo de pessoas é dado por: Py, P, P3, Py, Ps, Ps, P;, Py, L e GG, escolhidas aleato-
riamente as pessoas na seguinte ordem: P;, Py, Py e P5 estamos contabilizando que
se essas mesmas pessoas fossem escolhidas em outra ordem, por exemplo, Py, Ps, Py e
P; seria um outro agrupamento, outra comissao, o que nao € veridico. Sendo assim,
para cada comissao escolhida estamos contabilizando-a 24 vezes, que o nimero de
modos que podemos organizar essa comissao com 4 pessoas.

Para nao contabilizarmos um mesmo agrupamento essas 24 vezes, vamos pegar
o valor encontrado utilizando o Principio Multiplicativo e dividir por 24, assim,
encontraremos o total de comissoes, sem restrigoes, possiveis:

5040

Total de comissoes = —— =210
24

Agora vamos determinar o caso de comissoes que nao serve:
L e G e mais 2 pessoas

Como Laura e Gilberto estao fixos, serao escolhidas 2 pessoas entre as 8 disponi-
veis. Vamos utilizar o Principio Multiplicativo e assim como fizemos no calculo do
total de comissoes vamos descontar os agrupamentos que contamos repetidamente.

modos de escolher a 1? pessoa - modos de escolher a 2% pessoa = 8-7 = 56

Como cada agrupamento de 2 pessoas sera repetido 2 vezes, dividiremos o total
por este valor. Dai temos:

Comissoes L e G e mais 2 pessoas = o 28
Logo o numero de comissoes que nao tém Laura e Gilberto juntos é dada por:
210 - 28 = 182.

22 Resolucao: Para a segunda resolucao vamos determinar o niimero de comissoes
dos 3 casos das comissoes que servem.

L eG e mais 3 pessoas ou L eG e mais 3 pessoas ou 4 pessoas LeG

O célculo do niimero de comissoes de cada caso acima serd feito de modo anédlogo
ao feito nas comissoes da 1% Resolucao. O cédlculo do nimero de comissoes do caso
L e G e mais 3 pessoas é dado por:

8-7-6
-

26

Pois, nesse agrupamento temos Laura fixa e precisam ser escolhidas 3 pessoas
entre as 8 pessoas disponiveis (8 disponiveis, pois Laura ja estd fixa e Gilberto nao
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pode ser escolhido) e o agrupamento pelo Principio Multiplicativo é contabilizado 6
vezes.

Analogamente também temos 56 comissoes do caso L e G e mais 3 pessoas

As comissoes do caso 4 pessoas L e (G serd feita pela escolha de 4 pessoas dentre
as 8 disponiveis, visto que esta sendo excluido a participacao de Laura e Gilberto,
nesse caso, cada agrupamento escolhido serd contabilizado 24 vezes. Dai temos:

8:7-6-5 1680
2 24

70

Desse modo, concluimos:

L e G ¢ mais 3 pessoas ou L e G emais 3 pessoas ou 4 pessoas LeG
56 +56 + 70 = 182

Como na 12 resolucao, é possivel formar 182 comissoes sem a presenca de Laura
e Gilberto ao mesmo tempo.

Neste capitulo buscamos evidenciar que os principais problemas de contagem
trabalhados na educacao basica podem ser analisados e solucionados sem a aplica-
¢ao de nenhumas das conhecidas formulas de combinatéria. O Principio Aditivo, o
Principio Multiplicativo e o Principio da Inclusao e Exclusao, aliados a uma interpre-
tagao reflexiva, a testagem de possibilidades, a verificacao da importancia da ordem
de disposicao dos elementos sao os aspectos indispensaveis para o entendimento e
o desenvolvimento das solucoes dos problemas de contagem. Ressaltando que esse
processo privilegia o desdobramento de competéncias e habilidades importantes para
a educagao basica.

Entretanto, nao é simples apagar e ou esquecer o estudo da Anélise Combinatéria
por meio da identificacao dos agrupamentos e da aplicacao das férmulas, nem seria
esse um caminho coerente, afinal, o estudo de padroes e as generalizagoes sao im-
periosos no estudo da Matematica. Além disso, existe uma inclinagao explicita nos
livros didaticos pelo estudo da Analise Combinatéria por meio dos agrupamentos
e da aplicacao de formulas, fato que permeia a pratica pedagogica e de estudo dos
professores. Consequentemente é inevitavel reservar um capitulo para tratar dos ar-
ranjos, combinacoes e permutacoes, objetivando relacionar o uso das formulas a uma
escolha e nao a uma obrigatoriedade, continuara sendo prioridade a demonstragao
da utilizacao dos principios ja citados na resolucao dos problemas.
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Capitulo 2

TIPOS DE AGRUPAMENTOS

A Analise Combinatéria é o ramo da matemaética discreta que, como ja sabemos,
se dedica ao estudo dos mais diversos problemas de contagem. Nessa trajetoria, his-
toricamente, alguns padroes de problemas acabam por ser evidenciados, assim como
suas estratégias de resolucao. Abordaremos, aqui, os agrupamentos que sao estuda-
dos na educagao basica, assim como as expressoes matematicas que encaminham as
solugoes. Nao obstante, este capitulo tem como principal objetivo relacionar as fér-
mulas de Anélise Combinatoria que habitam nos livros didaticos, nos quadros e nas
praticas pedagogicas, aos principios, reflexoes, estratégias de testagem e verificacao,
abordados no Capitulo 1. Sobre isso:

Embora a Anélise Combinatoria disponha de técnicas gerais que per-
mitem atacar certos tipos de problemas, é verdade que a solucao de
um problema combinatorio exige quase sempre engenhosidade e a com-
preensao plena da situacao descrita pelo problema. Esse é um dos en-
cantos desta parte da Matematica, em que problemas faceis de enunciar
revelam-se por vezes dificeis, exigindo uma alta dose de criatividade para
a sua solucao. Se a aprendizagem desses conceitos se faz de maneira
mecanica, limitando-se a emprega-los em situacoes padronizadas, sem
procurar habituar o aluno com a andlise cuidadosa de cada problema,
cria-se a impressao de que a Andlise Combinatoria é somente um jogo
de férmulas complicadas (MORGADO, 1991, p. 3).

Nas situacoes de contagem, de um modo geral, aparecem duas atitudes, “prin-
cipais” e intuitivas: que é trocar (misturar, permutar) elementos de posi¢ao e de
escolher elementos. Em geral esses serao os aspectos que caracterizaram os diferen-
tes tipos de agrupamentos. Para tanto, primeiro vamos entender e definir o que é o
fatorial de um numero natural.

Sabemos que para simplificar sucessivos produtos de termos de uma sequéncia
podemos usar o [] (produtério), como, por exemplo:

17



o [I; x' que representa o produto da varidvel x elevada a ¢, para ¢ variando de
1 an. Ou seja, ¢ o mesmo que: z!-z2-23- - - 2™,

Para representar [];-,;i=1-2-3-4- --- -n utilizamos o fatorial de n, representado
por n!. E define-se:

Definigao 2.0.1. O fatorial de um numero natural n, denotado por n! E definido
como o produto

nl=n-(n-1)-(n-2)- - -3-2-1

2.1 PERMUTACAO SIMPLES

Vamos observar os exemplos que seguem, nos quais, utilizaremos o Principio
Multiplicativo para a resolucao.

Exemplo 2.1.1. Quantos numeros de cinco algarismos distintos podem ser formados
com o0s algarismos 1, 2, 8, 4 e 57

Notem que temos 5 posicoes para escolher os 5 algarismos que nao podem se
repetir. Desse modo, para formar os niimeros precisamos escolher um algarismo para
a 12 posicao, e escolher um algarismo para a 22 posicao, e escolher um algarismo
para a 32 posicao e assim sucessivamente.

Para melhorar a organizagao das solucoes, a partir deste exemplo, o niimero de
possibilidades de cada escolha ficarda abaixo da escolha indicada e esta sera repre-
sentada apenas por um simbolo.

12P — escolher o algarismo da primeira posi¢ao (dezena de milhar)
22 P — escolher o algarismo da segunda posi¢ao (unidade de milhar)
3*P — escolher o algarismo da terceira posi¢ao (centena)
42P — escolher o algarismo da quarta posigao (dezena)
5#P — escolher o algarismo da quinta posi¢ao (unidade)

12P e 22P e 32P e 2°P e 1?P =5-4-3-2-1=120

N~—— N~—— N~—— N~—— ~——
5 4 3 2 1

Deixemos explicito que o resultado do produtorio da solugao podia ser represen-
tado por meio do fatorial de 5:

12P e 2P e 3P e 2°P e 1*P =5-4-3-2-1=15!
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Sendo assim, seria possivel escrevermos 120 numeros diferentes, formados por
algarismos distintos, utilizando todos os algarismos dados.

Resolvemos o problema utilizando o Principio Multiplicativo e que a troca (per-
muta) de algarismos de lugar implica na formac¢ao de um nimero diferente e que
nesse exemplo utilizamos todos os elementos dados (obrigatoriamente utilizamos os
5 algarismos na formagao de cada ntimero).

Exemplo 2.1.2. Em uma sala hd 13 pessoas. De quantas maneiras podemos organizar
essas pessoas em uma fila?

Esse exemplo se apresenta com o mesmo padrao do anterior, de fato, o que temos
que fazer é escolher uma pessoa para cada um dos 13 lugares na fila. Todos os
elementos (pessoas) serao utilizados na formagao da fila, e eles sdo todos distintos.
Para escolha do 1°lugar (1°L) temos 13 maneiras, para escolha do 2°lugar (2°L)
temos 12 possibilidades e assim sucessivamente. Resolvendo entao:

120 e 220 e 32L e 42L e 5L e 6%L e T2L ¢

837, e 92, e 102L e 1123L e 122L e 132L

— —— — — — —
6 5 4 3 2 1

13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 = 13! = 6227020800

Assim como no exemplo 2.1.1 o problema evidencia a reorganizacao dos elemen-

tos, a permuta de todos os 13 elementos distintos, que pode ser representado pelo
13!

Exemplo 2.1.3. Considere os anagramas da palavra VESTIBULAR. Quantos ana-
gramas apresentam as letras V, T e R juntas?

Sabemos que anagramas sao as palavras obtidas pela troca de ordem das letras
de uma palavra, nesse caso temos uma condic¢ao (restrigdo aos anagramas) as letras
V, T e R devem estar juntas, mas, o problema nao define a ordem dessas letras.
Entao vamos tratar essas trés letras como um combo, pois, se uma trocar de lugar
com outra letra diferente dessas trés, as outras duas tem que acompanha-la. Desse
modo ao invés de termos 10 letras (V, E, S, T, I, B, U, L, A, R) teremos 7 letras (
E, S, I, B, U, L, A) e um combo de leras (VTR).

Reescrevendo o problema desse modo, temos 8 posicoes que devem ser ocupa-
das por 7 letras e o combo de letras, mas, nao podemos esquecer que as letras V,
T e R, poderao trocar de lugar entre si, como por exemplo: AVTRESIBULA é
um anagrama possivel e AVRTESIBULA é outro anagrama possivel. Desse modo,
precisamos contabilizar as permutas entre essas 3 letras que compoem o combo.

De acordo com os exemplos anteriores podemos concluir:
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permutagdao de 7 letras e o combo (VTR,E,S,I,B,U,L,A) e permutacao de 3
letras(V,T,R)

81-31=8-7-6-5-4-3-2-1-3-2-1=40320-6 = 241920

E possivel formar 241 920 anagramas da palavra VESTIBULAR que possuem as
letras V, T e R juntas. Quantos anagramas comecam e terminam em vogal?

Notem que nesse exemplo também temos uma condi¢ao, ou seja, precisamos
garantir que a primeira letra e a tultima do anagrama sejam vogais e as outras
poderao ocupar as 8 outras posi¢coes. Como ja fizemos anteriormente vamos dividir
em casos:

e [Fixando A e E:

A________ FouFlk ________ A—-8+8'=2.8=2!.8! =80640
~— ~—
8! 8!
oU
e [ixando A e I:
A________ Toul ________ A—-8+8=2-8=21.8! =80640
~— ~—
8! 8!
oU

Fixando A e U, analogamente, também teremos 80 640 anagramas

ou

Fixando E e I, analogamente, também teremos 80 640 anagramas

ou

Fixando E e U, analogamente, também teremos 80 640 anagramas

ou

Fixando I e U, analogamente, também teremos 80 640 anagramas

Logo pelo principio aditivo:

80640 + 80640 + 80640 + 80640 + 80640 + 80640 = 483840

E possivel formar 483 840 anagramas da palavra VESTIBULAR que comecam e
terminam por vogal.

Vamos responder esse mesmo item sem especificar todos os casos, utilizando
apenas o principio multiplicativo. Consideremos:

20



e IV — escolha da vogal inicial

e V - escolha da vogal final

V e troca livre das 8 letras restantes e V' — 3-8!-2 =6 - 8! = 483840

—~~ -~ —
3 8.7-6-5-4-3-2:1=8! 2

Os exemplos apresentados trazem um padrao que ocorre recorrentemente em
problemas de contagem, que é a permutacao dos n elementos distintos de um grupo,
onde, como percebemos, a mudanca da ordem dos elementos acarreta o surgimento
de um novo agrupamento. Esse tipo de problema de contagem recebe o nome de
Permutacao Simples, o qual podemos melhor definir:

Definicao 2.1.1. Se temos n elementos distintos, entao o numero de agrupamentos
que podemos obter com todos esses n elementos recebem o nome de permutacoes
simples e € dado por

Po=n-(n-1)-(n-2)- - -3-2-1=nl

2.2 PERMUTACAO COM REPETICAO

E que neste agrupamento, denominado de Permutacao com Repeticao, a secao
2.1 servird como um pré-requisito, afinal, pela prépria nomenclatura continuaremos
a trocar aleatoriamente elementos de lugar, ou seja, escolher posicoes para todos
os elementos do agrupamento. Analogamente o nimero de permutacoes com repe-
tigoes é dado pelo nidmero total de permutas (trocas de posigao) dos n elementos,
entretanto, nesse caso os elementos podem ser repetidos. E importante salientar que
continuaremos utilizando o Principio Multiplicativo.

Como ja sabemos, o numero de permutagoes de n elementos distintos, pelo Prin-
cipio Multiplicativo, pode ser descrito, resumidamente por n!. O que precisamos
entender, agora, é o que ocorre com essa quantidade de permutacoes, ja que te-
mos elementos repetidos. Para tanto, vale retomar a estratégia que utilizamos nos
Exemplos 1.1.2 e 1.1.3.

Exemplo 2.2.1. Quantos sao os anagramas da palavra AFF? Para resolver esse
problema podemos escrever todos 0s anagramas, e para uma melhor compreensao
vamos representar os elementos que se repetem, as letras F’s, como cores distintas,
mas, nao esquecam que continuam representando a letra F'. Os elementos a serem
permutados sao: A, F, F

AFF AFE FAF FAE FFA A

Sao agrupamentos iguais Sao agrupamentos iguais Sdo agrupamentos iguais
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Observem que a permutacao dos 3 elementos, dada por 3!, contabiliza agru-
pamentos repetidos, que precisam ser descontados, nesse caso sao dois elementos
repetidos do total de trés elementos. Resultam nesse exemplo 3 anagramas validos.
Estamos contabilizando cada agrupamento 2 vezes, quantidade que esta diretamente
relacionada a quantidade de letras que se repetem.

Exemplo 2.2.2. Quantos sio os anagramas da palavra OLHO? Vamos sequir o
mesmo procedimento utilizado no Fxemplo 2.2.1, escrevendo todos 0s agrupamentos
e “diferenciando” os elementos repetidos por cores. Os elementos sao: H,L,0,0

HLOO HE660 HOLO HOOL HOLO HOOL
LHOO +LHOO LOHO LOOH EOHO LOOH
OHLO OHOL OLHO OLOH OOHL OOLH

O6HEO OHOL OLHO O0LOH O60HL O60LH

Nesse exemplo temos a permutacao de 4 elementos, dos quais, dois sao repetidos.
Notem que o total de permutagoes sao 24, mas, como o elemento O aprece duas
vezes, precisamos descontar os agrupamentos repetidos, resultando em 12 anagramas
possiveis, novamente contabilizamos 2 vezes um mesmo agrupamento, pois sao 2 os
elementos repetidos.

Nesses dois exemplos, estamos buscando entender de que modo podemos determi-
nar quantos agrupamentos precisam ser descontados, ou seja, quantos agrupamentos
sao contabilizados repetidamente.

Exemplo 2.2.3. Quantos sao os anagramas da palavra PAPA? Como nos exemplos
anteriores vamos destacar os elementos e “diferenciar” os repetidos por cores. Os
elementos a serem permutados sao: A,A,P,P.

AAPP AAPP  APAP APPA APAP APPA
AAPP  AAPP  APAP  APPA APAP APPA
PAAP PAPA PAAP PAPA PPAA PPAA

PAAR  PAPA PAAP PAPA PPAA PPAA

Nesse problema de contagem o niimero de anagramas possiveis sao 6. Observe
que o numero total de elementos nos Exemplos 2.2.2 e 2.2.3 sao iguais, mas, o nimero
de anagramas nao €, pois, o nimero de repetigoes interfere na contagem repetida de
anagramas.
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O numero «; de vezes que um elemento se repete, determina «;!, anagramas
repetidos, pois, a troca de lugar desses elementos nao resulta em um novo agrupa-
mento, sendo necessario dividir o total de agrupamentos encontrados por a;!.

Sendo assim, como na palavra PAPA, letra A se repete duas vezes, temos a; = 2;
e, a letra P, também, se repete duas vezes, temos as = 2. O total de anagramas seria

dado por #2!, descontando os agrupamentos repetidos.

Definigao 2.2.1. Dados n elementos, dos quais, ny se repetem «y vezes, ng se repetem
Qg VeZES, N3 aparece (3 VEZES, ..., Ny SA0 1gUais & g, Sendo Ny +MNg+ng+-+ng =n,
o numero de permutacoes possiveis desses elementos € dado por:

n!

Po1,az,.0n -
n arl - ol - e )
1 2: k-

Ponderemos sobre mais algumas situacoes, rotineiramente, encontradas em exer-
cicios dos livros didaticos.

Exemplo 2.2.4. Na malha quadriculada abaixo estd representado um esquema de
parte das ruas de um bairro de uma cidade planejada. Cada linha representa uma
rua, e cada quadrado, um quarteirao. Considere drea delimitada pelo retangulo
verde, os pontos em destaque e que o deslocamento so pode ocorrer em duas direcoes,
para o norte ou para o leste.

Figura 2.1: Malha quadriculada representando ruas de um bairro.

a) Qual a quantidade de caminhos diferentes que podem ser feitos do ponto A ao
ponto B?

Como o movimento sé pode ocorrer para o norte (N) ou para o leste (L), saindo
do ponto A até o ponto B, precisam ocorrer seis movimentos para o leste e cinco
movimentos para o norte, o que faremos é permutar esses elementos considerando
suas repeticoes.

Temos um total de 11 elementos, sao eles: L,L,L,L,L,L,N,N, N, N, N; como
notamos o L se repete 6 vezes e o N se repete 5 vezes. Dai,
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m 11-10-9-8-7-6+ 11-10-9-8-7

PSS = = =
615 6L.5! 5-4-3-2-1

=462

E possivel fazer 462 caminhos diferentes do ponto A ao ponto B.
b) De quantos modos é possivel ir do ponto A ao ponto B, passando por C?

Nesse problema precisamos garantir que o caminho passe pelo ponto C, entao
ele sera dividido em duas partes, de A para C que tera os elementos: L, N, N, N; e
de C para B, com os elementos: L,L,L,L, L, N, N.

niumero de caminhos de A até C e nimero de caminhos de C até B

4 7!
1,3 p52 _ ) _
Py b - 11-3! 5!.2!_84

Resultando em 84 caminhos possiveis, como solicitado.

Exemplo 2.2.5. Dada a equagao x +y + z = 13, quantas sao as solu¢oes naturais
possivers?

Como a equacao considera apenas solucoes naturais, e assim, como trabalhamos
na educacao basica, incluindo o zero, o que realmente precisamos fazer nesse exemplo
¢é organizar os objetos e seus separadores, ou seja, a soma dos valores, naturais, de
x,y e z contabilizam 13 objetos e o simbolo da soma funciona como um separador
das quantidades desses objetos. Vamos pensar na equacao = +y + 2z = 13 da seguinte
forma:

* Kk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok + 4

Temos um total de 15 elementos, 13 "estrelas’que sdo os objetos e 2 separadores,os simbolos da adicao

Para entender melhor como a troca desses elementos resultaria em diferentes
solugoes, escreveremos algumas:

Sp=xxxHkxxx*xxx*x++=(13,0,0)
Sog=kx+xkkxxkr+xxx*=(2,74)
Szg=x+HxxxxkxHkxx*+x*xx=(1,93)

O numero total de solucoes seréa dado por:

15!
13,2
P = gy = 105

Seria possivel determinar 105 solugoes naturais diferentes para a equagao. No
agrupamento da secao 2.1 e neste, a ordem dos elementos é importante. Ou seja, a

simples troca de posicao de dois ou mais elementos gera um novo agrupamento.
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2.3 PERMUTACAO CIRCULAR

Ha uma situagao um pouco diferente relacionada a permutacao conhecida como
permutacao circular. Vamos imaginar uma situacao para melhor entendermos.

Exemplo 2.3.1. As amigas Queila, Adriana e Camila irao sentar-se junto a uma
mesa circular com 3 lugares. De quantas maneiras diferentes isso poderd ocorrer?

Se pensarmos na permutacao simples de 3 elementos, teremos 3! possibilidades,
mas, vejamos o que OCorre:

Figura 2.2: Possibilidades para permutacao circular.

o]

As disposicoes indicadas por 1, 2 e 3 coincidem entre si, considerando a rotacao
indicada pela seta na imagem. O mesmo ocorre com as disposi¢oes indicadas por 4,
5 e 6. Temos, dessa forma, apenas 2 modos distintos de sentar essas 3 amigas em
uma mesa circular.

Enquanto nas permutacoes simples importam os lugares que os elementos ocu-
pam, nas permutacoes circulares de n elementos, que indicaremos por PC,,, interessa
a posicao relativa dos elementos entre si. Voltando ao Exemplo 2.3.1, nas trés pri-
meiras posi¢oes Queila precede Adriana, que precede Camila, que precede Queila. O
que indica que a posicao relativa entre as trés amigas nas trés primeiras posicoes é
a mesma. Analogamente, nas ultimas posigoes, Queila precede Camila, que precede
Adriana, que por sua vez precede Queila.

Exemplo 2.3.2. Considerando 5 criancas brincando de roda, qual o numero total de
permutagoes circulares entre essas criangas?

Como, na permutacao circular, o que vai interessar é a posicao relativa entre
os elementos, nossa observacao deve estar atenta a quem esta do lado de quem.
Assim duas permutacoes circulares serao iguais, quando em ambas, cada crianca
permanece com as mesmas criancas na sua vizinhanga, tanto a direita, quanto a
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esquerda. Vamos representar cada crianga pelas letras A, B, C, D e E, observem
que as duas imagens baixo representam uma mesma permutacao.

Figura 2.3: Posicao relativa na permutacao circular.

Observando, na Figura 2.3, o sentido indicado pela seta a partir da crianca A,
temos que A precede B, que antecede C, que antecede D, que antecede E, que por
sua vez antecede A. Nesse caso que temos 5 elementos, o total de permutagao seria
dado por 5!. Entretanto, em circulo, para cada uma dessa permutagoes, cada crianca
ocupara b posigoes locais diferentes do circulo, mas, com a mesma vizinhanca, isso
ocorrera para todas as criangas. Ou seja, cada permutacgao circular correspondera a
cinco permutacoes simples, desse modo o total de permutagoes circulares, possivel,
para essas b criancas pode ser dado por:

5! 5-4!
PCs=—=——=41=(5-1)!
e 4= (5-1)

Definicao 2.3.1. o numero total de permutacoes circulares de n elementos distintos
¢ determinado por:

n!
PC,=—=(n-1)!
C - (n-1)

Exemplo 2.3.3. Numa reuniao do colegiado, oito pessoas irao sentar-se ao redor
de uma mesa redonda, entre elas o diretor e o vice-diretor. De quantas maneiras
diferentes essas 8 pessoas podem sentar-se ao redor da mesa?

Nesse item precisamos determinar o nimero de permutacoes circulares de 8 ele-
mentos, ou seja,

PCy = (8- 1)! =71 = 5040

Os oito participantes podem sentar-se a mesa de 5040 modos distintos.

a) De quantas maneiras distintas essas oito pessoas podem sentar-se ao redor da
mesa de modo que o diretor e o vice-diretor fiquem lado a lado?
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Para resolver esse problema vamos usar o mesmo artificio ja utilizado no Exemplo
2.1.3. Consideremos o diretor e o vice-diretor que devem ficar sempre juntos com um
combo, dessa forma, nos resta 7 elementos que poderao permutar de forma circular
e nao esquecamos que o diretor e o vice podem permutar entre si, donde,

PC:-Py=(7-1)!-21=6!-2! = 1440

Atendendo a restrigao imposta no problema seriam possiveis 1440 permutagoes.

2.4 ARRANJO SIMPLES

Assim como feito anteriormente, para melhor conceber os problemas que virao
nesta se¢ao, que pela circunstancia é um novo agrupamento, vamos analisar e re-
solver alguns exemplos utilizando os principios que ja foram apresentados, sempre
observando as particularidades de cada problema.

Exemplo 2.4.1. Considerando os algarismos 1,2,3,4 e¢ 5. Quantos numeros de 3
algarismos distintos podemos formar?

Note que neste problema, diferente do que ocorria nos exemplos de permutacao,
nao utilizamos os "n” elementos, precisamos escolher uma quantidade ”p” dentre
os elementos disponiveis. Note ainda que numero de possibilidades a cada escolha
diminui uma unidade em relagao a escolha anterior feita, pois, os algarismos sao
distintos. Consideremos:

e maneiras de escolher o algarismo da centena - C
e maneiras de escolher o algarismo da dezena - D
e maneiras de escolher o algarismo da unidade - U

Neste caso, pelo principio multiplicativo temos:

CeDelU
—— —— —
5 4 3

5-4-3=60

E possivel formar 60 nimeros atendendo as condigoes dadas. E importante
evidenciar que, nesse problema, dos n = 5 elementos dados, escolhemos p = 3 e
que, claramente, a ordem, a posicao, que os elementos se encontram diferenciam os
agrupamentos (niumeros formados). Ou seja, utilizando os mesmos algarismos 1,2 e
3, formamos seis nimeros diferentes, permutando esses trés elementos: 123 (cento
e vinte e trés), 132 (cento e trinta e dois), 213 (duzentos e treze), 231 (duzentos e

trinta e um), 312 (trezentos e doze) e 321 (trezentos e vinte e um).

Observe que se tivéssemos que utilizar os 5 elementos disponiveis, sem repeti-los,
terfamos: 5! =5-4-3-2-1, entretanto, para esse problema estariamos escolhendo 2
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posicoes a mais, pois, dos 5 elementos disponiveis tinhamos que escolher 3. Essas

duas posigoes e suas permutacoes precisariam ser descontadas do total, ficando entao:

54321 _ 54321 _ _ 5! _ _
51 T e T G E como sabemos que n =5 e p = 3, podemos reescrever o

célculo realizado da seguinte forma: —(n’_"p)!

Exemplo 2.4.2. Seis jogadores de futebol, concorrem a um dos titulos de 1°, 2 ou
3° melhor jogador do Campeonato Brasileiro. De quantas maneiras diferentes esses
titulos podem ser distribuidos? De modo andlogo ao que fizemos no exemplo anterior,
neste problema, dentre os 6 elementos disponiveis, 3 serao escolhidos e a ordem de
escolha € importante, pois ser o 1° lugar nao € equivalente a ser o 22 ou 0o . Desse
modo temos:

e niumero de maneiras de escolher o 1° lugar = 6

e niumero de maneiras de escolher o 2° lugar = 5, visto que aquele jogador que
j4 foi escolhido em 1° lugar nao pode ocupar duas posicoes.

e niumero de maneiras de escolher o 3° lugar = 4, os jogadores escolhidos ante-
riormente nao entram como possibilidade para essa escolha.

Donde concluimos pelo Principio Multiplicativo:

6-5-4=120

A escolha pode ocorrer de 120 modos diferentes.

Observe que se pensarmos de maneira analoga ao que foi exposto no Exemplo
2.3.1 e tomassemos os conhecimentos que temos no uso dos n elementos disponiveis,
terfamos que descontar os (n — p) elementos escolhidos a mais e suas permutagoes.

Ou seja, terfamos também, que o nimero das diferentes escolhas pode ser dado por

nl_ _ 6 _ 6543 _ _
(n—p)! — (6=3)! — 3T ~ 6-5-4=120

Sendo assim, se tivermos n elementos distintos para escolher p elementos, de
modo que a ordem de escolha altera o agrupamento, um mesmo elemento nao possa
ocupar mais de uma posicao, ou seja, nao pode ser escolhido mais de uma vez e que
a quantidade de elementos escolhidos seja menor que o total de elementos disponi-
veis, pois se usarmos todos os elementos recaimos numa permutacao simples, para
a primeira escolha temos n possibilidades; para a segunda escolha, temos (n — 1)
possibilidades; para a terceira escolha, temos (n —2) possibilidades e assim sucessi-
vamente, até que para a “p-ésima” escolha teremos [n — (p —1)] possibilidades, logo
o numero de modos de escolher p elementos distintos entre n elementos distintos é

dado por: n-(n—-1)-(n-2)- -+ -[n—(p-1)]. Podemos reescrever entao:
n! _ _ n(n-1) - (n-p+2)- (n—p+1)(n—p) 21 _
(n-p)! — (n- p)(np 1)
=n-(n-1)-(n=-2) -~ -(n- p+2) (n- p+1)—

=n-(n-1)-(n=2)- - -[n-(p-1)]
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E salutar reconhecemos que se evidencia, de fato, um padrao de agrupamento
que é reconhecido como Arranjo Simples, que pode ser definido da seguinte forma:

Definigao 2.4.1. Dados n elementos distintos, chama-se arranjo simples toda sequén-
cia formada por p elementos distintos escolhidos entre os n elementos, com p € N*
e p<n, sendo o caso de p=n uma permutacdo simples, representamos por

A, (lé-se arranjo de "n’elementos escolhidos "p”a p”).

Esse total de sequéncias pode ser encontrada, como intuitivamente apresentado
nos exemplos desta secdao, pela formula:

n!
App=——
P (n-p)!

2.5 ARRANJO COM REPETICAO

O nome do agrupamento ja nos da indicios que deve haver alguma semelhanca
com o Arranjo Simples e de fato ha. Ao analisar os exemplos que seguirao nota-
remos que neste tipo de agrupamento também fazemos uma escolha de elementos,
porém, um mesmo elemento pode ser escolhido repetidamente, ou seja, um mesmo
elemento pode ocupar diferentes posicoes nas sequencias que serao formadas. Con-
sequentemente o Principio Multiplicativo continua sendo a base para a resolucao dos
problemas.

Exemplo 2.5.1. Considerando os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5. Quantos numeros de 3
algarismos podemos formar?

Propositalmente esse exemplo ¢é muito semelhante ao FExemplo 2.3.1,
diferenciando-se pelo fato de que, neste, nao é solicitado que os algarismos sejam
distintos, mas, continuamos precisando escolher trés elementos do total disponivel.
Logo,utilizando o Principio Multiplicativo temos:

e cscolher o algarismo da centena
e cscolher o algarismo da dezena
e cscolher o algarismo da unidade

Para cada uma dessas escolhas temos 5 possibilidades (qualquer um dos cinco
algarismos disponiveis), visto que o nimero formado pode ter algarismos repetidos.
Segue entao que a quantidade de nimeros que podem ser formados é dada por:

5-5-5=53=125

Observe que nesse exemplo o total de elementos "n” que pode ser escolhido é
5 e o numero "p” de elementos que temos que escolher é 3. Vale ressaltar ainda,
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que a ordem que os elementos ocupam no agrupamento formado, diferencia um
agrupamento do outro, ou seja, escolhendo os algarismos 3, 3 e 1 podemos formar
os nimeros: 133 (cento e trinta e trés); 313 (trezentos e treze) e 331 (trezentos e
trinta e um).

Atente para o fato que o total de agrupamentos encontrados pode ser represen-
tado por nP, pois para cada posicao que temos que fazer a escolha teremos os "n”
elementos passiveis de serem escolhidos. De modo simplério e redundante, parece
taxativo o nome dado a esse agrupamento, Arranjo com Repeticao.

Exemplo 2.5.2. Dados os algarismos 1, 2, 3, 4 e 7 quantos nimeros de 6 algarismos
podemos formar?

Note que nesse exemplo, pelo fato de nao haver restricao com relagao a repeticao
de um algarismo a quantidade de elementos que deve ser escolhida supera a quanti-
dade de elementos dado, mas, a posicao dos elementos continua sendo decisiva para
diferenciar um numero de outro. Para escolha de cada algarismo temos 5 possibili-
dades. Posemos afirmar, que a quantidade de ntimeros que pode ser formada é dada
por: 5-5-5-5-5-5 =155 onde 5 é n, a quantidade de elementos que temos para
escolha e 0 6 é p, quantidade de escolhas temos que fazer.

Desse modo, podemos definir mais um tipo de agrupamento para os problemas
de contagem, os arranjos com repeticao.

Definicao 2.5.1. Dados n elementos distintos, chamamos de arranjo com repeticao
toda sequéncia formada pela escolha de p elementos, com p € N* entre os n dados,
representamos por

np (arranjo com repeticao de “n’elementos escolhidos a .
AR 7p t d 2”0 l t lh d »_ 0 ».»

O numero de arranjos com repeticao possiveis pode ser representado por:

AR, , =nP

Ainda no panorama dos problemas denominados de Arranjo com Repetigao, vale
destacar mais dois exemplos, que, frequentemente, sao objetos de estudos nas salas
de aula da educacao bésica, principalmente, no segmento do Ensino Médio.

Exemplo 2.5.3. Uma fechadura tradicional funciona a base de pequenos pinos que,
se corretamente alinhados, permitem girar o tambor que aciona a tranca. Os vales
e picos na chave correspondente servem exatamente para deslocar esses pinos para a
posicao correta. Se um modelo especifico de fechadura usa 4 pinos, e cada pino pode
assumir 6 posi¢oes distintas, qual o numero de trancas diferentes desse modelo?

Temos mais uma situacao de contagem que o principal a ser feito é uma escolha.
Neste caso, novamente pelo Principio Multiplicativo, determinaremos quantas sao as
possibilidades de posicao de cada pino, lembrando que o problema nao faz nenhuma
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restricao, ou seja, uma posi¢ao pode ser escolhida mais de uma vez, um elemento
pode se repetir. Desse modo,

posicoes do 1° pino e do 22 pino e do 3° pino e do 4° pino

6 6

6 6
6-6-6-6=06*=1296

Podemos apresentar a solucao utilizando a formula para Arranjo com Repeticao,
teriamos:

Aanp =nP > ARGA = 64 = 1296

Desse modo, essa fechadura possui 1296 trancas diferentes.

Exemplo 2.5.4. Uma adaptacao do Teorema do Macaco afirma que um macaco di-
gitando aleatoriamente num teclado de computador, mais cedo ou mais tarde, es-
creverd a obra “Os Sertoes” de Fuclides da Cunha. Imagine que um macaco digite
sequéncias aleatorias de 3 letras em um teclado que tem apenas as sequintes letras:
S, E, R, T, O. Qual o numero mdzimo de tentativas distintas que esse macaco teria
que digitar para escrever a palavra “SER”?

Assim como nos outros exemplos desta secao, a cada letra digitada o macaco fara
uma escolha, entre as 5 letras disponiveis, e nao ha restricao em repetir a letra, para
determinar o maximo de tentativas precisamos calcular todos os modos possiveis de
digitar 3 letras, ou seja, todos os Arranjos com repeti¢ao de 5 elementos, escolhidos
3 a 3, logo:

ARs3=5%=125

O numero maximo de tentativas seria 125.

2.6 COMBINACAO SIMPLES

As combinacgoes sao os ultimos tipos de agrupamentos que abordaremos neste
trabalho, visto que tomamos como base a Analise Combinatéria estudada na educa-
¢ao basica, referenciada na Base Nacional Comum. E interessante ja pensarmos que
os problemas de contagem que podem ser classificados como combinagoes se dife-
rem dos arranjos e das permutacoes, primordialmente, pelo fato de que a ordem dos
elementos nao gera um novo agrupamento, ou seja, a troca de elementos de posicao
¢ indiferente. Mas, ainda assim, como todos os outros problemas abordados, eles
podem ser resolvidos pelo Principio Fundamental da Contagem.

Retomando o Exemplo 1.3.3 podera ser percebido que a exposicao desta secao ja
foi parcialmente introduzida e que os problemas de Combinacao Simples, ja podem
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ser solucionados, mesmo sem a definicao e a aplicacao da férmula estabelecida.
Encontraremos estratégias de resolugao analoga nos problemas que seguem.

Exemplo 2.6.1. Cada uma das 6 equipes que disputam um campeonato de hande-
bol enfrenta cada uma das demais uma unica vez. Quantos jogos compoem esse
campeonato?

Observe que precisamos determinar o total de jogos que ocorrera nesse campe-
onato, para ocorrer um jogo de handebol é necessario a escolha de duas equipes,
sendo assim, teriamos que escolher a 1% equipe e escolher a 2% equipe, de acordo
com o Principio Multiplicativo o ntimero de jogos serd dado por:

6 . 5) =30
— —
possibilidades de escolher a 1% equipe possibilidades de escolher a 2% equipe

Entretanto, ao fazermos esse calculo estamos considerando que temos os seguintes
jogos: (consideremos as seis equipes como: Ey, By, B3, Ey, E5 e Eg)

EleEg EleEg E1€E4 E16E5 E1€E6
EgeEl E28E3 E28E4 E2€E5 E26E6
E3€E1 E3€E2 E3€E4 E3€E5 E3€E6
E4€E1 E4€E2 E4€E3 E4€E5 E4€E6
E5€E1 E5€E2 E5€E3 E5€E4 E5€E6
E6GE1 E6GE2 E6€E3 E6€E4 E66E5

Observe que, desse modo, estamos considerando que a posicao dos elementos
difere o agrupamento, ou seja, o jogo E; e FE, é diferente do jogo Fy e Eq, o que
para este problema nao ¢é verdade. Estamos contabilizando um mesmo agrupamento
(2!), pois é o numero de permutacoes que pode ser feito nesse agrupamento, logo
esse valor precisa ser desconsiderado para todas as escolhas. Note quantos seriam
os agrupamentos contabilizados indevidamente.

Figura 2.4: Agrupamentos contabilizados.

E,eE, E, e Eq E, e Eg
E,eE,

1 j ivei i c e =32=15. Ev
O real nimero de jogos possiveis seria dado por 62;5 625 15. E vale ressaltar
que o problema disponibiliza 6 elementos, que sera o nosso "n” e precisamos escolher

2, a quantidade de elementos que deve ser escolhido representaremos por ”p”, assim
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como fizemos na Se¢ao 2.4. Retomando o que ja sabemos, se ao invés de escolher,

apenas, 2 elementos, tivéssemos que organizar os seis elementos, teriamos 6! modos.

Mas, estariamos escolhendo 4 elementos a mais e com eles formariamos 4! agrupa-

mentos que nao servem, ou seja, repetidos. Além dos 2! agrupamentos que também

contariamos a mais, desse modo, a expressao que determina o total de jogos possiveis,
6

. : : . 6 _ 6 _ 654 _ 65 _q r_
também, pode ser descrita do seguinte modo: 57 = 6= = 241 = B 3-5=15

E fato que a resolucao da questao consiste na aplicacao do Principio Multipli-
cativo e na interpretacao indispensavel sobre a ordem ser importante ou nao para
gerar um novo agrupamento, pois, os agrupamentos contabilizados repetidas vezes,
no Principio Fundamental da Contagem precisam ser desconsiderados. Mas, é im-
portante relacionar a estratégia utilizada com aquelas conhecidas de outros agrupa-
mentos, para que as férmulas tenham de fato um significado ou sejam ressignificadas
e a sua utilizacao seja apenas uma escolha.

Exemplo 2.6.2. Uma professora precisa escolher entre 5 alunos, 3 para representar
a escola numa competicao de matemdtica. De quantos modos essa escolha pode ser
feita?

Mais uma vez o problema se apresenta na necessidade de escolhermos 3 elementos
num total de 5 possiveis, pelo Principio Multiplicativo determinariamos:

5) . 4 . 3 =60
— — —
possibilidades de escolha possibilidades de escolha possibilidades de escolha
do 1° aluno do 2° aluno do 3° aluno

Entretanto, assim como ocorreu no Exemplo 2.6.1 estariamos contabilizando um
mesmo agrupamento mais de uma vez, pois, desse modo estamos considerando que
a ordem define diferentes agrupamentos, o que nao é verdade. Evidenciamos que
se cada agrupamento sera formado por 3 elementos, estariamos contabilizando cada
um (3!) vezes, pois, é o nimero de permutagoes possiveis. Para entendermos melhor
vamos representar esses alunos como: Aj, Ay, Az, Ay e As.

Entao os 60 agrupamentos que encontrariamos seria:

A1AgAz A1AsAy AyA1Az Ay AzA) AzAAy AzArAy
A1 A Ay AjALAy AsA Ay A AyAL AgA Ay AgAYA
A1ApAs A1AsAy AsA1As AsAs Ay AsA1Ay AsAsAy
As Az Ay AgAsAz A3AsAy A3Audy Agds Ay AyA3A,
AsAzAs AsAsAz AsAsAs AzAsAy AsAsAz AsAzA
A3AsAs AzAsAy AyAzAs AyAsAs AsAzAy Az ALA3
A1 AsAy AVA A3 AsAL Ay AsAgAy AgA Ay AgAsA,
A1 AzAs AjAsAz AgAiAs Azds Ay AsA1Az AsAsAy
A1 AgAs AAsAy AgAAs AgAs Ay As Ay AsAgAy
AsAyAs AsAsAy AgAsAs AgAsAy AsAs Ay AsAsAs
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Em cada linha temos o total de permutagoes de um mesmo agrupamento, como
dito anteriormente, cada um deles estd sendo contabilizado repetidamente 3! vezes.
Logo o real niimero de agrupamentos que podemos formar sera dado por:

5-4-3 5-4-3

= =1
3! 3:-2-1 0

Se partissemos da ideia de que permutariamos todos os elementos dados teriamos
5! permutacoes, mas, estariamos utilizando 2 elementos a mais que o solicitado
e terfamos 2! permutacoes contabilizadas repetidamente desses elementos que nao
deveriam ser escolhidos. Podemos reescrever a expressao que determina o nimero
de agrupamentos possiveis por:

5! 5! 5-4.31 5.4

_ - =2 2210
32031 (5-3) 321 2

Em ambos os exemplos percebemos que a determinacao das Combinagoes Simples
pode ocorrer de —p), modos. Para darmos continuidade e harmonia ao que ja este
relatado nesse trabalho, define-se:

Definigao 2.6.1. A Combinacdo de Simples de n elementos escolhidos p a p, onde
n>1ep<n ep éum nimero natural, sao todas as escolhas, nao ordenadas, de p

desses n elementos. As Combinagoes sao representadas por:

77 ”

Chyp (lé-se combinagio de "n’elementos escolhidos "p”a "p”).

Esse total de escolhas pode ser encontrada, como intuitivamente apresentado nos
exemplos desta sec¢ao, pela formula:

n!
(n-p)!-p!

Cn,p =

Para visualizarmos melhor a caracterizagao das Combinagoes Simples, realizare-
mos mais dois exemplos que também sao considerados de notdrio saber nos processos
de ensino e aprendizagem da Anadlise Combinatoria.

Exemplo 2.6.3. Um grupo de 15 voluntarios participard de um estudo a respeito da
COVID-19. Desse grupo, 5 receberao uma medicagao experimental contra COVID-
19, 5 receberao uma medicacdao existente no mercado farmacéutico e o restante for-
mard o grupo de controle e recebera um placebo. De quantas maneiras distintas
podem ser formados os 3 grupos?

Nessa situagao, é necessario perceber que precisam ser escolhidos 3 grupos e
que a ordem de escolha dos voluntarios nao gera um novo agrupamento. Ou seja,
representemos os voluntarios pelos elementos:

‘/17 ‘/27 ‘/E’n ‘/;17 ‘/:’)7 ‘/69 ‘/77 ‘/é) %7 ‘/107 ‘/117 ‘/127 ‘/137 ‘/14 € ‘/15a sS€ fOSSG eSCOIhidO 0 grupo
com os seguintes voluntarios: V;V5V3V, Vs, nessa ordem ou em outra ordem, por
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exemplo VoV3V5V1Vy, o grupo de voluntarios é o mesmo. Desse modo temos que
fazer as seguintes escolhas que podem ser obtidas pela Combinacao Simples:

escolher 5 voluntérios escolher 5 voluntérios escolher 5 voluntérios
do grupo da medicagao e ¢ do grupo da medicagao e do grupo de
experimental existente controle
Cis,5 C1o0,5 1 (s6 tem uma opcao,
(a escolha é feita de 5 em 10, pois restam apenas
pois, 5 voluntdrios j& foram 5 voluntérios

escolhidos para o primeiro grupo)

15! 10! ~15-14-13-12-11-48f 10-9-8-7-6-5!

: 1= : = 756.756
(15-5)1-51 (10-5)!-5! 10L.5-4-3-2-1  5-5-4.3-2-1

Exemplo 2.6.4. Sorteando-se simultaneamente 5 cartas de um baralho comum com
52 cartas, o numero de maneiras distintas de se retirar o rei de ouros e eratamente
dois valetes de qualquer naipe é:

Para resolver esse problema é necessario perceber que temos que escolher 5 cartas
num total de 52 e que a ordem de escolha das cartas nao importa, além disso,
precisamos atender as restricoes impostas na situacao. Desse modo, temos:

escolher o escolher escolher 2
rei de ouros e 2 valetes e eﬁi?ig?gfggfgs
~— ~— N ,
. L Ca2 c
(s6 existe uma possibilidade, (o nimero de possibilidades 49,2
pois, s6 existe 1 rei de ouros pode ser determinado pela
no baralho de 52 cartas) combinagao simples de 4 cartas
tomadas a 2, pois temos
4 valetes no baralho)
4! 49! 4-3-21 49-48-47 7056

1- M _
(4-2)1-21 (49-2)1.21 ~ 2L.2  47.2

Sendo assim o sorteio das 5 cartas atendendo as restrigoes poderia ocorrer de
7056 modos distintos.

Nos Exemplos 2.6.3 e 2.6.4 foi priorizado a férmula para o célculo das Combina-
¢oes Simples, mas, guardemos que no inicio da se¢ao os problemas foram soluciona-
dos sem a necessidade do uso da férmula. E esse arbitrio do professor e do aluno da
educacao bésica que é necessario ser cultivado.

Dentre os agrupamentos estudados ainda é necesséario abordar a Combinac¢ao com
Repeticao, também, conhecido como Combinacao Completa. Assim como ocorreu
nos Arranjos Simples e com Repeticao, o nome dado ao agrupamento ja sugere a
relagado com outros ja explanados neste capitulo.
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2.7 COMBINAGCAO COM REPETIGAO OU COMBI-
NACAO COMPLETA

Corroborando ao que estudamos na Secao 2.5 analisaremos alguns padroes de
problemas de contagem em que a ordem de posicao dos elementos nao importa e
que alguma escolha sera feita, logo é um tipo de Combinagao. Entretanto, neste
agrupamento os elementos podem ser repetidos, ou seja, escolhidos mais de uma
vez. Para os problemas que seguem recorreremos fortemente, também, a Secao 2.2
e em especial ao Exemplo 2.2.5.

Exemplo 2.7.1. Em um estabelecimento comercial € vendido 4 sabores de suco: uva,
laranja, maracujd e manga. De quantos modos um cliente pode comprar: a) 3 sucos;
b) 7 sucos.

Para a resolucao de ambas situacoes nao ha restricao com relacao ao sabor dos
sucos, ou seja, podem ser comprados todos os sucos de um mesmo sabor, ou dois
sabores e no caso da letra a) até 3 sabores diferentes. Para a letra b) podemos afirmar
com certeza que havera repeticao de sabores, pois, deve ser escolhido 7 sucos e s6
sao disponibilizados 4 sabores. Entretanto, o que nao podemos deixar de entender
é que as escolhas dos sabores podem se repetir.

Para uma melhor compreensao, consideremos:
e 1 = quantidade escolhida de sucos sabor uva

e y = quantidade escolhida de sucos sabor laranja

2z = quantidade escolhida de sucos sabor maracujd
o w = quantidade escolhida de sucos sabor manga

questao disponibiliza n=4 sabores (para o item a)

e a questao solicita a escolha de p=3 (para o item a)
e a questdo solicita a escolha de p=7 (para o item b)

De fato, podemos afirmar que para a letra a), podemos montar a seguinte equacao
linear de solugoes inteiras e nao negativas:

T+y+z+w=3

Como ja abordado no Exemplo 2.2.5, as equacoes lineares de solucoes inteiras
e nao negativas podem ser resolvidas utilizando uma Permutacao com Repeticao.
Nesse caso representariamos a equagao:

* 4+ % + x+
| S
temos as 3 estrelas que representa o total da equagao e
os 3 separadores das quantidades, representados pelo simbolo da adi¢ao
ao todo sdo 6 elementos que irdo permutar
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6! 6-5-4-3

P33 = = =
6 7 31.31 3L.3.2.1

20

Desse modo os 3 sucos poderiam ser comprados de 20 modos diferentes. A
procura de estabelecermos o conhecimento da Combinacao com Repetigao a partir
dos conhecimentos ja discutidos, analisemos:

m)

P2,k —
m ai!-ao!l - o !
1- 2 k-

Como o +ag+ag+-+ap=m—>a;=m-— (a2 +ag+-+ O{k) e seja a constante
a9 + ag + -+ a = p. Observe ainda, que esse total de elementos m utilizados na
Permutagao com repeticao é dado por (n+p-1), em que n representa o ntiimero de
elementos possiveis para escolha (no Exemplo 2.7.1 seria os quatro sabores de suco)
e p representa a quantidade de escolhas que deve ser feita (no Exemplo 2.7.1 na letra
seria 3) dai temos:

m!  (n+p-1)
oql-agl- ol (n+p-1-p)-pl

Po1se2, ok -
m

_(n+p-1)!

" (=it T =l

A Combinacao com Repeticao pode ser resolvida por meio de uma Permutacao
com Repeticao e utilizando a féormula da Combinacao Simples, mas, precisamos
respeitas as restricoes e adequacgoes feitas em cada caso. Vamos observar, desse
modo como podemos obter a solu¢ao do item b):

12 Resolucao: Nessa situacao precisamos escolher 7 sucos tendo disponiveis 4
sabores. Utilizando a estratégia da equacao linear temos:

r+y+z+w="7

Donde, m=n+p-1=4+7-1=10, como verificado na representacao:

* ok ok Kk k% k% % 4+ ++

ao todo sdo 10 elementos, 7 estrelas que representam o total da equagao e
3 separadores, representados elos simbolos da adigao

100 10-9-8-#

7,3 _ _
Py = 7.3 7.3.2.1

=120

Logo, para a escolha de 7 sucos existem 120 modos deles serem escolhidos.
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22 Resolugao: Como jd sabemos que devemos escolher elementos, a ordem nao
¢é importante e os elementos podem se repetir, de acordo com os dados temos:

10!

2120
(10-7)!-7!

CRn,p = C’(n+p—1),p = C((4+7—1),7 = ClO,? =

E relevante destacar que as Combinacoes com Repeticao nao sao abordadas nos
livros didaticos comumente utilizados na Educacao basica. Mas, é indiscutivel a sua
importancia para a resolu¢ao de inimeros problemas de contagem.

Nos exemplos desta secao sera aplicado o uso da férmula apresentada para Com-
binacao com Repeticao. Entende-se que refazer o processo das Secoes 2.2 e 2.5 seria
pouco significativo para a construcao do conhecimento e repetitivo.

Exemplo 2.7.2. Um brinquedo infantil caminhao-cegonha € formado por uma carreta
e dez carrinhos nela transportados, conforme a figura.

000 OV
/| | coooco

| OO0V 00

Fonte: Exame Nacional do Ensino Médio.

No setor de producao da empresa que fabrica esse brinquedo, ¢é feita a pintura
de todos os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. Sao
utilizadas as cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho ¢é pintado apenas
com uma cor. O caminhao-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que
em todo caminhao-cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das
quatro cores disponiveis. Mudanca de posicao dos carrinhos no caminhao-cegonha
nao gera um novo modelo do brinquedo.

Com base nessas informacoes, quantos sao os modelos distintos do brinquedo
caminhao-cegonha que essa empresa podera produzir?

12 Resolugao: Nesta situacao temos disponiveis 4 cores para pintar 10 carrinhos,
porém, é necessario atencao com a restricao dada, pois, sempre deve haver pelo
menos 1 carrinho pintado com cada uma das quatro cores, ou seja, tem que ter: 1
carrinho amarelo, 1 carrinho branco, 1 carrinho laranja e 1 carrinho verde. Como a
questao esclarece que mudancga de posicao dos carrinhos nao gera um novo brinquedo,
a ordem nao é importante, de fato, ¢ um problema de Combinacao com Repeticao.

Fixando os 4 carrinhos que devem ser pintados cada um de uma cor, restam
escolher as cores para pintar os 6 carrinhos restantes, logo:

9! 9-8.7-6!
(9-6)!-6! 3-2-1-6L

CRy6=Clse-1)6 = Cog = 84
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E possivel produzir 84 modelos distintos do brinquedo. Esta nao é uma maneira
unica de resolucao para este problema.

22 Resolugao: Se considerarmos;

e 1 = quantidade de carrinhos da cor amarela
e y = quantidade de carrinhos da cor branca

e 2z = quantidade de carrinhos da cor laranja
e w = quantidade de carrinhos da cor verde

Como a restricao garante que 4 carrinhos ja tém cores fixas, entao restam 6 para
serem pintados, dai temos:

r+y+z+w=>0

* ok x x x x4+ + +

-~
6,3
Py

9!

o3 o4

Py =
Nao ¢ interesse deste capitulo estimular ou desestimular o uso das férmulas es-
pecificas dos agrupamentos. Mas, como ja relatado, anteriormente, dar significado
as formulas a partir do uso, principalmente, do Prinncipio Multiplicativo e de fato
relacionar a natureza e a caracteristica dos problemas com a escolha da melhor me-
todologia de resolugao. Em consonancia com a Competéncia Especifica 3 da BNCC:
Utilizar estratégias, conceitos, definicoes e procedimentos matemaéticos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solugoes propostas, de modo a
construir argumentacao consistente.

Visando mapear, da melhor forma possivel, as reais dificuldades ou lacunas que
os professores da educacao basica podem ou nao conviver durante os processos de
ensino e aprendizagem da Andlise Combinatéria é que o préximo capitulo versara
sobre a construcao, aplicacao e andlise dos questionarios aplicados.
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Capitulo 3

QUESTIONARIO: CONSTRUCAO,
APLICACAO E ANALISE

Este capitulo é o mais revelador deste trabalho, desde o inicio da construcao
desse estudo final do curso, a principal motivacao sempre foi identificar quais fatores
podem dificultar ou inviabilizar o ensinar da Andlise Combinatéria. Para tanto, a
aplicagao de um questionario, totalmente anonimo, mostrou-se como um procedi-
mento possivel e eficaz, pois, teriamos informagoes coletadas dos atores principais
desse processo, os professores de Matematica atuantes na educacao basica e estudan-
tes concluintes do curso de Licenciatura em Matematica, muitos ja atuando como
professores regentes de salas de aula.

Entretanto, ja no inicio do processo, surgiu o primeiro problema, a nao adesao
dos professores da educacao basica. O primeiro contato e solicitacao para responder
ao questionario foi feito por e-mail, com o envio de 120 e-mails para professores.
Desses e-mails, 52 foram de respostas negativas e o restante nao foram respondidos,
fato que inicialmente inviabilizou a aplicacao do questionario nesse grupo de pro-
fissionais. Ainda assim, foi feita uma segunda tentativa para atingir esse publico,
dessa vez, o contato foi feito com coordenadores pedagogicos de 5 escolas publicas
estaduais solicitando a socializacao da proposta com os professores de suas respecti-
vas escolas. A amostra nessa segunda tentativa ja estava reduzida a 23 professores,
mas, desafortunadamente, mesmo acompanhada de justificativas admissiveis, as 5
respostas finais foram negativas. Desse modo, nao foi possivel empregar a proposta
inicial.

Diante da situacgao, o foco principal passou a ser a aplicacao do questionario com
alunos da graduacao do Curso de Licenciatura em Matematica, preferencialmente,
com alunos concluintes, dos 2 ultimos semestres e que ja haviam cursado os esta-
gios curriculares e que na sua maioria ja atuam em sala de aula, esse publico foi
mais receptivo e colaborativo. Ainda assim, a amostra de 24 estudantes do 7° e 8°
semestres, nao foi a projetada, mas, era o possivel, diante de turmas com indices
cada vez maiores de desisténcia e com semestres inacabados. As segoes que darao
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continuidade a este trabalho versarao sobre a confec¢ao do questionario. Falaremos
qual foi o objetivo, como foi feita a escolha das questoes, o modo que foi aplicado,
e por fim, a andlise das respostas, etapa que apresentou mais dificuldade do que era
prevista.

3.1 ELABORACAO DO QUESTIONARIO

Como nao houve aplicagao do questionario aos professores efetivos da educacao
bésica, abdicaremos de relatar sobre a construcao do questionario que seria aplicado
a esse publico. A primeira decisao a ser tomada foi a divisao do questionario aplicado
aos estudantes universitarios em duas partes, bem definidas. A primeira composta
por 10 questoes discursivas de vasta aplicagao e abordagem nas salas de aula do
Ensino Médio, as questoes utilizadas foram adaptadas de outras ja conhecidas e
divulgadas ou foram exatamente iguais; a segunda parte, composta por 5 questoes,
estas de cunho pessoal, ou seja, de opiniao sobre determinados aspectos que sao de
grande relevancia para o ensino de Matematica, no geral, e em particular para o
ensino da Anélise Combinatéria.

A escolha das questoes, genuinamente sobre problemas de contagem, se pautou,
primordialmente, naquelas que atendem plenamente ou parcialmente a habilidade
especifica da drea de Matematica e suas Tecnologias: (EM13MATS310) Resolver e
elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordendveis ou nao de ele-
mentos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias
diversas, como o diagrama de drvore. Habilidade, esta, que deve ser desenvolvida
nos alunos do Ensino Médio da educacao bésica, segundo a BNCC (etapa do ensino
médio). Outro aspecto ponderado na escolha foi a necessidade de andlise das res-
tricoes em cada questao. Obviamente, a solucao correta é o objetivo final, mas, a
percepcao das restricoes e das adaptagoes estratégicas necessdarias sao imprescindi-
veis, além de evidéncias de conhecimentos prévios, visto que esse olhar cuidadoso e
clinico se reflete na pratica pedagdgica.

As 10 primeiras questoes, foram intencionalmente discursivas, contrariando um
pouco a tendéncia educacional de questoes de multipla escolha, mas, em consonancia
com a meta de valorizar toda e qualquer forma de resolucao apresentada, completa
ou incompleta; e na tentativa explicita de evitar que o respondente de algum modo
fosse influenciado a seguir uma estratégia especifica por causa das alternativas.

A delimitacao do tempo nao foi tarefa facil, muitos fatores precisavam ser pon-
derados, entretanto, ficou claro para os participantes que se a questao nao fosse
respondida por falta de tempo isso deveria ser explicitado no espaco destinado a
resolucao. Foi previamente estabelecido um tempo de 60 min para a resolucao da
primeira parte do questionario, a segunda parte o tempo foi livre, tendo em vista
que as respostas eram préprias de cada um.

As questoes da segunda parte do questionario foram elaboradas para resultar
numa anamnese sobre as experiencias e sentimentos dos estudantes da graduacao
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com relagao ao conteudo de Andlise Combinatdria, visto que o PCN (EM) evidéncia
como objetivo do ensino da Matematica: promover a realizagao pessoal mediante
o sentimento de seguranca em relacao as suas capacidades matematicas, o desen-
volvimento de atitudes de autonomia e cooperacao. (BRASIL, 2000, P.42). Nao
existe impessoalidade no processo de ensino e aprendizagem, logo, a perspectiva do
educador no processo de ensino ¢ de grande relevancia, principalmente, no atual
cenario educacional, em que o educador é cada dia mais um incentivador, mediador
da busca da aprendizagem pelos estudantes.

3.2 APLICACAO DO QUESTIONARIO

Aplicacao do questiondrio ocorreu para alunos de duas turmas diferentes, alunos
do 7° semestre e alunos do 8° semestre, do curso de Licenciatura em Matemadtica
de uma Universidade Estadual da Bahia, também foi aplicado em dias distintos,
devido a viabilidade de aplicacao em horarios de aulas cedidos por dois professores,
0s quais, vale ressaltar demonstraram muito interesse pelos resultados. O primeiro
dia de aplicacao foi com os alunos do 7° semestre, responderam ao questiondrio,
neste dia, 14 graduandos; no segundo dia, 10 concluintes do curso responderam ao
questionario.

Ambos os grupos ja sabiam do que se tratava, pois, o professor colaborador, ja
havia conversado com eles sobre o questionario e o fato da participagao ser volunta-
ria, vale ressaltar que faltaram 4 alunos no primeiro dia e 2 alunos no segundo. No
primeiro momento foi explanado para os participantes mais detalhes sobre o traba-
lho, a justificativa, os objetivos, ressaltado o anonimato das respostas e explicado
todo o procedimento para a resolugao. O que nao era esperado, mas, ocorreu em
ambos os dias foi ao final das explicagoes gerais uma chuva de colocagoes aflitas
sobre a Anédlise Combinatéria. Muitos, antes mesmo de ver as questoes, comeca-
ram a verbalizar sobre suas frustracoes, insatisfacoes e insegurancas com relacao aos
processos de aprendizagem e ensino de combinatéria. Todavia, foi colocado para os
integrantes que essas falas teriam seu espaco na segunda parte do questionario e que
assim eles o fizessem.

E salutar o relato de que no tempo destinado ao processo de resolucao das ques-
toes as queixas nao cessaram, muitos verbalizavam as suas variadas dificuldades. Ao
final do periodo de aplicacao, integrantes de ambos os grupos, explicitaram o desejo
de saber os resultados dos questionarios e solicitaram as resolucoes das questoes,
que, prontamente, foram disponibilizadas. Esses momentos de aplicacao, de certa
forma, ja revelavam parte do que ocorreria na analise dos questionarios. De fato,
assim como posto, por hipdtese e vivéncias, no inicio deste trabalho, as dificulda-
des no processo de ensino e de aprendizagem da Anélise Combinatoria sucedem. A
expectativa é que as respostas sejam fontes para identificar ou confirmar os fatores
que contribuem para este panorama.

42



3.3 ANALISE DO QUESTIONARIO

Como o questiondrio foi aplicado em um grupo do 7° semestre, que chamaremos
de grupo 01, e outro do 8° semestre, que chamaremos de grupo 02, um fato, inova-
dor, tornou esses grupos um pouco mais distintos e isto foi exposto pelos proprios
participantes. Os alunos do 7° semestre tiveram, no periodo da graduacao, o estudo
da Analise Combinatéria feito de modo remoto, logo no inicio da implementagao
das aulas remotas, no periodo pandémico; ja o outro grupo fez a disciplina no modo
presencial. Esse fato proporcionou uma mudanca de estratégia no tratamento dos
dados a serem apresentados, para uma melhor compreensao da realidade, os dados
serao apresentados por grupo e quando necessario tratados no geral.

3.3.1 APRESENTACAO E ANALISE DOS QUESTIONARIOS

Vamos analisar quantitativamente e, se possivel, qualitativamente o resultado
obtido em cada uma das 10 primeiras questoes, por grupo. Para isso utilizaremos
as seguintes siglas com seus respectivos significados:

B — Respostas totalmente em branco

PRCF — Respostas parciais com uso de féormula, considera-se a tentativa,
mesmo que nao apresente coeréncia, como uma resposta parcial.

PRSF — Respostas parciais sem uso de férmula.
CCF — Resposta completa com uso de féormula.
CSF — Resposta completa sem uso de féormula.

Apresentaremos as questoes e as possiveis resolucoes e expectativas tracadas para
as resolucoes, assim como a analise da resposta de alguns questiondrios.

Na questao 01, é apresentado o enunciado da questao e uma possivel estratégia
de resolucao: Quantos nimeros naturais pares de trés algarismos distintos podemos
formar usando apenas os algarismos 0,2, 4, 5, 7 e 97

Figura 3.1: Resolucao prévia da questao 01.

Como o nimero deve ser par e formado por 3 algarismos que n3o podem se repetir vamos
dividir em trés casos, fixando os algarismos pares na posi¢do da unidade e escolhendo os

algarismos da centena e da dezena. Pelo Principio Multiplicativo e aditivo temos:

5 . 4 -1+ 4 - 4 . 1 + 4

e e - - o - - e w
excluimos excluindo fixando ou excluindo o excluindo fixande ou excluindo o

apenas o o0eo o0 Deo2 oalgarismoda o algarismo Deo4
algarismo 0 alagarismo da centenaeo? 2
centena
4 . 1 =20+16+16=52
exc!\iﬂndo fixa?i.do
o algarismo da o algarismo
centenae o 4 4
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Esta questao tinha como objetivo principal evidenciar o uso do Principio Mul-
tiplicativo, do Principio Aditivo e a interpretacao com relacao a restricao sobre a
posicao do algarismo zero. O grafico 1 compara a resolucao entre os dois grupos
e evidéncia que nao tivemos resposta correta em nenhum dos dois, mas, também,
nenhuma questao em branco.

Grafico 1: Resolucao da questao 01 entre dois grupos.
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Dentre as questoes parcialmente respondidas quatro estratégias de resolucao fo-
ram mais recorrentes, vamos observa-las:

Figura 3.2: Resolucao 1 da questao 01.

Resobagdo da guestho 01

Essa estratégia de resolucao que é a enumeragao de todas as possibilidades, ocor-
reu em 4 respostas do Grupo 01, em todas elas, a estratégia falha quando os respon-
dentes admitem como nimeros formados por trés algarismos aqueles que possuem
o zero na posigao da centena. Ou seja, foram contabilizados 8 ntimeros nao validos
para o solicitado no problema.

Esse modo de resolugao nos deixa uma duvida, serd que se o nimero de pos-
sibilidades fosse maior, essa estratégia também seria utilizada? Percebemos nessas
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resolugoes uma inconsisténcia no conhecimento do Principio Multiplicativo e sua
aplicacao.

Figura 3.3: Resolucao 2 da questao 01.

Remdlatho da guerstda O]

&

Nessa estratégia de resolucao que apareceu em dois questionarios do grupo 01
e quatro questiondrios do grupo 02, fica manifesto a aplicacao do Principio Multi-
plicativo e a tentativa de cumprir a restricao do ntimero ser par, quando é exposto
apenas tres possibilidades para o algarismo da unidade. Mas, o caso particular do
algarismo zero ¢ desconsiderado, além disso o algarismo utilizado na posi¢ao da uni-
dade, do modo, como foi calculado pode ser repetido nas outras posigoes. Ha duas
dificuldades explicitas aqui: analisar o zero e restringir o niimero de possibilidades
na posicao da centena.

Figura 3.4: Resolucao 3 da questao 01.

Ranobap s di g 3 01

Esse modo de resolugao foi a mais recorrente, em ambos os grupos. Notem
que é muito parecida com a estratégia anterior, onde é nitido o uso do Principio
Multiplicativo, mas, a dificuldade, mais uma vez, esta em relacao a interpretacao de
como o algarismo zero pode se posicionar. Infelizmente, ficou claro nessa primeira
questao uma dificuldade de interpretagao.
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Figura 3.5: Resolucao 4 da questao 01.
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Esta estratégia de resolucao também é pautada no Principio Multiplicativo, mas,
nota-se a dificuldade em garantir que todos os algarismos sao distintos. Nesse mo-
delo, nao é possivel garantir se as 5 possibilidades apresentadas para a posicao da
centena é excluindo o 0 ou o algarismo utilizado na unidade, que também pode ser o
zero. Ha uma divergeéncia entre o que é solicitado no enunciado e o que é entendido
e desenvolvido.

Para a questao 02, assim, como ocorreu na questao 01, o objetivo principal era o
uso do Principio Multiplicativo e Aditivo, dividindo a situacao nos casos possiveis,
além da percepcao da importancia da ordem dos elementos. Era uma questao que
pode gerar confusao, com relacao a ser tratada como uma Combinagao Simples.
Além disso, como é possivel a resolucao com o uso da Férmula da Permutacao ou
do Arranjo Simples, buscamos evidenciar se esses agrupamentos sao reconhecidos e
utilizados.

A questao 02 estava assim descrita: (FGV- SP / 2020) As bandeiras dos cinco
paises do Mercosul serao hasteadas em dois postes, um verde e um amarelo. As
cinco bandeiras devem ser hasteadas e cada poste deve ter pelo menos uma bandeira.
Constituem situacoes diferentes de hasteamento a troca de ordem das bandeiras em
um mesmo poste e a troca das cores dos mastros associadas a cada configuracgao.
Qual o total de configuragoes possiveis de hasteamentos na condicao descrita?

Figura 3.6: Bandeiras da questao 02.

]3]

B

Apresenta-se a expectativa de resolucao.
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Figura 3.7: Resolucao prévia da questao 02.

Como o enunciado exige que em cada poste haja pelo menos uma bandeira e a disposi¢do
nos postes, assim como entre eles, altera os agrupamentos, suponhamos os seguintes casos

e pelo Principio Multiplicativo e Aditivo, relacionaremos com os agrupamentos:

(1 bandeira no poste verde) e (4 bandeiras no poste amarelo)

¢ analogo a 1 bandeira no pos‘te amarelo e 4 no poste verde
entio multiplicamos por 2

~2-(5) (4-3:2-1)

Agy Py

ou

(2 bandeiras no poste verde e 3 bandeiras no poste amarelo)

¢ anilogo a 2 bandeiras no 'po:s‘te amareloe 3 no poste verde
novamnete multiplicamos por 2

~2-(5-9)-(3-2-1)

Agz Py

2-5-4-3-2-1+2-5-4-3-2-1=480

Assim como ocorreu na questao 01, a questao 02 também nao foi totalmente
respondida em nenhum questionario e como é possivel vislumbrar no grafico 02
tivemos um indice significativo de questoes em branco, entre os dois grupos, ao todo
foram 10 questoes entregues em branco. Entretanto, o percentual em relacao ao
grupo 01 é maior, aproximadamente 57% dos participantes do grupo 01 entregaram
essa questao em branco e vale ressaltar que desses 87, 5% sinalizaram no espaco para
resolucao nao terem conseguido entender o enunciado.

Gréfico 2: Resolugao da questao 02 entre dois grupos.
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Dentre as respostas parciais, trés se destacaram por sua recorréncia, desse modo,
vamos analisa-las.
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Figura 3.8: Resolucao 1 da questao 02.

Rl bo da guastlo 02

A resolucao explicitada acima, ou semelhante a esta, surgiu em metade das ques-
toes parcialmente respondidas. O participante apresenta o agrupamento da Com-
binagao Simples, como estratégia de resolucao, mas, além de apresentar atrito na
propria aplicacao da férmula, que nao esta coerente com o que esta proposto, tam-
bém nao interpreta os diferentes casos possiveis para cada poste. Vale ressaltar que o
enunciado é muito claro com relacao a importancia da ordem das bandeiras. Mesmo
sendo uma tentativa de resolucao com uso de uma férmula, acaba por realcar a di-
ficuldade de interpretacao e o desconhecimento das féormulas referentes aos tipos de
agrupamentos dos problemas de contagem.

Figura 3.9: Resolucao 2 da questao 02.

Eenipbot e J8 ot iio 04

Esse modelo de resolucao evidencia o Principio Multiplicativo e Aditivo, ao
mesmo tempo, que mostra, mais uma vez, uma dificuldade em responder o que
é solicitado. Pois, considera-se a diferenca entre os postes, mas, nao a escolha inicial
de quais bandeiras ficarao em cada poste. Cerca de 21% das questoes respondidas,
parcialmente, apresentaram modelo igual ou muito similar a este.

No préximo tipo de resolugao teremos estratégia semelhante, mas, a ideia da
permutacao das bandeiras em cada poste ja é alcancada, observemos.
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Figura 3.10: Resolugao 3 da questao 02.

Aails i o 33 osbdc 02

Este modelo de resolucao revela que aquele que respondeu galgou um patamar
a mais de interpretacao da questao, note que é utilizada a Permutacao Simples,
para ordenar as bandeiras em cada poste, também ja fica evidente a separacao dos
casos possiveis, entretanto, a natureza de escolha do problema nao foi considerada.
Assim, como na resolucao anterior, nao é considerado a possibilidade de escolha das
bandeiras para o primeiro poste, seja ele verde ou amarelo.

Ao final da andlise desta questao a fragilidade da percepcao da caracteristica de
ser um problema de escolha em que a ordem ¢é indispensavel é notéria, assim como
ocorreu na Questao 01.

A questao 03 é um problema de contagem que envolve elementos repetidos, o
objetivo deste problema é perceber o uso do Principio Multiplicativo, de modo que
seja necessario estar atento a contagem de um mesmo agrupamento mais de uma
vez, ou seja, esses agrupamentos contados repetidas vezes devem ser excluidos. E
verificar se ha o uso e o entendimento da férmula da Permutacao com Repetigao. E,
também, mais um problema que é necessario estar atento restricao imposta.

Os cupons para o sorteio de um automével em promocao de uma rede de shop-
pings centers de uma regiao sao numerados com 6 caracteres que vao do 000001
ao 999 999. O processo para se determinar o cupom vencedor ¢ dividido em duas
etapas: na primeira sao sorteados seis algarismos aleatoriamente, de 0 a 9, os quais
sao colocados em uma urna; na segunda, eles sao colocados eletronicamente um ao
lado do outro, determinando-se assim o algarismo da unidade, da dezena, da centena
etc. A primeira etapa ja foi realizada, e o algarismo que corresponde a unidade do
cupom sorteado foi definido: os seis algarismos sorteados sao 1, 3, 3, 4, 4, 4 e o
algarismo da unidade é impar. Sabendo que todos os cupons foram distribuidos,
temos que com apenas essas informagoes, qual a quantidade de cartoes que ainda
estao no pareo para ganhar o automovel?
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Figura 3.11: Resolugao prévia da questao 03.

Resolugdo da questdo 03:

Para confeccionar os numeros dos cupons precisamos utilizar 6 algarismos entre os seis
disponiveis: 1, 3, 3, 4, 4 e 4; e de acordo com o enunciado o algarismo da unidade € impar,

Vamos separar nos Ccasos poss iveis:

nimeros com 1 na unidade ou nimeros com 3 na unidade
firando um 1 na unidade restam 5 algarismos, fixzando um 2 na unidade restam 5 algarismos,
entre eles dois algarismos 3 e trés alagarismos 4 entre eles o 4 se repete 3 vezes

Pelo Principio Multiplicativo contabilizaremos cada ndmero repetidamente, dai

5-4-3-2-1 5-4-3-2-1

3121 + 3 =10+20=30
Utilizando a Permutacdo Simples:
numeros com 1 na unidade ou numeros com 3 na unidade
firando um 1 na unidade restam 5 algarismos, fixando um 2 na unidade restam 5 algarismos,
entre eles dois algarismos 3 e trés algarismos 4 entre eles o se repete 3 vezes
p? B2
5! 5!
23ty =

A observacao inicial do grafico da Questao 03, j4 nos mostra que em um ques-
tiondrio a resposta esta correta, e que, aparentemente, nao foi utilizado aplicacao
direta de férmula. Aproximadamente 42% dos 24 questionarios foram entregues com
a questao em branco, é um indice que causa desconforto, visto que o problema nao
reproduz situagoes com alto nivel de complexidade, mas leva ao desenvolvimento do
raciocinio combinatério de permutar.

Grafico 3: Resolucao da questao 03 entre dois grupos.
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Vamos analisar a tinica resolutiva que determinou o niimero certo de agrupamen-
tos para esta questao.
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Figura 3.12: Resolugao 01 da questao 03.

Retcduido o guestbo OO

E perceptivel que o participante nao divide a situagao em casos, mas, esta ciente
de que 86 sao possiveis 3 escolhas para o algarismo da unidade, e que as permutagoes
de elementos repetidos geram um mesmo agrupamento, por isso a divisao por 2!
e 3. A resolucao é coerente e utiliza, de fato, o que buscamos identificar nesse
questionario, ha a aplicacao do Principio Multiplicativo com adaptacao as restrigoes
dadas na questao, verificamos a implementacao de um raciocinio combinatorio mais
elaborado. Mas, vale ressaltar que no universo de 24 respostas, apenas esta apresenta
esse nivel de desenvolvimento.

Dentre as resolugoes parciais a mais frequente sera apresentada a seguir.

Figura 3.13: Resolugao 02 da questao 03.

Resaispdo da cueest b 01

Note que nessa resolucao, a dificuldade estd na percepcao de que os elemen-
tos repetidos, geram agrupamentos idénticos que sao contabilizados repetidamente
quando utilizamos o Principio Multiplicativo. Evidencia como nas questoes anteri-
ores uma fragilidade de interpretacao, entendimento da natureza dos problemas de
Permutacao com Repeticao.

As questoes que foram respondidas e que aparentemente utilizaram alguma for-
mula, ou melhor, tentam utilizar o conhecimento prévio sobre Permutacao, também
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desconsideram os elementos repetidos e a restricao do algarismo na posi¢ao da uni-
dade nao é atendida. Desse modo, as dificuldades de interpretagao e desenvolvimento
de um raciocinio combinatério ficam mais realgadas.

Verifica-se que na resolucao abaixo, o agrupamento que foi utilizado como estra-
tégia de resolucao foi a Permutagao Simples.

Figura 3.14: Resolugao 03 da questao 03.

Reediacdo da guestbo 03

Esta resolucao deixa clara o calculo da Permutacao Simples de 6 elementos, sem
nenhuma preocupacao com a restricao ou com o fato de entre os 6 elementos haver
elementos repetidos. Em todas as resolugoes parciais notamos dificuldades com
relagao ao pensamento combinatorio.

Na Questao 04 os objetivos principais eram: a percepcao que o problema tem
como caracteristica a escolha, pois, precisam ser escolhidos 5 voluntarios para cada
um dos 3 grupos distintos; que mesmo sendo um problema de escolha nao havera
elementos repetidos e que a ordem das escolhas dos elementos nao gera um novo
agrupamento. Essa situagao pode ser solucionada com o uso da Combinagao Sim-
ples. Entretanto, como ja evidenciado no Capitulo 03, a sua resolucao independe
da aplicacao direta de férmula. Novamente a aplicacao do Principio Multiplicativo
com a andlise inerente ao problema é suficiente, vejamos.

(UCB DF/2021) Um grupo de 15 voluntérios participard de um estudo a res-
peito da COVID-19. Desse grupo, 5 receberao uma medicacao experimental contra
COVID-19, 5 receberao uma medicagao existente no mercado farmacéutico e o res-
tante formarda o grupo de controle e receberda um placebo. De quantas maneiras
distintas podem ser formados os 3 grupos? Observacao: precisamos escolher 5 vo-
luntérios para o grupo de medicagao experimental, depois, 5 voluntarios para o grupo
da medicagao existente e os 5 restantes ficarao no grupo do placebo.
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Figura 3.15: Resolugao prévia da questao 04.
Resolucdo da questdo 04:

E ndo podemos esquecer que a ordem de escolha dos voluntarios ndo altera o agrupamento,

desse mado pelo Principio Multiplicativo temos:

15-14-13-12-11 10-9-8-7-6
. - 1
! 1 et
-,—5,',—, \._5,—, como restam
determinando o nimero de determinando o nimero de 5 voluntarios
escolhas dos 5 voluntarios escolhas dos 5 voluntarios do 22 grupo, 56 temeos 1
do 12 grupo e dividimos pelo dentre os 10 quesobraram,apbs a escolha do escolh
nimero de vezes que contabilizamos 12 grupo. E analogamente dividimos
0 mesmo agrupamento,pois a ordem por Slque é o niimero de vezes que
néo importa. cada agrupamento sera contado

repetidamente.
3003-252-1 = 756.756
Poderia ser aplicado para essa questdo a Combinac¢3o Simples, observe:

15! 10!
CGiss Cios Css = (e oy 5 (To — 51 - 51

1 =756.756

Na analise de resolucao desta questao, dentre as 19, parcialmente respondidas,
tivemos trés modelos de resolucao apresentados, diferente das demais questoes, que
apresentavam grande variacao de tentativas. De acordo com o grafico da Questao
04, aproximadamente 79% responderam parcialmente a Questao 04.

Grafico 4: Resolucao da questao 04 entre dois grupos.
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Vamos analisar as resolugoes que foram apresentadas.
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Figura 3.16: Resolugao 01 da questao 04.

Rewslucdo da quesio O

F P

Esta resolucao foi a mais recorrente, a sua analise perpassa por dois fatores impor-
tantes. O fato de os participantes terem recorrido ao agrupamento da Combinacao
Simples sinaliza que é provavel que a natureza de escolha e que a nao importancia
da ordem, possam ter sido percebidos, entretanto, o fato de escolherem 3 elementos
nos 15, aponta para um grave erro de interpretacao e de entendimento sobre o que,
de fato, teria que ser escolhido. Do modo como a resolugao estd posta, é como se

estivessem sendo escolhidos 3 grupos entre 15 grupos possiveis, e nao é isso que
ocorre no problema.

No proximo modelo de resolucao a ordem é considerada, por isso, os agrupamen-
tos sao contabilizados repetidas vezes.

Figura 3.17: Resolugao 02 da questao 04.

Reuclucdo da quetdo 04

Neste modelo de resolucao, que apareceu em dois questionarios, a natureza da
escolha foi claramente compreendida, entretanto, continuamos a observar a falha
em considerar a ordem importante e a troca de principio, ou seja, onde também era
Principio Multiplicativo foi aplicado Principio Aditivo. Pois, devem ser escolhidos
os voluntdrios do 12 grupo e do 2° grupo e do 3° grupo. Na resolucao a interpretacao
dada é: escolher os voluntédrios do 1° grupo ou do 2° grupo ou do 3° grupo.
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No préximo modelo de resolucao temos uma analise muito similar a que acabamos
de observar, porém, nesta nao houve dificuldade de interpretagao entre aplicagao do
Principio Multiplicativo ou Aditivo, aqui permanece a nao observancia de que a
ordem de escolha nao gera um novo agrupamento.

Figura 3.18: Resolucao 03 da questao 04.

Reaohacdo da questdo 04

O modelo de resolucao apresentado acima sé foi observado entra as respostas do
Grupo 02. Como a ordem é considerada importante na resolucao, foi resolvida a
Permutacao simples dos 15 voluntérios.

Ao final da investigacao das 4 primeiras questoes, um fator esta ficando cada
vez mais evidente, as respostas que mais se aproximam de estratégia de resolucao
coerente e conveniente estao no grupo 02, os alunos que estao concluindo o curso de
Licenciatura em Matematica.

A Questao 05, objetiva o uso de raciocinio analogo ao utilizado na Questao 04,
além de propiciar a possibilidade da aplicacao do Principio da Inclusao e Exclusao
como parte da estratégia de resolucao.

(ENEM 2016) O ténis é um esporte em que a estratégia de jogo a ser adotada
depende, entre outros fatores, de o adversario ser canhoto ou destro. Um clube tem
um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 sao canhotos e 6 sao destros. O técnico do
clube deseja realizar uma partida de exibicao entre dois desses jogadores, porém,
nao poderao ser ambos canhotos. Qual o nimero de possibilidades de escolha dos
tenistas para a partida de exibicao?
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Figura 3.19: Resolugao prévia da questao 05.

Resolugdo da questdo 05:

Ao todo sdo 10 tenistas, dos quais, 4 sdo canhotos e 6 sdo destros, como a questdo ndo quer
uma partida entre canhotos, podemos determinar o total de partidas possiveis e excluir aquelas
realizadas apenas com canhotos. Percebamos que ao montar uma partida estamos escolhendo
dois tenistas (uma dupla) entre os disponiveis e a ordem também ndo é importante, ou seja, ndo

altera a partida.

Desse modo, temos:

10-9 4-3
2! 2!
-~ L
possibilidade de escolher possibilidades de escolher duplas
quaisquer dois tenistas de canhotos,que sdo aquelas que nio servem.
entre os 10 disponiveis e para Analogamente,dividimos por 2!, pois cada dupla
nio contabilizar uma mesma dupla serd contada repetida 2! vezes

repetidamente, dividimos pelo 2!
45 -6 =139
Com a aplicac3o direta da formula de Combinagdo Simples:

10! 4!

(0—2)1-21 (42121 *°76=39

CJ.O,Z - C4.z =

A questdo também pode ser respondida sem o processo de exclusdo, dividindo nos casos

possiveis para as duplas:

6-5
4.6 + ' =24+15=39
escolher 1 canhoto ;'; _2;_
e 1 destro escolher 2 destros,
Atencdo,nesta opgio nio temos nesse caso contamos cada
como contar a mesma dupla uma das duplas 2lvezes
repetidamente por isso dividimos

A resolucao que apresentaremos a seguir foi a mais recorrente nas respostas,
parciais apresentadas. Assim como evidenciado anteriormente, recorre a falha de
nao analisar se a ordem é importante na formacao dos agrupamentos solicitados.

Figura 3.20: Resolugao 01 da questao 05.

Begoiagbo da gui i

Note que a falha nesta resolucao estd exatamente em nao descontar dentre as
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duplas formadas apenas por destros as que foram contabilizadas com repeticao, mais
uma vez, a analise da ordem dos elementos foi negligenciada na resolutiva.

Para esta Questao 05, apenas dois modelos foram mais recorrentes, é valido
explicar que muitas solugoes nao apresentavam nenhum nexo com o que de fato foi
solicitado. Observemos a segunda resolucao.

Figura 3.21: Resolugao 02 da questao 05.

Rarieinal ey 33 it 5130 0

Nesta estratégia fica claramente explicito a possibilidade de escolha de um mesmo
tenista duas vezes, nao formando uma dupla, no caso de ser destro, ou seja, seria
possivel escolher o D; (destro 1) e novamente ele no segundo grupo, além de ser
contabilizada repetidamente duplas formadas por destros. A anélise dos casos pos-
siveis para depois a generalizagao, quando viavel, ¢ uma habilidade necessaria para
o desenvolvimento das estratégias em combinatoria e este caminho nao foi utilizado
nessa resolucao.

E interessante explicitar que das questoes parcialmente respondidas sem o uso
de férmula, a estratégia apresentada acima foi utilizada em 40% delas. E de acordo
com o grafico da Questao 05, nao se observa nenhuma resposta totalmente correta.

Gréfico 5: Resolugao da questao 05 entre dois grupos.
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Na Questao 06 a finalidade, mais uma vez, era de trabalhar um problema que
tem como caracteristica a organizacao de todos os elementos possiveis, observando
a existéncia de elementos repetidos e atendendo a uma restricao.

(ENEM 2020) Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem
“TOM MARVOLO RIDDLE” gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT”. Suponha
que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM POTTER”, de tal
forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre intercaladas, e sem considerar
o espacamento entre as letras. Nessas condigoes, qual o nimero de anagramas
formados?

Figura 3.22: Resolugao prévia da questao 06.

Resolugdo da questdo 06:

O que é necessario fazer nesta questdo é delimitar as posi¢cdes onde podem ficar as
consoantes e as vogais, pois, o enunciado exige que elas fiquem intercaladas. Desse modo,
como sdo 5 consoantes e 4 vogais 05 anagramas comegardo por consoante, caso contrério,
ficardo duas consoantes juntas. Sabemos que a ordem é importante, ou seja, a troca de
lugar de duas letras gera um novo anagrama, estejamos atentos que temos duas consoantes

repetidas. Sendo assim, pelo Principio Multiplicativo temos:

5 - 4 - 4 - 3 - 3 - 2 - 2 - 1 - 1
et [ - - e [ e e e
escolha da escolha da escolha escolha escolha escolha escolha escolha escolha
12 consoante (C) 12wvogal (V) da22C da2!V da32C da3®V da4?C da4®V da52C
2!

uh
temos o T se repetindo, legoatrocadeT comT nido gera
novo anagramda

5-4-4-3-3-2-2-1-1
2!

= 1440.

Do mesmo modo, fixando as posi¢Bes das consoantes e vogais para garantir que estariam
intercaladas pode-se aplicar a Permutagdo Simples entre as vogais e a Permutacdo com

Repeti¢do entre as consoantes.

5!
P, . Pz =41 -— = 1440
permutacie simples permutacio com repeticio
das 4 vogais das 5 consantes com T repetido 2 vezes

Antes de analisarmos alguns modelos de resolucao, para esta questao faz-se ne-
cessario observar o cenario geral de sua aplicacao, através do Grafico 6.
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Grafico 6: Resolucao da questao 06 entre dois grupos.
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Assim como ocorreu na Questao 03, neste problema também tivemos uma re-
solucao, dentre as 24, que foi completamente correta, é importante ressaltar que
novamente ela foi respondida por algum integrante do grupo 02. Além de analisar-
mos a resposta correta, analisaremos duas outras resolucoes que foram recorrentes
em ambos 0s grupos.

Figura 3.23: Resolugao 01 da questao 06.

Besohaho da gaestds e

A resolucao se mostra exatamente como prevista em uma das resolucgoes, neste
caso, utilizando o Principio Multiplicativo, mas, também sinalizando para a percep-
¢ao da Permutacgao Simples e da Permutacao com Repetigao. De fato, entre todas as
questoes corretamente respondidas, que foram poucas, esta demonstra o desenvolvi-
mento de todas as habilidades esperadas, desde o cumprimento da restricao, até a
percepcao das possibilidades de estratégias de resolugao. O raciocinio combinatério
fica claro e objetivo.
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Figura 3.24: Resolugao 02 da questao 06.
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Esta estratégia de resolugao prioriza notoriamente o Principio Multiplicativo
inclusive ao atendimento da restricao dada, entretanto, mais uma vez a auséncia da
analise de existir elementos repetidos ocorre. Todavia, como este método apareceu
em um numero consideravel de resolucgoes, verifica-se que existe um conhecimento,
mesmo que nao abrangente, para todos as possibilidades, com relacao ao uso do
Principio Fundamental da Contagem.

Na préxima estratégia de resolugao esbarramos, novamente, na nao observancia
da restricao especifica dada na questao.

Figura 3.25: Resolugao 03 da questao 06.

Resivbar 3o 33 gue-ain Ot

Nesse contexto de resolugao os participantes utilizaram a Permutagao com Re-
peticao, a exigéncia de consoantes e vogais intercaladas nao foi levada em consi-
deracao, mas se atentou que do total de 9 letras que seriam permutadas, duas se
repetem. Percebe-se que o desenvolvimento do calculo nao esté correto, o resultado
seria 181.400, um nimero muito maior que o determinado e que o resultado real da
questao.

A Questao 07 tem como finalidade observar a percepcao de um problema cuja
caracteristica principal é a escolha, os elementos podem se repetir e a ordem dos
elementos nao é importante. E possivel a utilizacao da Combinagao com Repeticao,
logo, tentamos evidenciar com essa questao se a férmula é aplicada. Observemos o
problema e as possiveis resolugoes esperadas.
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Um artesao produziu 5 pecas idénticas e dispoe de 4 cores para pinta-las, en-
tretanto, cada peca sé pode ser pintada com uma unica cor. De quantas maneiras
distintas esse artesao pode pintar essas 5 pegas?

Figura 3.26: Resolugao prévia da questao 07.

Resolucdo da questdo 07:

Note que nesse problema temos 4 cores disponiveis e precisamos escolher 5, de modo que,
pode ser escolhida uma unica cor, duas cores, trés cores ou as quatro cores. Pode haver
repeticdo de cores (para esse problema com certeza haverd), é importante ponderarmos
também que a ordem de escolha das cores nfo altera o agrupamento. Desse modo, podemos

representar essa situagdo por meio de uma equagdo linear, para isso, consideremos:

x — pegas pintadas com a cor 1; y — pecas pintadas com a cor 2; z — pegas pintadas com a cor

3; w — pecas pintadas com a cor 4
Dai podemos afirmarque:x +y+z+w =25
Para resolver essa equagdo podemos representa-la da seguinte forma:

8-7-6-5-4-3-2-1

5!-3! 56

sxknx 4+ 4 4 —
Rrr—— PR
vamos orgnizar todas as sequencias possiveis
observando que * se repete 5 vezes e
+ se repete 3vezes

E equivalente a utilizar a Permutagio com Repeticdo:

8!
53 _ _
Fe" = 51-31 56

O problema podia ser resolvido com a aplicacdo direta da Combinag¢3o com Repetigio:

8!

— -6
(8—5)!-5!

CRys = Clavs—1)5 = Cgs =

Observa-se os dados gerais referente a resolugao da Questao 07, no Grafico 7.

Grafico 7: Resolucao da questao 07 entre dois grupos.
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Dentre as questoes ja analisadas esta é a que apresenta maior indice de respostas
em branco, aproximadamente 58% do total de questionarios aplicados. E importante
salientar que em nenhuma dessas respostas em branco esta apontado o motivo falta
de tempo para a nao resolucao. Avaliando as 9 respostas parciais que foram dadas,
todas abordam duas estratégias. Analisemos essas solugoes.

Figura 3.27: Resolucao 01 da questao 07.

Rasciugdo d gueritdo 07

E possivel verificar que nesse modo de resolucao foi percebido que os elementos
podem se repetir, porém, mais uma vez a andlise sobre a importancia da ordem de
escolha nao foi feita, entao, foi aplicado o Principio Fundamental da Contagem sem
ponderar sobre os agrupamentos contados repetidamente. Nao é possivel perceber
a aplicagao direta ou proposital do agrupamento do Arranjo com Repetigao, mas,
implicitamente foi a interpretacao dada.

Figura 3.28: Resolugao 02 da questao 07.
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Nesta tentativa de resolucao, o que é aplicado prioritariamente é o Principio
Multiplicativo, todavia, nao é considerada a repeticao dos elementos. A estratégia
nao atende de modo algum o que o problema evidencia. Demonstra, novamente, a
dificuldade em interpretar e atender ao que é solicitado explicitamente no enunciado.
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Ainda sobre as resolugoes da Questao 07, chamou atengao uma observagao feita
em um dos questiondrios, é interessante o compartilhamento e analise deste fato.
Mesmo nao sendo uma resolucao da questao sera aqui denominada com Resolucao
03 da Questao 07.

Figura 3.29: Resolucao 03 da questao 07.
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Foi observado que haveria repeticao dos elementos, mas, essa caracteristica, na
concepcao da pessoa, inviabiliza a resolucao da questao. Nao ha uma conjectura de
tipos de agrupamentos, a classificagao de insolivel é clara e objetiva.

Os problemas de contagem classificados como Arranjo Simples ou Combinagao
Simples sao os mais evidenciados na abordagem da Analise Combinatéria, nos li-
vros didaticos e questoes de provas oficiais. Esses agrupamentos restringem, que o
niumero de elementos escolhidos deve ser igual ou menor que o ntimero de elementos
disponiveis, como apresentado nas Segoes 2.3 e 2.5, pode ser isto que sustenta tal
afirmacao feita.

Na analise das Questoes 08, 09 e 10, o nimero de respostas em branco foi au-
mentando, em algumas delas a falta de tempo foi apontada como motivo para a nao
resolucao, apresentaremos a proporgao em cada uma delas.

Nesta questao mais uma vez gostariamos de evidenciar a aplicagao do Principio
Multiplicativo, com a ponderacao das restrigoes impostas. Era interesse também ve-
rificar se seria feita uma relacao com a Permutacao com Repeticao. Vamos conhecer
o problema e as possiveis estratégias de resolucao.

(AFA — 2018) Dez vagas de um estacionamento serao ocupadas por seis car-
ros, sendo 3 pretos, 2 vermelhos e 1 branco. Considerando que uma maneira de
isso ocorrer se distingue de outra tao somente pela cor dos carros, qual o total de
possibilidades de os seis carros ocuparem as dez vagas?
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Figura 3.30: Resolugao prévia da questao 08.

Resolu¢do da questdo 08:

Para resolver este problema precisamos escolher como ficard cada uma das 10 vagas
disponiveis, com um carro preto, um carro vermelho, um carro branco ou vazia. Mas, note
que teremos elementos repetidos nessa escolha, pois sdo: 3 carros pretos, 2 vermelhos, 1
carro branco e 4 lugares vazios. Dai temos:

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

escolha da situm‘;ﬁo de cada vaga

4! : 3! . 2!
= = =
05 agrupamentos que os agrupamentos que 05 agrupamentos que
contamos repetidamente contamos repetidamente contamos repetidamente
quando trocamos os lugares vagos quando trocamos os carros pretos quando trocamos os carros
entre si de lugar entre si vemelhos de lugar entre si

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
41-31-21

=12.600

Poderia ser aplicada a Permutac¢do com Repeticdo diretamente, seja:
P —carro preto

V — carro vermelho

B — carro branco

@ -vago

Como podemos observar no Gréfico 8, que mostra os dados referente a resolucao
da Questao 08; 62,5% das respostas estavam em branco, dessas, 33% apontaram
falta de tempo como motivo para a nao resolugao. Observe que assim como ocorreu
nas Questoes 03 e 06, aqui também temos uma resposta completa e correta.

Grafico 8: Resolucao da questao 08 entre dois grupos.
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Exceto a resolucao correta, todas as outras tentativas de resolucao seguiram
uma trilha de procedimentos muito similar, inclusive com abordagem equivocada
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ao mesmo tipo de agrupamento, a Combinagao Simples. Vejamos algumas dessas
respostas.

Figura 3.31: Resolugao 01 da questao 08.

Rl Ao D) e itho 8

Nesta resolugao nao fica evidente a aplicacao da Permutagao com Repeticao, mas,
o uso do Principio Multiplicativo de acordo com as restri¢oes dadas, e é notdria a
percepcao que a ordem é importante para a situacao. Aparentemente, nao é feita a
escolha das vagas que ficarao vazias, pois, apos escolher a posicao para os 6 carros,
necessariamente sobrarao os 4 espagos vazio quaisquer.Portanto ele s6 considera com
elementos repetidos os 3 carros pretos e os dois carros vermelhos, por isso a divisao
pelos termos 3! e 2!.

Assim como ocorreu nas outras respostas corretas, é perceptivel o desenvolvi-
mento do raciocino combinatorio independe do reconhecimento ou aplicagao de uma
formula especifica de algum agrupamento padronizado.

Figura 3.32: Resolugao 02 da questao 08.

-
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Nesta resolucao, é possivel entender a priorizacao da escolha do espago para os
6 carros, mas, a ordem de escolha nao foi ponderada. Fica dificil afirmar diante do
registro o que pode ter sido ponderado em relacao aos lugares vagos. Contudo, nos
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deparamos com mais uma resolucao que evidencia falhas de interpretacao em relagao
a importancia da ordem e a possibilidade de trabalhar com elementos repetidos.

E necessério relatar que a escolha desta questao para fazer parte do questionario
ocorreu com a expectativa de que se o desenvolvimento das respostas fosse progres-
sivo e correto, esta, serviria para aumentar o nivel de complexidade, para verificar a
utilizacao de diferentes estratégias numa mesma questao. Ou ainda, o uso de dife-
rentes modelos de agrupamentos com suas féormulas. Mas, como até aqui nao foram
verificadas a aplicacao de estratégias coerentes e eficazes, em muitas respostas, que
resultassem na razoavel resolucao das questoes, os dados obtidos na resolucao dessa
questao foram previsiveis e reflexo das outras questoes.

De quantas maneiras as letras da palavra SERRILHOU podem ser organizadas,
mantendo-se as vogais em sua ordem natural e nao permitindo que as letras R fiquem
juntas?
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Figura 3.33: Resolugao prévia da questao 09
Resolucdo da guestdo 09:

A resolucdo desta questdo exige duas etapas: garantir que as vogais E, [, 0, U mantenham-se
em sua ordem natural; ndoc permitir que as letras FR fiquem juntas. Utilizaremos nesta
resolugdo o Principio da Exclusdo e Inclusdo, determinaremos o total de anagramas possiveis
com as vogais em ordem natural depois excluiremos desse total agueles que as letras RR estdo
juntas. Come a palavra SERRILHOU possui 9 letras, € como se tivéssemos 9 espacos para serem
preenchidos, escolheremaos primeiro os espacos das vogais e depois das consoantes:
9.8-7-6 5.4.3-2-1
escolha do lugar da 12 vogal,

da 22 vogal, da 3% vogal
& da 42 rogal

dentre as 5 posigies restantes
ascolhamos o lugar da 12 consoante,
da 22 consoante £ assim sucessivemente _

g

41 2!
P . sl -
como a ordem ndo € importante, pois como temes duns consoantss repetidas
af rogais tem wma ordem fiza, @ natural dividimes por 2!

entio dividimos pelas 4! vezes que cada agrupamento
serd rontado repetidamenta.

_9-8.7-6 5-4-3-2-1
T 21

= 12660 = 7.560

Eszes 7.560 anagramas sao todos os anagramas gue possuem as vogais em ordem natural, mas,
ainda ndo restringimos que as letras R fiquem juntas. Trataremos as letras RR como se fossem
uma 50, passamos a ter B letras, ou seja, 8 espacos, gue serdo ocupados por 4 vogais em ordem
natural & 4 consoantes distintas. De modo anglogo ao que fizemos para determinar o total de

anagramas, pelo Principio Multiplicativo temos:

8-7-6-5
escolha do lugar da 12 vogal,
da 22 vogal, da 32 vogal
& da 42 rogal
41
P .
comgo a ordsm nido € importante, pois
as vogais tem uma ordem fixa, a natural
entis dividimos pelas 4! vezes gue cada agrupamento
sera contado repetidaments.

e 4.3.2.1 =
——
dentre az 4 posigoes restantss
gscolhemos o lugar da 12 consoante,
da 22 pongoante ¢ assim sucessivemente

8-7-6-5 _
=T-4-3-2-l= 70-24 = 1.680
Dai temos,
7.560 - 1680 = 5.880
anagramas da palavra anagramas da palarra anagramas da palavra
SERRILHOU XERRILHOU SERRILHOU

com af rogals em ordem natural  com as vogais em ordem natural com af vogais em ordem natural

£ com & as letras RR separadas
as letras RR juntas

A resolucdo podia ser feita aplicando diretamente as farmulas:

9! 51 8!
(0—4)1-4 20 (8—4)-4

Coq"P5—CgyPy= «4! = 12660 — 70 - 24 = 5.880

Segue os dados da Questao 09
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Grafico 9: Resolucao da questao 09 entre dois grupos.
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Verifica-se que 75% das respostas a Questao 09 foram entregues em branco,
percebemos que de fato, como ja diagnosticado, nas oito questoes anteriores, nao
ha um aprofundamento no raciocinio combinatorio e nem mesmo os conhecimentos
primitivos necesséarios para o enfrentamento dos problemas de contagem.

Os 25% dos participantes que responderam, parcialmente ao problema, utiliza-
ram prioritariamente o Principio Multiplicativo, mas, sem uma analise mais pro-
funda da natureza do agrupamento e das restrigoes envolvidas. Como pode ser visto

nas imagens a seguir.

Figura 3.34: Resolugao 01 da questao 09
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Figura 3.35: Resolugao 02 da questao 09

Rsoipg b Ay paest b (M

Como ja relatado as tentativas de resolucao demonstram uma tentativa de apli-
cagao do Principio Multiplicativo, mas, reforcam o que ja foi explicitado nas outras
questoes, com relacao a dificuldade de interpretacao, atendimento as restrigoes e
absorcao do que de fato é o Principio Multiplicativo.

O objetivo desta Questao 10 era identificar se os participantes conheciam ou
reconheciam uma aplicagao do raciocinio combinatério num modelo especifico de
questao, nesse caso, o modelo escolhido é corriqueiramente abordado nas fontes que
tratam de Analise Combinatoria, inclusive, é analogo ao Exemplo 2.2.4.

Um aplicativo de transporte disponibiliza em sua plataforma a visualizagao de um
mapa com ruas horizontais e verticais que permitem realizar deslocamentos partindo
do ponto A e chegando ao ponto B, conforme representado na figura abaixo.

-]

Qual o nimero de menores caminhos possiveis que partem de A e chegam a B,
passando por C?
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Figura 3.36: Resolugao prévia da questao 10

Resolucdo da questdo 10:

Para determinar o menor nimero de caminhos possiveis, os movimentos so serdo para a
direita ou para cima. Desse modo dividiremos o caminho de A até C e de C até B. Notem que
de A até C necessariamente serdo feitos 3 movimentos para a direita e 3 movimentos para
cima, totalizando 6 movimentos; e, de C até B, serdo feitos 4 movimentos para a direitae 2
para cima, totalizando 6 movimentos. Os movimentos no mesmo sentido sdo elementos
repetidos, dai temos:

——— —_—
escolha do 12 movimento e escolha do 12 movimento e
escolha do 2% movimentos e escolha do 2% movimentos e
escolha do 32 movimnetoe e escolha do 32 movimnetoe e
assim sucessivamente e assim sucessivamente _
3!-3! 41-3!
. S—— . S—
pois contamos 3! os agrupamnetos que trocam pois contamos 4! o5 agrupamnetos que trocam
o movimento para direita de ordem o movimento para direita de ordem
e e
3! vezes os movimentos para cima 3! vezes os movimentos para cima

 6-5-4-3-2-1 6-5-4-3-2-1

31-3! 41-31 =20-15=300

Utilizando a Permutacdo com Repeticdo e considerando D (movimento para direita) e
C (movimento para cima) poderiamos apresentar a resolucdo da seguinte forma:

DDDCCC e DDDDCC
S—_— . —_—
caminhos de A até € caminhos de C atéB,
Vamos permutar a ordem também vamos permutar a ordem

desses movimentos que tem repeticao desses movimentos que tem repeticio

6! 6!
——=20-15= 300

3.3 pd2 _ i
Few - Fs T 3131 41-21

Na anélise do Grafico 10, percebemos que esta foi a questao que teve maior indice
de respostas em branco, claro que é importante ponderar que por ser a ultima o fator
tempo e o fator cansago podem ter contribuido para esse indice mais elevado.

Aproximadamente 92% das pessoas que responderam ao questiondrio nao respon-
deram a Questao 10. E interessante destacar que 100% dos questionarios respondidos
pelo grupo 01 apresentaram essa questao em branco. Apenas, 4 respostas traziam
a justificativa explicita de falta de tempo para a realizacao da solucao do problema.
Essa foi umas das quatro questoes foram respondidas.
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Grafico 10: Resolucao da questao 10 entre dois grupos.

Questao 10

| |
B PRCF PRSF CCF CSF

EGRUPO 01 mGRUPO 02

Como pode ser visto a seguir, na resposta correta foi utilizada a Permutacao com
Repeticao, o modo de organizacao da resolucao, indica que o modelo de questoes
era conhecido do participante. Foi utilizada exatamente umas das estratégias de
resolucao esperadas para essa questao, demonstrando que o participante manipula
com coeréncia e fundamentacao o Principio Multiplicativo associado a Permutagao
com Repeticao.

Figura 3.37: Resolucao 01 da questao 10

"-“uﬂ.h da gu 1S 10

0

i . c

Na outra tentativa de resolug¢ao notamos que o participante relacionou o modelo
de questao ao agrupamento da Permutacgao, o que indica que também houve um
reconhecimento do modelo de questao, entretanto, mais uma vez, ha uma dificuldade
em atuar quando existem elementos repetidos. De fato, é como se nao houvesse a
percepcao que existe elementos repetidos nesse agrupamento.
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Figura 3.38: Resolugao 02 da questao 10
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Ao final da exposicao dos dados referentes aos questionarios é possivel afirmar que
as dificuldades com relagao a Anélise Combinatéria para esses alunos da graduagao
existem, é real. Alguns niimeros identificados intensificam, claramente, a necessidade
de mais estudos e agoes voltadas para os processos de ensino e aprendizagem da
Analise Combinatéria.

Dentre as 240 questoes que foram aplicadas, apenas 4, de fato, foram solucio-
nadas satisfatoriamente, ou seja, menos de 2% das questoes. E acrescentemos uma
informagao preponderante para esta analise, todas as questoes respondidas correta-
mente foram de um mesmo participante, ou seja, apenas 1 entre 24 participantes
conseguiu responder alguma questao corretamente, menos de 5% da amostra.

Que fique evidente também, que foi notavel uma diferenca entre os questionarios
respondidos pelo grupo 01 e pelo grupo 02. Por exemplo do total de questoes em
branco quase 69% foram do grupo 01 e das questoes corretamente respondidas, 100%
foram do grupo 02. Isso pode estar ligado ao fato da disciplina de combinatoéria para
o grupo 01 ter sido feita remotamente, devido a Pandemia de Covid-19, ja o grupo
02 estou a disciplina presencialmente, anterior ao periodo pandémico.

E entendivel que cada questionario respondido por uma pessoa tem suas carac-
teristicas proprias e apresenta outros indicadores, mas, é necessario reunir os gerais
para que possamos tracar um perfil. Nesse sentido, as analises ja feitas em cada
questao indicam que o Principio Multiplicativo, na sua defini¢ao é algo reconhecido,
mas, a sua aplicacao adaptada, pertinente para cada questao quase nao foi identi-
ficada, tao pouco a associacao com o Principio Aditivo e o Principio da Inclusao e
Exclusao. Além dessa altercacao, outras foram recorrentes e podem ser destacadas:

e Incompatibilidade na interpretacao das questoes;

e Falta de analise dos elementos disponiveis para a formacao dos agrupamentos,
se eram repetidos e se podiam se repetir;

e Falha na acuidade para entender a natureza do problema, se era de escolha,
de troca de posicao ou a mistura dos dois;
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e Incompreensao das particularidades para o uso do Principio Multiplicativo;
e Desconhecimento dos tipos de agrupamentos e suas respectivas férmulas.

O que seria imprescindivel nesse momento seria identificar quais sao também
as percepcoes destes futuros professores de Matemaética, se também apontam para
essas mesmas dificuldades que foram identificadas e quais causas contribuem para
este cendrio. Desse modo, vamos analisar a segunda parte do questionario, que como
ja explicado anteriormente, sao questoes que atentam para a opiniao, as vivéncias e
experiéncias dos participantes em relacao a Andlise Combinatoria.

Para uma melhor compreensao trataremos as respostas por meio de graficos e
depois discorreremos sobre elas. Todas as questoes apresentavam opgoes de esco-
lha para a resposta, mas também um espacgo reservado para breves explicacoes ou
justificativas se fosse desejo do participante.

A primeira questao, cujos dados estao apresentados no Grafico 11, visa identi-
ficar qual foi a percepcao dos participantes, na resolucao do questionario. Quase
92% classificaram como ruim ou péssimo, fazendo uma comparacao com os dados
encontrados na primeira parte, percebemos que ha consonancia nas informacoes.

Entre os questionarios que apresentaram resposta ruim ou péssimo, as justifica-
tivas mais citadas foram: “ter dificuldade em Andélise Combinatéria”; “dificuldade
)
de interpretar as questoes”, “ter feito a disciplina no curso de forma remota” e “nao
b
lembrar das férmulas tradicionais”.

Reflitamos que nas justificativas da primeira questao, aparecem informagoes que
corroboram com a anélise feita da primeira parte do questionério.

Gréfico 11: Resolugao da questao 11 entre dois grupos.

Como vocé classifica o seu desempenho
repondendo este questionario.

PESSIMO RUIM BOM EXCELENTE

O RPN WA OO N ® O

H Grupo 01 ® Grupo 02

Na segunda questao o objetivo é saber como os futuros professores classificam o
preparo individual, para trabalhar Anélise Combinatoria no Ensino Médio. De fato,
sabemos que para ministrar uma aula o professor passa por um processo prévio de
preparagao e estudos, que viabiliza melhores condigoes para a ministracao das aulas.
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O questionamento era exatamente identificar a qualidade desse processo, a intencao
era identificar o nivel que esse professor acredita que poderia se preparar.

O grafico da Gréfico 12, explicita que 75% classificou como “ruim” ou “péssimo”,
as justificativas apontadas foram muito semelhantes as da questao anterior. Mas
entre os 25% que responderam acreditar que o seu preparo estd “bom”, apresen-
tam, principalmente, as seguintes justificativas: “estudando e planejando com tempo
posso entender o assunto” e “basta estudar que estarei preparado”. Essas justifica-
tivas chamam atencao porque evidenciam um fator importante e que ainda nao foi
abordado nesse trabalho que é a necessidade de estudar tanto no processo de ensino,
como no de estudo, seja professor ou estudante.

Grafico 12: Resolucao da questao 12 entre dois grupos.

Como vocé classificaria o seu preparo para dar
aulas de Analise Combinatdria no Ensino Médio?
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PESSIMO RUIM BOM EXCELENTE

W Grupo 01 ® Grupo 02

A terceira questao deseja dar subsidios sobre a aprendizagem da Anélise Combi-
natoéria, como estudantes, do periodo na universidade e na educacao basica também.
Ao verificar os resultados apresentados no Gréfico 13, é perceptivel que nao ha gran-
des mudancas de cendrio, aproximadamente 83% dos licenciandos, classificam como
“ruim” ou “péssimo” a aprendizagem. Dados que continuam a corroborar com as
inferéncias ja feitas.

Dentre as justificativas que podem melhorar o entendimento desse indice sao
dadas: “nunca estudei anédlise Combinatoria na escola”; “o ensino remoto foi péssimo
e nao lembro da época da escola”, “a disciplina de Analise Combinatoria no curso
nao ajuda a entender” e “mesmo fazendo a disciplina nao consegui aprender muita
coisa”. Novamente o ensino remoto foi citado e como foi relatado ainda na Introdugao
deste trabalho, nem sempre, a Analise Combinatodria é estudada na educacao bésica,
mesmo com as orientagoes legais da BNCC.

A maior parte das questoes que apresentaram justificativa relacionaram a apren-
dizagem com a disciplina cursada na graduacao, entretanto, as colocacoes feitas
foram evasivas, apenas relacionam ao nao entendimento, mas, nao explicitam as
possiveis causas.
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Gréfico 13: Resolucao da questao 13 entre dois grupos.

Como voceé classificaria a sua aprendizagem de
Anadlise Combinatdria? (considerando também o
Ensino Médio)

PESSIMO RUIM BOM EXCELENTE

O L N WA ON®

M Grupo 01 m Grupo 02

A quarta questao, inevitavelmente, busca enumerar as causas que que podem
favorecer ao surgimento das dificuldades com a Analise Combinatoria, vale ressaltar
que nesta questao, o espago discursivo servia para acrescentar outro fator, diferente
daqueles dados como opc¢ao, porém nao foi preenchido em nenhum questionario.

Analisemos as repostas de acordo com o Grafico 14.

Gréfico 14: Resolugao da questao 14 entre dois grupos.

Se vocé acredita que existe dificuldade no ensino e
na aprendizagem de Analise Conbinatdria, qual (is)
fatores vocé apontaria como responsavel (is)?

NAO EXISTE DIFICULDADES ™=
ALTO NIVEL DE COMPLEXIDADE  —
INSEGURANGA DOS PROFESSORES | —
ENTENDER AS RESOLUGOES SEM O USO DE ... |1y
DECORAR ‘FORMULAS [
INTER P RE T AG A O | e

o
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B Grupo 02 ®Grupo 01

Os fatores mais apontados foram: a interpretacao das questoes, com, aproxima-
damente 83% de indicacao e entender as resolucoes sem o uso de férmulas, apontado
com 62,5% dos participantes. Todavia, todos os fatores foram escolhidos. Menos de
5% das pessoas acreditam nao haver dificuldades com relacao ao ensino e a aprendi-
zagem da Andlise Combinatéria, dado que é semelhante ao niimero de participantes
que acertaram pelo menos uma resposta na primeira parte do questionario.

Esses dados, de certa formam, comprovam parte das inferéncias que foram elen-
cadas apds a analise da primeira parte do questionario.

O 1ltimo questionamento refere-se a percepcao desses professores sobre a impor-
tancia ou nao do estudo da Anélise Combinatéria na educagao basica, foi unanime a
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resposta em considerar o estudo desse contetido “importante” ou “muito importante”
para os estudantes, de acordo com o Grafico 15. Dentre as justificativas apresenta-
das se destacam por serem citadas maior niimero de vezes: “é importante porque e
cada vez mais cobrados em exames vestibulares, Enem e OBMEP”, “muito impor-
tante” porque pode ser aplicado no dia a dia” e “é importante porque ajuda a formar
cidadaos mais criticos”.

Grafico 15: Resolucao da questao 15 entre dois grupos.

Como vocé classificaria a importancia da
aprendizagem da Analise Combinatdria para o
estudante da educagdo basica?
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Podemos concluir que o ato de ensinar nao é desvinculado do ato de aprender,
ou seja, se formamos professores que apresentam dificuldades na aprendizagem da
Analise Combinatoria eles apresentarao as mesmas ou outras dificuldades em ensinar.
Detectados alguns fatores que contribuem para este cendario associado as experiencias
nas salas de aula, é que sera proposto no Capitulo 4, uma sequéncia didatica para o
estudo da Anadlise Combinatoria no ensino Médio.
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Capitulo 4

PROPOSTA DE SEQUENCIA
DIDATICA

Neste capitulo é apresentada uma proposta de sequéncia didética (SD), ou seja,
um conjunto de atividades interligadas, planejadas, para ensinar o conteiido Anélise
Combinatoria.

Entre teoria e préatica persiste uma relacao dialética que leva o individuo
a partir para a pratica equipado com uma teoria e a praticar de acordo
com essa teoria até atingir os resultados desejados. Toda teorizacao se
da em condigoes ideais, e somente na pratica serao notados e colocados
em evidéncia certos pressupostos que nao podem ser identificados apenas
teoricamente (D’AMBROSIO, 2012, p. 13).

Tendo em vista essa perspectiva, entre a aplicagao da sequéncia e a obtencao
do éxito, da aprendizagem dos estudantes, outros fatores sao decisivos, e do mesmo
modo que podem impulsionar o processo de ensino e aprendizagem também podem
atravancar. Entre eles estao: os conhecimentos prévios, a intencionalidade de apren-
der dos estudantes, a autonomia e o contrato didatico que rege a sala de aula, ou
seja, como estao estabelecidas as relagoes entre docente, discente e o saber escolar

de acordo com ZABALA, 1998.

E importante buscar desenvolver em sala de aula a prerrogativa da cooperagao
entre estudantes e entre estudantes e professor, resultando em uma rica troca de
informagcoes, saberes e conjecturas que culminam na construcao e apreensao do co-
nhecimento que carrega em si significado para os discentes. E é nesse contexto que
segue a SD para o ensino de Anélise Combinatéria.

SEQUENCIA DIDATICA
Piblico-alvo: estudantes do 22 ou 3° ano do ensino médio.
Tema: Andlise Combinatdria

Objetivos:
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- Reconhecer os problemas de contagem no cotidiano;

- Fomentar argumentos pautados na matematica sobre situagoes vivenciadas no
dia a dia.

- Resolver problemas de contagem aplicando o Principio Multiplicativo, Princi-
pio Aditivo e o Principio da Inclusao e Exclusao.

- Interpretar problemas de contagem;

- Investigar, analisar, testar, verificar e generalizar os agrupamentos conhecidos
da Andlise Combinatéria (Arranjos, Permutagoes e Combinagoes)

Tempo estimado: 15 aulas
1° Momento: 2 aulas

A turma deve ser dividida em grupos de no maximo 5 estudantes, de modo que
tenha um numero par de grupos. Distribua entre os grupos reportagens que tratem
sobre o tema “senhas” e folhas de oficio. Segue exemplo de uma reportagem que
pode ser utilizada.

Figura 4.1: Sugestao de reportagem

TECNOLOGLA
As senhas mais comuns em
vazamentos de dados no Brasil em
2021

Fonte: https://gl.globo.com

Ap6s a leitura da reportagem em grupo, deve ser levantada a discussao sobre o
uso das senhas no nosso cotidiano, para isso, algumas perguntas podem ser realiza-
das, como:

e Para que vocé usa senha?
e Voceé usa a mesma senha para diferentes lugares? Por que?

e Ja teve algum dado seu divulgado? Conhece alguém que ja tenha passado por
isso?

Os alunos atuais estao inundados de histérias e informagoes, muitas nao confia-
veis, mas, este ¢ um momento para que haja bastante troca e os estudantes possam
se sentir parte da aula. A partir das falas dos estudantes o professor conduzira a
discussao, cuidando para que informacoes erroneas ou falsas nao fiquem no debate
e acrescentado e reafirmando informacoes relevantes sobre o tema.
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Apoés esse momento serd proposta a seguinte atividade, para ser realizada nos
grupos:

e Situacgao 01: Podendo utilizar os seguintes caracteres: 1, 2, 3, 4 e #; estabeleca
uma senha para o seu grupo com 5 caracteres distintos.

Necessario deixar claro que as senhas sao confidenciais para os integrantes dos
grupos, nao devem ser divulgadas entre os grupos e que como deve ter sido discutido
apods a reportagem devem ser evitadas senhas sequenciadas. Eles devem utilizar uma
das folhas de oficio para registrar de forma legivel a senha do seu grupo e guardar.

Depois de estabelecida a senha, sera solicitado que aos pares de grupos, um grupo
tente descobrir a senha do outro, estabeleca um tempo para essa tentativa, pode ser
de 5 a 10 minutos. Para ficar organizado, cada grupo deve eleger um porta-voz,
este aluno deve ir até o outro grupo, com senha a escrita em uma folha de oficio, os
alunos devem ir registrando as senhas como, 1? tentativa, 22 tentativa, 3 tentativa
e assim por diante, até que descubram a senha ou acabem o tempo.

O resultado desse primeiro momento pode ser diverso, pode haver grupos que
tenha sua senha descoberta, como também pode ocorrer de nenhum grupo ter sua
senha decifrada. Apds esse periodo o professor deve dar continuidade, deve ser
solicitado que os alunos compartilhem com toda a turma sobre as dificuldades que
tiveram e as estratégias que utilizaram para tentar descobrir as senhas. E provavel
que as estratégias e dificuldades sejam muito parecidas e que ja surja a aplicagao do
Principio Multiplicativo (ou Principio Fundamental da Contagem), mesmo que eles
nao saibam do que se trata.

Apoés esse momento de compartilhamento deve ser lancada para a turma a se-
gunda situacao.

e Situacao 02: Podendo utilizar os seguintes caracteres: 1, 2, 3, 4 e #; estabeleca
uma senha para o seu grupo com 5 caracteres.

Mais uma vez esse questionamento deve gerar discussao e conflitos, o que é muito
bom para a construcao do conhecimento, pois, o objetivo é que eles notem que a
retirada da palavra “distintos” pode gerar senhas com caracteristicas diferentes das
primeiras. O professor deve questionar aos grupos qual a mudanga, o que mudou
de uma situagao para outra e solicitar que os grupos tentem determinar o nimero
maximo de senhas é possivel formar nas duas situagoes, caso esse niimero ainda nao
tenha sido explicitado. Mais, uma vez as estratégias, dificuldades e conflitos devem
ser compartilhados.

Ao final dessas etapas deve ser apresentado aos alunos, de fato qual o conteudo
que ja estao estudando, que é a Analise Combinatéria, explicar do que se trata, e
se o professor julgar necessério relatar um pouco de sua historia. Deve ser forma-
lizada a definicao do Principio Multiplicativo e relaciona-la as conjecturas e falas
explanadas pelos alunos, destacando e evidenciando nas situacoes trabalhadas: a
relagao importante da ordem dos elementos com a aplicagao direta do principio; a
possibilidade da aplicagao com elementos repetidos e com elementos distintos.
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Além do Principio Multiplicativo, pode ser formalizado nesse momento, também,
a definicao de fatorial, calculando alguns fatoriais simples. O objetivo nao é ja
comegcar a utilizar, mas mostrar para o aluno que o fatorial é um modo simplificado
de representar uma operagao.

Para melhor compreensao da definicao do principio outros exemplos devem ser
lancados para que os alunos respondam em casa. Segue sugestao de dois exemplos:

Exemplo: Quantas senhas de 4 caracteres distintos podemos formar utilizando
as letras minusculas do alfabeto?

Exemplo: Suponha que certa cidade exija que as bicicletas tenham placas, assim
como os automoveis, se as placas tiverem o seguinte modelo, 2 letras maitsculas
seguidas de trés algarismos, qual o nimero maximo de bicicletas que essa cidade
pode ter?

Com o intuito de promover a compreensao da natureza dos problemas de conta-
gem, deve sempre ser solicitado aos alunos, a partir desses exemplos, que antes da
resolucao de quaisquer problemas de combinatéria seja explicitado, o que chamare-
mos de Perguntas Interpretativas Bésicas (PIB):

e O problema envolve elementos repetidos?

e A ordem dos elementos é importante? (se necessario faca um teste, escolha
uma possibilidade resposta para o problema, troque os elementos de lugar e
observe se muda a resposta para o que estd sendo solicitado)

e Ao resolver o problema escolhemos alguns elementos ou utilizamos, obrigato-
riamente, todos os elementos disponiveis?

2° Momento: 2 aulas

Esta aula deve comecar com a retomada dos exemplos que foram solicitados para
serem resolvidos em casa, é interessante solicitar que alguns alunos, apresentem no
quadro as suas resolugoes, independentemente de estarem corretas ou nao. Eles de-
vem explicar as estratégias, os caminhos que utilizaram, nesse instante a intervencao
do professor validando procedimentos ou explicando os erros, é essencial. Nao pode
ser esquecido, também, a necessidade de ser explicitado nos problemas as PIB’s.

Apoés as verificagoes dos exemplos, os alunos devem novamente se sentar em
grupos, os mesmos do 1° momento, preferencialmente. Solicite aos alunos, eles
tentem solucionar a Situagao 03.

e Situacao 03: De quantos modos € possivel que o professor escolha dois grupos
entre os que estao na sala para serem presenteados com uma caixa de bombons?

Aparecer a caixa de bombons no problema pode gerar um pouco de alvorocgo,
mas, também serve para novamente chamar a atencao. Determine um tempo para a
tentativa de resolucao do problema, no maximo 10 minutos, pega para que registrem
de modo legivel, suas respostas.
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Ao final do periodo é provavel que alguns grupos apresentem alguma solucao e
outros nao, mas, peca para que compartilhem as suas estratégias. E esperado que
as resolucoes utilizem o Principio Multiplicativo, mas, o professor deve instigar que
os alunos respondam as PIB’s, o objetivo é que eles percebam que, nesse problema,
a ordem dos elementos nao é importante, mostre a eles quantos e quais agrupa-
mentos foram contabilizados repetidamente e o que deve ser feito para sanar essa
contagem repetida. Este ¢ um momento essencial, da sequéncia, propiciar aos alunos
entenderem que a aplicagao do Principio Multiplicativo é universal, mas, pode sofrer
adaptagoes dependendo do que for solicitado.

Para a acomodacao dos conhecimentos, o professor deve ler e interpretar toda a
Situacao 03, respondendo as PIB’s, destacando os agrupamentos repetidos, eviden-
ciando a estratégia utilizada para descontar essas repetigoes e utilizando se possivel
a escrita com o fatorial. Quando for percebido que de fato houve acomodagao dos
conhecimentos serao apresentadas aos alunos as Situagoes 04 e 05, que devem ser
discutidas, ainda em grupo.

e Situacgao 04: De quantos modos posso escolher 10 alunos dessa sala para serem
presenteados com um livro?

e Situagao 05: Depois de escolhidos os 10 alunos da Situacao 04, de quantas
formas distintas posso organiza-los em uma fila para entregar os livros?

O objetivo dessas situacgoes € que a partir das PIB’s eles diferenciem os proble-
mas, quanto a natureza de escolha e de troca de lugar, quanto a importancia da
ordem e quanto a possibilidade ou nao de ter elementos repetidos. Novamente deve
ser determinado um tempo maximo de 10 minutos e as resolugoes devem ser com-
partilhadas. Ao final das explanagoes dos alunos, o professor deve repetir o ritual
de reler, interpretar, validar ou retificar as colocagoes dos estudantes, reafirmar a
utilizagao do Principio Multiplicativo e sistematizar a resolucao das situagoes.

Com o objetivo de avancar um pouco mais no raciocinio combinatério serd pro-
posta mais duas situacoes, nelas, queremos introduzir o Principio Aditivo, reforcar
a interpretacao das restrigoes e da possibilidade de elementos repetidos.

e Situacao 06: Ana recebeu de sua professora 5 cartoes, em cada cartao estd
escrito um algarismo, sendo: 2, 3, 5, 6 e 7. A professora quer saber quan-
tos cédigos de numeros pares formados por 3 algarismos Ana pode formar,
escolhendo um cartao de cada vez?

e Situacao 07: Anagrama é quando é formada uma nova palavra trocando a

posicao das letras de uma palavra, as novas palavras podem ter sentido ou
nao. Sejam as palavras: AMIGO e RESPEITO, encontre:

a) O total de anagramas da palavra AMIGO
b) O total de anagramas da palavra RESPEITO

c) O total de anagramas de ambas as palavras que comegam com vogal
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d) O total de anagramas da palavra RESPEITO com os dois E juntos.

A resolucao dessas situacoes demandarda tempo e com certeza suscitard muitas
duvidas, e é provavel que esse periodo se prolongue até o final da aula, caso isso
ocorra os alunos devem tentar concluir em casa, pois, elas serao retomadas logo no
inicio do 3° momento da SD.

Aos professores é importante lembrar que esta SD nao priorizou a apresenta-
¢ao dos agrupamentos, o que se deseja desenvolver nos estudantes é, de fato, um
raciocinio combinatério elaborado e produtivo, no que tange, a interpretacao dos
problemas capacidade de resolvé-los.

39 Momento: 1 aula

Este terceiro momento tem o objetivo primordial, retomar as Situacoes 05 e
06. O professor ouvindo o compartilhamento dos alunos devera, como feito em
todas as outras situacoes, ler, interpretar, responder as PIB’s e nesse caso introduzir
a aplicacdo do Principio Aditivo, ao separar a resolucao das situagbes em casos
possiveis, atendendo as restrigoes, e unidos pelo conectivo “ou”. E muito provavel
que aparecam resolucoes aplicando as formulas dos agrupamentos, aconselho que
peca para que os estudantes mantenham as suas resolugoes registradas e registrem
também o modo de resolucao feito. Mais adiante, na SD, serao formalizados os
agrupamentos e suas férmulas relacionando com as situacoes ja utilizadas.

Para solidificar a aplicacao do Principio Aditivo proponha mais dois exemplos,
para ser respondido. Segue uma sugestao, que ja evidencia uma restrigao recorrente.

Exemplo: Quantos niimeros pares de quatro algarismos distintos podem ser for-
mados com os algarismos: 0,1,2,4,5,7 e 87

Exemplo: Entre os anagramas da palavra CADERNO, quantos sao os que co-
mecam por consoante e terminam em vogal?

4° Momento: 1 aula

E sabido que ficaram alguns exemplos do 3° Momento desta SD, mas, vocé
explicard que retornara a eles em breve. Para este quarto momento sera necessario
que o professor tenha um baralho comum de 52 cartas para cada um dos grupos
que tem em sala. E comum os alunos nao conhecerem as cartas e os naipes do
baralho, nas situacoes que serao trabalhadas netas aula eles terao a oportunidade
de reconhecer e trocar informacoes com os colegas.

Novamente, o professor solicitard que eles se sentem nos grupos e distribuira
um baralho para cada grupo, deixe que eles explorem o baralho, principalmente
aqueles que nao conhecem. Enquanto eles manipulam o baralho o professor pode
fazer perguntas, do tipo:

e Quantas sao as cartas:

e As cartas tém alguma caracteristica em comum? Qual?
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e Como vocé dividiria ou organizaria essas cartas em grupos com a mesmas
quantidades de cartas?

e Vocé sabe se as cartas tém nomes? Quais sao?

Ap6s esse periodo de reconhecimento e manipulacao do baralho, que nao deve

ultrapassar 10 minutos, podera ser lancada as Situagao 08 e 09 para serem analisadas
e respondidas pelos grupos. Nessas situagoes, dentre a solidificacao de tudo que ja
foi formalizado nos outros momentos, sera apresentado como estratégia a aplicagao
do Principio da Inclusao e Exclusao.

e Situacao 08: No poquer, cada jogador recebe 5 cartas, com as quais forma
jogadas. Uma dessas jogadas é o full hand, que é constituido de um par (2
nimeros iguais ou duas letras iguais) e uma trinca (3 nimeros iguais ou 3
letras iguais), por exemplo:

Figura 4.2: Cartas de jogo.

a) De quantas maneiras distintas se pode formar um full hand com um par
de ases e uma trinca de 37

b) De quantas maneiras distintas se pode formar um full hand com um par
de ases?

¢) De quantas maneiras distintas se pode formar um full hand?

e Situacao 09: Gustavo e Kleide fazem parte de um grupo de 10 pessoas, das
quais 7 serao escolhidas para formar um jiri em que todos os jurados terao
funcgoes idénticas. Do total de juris que podem ser formados:

a) Quantos incluem Gustavo e Kleide?
b) Quantos nao incluem Gustavo nem Kleide?
¢) Quantos incluem Kleide e ndo incluem Gustavo?

E necessario que o professor estipule o tempo para esse momento de resolugao e

que nao exceda o periodo de 20 minutos, durante as discussoes nos grupos o professor
nao sé pode, como deve participar, dirimir as dividas, indicar caminhos, possiveis
estratégias, para que estudantes alcancem as solugoes ou se aproximem o maximo
possivel delas.

Apoés a andlise e estudo de mais essas duas situagoes é necessario atualizar as

PIB’s, acrescentado mais dois questionamentos importantes. Condiremos a partir
desse momento as Perguntas Interpretativas Béasicas as seguintes:

e O problema envolve elementos repetidos?
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A ordem dos elementos é importante? (se necessario faga um teste, escolha
uma possibilidade resposta para o problema, troque os elementos de lugar e
observe se muda a resposta para o que estd sendo solicitado)

e Ao resolver o problema escolhemos alguns elementos ou utilizamos, obrigato-
riamente, todos os elementos disponiveis?

e E viavel dividir as possibilidades em casos?

e Excluir possibilidades do total nao é mais simples para determinar o que é
solicitado?

Ao final dessa aula deve ser solicitado que cada grupo pesquise a definicao e
a féormula correspondente para cada um dos agrupamentos: Permutacao Simples,
Permutacao com Repeticao, Arranjo Simples, Arranjo com Repeticao, Combinacao
Simples e Combinacao com Repeticao. O professor pode definir qual agrupamento
para cada grupo, caso nao haja grupos suficientes, um mesmo grupo pode ficar
com dois agrupamentos e se houver mais grupos que o nimero de agrupamentos, o
agrupamento pode ser pesquisado por mais de um grupo, a critério do professor.

5° Momento: 3 aulas (nao precisam ser geminadas)

De novo para dar continuidade a SD os alunos estarao em grupo. Para este mo-
mento sera necessaria uma cartolina para cada grupo e todas as situagoes utilizadas
nessa sequéncia devem estar organizadas em uma lista Uinica para ser distribuida
uma por aluno. Além deste material sera necessario entregar em cada grupo: 4 re-
tangulos idénticos e 6 circulos idénticos, feitos em folha de oficio, e 5 lapis de cor de
cores diferentes. Esse material ajudara para a analise da décima e tltima situacao.

Feita a distribuicao dos materiais nos grupos, o professor avisara que sera utili-
zado primeiro os retangulos, circulos e lapis de cor. E solicitara que seja explorada
e solucionada a Situacao 10.

e Situacao 10: Tendo disponivel as 5 cores de lapis de cor que receberam, de
quantos modos é possivel colorir:

a) Os 6 circulos?
b) Os 4 retangulos?

A intencao explicita da Situagao 10 é que fique claro para os alunos que a natureza
do problema é de escolha, mas que os elementos (as cores) podem ser repetidos e a
ordem nao altera a resposta, ou seja, nao gera um novo agrupamento.

O professor deve como ja evidenciado anteriormente, circular nos grupos, inter-
mediar as discussoes e diminuir os conflitos encontrados na interpretacao. Para essa
situacao 15 minutos de investigacao sao suficientes. A partir das falas dos estudantes
o professor ird esquematizar a resolucao, priorizando as conclusoes coerentes, utili-
zando, de novo, o Principio Multiplicativo como estratégia principal de resolucao.
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Apoés esse momento, as 10 situacoes problemas ja terao sido trabalhadas em sala
¢é chegada a hora de explanar sobre os modelos de agrupamentos. O professor pedira
aos alunos que cada grupo escreva na cartolina a definicao e a férmula correspon-
dente, as cartolinas devem ser expostas em uma parede visivel da sala. Os estudantes
devem ler todas as definigoes, observar todas as férmulas, principalmente aquelas
que nao foram pesquisadas pelo seu grupo.

Em seguida o professor pedira que os alunos peguem a lista que consta todas as
situacoes e abordard novamente uma por uma, nessa etapa da SD o professor relem-
brara de forma objetiva como a situacao ja havia sido solucionada e pedira para que
os alunos apontem se hé algum agrupamento que possa ser utilizado, independen-
temente se os alunos indicarem corretamente o professor fara a relacao da situacao
com o respectivo agrupamento. Relacionado: o Arranjo Simples as Situagoes 01
e 06; o Arranjo com Repetigao a Situacao 02; a Permutagao Simples as Situagoes
01, 05 e 07; a Permutacao com Repeticao a Situagao 07; a Combinacao Simples as
Situagoes 03,04, 08 e 09 e a Combinacao com Repeticao a Situacao 10.

As questoes devem ser novamente respondidas utilizando as férmulas evidenci-
ando sempre para os estudantes que o uso das férmulas nao exclui as interpretagoes
em relagao, principalmente, as restrigoes de cada situacao. Assim como foi feito com
as situacoes os exemplos também devem ser novamente analisados e respondidos
na perspectiva do uso das formulas dos agrupamentos. Neste dia deve ser entregue
para os estudantes levarem para casa uma lista de exercicios e deve ser explicado
que o uso ou nao das férmulas é facultativo, eles devem decidir pela metodologia
que mais se sentirem seguros e adaptados e nao podem esquecer que a leitura e as
PIB’s sao partes integrantes e indispensaveis da solucao de qualquer problema de
combinatoria.

Sugestao de exercicios para a confecgao da lista de exercicios.

Exercicio 01 — Com os algarismos 1, 3, 4, 6 e 8, determine quantos niimeros
naturais podem ser formados de modo que:

a) Eles sejam fmpares de 4 algarismos
b) Eles sejam impares de 4 algarismos distintos
Exercicio 02 — Com relacao a palavra IMAGENS, calcule:
a) O numero total de anagramas.
b) O numero total de anagramas que tem as vogais juntas.

¢) O ndmero total de anagramas que tem as vogais juntas e em ordem
alfabética.

d) O numero total de anagramas que tem as vogais em ordem alfabética.
Exercicio 03 - Em um restaurante, o cliente deve montar seu prato escolhendo

um tipo de grelhado, entre carne, frango ou peixe, e dois ingredientes de salada,
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entre alface, tomate, pepino e cenoura. A sobremesa também compde o prato
e é sempre uma salada de frutas, exceto se o cliente escolher alface entre os
ingredientes de salada. Nesse caso, para a sobremesa, ele pode escolher entre
salada de frutas ou sorvete. Qual o niimero de diferentes pratos que podem
ser montados?

Exercicio 04 — Considerando os anagramas da palavra CALCULADORA:
a) Quantos sao?
b) Quantos tem as consoantes juntas?

Exercicio 05 — No estacionamento de um comércio, com 7 vagas ha 3 carros
vermelhos, 2 azuis e 2 verdes.

Se levarmos em consideracao apenas a cor dos carros,

a) De quantos modos esses carros podem estra distribuidos nesse estaciona-
mento? Sabendo que cada vaga é numerada.

b) De quantos modos esses carros podem estar distribuidos nesse estacio-

namento, de modo que os carros de mesma cor estejam sempre lado a
lado?

Exercicio 06 — Cinco rapazes e cinco mogas desejam tirar uma fotografia ocu-
pando os 5 degraus de uma escada sendo que em cada degrau permanecera um
rapaz e uma moca. Quantas fotografias diferentes podem ser tiradas?

Exercicio 07 — Na escola onde Riva estuda, 12 equipes distintas disputam 04
vagas para uma competicao interescolar, sendo que Riva participa de uma das
equipes.

a) De quantos modos diferentes essas 04 vagas podem ser preenchidas?

b) De quantos modos diferentes essas quatro vagas podem ser preenchidas,
se uma das equipes é a que Riva participa?

Exercicio 08 — Em um plano foram marcados 7 pontos, 3 a 3, nao colineares.
Qual o nimero total de retas distintas que podem ser determinados com esses
7 pontos?

Exercicio 09 — Em um hospital trabalham 9 médicos e 12 enfermeiros. Uma
comissao de dois médicos e 3 enfermeiros deve ser formada. Sabendo que
existem 2 médicos que nao se relacionam bem e nao podem fazer parte da
mesma comissao, calcule o nimero total de comissoes que podem ser formadas?

Exercicio 10 — Cinco amigos decidiram fazer uma viagem em 1 carro com 5
lugares. De quantos modos diferentes eles podem se acomodar nos 5 lugares
do carro se apenas 3 sabem dirigir?

Exercicio 11 — Em 1 empresa com 400 funcionarios, 10 mulheres e 320 homens
se candidataram para formar 1 comissao de 5 pessoas. Quantas comissoes
distintas podem ser formadas com pelo menos 1 mulher?
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Exercicio 12 — (ENEM 2020) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um
anagrama exclusivamente com as sete letras que compoem o seu nome, antes
do simbolo @. O e-mail terd a forma *******Q@site.com.br e serd de tal modo
que as trés letras “edu” aparecam sempre juntas e exatamente nessa ordem.

Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por outro usuario e
que qualquer outro agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que
ainda nao foi cadastrado. De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail
desejado?

a) 59
b) 60
c) 118
d) 119
e) 120

Exercicio 13 — (PUC ) A papelaria Rei do Caderno decidiu fazer doacoes de
estojos para os alunos da escola municipal do bairro no qual esta localizada.
Cada estojo deve ter 5 itens distintos, os quais serao selecionados entre 8 tipos
de canetas e 6 tipos de lapis. Cada estojo deve con—ter pelo menos uma caneta
e pelo menos um lapis. Quantos estojos diferentes poderao ser montados?

a) 2 020
b) 1990
¢) 1960
d) 1940

Exercicio 14 - Ana, Beatriz e Carina sao médicas intensivistas. Diana, Elisa,
Fernanda, Gabriela, Helena, Inés e Jilia sao enfermeiras da unidade de terapia
intensiva (UTI). No sabado, haverd plantdao de duas médicas intensivistas e
quatro enfermeiras nessa UTI. No domingo, o plantao sera feito pela médica
intensivista que nao fez plantao no sdbado e por cinco enfermeiras, sendo
que trés delas nao fizeram plantao no sabado. Qual o total de combinacoes
diferentes que esse cronograma de trabalho do fim de semana permite?

Exercicio 15 - (ENEM -~ ADAPTADA) Um brinquedo infantil caminhao-
cegonha é formado por uma carreta e dez carrinhos nela transportados, con-
forme a figura.
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No setor de produgao da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura
de todos os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente.
Sao utilizadas as cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é
pintado apenas com uma cor. O caminhao-cegonha tem uma cor fixa. A
empresa determinou que em todo caminhao-cegonha deve haver pelo menos
um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis. Mudanca de posicao
dos carrinhos no caminhao-cegonha nao gera um novo modelo do brinquedo.

Com base nessas informagoes, quantos sao os modelos distintos do brinquedo
caminhao-cegonha que essa empresa podera produzir?

Exercicio 16 — Se um carrinho de sorvete oferece aos clientes 4 sabores dife-
rentes de sorvete, de quantos modos uma pessoa pode comprar.

a) 3 sorvetes
b) 8 sorvetes

Exercicio 17 - Um aplicativo de transporte disponibiliza em sua plataforma
a visualizagao de um mapa com ruas horizontais e verticais que permitem
realizar deslocamentos partindo do ponto A e chegando ao ponto B, conforme
representado na figura abaixo.

O numero de menores caminhos possiveis que partem de A e chegam a B,
passando por C, é

6° Momento: 2 aulas

Essa etapa da SD tem como objetivo trabalhar todas as questoes da lista de
exercicios, é imprescindivel, o professor, com a participacao dos estudantes, siste-
matizar as resolucoes com todas as estratégias possiveis, aplicando e nao aplicando
as féormulas. E necessdrio propiciar aos alunos autonomia, inclusive para decidir
sobre a estratégia a ser utilizada. Sempre que for possivel é interessante relacionar
a questao a outras ja solucionadas que sigam caminhos semelhantes.

Utilizando a metodologia da aula invertida, o final deste momento devera ser
solicitado aos grupos que fagam uma pesquisa, incluindo resolucao de questoes e
estudem para que no préximo encontro apresentem sobre a Permutacao Circular, ou
seja, os problemas de contagem que os elementos sao dispostos no formato circular.
A orientacao para a aula invertida deve ser entregue por escrito, nao é necessario um
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grande nivel de exigéncia na apresentacao dos estudantes, essa metodologia ¢ mais
uma estratégia para por o aluno como protagonista e tornar a aula mais dinamica.

7° Momento: 2 aulas

Como ja anunciado na etapa anterior este momento comeca com a apresentacao
dos grupos sobre o que entenderam sobre a Permutacao Circular, sempre que for
necessario o professor deve intervir na fala dos estudantes, principalmente para nao
permitir que alguma informacao incoerente seja consolidada. Dependendo da quan-
tidade de grupos este momento deve exigir de 40 a 50 minutos, pois serao abordados
alguns exemplos também.

Apoés a explanacao dos alunos, o professor devera sistematizar o agrupamento
com a Permutacao Circular e explorar as nogoes primitivas de combinatoéria que
resultaram na férmula respectiva desse agrupamento. E provavel que os exemplos
trazidos pelos estudantes sejam suficientes para essa abordagem, mas, se nao for
possivel ser feito em sala, é interessante que o professor proponha, pelo menos, dois
exemplos para que os alunos explorem um pouco mais. Desse modo, segue sugestao
de exemplos.

Exemplo: Para uma reuniao em uma empresa, dez pessoas irao sentar-se ao
redor de uma mesa redonda, entre elas o diretor e o vice-diretor. Calcule:

a) De quantas maneiras distintas essas dez pessoas podem sentar-se ao redor
da mesa.

b) De quantas maneiras distintas essas dez pessoas podem sentar-se ao redor
da mesa de modo que o diretor e o vice-diretor fiquem lado a lado.

82 Momento: 2 aulas

Esta é a ultima etapa da proposta de sequéncia didatica, por isso, ¢ um momento
dedicado a avaliacao. Mas, deve ficar claro que nao é avaliacao dos estudantes, é
um momento de avaliagao de toda a sequéncia e de sua eficiencia. Para tanto, o
professor deverd reservar 20 minutos finais deste momento para ouvir a avaliacao
dos alunos, eles devem ser encorajados a falar o que acharam das atividades, quais
dificuldades enfrentaram, como se sentem em relagao ao conteuido.

Para a atividade de verificagao os estudantes deverao trabalhar nos seus grupos.
O professor distribuira em cada grupo 6 folhas de oficio ou de monobloco e solicitara
que cada grupo elabore 3 problemas de contagem, um problema em cada folha com
suas respectivas solugoes. Esse processo de criacao nao pode sofrer influéncia do
professor, logo, este deve evitar interferir ao méaximo. Nas outras trés folhas o grupo
explicitara uma questao em cada uma, sem resolucao. Esse processo de criacao deve
ocorrer em no maximo 30 minutos.

As folhas que os grupos colocaram os problemas e as respostas devem ser reco-
lhidas pelo professor. As outras olhas que constam apenas as perguntas devem ser
trocadas entre os grupos, de modo, é claro, que um grupo nao possa ficar com sua
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propria criacao. Nesta ocasiao o professor também precisa evitar interferéncias, as
construgoes das estratégias de respostas devem ser de responsabilidade apenas dos
grupos, deve ser estipulado um tempo, por volta de 40 a 50 minutos. Passado o
tempo delimitado as folhas também devem ser recolhidas pelo professor e ele dara
inicio a avaliagao oral da turma sobre toda a sequéncia didética.

Finalmente este material recolhido pelo professor e os relatos dos alunos servirao
para uma avaliacao da SD, em cada turma. E neste instante que o professor refletira
sobre a retomada de algum ponto especifico, sobre a necessidade de mais exerci-
cios, sobre a flexibilizagao em relagao aos tempos determinados para cada etapa, se
existe disparidade entre estudantes da turma e é claro se houve uma significativa
aprendizagem da Andlise Combinatoria.

Vale ressaltar que o término da sequéncia didatica nao delimita o fim dos estudos
em uma turma de um conteido, é apenas uma parte do processo que é concluida
para que o professor possa ter subsidios e seguranca no planejamento dos préximos,
que podem, inclusive, continuar abordando o mesmo contetdo.
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Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

A BNCC propoe que a Matematica e suas Tecnologias, no Ensino Médio, ampliem
e detalhem as aprendizagens desenvolvidas no Ensino Fundamental, aplicando-a a
realidade em diferentes contextos e as vivéncias rotineiras dos estudantes. Nesse sen-
tido, o raciocinio combinatério deve ser estimulado e trabalhado em todas as etapas
da educacao bésica, essa condicao pode ser um fator determinante para melhores
resultados no ensino e na aprendizagem da Andlise Combinatoria.

’

E saudével para a aprendizagem e o desenvolvimento do raciocinio combinatoé-
rio que os aprendizes construam seu conhecimento através da experimentacao de
possibilidades e da resolucao de problemas. O livro didatico é um instrumento de
extrema relevancia e quando bem utilizado pode ser um alavancador de bons resul-
tados. Mas, o aprofundamento do pensar combinatorio dificilmente sera alcancado
com a simples apresentagao de férmulas e aplicagao em exercicios limitados. Nessa
perspectiva, o ensino deste conteuido, na educacao bésica, nao pode ficar subordi-
nado as metodologias e sistematizagoes, sempre similares de alguns livros didaticos,
¢é necessario que os atores das salas de aula, estudantes e professores, sejam também
pesquisadores e construtores de conhecimento e nao apenas repetidores.

Ao final deste trabalho, os estudos aqui realizados evidenciam que o ensino e a
aprendizagem da Analise Combinatoria de fato apresentam deficiéncias, mas, que o
transparecer delas nao é algo negativo. Pelo contrario, é um gatilho necessario para
que se possa através de pesquisas, debates, discussoes e estudos, construir novas e
melhores estratégias. Também é um caminho para se repensar, a nivel académico,
como estd a preparacao dos futuros professores de Matematica, tracar cursos de
aperfeicoamento para aqueles que ja regem aulas dessa disciplina e disseminar entre
tais profissionais a disposi¢ao pela manutencao continuada de periodos de estudos e
pesquisas.

Ratifica-se a eleicao do estudo e do ensino da Andlise Combinatéria por meio
da investigacao e resolucao de problemas. Problemas estes que tem como prin-
cipal instrumento didatico-pedagogico a utilizacao do Principio Multiplicativo e a
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interpretacao, inicialmente, individualizada de cada problema, da associacao aos
Principios Aditivo e da Inclusao e Exclusao. A formalizacao dos agrupamentos deve
ser uma consequéncia, quando o nivel de conhecimento ja esta pronto para as gene-
ralizacoes. E possivel que acertos e desacertos continuem a fazer arte do ensinar e
do aprender, entretanto ha que se apreciar e vivenciar novos moldes para o ensino
da Analise Combinatéria.

92



Referéncias

BRASIL. Ministério da educacao. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia:
MEC, 2018.

BRASIL, Ministério da Educagao. Secretaria de Educacao Media e Tecnologia.
Parametros curriculares nacionais (Ensino Médio). Brasilia: MEC, 2000.
FERREIRA, Francinaria Parente. Andlise combinatéria no ensino médio: uma
abordagem sem o uso de férmulas. Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal
do Vale do Sao Francisco, Programa Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT, Campus Juazeiro - BA, 2013.

FRANCO, Tertuliano. Principios de Combinatoria e Probabilidade. 1. Ed. Rio de
Janeiro: Impa, 2020.

GONCALVES, Rafaela Ramos Soares. Uma abordagem alternativa para o ensino
de andlise combinatéria no Ensino Médio: a utilizacao do principio multiplicativo
e da resolugao de problemas como ferramenta didatico-pedagogica. Dissertacao de
mestrado. Programa de Mestrado Profissional em Matematica. Rio de Janeiro:
IMPA, 2014.

MACHADO, Nilson José; D’AMBROSIO, Ubiratan. Ensino de Matematica. 1. Ed.
Sao Paulo: Summus Editorial, 2014.

MORGADO, Augusto Cesar; CARVALHO, Paulo Cezar Pinto. Matematica Dis-
creta. Colegao PROFMAT. 2. Ed. Rio de Janeiro: SBM, 2015.

MORGADO, Augusto Cesar de Oliveira; CARVALHO, Joao Bosco Pitombeira de;
CARVALHO, Paulo Cesar Pinto; FERNANDES, Pedro. Anélise Combinatéria e
Probabilidade. Cole¢ao do Professor de Matemaética. Rio de Janeiro: Impa, 1991.
SANTOS, José Plinio O.; ESTRADA, Eduardo Luis. Problemas Resolvidos de
Combinatoria. Rio de Janeiro: Editora Ciéncia Moderna, 2018.

SANTOS, José Plinio O.; MELLO, Margarida P.; MURARI, Idani T. Introducao
a Analise Combinatéria. Ed. Rio de Janeiro: Editora Ciéncia Moderna, 2007.
SILVEIRA, Adriano Alves da; ASSIS, Jorge de Lima. Ensino-Aprendizagem de
Analise Combinatéria e Probabilidade via resolucao, exploracao e proposicao de
problemas. 1. Ed. Parana: Appris editora, 2021.

SIMOES-PEREIRA, J.M.S. Introducdo & Matemética Combinatéria. 1. Ed. Edi-
tora Interciéncia, 2013.

TREVIZAN, Wanessa Aparecida; BROLEZZI, Antonio Carlos. Como ensinar Ané-
lise Combinatéria. 1. Ed. Sao Paulo: Editora LF (Livraria da Fisica), 2016.

93



VASCONCELOS, Cleiton Batist; ROCHA, Manoel Américo. Matematica Anélise

Combinatéria e Probabilidade. 3. Ed. Ceard: Editora Universidade Estadual do
Ceara, 2019.

ZABALA, A. A pratica educativa: como ensinar. Porto Alegre: Artmed 1998.

94



	Abstract
	Resumo
	Agradecimentos
	Lista de Figuras
	Lista de Gráficos
	INTRODUÇÃO
	PRINCÍPIOS PARA RESOLUÇÕES DOS PROBLEMAS DE CONTAGEM
	PRINCÍPIO ADITIVO
	PRINCÍPIO MULTIPLICATIVO
	PRINCÍPIO DA INCLUSÃO E EXCLUSÃO (PIE)

	TIPOS DE AGRUPAMENTOS
	PERMUTAÇÃO SIMPLES
	PERMUTAÇÃO COM REPETIÇÃO
	PERMUTAÇÃO CIRCULAR
	ARRANJO SIMPLES
	ARRANJO COM REPETIÇÃO
	COMBINAÇÃO SIMPLES
	COMBINAÇÃO COM REPETIÇÃO OU COMBINAÇÃO COMPLETA

	QUESTIONÁRIO: CONSTRUÇÃO, APLICAÇÃO E ANÁLISE
	ELABORAÇÃO DO QUESTIONÁRIO
	APLICAÇÃO DO QUESTIONÁRIO
	ANÁLISE DO QUESTIONÁRIO
	APRESENTAÇÃO E ANÁLISE DOS QUESTIONÁRIOS


	PROPOSTA DE SEQUÊNCIA DIDÁTICA
	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	Referências

