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Resumo

O presente trabalho realiza um estudo a introducdo de Sistemas Dindmicos Discretos
(SDD), que sao sistemas em que a evolu¢do no tempo ocorre em passos discretos, em
oposi¢ao ao tempo continuo. Focaremos nos conceitos iniciais de iteragao, 6rbitas, pontos
fixos, pontos repulsores, pontos atratores, pontos periddicos, dentre outros. Nosso princi-
pal objetivo é mostrar que ¢é possivel trabalhar com conteido do ensino superior de ma-
neira intuitiva com alunos do 1° ano do Ensino Médio. Para tal sugerimos uma sequéncia
didatica com a teoria abordada com uma linguagem apropriada para alunos dessa etapa
do ensino. Essa sequéncia que estd baseada na BNCC, tera exemplos praticos, analises
graficas, situacoes-problemas. Além dos conceitos introdutérios da teoria de SDD, abor-
daremos também, a conjectura de Collatz, um problema de facil compreensao e rico no
conceito de dérbitas periddicas. A sequéncia conta com sete atividades e, em algumas delas,
sugerimos a utilizacdo do Geogebra, um software gratuito de matematica dinamica, pois

facilitard a compreensao dos conteiidos de pontos fixos, pontos atratores e repulsores.

Palavras-chave: Sistemas Dinadmicos, Composi¢cao de funcao, Iteracao, Conjectura de

Collatz, Sequéncia didética .



Abstract

The present work carries out a study on the introduction of discrete dynamical systems
(SDD), which are systems in which time evolution occurs in discrete steps, as opposed to
continuous time. We will focus on the initial concepts of iteration, orbits, fixed points,
repulsor points, attracting points, periodic points, among others. Our main objective
is to show that it is possible to work with higher education content in an intuitive way
with students in the 1° year of high school. To this, we suggest a didactic sequence
with the theory addressed with an appropriate language for students at this stage of
education. This sequence, which is based on the BNCC, will have practical examples,
graphic analyses, problem situations. In addition to the introductory concepts of the
SDD theory, we will also address the Collatz conjecture, an easy-to-understand problem
rich in the concept of periodic orbits. The sequence has seven activities and, in some of
them, we suggest the use of Geogebra, a free software of dynamic mathematics, as it will

facilitate the understanding of the contents of fixed points, attracting and repulsor points.

Keywords: Dynamical Systems, Function Composition, Iteration, Collatz Conjecture,

Didactic Sequence.
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Introducao

Os estudos em sistemas dindmicos objetivam entender o comportamento, a longo prazo,
de estados presentes em um sistema cuja evolugao ¢ dada por uma regra deterministica,
dependendo de apenas uma variavel, apresentando comportamentos cheios de complexi-
dade, podendo inclusive ser “cadtico”. Tais estudos sdo baseados em iteragoes de fungoes

aliado a alguns conhecimentos de Calculo Diferencial e Espacgos Métricos.

Essa area vem apresentando um desenvolvimento significativo dentro da Matematica,
principalmente a partir da segunda metade do século XX, com o desenvolvimento de

computadores de grande porte.

Nesse trabalho, serao abordadas algumas nocoes iniciais da teoria dos sistemas dinami-
cos, mais precisamente, sob o prisma do sistema dinamico discreto de uma dimensao, que
sao sistemas em que a evolucao no tempo ocorre em passos discretos, em oposi¢ao ao
tempo continuo. Para isso, apresentaremos algumas defini¢des (como: érbita, pontos fixos
e periodicos, dentre outras), exemplos, teoremas e representagoes graficas com intuito de

ver o comportamento do sistema.

Norteado pelo propdsito do Mestrado Profissional, este trabalho tem por objetivo
servir como um texto de apoio para os professores que atuam no ensino de Matematica
da educacao basica, buscando o aprimoramento do embasamento tedrico sobre um tema
da Matematica ainda pouco abordado nos cursos de licenciatura. Abordar contetido desse
tipo é de suma importancia, pois apresenta aos professores a oportunidade de expor a seus
alunos teorias contemporaneas na pesquisa matematica, agucando o seu interesse por esta

disciplina.

A escolha da aplicacao dessa teoria no Ensino médio deve-se ao fato de que, apesar de
ser uma teoria complexa a sua parte inicial é desenvolvida a partir de conceitos bem
simples que tornam possivel a apreensao e aplicacao destes conhecimentos utilizando
alguns assuntos abordados na grade curricular do ensino médio, tais como: composicao

de fungoes, fungoes polinomiais e representacoes graficas.

Assim, sera apresentado um material com linguagem adequada para o publico-alvo,
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utilizando como suporte uma sequéncia didatica que visa direcionar a forma como o
assunto pode ser ministrado na educacao basica, contendo sugestoes de atividades que

utilizam os conceitos introdutérios dos sistemas dinamicos discretos.

Para tal, daremos énfase especial a exemplo mais simples, onde ocorre o comporta-
mento dos sistemas dinamicos discretos buscando correlacionar, quando possivel, com
modelos matematicos presentes no cotidiano. Portanto, iremos nos deter aos conceitos
iniciais de iteracao de polindomios com uma variavel real e de orbitas periédicas, como
por exemplo o caso particular dos pontos fixos e o comportamento que outros pontos
proximos a eles podem ter, bem como analisar como esses pontos fixos podem desempe-

nhar um comportamento importante para observar outros pontos no sistema.

Também iremos trabalhar com um importante e interessante resultado que é a conjec-
tura de Collatz, um problema de facil compreensao na qual aparece uma érbita periédica
e todos os outros pontos acabam sendo pré-periddicos, fato que possivelmente tornara o

trabalho intrigante e mais atrativo para os alunos.

Com atividades desse tipo, onde sao utilizados assuntos de matemaética do ensino
superior na educacao bésica, acreditamos que podemos ajudar alguns estudantes a su-
perar o medo que possuem da Matematica, desmistificando a ideia equivocada de que a
compreensao da matematica é para poucos, bem como estimuld-los a aprofundar os seus
conhecimentos sobre essa disciplina e quem sabe até a ingressar no curso de licenciatura

em matematica.

Dessa forma, o trabalho foi dividido em cinco capitulos. No primeiro, sera realizada
uma explanac¢ao geral dos sistemas dinamicos, abordando um pouco da histéria e seu
conceito; no segundo capitulo sdo apresentados os conceitos preliminares necessarios para
melhor compreensao das construgoes das ideias no estudo dos sistemas dinamicos discre-
tos; no terceiro sao abordadas as nogoes iniciais dos sistemas dinamicos discretos, como
por exemplo as nogoes de iteracoes, 6rbita, ponto fixo, atrator, repulsor, pontos periddicos.
A apresentacao dos conceitos introdutérios apresentadas nos trés primeiros capitulos sao
necessarios para melhor entendimento, servindo como um alicerce tedrico para aplicagoes

vistas mais a frente.

No quarto capitulo enunciaremos a conjectura de Collatz, um problema aparentemente
simples que tem por finalidade motivar o leitor e o publico-alvo da sequéncia didatica;
por fim, no quinto capitulo serd apresentada uma sequéncia didatica para ser aplicada
no Ensino Médio, mais precisamente, no primeiro ano, onde serao utilizados conceitos
elementares de sistemas dinamicos discretos a partir da relagdo com conteiido pertencente

& matriz curricular desse ano escolar.
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Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

1.1 Um pouco da Histéria dos Sistemas Dinamicos

Ao longo da histéria observa-se a busca do homem para tentar entender o mundo que o
cerca e buscar meios de prever acontecimentos, em especial, acontecimentos relacionados
a fendmenos naturais e de ordem social. E nesse contexto que se iniciou o surgimento da

teoria dos sistemas dindmicos.

Ao analisar a histéria podemos perceber rudimentos desta teoria desde os trabalhos
de Aristételes (384-322 a.C.), todavia, foi somente a partir do século XVI que foram
identificados os primeiros estudos da teoria dos sistemas dinamicos, através dos trabalhos
de Mecénica Celeste escritos por Johannes Kepler (1571-1628) e dos estudos de Isaac
Newton (1643-1727) a partir da formalizacdo da mecénica classica e os estudos em torno
das equagdes diferenciais, em meados do século XVII. Entretanto, ao longo dos séculos

varios matematicos contribuiram para a formacao da teoria que temos hoje.

Um dos principais matematicos que contribuiu significativamente para a teoria dos
sistemas dindmicos foi o matematico francés Henri Poincaré (1854-1912), considerado
um dos criadores dessa teoria, ele propos, no final do século XIX, o estudo das solugoes
das equagoes diferenciais ordinarias (E.D.O) do ponto de vista qualitativo, conduzindo a

compreensao do comportamento global das solucoes desse tipo de equacao.

Poincaré estudou o movimento dos planetas querendo entender, matematicamente,
0 que acontecia ao acrescentar um corpo de massa gravitacional a um sistema com dois
corpos. Este problema ficou conhecido como Problema Restrito dos Trés Corpos e consiste
em determinar o movimento de trés corpos com massa, dadas suas posigoes e velocidades

iniciais e considerando que estes corpos interagem gravitacionalmente entre si.
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Ao fazer esse estudo qualitativo, Poincaré descobriu que ao invés de existirem orbitas
regulares e equilibradas ocorriam érbitas irregulares, desequilibradas e imprevisiveis. Tal
estudo foi o precursor do que hoje chamamos de dindmica cadtica. A sua obra Les
méthodes nouvelles de la Mecanique Céleste, composta por trés volumes e publicada
entre 1892 e 1899, apresenta muitos avangos que vao incorporar o estudo dos sistemas

dinamicos.

Em 1927 surge o primeiro livro publicado na area de sistemas dindmicos, a obra
Dynamical Systems, escrito pelo matemético americano George Birkhoff (1884-1944). Os
anos entre 1950 e 1970 foram marcados por muitos avancos em relagdo aos estudos dos
sistemas dindmicos. Podemos citar os matematicos Kolmogorov, Arnold e Moser que
formularam o Teorema KAM (Teorema de Kolmogorov-Arnold-Moser) e o matemaético

americano Stephen Smale onde sua principal contribuicao foi a ferradura de Smale.

O Teorema KAM explica como o comportamento cadtico emerge ao perturbar um
sistema originalmente integravel resolvendo parcialmente o problema dos pequenos di-
visores. Ja os estudos de Smale mostraram ser possivel compreender e analisar todo o

comportamento imprevisivel de determinados sistemas.

No Brasil, esses estudos contaram com a colaboracao dos mateméaticos Mauricio Pei-
xoto e Jacob Palis. Com seu trabalho em estabilidade estrutural, Peixoto consolida a teo-
ria dos sistemas dinamicos no pais, ja os estudos de Palis servem para modelar fenémenos
evolutivos da natureza e de outras areas. Atualmente, esta drea tem sentido um forte de-
senvolvimento, principalmente devido a existéncia de um grupo de exceléncia trabalhando
nesta area no Instituto de Matematica Pura e Aplicada — IMPA, no Rio de Janeiro, e nos

diversos cursos de pés-graduagoes nas universidades brasileiras.

1.2 Sistemas Dinamicos

Um sistema é um conjunto ordenado de elementos que se encontram interligados e que
interagem entre si, ou seja, ¢ um conjunto de elementos interligados de modo a formarem
um todo organizado. Na matematica temos véarios exemplos de sistemas, entre eles estao

os sistemas de equagoes lineares e nao lineares e os sistemas dinamicos.

No caso dos sistemas dinamicos, o conceito surge da necessidade de se construir uma
teoria que seja capaz de prever a evolucao de fendmenos naturais e humanos que ocorrem
nos mais diversos campos do conhecimento. Tem por objetivo entender o comportamento

de um sistema ao longo do tempo cuja evolugao ¢ dada por uma regra deterministica.

A sua importancia se deve a capacidade de descrever, expressar e analisar fendmenos
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naturais e humanos que tem um comportamento complexo e, muitas vezes, imprevisivel,
o que ocorre em diversos ramos das Ciéncias, como por exemplo, no estudo dos gases,
nos estudos dos movimentos dos corpos celestes, na dindmica de uma populacdao, no

desmatamento de florestas e na meteorologia, dentre outros.

Dessa forma, podemos pensar um sistema dindmico como uma lei que descreve o
comportamento dos elementos em um certo ambiente. Matematicamente, expressamos
essa lei através de uma funcao f, o ambiente como um certo conjunto X, e os elementos

sao os pontos x que pertencem ao conjunto X, ou seja, f: X — X.

De acordo com a forma em que a passagem do tempo é considerada, classificamos
os sistemas dindmicos de duas formas: de maneira discreta (que serd o enfoque deste
trabalho) e de maneira continua. Nos sistemas continuos os valores sao medidos sem
interrupcoes e podem ser avaliados a qualquer instante, normalmente sao descritos por
um sistema de equagoes diferenciais. J& os sistemas discretos sdo descritos normalmente

através de uma variavel temporal que assume valores inteiros.
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Capitulo 2
Conceitos Preliminares

Para melhor compreensao das propriedades e defini¢bes inerentes ao estudo de sistemas
dindmicos discretos se faz necessario abordar e entender alguns conceitos, defini¢oes e
teoremas que servirao como ferramentas matematicas para demonstracoes de teoremas
do assunto abordado nesse trabalho. Parte dessa teoria pode ser encontrada, com maior
profundidade, nos capitulos do livro texto da disciplina de MA22-Fundamentos de Céalculo,
do PROFMAT do autor Antonio Caminha Muniz Neto.

2.1 Composicao de Funcoes

Definicao 2.1.1 Dados dois conjuntos nao vazios X eY, uma funcdo f: X —Y € uma

let que associa a cada elemento de X um unico elemento de Y .

A composta de fungoes é bastante utilizada no estudo do comportamento de um sis-
tema dinamico visto que isso significa iterar uma funcao, que é o conceito inicial dessa

teoria.

Definigao 2.1.2 Dadas as fungoes f: A— B eg: B — C, a fun¢ao composta de f e g
¢ a funcao go f: A — C, definida, para cada v € A, por

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Exemplo 2.1.1 Sejam f : R — R e g : R — R as fungdes dadas por f(x) = 2z e

g(z) = x3. Podemos entio obter as sequintes composicoes das fungoes,

18



B

Figura 2.1: Representacao da composi¢ao de fungao g o f.

(9o f)(@) = g(f(2)) = (22)° = 82°

(fog)(x) = f(g(x) = 2(2®) = 22°

(gog)(x) =g(g(x)) = (2%)% = 2°

Para o estudo dos sistemas dindamicos discretos estaremos interessados apenas em

compor uma fungao com ela prépria, como veremos no Capitulo [3|

2.2 Teorema do Valor Intermediario

Defini¢ao 2.2.1 Uma fungio f é continua no ponto x = a se existir o limite de f(x)
com z tendendo a a e esse limite for igual a f(a). Além disso, dizemos que f é continua

em seu dominio, ou simplesmente continua, se ela for continua em todos 0s pontos do seu

dominio.
Apresentaremos agora algumas propriedades das fungoes continuas.

Proposicao 2.2.1 1. Sejam f e g definidas no intervalo [a,b]. Se f e g sao continuas
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em um ponto x pertencente a [a,b], entdo também sao continuas em x as fungoes:

f+g, f—g9, fgef/g, desde que g seja nao nula.

2. As fungoes polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais e logaritmicas, sao
continuas em todos os pontos de seus dominios, 0s quais podem ser intervalos fe-

chados, abertos, semi-abertos, ou infinitos.

3. Se f € continua em [a,b] entio Im(f) = [c,d]. Além disso, se [ admite inversa g,

esta inversa g serd continua em |c,d].

Teorema 2.2.1 (Teorema do valor Intermedidrio - TVI). Se f for continua em |a,b] e

v for um nimero real compreendido entre f(a) e f(b), entdo existird pelo menos um c em
la,b] tal que f(c) = 7.

Demonstracao

Vamos supor, sem perda de generalidade, que f(a) <y < f(b).

Considere a funcao g(z) = f(x) — v, com = € [a,b]. Como f é continua em [a, ],
pelas propriedades de fungoes continuas temos que g também o é. Além disso, g(a) =
fla) —v < 0eg(b) = f(b) —v > 0. Pelo Teorema de Bolzandl], existe ¢ € [a, 8] tal que
se g(c) = 0. Portanto, f(c) —~v =0, donde f(c) = 1.

Uma importante consequéncia do Teorema do Valor Intermediario ¢ o Teorema do
Ponto Fixo, o qual vai garantir sobre certas condigoes a existéncia de um ponto que fica

invariante sob a funcao.

Teorema 2.2.2 (Teorema do Ponto Fizo de Brouwer) Se f : [a,b] — R é uma fungao

continua tal que f(a) > a e f(b) < b entao eziste x € [a,b] de modo que f(x) = x.

Demonstracao
Suponha A : [a,b] — R dada por h(z) = f(z) — .

Como f é continua em [a, b], temos que h é continua. Além disso, temos que f(a) > a
e f(b) < b, sendo assim, h(a) = f(a) —a > 0 e h(b) = f(b) —b < 0. Logo, pelo TVI,
existe ¢ € [a, b] tal que se h(c) = 0 e portanto, f(c) = c.

Iremos ver no Capitulo |3 que esses pontos desempenham um papel importante para
o estudo do sistema, o comportamento de pontos proximos a um ponto fixo podem ser
determinados pela observacao da derivada da fung¢ao neste ponto. Sendo assim, faremos

mencao a derivada de uma fungao na préxima secao.

!Teorema de Bolzano: Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e suponha que f(a) e f(b) tenham
sinais contrarios. Entdo, existird pelo menos um ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.
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2.3 Derivada de uma Funcao

Nessa secao abordaremos a definicdo da derivada a partir da existéncia do limite, bem

como a sua interpretacao geométrica, ou seja, a definicao da reta tangente a uma curva.

Definicao 2.3.1 Sejam I C R wum intervalo aberto e f : I — R uma funcdo dada.

Dizemos que f € derivavel em um ponto xo € I se existir o limite

lim
h—0

f(@o + h) — f(xo)
7 :
Neste caso, denotamos este limite por f'(xg).

Definicao 2.3.2 Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto I. Se f € derivdvel
para todo ponto de I, dizemos que a funcao é derivavel e a fungao ' : I — R que associa

a cada x € I o valor f'(x) é a fungdo derivada de f.

A representacdao geométrica da derivada é bastante interessante e esta associada ao

conceito de reta tangente a uma curva.

Definicao 2.3.3 A reta tangente ao grdfico de uma funcio f : I — R no ponto P =

(zo, f(x0)) € a reta que passa por P e tem coeficiente angular igual a f'(xo).

Assim, a equacao da reta tangente ao grafico de f em P é dada por

y — f(xo) = f'(wo)(x — 20).

2.4 Teorema do Valor Médio

Na Secao do Capitulo [3| veremos uma relagdo entre a derivada de uma fun¢do num
ponto e o comportamento do sistema, onde para isso é aplicado o Teorema do Valor Médio.

Este teorema tem como base na sua demonstragao o seguinte teorema.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Rélle). Se f for continua em [a,b], derivivel em (a,b), e

f(a) = f(b), entao existird pelo menos um ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0.

Uma demonstracao do Teorema pode ser encontrada em [10], pag 161.
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reta tangente s

f(xo+ h) =]

f(mu) _;

h

4 T 5
zo+h
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(
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Figura 2.2: Representacao da reta tangente ao grafico de f no ponto (zq, f(z0))-

Teorema 2.4.2 (Teorema do Valor Médio (Lagrange) - TVM). Se f for continua em

[a,b] e derivdvel em (a,b), entao existird ¢ em (a,b) tal que

f() = f(a)

R ),

Demonstragao Seja f uma func¢io definida em [a, b]. Considere a func¢ao s dada por

o grafico da fungao s é a reta passando pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Considere agora

a func¢do g dada por g(z) = f(x)-s(x), com z € [a,b].

Temos que g é continua em [a,b], derivavel em (a,b) e g(a) = ¢g(b). Assim, pelo

teorema de Rolle existe ¢ em (a, b) tal que ¢'(c) = 0.

Além disso, ¢'(x) = f'(z)-s'(x) e como §'(z) = Jw , segue que ¢'(z) =
Logo,
O:g/(c):f/() f(bl)):i(a)’
e portanto,
f'(c) _ f(bi)) : g(a>
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Geometricamente, o Teorema do Valor Médio afirma que existe pelo menos um ponto
¢ € (a,b) tal que a reta tangente ao grafico da fungao no ponto (¢, f(c)) é paralela a reta
que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) como indica a Figura [2.3|

N TOET0)

b-a
| = [afO-f@
Ya ey b—a
f(b)p-mmmmmmmm e Ao —— <<= y=f(x)
v §|ﬂb)-f(a;
f(a) -l I —
24 Eb-a =i|
: E ;X
a c b
Fonte:

https://engenhariaexercicios.com.br/calculo-a/derivada/teorema-do-valor-medio/.
Acessado 25/01/2022

Figura 2.3: Representacao grafica do Teorema do Valor Médio.
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Capitulo 3
Sistemas Dinamicos Discretos

Nos diversos ramos das Ciéncias verifica-se a importancia dos sistemas dinamicos discretos
devido a sua capacidade de modelar fendomenos naturais e sociais que se comportam

aparentemente de maneira que parecem imprevisiveis.

Dessa forma, podemos definir sistemas dindmicos discretos como um conjunto de esta-
dos possiveis, juntamente com uma regra que determina o estado presente em termos do
estado passado, cujo estado s6 muda durante os instantes ty, 1, t2, ..., onde no intervalo

de tempo entre dois desses instantes, o estado permanece constante.

Assim, um sistema dinamico discreto é determinado por uma funcao f : X — X, onde

o conjunto X C R, é chamado espago de fase.

A defini¢do de um sistema dindmico discreto (SDD) estd atrelada a observagao da
passagem do tempo nestes sistemas, bem como o comportamento do sistema observado
nessa passagem. Logo, nesse capitulo definiremos alguns conceitos iniciais de SDD que

usaremos ao longo deste trabalho.

Para as defini¢bes a seguir, considere uma fun¢do continua f : X — X, onde X é
um subconjunto de R. Assumiremos também que f é de classe C' quando tomarmos a
primeira derivada da funcdo. Para n inteiro positivo, denote por f™ a composicao de n

fungoes iguais a f, isto é,

fr=fofo-of
—_———

n vezes
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3.1 Iteracao de uma funcao

Iterar significa repetir, em matematica essa “repeticao”consiste em compor uma fungao

com ela mesma varias vezes

fofofo---of.

Dada uma aplicacao continua f, de um espaco topolégico X nele mesmo, ou seja,
f:X — X, eum ponto x € X, podemos nos perguntar quem ¢é a imagem do ponto x, em
seguida quem ¢é a imagem de f(z), a imagem de f(f(z)), e assim sucessivamente. Este

processo é chamado de iteracao da funcao f no ponto x.

Ao iterarmos uma funcao, é usual atribuirmos a este processo a ideia de tempo, como
se cada iteracao de f correspondesse a passagem de uma unidade de tempo. Sendo assim,

temos um sistema em que o tempo evolui de forma discreta.

Dessa forma, se tivermos a funcdo f, f? é a segunda iteracao de f, f3 é a terceira
iteracao de f, ..., f™ é a n—ésima iteragao de f, ou seja, a n—ésima composi¢ao de f

sobre ela mesma.

Vamos analisar alguns exemplos de fung¢oes para compreender o processo de iteragao.

Exemplo 3.1.1 Considere a fungio f(x) = 2z. Iterando essa fung¢ao temos que,

f(z) =2z
@) = f(f(z) = 2(2x) = 4=
) = f(f(f(2)) = 2(4z) = 8z

f(x) =2"z

Exemplo 3.1.2 Considere a fungdio f(x) = x?. Iterando essa fungdo temos que,



fM(x) ="

Exemplo 3.1.3 Considere a fungio f(x) =z + 1. Iterando essa fungdo temos que,

flz)=z+1
Pla)=fflx)=(z+1)+1=x+2
Pla)=f(f(fx) = (e +2)+1=2+3

@)=z +n

Exemplo 3.1.4 Se um cliente fez uma aplicagao financeira no valor de R$500,00 a uma

taza de 5% capitalizada anualmente. Sabe-se que ele:

(1) nao fez novos depdsitos, permanecendo fixo o capital inicial;

(2) a taza de capitalizagao nao serd revisada ao longo dos anos, permanecendo fiza.

Qual serd o montante da aplicacdo financeira, sabendo que a aplicacdo durou n anos?

Resolucao: Ao término do primeiro ano, percebe-se um aumento de 5% ao capital
inicial My = R3$500,00. O cliente obtém, entao, o montante My, onde

Ml - M[) + O, 05M0 - 1, 05M0
E assim M; = R$525,00. Ao final de cada ano efetuamos a mesma operagdo, obtendo
My =1,05M,

M3 == 1, 05M2

M, =1,05M,_,

Dessa forma, observamos que € preciso ter o conhecimento do resultado anterior para
encontrarmos o provimo. Assim, se f € a fun¢ao que calcula a cada ano o wvalor da

aplicagao, isto é, f(x) = 1,05z entdo para determinar o valor do montante do cliente
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apos n anos, teremos que determinar a n—ésima iteracao que é dada por,

My = (fofo-of)(My)= f"(My) = (1,05)" Mo.

n

3.2 Orbita

Um dos objetivos em SDD ¢é entender a natureza de todas as 6rbitas e identificar o
conjunto de orbitas que sao periddicas e pré-periédicas. Assim, veremos nessa se¢ao essas

defini¢oes e alguns exemplos.

Definigao 3.2.1 Dado xy € X, definimos a drbita (ou trajetéria) de xq sobre f como
sendo uma sequéncia de pontos o, T1, X2, ..., Ty, ... onde xy € a origem da orbita, também

chamada de condicao inicial e

r1 = f(x0)
Ty = f(11) = f2(950)
r3 = f(12) = f3(9170)

Ty = [(2n_1) = [M(x0)

Exemplo 3.2.1 Considere a fungdo f(x) = 2> — 1. Os primeiros pontos da érbita de

To = 2 Sao

r3 = f(20) =8 —1 =063

Definicao 3.2.2 A orbita positiva de um ponto x € X € o conjunto de pontos

0" (x) = {x, f(2), f*(x),... } = {f"(x) :n > O}.
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Se f € uma funcao invertivel, podemos definir a orbita total de x como o conjunto

O(x) ={f"(x):n€Z}.

E a orbita negativa de x por

07 (z) ={z, fH(x), f2(2),...} ={f"(2) :n 2 O}

E comum denominar a orbita positiva simplesmente por orbita, principalmente quando a

fung¢ao em questao ndao € invertivel.

Exemplo 3.2.2 Considere a fun¢do f(x) =2z e xy = 3. Entdo temos

Ty = 3
Ty == f2(mg) = 2.6 = 12

T3 = f3(20) = 2.12 = 24.

xn = f"(x0) = 2"

para todo n € N. Dessa forma, a érbita positiva de 3 € 67(3) = {3,6,12,24,...}. Como
a funcdo f é uma funcao invertivel podemos definir a orbita negativa de f, ou seja,

0-(3) =1{3,3,3,3, ...},

7929 478

Exemplo 3.2.3 Considere a fun¢io f : R — R dada por f(x) = 3x. Fizado xy € R

temos que

r1 = f(x0) = 3z
z2 = f(f(z0)) = f(3xo) = 31

x5 = f3(wo) = f(22) = 319

Tp = ]m(mo) = 3"z
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para todo n € N. Assim, 07 (xg) = {xo, 3z0, ..., 3"x0, ...} e podemos observar que

400 sexg >0
Jim. f"(xg) = —0c0  se xg < 0.
0 sexg =0

Com isso verificamos que o comportamento da dindmica pode depender do ponto

inicial escolhido.

Exemplo 3.2.4 Considere a fun¢do f : R — R dada por f(x) = 5. Fivado xo € R temos

que
x
x1 = f(xo) = go
x x
= f(f(w) = [(5) =
x
r3=f (xo):f(%):?g
x
z, = f"(20) = 37,2
para todo n € N. Assim, 07 (2) = {zo, %, ..., %, .. teo dim f"(z9) =0, Vao € R.

Nesse exemplo o comportamento de todos os pontos é o mesmo, todos tém sua érbita
convergindo para o zero. O objetivo basico é entender o comportamento de todas as
6rbitas do sistema, mas nem sempre é uma tarefa facil obter isso como nos exemplos

e 324

No entanto, algumas oOrbitas sao especialmente simples e desempenham um papel

central no estudo de todo o sistema como é o caso das Orbitas periddicas.

3.3 Pontos Fixos

No Capitulo [2| vimos que o Teorema faz mencao a um ponto que fica invariante sob

a funcao, este ponto nos dd um exemplo particular de uma orbita periddica.
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Definicao 3.3.1 Quando sucessivas aplicagoes da funcdo f ndo alteram um valor inicial,
afirmamos que existe um ponto x onde o estado do sistema permanece constante. Assim,

dizemos que x é um ponto fixo de f se f(x) = x. Denotamos por Fix(f) o conjunto dos
pontos fizos de f, isto €, Fix(f) ={x: f(z) = z}.

Geometricamente o ponto fixo é dado pela intersec¢ao do grafico da funcao f com a

reta y = z (funcdo identidade).

Exemplo 3.3.1 Dada a fungao f(x) = x temos que o ponto x em que f(x) = x sao todos

os pontos, dessa forma, todo x € R é ponto fixo para f.

Exemplo 3.3.2 Dada a funcdo f(x) = 2x temos que o unico ponto fizo de f é x = 0,

como podemos ver na Figura|3.1).
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Figura 3.1: Representacgao grafica do ponto fixo da func¢do f(z) = 2.

Exemplo 3.3.3 Dada a fungio f(x) = x3, os pontos fivos de f sio —1,0 e 1, ver
Figura[3.3.

Exemplo 3.3.4 Seja a fungio f(x) = 2® — 1 (Figura[3.9). Os pontos em que f(z) = x

G0 %\/g Entdo os pontos fizos de [ sio x = 112—*/5
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Figura 3.3: Representacio gréafica dos pontos fixos da funcao f(z) = 22 — 1.

3.4 Pontos Periédicos, Eventualmente Peridédicos

Definigao 3.4.1 Se f"(x) = z, para algum n > 1, dizemos que x é um ponto periddico.
O menor inteiro positivo n tal que f™*(x) = x é chamado de periodo de x. Denotamos

por Per,(f) o conjunto dos pontos periodicos de periodo n de f, isto é, Per,(f) = {x :

fr(x) = ).

O conjunto de todos os iterados de um ponto periddico forma uma érbita periddica, ou

seja, quando x é um ponto periédico de perfodo n, temos 6 (x) = {x, f(x),..., f"1(z)}.
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Podemos observar que os pontos fixos sao pontos periddicos de periodo 1. No Exem-

plo vimos que a fungao f(z) = z, tem todo = € R sendo ponto fixo para f, assim,
0t (z) = {z} para todo z € R e Fiz(f) =R.

O exemplo acima ¢ atipico em sistemas dindmicos, a maioria das fung¢oes nao tem este

tipo de comportamento, os pontos peridédicos tendem a ser espalhados na reta.

Exemplo 3.4.1 Seja f : R — R dada por f(x) = —x. Note que, neste caso, o tinico

ponto fixo é a origem, mas, todos os outros pontos sao periodicos de periodo 2, jd que

f(x) ==

Figura 3.4: Representacao grafica do ponto fixo e periddicos da fungao f(z) = —=z.

Exemplo 3.4.2 A funcdo f(x) = 3 possui —1,0 e 1 como pontos fizos de f (Exem-
plo m e nenhum outro ponto periodico.

Exemplo 3.4.3 A funcdo f(x) = x* — 2 possui 0s pontos firos —1 e 2 e para f*(r) = x
temos f*(x) = (2% — 2)? — 2 = x, consequentemente x* — 42? — x + 2 = 0, que podemos
reescrever apds a fatoragio como (x? +x — 1)(z + 1)(x — 2) = 0, e encontramos como
solugio —1,2, (=1 —+/5)/2, (=14++/5)/2. Logo, além de —1 e 2 serem pontos fivos, temos
que (—1—+/5)/2, (—=1++/5)/2 sdo pontos periddicos de periodo 2. Na Figumpodemos

ver a representacdo grdfica das funcoes f e f2, bem como a intersecdo com a reta y = x.

Pontos fixos sao pontos peridédicos de periodo 1, ja os pontos peridédicos de f de

periodo n sdo pontos fixos da fungao f" . Existem ainda pontos que nao sao periodicos,

32



Figura 3.5: Representacao gréafica dos pontos fixos e periddicos de periodo 2 da fungao

f(x) = 2% —2.

mas que apos um numero finito de iterados é levado em uma 6rbita periddica, sao os

pontos eventualmente periédicos.

Definicao 3.4.2 Um pontop € X é eventualmente periodico, ou pré-periodico, de periodo
n, se p ndo € periédico, mas existe m > 0 tal que x = f™(p) é um ponto periddico de
periodo n.

Exemplo 3.4.4 Seja a funcio f(x) = 2> — 1 que tem pontos fizos iquais a %“/5 Temos
que para o ponto x = 1 € satisfeita a definicao, pois f(1) = 0, f3(1) = =1 e f3(1) =0
portanto 1 é um ponto eventualmente periddico e os pontos 0 e —1 sao pontos periodicos

de periodo 2.

Exemplo 3.4.5 Seja a funcio f(z) = 2> —x que tem pontos fivos iguais a —/2,0 e /2.

Temos que x = —1 e x = 1 sdo eventualmente periddicos, pois f(—1) = f(1) = 0.

3.5 Representacao Grafica e Retrato de Fase

Em muitos momentos é interessante dar uma representacao grafica ao comportamento de
6rbitas de um sistema dinamico. Para isso, tanto podemos olhar para o grafico da funcao,
como podemos fazer um esquema na reta indicando para onde as érbitas dos pontos do
dominio da func¢ao estao “convergindo”. Este ultimo é chamado de retrato de fase de uma

dindmica f, e representa melhor o comportamento de todas as érbitas.

Isto posto, o retrato de fase é uma representacao geométrica de todas as orbitas de

um sistema dinamico na reta real, ou seja, em uma dimensao.
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No caso da representacao grafica, para fazer a representacdo da orbita de um deter-

minado ponto zy de uma funcao f, seguimos os seguintes passos:

e Tracamos a bissetriz do primeiro e terceiro quadrante, a reta y = x, com o grafico

da funcao f;
e Considere o ponto (zg, zg) na reta y = x;

e A partir desse ponto, traga-se uma reta vertical que intercepta o grafico de f no

ponto (zo, f(x0));

e Partindo desse ponto, traca-se a reta horizontal que iré4 encontrar a reta y = x no
ponto (f(xo), f(zo)). E entdo a partir desse ponto agora traca-se novamente uma
reta vertical que encontrara o grafico de f no ponto de coordenadas ( f(zo), f%(xo)).

Prosseguimos novamente para obter o ponto (f2(zq), f%(x0)) e assim sucessivamente.

Exemplo 3.5.1 Na Figura temos o grdfico da funcdo f(x) = x* e a representagdo
de orbitas de dois pontos. Sabemos que 0 e 1 sao pontos fixos e podemos observar pelas
orbitas tracadas que todos os pontos que estao no intervalo (—1,1) convergem para 0, e

0s pontos que sao menores que —1 e maiores que 1 vao para oo.

Figura 3.6: Representacio gréifica de drbitas para a funcao f(x) = 2.

O comportamento de todas as orbitas pode ser melhor visualizado no retrato de fase

na Figura[3.7

Exemplo 3.5.2 A funcao f(z) = 3z possui 0 como ponto fizo, como podemos visualizar

na Figura[3.§ e os demais pontos se afastam de 0 por iteragoes de f.

O comportamento das drbitas pode ser melhor visualizado na Figura[3.9
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Figura 3.7: Representacio grafica do retrato de fase para a funcao f(x) = 22
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Figura 3.8: Representacao grafica de érbitas para a fungao f(z) = 3z.
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Figura 3.9: Representacao grafica do retrato de fase para a fungao f(x) = 3z.

Exemplo 3.5.3 A fungdo f(x) = § possui 0 como ponto fivo, como podemos visualizar

na Figura[3.10 e os demais pontos sdo atraidos pelo ponto fizo 0.

O comportamento das orbitas pode ser melhor visualizado na Figura|5.11|.

3.6 Relacao entre a Derivada e a Dindmica

Para alguns conceitos de sistemas dinamicos, utilizaremos a no¢ao do comportamento da
derivada da funcao, visto que a derivada influencia diretamente na andlise de alguns pontos
no sistema dindmico. Nessa se¢do vamos introduzir conceitos que utilizam a derivada

como base, vale ressaltar que estamos considerando f : X — X de classe C!, e X um
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Figura 3.10: Representacao grafica de érbitas para a funcao f(z) = 3.
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Figura 3.11: Representagao grafica do retrato de fase para a funcao f(z) = 3.

subconjunto de R.

Além disso, denotaremos por V(p) a vizinhanga do ponto p de raio €. Ou seja,
Vep) ={z e Rj[z —p| <€} = (p—€,p+e).

Definicao 3.6.1 Seja p um ponto fixo para f. O ponto p é chamado de ponto fixo atrator
(ou pogo) se existe uma vizinhanga V.(p) de p, de modo que, se x € V.(p), temos que
f™(x) € Vi(p) para todo n e, além disso, f"(x) — p quando n — oo. Nesse trabalho

utilizaremos a denominacao atrator.
Teorema 3.6.1 Seja f: R — R uma fungdo de classe C*.

(a) Suponha p um ponto fixo de f com |f'(p)| < 1. Entao p é um ponto fixo atrator.
(b) Suponha p um ponto periddico de periodo n para f com |(f")(p)| < 1. Entio p é

um ponto periodico atrator.

Demonstracao

(a) Pela continuidade de f’ existe e e A € (0,1), tais que |f'(x)| < A para todo x € V,(p).
Pelo Teorema do Valor Médio, temos que para todo = € V,(p) existe y entre x e p

tal que
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[f(x) —pl = [f(z) = f()| = /' W)llz = p| < Az — p| < |z —p|

Portanto, f(z) € (p — €,p + €). Analogamente, segue que
|5 (@) = pl < Az —pl.

Para todo inteiro positivo k. Como 0 < X < 1, temos que |f*(z) — p| — 0 quando
k — oo.

Logo temos que p é um ponto atrator.
(b) Suponha que p é um ponto periédico de periodo n para f, e seja h = ™. Temos
(i) h(p) =p,
(id) ['(p)| < 1.
Segue pelo item (a) que h¥(x) — p, para x préximo de p, quando k — co.

Observe que, pela continuidade de f7, para todo 1 < j < n, |[f/(z) — f/(p)| = 0
quando j — oo , mesmo para j nao sendo multiplo de n. Entao p é um ponto

periodico atrator.

Definicao 3.6.2 Seja p um ponto fixo para f. O ponto p é chamado de ponto fixo repulsor
(ou fonte) se toda drbita (exceto de p) sair da vizinhanga V.(p) sob iteracio de f. Nesse

trabalho utilizaremos a denominacdo repulsor.

Teorema 3.6.2 Seja f: R — R uma fungdo de classe C*.

(a) Suponha p um ponto fixo para f com |f'(p)| > 1. Entdo p é um ponto fizo repulsor.
(b) Suponha p um ponto periddico de periodo n para f com |(f")(p)| > 1. Entio p é

um ponto periodico repulsor.

Proposigao 3.6.1 Seja f : R — R uma funcdo de classe C*. Se p um ponto fizo para f
com |f'(p)| = 1, nada pode ser afirmado.

A demonstracao do Teorema e da Proposicao [3.6.1| sdo similares a do Teo-

rema [3.6.1] por isso omitiremos aqui.

Definicao 3.6.3 Seja p um ponto periodico de periodo n. O ponto p € dito hiperbdlico se
(/") (p)] # 1.
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Vimos pelos Teoremas e que se um ponto p é hiperbdlico, entao ele sera

atrator ou repulsor.

Exemplo 3.6.1 A funcdo f(z) = x* — 2, possui dois pontos firos: —1 e 2. Note que
lf'(=1)| =2 e|f(2)] =4, como ambos sao diferentes de 1, temos que —1 e 2 sao pontos
hiperbolicos, e como |f'(—=1)] > 1 e |f'(2)] > 1 temos que —1 e 2 sao pontos hiperbdlicos

repulsores.

Exemplo 3.6.2 A funcao f(z) = ’32%, possui dots pontos fizos: 0 e 2. Note que | f'(0)] =
% elf'(2) = %, como ambos sdo diferentes de 1, temos que 0 e 2 sao pontos hiperbdlicos.
E como |f'(0)] < 1 e |f'(2)] > 1 temos que 0 é um ponto hiperbdlico atrator e 2 é um

ponto hiperbdlico repulsor.

Portanto, o comportamento de pontos proximos a pontos peridédicos hiperbdlicos é
regido pela derivada em cada ponto periddico. No entanto, isso nao é verdade para

pontos periddicos nao hiperbdlicos, como veremos no préximo exemplo.

Exemplo 3.6.3 A funcio f(x) = 22 + x, possui apenas o 0 como ponto fizo. Note que
|f'(0)] = 1 portanto, ndo é um ponto fixo hiperbdlico. Analisando o comportamento de
pontos proximos ao ponto fizo 0, nota-se que 0 atrai fracamente uma vizinhanca a sua

esquerda e repele uma vizinhanca a sua direita.
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Capitulo 4

Uma Aplicacao dos Sistemas

Dinamicos

Nos capitulos anteriores apresentamos de maneira sucinta um pouco da teoria de SDD
que, apesar de se basear em conceitos simples, torna-se cada vez mais complexa quando
nos aprofundamos em sua teoria. Um bom exemplo é a Conjectura de Collatz ou também

conhecido como o problema 3z + 1.

Essa conjectura que aparentemente ¢ um problema simples, ja intrigou diversos es-
tudiosos, tais como o matematico hungaro Paul Erdés, o programador Jason Davies, o
matematico alemao Felix Bernd, dentre outros. Na atualidade é considerado um dos pro-
blemas mais intrigantes dos sistemas dindmicos e da matematica, pois é considerado por
muitos um dos buracos negros dessa area do conhecimento. Além disso, alguns estudiosos

afirmam que a nossa sociedade ainda nao esta pronta para ele.
Essa conjectura pode ser expressa matematicamente através da seguinte funcgao.

Considere C': N* — N* dada por

() se x for par,
€T) =
3r+1 se x for impar.

N8

A origem do problema é obscura, no entanto a Conjectura de Collatz foi nomeada em
homenagem ao matematico alemao Lother Collatz, visto que que foi o primeiro a escrever
e a divulgar, na década de 1930. Ele conjecturou que se vocé comegar com um nimero
inteiro positivo e executar esse processo por tempo suficiente, todos os valores iniciais
levardao a 1. E quando chegar a 1, aplicando novamente a func¢do caimos em um ciclo

repetitivo e infinito 1,4,2,1,4, 2,1, .... Intrigante, nao é?
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Matematicos acreditam que a solugao dessa conjectura abrird novos horizontes e de-
senvolvera novas e importantes técnicas na teoria dos numeros, na teoria dos sistemas
dindmicos e na computacao. E como é um problema facil de apresentar e entender, tem

potencial de atrair jovens estudantes para se aprofundarem no mundo da matematica.

Vejamos alguns exemplos para ilustrar melhor a conjectura.

Exemplo 4.0.1 Seja o conjunto de nimeros naturais positivos N* = {1,2,3,4,5,...}.

Pela Conjectura temos que:

e Se o numero é par, divida-o por 2;

e Se for impar, multiplique-o por 3 e some 1.

Depois aplique essas mesmas regras simples ao resultado.

1. Para x = 10 temos, como 10 ¢é par, dividimos por 2, 10 : 2 =5, que € impar, entao

aplicamos a segunda regra.

53=15+1=16.
Como 16 € par,

16:2=8=8:2=4=4:2=2=2:2=1

Em sequida, vemos que dd 4 e entdo continua se repetindo.

2. Para © = 19 que € impar, temos, 19.3 = 57 + 1 = 58 que € par, dividimos por 2,

58 : 2 =129, que é impar, entdo aplicamos a sequnda regra.

29.3 =87+ 1 = 88.

Como € par
88:2=44:2=22:2=11

11341=34:2=17
17341=52:2=26:2=13

13341=40:2=20:2=10:2=5
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53+1=16:2=8:2=4:2=2:2=1

Em sequida, vemos que dd 4 e entdo continua se repetindo.

O que torna o problema intrigante é que nao importa com qual niimero comece, even-
tualmente sempre chegara a 4, que se converte em 2 e depois em 1. Pelo menos ¢ esse o

caso com todos os ntmeros que foram testados, e ja se tentou usar alguns quase absurdos.

Supercomputadores fizeram o problema com nimeros que vao até aproximadamente

5.764.607.500.000.000.000 e nao encontraram nenhuma excecao. Todos eventualmente

chegam a 2 : 2 = 1. Todavia, como os nimeros sao infinitos, isso ndo prova que esse seja

0 caso para todos os nimeros naturais. Observe o grafico da conjectura de Collatz na
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Fonte: https://www.bbc.com/portuguese/geral-36702054. Acessado dia 14/12/2021.

Figura 4.1: Grafico da conjectura de Collatz.

Vejamos um outro exemplo.

Exemplo 4.0.2 Determinar as iteradas de C' no ponto x = 27.
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e Como 27 € impar, obtemos C(27) = 82;

e Como 82 ¢é par, obtemos C?(27) = 41;

e Como 41 ¢ impar, obtemos C3(27) = 124;

e Como 124 € par, obtemos C*(27) = 62;

o Como 62 ¢ par, obtemos C°(27) = 31;

e Como 31 ¢ impar, obtemos C%(27) = 3.31 + 1 = 94;
e Como 94 ¢ par, obtemos C"(27) = 47;

o Como 47 é impar, obtemos C®(27) = 3.47 + 1 = 142;
e Como 142 € par, obtemos C°(27) = 71;

e Como T1 ¢ impar, obtemos C1°(27) = 214;

e Como 214 € par, obtemos C'(27) = 107;

o Como 107 € impar, obtemos C1%(27) = 322;

e Como 4 € par, obtemos C'10(27) = 2.

Como 2 € par, obtemos C11(27) = 1.

Assim, independente do valor escolhido para z, o problema chega sempre a orbita
periddica 4, 2, 1, mesmo que demore um numero muito grande de iterados para isso
acontecer. Esse comportamento é o que torna esse problema desafiador, surgindo intimeros

questionamentos a cerca dele.
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Capitulo 5

Sequéncia Didatica para o Ensino
Médio

Se pararmos para analisar o mundo a nossa volta podemos observar que a Matematica
estd por toda parte: na arte, na arquitetura, na musica, na natureza e em varios ou-
tros nichos da vida cotidiana, sendo uma ferramenta fundamental para diversas areas do
conhecimento como Economia, Fisica, Engenharia, Arquitetura e tantas outras, ou seja,

compreender a Matematica é compreender o mundo que nos rodeia.

Todavia, quando paramos para analisar a Matematica em termos educacionais, grande
parte dos alunos tem dificuldades com essa disciplina, como evidencia o resultado do
Nivel de Proficiéncia em Matemética no Brasil que foi avaliado em 2018 pelo Programa
Internacional de Avaliagdo de Estudantes (PISA) no qual o resultado foi preocupante,
pois o Brasil caiu no Ranking e estd entre os 10 piores desempenhos de Matematica do

mundo.

Neste cenario, o professor de Matematica da Educacao Basica se depara diariamente
com intimeros desafios para o ensino dessa area do conhecimento, entre eles, o de fazer
com que os alunos entendam o meio que os cercam através da Matematica, visto que
muitos alunos nao compreendem conceitos béasicos da matematica que sao importantes

para desenvolver uma visao de mundo mais agugada.

Tal situagao é agravada no Ensino Médio, ja que se observa que grande parte dos
alunos dessa etapa apresentam dificuldades em abstrair conteidos referentes ao estudo
de funcoes e se sentem desconfortaveis com a linguagem algébrica. Diante desse cenario,
a todo momento, surgem novas estratégias e metodologias como ferramentas que podem
ser utilizadas para atingir um melhor aprendizado no ensino de Matematica, dentre elas,

temos a Sequéncia Didatica, que é o enfoque desse trabalho.
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A sequéncia didatica é uma estratégia educacional caracteriza pelo conjunto de ativi-
dades planejadas e interligadas para o ensino de um determinado contetido. As atividades
sao organizadas, elaboradas e desenvolvidas de forma sequencial, com o intuito de possi-
bilitar que o discente aprenda e aperfeicoe os conhecimentos a respeito do determinado
assunto. Além disso, essa estratégia ajuda a melhorar a educagdo e a interagdo entre o

professor e o aluno, e deste com os demais colegas, em relagdo aos assuntos propostos.

A utilizacao da sequéncia didatica no ensino de conteiidos matematicos visa despertar
o interesse para a matematica e envolver o aluno nos processos matematicos tirando o foco
exclusivo na memorizag¢ao e da busca pelo resultado, levando os problemas matematicos

a serem analisados por métodos cientificos.

No caso dessa sequéncia didatica o objetivo é discorrer sobre sistemas dinamicos dis-
cretos, um assunto do Ensino Superior, apresentando uma abordagem, que pode ser inova-
dora no Ensino Médio, de uma forma simplificada, através de exemplos que mostre como
os SDD aparecem no “mundo real”, além de realizar as analises graficas com o auxilio do

software matematico gratuito, Geogebra.

Acreditamos que apresentar contetidos de matematica de uma forma contextualizada e
correlacionadas com as interpretagoes do mundo, ndo priorizando o formalismo exagerado
e 0s mecanismos de memorizagao, pode tornar o processo de construgao do conhecimento

do aluno mais significativo e motivador.

Para alcancar o objetivo proposto, serao utilizadas algumas metodologias que servirao
como suporte, tais como a modelagem matematica, a resolucdo de problemas e a analise
grafica. Vale salientar que essa proposta pode ser trabalhada de forma conjunta com os
professores da area de Ciéncias da Natureza, colocando em pratica a nova proposta para
o Ensino Médio e estd em consondncia com as competéncias indicadas na Base Nacional
Comum Curricular- BNCC.

5.1 Sequéncia Didatica: Descricao

Tema: Introducao aos conceitos de Sistema Dindmicos Discreto no Ensino Médio.

Publico-alvo: Estudantes do 1° ano do Ensino Médio. A escolha deve-se ao fato de
que neste ano, os discentes tém o contato aprofundado com as fun¢oes polinomiais e a

composicao de fungdo, mais precisamente, no segundo ciclo do ano letivo.

Objetivos:

e Apresentar sistemas dindmicos de maneira intuitiva com exemplos de contextos
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reais, utilizando como ferramenta a modelagem matematica;

e Relacionar os conceitos do estudo da composi¢do entre fungoes com as propriedades

de iteragdo e o estudo inicial dos SDD;

e Construir computacionalmente os graficos de fungoes e analisa-los a fim de estudar
seu comportamento, por exemplo, determinando e classificando seus pontos fixos,

atratores, repulsores, etc;

e Familiarizar os alunos com as representacoes algébricas e graficas, instiga-los a re-

conhecer padroes e analisar diferentes situacoes;

e Apresentar atividades que busquem atender a demanda expressa na Base Nacional

Comum Curricular.

Conteudos: Sistemas Dinamicos Discretos

e Composicao de funcao;

Iteracao;

Orbitas;

Pontos Fixos;

Pontos Atratores e repulsores;

Conjectura Collatz.

Pré-requisitos:

e Funcoes: conceito;

Composicao de fungao (definigao e as propriedades);

e Fungoes polinomiais (1° e 2° grau);

Saber posicionar pontos no plano cartesiano;

e Ter uma nocgao intuitiva de crescimento, decrescimento;

Saber comandos béasicos do Geogebra.

Duracao: 14 horas/aulas

Recursos:
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Calculadoras;

Projetor de slides;

Computadores;

Software matematico: Geogebra.
Metodologia

e Modelagem Matematica;
o TIC’s;
e Anaélise de problemas;

e Analise de tabelas e graficos.

Avaliacao:

e A avaliacdo ocorrera de maneira processual de acordo com o processo das atividades.
Dificuldades previstas:

e Falta dos recursos tecnologicos na unidade escolar;

e Dificuldade e imaturidade dos alunos com relacdo aos conceitos matematicos ne-

CESSarios.

5.2 Sugestoes de Atividades da Sequéncia Didatica

A sequéncia didatica possui sete atividades, sendo que cada atividade tera a previsao de

duas horas-aula, totalizando 14 horas-aula.
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Atividade 01
Objetivos:
e Introduzir de forma intuitiva o conceito de sistemas dinamicos discretos através de
exemplo pratico: crescimento populacional das bactérias;

e Identificar padroes, estimulando a capacidade investigativa;

e Interpretar e utilizar representacoes algébricas relacionadas a fungoes.

Duracgao: 2 horas/aulas

Consideragbes/sugestdes para o professor:

e Dividir a sala em grupos com no maximo quatro estudantes e disponibilizar a ati-

vidade para ser respondida pelos grupos;

e Nesse momento a intervencdo do professor deve ser minima, deixando os alunos

investigarem e deduzirem o conceito de SDD;

e Finalizar a atividade, com a correcao e discursao sobre SDD e o crescimento da

populacao das bactérias;

e | interessante nesse momento, o professor explanar sobre o contexto histérico e a

defini¢ao dos sistemas dinamicos.

Descricao da atividade:

Na aula de Biologia, o tema foi bactérias, que sao seres procariontes e unicelulares,
apresentam reproduc¢ao assexuada, que se da por meio da divisao binaria ou da formacgao
de esporos. A divisao binaria é um processo no qual a célula da bactéria duplica seu
material genético e se divide ao meio, originando duas novas bactérias idénticas a ela.

Esse processo geralmente ocorre a cada hora.

Bidlogos populacionais estao interessados no comportamento a longo prazo da po-
pulacdo de uma certa espécie ou cole¢do de espécies, e o exemplo do crescimento popu-
lacional das bactérias é muito pertinente para esse estudo. Dessa forma, a professora de
Biologia passou um trabalho sobre o crescimento populacional das bactérias e forneceu

uma bactéria para cada aluno.

Imagine que a bactéria fornecida pela professora depois de 24 horas tornou-se uma

cultura de bactérias e que ela gostaria de saber qual o tamanho da populacdo neste
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momento. O que vocé pensaria em fazer? Conta-las uma a uma? Uma tarefa bem

complicada, nao ¢ mesmo? Existiria uma maneira mais rapida?

Para resolver problemas dessa magnitude, os matematicos desenvolveram modelos
matematicos para descrever as flutuagoes da populacao. E serd que podemos modelar o
caso proposto pela professora de biologia? Sabendo quantas bactérias iniciou sua cultura,
podemos aproximar uma resposta para esta pergunta com a ajuda da Matematica, por

meio de um modelo matematico. Acredita?

Note que pela divisao binéria as bactérias duplicam-se a cada instante de tempo ( no
nosso caso, a cada hora), ou seja, podemos descrever o ntiimero de bactérias observadas a

cada hora, assim complete a tabela abaixo.

Tempo () | Numero de bactéria (n)
'D g

1

2

3

4

14

24

e E se fosse para t instantes, quantas bactérias iriam ter na cultura?

Resposta esperada: Para o instante ¢ teremos 2¢.ng bactérias na cultura, onde ng é

a quantidade inicial de bactérias.

Como vocé observou a funcao f : N — N dada por f(n) = 2n é uma regra que
expressa que teremos um numero duas vezes maior de bactérias a cada instante,

onde n € N é a quantidade de bactérias. Sendo assim, apds t instantes teremos
ft(n) = 2'.n.

e Se a cultura tem uma populacao de 1000 bactérias, entao depois de uma
hora existirao quantas bactérias?

Resposta esperada:

Existirao f(1000) = 2.1000 = 2000 bactérias.
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e Depois de duas horas?
Resposta esperada:

Existirdo f(£(1000)) = 2.(2.1000) = 4000 bactérias.

e Depois de trés horas?

Resposta esperada:

Existirdao f(f(f(1000))) = 2(2.(2.1000)) = 8000 bactérias e assim por diante.

Note que a populacao de uma hora depois esta diretamente relacionada a populagao
de uma hora antes. Tal situacao tem as caracteristicas de um ramo da matematica que
surgiu da necessidade de se construir uma teoria que seja capaz de prever a evolucao de
fendbmenos naturais e humanos que ocorrem nos mais diversos campos do conhecimento,

como ¢ o caso do exemplo acima: o crescimento das bactérias.

Esse ramo ¢ os sistemas dinamicos discretos que tem por objetivo entender o com-
portamento de um sistema ao longo do tempo cuja evolucao ¢ dada por uma regra de-
terministica. A sua importéncia é devido a sua capacidade de descrever, expressar e
analisar fendmenos naturais e humanos que tem um comportamento complexo e, muitas
vezes, imprevisivel de maneira cadtica, em todos os ramos das Ciéncias, como por exem-
plo podemos citar os estudos dos gases, os estudos dos movimentos dos corpos celestes, a

dindmica de uma populagao, desmatamento de florestas, meteorologia, entre outros.

De acordo com a forma em que a passagem do tempo é considerada, classificamos o
sistema dindmico de duas formas: de maneira discreta (que serd o enfoque deste trabalho)

e de maneira continua.

Assim definimos um sistema dindmico discreto como um conjunto de estados
possiveis, juntamente com uma regra que determina o estado presente em ter-
mos do estado passado, cujo estado s6 muda durante os instantes {to,t,%s,...}, ou
seja, o sistema faz exame do estado atual com a entrada e atualiza a situagao
produzindo um estado novo com a saida. Da origem do sistema, teremos em vista

todas as informagoes necessarias assim que a regra for aplicada.

Fazendo uma comparacao da definicado anterior com o exemplo das bactérias, responda:

e Qual o objetivo do exemplo com o estudo de Sistemas Dindmicos?

Resposta esperada: O objetivo do exemplo é analisar a populagdo de bactérias (um

conjunto de estados possiveis).

e Qual a regra que determina o estado presente em termos do estado

passado?
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Resposta esperada:

A regra utilizada é determinada pela funcao f(n) = 2n. Além disso, para saber
qual a populacao apds dois tempos foi suficiente a composicao f(f(1000)) = 4000,
ou seja o seu estado atual (4000) é determinado pelo seu estado inicial (1000). Logo

a regra determina o estado presente em termos do estado passado.

Qual seria a mudanca do estado durante os instantes {t, = 0,t; = 1,t5 =
2,..}7

Resposta esperada:

Note que o estado do sistema s6 muda para os valores
No instante tg = 0 — ng = 1000

No instante t; = 1 — ny = 2000

No instante t5 = 2 — ny = 4000

No instante t3 = 3 — n3 = 8000 ...

Deste modo o sistema faz exame do estado atual com a entrada e atualiza a situagao

produzindo um estado novo com a saida.
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Atividade 02

Objetivos:

Apresentar o conceito de iteracdo de sistemas dindmicos discretos com base no
exemplo do crescimento populacional das bactérias e um exemplo pratico usando

calculadora;
Investigar iteradas de pontos gerais;
Identificar padroes, estimulando a capacidade investigativa;

Interpretar e utilizar representacoes algébricas relacionadas a fungoes.

Duracgao: 2 horas/aulas

Consideragbes/sugestdes para o professor:

Essa atividade tera trés momentos, ambos com o objetivo de apresentar o conceito

de iteracao de SDD, porém exemplos distintos;

Nas partes 01 e 02 a intervencao do professor deve ser minima, deixando os alunos

investigarem e deduzirem o conceito de iteracao;

No momento do inicio da parte 03, sugerimos que faca o exemplo sugerido com os

alunos no quadro e caso necessario exemplifique mais algumas fungoes;

Finalizar a atividade, com a correcao e explanacao do conceito de iteracao.

Descricao da atividade:

Parte 01: Iteracao de funcao- crescimento populacional das bactérias.

A teoria dos sistemas dindmicos discretos é regada de conceitos, defini¢bes que estao

atreladas a observacao da passagem do tempo nestes sistemas, bem como o comporta-

mento do sistema observado nessa passagem. Com base na atividade 01 sobre o cresci-

mento populacional das bactérias, considerando que no tempo inicial temos b bactérias

na cultura, responda:

e Para um instante depois, teremos quantas bactérias na cultura? Modele

matematicamente essa situacao.

Resposta esperada: O dobro da populacao, ou seja, f(b) = 2b;
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e Para dois instantes depois, teremos quantas bactérias na cultura? Modele

matematicamente essa situacao.
Resposta esperada:
Para duas horas depois teremos f(f(b)) = f2(b) = 2.2b = 22b = 4b.
e Para trés instantes depois, teremos quantas bactérias na cultura? Modele
matematicamente essa situacao.

Resposta esperada:

Para trés horas depois teremos f(f(f(b))) = f3(b) = 2.2.2b = 23b = 8b.

e E para os sucessivos instantes depois, ou seja, n instantes, teremos quan-
tas bactérias na cultura? Modele matematicamente essa situacao.

Resposta esperada:

Sucessivamente para t horas depois teremos f*(b) = 2°b.

Note que para responder os questionamentos acima vocés foram compondo a funcao
com ela mesma varias vezes: fo...ofo f, em Sistemas Dindmicos Discretos esse processo

¢ denominado iteracao.
Parte 02: Iteracao de funcao- calculadora.

Agora com auxilio de uma calculadora cientifica:

Digite qualquer ntimero, registre-o:

Aperte a tecla “exp”. O que apareceu no visor da calculadora?

Aperte mais uma vez a tecla “exp”. O que apareceu no visor da calculadora?

Aperte mais uma vez a tecla “exp”. O que apareceu no visor da calculadora?

e Agora aperte sucessivamente a tecla “exp” e observe o que ocorre. Registre sua

observacao.

Este procedimento iterativo também é um exemplo de iteracdo em Sistemas Dindmicos
e a cada vez que vocé aperta a tecla “exp” vocé estd realizando sucessivas iteracoes de

exp(x) que tende a oo, independente do valor x escolhido.
Parte 03: Iteracao de funcao - algébrica.

Vejamos agora um exemplo utilizando func¢des polinomiais:
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Exemplo 5.2.1 Seja a fun¢ao f(x) = 3x. Iterando, temos que:

f(x) =3z
f(f(z) = fP(z) =33z) = 3z =9z
F(f(f(@) = () = 3(3%) = 3%z = 2Tz

f(x) =3"x

Agora é a sua vez, itere as fungdes a seguir, conforme o exemplo:

a) f(z)=bz
b) f(x)=x+2
¢) fz) =2
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Atividade 03

Objetivos:

Consolidar o conceito de Sistema dinamico discreto e de iteracao através de exemplo

de matematica financeira;

Investigar iteradas de pontos;

Identificar padroes, estimulando a capacidade investigativa;

Interpretar e utilizar representacoes algébricas relacionadas a fungoes.

Duracao: 2 horas/aulas

Consideragoes/sugestdes para o professor:

e Essa atividade aborda mais um exemplo pratico de iteracao;

e Nesse momento a intervencao do professor deve ser minima, deixando os alunos

investigarem,;

e Finalizar a atividade, com a correcao e explanacao do conceito de iteracgao.

Descricao da atividade:

Em janeiro de 2015, Maria fez uma aplicagao financeira no valor de R$500,00 a uma

taxa de 5% capitalizada anualmente. Sabe-se que ela:
(1) nao fez novos depoésitos, permanecendo fixo o capital inicial e

(2) a taxa de capitalizagdo nao serd revisada ao longo dos anos, permanecendo fixa.
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Vamos analisar e descrever a evolucao do saldo dessa aplicagao na Tabela 01 abaixo:

ANO SALDO DA APLICAGAOQ (R$)
JANEIRO 2015 500 reais

JANEIRO 2016 500 + 0,05.500= 525 reais
JANEIRO 2017 525 + 0,05.525= 551,25 reais
JANEIRO 2018 551,25 + 0,05.551, 252 578 80 reais
JANEIRO 2019 578,80 + 0.05.578,80= 607,75 reais
JANEIRO 2020 607,75 +0.05.607,75 = 638 10 reais
JANEIRO 2021 638 10 + 0.05.638,10 = 670 reals
JANEIRO 2022 670+ 0,05.670 = 703,50 reais

Figura 5.1: Tabela 01.

Agora se denotarmos o valor da aplicacao sendo = reais como seria preenchida a Ta-

bela 02 a seguir ( ndo resolver possiveis poténcias)?

ANO SALDO DA APLICAGAO

JANEIRO 2015 X

JANEIRO 2016 x + (0,08)x= 1,05

JANEIRO 2017 1,05x + (0,05)1,05x= 1,05x(1+ 0,05)= 1,05%
JANEIRO 2018 1,05% + (0,05)1,05%= 1,05°x
JANEIRO 2019 1,05%+(0,05)1,05%= 1,05%x
JANEIRO 2020 1,05* + (0,05)1,05%%=1,05°x
JANEIRO 2021 1,05° + (0,05)1,05°x = 1,05°x
JANEIRO 2022 1,05° + (0,05)1,05°x=1,05"x

Figura 5.2: Tabela 02.

Vocé conseguiu perceber que indutivamente vemos que no instante de tempo ¢ o saldo
da aplicacao financeira depende exclusivamente do saldo no instante de tempo anterior
t—1. Se denotarmos a situacdo acima por, x sendo o valor inicial da aplicagao, apds o

tempo ¢, qual seria a funcao que modelaria essa situag¢ao?

Existe relacao entre o exemplo populacional das bactérias e esse exemplo de ma-

tematica financeira? Justifique sua resposta?
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Na Tabela 02, ao determinarmos o saldo da aplicacao estamos fazendo iteracao, dessa

forma quem seria a iterada 4 da funcao?

Com essa situacao ¢é possivel verificar que sistemas dinamicos estao presentes em di-
versas areas do conhecimento humano, em especial na Economia, onde a variavel tempo
pode nao fluir continuamente, mas se apresentar de maneira discreta, ou seja, as gran-
dezas envolvidas sdo medidas em instantes isolados (de hora em hora, més em més, etc.)
formando deste modo uma sequéncia de valores que descrevem a evolugao do fenémeno

em estudo.

Dessa forma, temos que sistemas dinamicos discretos sao sistemas caracterizados por
mudarem de estado no decorrer do tempo, ou seja, sistemas que evoluem segundo uma

regra que relaciona o estado presente aos estados futuros.
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Atividade 04

Objetivos:

e Interpretar e utilizar representacoes graficas relacionada a funcoes e pontos fixos;

e Definir o conceito de ponto fixo geometricamente com auxilio do Geogebra, relaci-
onando com a intersecao entre o grafico da funcao f e a reta y = .

Duracgao: 2 horas/aulas

Consideragbes/sugestdes para o professor:

e Eissa atividade deve ser iniciada com a construgao no Geogebra do exemplo proposto
na atividade, todavia o professor pode inserir outras fungoes para facilitar a intuicao

dos alunos do conceito de pontos fixos;

e Finalizar a atividade, com a correcao e uma explanacao do conceito geométrico de

ponto fixo com auxilio do aplicativo grafico.

Descricao da atividade:

As fungoes quadraticas possuem diversas aplicacoes na Matematica, na Fisica em di-
versas situacoes nos movimentos de corpos na area da Cinemaética e Dinamica, sendo uma

funcao que modela varias situagoes, bastante presente no estudo de sistemas dinamicos.

e Considere a fungio quadratica f(z) = 2? — 2. Com auxilio do Geogebra construa o

grafico dessa funcgao;

Construgao esperada dos alunos.




e Construa no mesmo plano o grafico da fungao identidade f(z) = x, ou seja, a reta

Y=

Construcdao esperada dos alunos.

e Clique no comando Interse¢ao de Dois Objetos e clique no grafico da fungao quadratica

e da funcao identidade;

Construcao esperada dos alunos.

=1 -2 =1 ar 1
.-'u=1-1."-"1}

Note que, nesse exemplo temos pontos de interseccao. Quais sao eles?

A coordenada z, dos pontos dados pela interseccao de um grafico de uma funcao
qualquer com o grafico da funcao identidade, em sistemas dindmicos é chamado de ponto
fixo da funcdo. Assim, determine os pontos fixos das fungoes abaixo com o auxilio do

Geogebra.

a) f(z) =2z
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Atividade 05

Objetivos:

e Interpretar e utilizar representacoes algébricas relacionada a fungoes e pontos fixos;

e Definir o conceito de ponto fixo algebricamente, resolvendo a equacao f(zr) = x.

Duracao: 2 horas/aulas

Consideragbes/sugestdes para o professor:

e Eissa atividade deve ser iniciada correlacionando o conceito do ponto fixo geometri-

camente, visto na atividade anterior, com o conceito algébrico;
e Ao finalizar a atividade com uma explanacao do conceito algébrico de ponto fixo;

e Para responder o ultimo questionamento utilize o Geogebra e apresente uma fungao

que nao tenha ponto fixo, como por exemplo a fungio f(z) = —z%— % ou até mesmo
colocar no Geogebra a funcao f(x) = —z% — c e ir variando o ¢ (controle deslizante
e fazer o estudo de quando terda ponto fixo e quando nao tera. Posteriormente,

apresentar de maneira simples o Teorema do ponto fixo.

Descricao da atividade:

Na atividade 04 vimos que a maneira geométrica de encontrar os pontos fixos, é deter-
minando a intersec¢ao do grafico de uma funcao com a bissetriz dos quadrantes impares,
y = x. Dessa forma para calcularmos os pontos de interseccao entre duas funcoes, esta-
mos simplesmente calculando os valores para x que satisfazem simultaneamente as duas

funcoes.

Assim podemos encontrar todos os pontos fixos de uma funcgao resolvendo a equagao

f(x) = z. Vejamos o exemplo da fun¢io quadratica f(z) = 2% — 2.

Para determinar os pontos fixos temos que resolver a equacgdo f(x) = z, ou seja,

r? — 2 = x, vejamos:

2—2=rx=22—-2—-2=0
A =b*—dac=(—1)> —4.1.(-2)
A=1+8=9
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,  1+3

2
2

=T

Note que encontramos os mesmos pontos fixos que tinhamos encontrados utilizando o

Geogebra, confirmando o resultado encontrado.

Agora determine algebricamente os Pontos Fixos de cada fun¢ao que vocé determinou

utilizando o Geogebra na atividade 04.

a) f(z) =2z
b) f(z) = a2
o) f(x) =
d) fz) =221

-y
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e) flz)=2*+=x

f) fa)=2®—x

e Em todas as fungoes vocé encontrou ponto fixo? Sempre existird ponto fixo?
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Atividade 06

Objetivos:

Explorar o conceito de ponto fixo;

Introduzir de forma intuitiva o conceito de ponto atrator e repulsor;

Identificar padroes, estimulando a capacidade investigativa;

Interpretar e utilizar representacoes algébricas relacionadas a fungoes.

Duracgao: 2 horas/aulas

Consideragbes/sugestoes para o professor:

e Nesse momento a intervencdo do professor deve ser minima, deixando os alunos

investigarem e deduzirem o conceito de ponto atrator e repulsor;

e No item 3 e 5 da parte 01, é interessante que o professor determine um ponto

diferente para cada equipe e assim concluirem que irdo se aproximando de zero;

e Analogamente, pode-se fazer no item 4 da parte 01 e assim concluirem que os pontos

irdo de afastar de 1;

e Apoés os alunos analisares os itens de 3 a 5 da parte 01 é o momento de o professor

apresentar os conceitos de ponto atrator e ponto repulsor;

e Ao finalizar a atividade da parte 02, apresentar o conceito de ponto fixo neutro.

Descricao da atividade:

Parte 01: Introducao do conceito intuitivo de pontos atratores e repulsores.

1. Seja a fungao f(x) = 22, construa seu grifico no Geogebra e determine, se possivel,
o(s) ponto(s) fixo(s).

2. A fungdo possui ponto(s) fixo(s)? Qual (ou quais)? Justifique sua resposta com

argumentos matematicos.

3. Agora calcule as iteradas (no minimo cinco iteradas) de alguns pontos que estao
localizados entre os pontos fixos, ou seja entre 0 e 1, como por exemplo: = =
1/2,2 =1/3,2 = 1/5. O que podemos observar com as iteradas desses pontos em

relacdo aos pontos fixos? Sao atraidos? Se repelem?
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4. E se calcularmos as iteradas (no minimo cinco iteradas) de pontos maiores que
1, como por exemplo: x = 3/2,x = 6/5,2z = 7/5,x = 8/5. O que podemos
observar com as iteradas desses pontos em relacao aos pontos fixos? Sao atraidos?

Se repelem?

5. E se calcularmos as iteradas (no minimo cinco iteradas) de pontos menores que 0,
como por exemplo: x = —1/2,x = —1/5,2 = —1/3,z = —3/5. O que podemos
observar com as iteradas desses pontos em relacao aos pontos fixos? Sao atraidos?

Se repelem?

Parte 02: Pratica do conceito pontos atratores e repulsores.

Com auxilio do programa Geogebra, determine em cada item se tem ponto atrator ou

repulsor.

a) f(z)=a® -4z +6

b) f(z)=2*+3z+1

64



Atividade 07

Objetivos:

Introduzir de maneira intuitiva a Conjectura de Collatz;

Identificar padroes, estimulando a capacidade investigativa;

Interpretar e utilizar representagoes algébricas relacionadas a Conjectura de Collatz

e oOrbitas periddicas;

Apresentar a Conjectura de Collatz.

Duracao: 2 horas/aulas

Consideragoes/sugestdes para o professor:

e No inicio da atividade a intervencao do professor deve ser minima, deixando os

alunos investigarem a conjectura de Collatz;

e Ao finalizar a atividade, apds os alunos realizarem a atividade e verificarem que
sempre chegard a 1 é o momento de apresentar a curiosa Conjectura de Collatz:
O problema impossivel mais simples do mundo com o objetivo de instigar e atrair
os alunos para a matematica. Essa apresentacdo pode ser utilizando slides ou até

mesmo pedir para os alunos pesquisarem;

e Apresentar o conceito de orbitas periddicas, podendo apresentar outros exemplos.

Descricao da atividade:

Considere os ntmeros inteiros positivos {5,6,7,8,9,10,11,12,13,14}. FEscolha um

desses nimeros e calcule: (o ideal é cada equipe escolher um ntimero diferente).
e Se o numero for par, divida-o por 2;
e Se for impar, multiplique-o por 3 e depois some 1.

Depois aplique essas mesmas regras simples ao resultado e assim sucessivamente até

20 iteradas pelo menos.
Faca esse processo ao menos com mais dois nimeros.

Apés finalizar, responda:
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1. O que vocé pode observar nos resultados de cada um dos exemplos?

2. Compare seus resultados com o de seus colegas, registre a comparagao.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Neste trabalho exploramos os conceitos iniciais de sistemas dindmicos discretos e algumas
aplicagoes, sugerindo uma proposta de sequéncia didatica, para alunos do 1° ano do Ensino
Médio. Nessa sequéncia, também apresentamos orientagoes e sugestoes detalhadas para
o professor, de modo que o docente interessado seja capaz de propor essas atividades

diretamente em uma sala de aula e avaliar o nivel de compreensao alcancado pelos alunos.

Inicialmente, pretendiamos nao apenas sugerir, mas também aplicar em sala de aula,
contudo devido ao cenario mundial e educacional de 2021, por conta da pandemia de
Covid-19, nao foi possivel fazé-la. Porém, ao verificarmos as atividades propostas, fica
evidente que ¢é perfeitamente possivel a utilizagao dessa teoria para desenvolver os conhe-
cimentos e habilidades matemaéticas dos alunos que participarao das atividades. Apesar
de nao ter sido possivel fazer uma verificacdo empirica da eficicia das atividades, tal
experiéncia pedagogica serd desenvolvida, aplicada e avaliada no decorrer do atual ano

letivo.

Por fim, apds a verificacao e avaliacao dos resultados alcangados, pretendemos pro-
duzir um artigo capaz de complementar estes estudos, pois acreditamos na relevancia e
utilidade desse tipo de atividades para que os alunos desenvolvam seus conhecimentos,
suas competéncias e suas habilidades matematicas, aumentando assim potencialmente as

possibilidades de despertar o interesse matematico dos alunos.

Esperamos com esse trabalho contribuir de maneira significativa para a formacao dos
profissionais que atuam no ensino médio e de seus alunos, uma vez que procuramos abor-

dar, de forma didatica, um importante ramo da Matematica.
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