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RESUMO

DISCUSSOES SOBRE O CALCULO DE AREAS: UMA PROPOSTA HEURISTICA
PARA O ENSINO-APRENDIZAGEM

Autor: Luciana Costa Ribeiro
Orientador: Nelson Fernando Inforzato

Universidade Federal do Triangulo Mineiro

PROFMAT- Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, junho de 2022.

Esse trabalho busca apresentar estratégias para a construcao do conhecimento sobre o
calculo de areas poligonais e nao poligonais quaisquer, por meio da exploragao de conceitos
bésicos de areas de figuras planas de forma simples e direta, possibilitando que alunos
e professores possam compreender e utilizar esse material para estudo ou elaboracao de
aulas. A principio sao apresentadas técnicas utilizadas na historia da matematica para o
calculo de &reas poligonais, e o Método de Exaustao de Eudoxo, utilizado para encontrar
a area do circulo. Em seguida, é feita uma abordagem que consiste na particao de uma
regiao poligonal em finitas regioes triangulares usando diferentes técnicas para o calculo
dessas, tais como, a triangulacao e Formula de Heron. Busca-se expandir o calculo de
areas para regioes poligonais irregulares, por meio da Formula de Pick, associando-as ao
mapeamento e calculo de extensoes territoriais. Por fim, é discutido o conceito de integral
e sua aplicacao no calculo de areas, e feita uma abordagem resumida do Teorema de Green,
sua relacao com o planimetro e sua aplicagao para o calculo de areas.

Palavras-chave: céalculo de areas; ensino; aplicacao.



ABSTRACT

DISCUSSIONS ON THE CALCULATION OF AREAS: A HEURISTIC PROPOSAL
FOR TEACHING AND LEARNING

Author: Luciana Costa Ribeiro
Adviser: Nelson Fernando Inforzato
Universidade Federal do Triangulo Mineiro

PROFMAT- Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional, June, 2022.

This work seeks to present strategies for the construction of knowledge about the calculation
of polygonal and non-polygonal areas through the exploration of basic concepts of areas
of flat figures in a simple and direct way, enabling students and teachers to understand
and use this material to study or preparation of classes. At first, tehniques used in the
history of mathematics to calculate polygonal areas and the Eudoxo Exhaustion Method,
used to find the area of the area of the circle, are presented. Then, an approach is made
that consists of partitioning a polygonal region into finite triangular regions using different
techniques for their calculation, suh as triangulation and Heron’s formula. The aim is to
expand the calculation of areas to irregular polygonal regions, through Pick’s Formula,
associating them with the mapping and calculation of territorial extensions. Finally, the
concept of integral and its application in the calculation of areas is discussed, and a
summarized approach is made to Green’s Theorem, its relationship with the planimeter
and its application to te calculation of areas.

Keywords: area calculation; teaching; application.
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Introducao

Atualmente, se entende por area o espaco ocupado por uma superficie. Visto sob esta
perspectiva o conceito de area é bem antigo. Livros de historia da Matematica trazem
proposicoes de que os Babilonicos, Egipcios, Gregos, entre outros povos, ja utilizavam
o conceito de drea de diferentes modos. “Tanto os egipcios quanto babilonicos tinham
procedimentos sistematicos para resolver problemas que hoje chamariamos de geométricos,
envolvendo medidas”. Roque et al. (2019)[15]

Ainda segundo os autores, “a ‘geometria’ dos babilonicos e egipcios era essencialmente
uma geometria métrica, isto é, preocupada em calcular comprimentos, areas e volumes,
para isso utilizavam algumas propriedades geométricas de figuras planas e de sélidos
geométricos, sem que saibamos como chegaram a estes resultados.”

Com Euclides, especificamente com a obra “Os Elementos”, os problemas geométricos
adquiriram certa formalidade. Euclides se baseava no método axioméatico-dedutivo, no
qual alguns conceitos sao aceitos como evidentes e intuitivos, sem serem necessariamente
provados, e a partir deles demonstram-se os teoremas. A ideia de area é introduzida na

obra “Os Elementos” pelos principios V e VI:
o V. Superficie é o que tem comprimento e largura.
o VI As extremidades das superficies sao linhas.

Os primeiros livros dos “Elementos”, de I a VI, tratam de geometria plana e trabalham
operagoes com calculos de areas. Acredita-se que agrimensores, arquitetos, agricultores e
coletores de impostos, entre outros, sabiam calcular areas, e para isso utilizavam compara-

coes de grandezas.

13
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1.1 Equivaléncia de areas

A técnica de equivaléncia de areas ja era usada por babilonicos. Eles modificavam
figuras mantendo suas areas, ou seja, recortavam e colavam uma figura, de modo a obter
outra com area equivalente. Ja para os gregos, a equivaléncia de dreas baseava-se na
comparacao de areas, o que era feito utilizando o quadrado como figura padrao, dai vem o
termo quadratura. Efetuar a quadratura de uma regiao poligonal se resume em transformar
essa regiao em um quadrado equivalente. E valido ressaltar que, para os gregos, se duas
figuras eram iguais, ou elas eram congruentes ou tinham mesma area.

Comparar areas era um processo légico-dedutivo. Dadas duas regices Sy e S, elas eram
transformadas em quadrados equivalentes ()1 e (Jo, respectivamente. Logo, tornava-se facil
saber se as areas dessas regioes eram iguais, qual era a menor area, ou se a area de uma
delas era multipla da outra.

Nos livros I e II, Euclides mostra como é possivel efetuar a quadratura de qualquer
area poligonal usando régua e compasso e, para isso, utiliza critérios de congruéncia de

triangulos. A seguir, temos um exemplo de como quadrar um triangulo.

1. Dado um triangulo ABC, “complete-0” para obter um paralelogramo ABCD cuja

area ¢ igual a duas vezes a area do triangulo.
2. Construa um retangulo ACED equivalente ao paralelogramo obtido no item anterior.

3. Divida o segmento AC' em duas partes iguais, pelo ponto K, obtendo, assim, o

retangulo AK LD que é equivalente ao triangulo ABC'.

Figura 1.1: Quadratura do triangulo

Fonte: Da autora, 2022
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O processo de quadratura era concluido transformando o retangulo em um quadrado.

Para isso, vamos nos inteirar de mais um resultado do livro II da obra “Os Elementos”.

Proposicao 11.5: Se uma linha reta for dividida em duas partes iguais e outras duas
desiguais, o retangulo compreendido pelas partes desiguais, juntamente com o quadrado da

parte entre as duas se¢oes, serd iqual ao quadrado da metade da linha proposta.

Figura 1.2: Quadratura do retangulo

Fonte: Da autora, 2022

Nao faremos a demonstragao da proposi¢ao, mas a utilizaremos para transformar o

retangulo AKX LD em um quadrado.

Demonstracao. Como os lados AD e DL sao desiguais, marque N sobre o prolonga-
mento de AD, tal que DN e DL sejam iguais.

Divida AN ao meio pelo ponto M.

Trace a semicircunferéncia AON, prolongue DL até O e una M a O.(figura 1.2)

Como o segmento AN estd dividido ao meio por M e em duas partes desiguais por
D, pela proposicao IL1.5, o retangulo de lados AD e DN juntamente com o quadrado
sobre N D é igual ao quadrado sobre M N. Como M N é igual a MO, entao o retangulo
de lados AD e DN juntamente com o quadrado sobre M D é igual ao quadrado sobre
MO.

Mas os quadrado sobre MO é igual ao quadrados sobre MD e DO'. Entao, o
retangulo de lados AD e DN juntamente com o quadrado sobre M D ¢é igual ao
quadrados sobre M D e DO.

Retire o quadrado sobre M D, que é comum a ambos, portanto, o retangulo de
lados AD e DN ¢ igual ao quadrado sobre o lado DO.

Mas o retangulo de lados AD e DN é o paralelogramo AKLD, pois DN ¢ igual
DL.

! Aqui, Euclides utiliza o “teorema de Pitigoras”.
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Logo o o retangulo AKLD ¢ igual ao quadrado sobre o lado DO.
[ |

Veremos agora uma interpretacao da quadratura do retangulo na nossa linguagem

algébrica atual.

Demonstracao. Note que a area do retangulo AK LD é dado por:
Aagrp=AD-DL =AD - DN
Da figura (1.2) temos

AD =AM + MD

DN =MN —MD =AM — MD
Assim:
Aaxrp = AD-DN = (AM + MD) - (AM — MD) = AM? — M D?
Do triangulo M DO, temos
MO? = DO* + M D?
Como MO = M N, logo:

MN? = DO? + M D?
MD?* = MN?— DO?

Como a 4rea do quadrado DFGO é dado por OD?, fica demonstrado que é igual a
area do retangulo AKLD.

Aaxrp = Aprco
[ |
De modo geral, para efetuar a quadratura de uma érea poligonal qualquer, bastava dividi-

la em triangulos, transformar os triangulos em retangulos, os retangulos em quadrados e

efetuar a soma dos quadrados utilizando o “teorema de Pitagoras”.



1. Introducdo 17

O conhecido “teorema de Pitagoras” nos diz que a? = b* + ¢%, e sem divida, é um
dos resultados mais importantes da geometria. Cabe elucidar que embora atribuido a
Pitagoras, a historia da matematica mostra que muitas civilizagoes ja utilizavam o resultado
desse teorema, e que na geometria da época de Euclides, nao se somava areas por suas
medidas, grandezas eram separadas de nimeros, logo, haviam procedimentos para se operar
diretamente com grandezas. Segundo Roque et al. (2019), a demonstracao do teorema
mostra como os gregos resolviam operacoes com areas na época. Esta demonstracao se

encontra no livro I de Euclides.

Proposicao 1.47: Em um triangulo retangulo, o quadrado sobre o lado oposto ao an-

gulo reto € igual a soma dos quadrados sobre os lados que formam o mesmo angulo reto

Figura 1.3: Elementos [.47- Teorema de Pitagoras

H

D L E

Fonte: Da autora, 2022

Demonstragao. Seja o triangulo retangulo ABC' (Figura 1.3), cujo o angulo reto é
BAC'. Digo que o quadrado sobre o lado BC' é igual aos quadrados sobre os lados BA
e AC, que formam o angulo reto BAC.

Com efeito, construa sobre BC' o quadrado BDEC' e sobre BA, AC', os quadrados
de lados AB e AC respectivamente. Pelo ponto A trace AL, paralela a BD ou CFE e
trace também as retas AD, FC.



1. Introducao 18

Entao, como os angulos BAC, BAG sao retos, segue-se que as duas retas AC' e AG,
que nao estao do mesmo lado da reta AB, formam com AB, em A, angulos adjacentes
iguais a dois angulos retos; portanto, C'A esta em linha reta com AG.

Pela mesma razao BA estd em linha reta com AH.

Os angulos DBC', FBA, por serem retos, sao iguais. Adicione a cada um o mesmo
angulo ABC; logo, o total DBA sera igual ao total FBC.

E como DB é igual a BC e F'B a BA, os dois lados AB, BD sao iguais aos lados
FB e BC, respectivamente, e o angulo DBA é igual ao angulo F'BC'; portanto, a base
AD é igual a base F'C' e o triangulo ABD ¢é igual ao triangulo FBC.

Ora, o paralelogramo de lados BD e DL é o dobro do triangulo ABD, porque tém
a mesma base BD e estao entre as mesmas paralelas BD, AL. E o quadrado de lado
BA é o dobro do triangulo FBC, porque tém a base comum F B, e estao entre as
paralelas F'B,GC.

Mas os dobros de quantidades iguais sao iguais.

Logo, o paralelogramo de lados BD e DL é também igual ao quadrado de lado
AB. Do mesmo modo, tracadas as retas AF, BK se demonstra que o paralelogramo
de lados EC e E'L é igual ao quadrado de lado AC'; logo, o quadrado inteiro BDEC!,
de lado BC oposto ao angulo reto BAC, é igual aos dois quadrados de lados AB e
AC, de lados BA, AC, que fazem o mesmo angulo reto BAC. |



O cadlculo de areas de figuras planas

Nesse capitulo, discutiremos sobre as operagoes para o calculo de areas de algumas
regides simples do plano, bem como algumas aplicacoes. As férmulas para o calculo de
areas de figuras planas estao presentes nos livros didaticos, mas em sua maioria, o foco é a
aplicabilidade na resolugao de exercicios, sem compreensao dos processos que as tornam
validas. Serao apresentados, nesse capitulo, alguns desses processos. As demonstracoes
discutidas aqui, se encontram no livro Geometria da colecao Profmat, da Sociedade Brasi-

leira de Matemética (SBM).[12]

2.1 Area de poligonos

Poligonos sao figuras planas fechadas, formadas por segmentos de retas. Eles podem ser
convexos ou concavos. Dizemos que um poligono é convexo quando a uniao de quaisquer
dois pontos por um segmento de reta, deixa todos os pontos desse segmento de reta em

um mesmo semiplano, determinado pela reta. De modo geral:

Definigao 1: Sejam n > 3 um numero natural e Ay, As,..., A,, pontos distintos do plano.
. , , . S .
Dizemos que Ay, As,..., A,, é um poligono convexo se, para 1 <i <mn, a reta A;A;,1 nao
contém nenhum outro ponto A;, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os

que ela determina, considerando que Ay = A,,, A,y1 = A1 e A, 10 = As.

19
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Figura 2.1: Tipos de poligonos

o

Poligono convexo Poligono concavo

Fonte: Da autora, 2022

Figura 2.2: Elementos de um poligono

angulos externos

Fonte: Da autora, 2022

Para abordarmos o conceito de area para poligonos, postulamos as seguintes proprieda-

des:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais.

2. Se um poligono convexo é particionado em um numero finito de outros poligonos
convexos (isto é, se o poligono é a uniao de um nimero finito de outros poligonos
convexos, tais que dois quaisquer deles partilham somente um vértice ou uma aresta),

entao a area do poligono maior é a soma das areas dos poligonos menores.
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3. Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a drea do

poligono maior é maior que a area do poligono menor.

4. A 4rea de um quadrado de lado 1 cm é igual a 1 em?.

2.1.1 Area do quadrado

Proposi¢ao 1: Um quadrado de lado [ tem &rea [°.

Figura 2.3: Area do quadrado

D i
® o]

[ AABCD=I.I=12

Fonte: Da autora, 2022

Demonstracao. Valendo os postulados 1. a 4. acima, particione um quadrado de lado
n € N? em n? quadrados de lados 1 cada. Denotando a drea do quadrado maior por
A,,, devemos ter A, igual & soma das 4reas desses n? quadrados de lado 1, de maneira,

que
A, =n?

Considere, agora, um quadrado de lado —, com m,n € N, e drea Am. Arranje n?
n n

copias do mesmo, empilhando n quadrados de lado % por fila, em n filas, formando
assim um quadrado de lado % x n = m. Tal quadrado maior terd, como ja sabemos,
area m?; por outro lado, como ele estd particionado em n? quadrados, cada um dos
quais de lado %, sua area ¢ igual & soma das dreas desses n? quadrados, isto ¢é,

m2=n? Am

n

Portanto,

ar=T5= (%)

2Nas demonstragoes da drea do quadrado e do retangulo, N = {1,2,3,4,5...}.
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Quando o lado do quadrado é um numero irracional, a proposicao 1 é valida, no
entanto, nao podemos aplicar a ideia de dividir o comprimento que representa o lado
em uma quantidade finita de segmentos racionais equivalentes, uma vez que o mesmo
nao pode ser escrito na forma %, com a,b € N. No entanto, como dado um ntmero
irracional é possivel encontrar um intervalo de niimeros racionais que o contenha,
usaremos essa ideia para validar a proposicao 1 para quadrados cuja a medida do lado
é um numero irracional.

Seja [ um numero irracional e A; a area do quadrado de lado [. Tomemos x}, e y;
racionais, k € N, tal que x, <l < yp e yp — a1 < %

Construimos quadrados de lados z e y;, tais que o primeiro esteja contido no
quadrado de lado [ e o segundo o contenha. Assim, pelo postulado 3, garantimos que
r7 < Ay < yi. Mas, como x; < [* < y7, ambos os nimeros 4; e [* devem pertencer ao

intervalo (22, y2), logo

A — PP| < 2 — yi = (yn + 21) (Y — 1)

1
< E (yk — Tk +2£L‘k)

1/1
- -+20).
<3 (3+2)

Note que o raciocinio acima ¢é valido para todo [ € R pois, entre dois nimeros reais

quaisquer ha sempre um racional. Assim, para k infinitamente grande, o produto

1
% + 21 | se aproxima de zero, e, para satisfazer a desigualdade acima para todo

keN, |A —1* =0, logo

A =12

2.1.2 Area do retangulo

‘Proposigéo 2: Um retangulo de lados a e b tem area ab.
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Figura 2.4: Area do retangulo

b AABCD=a'b=ab

A a

Fonte: Da autora, 2022

Demonstracao. Para provarmos que a area de um retangulo de lados a e b tem area
ab, vamos utilizar um raciocinio andlogo ao da proposicao 1.
Considere um retangulo de lados m,n € N, particionando-o em mn quadrados de
lado 1, temos que sua area é mn.
A mi Mo
Tomando agora um retangulo de lados — e —, com my, mo,n1,n2 € N e, com
n1 L)
ni,ng coOpias de mesmo, montamos um retangulo de lados m; e ms. Somando areas

iguais, concluimos que a area do retangulo dado originalmente é igual a

mimes mi Ma

ning ny N

Por fim, tomamos um retangulo de lados a e b reais positivos, e, para k € N,
racionais Ty, Yi, Ug, Vx tais que xp < a < yp € up < b < Vg, Yp — Th, Vg — Ug < T de
modo analogo ao que fizemos para encontrar a area de um quadrado de lado qualquer,

podemos validar a proposigao 2 para todo retangulo de lados reais positivos. |

2.1.3 Area do paralelogramo

‘Proposigéo 3: A area de um paralelogramo de base a e altura h é igual a ah.

Figura 2.5: Area do paralelogramo

C

h AABCD=a°h=ah

1
1
1
1
i
1
@
F

Fonte: Da autora, 2022
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Demonstracao. Fixemos um lado do paralelogramo, o qual denotamos como base,
e diremos que a distancia entre o lado fixado e o lado paralelo a ele é a altura do
paralelogramo relativa a base fixada.

Sejam ABC'D um paralelogramo de diagonais AC' e BD, e E e F respectivamente
os pés das perpendiculares baixadas de D e C' a reta jﬁ Suponha, sem perda de
generalidade, que F € AB. E imediato verificar que os triangulos ADE e BCF sao
congruentes pelo caso CH (cateto-hipotenusa), de modo que AE = BF e pelo postulado
1. A(ADE) = A(BCF). Entao, temos

A(ABCD) = A(ADE) + A(BEDC)
— A(BCF) + A(BEDC)
= A(CDEF).

Por outro lado, CDEF' é um retangulo de altura h e base

EF=FEB+ BF =EB+ AFE = AB =a.

Portanto, segue que A(ABCD) = A(EFCD) = ah.

2.1.4 Area do triangulo

Proposicao 4: Seja ABC um tridngulo de lados AB = ¢, AC = b, e BC = a, e
alturas h,, hy e h., respectivamente relativas aos lados a, b, e c. Entao,

ahg % ch.

A = :
ABC 5 5 5

Em particular, ah, = bhy, = ch,.

Figura 2.6: Area do triangulo

oe

Fonte: Da autora, 2022
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Demonstracao. Seja S = A(ABC) e D a intersecao da paralela a % por A com a
paralela a 1@ por C. Entao ABC = C'DA por ALA (angulo, lado, &ngulo), uma vez que
BAC = DCA, AC' é lado comum e BCA = DAC, de sorte que A(ABC) = A(CDA)
pelo postulado 1. Mas, como ABC'D é um paralelogramo de base a e altura h,, segue
da proposicao anterior que

25 = A(ABC)+ A(CDA) = A(ABCD) = ah,.

Portanto,

1
A(ABC) =S = §aha.
Analogamente, obtemos as outras duas igualdades.

2.1.5 Area do trapézio

Proposicao 5: Se ABCD é um trapézio de bases AB = a, CD = c e altura h,

entao

(a—l—b)h‘

A(ABCD) =

Figura 2.7: Area do trapézio

(a+b)-h
Aapcp :T

=

Fonte: Da autora, 2022

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, que a > b. Se E € AB for tal
que AE = b, entdo o quadrilatero AECD tem dois lados paralelos e iguais, de modo
que é um paralelogramo.
Como BE = a — b, temos
A(ABCD) = A(AECD) + A(EBC)

oy (A= Dh (@t b
2 2
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2.1.6 Area do losango

Proposicao 6: Se ABCD é um losango de diagonais AC' e BD entao,

A(ABCD) = %m .BD

Figura 2.8: Area do losango

D

. AC - BD
Aapcp = —

=

Fonte: Da autora, 2022

Demonstracdo. Dado o losango, ABC'D temos

A(ABC)+ A(ACD) = -AC - BM + %AO -DM

= _—AC- BD.

2.2 Circunferéncia

O lugar geométrico dos pontos que distam R de um centro fixo O é chamado de

circunferéncia.

Definicao 2: Elementos da circunferéncia:

CORDA: E qualquer segmento de reta que possui as extremidades na circunferéncia.

Figura 2.9: Corda

Fonte: Da autora, 2022
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DIAMETRO (d): E a corda que passa pelo centro da circunferéncia.

Figura 2.10: Diametro

Fonte: Da autora, 2022

RAIO (R): E o segmento que vai do centro & extremidade da circunferéncia.

Figura 2.11: Raio

Fonte: Da autora, 2022

Observe que um diametro corresponde a dois raios, logo d = 2R

ARCO: Dados dois pontos A e B, distintos®, na circunferéncia, chamamos de arco o
comprimento determinado por esses pontos. Os pontos A e B determinam os arcos nas
cores azul e vermelho na circunferéncia abaixo.

Figura 2.12: Arco

Fonte: Da autora, 2022

3Quando A e B sdo coincidentes, o arco é dito nulo ou de uma volta.
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ANGULO CENTRAL: Chamamos de angulo central o angulo cujo vértice é no centro

da circunferéncia.

Figura 2.13: Angulo Central

Fonte: Da autora, 2022

Dividindo a circunferéncia em n partes iguais, o angulo central pode ser determinado

por:

~360°
- n

a

2.2.1 Area de poligonos regulares

Poligonos regulares sao aqueles cujas arestas possuem o mesmo comprimento, ou seja,
todos os lados sao iguais.

O processo para calcular a area de um poligono regular é bem simples, basta particionar
o poligono de n lados em n triangulos a partir do centro do poligono, e efetuar o somatdério
das areas. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1) Qual é a drea de um hexdagono regular cujo lado mede 20 cm?

Figura 2.14: Area de um hexagono regular

E D

Fonte: Da autora, 2022
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Com a particao do poligono, obtivemos 6 triangulos equilateros. Vimos na secao 2.1.4

que a area de um triangulo é a metade do produto da base pela altura do triangulo.

AB -a

A(ABI) = =

Poligonos regulares podem ser inscritos em uma circunferéncia, sendo assim, o segmento
que liga o centro I ao vértice do hexagono, corresponde ao raio da circunferéncia que
circunscreve o poligono. Note que a altura de cada um dos triangulos corresponde ao
apotema do poligono. Para calcular a area do triangulo, primeiro, vamos encontrar o
apotema. Considere um hexagono qualquer de lado [ e raio R. Aplicando o “teorema de

Pitagoras” nesse hexagono, temos

R2:a2+£
922

Como na particao do hexagono obtivemos triangulos equilateros, temos que R = [,

logo,
RQ

2 2
R =a +I
, 4R?— R?
A

RV3
“T o

Voltando ao problema inicial, dado um hexagono de lado 20cm, podemos encontrar

sua area fazendo:

a:T
204/3
a:T‘F:m\@

A(ABI) = 2010V _ 100v/3

A(ABCDEF) = 6 -100v/3 = 600v/3 ~ 1038 cm>.

Observe que de um modo geral, a area de um poligono regular é o produto do seu

apétema pelo seu semiperimetro.
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Exemplo 2) Qual é a drea de um octégono regular cujo lado mede 10 cm?

Figura 2.15: Area de um octégono regular

Fonte: Da autora, 2022

Para encontrar o apétema do octogono, precisamos encontrar o raio do poligono, para

isso, vamos utilizar a lei dos cossenos.

P=R*+R>—2-R-R-cosdb°

Como [ = 10, aplicando o “teorema de Pitagoras” no triangulo I M B, temos:
l 2
R2 — - 2
(2) +a

10 ’
= — —-5°
2 -2

» 100 — 50 + 25v/2
2-v2

a
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a’> =25
2 -2
V2 + V2
a=5.- Y2 Y2

2-v2

Por fim, calculamos a area do triangulo BIC' e multiplicamos por 8.

b-a
ABIC:T
10-5- z*ﬁ
Aprc = 5 —
V242
Apyper = 25. V2EV2

&

A(ABCDEFGH) =8-25- =200 - ~ 484 cm?.

)
|

—lf
Sl
Tl|¥
Sl

2.3 O Método de Exaustao

Para os gregos era possivel efetuar a quadratura de qualquer figura plana poligonal, ou
seja, construir um quadrado de area igual a essa figura. Todas as construgoes geométricas,
bem como as quadraturas, nas obras de Euclides, eram realizadas apenas com régua e
compasso. No entanto, outras construcoes neuses? j4 eram aceitas por mateméticos como,
por exemplo, Arquimedes.

Dentre outras contribui¢coes a Matematica, Arquimedes utilizou o Método de Exaustao
para calcular a area sob um segmento parabdlico. Mais tarde, utilizou o mesmo método
para encontrar a area de um circulo. A ideia era encontrar uma figura retilinea, no caso

um tridngulo, com &rea igual a do circulo.(Roque et al., 2019)

Lema 2.3.1: A drea de um circulo € igual a do triangulo retangulo no qual um dos lados que
formam o angulo reto € igual ao raio e o outro que forma o angulo reto € a circunferéncia

desse circulo.

4A neusis (plural - neuses) é um método de construcio que usa o ajuste com uma régua graduada, o
que nao era considerado um procedimento euclidiano.
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Figura 2.16: Quadratura do circulo

Fonte: Da autora, 2022

O problema da quadratura do circulo é bem conhecido na histéria da matematica e foi
demonstrado por Arquimedes por meio do Método de Exaustao. Partindo do Lema de
Euclides (lema 2.2.1), ele provou que a area do circulo nao pode ser maior e nem menor
que a area do triangulo, portanto, sao iguais.

Arquimedes aproximou a area do circulo pelas areas de poligonos inscritos e circunscritos,

duplicando sucessivamente seus lados.

Figura 2.17: Poligonos inscritos e circunscritos no circulo
n=16
n =128

Fonte: Da autora, 2022

Q

n=4

Q

n=3

Demonstracao do Lema 2.2.1, baseada no Método de Ezxaustao: Seja C' a adrea de um
circulo e T a drea de um triangulo retangulo em que um dos catetos ¢ igual ao raio
do circulo e o outro cateto é igual ao comprimento da circunferéncia desse circulo.

A ideia da demonstracao é supor que C' > T e C' < T para obtermos contradicoes e
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concluirmos que C' =T

Considere [,, os poligonos de 2" lados inscritos na circunferéncia. Suponhamos,
inicialmente, que C' > T, entao, podemos obter uma quantidade d = C' — T > 0.
Sabemos que I, tem a area igual a do triangulo retangulo no qual os catetos sao iguais

ao apotema e ao semiperimetro do poligono regular de 2" lados inscritos.

Figura 2.18: Enedgono inscrito no circulo

Fonte: Da autora, 2022

Observe que os apdtemas e os perimetros dos poligonos inscritos sao sucessivamente
menores que o raio e a circunferéncia do circulo, ou seja, menores que os lados
correspondentes ao triangulo de area T', podemos concluir que a area de [,, é menor
que T', para todo n. Logo, area de I,, <T < C.

Como a drea de I, < C, podemos obter uma quantidade K, = C'— area (I,).
Tomando n suficientemente grande, podemos tornar essa quantidade menor do que
qualquer quantidade dada, ou seja, K, < d.

Assim, C' — I, < d = C — T, entdo, a area (I,) > T. Absurdo!

Suponhamos agora que C' < T. Entao, d =T — C > 0. Agora, os apdtemas e
os perimetros dos poligonos circunscritos sao sucessivamente maiores que o raio e a
circunferéncia do circulo, logo, a area de I,, é maior que T, ou seja, area de I,, > T > C.

Como a érea de I,, > C, tomemos um quantidade K,, = drea (I,,) — C. Tomando
n suficientemente grande, podemos tornar essa quantidade menor do que qualquer
quantidade dada, ou seja, K,, < d.

Assim, I, — C < d = T — C, entao, a area (I,) < T, e chegamos em outra
contradicao. Portanto, C'=T.
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2.3.1 A constante 7

Arquimedes utilizou um procedimento semelhante ao que descrevemos para encontrar
uma aproximacao para a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu diametro,
essa razao é chamada de m (Pi). De forma intuitiva, ao inscrever e circunscrever poligonos
na circunferéncia, Arquimedes, criou duas sequéncias (uma crescente e uma decrescente)
que convergiam para o comprimento da circunferéncia.

Para criar essas sequéncias, ele inscreveu e circunscreveu um hexagono regular em um
circulo de raio 1, duplicou sucessivamente os lados até obter um poligono de 96 lados e
demonstrou que 31—70 << 3?, ou seja, 3,140 < 7 < 3,143. Tomando o valor médio desse

intervalo, obtemos 7 = 3,1415.

Defini¢ao 3: O comprimento (C') de uma circunferéncia é igual a 27 R.

Deducao:
T = g
- d
_<
"ToR
C=21R

2.3.2 Area do circulo

Chamamos de circulo a superficie plana limitada por uma circunferéncia, isso quer
dizer que, o circulo é a uniao de uma circunferéncia com seus pontos internos, ou seja, o

circulo é uma superficie plana em que a fronteira (perimetro) é uma circunferéncia.

Proposi¢ao 6: Dado um circulo de raio R, temos

AC:W'RQ




2. O cdlculo de dreas de figuras planas 35

Figura 2.19: Area do circulo

Fonte: Da autora, 2022

Demonstracao

Veremos aqui uma demonstracao intuitiva, baseada no que aprendemos sobre o Método
de Exaustao.
Considere um poligono de n lados inscrito em um circulo. Calculando a area do

poligono, temos

A l.a

pol.:n'_

2

onde [ é comprimento do lado do poligono, e a é o apdtema.

Figura 2.20: Exaurindo a area do circulo

Fonte: Da autora, 2022

Pelo Método de Exaustao, podemos tomar n suficientemente grande, de modo que
os lados do poligono coincidam com a fronteira do circulo. Sendo assim, o perimetro n.l
sera igual ao comprimento da circunferéncia que é 27 R, e o apdtema serd igual ao raio do

circulo, logo
2rR- R
2

AC =7TR2

Apol. = AC =
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Uma outra forma para calcularmos essa area é admitindo a validade do Lema 2.2.1,
provado por Arquimedes, como vimos anteriormente.

Considerando que a area de um circulo é igual a de um triangulo retangulo no qual
os lados adjacentes ao angulo reto sao iguais ao raio e ao comprimento da circunferéncia,

basta calcularmos a area desse triangulo.

Figura 2.21: Area do circulo

2R
Fonte: Da autora, 2022

_27TR-R

Ac = Ar 5

AC :7TR2



Aplicacoes do conceito de area

Como podemos calcular a area de uma superficie poligonal irregular? E de uma
superficie nao poligonal? Esse tipo de calculo é realizado principalmente por engenheiros e
arquitetos. Nesse capitulo, conheceremos um pouco sobre alguns métodos e técnicas que
podem ser utilizados para o cdlculo de areas de poligonos irregulares, e até mesmo nao

poligonais.

3.1 A topografia e o calculo de areas de poligonos

irregulares

Segundo Veiga et al.(2012)[1%] a topografia é a base para diversos trabalhos de Enge-
nharia, onde o conhecimento das formas e dimensoes do terreno é importante. Projetos de
execucao de estradas; Grandes obras de engenharia, como pontes, viadutos, tuneis, portos,
etc.; Planejamento urbano; Irrigacao e drenagem; Reflorestamentos, sao alguns exemplos
de aplicacoes da topografia.

A topografia esta intimamente ligada ao calculo de dreas e se vale de diferentes métodos
para isso, tais como: método grafico, computacional, mecéanico (planimetro) e analitico.
A escolha do método leva em conta fatores como: precisao desejada, medigoes diretas,

informagoes obtidas na planta topografica, entre outros.

3.1.1 Meétodo Grafico

O método grafico consiste em dividir a area de interesse em figuras geométricas, como

triangulos, quadrados, retangulos, entre outras. A &drea total corresponde ao somatoério das

37
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areas subdivididas.

Figura 3.1: Representacao do método grafico

\
Y

A

Fundamentos de topografia, 2012, p.176

O calculo de areas aplicando o método grafico pode ser feito utilizando escalas. Por
meio de uma escala, é possivel ampliar e reduzir um determinado objeto mantendo suas
medidas angulares, e alterando proporcionalmente suas dimensoes lineares. Na cartografia,
as escalas sao usadas na criagao de mapas, enquanto que na engenharia civil e arquitetura,
por exemplo, permitem a construcao de desenhos arquitetonicos e plantas baixas.

As escalas podem ser numéricas ou graficas, e representar um objeto no seu tamanho

real, ampliado ou reduzido. Na imagem abaixo, temos uma escala grafica de redugao.

Figura 3.2: Escala grafica no mapa

Parque das Acacias

Fonte: Google Earth Pro

Traduzindo a informacao da escala gréfica para a escala numérica, temos uma escala
de 1:5000, o que significa que 1em no mapa corresponde a 5000cm na realidade, ou seja, a

50m, ou uma escala de 4:20000, o que significa que 4cm no mapa corresponde a 200m na

realidade.
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Figura 3.3: Escala grafica

200m

Fonte: Da autora, 2022

Na prética, a utilizacao de escalas é interessante porque permite reproduzir um modelo
com dados reais, ou seja, os lados da figura poligonal correspondendo a valores reais em
metros ou quilometros.

A figura abaixo estd numa escala de 1:1000.

Figura 3.4: Calculo de area utilizando o método grafico

Fonte: Da autora, 2022

Aplicando o método grafico no exemplo acima, temos:
A= Aapc + Aprc + Apcr + Acper

P

40 x 25,6) (40 x 15,2) (42,6 x 16,04) (71,32 + 38,38) x 24,44
2 * 2 * 2 * 2

A =512+ 304 + 341,65 + 1.340,53 ~ 2.498,18 m?

E possivel aplicar o método gréfico a uma regiao poligonal qualquer. Na figura a seguir,

temos um poligono que representa o Parque das Acdcias, conhecido como piscinao, na

cidade de Uberaba.
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Figura 3.5: Método grafico: Area do Parque das Acéacias

b (£

2R

Fonte: Da autora, 2022

Utilizando o software Google Farth Pro, é possivel delimitar o contorno do parque por
meio de um poligono, e com o software Geogebra podemos medir seus lados.
Utilizando a escala 1:10000 obtemos o perimetro aproximado de 1664 m.

Aplicando o método grafico para encontrar a drea do parque temos:

208-103,5 346-26 26-56,5 119,5-56,5 47-94,5 (35,54 105,5) - 151
= + + + + -
2 2 2 2 2 2
19784 (197 4 208) -
12705 346 4 12784 (1974 208) - 83
2 2
A = 10764 + 4498 + 734,5 + 3375,87 + 2220,75 + 10645,5 + 93593 + 8274 + 16807,5

A

= 150913,12 m? ou 15,09 ha

Segundo a Prefeitura Municipal de Uberaba a area do parque é de 14,7 hectares, o
método grafico nos forneceu uma area préxima, considerando uma margem de erro que
pode ser melhorada.’

Podemos ainda aplicar o método grafico quadriculando a area poligonal.

50 contorno do parque pode ser delimitado  utilizando, também, o site
<https://www.freemaptools.com/area-calculator.htm>. Apds tragado o contorno, o site permite a
visualizagdo do perimetro e da drea delimitada em diferentes unidades de medidas.
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Figura 3.6: Método grafico: Area do Parque das Acéacias

Fonte: Da autora, 2022

Observe que a area do poligono por falta equivale a 332 quadradinhos, e a area por
excesso a 413 quadradinhos. Podemos obter a area aproximada calculando a média
aritmética desses valores.

3324413

A
2

= 372,5 u.a

Como o lado AB corresponde a aproximadamente 84 metros, o lado de cada quadradinho

¢ aproximadamente 18,7 metros, entao a area aproximada do poligono corresponde a
A =372,5- 349,69 = 130259,52 m? ou 13,03 ha

Dessa forma encontramos que a area aproximada do Parque das Acéacias é de 13
hectares.

Observe que esta nao é uma boa aproximagcao, visto que deixamos de considerar uma
drea de 1,7 hectare, ou seja, 17000 m?, esse erro pode ser minimizado aumentando a

quantidade de quadradinhos, veremos um exemplo na segao que trata sobre o Teorema de

Pick.
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3.1.2 Método Computacional

Esse método utiliza algum programa grafico tipo CAD — Computer Aided Design, no
qual sao desenhados os pontos que definem a area de interesse e o proprio programa calcula
esta drea, por métodos analiticos, o que faz com que o método computacional seja muito
pratico.

Os softwares CAD sao voltados a desenhos técnicos, comumente utilizados na Enge-
nharia e Arquitetura. Esses softwares reiinem diversas ferramentas destinadas aos mais
variados fins, entre eles, a criacao e edicao de projetos em 2D e 3D.

Segundo Ferreira (2007)[7] o modelo bidimensional envolve a elaboracao de plantas,
cortes e elevagoes, busca-se manter as formas e detalhes da construgao do projeto, estes por
sua vez, sao representados por figuras planas no software. Ja a representacao tridimensional
envolve técnicas distintas.

A criagao de um modelo em 3D pode ser feita utilizando trés técnicas: modelo de
arestas ou aramado, composicao por superficies e solidos. “O modelo aramado pode ser
construido posicionando-se no espaco elementos bidimensionais, tais como linhas, poligonos,

circulos, arcos e suas composicoes.” (Ferreira, 2007)

Figura 3.7: Modelo aramado

Fonte: Ferreira, 2007, p.24

O modelo de malha de superficies usa representacao com poligonos, sendo possivel
criar superficies curvas ao tomar faces proporcionalmente pequenas que vao delineando o
contorno objeto. Ja a terceira técnica utiliza a modelagem de sélidos.

Em sintese, os softwares CAD realizam modelagem geométrica, que consiste de um
conjunto de métodos que visam descrever a forma e as caracteristicas geométricas de um
objeto. Entre os exemplos possiveis para modelagem de sélidos temos: instanciamento de

primitivas, enumeracao de ocupagao espacial, decomposicao em células, geometria sélida
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construtiva ( Construtive Solid Geometry-CSG), representagao por fronteira, e representacao
por “sweeping” (varredura).

A modelagem por instanciamento de primitivas cria novos objetos através do posicio-
namento de objetos por transformacoes geométricas, por exemplo, uma cadeira modelada
por paralelepipedos. A enumeracao de ocupacao espacial consiste em dividir o espago em
regides, ou seja, dividir o sélido em cubos (figura 3.8), tdo pequenos quanto for preciso
para preencher toda a regiao. Cada cubo é chamado vozxel. A decomposicao de células
estd ligada a modelagem de ocupagao espacial, uma vez que considera o solido que se quer
projetar como uma colecao de partes “mais simples”. Ja a representacao por fronteira se

baseia no conjunto de poligonos que delimitam uma regiao fechada do espaco.

Figura 3.8: Enumeracao de ocupacao espacial

Fonte: Cavalcanti, 2018, p.8

A técnica de modelagem de representacao por fronteira faz uma analogia entre vértices
e faces dos poligonos, e é diferente da técnica de representagao por sweeping (varredura)
que cria objetos baseada na nocao de que uma curva C quando deslocada no espaco ao
longo de uma trajetéria dada por uma outra curva Cy, descreve uma superficie que pode
ser usada para definir um sélido. A curva C; é denominada de contorno ou geratriz e a
curva Cy é o caminho ou diretriz. A representacao por varredura, pode ser rotacional ou

translacional.
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Figura 3.9: Varredura rotacional

Fonte: Pinho, pagina da Escola Politécnica PUCRS

Apés a representagao grafica do objeto, os parametros da modelagem utilizada na
projecao permitem ao software fornecer por meio de ferramentas automaticas o célculo de

distancias, areas e volumes, entre outros atributos.%

3.1.3 Meétodo Mecanico

Para realizar o calculo de areas mecanicamente é necessario um equipamento deno-
minado de planimetro. “Este consiste em dois bracos articulados, com um ponto fixo
denominado de polo e um cursor na extremidade dos bragos, o qual deve percorrer o
perimetro do poligono que se deseja calcular a drea.” (Veiga, et al. 2012, p.177). Os
planimetros podem ser digitais, mecanicos ou de pontos e, também, podem ser utilizados

para encontrar a area de superficies nao poligonais.

Figura 3.10: Planimetro digital Figura 3.11: Planimetro polar mecanico

Fonte: Veiga et al., 2012, p.177 Fonte: Campos, 2007, p.157

Basicamente o que os planimetros fazem é calcular a area de interesse através do

6A imagem 3.9 estd disponivel em <https://www.inf.pucrs.br/ pinho/CG/Aulas/Modelagem/Modela-
gem3D.htm>. Acesso em 20/05/2022.
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contorno da curva que delimita essa area. O calculo de areas utilizando planimetros, de

modo geral, é dado por:
A=k.(Lf— Li)

Onde:

e k é a constante do aparelho para um dado comprimento do brago graduado;
e Lf corresponde a leitura final

e Li corresponde a leitura inicial.

A constante k£ pode ser obtida planimetrando-se uma area (S) conhecida, n vezes.

b (n.S)
~ (Lf — Li)
O principio de funcionamento dos planimetros é baseado no Teorema de Green que

pode ser enunciado como segue.

Teorema 3.1: (Teorema de Green). Seja C uma curva simples, fechada, continua por
partes, orientada positivamente, e seja D a regiao delimitada por C . Se P e @) tém

derivadas parciais de primeira ordem continuas sobre uma regidgo aberta contendo D, entdo

/Cde—l—Qdy://D(%—aa—];)dA

Para o calculo de areas, o Teorema de Green pode ser usado na direcao inversa. Como

a drea de uma regiao D = [[1dA, escolhe-se P e @ tais que
0Q _or

oxr 0Oy

Isso pode ser feito de varios modos:

Plzy)=0 ¢ Qvy ==
P(xvy) =Y € Q(xny) =0
P(ry) = —%y e Qlry) = %x

Escolhido P e @), o Teorema de Green fornece as seguintes formulas para encontrar a

AD://dA:j{xdy:—]{ydx
D c c

area D.



3. Aplicacoes do conceito de drea 46

ou seja,

:2-//dA:%xdy—ydx
D c
1

= E]ixdy—ydx.

" As férmulas acima ajudam a explicar o funcionamento dos planimetros. Em um planimetro
polar (figura 3.12)® “o polo é fixo, e como o tragador é movido ao longo da curva limite da
regiao, a roda desliza parcialmente e parcialmente rola perpendicular ao braco tragador. O
97

planimetro mede a distancia a que a roda gira e é proporcional a area da regiao fechada

(Stewart, p.973)[10]

Figura 3.12: Planimetro polar

Fonte: Kiyohide Ito et al., 2015. Publicagao na péagina ResearchGate - adaptada

3.1.4 Método Analitico

“Neste método a area é avaliada utilizando férmulas matematicas que permitem, a
partir das coordenadas dos pontos que definem a feicao, realizar os célculos desejados. O
calculo da area de poligonais, por exemplo, pode ser realizado a partir do calculo da area

de trapézios formados pelos vértices da poligonal.” (Veiga, et al. 2012, p.178).

70 simbolo §C, foi utilizado denotar uma integral de linha ao longo de uma curva C fechada, orientada
positivamente.

8A imagem faz parte de um artigo publicado na rede social ReserarhGate, disponivel em
<https://bit.ly/3Ur9Bj0>, acesso em 20/05/2022

9Para compreender melhor a relacio entre o Teorema de Green e o planimetro polar, veja o apéndice 1.
Um exemplo da aplicacao do Teorema de Green para calcular a area limitada por uma elipse centrada na
origem pode ser visto no apéndice 2.
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Figura 3.13: Representacao da area poligonal

A Y

Fonte: Fundamentos de topografia, 2012, p.178

Para encontrar a drea da poligonal (figura 3.13) basta efetuar a subtragao entre as

areas 1 e 2, delimitadas nas figuras a seguir.

Figura 3.14: Trapézios formados com os vértices da poligonal

LY

Fonte: Fundamentos de topografia, 2012, p.178

Calculando a area 1:
Figura 3.15: Célculo da area 1 - adaptada pela autora

Fonte: Fundamentos de topografia, 2012, p.178
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(208 +90.08) x 118 (242 + 90,08) x 106,01
2 2
Ay = 17586,72 + 17601,90 = 35188,62 m?

Ay =

Calculando a area 2:

Figura 3.16: Calculo da area 2 - adaptada pela autora

Fonte: Fundamentos de topografia, 2012, p.178

(342,02 +208) x 76,01 (342,02 + 242) x 148
2 2

Ay = 20903,51 + 43217,48 = 64120,99 m?

Ay =

Logo a area poligonal (figura 3.13) é dada por

A, = Ay — A

A, = 64120,99 — 35188,62 = 28932,37 m?

3.2 Técnicas empregadas no calculo de areas

Nesta se¢ao, veremos algumas técnicas que podem ser utilizadas para realizar calculo de

areas, e, as aplicaremos para encontrar uma aproximacao da area do Parque das Acacias.

3.2.1 Triangulacao

O método de triangulacao depende que sejam conhecidas as medidas dos angulos dos
triangulos e a medida de um dos lados de algum dos triangulos. Atualmente, existem
softwares como o Gmsh!® que realizam facilmente a triangulacao de dreas.

Para medigoes de angulos geralmente utiliza-se o teodolito, que é um instrumento

optico de campo que mede com precisao angulos verticais e horizontais.

10Gmsh ¢é um software gerador de malha de elementos finitos.
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Considere um triangulo ABC com AB = 20,41m e as medidas aproximadas dos senos
dos angulos A, B e C, respectivamente, 0,8586; 0,9062 e 0,8275. Temos pela Lei dos Senos
que:

(20,41 x 0,8586) 17,52

BC = =
¢ 0,8275 0,8275

~ 21,18 m

Logo podemos obter a drea do triangulo ABC pela férmulal!:

AB.BC.senB) (2041 x 21.18 x 0.9062
Appe = QSen)z( 2 X S X 0.9062) 195 87 m?

Calcularemos a area do poligono que representa o contorno do Parque das Acécias

utilizando o método da triangulacao!?.

Figura 3.17: Area do Parque das Acacias pelo método de triangulacao

Fonte: Google Earth Pro

| 84,3-212,5- sen(120,155°)  15489,47

A, 5 A TT744,74 m?
230,8 - 2649 - 4,223°

4, _ 23082649 25671(6 223°) _ 55059.83 27520.92 m?
264,9 - 344.,7 - sen(90,298°)  91309,79

Ay = 25 ’ 286"( 298°) _ 17 45654,89 m?

A drea do triangulo é igual ao semiproduto das medidas de dois lados pelo seno do angulo formado
por estes lados.
12 A medicao dos angulos foi realizada com o auxilio do software Geogebra.
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~372,1-192 - sen(95,847°)  71071,51

Ay 5 ~ 35535,76 m?
A — 372,1-400,5 -2$en(11,871°) _ 30655,98 . 397,09 m?
A = 339,2 - 67,5 - ;en(152,891°) _ 1043336 5216.6 m?
A — 88,3 - 181,7 -zsen(82,934°) _ 1151;1,17 . 5770,58m”
Ay = 30,6 - 162 - szen(126,051°) _ 4007.86 2003.93 m?

Portanto,
A=A+ Ay + A3+ Ay + A5 + A + A7 + Ag = 144784,49 m? ~ 14,5 ha

3.2.2 Foérmula de Heron

A férmula de Heron permite calcular a area de uma regiao triangular apenas em funcao

de seus lados.

A= /p(p—a)(p—b)(p—c)
onde p é o semiperimetro do triangulo de lados a, b e c.

Considere AB = 20,41m, BC = 21,18m e AC = 22,36m os respectivos lados do
triangulo ABC'. Aplicando a férmula de Heron,

20,41 421,18+ 22,36 63,95
2 2

PABC = = 31,97m

Aupe = /31,97 x (31,97 — 20,41)(31,97 — 21,18)(31,97 — 22,36)

= /(31,97 x 11,56 x 10,79 x 9,61) ~ /38321,75 ~ 195,76 m>

Dedugao da Formula de Heron: Considere um triangulo qualquer cujos lados medem

a, beec.

Figura 3.18: fig: Dedugao da férmula de Heron

Fonte: Da autora, 2022
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Pelo Teorema de Pitagoras temos
2? + h? = b (3.1)
B2 — B — g2 (3.2)
e
(c—x)*+ h* = a? (3.3)

Substituindo (3.2) em (3.3), temos

(c—2)>+ b -2 =a’
A —2cx+ 22 +0* — 2t =d?

? — 2cx + b? = d?
A+ b —a?
2c

Tr =

Substituindo o valor de x na equagao (3.2) temos

B =% — M i
2c

h=4/0%— —02+b2—a2 2
2c

Calculando a area do triangulo, segue que

2
A:swﬂ_(W)
2 2¢

Entao,
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Note que temos uma diferenca de dois quadrados dentro da raiz, logo

Az\/(cébﬁ”bj—cﬂ) (céb_(c“rbj—a?))
AZ\/(204'b+02+bj—a2) (204-b_(c2+bj—a2))
oo () ()

Observe que temos novamente uma diferenca de dois quadrados, entao

A:\/<(c+b—a)4(c+b+a)) ((a—c+b)4(a+c—b))

Fazendo —a = —2a+a, —b = —-20b+be —c = —2c+ ¢, temos

A c+b+a—2a c+b+a a+b+c—2c a+b+c—2b
N 2 2 2 2

A c+b+a c+b—|—a_2_a a—l—b—l—c_Z_b a—l—b—l—c_%
N 2 2 2 2 2 2 2

a+b+c
Note que +T+ corresponde ao semiperimetro do triangulo ABC. Fazendo

a+b+c
2

p= , temos

A= /pp—a)(p—0)(p—c)
|
Considerando um outro poligono, com uma melhor aproximacao, que denota o con-

torno do Parque das Acicias, triangulando-o'® podemos aplicar a férmula de Heron para

encontrar a area aproximada do parque.

I3 A triangulacdo foi feita utilizando o software Geobebra, e a medida dos lados utilizando a ferramenta
distancia, disponivel no software, a partir dai, foi utilizada a escala de 1:10000.
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Figura 3.19: Deducao da férmula de Heron

Nome: | Parque das Acacias

Descricho Estio/Cor Veusizar | Alstude Medidas

Perimetro: L.655 | Metros > 34 3m
Brea: 146.971 | Metros quadradas -

Fonte: Google Earth Pro

84342125+ 2651  561,9
N 2 2

Ay = /280,95 - (196,65) - (68,45) - (15,85) = 7742,17 m?.

= 280,95 m

1

_265,1 +230,8+264,9  760,8
N 2 D)

Ay = +/380,4 - (115,3) - (149,6) - (115,5) = 27529,08 m>.

P,

=380,4m

2649 +4358+344,7 10454
N 2 D)

Ay = /522,7- (257,8) - (86,9) - (178) = 45654,92 m?.

P = 522,7m

_ 4358+372,1+192 9999
= 5 =

Ay = /199,95 - (64,15) - (127,85) - (307,95) = 35534,65 m>.

Py

=499,95 m
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372,14 400,56+ 84,7  857,3
2 2

As = /428,65 - (56,55) - (28,15) - (343,95) = 15319,85 m?>.

P = = 428,65 m

339,24+ 4005+ 67,5 8072
N 2 2

Ag = /4036 - (64,4) - (3,1) - (336,1) = 5203,96 m>.

Fs =403,6 m

192 +181,7 + 88,3 462

P = — =231

7 9 B 31m

Az = /231 (39) - (49,3) - (142,7) = 7961,1 m?.
162 + 181 4

Py = 62 + 8,7+30,6:37 ’3:187,15m

2 2
Ag = /187,15 - (25,15) - (5,45) - (156,55) = 2003,96 m>.

Portanto,

A=A+ Ay + A+ Ay + Ay + Ag + A; + Ag = 146949,69 m? ~ 14,7 ha.

3.2.3 Teorema de Pick

O Teorema de Pick nos diz que a area do poligono pode ser obtida somando-se os

pontos do interior do poligono com a metade dos pontos sobre a fronteira (bordo) menos um.

Veremos uma deducao elementar do Teorema de Pick, para compreende-la, inicialmente

postulamos:

e Um triangulo chama-se fundamental quando tem os trés vértices e mais nenhum
outro ponto (da fronteira ou do interior) sobre a grade de pontos equidistantes.(Lima,

p.103)[9]
e A drea de um triangulo fundamental é igual a %.(Lima, p.105)

e Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reuniao de n — 2 triangulos

justapostos, cujos vértices sao vértices do poligono dado.(Lima, p.109)

e A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é igual a (n —2) - 180°.(Lima,

p. 110)
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e Todo poligono cujos vértices pertencem a uma grade de pontos equidistantes pode

ser decomposto numa reuniao de triangulos fundamentais.(Lima, p. 110)

Deducao do Teorema de Pick: Seja P um poligono cujos os vértices estao sobre uma
grade de pontos equidistantes. Consideremos I os pontos no interior de P e B os
pontos da fronteira (bordo).

Dividindo P em T triangulos fundamentais, temos que a soma dos angulos internos
de P ¢é igual a T"- 180°.

Por outro lado, a soma dos angulos dos vértices que estao no interior de P ¢é igual
a 360°, pois formam quatro angulos retos. Supondo I pontos no interior, temos que
S; = 1-360°.

Seja B’ o numero de vértices do poligono, e B” o niimero de pontos na fronteira de
P que nao sao vértices. De (III) a soma dos angulos que tém vértice na fronteira é
igual a (B’ —2)-180°. E, como os angulos dos triangulos fundamentais, com vértice em
cada um dos B” pontos que nao sao vértices de P somam um angulo raso. Supondo B
a quantidade de pontos na fronteira, temos que a soma dos angulos da fronteira é dada
por S, = (B’ —2)-180° + (B" —2) - 180° = (B — 2) - 180°.

Assim,

T-180° = (B —2)-180° + I - 360°

T=B-2+42I
De (I) temos
1
AP:§'T
Logo,
Ap_%-(B—2+21)
Ap—g‘i‘[—].

O Teorema de Pick é interessante porque permite calcular a area de qualquer figura
plana, desde que o poligono esteja sobre uma grade pontos equidistantes e seus vértices

estejam sobre esses pontos.
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Figura 3.20: Poligono representado em uma grade de pontos equidistantes

Fonte: Da autora, 2022

Aplicando o teorema na Figura (3.20), temos:

B 14
Ap:5—{—[—1:?%—27—1:74—27—1:33%&

onde B corresponde a quantidade de pontos da fronteira, e I a quantidades de pontos
interiores.

Vamos aplicar o Teorema de Pick para encontrar a area aproximada do Parque das
Acdcias, para isso, delineamos o poligono que representa a area em uma malha quadriculada

de forma que os vértices do poligonos sejam pontos da malha.

Figura 3.21: Teorema de Pick aplicado ao poligono do Parque das Acacias

Fonte: Google Earth Pro

Inicialmente, utilizando uma malha de 2 mm, ou seja, 0,2 cm e a escala utilizada
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anteriormente de 1:10000, temos que o lado de cada quadradinho equivale a 20 metros,
logo, cada um possui uma area de 400 metros quadrados.
Para aplicar o Teorema de Pick contamos os pontos do interior do poligono e os pontos

da fronteira, assim obtemos que a area do poligono é dada por

B 17
Ap:5+[—1:§+354—1:361,5u.a

Por fim, a area aproximada do Parque das Acacias, utilizando o Teorema de Pick é de
361,5 - 400 = 144600 m?

o que corresponde a aproximadamente 14,5 hectares.

Figura 3.22: Teorema de Pick aplicado ao poligono do Parque das Acécias

B

Fonte: Google Earth Pro

Efetuando o mesmo célculo utilizando uma malha de lmm (Figura 3.22), temos que a
drea de cada quadradinho corresponde a 100 m?. Assim, pelo Teorema de Pick, a drea

aproximada do parque é dada por

46
Ap = 5 41438 — 1 = 1460 - 100 = 146000 m? ~ 14,6 ha.

Assim, constatamos que o Teorema de Pick nos proporciona uma boa aproximacao da

area real.



Calculo de areas por integrais

Nesse capitulo, veremos como encontrar areas de regioes por meio de integrais. Este
processo consiste em dividir uma regiao em retangulos, ou seja, preenché-la com eles, em

seguida, aproximar a area desta regiao pela soma das areas dos retangulos.

4.1 Integrais: Uma nocao intuitiva

Nesta se¢ao, discutiremos o conceito de integral de um maneira intuitiva, partindo da
ideia das Somas de Riemann.'*.

Considere a fungao continua f(z) = —z% + 3z + 10 para todo x € [—3,6]. Note que f é
positiva para todo = € [—2,5], logo, podemos encontrar a drea limitada pela parabola e o

eixo x, nesse intervalo.

14Bernhard Riemann foi um matemético que deixou um grande legado para a Geometria, uma de suas
contribuigoes & Matematica foi a formalizacao adequada do conceito de integral que, hoje, leva seu nome.
E chamado de Somas de Riemann o somatdério

n

D Fe) Ay, = fle1)Aa, + fle2)Agy + fe3)Agy + oo + flen)As, .

i=1
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Figura 4.1: Grafico da fungao f(x) = —z% + 3z + 10

P

- [ Ll

3'1'2'3'4!\'633

Fonte: Da autora, 2022

Inicialmente dividiremos o intervalo [-2,5] em 7 partes congruentes, de modo que cada

parte corresponda a base de um retangulo.

Figura 4.2: Particao da

area limitada pelo grafico em 7 retangulos

/

4

Fonte: Da autora, 2022
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Note que a soma das areas dos 7 retangulos azuis ultrapassa a area limitada pela
parabola e o eixo x, enquanto a soma das areas dos 5 retangulos verdes se aproxima por
falta.

Tentaremos encontrar a area limitada pela parabola e o eixo x calculando a soma das

areas dos retangulos por falta. Assim, obtemos inicialmente que a area procurada é:

As=6+104+124+10+6 =44 u.a

onde, S corresponde a soma das areas dos retangulos verdes.

Dividindo o intervalo [-2,5] em 14 retangulos de bases congruentes, obtemos

Figura 4.3: Particao da area limitada pelo grafico em 14 retangulos

D

Fonte: Da autora, 2022

Temos que as alturas dos retangulos verdes sao dadas por:

f(e;) | altura || f(c;) | altura
f-1,5) | 3,25 | f(-1) | 6
£(-0,5) | 8,25 || £0) | 10
£0,5) | 11,25 || £(1) | 12

Como o grafico é uma parabola, temos retangulos simétricos. Logo:
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As=2-(05-325)+2-(0,5-6)+2-(0,5-825)+2-(0,5-10) +2- (0,5 11,25)+
2.(0,5-12)
Ag=325+6+8254 10+ 11,25 + 12 = 50,75 w.a

Dividindo o intervalo [-2,5] em 70 retangulos de bases congruentes, obtemos

Figura 4.4: Particao da area limitada pelo grafico em 70 retangulos

—'3/2—131234\'6’?”
ol

fle;) | altura || f(c;) | altura || f(¢;) | altura || f(¢;) | altura
(1,4) | 1224 | §1,3) | 12,21 || £1,2) | 12,16 | £(1,1) | 12,00
(1) |12 £0,9) | 11,9 | £(0,8) | 11,76 || £(0,7) | 11,61
£0,6) | 11,44 | £(0,5) | 11,25 || £0,4) | 11,04 | £(0,3) | 10,81
£0,2) | 10,56 | £(0,1) | 10,29 || £(0) |10 £(-0,1) | 9,69
£-02) | 9,36 | £-0,3) | 9,01 | f(-0.4) | 8,64 || £(-0,5) | 8,25
£-0,6) | 7.84 || £-0,7) | 741 || £-0.8) | 6,96 | £(-0,9) | 6,49
f(-1) |6 f(-1,1) | 5,49 || £(-1,2) | 4,96 || £(-1,3) | 4,41
f(-1,4) | 3,84 || £(-1,5) | 3,25 || £(-1,6) | 2,64 | £(-1,7) | 2,01
£(-1,8) | 1,36 || £-1,9) | 0,69 || - ; ; ;
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Ag=2-(0,1-10,69+ 1,36+ 2,01 + 2,64 + 3,25 + 3,84 + 4,41 4+ 4,96 + 5,49 + 6 + 6,49
+6,96 + 7,41 + 7,84 + 8,25 + 8,64 + 9,01 + 9,36 + 9,69 + 10 + 10,29 + 10,56 + 10,81
+ 11,04 + 11,25+ 11,44 + 11,61 4+ 11,76 + 11,9 + 12 + 12,09 + 12,16 + 12,21 + 12,24])
Ag = 227,966 ~ 55,932 u.a
Voceé certamente percebeu que ao aumentarmos a quantidade de retangulos dividimos o
intervalo [-2,5] em mais partes, e com isso a soma das dreas dos retangulos, tanto por falta
quanto por excesso, se aproximaram ainda mais da area limitada pela parabola e o eixo x.

Entao, vale a pena discutirmos o que aconteceria se pudéssemos dividir o intervalo

[-2,5] em retangulos com bases infinitamente pequenas.

Figura 4.5: Particao em uma quantidade infinitamente grande de retangulos

Fonte: Da autora, 2022

Representar o infinito nao é algo possivel, mas podemos notar que ao aumentarmos
infinitamente a quantidade de retangulos, a diferenca entre a soma das areas dos retangulos
e a area compreendida pela pardbola e o eixo = no intervalo [-2,5] se torna tao pequena,
que podemos dizer que chega a ser zero, ou seja, é possivel encontrar a area de qualquer

regiao aproximando-a por retangulos de bases infinitamente pequenas.
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Esse somatorio, com dreas de retangulos de bases infinitamente pequenas, é o que

chamamos de Somas de Riemann. Algebricamente, definimos como
Area (S) = lima, 0 Yoy fle)A,,.

onde, A, corresponde ao tamanho da base de cada retangulo, f(c;) corresponde a altura
de cada retangulo e n corresponde a quantidade de retangulos. Esse limite é o que

denominamos como integral de a até b de f(x), ou seja, fab f(z)dz.

Definicao 4: Dada uma funcao limitada f : [a,b] — R, continua e positiva, a area

compreendida pelo grafico da funcao f e as retas x = a, . =b e y =0 é dada por

/a ’ f(x)dz.

Agora podemos calcular a area limitada pelo grafico da fungao f(z) = —2? +3z+10 e

o0 eixo x no intervalo x € [—2,5] por meio da integral.

5 5 5 5
A:/ —x2+3x—|—10dm:/ —:172dx+/ 3xdx—|—/ 10 dz
92 -2 -2 —2

13 2=5 r? =5
3 r=—2 + 2 r=—2 + * r=—2

- @ e
o (1253+8) s (25_2—4) +10-(7)

133 63
== + 53 + 70 = 57,17 u.a

=5

Podemos notar que a area encontrada utilizando os 70 retangulos ¢ uma boa aproximagcao
da area entre a curva e o eixo x, pela integral.

E possivel estender este raciocinio para o calculo de areas de figuras mais gerais,
inclusive de superficies nao planas, chegando a um entendimento do que é a base para o
funcionamento de um planimetro (apéndice 1). Nao nos aprofundaremos neste assunto
porque foge ao escopo desse trabalho, apresentamos apenas uma breve nocao de como

podemos calcular areas, em geral, utilizando o conceito de integral.



Consideracoes Finais

Caro aluno e colega professor, neste material, foram copilados alguns conceitos e
aplicagoes que envolvem célculos de areas de figuras planas, com o intuito de ampliar e/ou
construir o campo de aprendizagem do aluno e possibilitar expandir estratégias de ensino,
sem pretensao de esgotar o conceito, ou tornar este instrumento didatico, um manual a ser
seguido.

Ciente de que o processo de ensino/aprendizagem é complexo e precisa fazer sentido
para o aluno, as discussoes realizadas neste material tiveram por objetivo apoiar a atividade
pedagdgica tanto do aluno, quanto do professor.

Espera-se que as aplicacoes do conceito de area, presentes nesse copilado, permitam o
uso de contextualizagoes na sala de aula, tornando o conhecimento significativo e prazeroso
para o aluno, possibilitando-o desenvolver potencialidades.

Ao utilizar diferentes estratégias para calcular uma area conhecida, permitimos que
o aluno explore métodos e escolha o mais adequado para determinar a area da regiao.
Nesse processo, o aluno retoma conceitos matematicos precedentes e desenvolve habilidades
investigativas.

Outro aspecto relevante é utilizar diferentes canais de acesso ao cérebro, além do verbal.
Isso que dizer que o professor deve permitir que o aluno explore materiais multimidias,
intermediando o processo para direciona-lo ao objetivo da aula.

Portanto, a ideia de proporcionar ao aluno realizar o processo de experimentacao, defen-
dida nesse trabalho, é vélida, permite que o professor verifique o processo de aprendizagem
e a apropriacao de competéncias/habilidades especificas e, ainda, a capacidade de efetuar

associacao de dados, dedugao e criagao de ideias.
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Apéndice 1

O Teorema de Green relaciona uma integral de linha em torno de uma curva simples e
uma integral dupla sobre a regiao plana delimitada pela curva. Enquanto que o planimetro
é um instrumento utilizado para medir a area de uma superficie através do contorno de
sua curva. Ja aqui, percebemos uma conexao, aprofundaremos nossa discussao voltando a

imagem que vimos na se¢ao 3.1.3.
Figura 6.1: Planimetro polar

3

.

Polo fixo

Brago :?:Lu

Fonte: Veiga et al., 2012, p.177

Considerando que a ponta fixa do planimetro esteja localizada na origem do plano
XY, podemos definir o campo de direcoes definido pelo instrumento. Como a roda do
planimetro gira perpendicularmente ao brago tracador, ou seja, ao brago no qual esta
fixada, entao, o campo F'(z,y) definido pelo planimetro é perpendicular ao brago mével,
vamos supor que o médulo de F(z,y) = 1.

Sejam os comprimento dos bracos do planimetro iguais a r, tal que a ponta fixa esteja
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em (0,0), e o brago mével posicionado em (a,b), chamaremos de ¥, o vetor que representa

o comprimento do brago mével(tragador) e @, um vetor perpendicular a ele. [2]

Figura 6.2: Bragos do planimetro polar no plano XY

W

roda
brago polar -

Fonte: Da autora, 2022

Temos que v = (x —a,y —b) e W = (—(y — b),z — a). Como os bragos possuem

comprimentos iguais a r, temos que ||7]| = ||@]| = \/(y — b)*> + (z — a)? = r. Assim, o
e _ _ b _
campo de direcoes é F' = iﬂ = y ), (z—a)
||| r r

Para determinarmos a e b, vamos considerar as equagoes dos circulos que podem ser

descritos por cada brago do planimetro.
a®+ b =r? (1)
(z—a)’+(y—0b)?=r" (2

Da segunda equacao, segue que:

2y
Logo,
b:x2+y2_%
2y Y
b:x2+y2—2a:v
2y

Substituindo b na equagao (1), obtemos
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2 2_9 2
72:&2_’_(1: +vy ax)
2y
22y (x* + 222y + y* + 4a2? — 4dax® — dazy?
r=a
4yy?

d2r? = day? + (2% + y*)? + 4a*2® — dax(2® + y?)

dy'r? = 4(a® + y)a® — da(a® +y¥)a+ (2* + )
Fazendo R? = (z% + y?)
4(R*a* — 4zR%*a+ (R*)* — 4y*r* =0

R4 _ 4y27,2 B

2
— =0
a xa + AR

Resolvendo essa equagao do 2 grau, temos

41 fq292
T+ xQ_R+R2yr

a = 9

Como o sentido utilizado pelo planimetro para contornar a curva é o sentido anti-horario,

tomamos a positivo, logo

x2R2—R4+4y27"2

T+ 2
“= 2
ooty VT2R2 — RY + 4y22
2 2R
Ap2
azg—l—g N
2 2\ 2?2+
Segue entao que,
b_w2+y2—2a.75
= %
2,2 2 472
b:w + Yyt —a® —ay $2+y2—1
2y
Y
2 2\ 2%+ 2

Sejam as fungoes P e () as componentes do campo de diregoes do planimetro, substi-

tuindo a e b, obtemos:

P(ry) =——(y —b)
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1 x oy 472
e A A . |
r(+2 2\ 22 +y? )

Agora vamos derivar as componentes, utilizando a regra da cadeia e derivacao de

fragoes. Logo,

0Q 1 y 1 (z° +9%) - (=22) — (4r° —2® — ) - (22)
e =575 ' 2 1 ,2)2
1y 1 (—2:763—2903/2—8xr2+2x3+2xy2>
T2 2 4r2 ' 2?2 + y?)?
2 $2+y2_1 ( y?)
1 Sayr?
472
1/ 1
e
oP 1 1 ((a:2+y2)-(—2y)—(4r2—x2—y2)~(2y)
", T T T o ' 2 1 ,2)2
dy 2 2, [y (22 +4?)
1z 1 (—2y3—2x2y—8yr2+2y3+2x2y)
— 5 57 ’ 2 2)2
2 2 x’ﬂ;_l (22 4+ y?)
Sxyr?
_ - 342
dy)mrm — 1
Logo,
0oQ  OP dg Of 1 Sxyr? 1 Sxyr?
"or oy " "\ox ay) T2t T T2 e ¢
v Y Y 4 mre — 1 o 1

Seja k£ o nimero de voltas dada pela rodinha do planimetro. Como

T @_8_]3 =1 entao
or 0Oy /) O

0Q 0P 1
(% — 8_3/) = - portanto,
1
r

k_<a_Q_3_P>_
“\ox oy) r

Aplicando o Teorema de Green a um planimetro que percorre, no sentido anti-horério,

uma curva fechada C, cuja area é uma regiao D, temos
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jl{CP(:E,y)d:B + Q(z,y)dy = ff) g% - 2—5) dA
= —dA
[[

- area cercada por C

Sl 3=

Sendo assim, podemos concluir que a constante que multiplica a area s6 depende do
comprimento dos bragos do planimetro dado pela variavel r, do nimero de voltas dada
pela rodinha que ¢é a constante k, e do diametro da rodinha.

Como o comprimento da curva C' é dado pela integral de linha sobre C, temos

d
]{ P(ay)de + Q(zy)dy =k - 27 - 3
c
entao,
I
— - area cercada por C = knd
r .

portanto,

area cercada por C' = knrd.
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Figura 7.1: Gréafico da elipse centrada na origem

Y

Fonte: Da autora, 2022

A equacao de uma elipse centrada na origem é dada por

2 2
z Y
PER

logo, uma parametrizacao é:
z(t) = a cos(t)
y(t) =bsen(t); 0 <t < 2m.

Derivando x(t) e y(t), obtemos

&
~
—
~
N—
|

—a sen(t)
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O Teorema de Green nos diz que

/OdeJery://D (2—?—2—5)%1

2-//dA:%xdy—ydx
D c
1
//dA:—fxdy—yda:.
D 2 Je

entdo, a drea da elipse (Ag) é dada por

e ja vimos que

= ]g% a cos(t) - b cos(t) dt — b sen(t) - (—a sen(t) dt)
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