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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Área de Concentração: Matemática.
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Tudo faz parte de um aprendizado, cada detalhe que acontece, cada pequeno
momento tem sua razão. Assim como a matemática nunca é incerta, assim é a
vida, nunca irá ter um valor diferente quando calculada. O cálculo é simples:
como na matemática números negativos somados geram valores negativos e
números positivos, valores positivos também a vida segue esse padrão. Coen-
setise então e lembre-se que o único capaz de mudar o resultado e apagar toda
a conta é Deus. Por isso lembre-se, nunca erre e deixe como se aquele erro não
iria influenciar no cálculo, mais sempre que errar peça a Deus para apagar e
não esqueça que todo papel tem um limite de ser apagado, caso contrário ele
chega ao ponto de não ter mais utilidade. (SANTOS, 2015)



RESUMO

No presente trabalho abordamos um dos teoremas mais importantes da álgebra linear,

denominado teorema espectral. Tendo-se como objetivo demonstrá-lo para operadores

simétricos no Rn. Em termos didáticos iniciamos o trabalho trazendo noções básicas, tais

como: vetores linearmente dependentes, produto interno no espaço vetorial em que ressal-

tamos as propriedades do produto interno, a desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaço

vetorial, os conjuntos limitados superiormente e inferiormente e o Axioma da Completude

ou Postulado de Dedekind. Posteriormente, tratamos sobre sequências e discutimos so-

bre limites de sequências e subsequências. Em seguida, comentamos sobre a sequências

monótonas que podem ser do tipo: crescente, decrescente, não crescente e não decrescente.

Por fim, tratamos sobre os intervalos encaixantes com a ideia de apresentarmos um dos

teoremas mais importante para a demonstração do teorema espectral que é o teorema de

Bolzano-Weierstrass no caso real. Ao longo de todo o trabalho apresentamos exemplos

para melhor compreensão dos conceitos abordados.

Palavras-chave: teorema espectral; sequências (matemática); intervalos encaixantes;

operadores simétricos; desigualdade de Cauchy-Schwarz; supremo e ı́nfimo; teorema de

Bolzano-Weierstrass.



ABSTRACT

In the present work we approach one of the most important theorems of linear algebra,

called spectral theorem. The goal in prove it for symmetric operators in Rn. In didactic

terms, we started the work by bringing basic notions, such as: linearly depedent vec-

tors, inner product in the vector space in which we emphasize the properties of the inner

product, the Cauchy-Schwarz inequality on vector spaces, the upper and lower bounded

sets and the Completeness Axiom or Dedekind’s Postulate. Later, we deal with sequences

and discuss limits of sequences and subsequences. Then, we comment on the monotone

sequences that can be of the type: increasing, decreasing, nonicreasing and nonidecrea-

sing. Finally, we deal with the enclosing intervals with the idea of presenting one of the

most important theorems for the proof of the spectral theorem, which is the Bolzano-

Weierstrass theorem in the real case. Throughout the work we present examples for a

better understanding of the concepts covered.

Keywords: spectral theorem; sequences (math); fitting intervals; symmetric operators;

Cauchy-Schwarz inequality; supreme and infinite; Bolzano-Weierstrass theorem.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 – Elementos a partir de k pertencentes ao intervalo (a− ε, a+ ε) . . . . . 22

Figura 2 – Diagrama de x : N′ → R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Figura 3 – Intervalos disjuntos de X e Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Figura 4 – Reta dos números reais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Figura 5 – Subespaço vetorial W1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Figura 6 – Subespaço vetorial W2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Figura 7 – Subespaço vetorial W3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

PI Produto Interno

UFC Universidade Federal do Ceará
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho realizamos uma abordagem daquele que é um dos teoremas

mais importantes da álgebra linear, o teorema espectral para operadores simétricos no

espaço euclidiano, Rn. Contudo, para chegarmos a demonstração do teorema, teremos

que fazer o uso de teorias associadas as sequências, além de termos que utilizam alguns

conceitos mais básicos, mas que serão importantes para a nossa discussão.

Todo o trabalho foi realizado ao longo de oito caṕıtulos, no intuito de com-

preender cada etapa que será desenvolvida na demonstração do teorema espectral para

operadores simétricos, da forma mais simples e adequada posśıvel. E nesse primeiro

caṕıtulo fizemos uma prévia de tudo que foi abordado nessa dissertação.

No segundo caṕıtulo apresentaremos as noções básicas de vetores que são

lineamente dependentes a partir de um conjunto α formado por vetores. Em seguida,

veremos uma proposição sobre Produto Interno (PI) dos vetores e que será utilizada na

desigualdade de Cauchy-Schwarz, mas também para a demonstração do teorema espectral.

E para concluir o caṕıtulo, estudaremos as definições de supremo e ı́nfimo de um dado

subconjunto X, do corpo ordenado completo nos R, além do Axioma da Completude ou

Postulado de Dedekind.

O caṕıtulo seguinte abordaremos os conceitos de sequências em que ressaltare-

mos limites de sequência, a convergência e sequências convergentes limitadas. E ao final

do caṕıtulo falaremos do limite da soma, do produto e do confronto.

No caṕıtulo quatro discutiremos sobre sequências monótonas crescente, de-

crescente, não crescente e não decrescente, que terão uma grande importância para a

demonstração do teorema dos intervalos encaixantes.

No quinto caṕıtulo constará a demonstração do teorema dos intervalos encai-

xantes, em que utilizaremos o supremo e o ı́nfimo, a convergência de xn, yn e a sequência

monótona não decrescente e não crescente.

O sexto caṕıtulo será abordado o conceito de sequências limitadas, e ainda,

teremos a demonstração do Teorema de Bolzano-Weierstrass que, por sua vez, é base

para o Teorema espectral para operadores simétricos.

O sétimo caṕıtulo apresentará o objetivo geral desse trabalho que corres-

ponde a demonstração do teorema espectral para operadores simétricos no Rn. Contudo,

iniciaremos o caṕıtulo realizando uma abordagem dos operadores simétricos no R2 e no

R3.

No oitavo caṕıtulo faremos as considerações finais de todo o trabalho, res-

saltando tópicos que foram utilizados para que chegássemos ao objetivo geral.
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2 NOÇÕES BÁSICAS NECESSÁRIAS

Neste caṕıtulo abordamos alguns conceitos básicos, mas que são de suma

importância para demonstração do teorema espectral para operadores simétricos no Rn.

São eles: vetores que são linearmente dependentes e produto interno no espaço vetorial,

tomando como base o livro Introdução à Álgebra Linear do (HEFEZ; FERNANDEZ,

2006); a desigualdade de Cauchy-Schwarz através do livro (STEINBRUCH; WINTERLE,

1987), conjuntos limitados superiormente e inferiormente, corpo ordenado completo em

R e o Axioma da completude (LIMA, 2006).

2.1 Linearmente dependentes

No livro (HEFEZ; FERNANDEZ, 2006), foi estudado o teorema que trata

dos vetores que são linearmente dependentes. Vejamos,

Teorema 2.1 Um conjunto finito α com dois ou mais vetores de um espaço vetorial V

é linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um dos vetores de α puder ser

escrito como uma combinação linear dos outros vetores.

Demonstração: Sendo α = {v1, v2, v3, . . . , vk} tal subconjunto de um espaço vetorial V

linear suponhamos que existam números reais, c1, c2, c3, . . . , ck, não são todos nulos, tais

que

c1v1 + c2v2 + c3v3 + . . .+ ckvk = 0.

Agora, vamos supor que ci 6= 0 com i ∈ N e i 6 k. Isso nos permite escrever a

relação acima do seguinte modo:

civi = −c1v1 − c2v2 − c3v3 − . . .− ci−1vi−1 − ci+1vi+1 − . . .− ck−1vk−1 − ckvk,
ou seja,

vi = −c1
ci
v1 −

c2
ci
v2 −

c3
ci
v3 − . . .−

ci−1
ci
vi−1 −

ci+1

ci
vi+1 − . . .−

ck−1
ci

vk−1 −
ck
ci
vk

Isso nos mostra que vi pode ser escrito como uma combinação linear dos outros

vetores de α.

Supondo-se que exista vj ∈ α que seja combinação linear dos outros elementos

vj = d1v1 + d2v2 + d3v3 + . . .+ dj−1vj−1 + dj+1vj+1 + . . .+ dk−1vk−1 + dkvk

consequentemente,

d1v1 + d2v2 + d3v3 + . . .+ dj−1vj−1 − 1vj + dj+1vj+1 + . . .+ dk−1vk−1 + dkvk = 0.

Isso nos mostra que o coeficiente de vj é não nulo, e assim, temos que α é

linearmente dependente.

�
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2.2 Produto interno no espaço vetorial

Abordaremos o Produto Interno (PI) no espaço vetorial, segundo o livro (HE-

FEZ; FERNANDEZ, 2006), com o intuito de entendermos a desigualdade de Cauchy-

Schwarz no contexto do espaço vetorial.

Inicialmente, consideremos um espaço vetorial V . Tal espaço vetorial V possui

um produto interno, que é uma função 〈 , 〉 : V ×V → R, satisfazendo as condições abaixo.

PI 1: 〈v, v〉 ≥ 0;

PI 2: 〈v, v〉 = 0 se, e somente se, v = 0;

PI 3: 〈u, v〉 = 〈v, u〉;
PI 4: 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉; e

PI 5: 〈ku, v〉 = k〈u, v〉.
Para quaisquer que sejam os vetores u, v e w do espaço vetorial V com k ∈ R.

Com isso, poderemos ver a proposição que trata das propriedades básicas do produto

interno a seguir:

Proposição 1: Sejam V um espaço com produto interno. Se u, v, w ∈ V e se k ∈ R,

então:

(I)〈0, u〉 = 〈u, 0〉 = 0;

(II)〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉;
(III)〈u, kv〉 = k〈u, v〉;
(IV )〈u, v − w〉 = 〈u, v〉 − 〈u,w〉.

Agora vamos provar cada uma das 4 propriedades do produto interno citadas

na Proposição 1.

Propriedade I: 〈0, u〉 = 〈u, 0〉 = 0

Demonstração: Aplicando-se a PI 3 em 〈0, u〉, obtemos

〈0, u〉 = 〈u, 0〉.
Em seguida, podemos escrever o seguinte:

〈0, u〉 = 〈0 + 0, u〉.
Aplicando-se a PI 4, temos:

〈0, u〉 = 〈0 + 0, u〉 = 〈0, u〉+ 〈0, u〉 = 2〈0, u〉 ⇒ 〈0, u〉 = 2〈0, u〉.
É fácil ver que a última igualdade só existe se 〈0, u〉 = 0. Portanto, temos que

〈0, u〉 = 〈u, 0〉 = 0.

�

Propriedade II: 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉
Demonstração: Usaremos inicialmente a PI 3 em 〈u, v + w〉, obtendo-se:

〈u, v + w〉 = 〈v + w, u〉.
Agora, aplicamos a PI 4 no segundo membro da igualdade anterior, obtendo-se:

〈u, v + w〉 = 〈v + w, u〉 = 〈v, u〉+ 〈w, u〉,
ou seja,
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〈u, v + w〉 = 〈v, u〉+ 〈w, u〉.
Por fim, vamos usar novamente a PI 3 em 〈v, u〉+ 〈w, u〉, para deduzir

〈u, v + w〉 = 〈v, u〉+ 〈w, u〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉,
que implica

〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉.
�

Propriedade III: 〈u, kv〉 = k〈u, v〉
Demonstração: Aplicando-se PI 3 em 〈u, kv〉, obtemos

〈u, kv〉 = 〈kv, u〉.
Agora, vamos aplicar PI 5 no segundo membro da relação anterior, e assim,

temos

〈kv, u〉 = k〈v, u〉.
Aplicando-se novamente PI 3, podemos concluir que

〈u, kv〉 = 〈kv, u〉 = k〈v, u〉 = k〈u, v〉 ⇒ 〈u, kv〉 = k〈u, v〉.
�

Propriedade IV: 〈u, v − w〉 = 〈u, v〉 − 〈u,w〉
Demonstração: Vamos inicialmente escrever

〈u, v − w〉 = 〈u, v + (−1)w〉.
Agora, vamos aplicar PI 3 no segundo membro da relação anterior, obtendo-se

〈u, v − w〉 = 〈u, v + (−1)w〉 = 〈v + (−1)w, u〉.
Aplicando agora PI 4, deduzimos

〈u, v − w〉 = 〈v + (−1)w, u〉 = 〈v, u〉+ 〈(−1)w, u〉.
Dáı, aplicamos PI 5 em 〈(−1)w, u〉, para obter

〈u, v − w〉 = 〈v, u〉+ 〈(−1)w, u〉 = 〈v, u〉+ (−1)〈w, u〉 = 〈v, u〉 − 〈w, u〉.
Por fim, aplicamos novamente PI 3, concluindo-se que

〈u, v − w〉 = 〈u, v〉 − 〈u,w〉.
�

2.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaço vetorial

Obteremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para um dado espaço vetorial

com um produto interno 〈 , 〉 e que foi encontrado no livro de Álgebra Linear (STEIN-

BRUCH; WINTERLE, 1987).

Como 〈u, u〉 ≥ 0 podemos definir uma norma associada a 〈 , 〉 pondo:

||u|| =
√
〈u, u〉.

Teorema 2.2 Se u e v são vetores de um espaço vetorial V com produto interno 〈 , 〉,
então

|〈u, v〉| ≤ ||u||||v||.
Com igualdade valendo se, e somente se, u e v são linearmente dependentes.
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Demonstração: Vamos supor que u e v são vetores de um espaço vetorial V com produto

interno e definir f : R→ R por

f(β) = 〈βu− v, βu− v〉 = ||βu− v||2.

Agora, façamos o produto interno 〈βu− v, βu− v〉

〈βu− v, βu− v〉 = 〈βu, βu〉 − 〈βu, v〉 − 〈v, βu〉+ 〈v, v〉

= 〈βu, βu〉 − 〈βu, v〉 − 〈βu, v〉+ 〈v, v〉

= β2〈u, u〉 − 2β〈u, v〉+ 〈v, v〉.

Logo, é fácil ver que a função f(β) é do segundo grau em β, mais precisamente,

f(β) = β2〈u, u〉 − 2β〈u, v〉+ 〈v, v〉. (1)

Sendo assim, tomando-se o resultado anterior na forma de uma inequação do segundo

grau, onde β é a variável, temos que

β2〈u, u〉 − 2β〈u, v〉+ 〈v, v〉 ≥ 0.

Note que o discriminante ∆ da inequação será menor ou igual que zero. Da

expressão (1) deduzimos que

∆ = 4(〈u, v〉2 − ||u||2||v||2).

Como ∆ ≤ 0, obtemos

〈u, v〉2 ≤ ||u||2||v||2.

Dáı, extraindo a ráız quadrada em cada membro da inequação, obtemos√
〈u, v〉2 ≤

√
||v||2||u||2 ⇒ |〈u, v〉| ≤

√
||v||2

√
||u||2 = ||u||||v||,

pois ||u|| ≥ 0 e ||v|| ≥ 0.

Além disso, f(β) = 0 para algum β se, e somente se, ∆ = 0 se, e somente se,

v = βu.

�

2.4 Conjuntos limitados superiormente e inferiormente

Nesta seção, iremos definir e demonstrar, supremo e ı́nfimo de R através do

que foi estudado nos livros no livro Análise Real (LIMA, 2006) e no livro um Curso de

Cálculo (MUNIZ NETO, 2015). Também iremos definir R, que foi compreendido em
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(LIMA, 2006) como um corpo ordenado completo e, por fim, apresentaremos o Axioma

da Completude segundo Lima (2006, p. 17). Após, o estudo dessa seção, seria conveniente

resolver os exerćıcios propostos nos livros do Lima (2006, p. 19) e do Muniz Neto (2015,

p. 73 - 75).

2.4.1 Supremo de um subconjunto

Dado subconjunto X ⊂ R, dizemos que X é limitado superiormente, se existir

um elemento b ∈ R tal que b ≥ x para qualquer x ∈ X. Dáı, se b possuir tal propriedade,

podemos denominá-lo de cota superior para X, e assim, denominamos a menor das cotas

superiores de supremo do subconjunto X, que será denotado por supX .

Agora, suponhamos que A = supX , então, dado qualquer número real positivo

ε > 0, temos que A− ε < A. Dáı, A− ε não poderá ser cota superior para o subconjunto

X. Logo, existe pelo menos um elemento x ∈ X tal que A− ε < x, isto é,

A = supX ⇔ ∀ ε > 0, ∃ x ∈ X : A− ε < x. (2)

2.4.2 Ínfimo de um subconjunto

Um subconjunto X ⊂ R é limitado inferiormente, se existir um elemento

b ∈ R tal que b ≤ x para qualquer que seja x ∈ X. Dáı, se b tiver tal propriedade o

chamamos de cota inferior para o subconjunto X. E dizemos que a maior das cotas

inferiores é definida como ı́nfimo de X, e assim, denotamos por infX .

Agora, vamos observar que se a = infX , então para qualquer número real

positivo ε > 0 temos que a+ ε > a. E assim, temos que a+ ε não poderá ser cota inferior

para o subconjunto X. Com isso, existe pelo menos um elemento x ∈ X tal que x < a+ε,

ou seja,

a = infX ⇔ ∀ ε > 0 ∃ x ∈ X : x < a+ ε. (3)

2.4.3 Corpo ordenado completo

Segundo Lima (2006, p. 11 - 13), R é um corpo, isto é, o conjunto R possui duas

operações, uma denominada de adição que é denotada por + e a outra denominada por

multiplicação denotada por ·. Com isso, temos que a adição de um dado par de elementos

x, y ∈ R tem soma igual a x + y ∈ R. E no caso da multiplicação dos elementos x, y ∈ R,

atribúıremos ao seu produto x · y ∈ R. Logo, a adição e a multiplicação devem satisfazer

os seguintes axiomas:

Associatividade: para quaisquer x, y, z ∈ R tem-se (x+ y) + z = x+ (y + z) e

(x · y) · z = x · (y · z).
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Comutatividade: para quaisquer x, y ∈ R tem-se x+ y = y + x e x · y = y · x.

Elementos neutros: existem em R dois elementos 0 e 1 tais que para cada

x ∈ R tem-se x+ 0 = x e x · 1 = x.

Inversos: para cada x em R existe −x em R tal que x+ (−x) = 0 e para cada

x ∈ R\{0} existe x−1 tal que x · x−1 = 1.

Distributividade: para quaisquer x, y, z ∈ R tem-se (x+ y) · z = x · z + y · z e

x · (y + z) = x · y + x · z.

O conjunto R é definido como um corpo ordenado, pois existe um subconjunto

R+ ⊂ R, denominado de conjunto dos números reais positivos e que satisfazem as seguintes

condições:

P1: Tomemos dois números x, y ∈ R+, temos que a soma e o produto entre

esses dois números também serão positivos, isto é, tem-se que x+ y ∈ R+ e x · y ∈ R+.

P2: Sendo x ∈ R, podemos ter apenas uma das três situações a seguir: x = 0,

ou x ∈ R+ ou −x ∈ R+.

Ao denotarmos por R− e admitindo-se que R− = {−x : x ∈ R+}, e ainda,

com base na condição P2, podemos observar que R = R+ ∪ R− ∪ {0}, dáı, temos que os

conjuntos R+, R− e {0} tomados dois a dois serão disjuntos entre si. E com isso, vamos

admitir que os números y ∈ R− são denominados de números negativos.

Em R, existe uma relação de ordem e que definiremos assim: para x < y

diremos que x é menor que y, o que nos permite escrever y − x ∈ R+, ou seja, y = x+ z

com z ∈ R+. Em particular, valem as seguintes propriedades:

O1. Transitividade: se x < y e y < z portanto x < z;

O2. Tricotomia: dados x, y em R, pode ocorrer exatamente uma das possibi-

lidade: x = y, ou x < y ou y < x;

O3. Monotonicidade da adição: se x < y desse modo, para todo z ∈ R, tem-se

x+ z < y + z;

O4. Monotonicidade da multiplicação: no caso de x < y então, para todo

z ∈ R+ tem-se x · z < y · z. Na hipótese de −z ∈ R+ logo x < y, implica que y · z < x · z.

Denotemos x ≥ 0 se x ∈ R+ ou x = 0, enquanto que x < 0 significa que

−x ∈ R+.

Agora mostraremos que a propriedade de transitividade é válida. Ora, uma

vez que x < y e y < z temos que se y − x ∈ R+ e z − y ∈ R+. Consequentemente, a

soma desses elementos também estão em R+. Isto é, (z− y) + (y− x) = z− x ∈ R+. Por

conseguinte, x < z.

2.4.4 Axioma da completude ou Postulado de Dedekind

Axioma de Dedekind : R é um corpo ordenado completo, ou seja, todo sub-

conjunto não vazio X ⊂ R, limitado superiormente, possui um supremo em R.
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Teorema 2.3 Em R, as seguintes afirmações são verdadeiras e equivalentes:

(i) N é ilimitado superiormente;

(ii) Dados a, b ∈ R com a > 0, ∃ n ∈ N tal que na > b;

(iii) Dado qualquer a > 0 em R, ∃ n ∈ N tal que 0 <
1

n
< a.

Demonstração: Suponhamos inicialmente que o conjunto N é limitado superiormente.

Dáı, com base no Axioma de Dedekind temos que existe M = supN, ou seja, temos que

a menor cota superior de N será M , assim, o número real M − 1 não poderá vir a ser a

cota superior para o conjunto N, sendo assim, com base na relação (2) existe n ∈ N tal

que M − 1 < n ≤M .

Em seguida, tomemos a seguinte desigualdade

M − 1 < n.

Dáı, vamos adicionar 1 a cada um dos membros, obtendo-se

M − 1 + 1 < n+ 1,

ou seja,

M < n+ 1 = s(n) ∈ N.

Com isso, temos a existência de um elemento s(n) ∈ N que será maior que o supremo de

N. E assim, chegamos a uma contradição. Logo, podemos concluir que N não pode ser

limitado superiormente. Ou seja, temos que (i) é verdadeiro. E podemos ir mais adiante,

pois podemos dizer que o número
b

a
não será uma cota superior para N. Consequemente,

existe n ∈ N tal que n >
b

a
implica que na > b ⇒ (i) ⇒ (ii). Contudo, tomando-se que

b = 1 podemos ver que (ii) ⇒ (iii). Além do mais, dado qualquer x ∈ R com x > 0, e

ainda, escolhendo-se a =
1

x
, podemos concluir que existe n ∈ N : n > x, ou seja, que (iii)

⇒ (i).

�
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3 SEQUÊNCIAS

3.1 Limites de uma sequência

Com base em Muniz Neto (2015) e Guidorizzi (2013, p. 111 - 115), uma

sequência de números reais é uma função x : N → R, de forma que cada elemento x(n)

será denotado por xn, e usaremos (xn)n∈N ou de forma mais simples os elementos da

sequência por (xn).

Uma sequência (xn) é convergente para a, se dado ε > 0, existe n ∈ N tal que

se n > k, então

xn ∈ (a− ε, a+ ε)⇔ |xn − a| < ε.

Se (xn) converge para a denotamos por

lim
n→∞

xn = a.

Dáı, obtemos que

xn ∈ (a− ε, a+ ε),

ou seja,

a− ε < xn < a+ ε.

Subtraindo a em cada membro da desigualdade, temos que

a− ε− a < xn − a < a+ ε− a⇔ −ε < xn − a < ε,

e assim,

−ε < xn − a < ε⇔ |xn − a| < ε.

Portanto,

xn ∈ (a− ε, a+ ε)⇔ |xn − a| < ε.

Ao analisarmos que lim
n→∞

xn = a, isso nos mostra que existe apenas um número

finito de termos da sequências (xn) que não pertencem ao intervalo (a − ε, a + ε), de

modo que, a partir de um certo k temos todos os elementos pertencentes a esse intervalo.

Figura 1 – Elementos a partir de k pertencentes ao intervalo (a− ε, a+ ε)

R
•

xk+1 xn. . .
a− ε

• •( )
a+ ε

Fonte: elaborada pelo autor.

3.1.1 Subsequências

De acordo com (MUNIZ NETO, 2015), uma subsequência (xnk
) de uma sequência

(xn) é a restrição da função x a um subconjunto infinito N′ = {n1 < n2 < n3 < . . . <

nk < . . .} de N, ou seja, x : N′ → R, em que, associa-se a cada nk ∈ N′ o elemento xnk
.

Logo, vejamos o diagrama abaixo.
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Figura 2 – Diagrama de x : N′ → R

n1

n2

n3

...

nk

...

N′

xn1

xn2

xn3

...

xnk

...

R
Fonte: elaborada pelo autor.

3.1.2 Convergência de subsequências

Observando a proposição exposta em Muniz Neto (2015):

Proposição 3.1 Se (xnk
) é uma subsequência de uma sequência (xn) e lim

n→∞
xn = a,

então lim
nk→∞

xnk
= a.

Basta observar que dado ε > 0 existe k ∈ N tal que se n > k, implica que

xn ∈ (a − ε, a + ε). Mas como N′ é um subconjunto infinito de N existe nj ∈ N′ tal que

nj > k. Assim, se nk > nj então

xnk
∈ (a− ε, a+ ε)⇒ lim

nk→∞
xnk

= a.

3.1.3 Convergência para 0

Conforme Muniz Neto (2015) e Swokowski (1995, p. 25 - 26), cabe observar

que se (xn) e (yn) são sequências de números reais que convergem para 0, ou seja, a = 0

e b = 0, assim, dado qualquer ε > 0 existem k, l ∈ N tal que se n > k, temos

xn ∈
(
−ε

2
,
ε

2

)
se, e somente se, |xn| <

ε

2
, (4)

enquanto, que se n > l, então

yn ∈
(
−ε

2
,
ε

2

)
se, e somente se, |xn| <

ε

2
. (5)
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Escolhendo m = max{k, l}, as relações (4) e (5) continuarão válidas. De fato,

temos que n > m, e assim, obtemos

|xn|+ |yn| <
ε

2
+
ε

2
, então |xn|+ |yn| < ε.

Agora, usando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz para números reais, te-

mos que

|xn + yn| ≤ |xn|+ |yn| < ε,

isto é,

|xn + yn| < ε.

Dáı,

lim
n→∞

(xn + yn) = 0.

Vamos observar que se xn é uma sequência de números reais, de modo que

lim
n→∞

xn = a. Logo, dado ε > 0 existe k ∈ N tal que se n > k, então

xn ∈ (a− ε, a+ ε)⇔ |xn − a| < ε. (6)

Usando-se o resultado (6), deduzimos que

lim
n→∞

xn = a se, e somente se, lim
n→∞

(xn − a) = 0, (7)

e de forma análoga, podemos afirmar que

lim
n→∞

yn = b se, e somente se, lim
n→∞

(yn − b) = 0. (8)

3.1.4 Soma

Usando inicialmente que lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

yn = b em que ambos os resultados

foram obtidos na convergência para 0. Dáı, temos que lim
n→∞

(xn + yn) = a + b, assim,

usando-se o resultado (4), podemos finalizar do seguinte modo

lim
n→∞

[(xn − a) + (yn − b)] = lim
n→∞

(xn + yn − a− b) = 0.

O teorema da Unicidade do limite a seguir foi descrito em Lima (2006, p. 24),

vejamos

Teorema 3.1 (Unicidade do limite) - Uma sequência não pode convergir para dois limites

distintos.

Demonstração: Para que possamos provar que o limite é único, devemos mostrar que

lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

xn = b, então a = b.

Contudo, se a 6= b e d = |a− b| > 0, escolha ε =
1

5
d. Logo, para esse ε existe

k ∈ N, de modo que se n > k, temos que xn ∈ (a− ε, a+ ε).

Entretanto, os intervalos X = (a− ε, a+ ε) e Y = (b− ε, b+ ε) são disjuntos,

ou seja, os intervalos X e Y não possui elemento em comum.
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Figura 3 – Intervalos disjuntos de X e Y

R
(

a− ε
•
a

)
a+ ε b

(

b− ε
•

b+ ε

)

Fonte: elaborada pelo autor.

Isso nos mostra que todo número real xn com n > k não deve pertencer ao

intervalo Y .

Portanto, podemos dizer que no máximo os elementos x1, x2, x3, . . . , xk da

sequência (xn) de números reais podem pertencer ao intervalo Y . Assim, a sequência (xn)

não poderá convergir para o número real b.

�

3.1.5 Sequências convergentes são limitadas

Em Lima (2006, p. 24) e Rudin (1971), podemos destacar a proposição abaixo,

Proposição 3.2 Seja (xn) uma sequência de números reais convergente, ou seja,

lim
n→∞

xn = a,

então (xn) é limitada.

Demonstração: Usando o intervalo (a− ε, a+ ε) que foi obtido anteriormente, escolhemos

ε = 1. Com isso, temos que o intervalo (a− 1, a + 1) contém todo termo da sequência a

partir de um certo valor k ∈ N. Logo, para n > k temos que xn ∈ (a− 1, a+ 1), e assim,

xn < a+ 1,

dáı, temos que

|xn| < |a+ 1|,
usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que

|a+ 1| ≤ |a|+ 1,

ou seja,

|xn| < |a|+ 1.

Agora, tomemos ρ como sendo o valor máximo do conjunto {|x1|, |x2|, |x3|, . . . , |xk−1|, |xk|},
isto é,

ρ = max{|x1|, |x2|, |x3|, . . . , |xk−1|, |xk|},
e se

k = max{ρ, |a|+ 1},
então |xn| ≤ k com n ∈ N, e assim, temos que a sequência é limitada.

�
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3.1.6 Caso especial

A partir do livro de Lima (2006, p. 32 - 36) e do livro de Rudin (1971), temos

uma proposição que trata de um caso especial sobre as sequências convergentes limitadas.

Vejamos:

Proposição 3.3 Sejam (xn) e (yn) duas sequências de números reais tais que lim
n→∞

xn = 0

e yn é limitada, então lim
n→∞

(xnyn) = 0.

Demonstração: Como yn é limitada, existe c > 0, de modo que |yn| ≤ c. Dado ε > 0 e

tomando
ε

c
> 0, existe k ∈ N : n > k, implicando

|xn| <
ε

c
. (9)

Por outro lado,

|(xnyn)| = |xn||yn| ≤ c|xn| < c
ε

c
= ε,

pois

|yn| ≤ c

e

|xn| <
ε

c
, ∀ n > k.

Portanto, lim
n→∞

(xnyn) = 0.

�

3.1.7 Produto

De acordo com Muniz Neto (2015), podemos inferir o seguinte:

Proposição 3.4 Se (xn) converge para a e yn converge para b, então (xnyn) converge

para ab.

Demonstração: Inicialmente, tomamos a seguinte expressão: xnyn − ab. Dáı, vamos

adicionar e subtrair xnb, obtendo-se

xnyn − ab = xnyn − xnb+ xnb− ab.
Em seguida, colocamos xn em evidência nos dois primeiros termos e o b nos

dois últimos, obtemos

xnyn − ab = xn(yn − b) + b(xn − a).

E como já temos que lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

yn = b, e ainda, como já observado

anteriormente, temos que lim
n→∞

xn − a = 0 e lim
n→∞

yn − b = 0. A propriedade anterior nos

mostra que o lado direito converge para zero, assim, temos que lim
n→∞

(xnyn − ab) = 0.

Dáı, obtemos que

lim
n→∞

(xnyn) = ab, (10)

pois,
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∀ ε > 0, ∃ k ∈ N : n > k ⇒ |xnyn − ab| < ε.

�

3.1.8 Produto particular

Existe um produto particular que pode ser observado em Muniz Neto (2015).

Proposição 3.5 Se (xn) converge para a e (yn = c) é a sequência constante, então (cxn)

converge para ca.

Demonstração: Basta observar que se

lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

yn = c,

pelo item 3.1.7, temos que

lim
n→∞

xnyn = ac.

�

A transitividade, foi estudada através de Muniz Neto (2015) e será discutida

a seguir.

3.1.9 Transitividade 1

Proposição 3.6 Se lim
n→∞

xn = a e a > b, então existe k ∈ N tal que se n > k temos que

xn > b.

Demonstração: Usando-se a definição de limite podemos dizer que existe k ∈ N tal que

se n > k, temos que

xn ∈ (a− ε, a+ ε). (11)

Agora, escolha ε, tal que, ε =
a− b

3
, assim, temos que o intervalo (11) poderá

ser escrito do seguinte modo

(a− ε, a+ ε) =

(
a− a− b

3
, a+

a− b
3

)
=

(
3a− a+ b

3
,
3a+ a− b

3

)
=

(
2a+ b

3
,
4a− b

3

)
.

Como a > b, temos que

2a+ b

3
>

2b+ b

3
=

3b

3
= b.
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Dáı, observamos que o intervalo

(a− ε, a+ ε) =

(
2a+ b

3
,
4a− b

3

)
⊂
(
b,

4a− b
3

)
.

Portanto, para n > k temos que

xn ∈
(
b,

4a− b
3

)
, então xn > b.

�

Exemplo 3.1 Se lim
n→∞

xn = a > 0, então existe k ∈ N tal que se n > k temos que xn > 0.

Demonstração: Usando o item 3.1.9, podemos observar que se b = 0, temos que existe

k ∈ N : n > k ⇒ xn > 0.

�

3.1.10 Transitividade 2

Proposição 3.7 Se lim
n→∞

xn = a e a < b, então existe k ∈ N tal que se n > k temos que

xn < b.

Demonstração: Inicialmente tomamos k ∈ N tal que se n > k temos que

xn ∈ (a− ε, a+ ε).

Ao escolhermos ε =
b− a

3
, obtemos

(a− ε, a+ ε) =

(
a− b− a

3
, a+

b− a
3

)
=

(
3a− b+ a

3
,
3a+ b− a

3

)
=

(
4a− b

3
,
2a+ b

3

)
.

Como a < b, temos que

2a+ b

3
<

2b+ b

3
= b.

Assim, o intervalo (
4a− b

3
,
2a+ b

3

)
⊂
(

4a− b
3

, b

)
.

Portanto, para n > k, temos que

xn ∈
(

4a− b
3

, b

)
, então xn < b.

�

Exemplo 3.2 Se lim
n→∞

xn = a < 0, então existe k ∈ N tal que se n > k temos que xn < 0.

Demonstração: Pelo item 3.1.10, podemos observar que se b = 0, temos que existe
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k ∈ N : n > k ⇒ xn < 0.

�

3.1.11 Transitividade 3

Proposição 3.8 Se lim
n→∞

xn = a e xn ≥ 0, então a ≥ 0.

Demonstração: Considerando o resultado obtido no Exemplo 3.2 e supondo que a < 0,

sabemos que existe k ∈ N tal que se n > k temos que xn < 0. Contudo, podemos

facilmente ver que isso contraria a hipótese inicial de que xn ≥ 0. Por conseguinte, temos

que a ≥ 0 como queŕıamos provar.

�

3.1.12 Transitividade 4

Proposição 3.9 Se lim
n→∞

xn = a e xn ≤ 0, então a ≤ 0.

Demonstração: Usando o resultado obtido no Exemplo 3.1 vamos supor que a > 0.

Assim, existe k ∈ N tal que se n > k temos que xn > 0. Contudo, podemos facilmente

ver que isso contraria a hipótese inicial de xn ≤ 0.

Portanto, a ≤ 0 como queŕıamos demonstrar.

�

Exemplo 3.3 Se lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b e xn ≤ yn, prove que então a ≤ b.

Demonstração: Se zn = yn − xn, então temos que zn ≥ 0 e que lim
n→∞

zn = b− a. Sabemos

que pelo item 3.1.9 que

lim
n→∞

zn = b− a ≥ 0.

Portanto, a ≤ b, como enunciado.

�

3.1.13 Confronto

Com o exposto em Guidorizzi (2013, p. 90 - 93) e também com o que foi

apresentado em Swokowski (1995, p. 39 - 40), temos a proposição abaixo.

Proposição 3.10 Sejam (xn), (yn) e (zn) sequências tais que (xn) e (zn) convergem para

o mesmo valor a. Se xn ≤ yn ≤ zn ∀ n ∈ N, então (yn) também converge para a.

Demonstração: Como já sabemos que lim
n→∞

xn = a. Dado ε > 0 existe k ∈ N tal que para

n > k, temos

xn ∈ (a− ε, a+ ε), então a− ε < xn.

Usando um argumento semelhante, temos que existe l ∈ N tal que para n > l,

temos que

zn ∈ (a− ε, a+ ε), então zn < a+ ε.
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Sendo assim, consideremos um valor m, em que, m = max{k, l}, temos que se n > m,

a− ε ≤ xn ≤ yn ≤ zn < a+ ε, então lim
n→∞

yn = a.

�
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4 SEQUÊNCIA MONÓTONAS

A compreensão desse caṕıtulo será importante para o entendimendo do caṕıtulo

5, para isso, foi tomado como base o que foi tratado em Lima (2013) e Muniz Neto (2015).

Definição 4.1 Dada sequência (xn) de números reais, dizemos que tal sequência é:

Caso 4.1 crescente se, x1 < x2 < x3 < . . . < xn < xn+1 < xn+2 < . . ..

Caso 4.2 decrescente se, x1 > x2 > x3 > . . . > xn > xn+1 > xn+2 > . . ..

Caso 4.3 não decrescente se, x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . . ≤ xn ≤ xn+1 ≤ xn+2 ≤ . . ..

Caso 4.4 não crescente se, x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ . . . ≥ xn ≥ xn+1 ≥ xn+2 ≥ . . ..

Definição 4.2 Dada sequência (xn) de números reais que satisfaça um dos casos cita-

dos acima é chamada de sequência monótona. Se a referida sequência (xn) também for

limitada, dizemos que a sequência (xn) é monótona e limitada.

Teorema 4.1 Se (xn) for uma sequência monótona limitada então ela é convergente.

Demonstração do caso 1: Considere o subconjunto X = {x1, x2, x3, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . .}
e por hipótese os elementos do subconjunto X satisfazem

x1 < x2 < x3 < . . . < xn < xn+1 < xn+2 < . . . ≤ k.

Assim, temos que o subconjunto X de números reais é não vazio e limitado superiormente.

Com isso, temos que existe a = supX .

Dáı, afirmamos que lim
n→∞

xn = a. De fato, se a = supX e utilizando-se a

definição de supremo, podemos dizer que a é a menor quota superior de X. Logo, para

qualquer ε > 0 implica que a− ε não será uma quota superior para X, já que a− ε < a.

Assim, existe xk ∈ X tal que a− ε < xk ≤ a.

Contudo, temos que xn > xk para n > k. Dáı, se

n > k, então xn ∈ (a− ε, a).

Em resumo, temos que de fato

lim
n→∞

xn = a.

�

Demonstração do caso 2: Considere o subconjunto X = {x1, x2, x3, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . .}
e observemos que os elementos desse subconjunto X satisfazem

x1 > x2 > x3 > . . . > xn > xn+1 > xn+2 > . . . ≥ k.

Isso nos mostra que o subconjuntoX de números reais é não vazio e limitado inferiormente,

o que implica que existe b = infX .

Afirmamos que lim
n→∞

xn = b. Para provar isso, observe que, se b = infX teremos

a partir da definição de ı́nfimo que b é a maior quota inferior para o subconjunto X. Logo,

para qualquer ε > 0 temos que b+ ε não será uma quota inferior para X, já que b+ ε > b.

Dáı, podemos ver que existe xk ∈ X tal que b ≤ xk < b + ε. Contudo, temos

que xn < xk se n > k. Ou seja, temos que

xn ∈ (b, b+ ε).

Em resumo, temos que
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lim
n→∞

xn = b.

�

Demonstração do caso 3: Considere o subconjunto X = {x1, x2, x3, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . .}
e novamente supomos que esses elementos gozam da seguinte propriedade:

x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . . ≤ xn ≤ xn+1 ≤ xn+2 ≤ . . . ≤ k.

Ao tomarmos um subconjunto X de números reais é não vazio e limitado superiormente.

Logo, existe z = supX .

Afirmamos que lim
n→∞

xn = z. De fato, se z = supX , sabemos através da

definição de supremo, que z é a menor quota superior para o subconjunto X. E ainda,

temos que para qualquer ε > 0 que z − ε não será uma quota superior para X, já que

z − ε < z.

Por isso, existe xk ∈ X tal que z − ε < xk ≤ z. Contudo, temos que xn ≥ xk

se n > k. Dáı, como

n > k ⇒ xn ∈ (z − ε, z).
Por conseguinte, temos que

lim
n→∞

xn = z.

�

Demonstração do caso 4: Considere o subconjuntoX = {x1, x2, x3, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . .}.
Sabemos que tais elementos gozam da sequinte propriedade:

x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ . . . ≥ xn ≥ xn+1 ≥ xn+2 ≥ . . . ≥ k.

Dado subconjunto X de números reais é não vazio e limitado inferiormente.

Com isso, existe w = infX .

Agora, afirmamos que lim
n→∞

xn = w. De fato, sendo w = infX teremos através

da definição de ı́nfimo que w é a maior quota inferior para o subconjunto X. Logo, para

qualquer ε > 0 temos que w + ε não é uma quota inferior para X, já que w + ε > w.

Dáı, existe xk ∈ X com xk < w + ε. Se n > k temos que xn ≤ xk, logo

xn ∈ (w,w + ε).

Portanto, temos que

lim
n→∞

xn = w.

�
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5 INTERVALOS ENCAIXANTES

Neste caṕıtulo, abordado-se um dos assuntos mais relevantes para a compre-

ensão do teorema espectral para operadores simétricos, e que foi utilizado os livros do

Guidorizzi (2013, p. 508 - 513), Muniz Neto (2015) e Rudin (1971). Para isso, vamos

considerar uma sequência de intervalos da reta

H1 = [x1, y1], H2 = [x2, y2], H3 = [x3, y3], . . . , Hn = [xn, yn],

satisfazendo

H1 ⊇ H2 ⊇ H3 ⊇ . . . Hn−1 ⊇ Hn ⊇ Hn+1 ⊇ . . .

Figura 4 – Reta dos números reais

R
•
x1

•
x2 . . .

•
xn

•
yn . . .

•
y2

•
y1

Fonte: elaborada pelo autor.

Dáı, consideremos os subconjuntos X = {x1, x2, x3, . . . , xn−1, xn, xn+1, . . .} e

Y = {y1, y2, y3, . . . , yn−1, yn, yn+1, . . .}, em que, n ∈ N. Observemos que x1 ≤ yn para

todo n, e isso, implica que existe b = infY . Da mesma forma, temos que xn ≤ y1 para

todo n, implica que existe a = supX . Vamos observar agora que

x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . . ≤ xn−1 ≤ xn ≤ xn+1 ≤ . . .,

forma uma sequência (xn) monótona e não decrescente, e que ainda,

y1 ≥ y2 ≥ y3 ≥ . . . ≥ yn−1 ≥ yn ≥ yn+1 ≥ . . .,

forma uma sequência (yn) monótona e não crescente. Pelo resultado (9) as sequências

(xn) e (yn) são convergentes. Assim, vamos obter que

lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

yn = b.

Agora, provemos que b ≥ a. Mas, para isso, vamos supor inicialmente que b < a. Logo,

ao considerarmos que ε =
a− b

3
. Como já temos que b + ε não é cota inferior para b.

Assim, existe yk < b+ ε. Contudo, do mesmo modo, a− ε não será a cota superior para

X, o que nos mostra que existe a− ε < xm. Dáı, temos que

b+ ε = b+
a− b

3
=

3b+ a− b
3

=
2b+ a

3
,

e que,

a− ε = a− a− b
3

=
3a− a− b

3
=

2a+ b

3
.

Com isso, podemos notar que

b+ ε =
2b+ a

3
<

2a+ b

3
= a− ε,

logo, temos que yk < xm. Mas, se k = m teŕıamos que yk < xk, entretanto, ocorre apenas

o contrário. Agora, para a situação em que tenhamos k < m, passaŕıamos a ter que

ym < yk < xm o que geraria mais uma vez uma contradição. Por fim, ao tomarmos que

k > m, dáı, xk > xm e para tal situação teŕıamos que xk > yk. Logo, b ≥ a.

Agora, verifiquemos o caso em que b > a. Para isso, temos que yn ≥ b e

a ≥ xn, nesse caso poderemos reescrever o resultado do seguinte modo



34

yn + a ≥ b+ xn ⇒ yn − xn ≥ b− a.

E usando o resultado visto anteriormente, teremos que

lim
n→∞

(yn − xn) = b− a.

Decorre ainda que,

yn ≥ b > a ≥ xn
∞⋂
k=1

Hk = [a, b].

�

Dáı, podemos escrever o seguinte teorema:

Teorema 5.1 Seja {H1, ..., Hn, ...} uma sequência de intervalos encaixados tais que:

H1 ⊇ H2 ⊇ H3 ⊇ . . . ⊇ Hn−1 ⊇ Hn ⊇ Hn+1 ⊇ . . .

tal que |Hn| = yn − xn, onde Hn = [xn, yn]. Se lim
n→∞

(yn − xn) = 0, então a = b e
∞⋂
k=1

Hk = {a}.
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6 SEQUÊNCIAS LIMITADAS

Em Lima (2006, p. 25 - 27) e Muniz Neto (2015), temos que uma sequência

(xn) é dita limitada, se existir k ≥ 0 tal que |xn| ≤ k para todo n ∈ N. Em geral, uma

sequência limitada não é monótona. Contudo, é válido o seguinte resultado.

Teorema 6.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) - Se (xn) é uma sequência limitada,

então existe uma subsequência (xnk
) convergente.

Demonstração: Considere x : N → R uma sequência limitada, ou seja, |xn| ≤ k para

todo n ∈ N. Dáı, temos que xn ∈ I = [−k, k].

Vamos particionar o intervalo I, considerando o ponto médio, isto é

I = I1 ∪ I2, onde I1 = [−k, 0] e I2 = [0, k].

Agora, observemos que

x−1(I1) = {n ∈ N : xn ∈ I1},
ou x−1(I2) é um subconjunto infinito de N. Dáı, dizemos nesse caso que I1 ou I2 possui

infinitos termos da sequência.

Vamos supor que H1 = I2 possua tal propriedade. Novamente, vamos particio-

nar o intervalo H1 considerando seu ponto médio, isto significa que H1 =

[
0,
k

2

]
∪
[
k

2
, k

]
.

Como H1 contém infinitos termos da sequência, podemos supor que H2 =[
0,
k

2

]
também goza dessa propriedade.

Prosseguindo, escrevemos

H2 =

[
0,
k

4

]
∪
[
k

4
,
k

2

]
.

E supomos que H3 =

[
0,
k

4

]
contém infinitos termos da sequência.

Dáı, usando mais uma vez esse argumento constrúımos uma sequência de in-

tervalos encaixantes

H1 ⊇ H2 ⊇ H3 ⊇ . . . ⊇ Hn−1 ⊇ Hn ⊇ Hn+1 ⊇ . . .,

tal que,

‖Hj+1‖ =
k

2j
.

Além disso, como cada intervalo contém infinitos termos da sequência, pode-

mos escolher

xn1 ∈ H1, xn2 ∈ H2, xn3 ∈ H3, . . ., xnj−1
∈ Hj−1, xnj

∈ Hj, xnj+1
∈ Hj+1, . . .

com

n1 < n2 < n3 < . . . < nj−1 < nj < nj+1 < . . ..

Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes sabemos que
∞⋂
j=1

Hj = {a}, pois lim
j→∞
|Hj| = 0.

Dáı, podemos observar que

Hj+1 =

[
0,
k

2j

]
com xnj

∈ Hj =

[
0,

k

2j−1

]
,
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e se a ∈ Hj para todo j, temos que

|xnj
− a| ≤ k

2j−1
.

Assim, conclúımos que a subsequência (xnj
) é convergente, pois

lim
nj→∞

xnj
= a.

�
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7 TEOREMA ESPECTRAL

Nesse caṕıtulo trataremos do tema principal dessa dissertação e que foi pes-

quisado nos livros do Hefez e Fernandez (2016) e do Steinbruch e Winterle (1987). A

abordagem que seguiremos aqui do teorema espectral é uma forma diferente do que é

utilizado através do método dos multiplicadores de Lagrange. Iniciamos a demonstração

utilizando os operadores simétricos de dimensão dois e de dimensão três para que possa-

mos provar para a dimensão n.

7.1 Operadores simétricos de dimensão dois

Seja

(
a b

b d

)
uma matriz simétrica com entradas reais. Assim, determine-

mos o polinômio caracteŕıstico pA(t), como sendo

pA(t) = Det(tI − A),

em que Det corresponde a determinante. Mas,

tI − A = t

(
1 0

0 1

)
−

(
a b

b d

)
=

(
t− a −b
−b t− d

)
.

Assim, temos:

pA(t) = Det

(
t− a −b
−b t− d

)
= (t− a)(t− d)− b2 = t2 − (a+ d)t+ (ad− b2)

= t2 − tr(A)t+Det(A).

Dáı, o discriminante ∆pA será dado por

∆pA = [−(a+ d)]2 − 4(ad− b2)

= a2 + 2ad+ d2 − 4ad+ 4b2

= a2 + d2 − 2ad+ 4b2

= (a− d)2 + 4b2 ≥ 0,

pois a− d está elevado ao quadrado e b também está elevado ao quadrado. Com isso, pA

tem duas ráızes reais distintas ou pelo menos uma raiz com multiplicidade 2.

Agora observe que, se Det(tI − A) = 0, então tI − A é não invert́ıvel. Logo,

existe u ∈ R2 \ {(0, 0)} vetor unitário, tal que

(tI − A)u = 0 implica em Au = λ1u, λ1 = t.

Se v ∈ R2 é também um vetor unitário e ortogonal a u, conclúımos que
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〈Av, u〉 = 〈v,Au〉 = 〈v, λ1u〉 = λ1〈u, v〉 = 0,

ou seja, Av ⊥ u, isto implica que

Av = λ2v.

Logo, o operador TA associado a matriz A pode ser escrito na base α = {u, v}
da sequinte forma

[TA]αα =

(
λ1 0

0 λ2

)
.

Com base no que foi exposto acima, vamos resolver o seguinte exemplo.

Exemplo 7.1 Determine a matriz diagonalizável [TA]αα com T : R2 → R2 da matriz

simétrica A =

(
3
√

3√
3 5

)
.

Solução: Sendo o polinômio caracteŕıstico dado por

pA(t) = Det(tI − A).

Sendo,

tI − A = t

(
1 0

0 1

)
−

(
3
√

3√
3 5

)
=

(
t 0

0 t

)
−

(
3
√

3√
3 5

)
=

(
t− 3 −

√
3

−
√

3 t− 5

)
.

Assim, temos que o Det(tI − A) é

Det(tI − A) =

∣∣∣∣∣ t− 3 −
√

3

−
√

3 t− 5

∣∣∣∣∣ = (t− 3)(t− 5)− (−
√

3)(−
√

3) = t2 − 5t− 3t+ 15− 3

= t2 − 8t+ 12.

Por conseguinte, obtemos o seguinte pA(t) = t2 − 8t+ 12.

Agora, determinemos as ráızes do polinômio pA(t) que correspondem aos au-

tovalores. Logo, temos que o discriminante do pA(t) é

∆ = b2 − 4ac = (−8)2 − 4(1)(12) = 64− 48⇒ ∆ = 16.

E com isso, obtemos as ráızes

t =
−b±

√
∆

2a
=
−(−8)±

√
16

2(1)
=

8± 4

2

t1 =
8 + 4

2
=

12

2
= 6 e t2 =

8− 4

2
=

4

2
= 2.

Dáı, temos que t1 = λ1 = 6 e t2 = λ2 = 2. Portanto, o operador simétrico TA associado a

base α é

[TA]αα =

(
6 0

0 2

)
.



39

7.2 Operadores simétricos de dimensão três

Considerando agora

 a b c

b d e

c e f

 uma matriz simétrica com entradas reais,

temos que:

tI−A = t

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

−A =

 t 0 0

0 t 0

0 0 t

−
 a b c

b d e

c e f

 =

 t− a −b −c
−b t− d −e
−c −e t− f

.

Como pA(t) = Det(tI − A), deduzimos que

pA(t) = (t− a)(t− d)(t− f) + (−b)(−e)(−c) + (−c)(−b)(−e)− (−c)(t− d)(−c)

− (−b)(−b)(t− f)− (t− a)(−e)(−e)

= (t2 − dt− at+ ad)(t− f) + (be)(−c) + (−bce)− (c2)(t− d)− (b2)(t− f)

− (t− a)(e2)

= t3 − dt2 − at2 + adt− ft2 + dft+ aft− adf − bce− bce− c2t+ c2d− b2t

+ b2f − e2t+ ae2

= t3 − dt2 − at2 − ft2 + adt+ dft+ aft− c2t− b2t− e2t− adf − bce− bce

+ c2d+ b2f + ae2

= t3 − (a+ d+ f)t2 + (ad+ df + af − c2 − b2 − e2)t+ (−adf − 2bce+ c2d

+ b2f + ae2). (12)

Note que

Det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
a b c

b d e

c e f

∣∣∣∣∣∣∣
= adf + bec+ cbe− c2d− b2f − ae2

= adf + 2bce− c2d− b2f − ae2,

ou seja,

−Det(A) = −adf − 2bce+ c2d+ b2f + ae2.

Em particular, temos que

tr(A) =

 a b c

b d e

c e f

 = a+ d+ f .

Logo, fazendo as devidas substituições em (12), obtemos
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pA(t) = t3 − tr(A)t2 + (df − e2 + ad+ af − b2 − c2)t−Det(A).

Dáı, temos que pA é um polinômio cujo grau é três e portanto, existe pelo menos uma

raiz real. Isto nos permite escrever o polinômio pA do seguinte modo

pA(t) = (t− λ1)(t2 + ut+ v),

em que, λ1 é a raiz real de pA(t) que nos mostra o fato de que pA(λ1) = 0, isso nos mostra

que existe um vetor unitário v1 ∈ R3 : Av1 = λ1v1.

Consideremos agora,

v⊥1 = {v ∈ R3 : 〈v, v1〉 = 0}.
Dáı, temos que

v ∈ v⊥1 ⇒ 〈Av, v1〉 = 〈v,Av1〉 = 〈v, λ1v1〉 = λ1〈v, v1〉 = 0⇒ Av ∈ v⊥1 .

Pelo caso anterior, existe uma base ortonormal {v2, v3} de v⊥1 , tal que,

Av2 = λ2v2 e Av3 = λ3v3.

Com isso, a base α = {v1, v2, v3} ortonormal é tal que

[A]αα =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

.

Exemplo 7.2 Dada a matriz

 3 0 −3

0 2 0

−3 0 −1

. Calcule a sua matriz diagonalizável

sendo T : R3 → R3.

Solução: Inicialmente, vamos determinar o polinômio caracteŕıstico pA(t). Para isso,

calculemos tI − A.

tI − A = t ·

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

−
 3 0 −3

0 2 0

−3 0 −1

 =

 t 0 0

0 t 0

0 0 t

−
 3 0 −3

0 2 0

−3 0 −1



=

 t− 3 0 3

0 t− 2 0

3 0 t+ 1

 .

Já o Det(tI − A) é

Det(tI − A) =

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 0 3

0 t− 2 0

3 0 t+ 1

∣∣∣∣∣∣∣
t− 3 0

0 t− 2

3 0

= (t− 3)(t− 2)(t+ 1)− 3 · 3(t− 2)

= t3 − 4t2 + t+ 6− 9t+ 18

= t3 − 4t2 − 8t+ 24
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E assim, temos que o polinômio caracteŕıstico pA(t) é dado por

pA(t) = t3 − 4t2 − 8t+ 24

pA(t) = (t− 2)(t2 − 2t− 12).

As ráızes do polinômio caracteŕıstico pA(t) é t1 = 2, t2 = 1−
√

3 e t3 = 1 +
√

3.

Portanto, a matriz A diagonalizável é

[TA]αα =

 2 0 0

0 1−
√

3 0

0 0 1 +
√

3

 .

7.3 Operadores simétricos de dimensão n

Vamos considerar uma matriz simétrica cujas entradas são números reais e a

dimensão é n e que será dada por A = (aij). Fazendo o produto entre a matriz simétrica

A com a matriz coluna x, obtemos

Ax =



a11 a12 · · · a1i · · · a1n

a12 a22 · · · a2i · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...

a1i a2i · · · aii · · · ain
...

...
. . .

...
. . .

...

a1n a2n · · · ain · · · ann


·



x1

x2
...

xi
...

xn



Ax =



a11x1 + a12x2 + . . .+ a1ixi + . . .+ a1nxn

a12x1 + a22x2 + . . .+ a2ixi + . . .+ a2nxn
...

a1ix1 + a2ix2 + . . .+ aiixi + . . .+ ainxn
...

a1nx1 + a2nx2 + . . .+ ainxi + . . .+ annxn


,

ou seja,

Ax =

(
n∑
i=1

a1ixi,

n∑
i=1

ai2xi, . . . ,

n∑
i=1

ainxi

)
. (13)

Por outro lado, denotando cada linha da matriz A por Ai com i = 1, . . . , n,

temos que

A1 = (a11, a12, . . . , a1n), . . . , Ai = (a1i, a2i, . . . , ain), . . . , An = (a1n, a2n, . . . , ann).

Assim, 
〈A1, x〉 = 〈(a11, . . . , a1n), (x1, . . . , xn)〉 = a11x1 + . . .+ a1nxn
...

〈An, x〉 = 〈(a1n, . . . , ann), (x1, . . . , xn)〉 = a1nx1 + . . .+ annxn.

(14)
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Logo, podemos escrever a equação (13) da seguinte maneira

Ax = (〈A1, x〉, . . . , 〈An, x〉).
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|〈A1, x〉| ≤ ||A1||||x||, . . . , |〈An, x〉| ≤ ||An||||x||.

Consequentemente podemos escrever

||Ax||2 = (〈A1, x〉)2 + (〈A2, x〉)2 + . . .+ (〈An, x〉)2

≤ (||A1||||x||)2 + (||A2||||x||)2 + . . .+ (||An||||x||)2

= (||A1||2 + ||A2||2 + . . .+ ||An||2)||x||2.

Ou seja,

||Ax||2 ≤ (||A1||2 + ||A2||2 + . . .+ ||An||2)||x||2. (15)

Tomando-se um caso particular em que ||x||2 = 1, a relação anterior poderá

ser escrita como

||Ax||2 ≤ ||A1||2 + ||A2||2 + . . .+ ||An||2.

Levando em conta que

||A||2 = 〈A,A〉 = tr(AAt) =
n∑

i,j=1

a2ij =
n∑
i=1

||Ai||2

deduzimos

||Ax|| ≤
√
||A1||2 + ||A2||2 + . . .+ ||An||2 = ||A||,

ou seja,

||Ax|| ≤ ||A||, (16)

para todo x ∈ Rn com ||x|| = 1.

Considere Sn−1 = {x ∈ Rn : ||x||2 = 1} e f1 : Sn−1 → R, definida por

f1(x) = 〈Ax, x〉. (17)

Utilizando as relações contidas em (14), obtemos

f1(x) = 〈Ax, x〉 = 〈(〈A1, x〉, . . . , 〈An, x〉), (x1, . . . , xn)〉

= a11x
2
1 + . . .+ a1nx1xn + . . .+ a1nx1xn + . . .+ annx

2
n,
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ou seja,

f1(x) = a11x
2
1 + . . .+ a1nx1xn + . . .+ a1nx1xn + . . .+ annx

2
n. (18)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|f1(x)| = |〈Ax, x〉| ≤ ||Ax||||x|| ≤ ||A||,
pois e ||x|| = 1 e ||Ax|| ≤ ||A|| por (16).

Dáı, conclúımos que o subconjunto Y1 = {f1(x) ∈ R : x ∈ Sn−1} é limitado

em R. Portanto, possui supremo. Se b1 = supY1 , sabemos que dado k ∈ N, temos que

b1 −
1

k
não é cota superior de Y1, logo existe f1(xk) ∈ Y1, xk ∈ Sn−1, tal que

b1 −
1

k
≤ f1(xk) < b1,

isto é,

|f1(xk)− b1| <
1

k
. (19)

Observe que xk = (x1,k, x2,k, x3,k, . . . , xn,k) satisfaz a relação

x21,k + x22,k + x23,k + . . .+ x2n,k = 1, para cada k ∈ N.

Logo, cada coordenada xi,k satisfaz |xi,k| ≤ 1. Sendo |x1,k| ≤ 1 podemos usar o Teorema

6.1 para garantir que a sequência (x1,k)k∈N possui uma subsequência convergente. Com

isso, temos que existe um subconjunto infinito N1 = {n1
1, n

1
2, . . . , n

1
k, . . .} ⊂ N de modo

que

lim
n1
k→∞

x1,n1
k

= c11,

sendo n1
k ∈ N1.

Ao restringirmos x2,k ao subconjunto N1, isto é, x2,k : N1 → R, sendo que

|x2,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

mais especificamente para todo n1
k ∈ N1. Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto

infinito N2 = {n2
1, n

2
2, . . . , n

2
k, . . .} ⊂ N1 tal que

lim
n2
k→∞

x2,n2
k

= c12,

logo, temos que (x2,n2
k
) com n2

k ∈ N2 é convergente.

Usando o mesmo argumento anterior, restrigimos x3,k ao subconjunto N2, ou

seja, x3,k : N2 → R. Como

|x3,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo n2
k ∈ N2. Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

N3 = {n3
1, n

3
2, . . . , n

3
k, . . .} ⊂ N2 tal que

lim
n3
k→∞

x3,n3
k

= c13,

logo, temos que (x3,k) com n3
k ∈ N3 é convergente.

Com isso, realizando-se o processo repetidamente conseguiremos chegar ao

xn,k. Dáı, restrigimos xn,k ao subconjunto infinito Nn−1 = {nn−11 , nn−12 , . . . , nn−1k , . . .}, ou

melhor, xn,k : Nn−1 → R. Já que
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|xn,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular, para todo nn−1k ∈ Nn−1. Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

Nn = {nn1 , nn2 , . . . , nnk , . . .} ⊂ Nn−1 tal que

lim
nn
k→∞

xn,nn
k

= c1n,

logo, temos que (xn,k), n
n
k ∈ Nn é convergente. Levando em consideração que

Nn ⊂ Nn−1 ⊂ Nn−2 ⊂ . . . ⊂ N3 ⊂ N2 ⊂ N1,

temos que

lim
nn
k→∞

xi,nn
k

= c1i ,

para i = 1, 2, 3, . . . , n.

Por outro lado, a relação (10), implica que

lim
nn
k→∞

x2i,ni
k

= (c1i )
2, (20)

para i = 1, . . . , n e nnk ∈ Nn.

Contudo, usando a relação (18), obtemos

f1(xk,nn
k
) = a11x

2
1,nn

k
+ . . .+ a1nx1,nn

k
xn,nn

k
+ . . .+ a1nx1,nn

k
xn,nn

k
+ . . .+ annx

2
n,nn

k
. (21)

Com base na relação (19), deduzimos

|f1(xk,nn
k
)− b1| <

1

nnk
,

ou seja,

lim
nn
k→∞

f1(xk,nn
k
) = b1.

Ao tomarmos a relação (18) e substituindo x por c1, obtemos que

f1(c1) = a11(c
1
1)

2 + . . .+ a1nc
1
1c

1
n + . . .+ a1nc

1
1c

1
n + . . .+ ann(c1n)2,

onde c1 = (c11, c
1
2, c

1
3, . . . , c

1
n). E utilizando 3.1.4 e 3.1.7, podemos concluir que

lim
nn
k→∞

f1(xk,nn
k
) = f1(c1).

Dáı, usando o Teorema 3.1 (Unicidade do limite), temos que

f1(c1) = b1.

E, considerando que
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x21,k + x22,k + x23,k + . . .+ x2n,k = 1,

para k ∈ Nn, usando a equação (20), temos que

lim
k→∞

(x21,k + x22,k + . . .+ x2n,k) = (c11)
2 + (c12)

2 + . . .+ (c1n)2 = 1.

O que implicará que

c1 = (c11, c
1
2, c

1
3, . . . , c

1
n) ∈ Sn−1,

de modo que f1(c1) = supY1 . A seguir, temos que f1(c1) ≥ f1(x) para todo x ∈ Sn−1.
Seja w1 ∈ Rn : 〈w1, c1〉 = 0 com ||w1|| = 1. Em seguida, considere γ1 :

(−ε, ε)→ Rn definida por

γ1(t) = cos (t)c1 + sen (t)w1.

Observe que

〈γ1(t), γ1(t)〉 = 〈cos (t)c1 + sen (t)w1, cos (t)c1 + sen (t)w1〉

= 〈cos (t)c1, cos (t)c1〉+ 〈cos (t)c1, sen (t)w1〉+ 〈sen (t)w1, cos (t)c1〉

+ 〈sen (t)w1, sen (t)w1〉

= cos2 (t)〈c1, c1〉+ cos (t)sen (t)〈c1, w1〉+ cos (t)sen (t)〈c1, w1〉+ sen2(t)〈w1, w1〉

= cos2 (t)〈c1, c1〉+ 2 cos (t)sen (t)〈c1, w1〉+ sen2(t)〈w1, w1〉

= cos2 (t) + sen2 (t)

= 1,

pois 〈c1, c1〉 = 〈w1, w1〉 = 1 e 〈c1, w1〉 = 0. Logo,

γ1(t) ⊂ Sn−1, γ1(0) = c1 e γ′1(0) = w1.

Em particular,

f1(c1) ≥ f1(γ1(t)) ∀ t ∈ (−ε, ε),

pois γ1(t) ⊂ Sn para t ∈ (−ε, ε).
Considere agora a função g1 : (−ε, ε)→ R com g1(t) = f1(γ1(t)). Então, temos

que

g1(t) = 〈Aγ1(t), γ1(t)〉 = 〈A(cos (t)c1 + sen (t)w1), cos (t)c1 + sen (t)w1〉

= 〈A cos (t)c1 + Asen (t)w1, cos (t)c1 + sen (t)w1〉

= 〈A cos (t)c1, cos (t)c1 + sen (t)w1〉

+ 〈Asen (t)w1, cos (t)c1 + sen (t)w1〉

= cos2 (t)〈A(c1), c1〉+ cos (t)sen (t)〈A(c1), w1〉

+ cos(t)sen (t)〈A(w1), c1〉+ sen2 (t)〈A(w1), w1〉

= cos2(t)〈A(c1), c1〉+
1

2
sen (2t)(〈A(c1), w1〉+ 〈A(w1), c1〉)

+ sen2(t)〈A(w1), w1〉.

Tomemos como base a simetria de A, assim, podemos escrever

〈A(c1), w1〉 = 〈c1, A(w1)〉 = 〈A(w1), c1〉.



46

Isso nos permite concluir que

g1(t) = f1(γ1(t)) = cos2(t)〈A(c1), c1〉+ sen(2t)〈A(c1), w1〉+ sen2(t)sen t〈A(w1), w1〉.
Em continuação, temos que a derivada de g′1(t) é

g′1(t) = −2sen(t)cos(t)〈A(c1), c1〉+ 2 cos(2t)〈A(c1), w1〉+ 2sen(t) cos(t)〈A(w1), w1〉.
Como g1(0) = f1(c1) é ponto de máximo, temos que g′1(0) = 0. Mas,

g′1(0) = 2〈A(c1), w1〉,
ou seja,

〈A(c1), w1〉 = 0, (22)

para todo w1 ⊥ c1.

Vamos considerar β1 = {c1, w1
1, w

1
2, w

1
3, . . . , w

1
n−1} uma base ortonormal de Rn,

w1
i ∈ c⊥1 e com base na relação (22) segue

A(c1) = 〈A(c1), c1〉c1 +
n−1∑
i=1

〈A(c1), w
1
i 〉w1

i = f1(c1)c1.

Portanto, obtemos a identidade

A(c1) = λ1c1, (23)

com λ1 = f1(c1) = maxf1(x), x ∈ Sn−1.
Agora, consideremos

W1 = {x ∈ Rn : 〈x, c1〉 = 0}.
Logo, para x ∈ W1 temos que

〈A(x), c1〉 = 〈x,A(c1)〉 = 〈x, λ1c1〉 = λ1〈x, c1〉 = 0.

Assim, decorre que A(x) ∈ W1, já que x ⊥ c1.

Figura 5 – Subespaço vetorial W1

c1

Ax

x

W1

Fonte: elaborada pelo autor.

Isso nos permite definir um operador simétrico AW1 : W1 → W1, que é a

restrição de A ao subespaço vetorial W1, ou seja, AW1(x) = A(x), para todo x ∈ W1.

Agora, consideremos Sn−2 = {x ∈ Rn ∩W1 : ||x||2 = 1} e f2 : Sn−2 → R, definida por

f2(x) = 〈AW1x, x〉 = 〈Ax, x〉. (24)

Portanto, usando as relações contidas em (14), obtemos

f2(x) = 〈Ax, x〉 = 〈(〈A1, x〉, . . . , 〈An, x〉), (x1, . . . , xn)〉

= a11x
2
1 + . . .+ a1nx1xn + . . .+ a1nx1xn + . . .+ annx

2
n,
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ou seja,

f2(x) = a11x
2
1 + . . .+ a1nx1xn + . . .+ a1nx1xn + . . .+ annx

2
n. (25)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|f2(x)| = |〈Ax, x〉| ≤ ||Ax||||x|| ≤ ||A||,
pois ||x|| = 1 e ||Ax|| ≤ ||A|| por (16).

Dáı, conclúımos que o subconjunto Y2 = {f2(x) ∈ R : x ∈ Sn−2} é limitado

em R. Portanto, possui supremo. Se b2 = supY2 . Sabemos que dado k ∈ N, temos que

b2 −
1

k
não é cota superior de Y2, logo existe f2(xk) ∈ Y2, xk ∈ Sn−2 tal que

b2 −
1

k
≤ f2(xk) < b2,

isto é,

|f2(xk)− b2| <
1

k
. (26)

Observando que xk = (x1,k, x2,k, x3,k, . . . , xn,k) satisfaz a relação

x21,k + x22,k + x23,k + . . .+ x2n,k = 1, para cada k ∈ N.

Logo, cada coordenada xi,k satisfaz |xi,k| ≤ 1. Sendo |x1,k| ≤ 1 podemos usar o Teorema

6.1 para garantir que a sequência (x1,k)k∈N possui uma subsequência convergente. Com

isso, temos que existe um subconjunto infinito NW1
1 = {n1

1, n
1
2, . . . , n

1
k, . . .} ⊂ N de modo

que

lim
n1
k→∞

x1,n1
k

= c21,

sendo n1
k ∈ NW1

1 .

Agora restrinjamos x2,k ao subconjunto NW1
1 , isto é, x2,k : NW1

1 → R, já que,

|x2,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo n1
k ∈ NW1

1 . Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NW1
2 = {n2

1, n
2
2, . . . , n

2
k, . . .} ⊂ NW1

1 tal que

lim
n2
k→∞

x2,n2
k

= c22,

logo, temos que (x2,n2
k
) com n2

k ∈ NW1
2 é convergente.

Usando o mesmo argumento anterior, restrigimos x3,k ao subconjunto NW1
2 , ou

seja, x3,k : NW1
2 → R. Como

|x3,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo n2
k ∈ NW1

2 . Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NW1
3 = {n3

1, n
3
2, . . . , n

3
k, . . .} ⊂ NW1

2 tal que

lim
n3
k→∞

x3,n3
k

= c23,

logo, temos que (x3,k) com n3
k ∈ NW1

3 é convergente.

Com isso, realizando-se o processo repetidamente conseguiremos chegar ao

xn,k. Dáı, restrigimos xn,k ao subconjunto infinito NW1
n−1 = {nn−11 , nn−12 , . . . , nn−1k , . . .}, ou

melhor, xn,k : NW1
n−1 → R. Já que,
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|xn,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo nn−1k ∈ NW1
n−1. Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NW1
n = {nn1 , nn2 , . . . , nnk , . . .} ⊂ NW1

n−1 tal que

lim
nn
k→∞

xn,nn
k

= c2n,

logo, temos que (xn,k), n
n
k ∈ NW1

n é convergente.

Portanto, temos que

NW1
n ⊂ NW1

n−1 ⊂ NW1
n−2 ⊂ . . . ⊂ NW1

3 ⊂ NW1
2 ⊂ NW1

1 .

Por outro lado, a relação (10), implica que

lim
ni
k→∞

x2i,ni
k

= (c2i )
2, (27)

para i = 1, . . . , n e nik ∈ NW1 .

Agora, usando a relação (25), temos que

f2(xk,nn
k
) = a11x

2
1,nn

k
+ . . .+ a1nx1,nn

k
xn,nn

k
+ . . .+ a1nx1,nn

k
xn,nn

k
+ . . .+ annx

2
n,nn

k
. (28)

Com base, na relação (26), obtemos que

|f2(xk,nn
k
)− b2| <

1

nnk
,

ou seja,

lim
nn
k→∞

f2(xk,nn
k
) = b2.

Agora, tomemos a relação (25) e calculemos f2(c2), com c2 = (c21, c
2
2, c

2
3, . . . , c

2
n).

Logo, obtemos que

f2(c2) = a11(c
2
1)

2 + . . .+ a1nc
2
1c

2
n + . . .+ a1nc

2
1c

2
n + . . .+ ann(c2n)2.

E utilizando 3.1.4 e 3.1.7, podemos concluir que

lim
nn
k→∞

f2(xk,nn
k
) = f2(c2).

Dáı, usando o Teorema 3.1 (Unicidade do limite), temos que

f2(c2) = b2.

Agora, consideremos que

x21,k + x22,k + x23,k + . . .+ x2n,k = 1,

para k ∈ NW1
n , usando a equação (27), temos que
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lim
k→∞

(x21,k + x22,k + . . .+ x2n,k) = (c21)
2 + (c22)

2 + . . .+ (c2n)2 = 1.

O que implicará que

c2 = (c21, c
2
2, c

2
3, . . . , c

2
n) ∈ Sn−2,

de modo que f2(c) = supY2 . Dáı, temos que f2(c2) ≥ f2(x) para todo x ∈ Sn−2.
Seja w2 ∈ Rn : 〈w2, c2〉 = 〈w2, c1〉 = 0 com ||w2|| = 1. Assim, temos que

γ2 : (−ε, ε)→ Rn definida por

γ2(t) = cos (t)c2 + sen (t)w2.

Observe que

〈γ2(t), γ2(t)〉 = 〈cos (t)c2 + sen (t)w2, cos (t)c2 + sen (t)w2〉

= 〈cos (t)c2, cos (t)c2〉+ 〈cos (t)c2, sen (t)w2〉+ 〈sen (t)w2, cos (t)c2〉

+ 〈sen (t)w2, sen (t)w2〉

= cos2 (t)〈c2, c2〉+ cos (t)sen (t)〈c2, w2〉+ cos (t)sen (t)〈c2, w2〉+ sen2(t)〈w2, w2〉

= cos2 (t)〈c2, c2〉+ 2 cos (t)sen (t)〈c2, w2〉+ sen2(t)〈w2, w2〉

= cos2 (t) + sen2 (t)

= 1,

pois 〈c2, c2〉 = 〈w2, w2〉 = 1 e 〈c2, w2〉 = 0.

Logo,

γ2(t) ⊂ Sn−2, γ2(0) = c2 e γ′2(0) = w2.

Em particular,

f2(c2) ≥ f2(γ2(t)) ∀ t ∈ (−ε, ε),
pois γ2(t) ⊂ Sn para t ∈ (−ε, ε).

Considere agora a função g2 : (−ε, ε) → R com g2(t) = f2(γ2(t)). Dáı, temos

que

g2(t) = 〈Aγ2(t), γ2(t)〉 = 〈A(cos (t)c2 + sen (t)w2), cos (t)c2 + sen (t)w2〉

= 〈A cos (t)c2 + Asen (t)w2, cos (t)c2 + sen (t)w2〉

= 〈A cos (t)c2, cos (t)c2 + sen (t)w2〉

+ 〈Asen (t)w2, cos (t)c2 + sen (t)w2〉

= cos2 (t)〈A(c2), c2〉+ cos (t)sen (t)〈A(c2), w2〉

+ cos(t)sen (t)〈A(w2), c2〉+ sen2 (t)〈A(w2), w2〉

= cos2(t)〈A(c2), c2〉+
1

2
sen (2t)(〈A(c2), w2〉+ 〈A(w2), c2〉)

+ sen2(t)〈A(w2), w2〉.

E tomemos como base, a simetria de A, assim, podemos escrever o seguinte:

〈A(c2), w2〉 = 〈c2, A(w2)〉 = 〈A(w2), c2〉.
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Isso nos permite concluir que

g2(t) = f2(γ2(t)) = cos2(t)〈A(c2), c2〉+ sen(2t)〈A(c2), w2〉+ sen2(t)sen t〈A(w2), w2〉.
Dáı, temos que a derivada de g′2(t) é

g′2(t) = −2sen(t)cos(t)〈A(c2), c2〉+ 2 cos(2t)〈A(c2), w2〉+ 2sen(t) cos(t)〈A(w2), w2〉.
Como g2(0) = f2(c2) é ponto de máximo, logo, temos que g′2(0) = 0. Mas,

g′2(0) = 2〈A(c2), w2〉,
ou seja,

〈A(c2), w2〉 = 0, (29)

para todo w2 ⊥ c2.

Agora, consideremos β2 = {c2, w2
1, w

2
2, w

2
3, . . . , w

2
n−2} uma base ortonormal de

W1, w
2
i ∈ c2 e com base na relação anterior (29) segue o seguinte:

A(c2) = 〈A(c2), c2〉c2 +
n−2∑
i=1

〈A(c2), w
2
i 〉w2

i = f2(c2)c2.

Dáı, obtemos a identidade

A(c2) = λ2c2, (30)

com λ2 = f2(c2) = maxf2(x) : x ∈ Sn−2.
Agora, consideremos

W2 = {x ∈ Rn : 〈x, c1〉 = 〈x, c2〉 = 0}.
Logo, para x ∈ W2 temos que

〈A(x), ci〉 = 〈x,A(ci)〉 = 〈x, λici〉 = λi〈x, ci〉 = 0, i = 1, 2.

Assim, decorre que A(x) ∈ W2, já que A(x) ⊥ ger{c1, c2}.

Figura 6 – Subespaço vetorial W2

ger{c1, c2}

Ax

x

W2

Fonte: elaborada pelo autor.

Isso nos permite definir um operador simétrico AW2 : W2 → W2, que é a

restrição de A ao subespaço vetorial W2, ou seja, AW2(x) = A(x).

Agora, consideremos Sn−3 = {x ∈ Rn ∩ W2 : ||x||2 = 1} e f3 : Sn−3 → R,

definida por

f3(x) = 〈AW2x, x〉 = 〈Ax, x〉. (31)



51

Agora, usando as relações contidas em (14), obtemos:

f3(x) = 〈AW3x, x〉 = 〈(〈A1, x〉, . . . , 〈An, x〉), (x1, . . . , xn)〉

= a11x
2
1 + . . .+ a1nx1xn + . . .+ a1nx1xn + . . .+ annx

2
n,

ou seja,

f3(x) = a11x
2
1 + . . .+ a1nx1xn + . . .+ a1nx1xn + . . .+ annx

2
n. (32)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|f3(x)| = |〈Ax, x〉| ≤ ||Ax||||x|| ≤ ||A||,
pois ||Ax|| ≤ ||A|| por (16) e ||x|| = 1.

Dáı, conclúımos que o subconjunto Y3 = {f3(x) ∈ R : x ∈ Sn−3} é limitado

em R. Portanto, possui supremo. Se b3 = supY3 . Sabemos que dado k ∈ N, temos que

b3 −
1

k
não é cota superior de Y3, logo existe f3(xk) ∈ Y , xk ∈ Sn−3 tal que

b3 −
1

k
≤ f3(xk) < b3,

isto é,

|f3(xk)− b3| <
1

k
. (33)

Observando que xk = (x1,k, x2,k, x3,k, . . . , xn,k) satisfaz a relação

x21,k + x22,k + x23,k + . . .+ x2n,k = 1, para cada k ∈ N.

Logo, cada coordenada xi,k satisfaz |xi,k| ≤ 1. Sendo |x1,k| ≤ 1 podemos usar

o Teorema 6.1 para garantir que a sequência (x1,k)k∈N possui uma subsequência conver-

gente. Com isso, temos que existe um subconjunto infinito NW2
1 = {n1

1, n
1
2, . . . , n

1
k, . . .} ⊂ N

de modo que

lim
n1
k→∞

x1,n1
k

= c31,

sendo n1
k ∈ NW2

1 .

Agora restrinjamos x2,k ao subconjunto NW2
1 , isto é, x2,k : NW2

1 → R, já que,

|x2,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo n1
k ∈ NW2

1 . Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NW2
2 = {n2

1, n
2
2, . . . , n

2
k, . . .} ⊂ NW2

1 tal que

lim
n2
k→∞

x2,n2
k

= c32,

logo, temos que (x2,n2
k
) com n2

k ∈ NW2
2 é convergente.

Usando o mesmo argumento anterior, restrigimos x3,k ao subconjunto NW2
2 , ou

seja, x3,k : NW2
2 → R. Como

|x3,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo n2
k ∈ NW2

2 . Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NW2
3 = {n3

1, n
3
2, . . . , n

3
k, . . .} ⊂ NW2

2 tal que
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lim
n3
k→∞

x3,n3
k

= c33,

logo, temos que (x3,k) com n3
k ∈ NW2

3 é convergente.

Com isso, realizando-se o processo repetidamente conseguiremos chegar ao

xn,k. Dáı, restrigimos xn,k ao subconjunto infinito NW2
n−1 = {nn−11 , nn−12 , . . . , nn−1k , . . .}, ou

melhor, xn,k : NW2
n−1 → R. Já que,

|xn,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo nn−1k ∈ NW2
n−1. Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NW2
n = {nn1 , nn2 , . . . , nnk , . . .} ⊂ NW2

n−1 tal que

lim
nn
k→∞

xn,nn
k

= c3n,

logo, temos que (xn,k), n
n
k ∈ NW2

n é convergente.

Portanto, temos que

NW2
n ⊂ NW2

n−1 ⊂ NW2
n−2 ⊂ . . . ⊂ NW2

3 ⊂ NW2
2 ⊂ NW2

1 . (34)

Por outro lado, a relação (10), implica que

lim
ni
k→∞

x2i,ni
k

= (c3i )
2, (35)

para i = 1, . . . , n e nik ∈ N. Além disso, a equação (34) também implica que

lim
nn
k→∞

x2i,nn
k

= (ci)
2 (36)

Agora, usando a relação (32), temos que

f3(xk,nn
k
) = a11x

2
1,nn

k
+ . . .+ a1nx1,nn

k
xn,nn

k
+ . . .+ a1nx1,nn

k
xn,nn

k
+ . . .+ annx

2
n,nn

k
. (37)

Com base, na relação (33), obtemos que

|f3(xk,nn
k
)− b3| <

1

nnk
.

Mas,

lim
nn
k→∞

f3(xk,nn
k
) = b3.

Agora, tomemos a relação (32) e façamos f3(c3), onde c3 = (c31, c
3
2, c

3
3, . . . , c

3
n−1, c

3
n).

Logo, obtemos que

f3(c3) = a11(c
3
1)

2 + . . .+ a1nc
3
1c

3
n + . . .+ a1nc

3
1c

3
n + . . .+ ann(c3n)2.
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E utilizando 3.1.4 e 3.1.7, podemos concluir que

lim
nn
k→∞

f3(xk,nn
k
) = f3(c3).

Dáı, usando o Teorema 3.1 (Unicidade do limite), temos que

f3(c3) = b3.

Agora, consideremos que

x21,k + x22,k + x23,k + . . .+ x2n,k = 1,

para k ∈ Nn, usando a equação (35), temos que

lim
k→∞

(x21,k + x22,k + . . .+ x2n,k) = (c31)
2 + (c32)

2 + . . .+ (c3n)2 = 1.

O que implicará que

c3 = (c31, c
3
2, c

3
3, . . . , c

3
n) ∈ Sn−3,

de modo que f3(c3) = supY3 . Dáı, temos que f3(c3) ≥ f3(x) para todo x ∈ Sn−3.
Seja w3 ∈ Rn : 〈w3, c3〉 = 〈w3, c2〉 = 〈w3, c1〉 = 0, com ||w3|| = 1. Agora,

considere γ3 : (−ε, ε)→ Rn definida por

γ3(t) = cos (t)c3 + sen (t)w3.

Observe que

〈γ3(t), γ3(t)〉 = 〈cos (t)c3 + sen (t)w3, cos (t)c3 + sen (t)w3〉

= 〈cos (t)c3, cos (t)c3〉+ 〈cos (t)c3, sen (t)w3〉+ 〈sen (t)w3, cos (t)c3〉

+ 〈sen (t)w3, sen (t)w3〉

= cos2 (t)〈c3, c3〉+ cos (t)sen (t)〈c3, w3〉+ cos (t)sen (t)〈c3, w3〉+ sen2(t)〈w3, w3〉

= cos2 (t)〈c3, c3〉+ 2 cos (t)sen (t)〈c3, w3〉+ sen2(t)〈w3, w3〉

= cos2 (t) + sen2 (t)

= 1,

pois 〈c3, c3〉 = 〈w3, w3〉 = 1 e 〈c3, w3〉 = 0.

Logo,

γ3(t) ⊂ Sn−3, γ3(0) = c3 e γ′3(0) = w3.

Em particular,

f3(c3) ≥ f3(γ3(t)) ∀ t ∈ (−ε, ε),
pois γ3(t) ⊂ Sn para t ∈ (−ε, ε).

Considere agora a função g3 : (−ε, ε) → R com g3(t) = f3(γ3(t)). Dáı, temos
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que

g3(t) = 〈Aγ3(t), γ3(t)〉 = 〈A(cos (t)c3 + sen (t)w3), cos (t)c3 + sen (t)w3〉

= 〈A cos (t)c3 + Asen (t)w3, cos (t)c3 + sen (t)w3〉

= 〈A cos (t)c3, cos (t)c3 + sen (t)w3〉

+ 〈Asen (t)w3, cos (t)c3 + sen (t)w3〉

= cos2 (t)〈A(c3), c3〉+ cos (t)sen (t)〈A(c3), w3〉

+ cos(t)sen (t)〈A(w3), c3〉+ sen2 (t)〈A(w3), w3〉

= cos2(t)〈A(c3), c3〉+
1

2
sen (2t)(〈A(c3), w3〉+ 〈A(w3), c3〉)

+ sen2(t)〈A(w3), w3〉.

E tomemos como base, a simetria de A, assim, podemos escrever o seguinte:

〈A(c3), w3〉 = 〈c3, A(w3)〉 = 〈A(w3), c3〉.
Isso nos permite concluir que

g3(t) = f3(γ3(t)) = cos2(t)〈A(c3), c3〉+ sen(2t)〈A(c3), w3〉+ sen2(t)sen t〈A(w3), w3〉.
Dáı, temos que a derivada de g′3(t) é

g′3(t) = −2sen(t)cos(t)〈A(c3), c3〉+ 2 cos(2t)〈A(c3), w3〉+ 2sen(t) cos(t)〈A(w3), w3〉.
Como g3(0) = f3(c3) é ponto de máximo, logo, temos que g′3(0) = 0. Mas,

g′3(0) = 2〈A(c3), w3〉,
ou seja,

〈A(c3), w3〉 = 0, (38)

para todo w3 ⊥ c3.

Agora, consideremos β3 = {c3, w3
1, w

3
2, w

3
3, . . . , w

3
n−3} uma base ortonormal de

W2, w
3
i ∈ c3 e com base na relação anterior (38) segue o seguinte:

A(c3) = 〈A(c3), c3〉c3 +
n−3∑
i=1

〈A(c3), w
3
i 〉w3

i = f3(c3)c3.

Dáı, obtemos a identidade

A(c3) = λ3c3, (39)

com λ3 = f3(c3).

Agora, consideremos

W3 = {x ∈ Rn : 〈x, c1〉 = 〈x, c2〉 = 〈x, c3〉 = 0}.
Logo, para x ∈ W3 temos que

〈A(x), ci〉 = 〈x,A(ci)〉 = 〈x, λ3ci〉 = λ3〈x, ci〉 = 0, com i = 1, 2, 3.

Assim, decorre que A(x) ∈ W3, já que A(x) ⊥ c3.

Isso nos permite definir um operador simétrico AW3 : W3 → W3, que é a res-

trição de A ao subespaço vetorial W3, ou seja, AW3(x) = A(x). Pelos mesmos argumentos



55

Figura 7 – Subespaço vetorial W3

ger{c1, c2, c3}

Ax

x

W3

Fonte: elaborada pelo autor.

anterior, existe

c4 ∈ W3 : Ac4 = λ4 · c4.

E assim, podemos facilmente ver que o processo é repetitivo. Logo, consi-

deremos S1 = {x ∈ Rn ∩ Wn−1 : ||x||2 = 1}, onde Wn−1 = ger{c1, c2, c3, . . . , cn−1} e

fn : S1 → R, definida por

fn(x) = 〈AWn−1x, x〉 = 〈Ax, x〉. (40)

Agora, usando as relações contidas em (14), obtemos:

fn(x) = 〈Ax, x〉 = 〈(〈A1, x〉, . . . , 〈An, x〉), (x1, . . . , xn)〉

= a11x
2
1 + . . .+ a1nx1xn + . . .+ a1nx1xn + . . .+ annx

2
n,

ou seja,

fn(x) = a11x
2
1 + . . .+ a1nx1xn + . . .+ a1nx1xn + . . .+ annx

2
n. (41)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|fn(x)| = |〈Ax, x〉| ≤ ||Ax||||x|| ≤ ||A||,
pois ||Ax|| ≤ ||A|| por (16) e ||x|| = 1.

Dáı, conclúımos que o subconjunto Yn = {fn(x) ∈ R : x ∈ S1} é limitado em

R. Portanto, possui supremo. Se bn = supYn . Sabemos que dado k ∈ N, temos que bn−
1

k
não é cota superior de Yn, logo existe fn(xk) ∈ Y , xk ∈ S1 tal que

bn −
1

k
≤ fn(xk) < bn,

isto é,

|fn(xk)− bn| <
1

k
. (42)

Observando que xk = (x1,k, x2,k, x3,k, . . . , xn,k) satisfaz a relação

x21,k + x22,k + x23,k + . . .+ x2n,k = 1, para cada k ∈ N.

Logo, cada coordenada xi,k satisfaz |xi,k| ≤ 1. Sendo |x1,k| ≤ 1 podemos usar

o Teorema 6.1 para garantir que a sequência (x1,k)k∈N possui uma subsequência conver-
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gente. Com isso, temos que existe um subconjunto infinito NWn−1

1 = {n1
1, n

1
2, . . . , n

1
k, . . .} ⊂

N de modo que

lim
n1
k→∞

x1,n1
k

= cn−11 ,

sendo n1
k ∈ NWn−1

1 .

Agora restrinjamos x2,k ao subconjunto NWn−1

1 , isto é, x2,k : NWn−1

1 → R, já

que,

|x2,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo n1
k ∈ NWn−1

1 . Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NWn−1

2 = {n2
1, n

2
2, . . . , n

2
k, . . .} ⊂ NWn−1

1 tal que

lim
n2
k→∞

x2,n2
k

= cn2 ,

logo, temos que (x2,n2
k
) com n2

k ∈ NWn−1

2 é convergente.

Usando o mesmo argumento anterior, restrigimos x3,k ao subconjunto NWn−1

2 ,

ou seja, x3,k : NWn−1

2 → R. Como

|x3,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo n2
k ∈ NWn−1

2 . Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NWn−1

3 = {n3
1, n

3
2, . . . , n

3
k, . . .} ⊂ NWn−1

2 tal que

lim
n3
k→∞

x3,n3
k

= cn3 ,

logo, temos que (x3,k) com n3
k ∈ NWn−1

3 é convergente.

Com isso, realizando-se o processo repetidamente conseguiremos chegar ao

xn,k. Dáı, restrigimos xn,k ao subconjunto infinito NWn−1

n−1 = {nn−11 , nn−12 , . . . , nn−1k , . . .}, ou

melhor, xn,k : NWn−1

n−1 → R. Já que,

|xn,k| ≤ 1 ∀ k ∈ N,

em particular para todo nn−1k ∈ NWn−1

n−1 . Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito

NWn−1
n = {nn1 , nn2 , . . . , nnk , . . .} ⊂ NWn−1

n−1 tal que

lim
nn
k→∞

xn,nn
k

= cnn,

logo, temos que (xn,k), n
n
k ∈ NWn−1

n é convergente.

Portanto, temos que

NWn−1
n ⊂ NWn−1

n−1 ⊂ NWn−1

n−2 ⊂ . . . ⊂ NWn−1

3 ⊂ NWn−1

2 ⊂ NWn−1

1 .

Por outro lado, a relação (10), implica que

lim
ni
k→∞

x2i,ni
k

= (cni )2, (43)

para i = 1, . . . , n e nik ∈ N.

Agora, usando a relação (41), temos que

fn(xk,nn
k
) = a11x

2
1,nn

k
+ . . .+ a1nx1,nn

k
xn,nn

k
+ . . .+ a1nx1,nn

k
xn,nn

k
+ . . .+ annx

2
n,nn

k
. (44)
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Com base, na relação (42), obtemos que

|fn(xk,nn
k
)− bn| <

1

nnk
.

Mas,

lim
nn
k→∞

fn(xk,nn
k
) = bn.

Agora, tomemos a relação (41) e façamos fn(cn). Logo, obtemos que

fn(cn) = a11(c
n
1 )2 + . . .+ a1n(cn1 )(cnn) + . . .+ a1n(cn1 )(cnn) + . . .+ ann(cnn)2.

E utilizando 3.1.4 e 3.1.7, podemos concluir que

lim
nn
k→∞

fn(xk,nn
k
) = fn(cn).

Dáı, usando o Teorema 3.1 (Unicidade do limite), temos que

fn(cn) = bn.

Agora, consideremos que

x21,k + x22,k + x23,k + . . .+ x2n,k = 1,

para k ∈ NWn−1
n , usando a equação (43), temos que

lim
k→∞

(x21,k + x22,k + . . .+ x2n,k) = (cn1 )2 + (cn2 )2 + . . .+ (cnn)2 = 1.

O que implicará que

cn = (cn1 , c
n
2 , c

n
3 , . . . , c

n
n) ∈ S1,

de modo que fn(cn) = supYn . Dáı, temos que fn(cn) ≥ fn(x) para todo x ∈ S1.

Seja wi ∈ Rn : 〈wi, ci〉 = 0, i = 1, 2, 3, . . . , n com ||wn|| = 1. Agora, seja

γn : (−ε, ε)→ Rn definida por

γn(t) = cos (t)cn + sen (t)wn.

Observe que

〈γn(t), γn(t)〉 = 〈cos (t)cn + sen (t)wn, cos (t)cn + sen (t)wn〉

= 〈cos (t)cn, cos (t)cn〉+ 〈cos (t)cn, sen (t)wn〉+ 〈sen (t)wn, cos (t)cn〉

+ 〈sen (t)wn, sen (t)wn〉

= cos2 (t)〈cn, cn〉+ cos (t)sen (t)〈cn, wn〉+ cos (t)sen (t)〈cn, wn〉+ sen2(t)〈wn, wn〉

= cos2 (t)〈cn, cn〉+ 2 cos (t)sen (t)〈cn, wn〉+ sen2(t)〈wn, wn〉

= cos2 (t) + sen2 (t)

= 1,
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pois 〈cn, cn〉 = 〈wn, wn〉 = 1 e 〈cn, wn〉 = 0.

Logo,

γn(t) ⊂ S1, γn(0) = cn e γ′n(0) = wn.

Em particular,

fn(cn) ≥ fn(γn(t)) ∀ t ∈ (−ε, ε),
pois γn(t) ⊂ Sn para t ∈ (−ε, ε).

Considere agora a função gn : (−ε, ε)→ R com gn(t) = fn(γn(t)). Dáı, temos

que

gn(t) = 〈Aγn(t), γn(t)〉 = 〈A(cos (t)cn + sen (t)wn), cos (t)cn + sen (t)wn〉

= 〈A cos (t)cn + Asen (t)wn, cos (t)cn + sen (t)wn〉

= 〈A cos (t)cn, cos (t)cn + sen (t)wn〉

+ 〈Asen (t)wn, cos (t)cn + sen (t)wn〉

= cos2 (t)〈A(cn), cn〉+ cos (t)sen (t)〈A(cn), wn〉

+ cos(t)sen (t)〈A(wn), cn〉+ sen2 (t)〈A(wn), wn〉

= cos2(t)〈A(cn), cn〉+
1

2
sen (2t)(〈A(cn), wn〉+ 〈A(wn), cn〉)

+ sen2(t)〈A(wn), wn〉.

E tomemos como base, a simetria de A, assim, podemos escrever o seguinte:

〈A(cn), wn〉 = 〈cn, A(wn)〉 = 〈A(wn), cn〉.
Isso nos permite concluir que

gn(t) = fn(γn(t)) = cos2(t)〈A(cn), cn〉+ sen(2t)〈A(cn), wn〉+ sen2(t)sen t〈A(wn), wn〉.
Dáı, temos que a derivada de g′n(t) é

g′n(t) = −2sen(t)cos(t)〈A(cn), cn〉+ 2 cos(2t)〈A(cn), wn〉+ 2sen(t) cos(t)〈A(wn), wn〉.
Como gn(0) = fn(cn) é ponto de máximo, logo, temos que g′n(0) = 0. Mas,

g′n(0) = 2〈A(cn), wn〉,
ou seja,

〈A(cn), wn〉 = 0, (45)

para todo wn ⊥ cn.

Dáı, temos que a matriz de A com relação à base α = {c1, c2, c3, . . . , cn} é dada

por

[A]αα =



λ1 0 · · · 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...

0 0 · · · λi · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...

0 0 · · · 0 · · · λn


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isto é,

[A]αα = Diag(λ1, λ2, λ3, . . . , λn).

�

Portanto, podemos escrever o seguinte teorema:

Teorema 7.1 Seja A = (aij)n×n uma matriz simétrica com entradas reais. Então, existe

uma base ortonormal α = {a1, a2, a3, . . . , an} do Rn tal que a matriz de A será dada por

[A]αα = Diag(λ1, λ2, λ3, . . . , λn).

Observação 7.1 Como já sabemos que f1 : Sn−1 → R e que a esfera é dada por

Sn−1 = {(x1, x2, x3, . . . , xn) : x21 + x22 + . . .+ x2n = 1}.

Vamos considerar um elipsóide e suponhamos que os resultados permanecem válidos. De

fato, f(x) = 〈Ax, x〉, x ∈ En−1 e considere a função f1 : En−1 → R dada por

En−1 = {(x1, x2, x3, . . . , xn) :
x21
a21

+
x22
a22

+ . . .+
x2n
a2n

= 1, com ai ∈ R e i = 1, 2, . . . , n}.

Agora, vamos tomar uma subsequência (xk) ∈ En−1, com

xk = (x1,k, x2,k, . . . , xn,k)⇔
x21,k
(a1)2

+
x22,k
(a2)2

+ . . .+
x2n,k
(an)2

= 1.

Dáı, temos que∣∣∣∣xi,kai
∣∣∣∣2 ≤ 1⇒ |xi,k| ≤ |ai| ⇒ |xi,k| é limitada.

Portanto, ao substituirmos (xi,k) por c1i com i = 1, 2, 3, . . . , n, temos que

(c11)
2

(a1)2
+

(c12)
2

(a2)2
+ . . .+

(c1n)2

(an)2
= 1,

e como c1 = (c11, c
1
2, . . . , c

1
n), implica que c1 ∈ En−1.

Já para o caso em que f2 : En−2 → R e que a esfera é dada por

En−2 = {(x1, x2, x3, . . . , xn) :
x21
a21

+
x22
a22

+ . . .+
x2n
a2n

= 1}.

Logo, para um elipsóide, a função f2 : En−2 → R é dada por f2(x) = 〈Ax, x〉, x ∈ En−2 e

En−2 = {(x1, x2, x3, . . . , xn) :
x21
a21

+
x22
a22

+ . . .+
x2n
a2n

= 1, com ai ∈ R e i = 1, 2, . . . , n}.

Agora, vamos tomar uma subsequência (xk) ∈ En−2, com

xk = (x1,k, x2,k, . . . , xn,k)⇔
x21,k
(a1)2

+
x22,k
(a2)2

+ . . .+
x2n,k
(an)2

= 1.
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Dáı, temos que∣∣∣∣xi,kai
∣∣∣∣2 ≤ 1⇒ |xi,k| ≤ |ai| ⇒ |xi,k| é limitada.

Portanto, ao substituirmos (xi,k) por c2i com i = 1, 2, 3, . . . , n, temos que

(c21)
2

(a1)2
+

(c22)
2

(a2)2
+ . . .+

(c2n)2

(an)2
= 1,

e como c2 = (c21, c
2
2, . . . , c

2
n), implica que c2 ∈ En−2.

Vejamos agora para f3 : En−3 → R, f(x) = 〈Ax, x〉 e

En−3 = {(x1, x2, x3, . . . , xn) :
x21
a21

+
x22
a22

+ . . .+
x2n
a2n

= 1}.

Agora, vamos tomar uma subsequência (xk) ∈ En−3, com

xk = (x1,k, x2,k, . . . , xn,k)⇔
x21,k
(a1)2

+
x22,k
(a2)2

+ . . .+
x2n,k
(an)2

= 1.

Dáı, temos que∣∣∣∣xi,kai
∣∣∣∣2 ≤ 1⇒ |xi,k| ≤ |ai| ⇒ |xi,k| é limitada.

Portanto, ao substituirmos (xi,k) por c3i com i = 1, 2, 3, . . . , n, temos que

(c31)
2

(a1)2
+

(c32)
2

(a2)2
+ . . .+

(c3n)2

(an)2
= 1,

e como c3 = (c31, c
3
2, . . . , c

3
n), implica que c3 ∈ En−3.

Observemos que esse processo será repetitivo. Logo, para fn : E1 → R e

f(x) = 〈Ax, x〉

E1 = {(x1, x2, x3, . . . , xn) :
x21
a21

+
x22
a22

+ . . .+
x2n
a2n

= 1}.

Agora, vamos tomar uma subsequência (xk) ∈ E1, com

xk = (x1,k, x2,k, . . . , xn,k)⇔
x21,k
(a1)2

+
x22,k
(a2)2

+ . . .+
x2n,k
(an)2

= 1.

Dáı, temos que∣∣∣∣xi,kai
∣∣∣∣2 ≤ 1⇒ |xi,k| ≤ |ai| ⇒ |xi,k| é limitada.

Portanto, ao substituirmos (xi,k) por cni com i = 1, 2, 3, . . . , n, temos que

(cn1 )2

(a1)2
+

(cn2 )2

(a2)2
+ . . .+

(cnn)2

(an)2
= 1,
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e como cn = (cn1 , c
n
2 , . . . , c

n
n), implica que cn ∈ E1. Ou seja,o processo anterior cont́ınua

válido.

Observação 7.2 X ⊂ Rn limitado, ou seja, |x| ≤ k ∀ x ∈ X e toda sequência (xk) de

elementos de X possua uma subsequência convergente para um elemento de X teŕıamos

o mesmo resultado, ou seja, existe uma base ortonormal α = {α1, α2, α3, . . . , αn} do Rn

tal que

[A]αα = Diag(λ1, λ2, λ3, . . . , λn).
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8 CONCLUSÃO

Numa das demonstrações do Teorema Espectral, é comum usar o método

dos multiplicadores de Lagrange ver em Guidorizzi (2014, p. 323 - 332). Neste trabalho

adaptamos tal demonstração usando apenas o Teorema de Bolzano-Weierstrass na reta

conjugado com o método da diagonal de Cantor para encontrarmos os autovalores do

operador A.

Na demonstração fica evidente que podemos subistituir a esfera Sn−1 por um

subconjunto U do Rn que seja limitado, para podermos mostrar que a função auxiliar

f : U → R definida por f(x) = 〈Ax, x〉 seja limitada, além da propriedade de fechamento,

ou seja, a sequência que surge definida em U convirga para um elemento de U. Em outras

palavras, precisamos da compacidade do conjunto U.
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