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Tudo faz parte de um aprendizado, cada detalhe que acontece, cada pequeno
momento tem sua razao. Assim como a matemaética nunca é incerta, assim € a
vida, nunca ird ter um valor diferente quando calculada. O célculo é simples:
como na matemdatica nimeros negativos somados geram valores negativos e
numeros positivos, valores positivos também a vida segue esse padrao. Coen-
setise entao e lembre-se que o Unico capaz de mudar o resultado e apagar toda
a conta é Deus. Por isso lembre-se, nunca erre e deixe como se aquele erro nao
iria influenciar no calculo, mais sempre que errar pega a Deus para apagar e
nao esquega que todo papel tem um limite de ser apagado, caso contrario ele
chega ao ponto de nao ter mais utilidade. (SANTOS, 2015)



RESUMO

No presente trabalho abordamos um dos teoremas mais importantes da dlgebra linear,
denominado teorema espectral. Tendo-se como objetivo demonstra-lo para operadores
simétricos no R™. Em termos didaticos iniciamos o trabalho trazendo nogoes bésicas, tais
como: vetores linearmente dependentes, produto interno no espago vetorial em que ressal-
tamos as propriedades do produto interno, a desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaco
vetorial, os conjuntos limitados superiormente e inferiormente e o Axioma da Completude
ou Postulado de Dedekind. Posteriormente, tratamos sobre sequéncias e discutimos so-
bre limites de sequéncias e subsequéncias. Em seguida, comentamos sobre a sequéncias
mondtonas que podem ser do tipo: crescente, decrescente, nao crescente e nao decrescente.
Por fim, tratamos sobre os intervalos encaixantes com a ideia de apresentarmos um dos
teoremas mais importante para a demonstragao do teorema espectral que é o teorema de
Bolzano-Weierstrass no caso real. Ao longo de todo o trabalho apresentamos exemplos

para melhor compreensao dos conceitos abordados.

Palavras-chave: teorema espectral; sequéncias (matemadtica); intervalos encaixantes;
operadores simétricos; desigualdade de Cauchy-Schwarz; supremo e infimo; teorema de

Bolzano-Weierstrass.



ABSTRACT

In the present work we approach one of the most important theorems of linear algebra,
called spectral theorem. The goal in prove it for symmetric operators in R™. In didactic
terms, we started the work by bringing basic notions, such as: linearly depedent vec-
tors, inner product in the vector space in which we emphasize the properties of the inner
product, the Cauchy-Schwarz inequality on vector spaces, the upper and lower bounded
sets and the Completeness Axiom or Dedekind’s Postulate. Later, we deal with sequences
and discuss limits of sequences and subsequences. Then, we comment on the monotone
sequences that can be of the type: increasing, decreasing, nonicreasing and nonidecrea-
sing. Finally, we deal with the enclosing intervals with the idea of presenting one of the
most important theorems for the proof of the spectral theorem, which is the Bolzano-
Weierstrass theorem in the real case. Throughout the work we present examples for a

better understanding of the concepts covered.

Keywords: spectral theorem; sequences (math); fitting intervals; symmetric operators;

Cauchy-Schwarz inequality; supreme and infinite; Bolzano-Weierstrass theorem.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho realizamos uma abordagem daquele que é um dos teoremas
mais importantes da algebra linear, o teorema espectral para operadores simétricos no
espaco euclidiano, R™. Contudo, para chegarmos a demonstracao do teorema, teremos
que fazer o uso de teorias associadas as sequéncias, além de termos que utilizam alguns
conceitos mais basicos, mas que serao importantes para a nossa discussao.

Todo o trabalho foi realizado ao longo de oito capitulos, no intuito de com-
preender cada etapa que sera desenvolvida na demonstracao do teorema espectral para
operadores simétricos, da forma mais simples e adequada possivel. E nesse primeiro
capitulo fizemos uma prévia de tudo que foi abordado nessa dissertacao.

No segundo capitulo apresentaremos as nogoes basicas de vetores que sao
lineamente dependentes a partir de um conjunto « formado por vetores. Em seguida,
veremos uma proposigao sobre Produto Interno (PI) dos vetores e que serd utilizada na
desigualdade de Cauchy-Schwarz, mas também para a demonstracao do teorema espectral.
E para concluir o capitulo, estudaremos as defini¢oes de supremo e infimo de um dado
subconjunto X, do corpo ordenado completo nos R, além do Axioma da Completude ou
Postulado de Dedekind.

O capitulo seguinte abordaremos os conceitos de sequéncias em que ressaltare-
mos limites de sequéncia, a convergéncia e sequéncias convergentes limitadas. E ao final
do capitulo falaremos do limite da soma, do produto e do confronto.

No capitulo quatro discutiremos sobre sequéncias monétonas crescente, de-
crescente, nao crescente e nao decrescente, que terao uma grande importancia para a
demonstracao do teorema dos intervalos encaixantes.

No quinto capitulo constara a demonstracao do teorema dos intervalos encai-
xantes, em que utilizaremos o supremo e o infimo, a convergéncia de x,,, ¥, € a sequéncia
mondtona nao decrescente e nao crescente.

O sexto capitulo sera abordado o conceito de sequéncias limitadas, e ainda,
teremos a demonstracao do Teorema de Bolzano-Weierstrass que, por sua vez, é base
para o Teorema espectral para operadores simétricos.

O sétimo capitulo apresentara o objetivo geral desse trabalho que corres-
ponde a demonstragao do teorema espectral para operadores simétricos no R". Contudo,
iniciaremos o capitulo realizando uma abordagem dos operadores simétricos no R? e no
R3.

No oitavo capitulo faremos as consideracoes finais de todo o trabalho, res-

saltando tépicos que foram utilizados para que chegassemos ao objetivo geral.
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2 NOCOES BASICAS NECESSARIAS

Neste capitulo abordamos alguns conceitos béasicos, mas que sao de suma
importancia para demonstracao do teorema espectral para operadores simétricos no R".
Sao eles: vetores que sao linearmente dependentes e produto interno no espaco vetorial,
tomando como base o livro Introducao a Algebra Linear do (HEFEZ; FERNANDEZ,
2006); a desigualdade de Cauchy-Schwarz através do livro (STEINBRUCH; WINTERLE,
1987), conjuntos limitados superiormente e inferiormente, corpo ordenado completo em
R e o Axioma da completude (LIMA, 2006).

2.1 Linearmente dependentes

No livro (HEFEZ; FERNANDEZ, 2006), foi estudado o teorema que trata
dos vetores que sao linearmente dependentes. Vejamos,
Teorema 2.1 Um conjunto finito o com dois ou mais vetores de um espago vetorial V
¢ linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um dos vetores de o puder ser

escrito como uma combinacao linear dos outros vetores.

Demonstra¢ao: Sendo o = {vy,v9,v3,...,0;} tal subconjunto de um espago vetorial V'
linear suponhamos que existam nimeros reais, ci, ¢o, c3, ..., ¢k, nao sao todos nulos, tais
que

C1U1 + CoUg + c3v3 + ... + v = 0.
Agora, vamos supor que ¢; # 0 com i € N e i < k. Isso nos permite escrever a

relacao acima do seguinte modo:

CiVj = —C1V1 — CU — C3V3 — ... — CGi1Vj—1 — Cip1Vig1 — -+« — Cp—1Vg—1 — CiUk,
ou seja,
G C2 C3 Ci—1 Ci+1 Ck—1 Ck
Vi=——U — —VUy— —UV3—...— Vi—1 — Vi1l — -+ — — VU1 — — Vg

Ci & Ci Ci Ci i i
Isso nos mostra que v; pode ser escrito como uma combinacao linear dos outros

vetores de a.
Supondo-se que exista v; € o que seja combinagao linear dos outros elementos
vj = dyvy + dove +dsvs + ...+ dj_1vjo1 + djp1viq F o+ dpo1Ue— + diug
consequentemente,
dyv1 + dovy +d3vs + ...+ djvjo — 1vj +djvi0 oo+ dg— V-1 + dog = 0.
Isso nos mostra que o coeficiente de v; ¢ nao nulo, e assim, temos que « ¢

linearmente dependente.
O



16

2.2 Produto interno no espacgo vetorial

Abordaremos o Produto Interno (PI) no espago vetorial, segundo o livro (HE-
FEZ; FERNANDEZ, 2006), com o intuito de entendermos a desigualdade de Cauchy-
Schwarz no contexto do espago vetorial.

Inicialmente, consideremos um espaco vetorial V. Tal espaco vetorial V' possui
um produto interno, que é uma funcado ( , ) : VxV — R, satisfazendo as condigoes abaixo.
PI 1: (v,v) > 0;

PI 2: (v,v) = 0 se, e somente se, v = 0;
PI 3: (u,v) = (v, u);

PI 4: (u+ v, w) = (u,w) + (v, w); e

PI 5: (ku,v) = k(u,v).

Para quaisquer que sejam os vetores u, v e w do espaco vetorial V' com k € R.
Com isso, poderemos ver a proposicao que trata das propriedades basicas do produto
interno a seguir:
Proposicao 1: Sejam V um espaco com produto interno. Se u, v, w € V e se k € R,
entao:
(1)(0,u) = (u,0) = 0;
(1) (u,v +w) = (u,v) + (u, w);
(I11){u, kv) = k{u,v);
(IV){u,v —w) = (u,v) — (u, w).

Agora vamos provar cada uma das 4 propriedades do produto interno citadas
na Proposicao 1.
Propriedade I: (0,u) = (u,0) =0
Demonstragao: Aplicando-se a PI 3 em (0, u), obtemos

(0,u) = (u,0).
Em seguida, podemos escrever o seguinte:
(0,u) = (04 0,u).
Aplicando-se a PI 4, temos:
(0,u) = (04 0,u) = (0,u) + (0,u) = 2(0,u) = (0,u) = 2(0,u).
E facil ver que a tltima igualdade s6 existe se (0,u) = 0. Portanto, temos que
(0,u) = (u,0) = 0.

Propriedade II: (u,v + w) = (u,v) + (u, w)
Demonstragao: Usaremos inicialmente a PI 3 em (u,v + w), obtendo-se:
(u,v+w) = (v+ w,u).
Agora, aplicamos a PI 4 no segundo membro da igualdade anterior, obtendo-se:
(u,v+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w, u),

ou seja,
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(u, v +w) = (v,u) + (w, u).
Por fim, vamos usar novamente a PI 3 em (v, u) + (w, u), para deduzir
(u,v+w) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w),
que implica
(u, v+ w) = (u,v) + (u, w).

Propriedade III: (u, kv) = k{u,v)
Demonstrag¢ao: Aplicando-se PI 3 em (u, kv), obtemos
(u, kv) = (kv, u).
Agora, vamos aplicar PI 5 no segundo membro da relacao anterior, e assim,
temos
(kv,u) = k(v, u).
Aplicando-se novamente PI 3, podemos concluir que
(u, kvy = (kv,u) = k{v,u) = k{u,v) = (u, kv) = k(u,v).

O
Propriedade IV: (u,v — w) = (u,v) — (u, w)
Demonstracao: Vamos inicialmente escrever
(u, v —w) = (u,v+ (—=1)w).
Agora, vamos aplicar PI 3 no segundo membro da relagao anterior, obtendo-se
(u, v —w) = (u,v+ (=1)w) = (v + (=1)w, u).
Aplicando agora PI 4, deduzimos
(u,v —w) = v+ (—Dw,u) = (v,u) + {(—1)w,u).
Dai, aplicamos PI 5 em ((—1)w,u), para obter
(u, v —w) = (v,u) + {(=D)w,u) = (v,u) + (—1){w,u) = (v,u) — (w,u).
Por fim, aplicamos novamente PI 3, concluindo-se que
(u,v —w) = (u,v) — (u, w).
O

2.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz no espago vetorial

Obteremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para um dado espaco vetorial
com um produto interno ( , ) e que foi encontrado no livro de Algebra Linear (STEIN-
BRUCH; WINTERLE, 1987).

Como (u,u) > 0 podemos definir uma norma associada a ( , ) pondo:

[lull = v/{u, u).
Teorema 2.2 Se u e v sdo vetores de um espago vetorial V' com produto interno ( , ),
entao
[(u, 0)| < [[ul[[[o]].

Com igualdade valendo se, e somente se, u e v sao linearmente dependentes.



18

Demonstracao: Vamos supor que u e v sao vetores de um espago vetorial V' com produto

interno e definir f : R — R por

fB) = (Bu—wv,Bu—v)=|Bu—vl

Agora, facamos o produto interno (fu — v, fu — v)

(Bu—wv,pu—vy = (Bu,fu)— (fu,v) — (v, Bu) + (v,v)
= <6u7ﬁu> - (ﬁu,v) - <ﬁu7v> + <U7U>
- 62<u7 u> - 25(“7 U> + <U, U>'

Logo, é facil ver que a fungao f(f) é do segundo grau em (3, mais precisamente,

F(B) = B {u, u) — 2B{u,v) + (v, ). (1)

Sendo assim, tomando-se o resultado anterior na forma de uma inequacao do segundo
grau, onde 3 é a variavel, temos que
B%(u, u) — 28(u,v) + (v,v) > 0.
Note que o discriminante A da inequacao serd menor ou igual que zero. Da

expressao (1)) deduzimos que
A = 4((u, v)” = [[ul*[|vl]).
Como A < 0, obtemos
(w,0)* <l o]l
Dai, extraindo a raiz quadrada em cada membro da inequacao, obtemos
V{w,0)2 < V[0l Pllul? = [(u,v)| < V[olPVul? = [u]l]o]]

pois [[ul[ = 0 e [[v]] = 0.

Além disso, f(f) = 0 para algum [ se, e somente se, A = 0 se, e somente se,

v = fu.
0

2.4 Conjuntos limitados superiormente e inferiormente

Nesta secao, iremos definir e demonstrar, supremo e infimo de R através do
que foi estudado nos livros no livro Anélise Real (LIMA, 2006) e no livro um Curso de
Célculo (MUNIZ NETO, 2015). Também iremos definir R, que foi compreendido em
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(LIMA, 2006) como um corpo ordenado completo e, por fim, apresentaremos o Azioma
da Completude segundo Lima (2006, p. 17). Apods, o estudo dessa segao, seria conveniente
resolver os exercicios propostos nos livros do Lima (2006, p. 19) e do Muniz Neto (2015,
p. 73 - 75).

2.4.1 Supremo de um subconjunto

Dado subconjunto X C R, dizemos que X é limitado superiormente, se existir
um elemento b € R tal que b > z para qualquer x € X. Dai, se b possuir tal propriedade,
podemos denomind-lo de cota superior para X, e assim, denominamos a menor das cotas
superiores de supremo do subconjunto X, que sera denotado por supx.

Agora, suponhamos que A = supy, entao, dado qualquer niimero real positivo
e > 0, temos que A —e < A. Dai, A — ¢ nao podera ser cota superior para o subconjunto

X. Logo, existe pelo menos um elemento = € X tal que A — e < z, isto é,
A=supxy &Ve>0,dre X : A—ec<u. (2)

2.4.2 fnﬁmo de um subconjunto

Um subconjunto X C R é limitado inferiormente, se existir um elemento
b € R tal que b < x para qualquer que seja x € X. Dai, se b tiver tal propriedade o
chamamos de cota inferior para o subconjunto X. E dizemos que a maior das cotas
inferiores é definida como infimo de X, e assim, denotamos por infx.

Agora, vamos observar que se a = infx, entao para qualquer nimero real
positivo € > 0 temos que a+ ¢ > a. E assim, temos que a + € nao podera ser cota inferior
para o subconjunto X. Com isso, existe pelo menos um elemento x € X tal que z < a+-e¢,
ou seja,

a=infy<Ve>03JreX:x<a+e. (3)

2.4.3 Corpo ordenado completo

Segundo Lima (2006, p. 11-13), R é um corpo, isto é, o conjunto R possui duas
operacoes, uma denominada de adi¢ao que é denotada por + e a outra denominada por
multiplicacao denotada por -. Com isso, temos que a adi¢ao de um dado par de elementos
z,y € R tem soma igual a z + y € R. E no caso da multiplicacao dos elementos =,y € R,
atribuiremos ao seu produto x - y € R. Logo, a adi¢ao e a multiplicacao devem satisfazer
0s seguintes axiomas:

Associatividade: para quaisquer x,y,z € R tem-se (r+y)+z=x+ (y+2) e
(T y)-z=a-(y-2).
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Comutatividade: para quaisquer x,y € Rtem-sez+y=y+zex-y=1y-x.

Elementos neutros: existem em R dois elementos 0 e 1 tais que para cada
reERtemsezrx+0=xex-1=uz.

Inversos: para cada x em R existe —z em R tal que z + (—z) = 0 e para cada
r € R\{0} existe z7! tal que x -z~ ! = 1.

Distributividade: para quaisquer x,y,z € R tem-se (r+y)-z=xz-2+y-ze
r-(y+z2)=z-y+a-z.

O conjunto R é definido como um corpo ordenado, pois existe um subconjunto
R* C R, denominado de conjunto dos niimeros reais positivos e que satisfazem as seguintes
condicoes:

P1: Tomemos dois nimeros x,y € RT, temos que a soma e o produto entre
esses dois niimeros também serdo positivos, isto é, tem-se que z +y € RT e z -y € RT.

P2: Sendo x € R, podemos ter apenas uma das trés situacoes a seguir: x = 0,
ouz € R ou —z € RY.

Ao denotarmos por R~ e admitindo-se que R~ = {—z : x € R"}, e ainda,
com base na condigdo P2, podemos observar que R = Rt UR™ U {0}, dai, temos que os
conjuntos R™, R~ e {0} tomados dois a dois serao disjuntos entre si. E com isso, vamos
admitir que os numeros y € R™ sao denominados de numeros negativos.

Em R, existe uma relacao de ordem e que definiremos assim: para = < y
diremos que z é menor que ¥, o que nos permite escrever y — x € R*, ou seja, y = x + 2
com z € RT. Em particular, valem as seguintes propriedades:

O1. Transitividade: se x <y e y < z portanto =z < z;

02. Tricotomia: dados x,y em R, pode ocorrer exatamente uma das possibi-
lidade: x =y, oux <youy < z;

03. Monotonicidade da adigao: se x < y desse modo, para todo z € R, tem-se
T+ z<y+z

0O4. Monotonicidade da multiplicagao: no caso de x < y entao, para todo
z € RT tem-se z -z < y - 2. Na hipdtese de —z € R logo x < y, implica que y -z < z - 2.

Denotemos x > 0 se x € RT ou z = 0, enquanto que z < 0 significa que
—r € RT.

Agora mostraremos que a propriedade de transitividade é valida. Ora, uma
vez que © < y ey < z temos que se y —xr € RT e 2 —y € RT. Consequentemente, a
soma desses elementos também estdo em R. Isto é, (z —y) + (y —x) = 2z —x € R*. Por

conseguinte, r < z.

2.4.4 Axioma da completude ou Postulado de Dedekind

Axioma de Dedekind: R é um corpo ordenado completo, ou seja, todo sub-

conjunto nao vazio X C R, limitado superiormente, possui um supremo em IRR.
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Teorema 2.3 Em R, as sequintes afirmacgoes sao verdadeiras e equivalentes:

(i) N é ilimitado superiormente;

(i) Dados a, b € R com a >0, 3 n €N tal que na > b;

(11i) Dado qualquer a >0 em R, 3 n € N tal que 0 < % <a.
Demonstracao: Suponhamos inicialmente que o conjunto N é limitado superiormente.
Dai, com base no Azioma de Dedekind temos que existe M = supy, ou seja, temos que
a menor cota superior de N serd M, assim, o niimero real M — 1 nao podera vir a ser a
cota superior para o conjunto N, sendo assim, com base na relagao existe n € N tal
que M —1<n< M.

Em seguida, tomemos a seguinte desigualdade
M—1<n.
Dai, vamos adicionar 1 a cada um dos membros, obtendo-se
M-1+1<n+1,
ou seja,
M<n+1=s(n)eN.

Com isso, temos a existéncia de um elemento s(n) € N que serd maior que o supremo de
N. E assim, chegamos a uma contradicao. Logo, podemos concluir que N nao pode ser

limitado superiormente. Ou seja, temos que (i) é verdadeiro. E podemos ir mais adiante,

pois podemos dizer que o nimero — nao serd uma cota superior para N. Consequemente,
a

existe n € N tal que n > — implica que na > b = (i) = (ii). Contudo, tomando-se que
b = 1 podemos ver que (ii% = (iii). Além do mais, dado qualquer z € R com x > 0, e
ainda, escolhendo-se a = —, podemos concluir que existe n € N : n > x, ou seja, que (iii)
= (i) )

O
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3 SEQUENCIAS

3.1 Limites de uma sequéncia

Com base em Muniz Neto (2015) e Guidorizzi (2013, p. 111 - 115), uma
sequéncia de numeros reais é uma funcao x : N — R, de forma que cada elemento z(n)
serd denotado por z,, e usaremos (z,),en ou de forma mais simples os elementos da
sequéncia por (x,,).
Uma sequéncia (x,,) é convergente para a, se dado € > 0, existe n € N tal que
se n > k, entao
T € (a—¢c,a+e) & |r, —al <e.
Se (x,) converge para a denotamos por
lim z, = a.
n—oo
Dali, obtemos que
Ty € (a—¢e,a+¢),
ou seja,
a—e<z,<a-+e.
Subtraindo a em cada membro da desigualdade, temos que
a—ec—a<rp,—a<at+e—as —<e<x,—a<Ee,
e assim,
—e<z,—a<es |r,—al <e.
Portanto,
T, €(a—¢c,a+¢) S |z, —al <e.
Ao analisarmos que lim x, = a, isS0 nos mostra que existe apenas um nimero
finito de termos da sequénciasn?xo;) que nao pertencem ao intervalo (a — ¢,a + €), de

modo que, a partir de um certo k temos todos os elementos pertencentes a esse intervalo.

Figura 1 — Elementos a partir de & pertencentes ao intervalo (a — &,a + ¢)

{ . )
a—g Ft " a+e

R

Fonte: elaborada pelo autor.

3.1.1 Subsequéncias

De acordo com (MUNIZ NETO, 2015), uma subsequéncia (z,, ) de uma sequéncia
(x,) é a restrigdo da fun¢do x a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < ng < ... <
ni < ...} de N, ou seja,  : N — R, em que, associa-se a cada nj, € N’ o elemento x,, .

Logo, vejamos o diagrama abaixo.
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Figura 2 — Diagrama de z : N' — R

N R

Fonte: elaborada pelo autor.

3.1.2 Convergéncia de subsequéncias

Observando a proposicao exposta em Muniz Neto (2015):

Proposigao 3.1 Se (z,,) € uma subsequéncia de uma sequéncia (z,) e lim z, = a,
n—oo
entao lim z,, = a.
N —>00

Basta observar que dado ¢ > 0 existe k£ € N tal que se n > k, implica que
z, € (a —€,a+ ¢). Mas como N’ é um subconjunto infinito de N existe n; € N’ tal que
n; > k. Assim, se n; > n; entao

T, € (a—¢e,a+¢)= lim z, =a.

N —r00

3.1.3 Conwvergéncia para 0

Conforme Muniz Neto (2015) e Swokowski (1995, p. 25 - 26), cabe observar
que se (z,,) e (yn) sdo sequéncias de nimeros reais que convergem para 0, ou seja, a = 0
e b =0, assim, dado qualquer ¢ > 0 existem k, [ € N tal que se n > k, temos

(4)

€ €
Tn € (—5, 5) se, e somente se, |z,| <

2’
enquanto, que se n > [, entao
( € 5) y 2] < € (5)
€ |—=, =) se, esomente se, |x —.
yn 2’ 2 9 ) n 2
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Escolhendo m = max{k,l}, as relagoes e continuarao validas. De fato,
temos que n > m, e assim, obtemos
E € .
|5 + yn] < 5 T g entdo |Z0| + |yn| < €.

Agora, usando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz para niimeros reais, te-

mos que
|0+ Y| < [zn] + lynl <,
isto é,
|z, 4+ yn| < e.
Dali,

lim (x, + y,) = 0.
n—oo
Vamos observar que se x,, ¢ uma sequéncia de nimeros reais, de modo que

lim z, = a. Logo, dado € > 0 existe k£ € N tal que se n > k, entao

n—oo

T € (a—¢c,a+e) & v, —al <e. (6)
Usando-se o resultado @, deduzimos que

lim z,, = a se, e somente se, lim (x, —a) =0, (7)
n—oo n—oo

e de forma andloga, podemos afirmar que

lim y, = b se, e somente se, lim (y, —b) = 0. (8)
n—oo n—oo

3.1.4 Soma

Usando inicialmente que lim z,, = a e lim y, = b em que ambos os resultados
foram obtidos na convergéncia parana.oo Dali, tem%goaue lim (z, + y,) = a + b, assim,
usando-se o resultado , podemos finalizar do seguinte rﬁggg

Tim [(z, — a) + (yo = 0)] = lim (2, + yo —a —b) = 0.

O teorema da Unicidade do limite a seguir foi descrito em Lima (2006, p. 24),
vejamos
Teorema 3.1 (Unicidade do limite) - Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites
distintos.

Demonstracao: Para que possamos provar que o limite é tnico, devemos mostrar que

lim x, =ae lim x, = b, entao a = b.
n—oo n—oo

1
Contudo, se a #be d = |a —b| > 0, escolha ¢ = gd. Logo, para esse ¢ existe
k € N, de modo que se n > k, temos que z,, € (a —€,a + ¢).
Entretanto, os intervalos X = (a —¢,a+¢) e Y = (b—¢,b+ ¢) sao disjuntos,

ou seja, os intervalos X e Y nao possui elemento em comum.
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Figura 3 — Intervalos disjuntos de X e Y
( ) ( )
a—c " ate b—e Uy +e R

Fonte: elaborada pelo autor.

Isso nos mostra que todo nimero real x,, com n > k nao deve pertencer ao
intervalo Y.

Portanto, podemos dizer que no maximo os elementos x1,xs,x3,...,x; da
sequéncia (z,) de nimeros reais podem pertencer ao intervalo Y. Assim, a sequéncia (z,)

nao podera convergir para o nimero real b.

O

3.1.5 Sequéncias convergentes sao limitadas

Em Lima (2006, p. 24) e Rudin (1971), podemos destacar a proposi¢ao abaixo,
Proposicao 3.2 Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais convergente, ou seja,
lim z, = a,
n—oo
entdo (x,) € limitada.
Demonstrag¢ao: Usando o intervalo (a — e, a+¢) que foi obtido anteriormente, escolhemos
e = 1. Com isso, temos que o intervalo (a — 1,a + 1) contém todo termo da sequéncia a
partir de um certo valor k£ € N. Logo, para n > k temos que x,, € (a —1,a + 1), e assim,
T, <a+1,
dai, temos que
|| <la+1],
usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que
la+1] < a| + 1,

ou seja,
|z,| < |a| + 1.
Agora, tomemos p como sendo o valor méximo do conjunto {|z1|, |zal, |23l - - -, |Tr_1], |zx| },
isto é,
p = maz{|z], |[z2], zs], - el |2el},
e se

k= max{p,|a| +1},

entao |z,| < k com n € N, e assim, temos que a sequéncia é limitada.
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3.1.6 Caso especial

A partir do livro de Lima (2006, p. 32 - 36) e do livro de Rudin (1971), temos
uma proposicao que trata de um caso especial sobre as sequéncias convergentes limitadas.
Vejamos:

Proposicao 3.3 Sejam (z,) e (yn) duas sequéncias de nimeros reais tais que nh_)r{.lo T, =0
e yn € limitada, entao lim (x,y,) = 0.
Demonstracao: Como "y:Oé limitada, existe ¢ > 0, de modo que |y,| < ¢. Dadoe > 0 e

€ . T
tomando — > 0, existe k € N : n > k, implicando

c
€
Por outro lado,
€
pois
’yn‘ <c
e

2| < 5, ¥ > k.
c
Portanto, lim (z,y,) = 0.

n—o0

3.1.7 Produto

De acordo com Muniz Neto (2015), podemos inferir o seguinte:
Proposicao 3.4 Se (z,) converge para a e vy, converge para b, entio (x,y,) converge
para ab.
Demonstracao: Inicialmente, tomamos a seguinte expressao: x,y, — ab. Dai, vamos
adicionar e subtrair x,b, obtendo-se
TpYn — ab = x,y, — x,b+ x,b — ab.
Em seguida, colocamos x, em evidéncia nos dois primeiros termos e o b nos
dois 1ultimos, obtemos
TnYn — ab = x,(yn — b) + b(x, — a).
E como ja temos que lim z, = a e lim y, = b, e ainda, como ja observado

n—oo n—oo

anteriormente, temos que lim x, —a =0e lim y, —b = 0. A propriedade anterior nos
n—o0 n—oo

mostra que o lado direito converge para zero, assim, temos que lim (z,y, — ab) = 0.
n—oo
Dai, obtemos que

lim (x,y,) = ab, (10)

n—oo

pois,
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Ve>0, 3keN:n>k=|z,y, —ab| <e.

3.1.8 Produto particular

Existe um produto particular que pode ser observado em Muniz Neto (2015).
Proposicao 3.5 Se (z,,) converge para a e (y, = ¢) € a sequéncia constante, entdo (cz,,)
converge para ca.

Demonstracao: Basta observar que se
lim z, =ae limy, =c,
n—oo n—oo
pelo item 3.1.7, temos que
lim x,y, = ac.
n—oo
O

A transitividade, foi estudada através de Muniz Neto (2015) e serd discutida

a seguir.

3.1.9 Transitividade 1

Proposicao 3.6 Se lim z, = a e a > b, entdo existe k € N tal que se n > k temos que
n—oo

T, > b.

Demonstracao: Usando-se a definicao de limite podemos dizer que existe k € N tal que

se n > k, temos que

T, € (a—e,a+¢). (11)
a—">b

Agora, escolha ¢, tal que, ¢ = , assim, temos que o intervalo podera

ser escrito do seguinte modo

a—b a—>b
(a—&t,a+5):(a— 3 ,a+ )

3
B 3a—a+b 3a+a—0>
N 3 ’ 3

2a +b 4a—b
3 7 3 ’

Como a > b, temos que

2a+b  2b+b 3b
> =— =0
3 3 3
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Dai, observamos que o intervalo

(a—ca+e) = 2a+b 4a—0 c b4a—b
’ B 37 3 T3 '

Portanto, para n > k temos que

4a — b
xne(b, a3 ),entéozn>b.

O
Exemplo 3.1 Se lim xz,, = a > 0, entao existe k € N tal que se n > k temos que x,, > 0.
n—oo
Demonstracao: Usando o item 3.1.9, podemos observar que se b = 0, temos que existe
keN:n>k=x, >0.

0

3.1.10 Transitividade 2

Proposicao 3.7 Se lim z, =a e a < b, entdo existe k € N tal que se n > k temos que
n—oo

T, <b.

Demonstragao: Inicialmente tomamos k € N tal que se n > k temos que

Ty € (a—¢g,a+¢).

a
Ao escolhermos € = , obtemos

3 3
B 3a—b+a 3a+b—a
N 3 ’ 3

B da —b 2a+0b
N 3 7 3 ‘

b—a b—a
(a—e,a+e)=|a— ,a+

Como a < b, temos que

2a+b< 2b—i—b_
3 3

4a—b 2a+D c 4a—bb
3 7 3 3 )
Portanto, para n > k, temos que

4a — b
Ty € ( a3 ,b),entéoxn<b.

b.

Assim, o intervalo

O

Exemplo 3.2 Se lim z, = a < 0, entao existe k € N tal que se n > k temos que x,, < 0.
n—oo

Demonstracao: Pelo item 3.1.10, podemos observar que se b = 0, temos que existe
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keN:n>k=uz, <.

3.1.11 Transitividade 3

Proposicao 3.8 Se lim =, =a e x, > 0, entdo a > 0.

Demonstracao: Cons{l(g;oando o resultado obtido no Exemplo 3.2 e supondo que a < 0,
sabemos que existe £k € N tal que se n > k temos que x, < 0. Contudo, podemos
facilmente ver que isso contraria a hipotese inicial de que x,, > 0. Por conseguinte, temos

que a > 0 como queriamos provar.
0

3.1.12 Transitividade 4

Proposicao 3.9 Se lim z, =a ez, <0, entdo a < 0.

Demonstracao: Usanncf)wo resultado obtido no Exemplo 3.1 vamos supor que a > 0.
Assim, existe k € N tal que se n > k temos que x,, > 0. Contudo, podemos facilmente
ver que isso contraria a hipotese inicial de z,, < 0.

Portanto, a < 0 como queriamos demonstrar.

O
Exemplo 3.3 Se lim x, =a, lim y, =0 e x, < y,, prove que entao a < b.
n—oo n—oo
Demonstracao: Se z, =y, — x,, entao temos que z, > 0 e que lim z, = b — a. Sabemos
n—o0
que pelo item 3.1.9 que
lim 2z, =0—a > 0.
n—oo
Portanto, a < b, como enunciado.
O

3.1.13 Confronto

Com o exposto em Guidorizzi (2013, p. 90 - 93) e também com o que foi
apresentado em Swokowski (1995, p. 39 - 40), temos a proposigao abaixo.
Proposigao 3.10 Sejam (z,), (yn) € (2,) sequéncias tais que (x,,) e (z,) convergem para
o mesmo valor a. Se x, <y, < z,V n €N, entao (y,) também converge para a.
Demonstracao: Como ja sabemos que lim x, = a. Dado € > 0 existe £ € N tal que para
n > k, temos R

T, € (a—eg,a+¢), entdo a — e < x,.

Usando um argumento semelhante, temos que existe [ € N tal que para n > [,

temos que

Z, € (a—¢e,a+¢), entdo 2z, < a+e¢.
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Sendo assim, consideremos um valor m, em que, m = max{k,l}, temos que se n > m,

a—e<x, <y, <z, <a-+e¢e entao lim y, = a.
n—oo
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4 SEQUENCIA MONOTONAS

A compreensao desse capitulo serd importante para o entendimendo do capitulo
5, para isso, foi tomado como base o que foi tratado em Lima (2013) e Muniz Neto (2015).
Definigao 4.1 Dada sequéncia (x,) de nimeros reais, dizemos que tal sequéncia é:
Caso 4.1 crescente se, T1 < To < T3 < ... < Tp < Tpi1 < Tpio < .. ..

Caso 4.2 decrescente se, x1 > To > X3 > ... > Ty > Tyl > Tpao > .. ..
Caso 4.3 nao decrescente se, 11 < w9 <3< ... <2, < Tpy1 < Tpyo < ...
Caso 4.4 nao crescente se, Ty > To > X3 > ... > Ty 2> Tyl = Tpio > ...
Defini¢ao 4.2 Dada sequéncia (z,,) de nimeros reais que satisfagca um dos casos cita-
dos acima € chamada de sequéncia mondtona. Se a referida sequéncia (x,) também for
limitada, dizemos que a sequéncia (x,) é mondtona e limitada.
Teorema 4.1 Se (x,,) for uma sequéncia mondtona limitada entao ela é convergente.
Demonstragao do caso 1: Considere o subconjunto X = {x1, 9, 23, ..., Tpn, Tpi1, Tnta,-- -}
e por hipdtese os elementos do subconjunto X satisfazem

1< Ty <T3<...<Tp < Tpy1 < Tpyo <...<k.
Assim, temos que o subconjunto X de niimeros reais é nao vazio e limitado superiormente.
Com isso, temos que existe a = supx.

Dai, afirmamos que ILm r, = a. De fato, se a = supx e utilizando-se a
definicao de supremo, podemos gizzor que a é a menor quota superior de X. Logo, para
qualquer € > 0 implica que a — € nao sera uma quota superior para X, ja que a — € < a.
Assim, existe x € X tal que a — e < x;, < a.

Contudo, temos que z,, > x; para n > k. Dali, se

n >k, entdo z, € (a —¢,a).

Em resumo, temos que de fato

lim z, = a.
n—o0o
O
Demonstracao do caso 2: Considere o subconjunto X = {x1, 29, 3, ..., Tn, Tpi1, Tnta,-- -}

e observemos que os elementos desse subconjunto X satisfazem
X1 > Ty >Tg> .. > Ly > Tyl > Tpyo > ... > k.

Isso nos mostra que o subconjunto X de niimeros reais é nao vazio e limitado inferiormente,
o que implica que existe b = infx.

Afirmamos que lim z,, = b. Para provar isso, observe que, se b = in fx teremos
a partir da definicao de inﬁ%ooque b é a maior quota inferior para o subconjunto X. Logo,
para qualquer € > 0 temos que b+ € nao sera uma quota inferior para X, ja que b+¢ > b.

Dai, podemos ver que existe x; € X tal que b < xp < b+ e. Contudo, temos
que x, < xp se n > k. Ou seja, temos que

x, € (b,b+¢).

Em resumo, temos que
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lim x, =b.
n—oo
O
Demonstragao do caso 3: Considere o subconjunto X = {x1, o, 23, ..., Tpn, Tpi1, Tnia,-- -}

e novamente supomos que esses elementos gozam da seguinte propriedade:

1 <2 <x3< ... <2, <y <2y < ... < k.
Ao tomarmos um subconjunto X de nimeros reais é nao vazio e limitado superiormente.
Logo, existe z = supx.

Afirmamos que T}LIEO r, = z. De fato, se z = supyx, sabemos através da
definicao de supremo, que z é a menor quota superior para o subconjunto X. E ainda,
temos que para qualquer € > 0 que z — € nao serd uma quota superior para X, ja que
z—e< 2.

Por isso, existe x;, € X tal que z — ¢ < 2 < z. Contudo, temos que x,, > x;
se n > k. Dai, como

n>k=ux,€(z—¢,z2).

Por conseguinte, temos que

lim z,, = .
n—oo
O
Demonstracao do caso 4: Considere o subconjunto X = {1, 2, T3, ..., Tn, Tni1, Tni2,s-- -}

Sabemos que tais elementos gozam da sequinte propriedade:
X1 > Xy 2>X32> ... Ty > Tpa > Tpao > ... > k.

Dado subconjunto X de niimeros reais é nao vazio e limitado inferiormente.
Com isso, existe w = infx.

Agora, afirmamos que lim x,, = w. De fato, sendo w = infx teremos através
da definicao de infimo que w é a r?l;iogr quota inferior para o subconjunto X. Logo, para
qualquer € > 0 temos que w + € nao é uma quota inferior para X, ja que w + ¢ > w.

Dal, existe r, € X com z, < w+¢e. Se n > k temos que x,, < xj, logo

Ty € (w,w + ¢).

Portanto, temos que

lim z,, = w.
n—o0
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5 INTERVALOS ENCAIXANTES

Neste capitulo, abordado-se um dos assuntos mais relevantes para a compre-
ensao do teorema espectral para operadores simétricos, e que foi utilizado os livros do
Guidorizzi (2013, p. 508 - 513), Muniz Neto (2015) e Rudin (1971). Para isso, vamos

considerar uma sequeéencia de intervalos da reta

Hy = [x1,y1], Hy = [v2,y2), Hs = [23,y3), - . ., Hy = [0, Un),

satisfazendo
H DH,DH32..H, 1 2H,2Hyp 2. ..
Figura 4 — Reta dos ntimeros reais
rr X2 -+ Tp Yno -+ Y2 Y1 R
Fonte: elaborada pelo autor.
Dai, consideremos os subconjuntos X = {x1,22,Z3,...,Tpn_1,Tn, Tni1,---} €

Y = {v1,92,Y3, - - - Yn—1,Yn, Yns1, - - -}, em que, n € N. Observemos que z; < y, para
todo n, e isso, implica que existe b = infy. Da mesma forma, temos que z, < y; para
todo n, implica que existe a = supy. Vamos observar agora que

1< Ty <w3<...<Tp 1 ST STy <.
forma uma sequéncia (x,) monétona e nao decrescente, e que ainda,

Y1 2Y22Y3 2> oo 2 Yn1 2 Yn = Ynt1l = - -,
forma uma sequéncia (y,) mondtona e nao crescente. Pelo resultado @D as sequencias
(z,) e (yn) sdo convergentes. Assim, vamos obter que

lim x, =ae lim y, =b.

n—oo n—oo
Agora, provemos que b > a. M%s, para isso, vamos supor inicialmente que b < a. Logo,
a4 —

ao considerarmos que € = Como ja temos que b+ ¢ nao ¢é cota inferior para b.
Assim, existe y, < b+ e. Contudo, do mesmo modo, a — € ndo serd a cota superior para

X, o que nos mostra que existe a — € < x,,. Dai, temos que
a—b 3b+a—-b 2b+a

b =b
+¢ + 3 3 3
e que,
a—b 3a—a—-b 2a+b
3 3 3
Com isso, podemos notar que
2b+a  2a-+0b
b+e= < 5 —0~&

logo, temos que y, < x,,. Mas, se k = m terfamos que y; < xj, entretanto, ocorre apenas
o contrario. Agora, para a situagdo em que tenhamos k < m, passarfamos a ter que
Ym < Yr < T, O que geraria mais uma vez uma contradicao. Por fim, ao tomarmos que
k > m, dai, x; > x,, e para tal situacao teriamos que xy > yi. Logo, b > a.

Agora, verifiquemos o caso em que b > a. Para isso, temos que y, > b e

a > x,, nesse caso poderemos reescrever o resultado do seguinte modo
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Yo +a>b+x, =y, —x, >b—a.
E usando o resultado visto anteriormente, teremos que
lim (y, — z,) = b—a.

n—oo
Decorre ainda que,

Y = b>a >z,

() H = [a.b].

Dai, podemos escrever o seguinte teorema:
Teorema 5.1 Seja {Hy,..., H,,...} uma sequéncia de intervalos encaizados tais que:
HO>DHy,>DH3;D...OH, . DH,DH,;2...
tal que |H,| = yn, — x,, onde H, = [r,,y,]. Se lim(y, — xz,) = 0, entdo a = b e

n—oo
() Hr = {a}.
k=1
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6 SEQUENCIAS LIMITADAS

Em Lima (2006, p. 25 - 27) e Muniz Neto (2015), temos que uma sequéncia
(x,,) é dita limitada, se existir & > 0 tal que |z,| < k para todo n € N. Em geral, uma
sequéncia limitada nao é mondtona. Contudo, é valido o seguinte resultado.
Teorema 6.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) - Se (x,) € uma sequéncia limitada,
entdo existe uma subsequéncia (x,,) convergente.
Demonstra¢ao: Considere x : N — R uma sequéncia limitada, ou seja, |z,| < k para
todo n € N. Dali, temos que z,, € [ = [—k, k].

Vamos particionar o intervalo I, considerando o ponto médio, isto é

I =1 Ul onde I} = [—k,0] e I = [0, k]
Agora, observemos que
r Y I)={neN:uz, e}

ou z71(I3) é um subconjunto infinito de N. Dai, dizemos nesse caso que I; ou I, possui
infinitos termos da sequéncia.

Vamos supor que H; = [, possua tal propriedade. Novamente, vamos particio-

k k
nar o intervalo H; considerando seu ponto médio, isto significa que H; = {O, 5} U {5, k] .

Como H; contém infinitos termos da sequéncia, podemos supor que Hy =
k
[0, 5} também goza dessa propriedade.

Prosseguindo, escrevemos
k k k
Hy, = - -, =1.
= ifo i)

E supomos que H3 = |0, Z} contém infinitos termos da sequéncia.

Dai, usando mais uma vez esse argumento construimos uma sequéncia de in-
tervalos encaixantes
HOH,DHs2..OH, 12H,2Hpp 2...,
tal que,
1 Hjall = o
Além disso, como cada intervalo contém infinitos termos da sequéncia, pode-
mos escolher
Tn, € Hy, xy, € Hy, x,, € Hy, ..., Tn;_, € H;_4, Tn; € H;j, T, € Hjq, ...
com
np<ng<mnz<...<nj_g<n;<nipg<...
Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes sabemos que
o
jﬂl H; = {a}, pois lim |H;| =0.
Dai, podemos observar que
Hij = [O, %] com x,, € H; = [0, %},



e se a € H; para todo j, temos que

|Tn, —a| < 5T
Assim, concluimos que a subsequéncia (z,,) é convergente, pois

lim =z, = a.
nj~>oo J

36
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7 TEOREMA ESPECTRAL

Nesse capitulo trataremos do tema principal dessa dissertacao e que foi pes-
quisado nos livros do Hefez e Fernandez (2016) ¢ do Steinbruch e Winterle (1987). A
abordagem que seguiremos aqui do teorema espectral é uma forma diferente do que é
utilizado através do método dos multiplicadores de Lagrange. Iniciamos a demonstracao
utilizando os operadores simétricos de dimensao dois e de dimensao trés para que possa-

mos provar para a dimensao n.

7.1 Operadores simétricos de dimensao dois

. a C e . . .
Seja uma matriz simétrica com entradas reais. Assim, determine-

mos o polinémio caracteristico pa(t), como sendo
pa(t) = Det(tl — A),

em que Det corresponde a determinante. Mas,

t]_A:tl()_ab:t—a ) .
0 1 b d b t—d

Assim, temos:

—-b t—d
= t* —tr(A)t + Det(A).

palt) = Det(t_a - ):(t—a)(t—d)—b2:tz—(a+d)t+(ad—b2)

Dai, o discriminante A,, serd dado por

A, = [~(a+d)]*—4(ad - b?)
= a®+ 2ad + d* — 4ad + 4b*
= a*+d* — 2ad + 4b*
= (a—d)>+4b* >0,

pois a — d esta elevado ao quadrado e b também esta elevado ao quadrado. Com isso, p4
tem duas raizes reais distintas ou pelo menos uma raiz com multiplicidade 2.
Agora observe que, se Det(t] — A) = 0, entao tI — A é nado invertivel. Logo,
existe u € R?\ {(0,0)} vetor unitério, tal que
(tI — A)u = 0 implica em Au = A\u, \; = t.

Se v € R? é também um vetor unitério e ortogonal a u, concluimos que
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(Av,u) = (v, Au) = (v, \ju) = A\ (u,v) =0,
ou seja, Av L u, isto implica que
Av = .

Logo, o operador T4 associado a matriz A pode ser escrito na base a = {u, v}

[Talg = ( /\01 )(\)2 )

Com base no que foi exposto acima, vamos resolver o seguinte exemplo.

da sequinte forma

Exemplo 7.1 Determine a matriz diagonalizdvel [T4]® com T : R* — R? da matriz

3 V3
V3 5

Solucao: Sendo o polindomio caracteristico dado por
pa(t) = Det(t] — A).

stmétrica A =

Sendo,

g [0 3 VBY_ [t 0o (3 VB)_[t=3 -8
B 0 1 \/§ 5 N 0 t \/g 5 - _\/g PR .

Assim, temos que o Det(tI — A) é

t—3 —V3

—V3 -5

=12 — 8 + 12.

Det(t] — 4) = = (t—3)(t—5) — (—V3)(=V3) =t> =5t =3t +15 -3

Por conseguinte, obtemos o seguinte pa(t) = t* — 8t + 12.
Agora, determinemos as raizes do polinomio pa(t) que correspondem aos au-
tovalores. Logo, temos que o discriminante do pa(t) é
A=10—4ac=(—8)2—4(1)(12) = 64 — 48 = A = 16.
E com isso, obtemos as raizes
o —bEVA _ —(-8)£V16 _8+4
2a 2(1) 2
h="tt =P mGen =" t=to2

2 2
Dali, temos que t; = A\ = 6 e t5 = Ay = 2. Portanto, o operador simétrico Ty associado a

base o é
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7.2 Operadores simétricos de dimensao trés

a b c

Considerando agora | b d e | uma matriz simétrica com entradas reais,

c e f
temos que:
1 00 t 00 a b c t—a —b —c
tI—-A=t| 0 1 0 A(O t 0= b de |= —b t—d —e
0 01 0 0 ¢t c e f —c —e t—f
Como pa(t) = Det(tI — A), deduzimos que
pa(t) = (t—a)t —d)(t = f)+ (=b)(—e)(=¢c) + (=c)(=b)(=€) — (=c)(t — d)(—0)

= 3 —dt? —at® + adt — ft* + dft + aft — adf — bce — bce — c*t + ¢*d — b*t
+ b f — €%t + ae?
= 3 —dt? —at® — ft* + adt + dft + aft — *t — b*t — €*t — adf — bce — bee
+ Ad+Vf + ae?
= t*—(a+d+ )’ + (ad +df +af — & —b* — e*)t + (—adf — 2bce + *d

+ B*f +ae?). (12)
Note que
a b c
Det(A) = | b d e
c e f

= adf + bec + cbe — 2d — b* f — ac?
= adf + 2bce — *d — b f — ae?,

ou seja,
—Det(A) = —adf — 2bce + *d + b*f + ae’.

Em particular, temos que
a b c

tr(A)=| b d e | =a+d+[.

c e f
Logo, fazendo as devidas substitui¢oes em (12]), obtemos
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pa(t) =3 —tr(A)* + (df —e* + ad + af — b* — *)t — Det(A).

Dai, temos que ps é um polinomio cujo grau é trés e portanto, existe pelo menos uma
raiz real. Isto nos permite escrever o polinémio p4 do seguinte modo

pa(t) = (t — \)(# + ut +v),
em que, A é a raiz real de p4(t) que nos mostra o fato de que p4(A;) = 0, isso nos mostra
que existe um vetor unitario v; € R : Av; = \vy.

Consideremos agora,

vi ={v e R : (v,v;) = 0}.

Dali, temos que
v € v = (Av,v1) = (v, Avy) = (v, o) = A {v,v1) = 0 = Av € v
Pelo caso anterior, existe uma base ortonormal {v, v3} de vi, tal que,
Avg = My e Avs = A3us.

Com isso, a base a = {vy, v2,v3} ortonormal é tal que

A0 0
[Als=1[ 0 X 0
0 0 As
3 0 =3
Exemplo 7.2 Dada a matriz 0 2 0 . Calcule a sua matriz diagonalizavel
-3 0 -1

sendo T : R3 — R3,
Solugao: Inicialmente, vamos determinar o polinémio caracteristico pa(t). Para isso,

calculemos t1 — A.

1 00 3 0 =3 t 00 3 0 =3
tI—-A = 1t-| 010 |— 0 2 0 =10t 0 |- 0 2 0
0 01 -3 0 -1 00 ¢ -3 0 -1

t—3 0 3

= 0 t—-2 0

Jé o Det(tI — A) é

t—3 0 3 |t=3 0
Det(tI — A) = 0 t—2 0 0 t—2
3 0 t+1 3 0
= (t=3)(t—2)(t+1)—3-3(t—2)
= £ —4* +t+6-9t+18
= P-4 —8t+24
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E assim, temos que o polinémio caracteristico p(t) é dado por

pa(t) = 32— 41> — 8t +24
palt) = (t—2)(t* -2t —12).

As raizes do polinomio caracteristico p4(t) é t, = 2,1 =1 — /3 e t3 =1+ /3.

Portanto, a matriz A diagonalizavel é

2 0 0
[Talo=101-v3 0
0 0 1++3

7.3 Operadores simétricos de dimensao n

Vamos considerar uma matriz simétrica cujas entradas sao nimeros reais e a
dimensao é n e que serd dada por A = (a;;). Fazendo o produto entre a matriz simétrica

A com a matriz coluna z, obtemos

apnn @iz -0 A o QGip T
a2 Q22 -+ G - Q2p T2
Ax =
A1y Q2 - Qo o Qi T
Q1p A2n  *°° Qi " App Tn
a1y +apxe+ ...+ ayux; + ..o+ apx,
a19T1 + a90xo + ... 4+ ao;x; + ... + A9, Ty,
Ax =

a1;T1 + Qi + ...+ ayux; + ...+ Ty

A1pT1 + Q2T + ... + QinX; + ... + QppTy

ou seja,
n n n
Ax = (Z a1;x;, Z 2Ty, . . . ,Z amxi> ) (13)
i=1 i=1 i=1
Por outro lado, denotando cada linha da matriz A por A; com i = 1,...,n,
temos que
Ay = (a11,a19, -, G1p)y - oy Ay = (Q14, G245 -+, Qin)y -+ o A = (A1, G2y - -+ ) -
Assim,
(A1, 2) = ((a11, - -+, G1n), (T1, -+ oy Tn)) = @111 + . .. + a12y
; (14)

(An,x) = ((@1ny -+ 5 Ann )y (T15 -, X)) = Q1p®1 + -+ oo F AT
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Logo, podemos escrever a equacao da seguinte maneira
Az = ((Ay,x),. .., (A, x)).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
[(Aw, )| < J[Al[f]], - - [(An, )] < [ Anl[[|2]].
Consequentemente podemos escrever

14z[]* = ((A1,2)* + (A2, 2))" + ... + ((An, 2))*

< (HAI2ID® + (JAl2ID* + - . + ([ Aallll2]])*
= (AP + Al * + .-+ A )]
Ou seja,
Az * < (JAP + [ Aol [* + .+ [JAa]1)] ] (15)

Tomando-se um caso particular em que ||z||* = 1, a relagao anterior poderd

ser escrita como
[Az]]? < (AP + [|A2|]> + ... + || Anl %

Levando em conta que

IA][* = (A, 4) = tr(AA") = Z ZHAH2

i,j=1
deduzimos
1 Az]| < VAP + ([ A2l + ..+ [JAL]2 = (|4,
ou seja,
[|Az|| < [[Al, (16)
para todo x € R™ com ||z|| = 1.

Considere S" ' ={z e R" : ||z|]|* =1} e f1 : S"! — R, definida por
fi(z) = (Az, z). (17)
Utilizando as relagoes contidas em , obtemos

filz) = (Az,z) = (((A1,2),...,(An,x)), (21, ..., 25))

2 2
= anxr]+...+ 01,12, + ...+ A1 T1Ty + .. F App T,
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ou seja,
fi(z) = apa® + .. 4 T T+ QT Ty b QT (18)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
|f1(@)| = [(Az, )| < [|Ax|[]z]] < |[A]],
pois ¢ [l«l| = 1 ¢ [|Az]] < ||4] por (I).
Dai, concluimos que o subconjunto Y; = {fi(z) € R : z € S""!} ¢ limitado

em R. Portanto, possui supremo. Se b; = supy,, sabemos que dado k € N, temos que

by — % nao é cota superior de Y, logo existe fi(xy) € Y1, 2 € S™71, tal que

1
by — z < filzg) < by,
isto é,
1
|fi(zr) — b1 < 7 (19)
Observe que xp = (T1k, Tok, T3k, - - -, Tnk) satisfaz a relagao

w3+ a5, a5, + ... +ah, =1, para cada k € N.
Logo, cada coordenada x; j satisfaz |z; ;| < 1. Sendo |z | < 1 podemos usar o Teorema
6.1| para garantir que a sequéncia (x1)keny possui uma subsequéncia convergente. Com
isso, temos que existe um subconjunto infinito Ny = {n},nd,... . ni,...} € N de modo
que

lim 2,1 = cl,
ni—oo F

sendo n;, € Nj.
Ao restringirmos xs ), ao subconjunto Ny, isto é, zo; : Ny = R, sendo que
|zok] <1V k€N,
mais especificamente para todo n. € N;. Pelo Teorema , existe um subconjunto
infinito Ny = {n?,n3, ..., n%, ...} CN; tal que

: _ 1
lm 2, =
nk—>oo

logo, temos que (xQn%) com n; € Ny é convergente.
Usando o mesmo argumento anterior, restrigimos 3 ao subconjunto Ny, ou
seja, x3 : No — R. Como
|ZL‘37k| <1VkeN,
ticul todo ni € Ny. Pelo T 6.1] exist beonjunto infinit
em particular para todo nj € Ny. Pelo Teorema 6.1, existe um subconjunto infinito
— {13 3 3
N3 = {n},n3,...,ng,...} C Ny tal que
. 1
lim 3,9 =
nk—)oo
logo, temos que (z3}) com n} € N3 é convergente.
Com isso, realizando-se o processo repetidamente conseguiremos chegar ao

T, 1. Dal, restrigimos x,; ao subconjunto infinito N,,_; = {nf"' ni~" ... n}7' ...}, ou

melhor, z, 5 : N, — R. Ja que
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|Tpi| <1V E €N,
em particular, para todo nz_l € N,,_;. Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito
N, ={nt,n3,...;n}, ...} CN,_; tal que
lim 2, ,n = c}w
nll—oo kK
logo, temos que (z,x), ny € N,, é convergente. Levando em consideracao que
N,CN,.1CN, »C...CN3CNyCNy,
temos que
. 1
n%linoo Tingp = G
parat=1,2,3,... n.
Por outro lado, a relacao (|10), implica que

lim 2? ; = (c})?, (20)

ny—0o z,n};
parat=1,...,nenp € N,.
Contudo, usando a relagao (18)), obtemos

2 2
f1 (l’k»n;j) = allxlmz + ...+ alnl‘lmzl'n’nz + ...+ alnl’l,nzl'mnz + ...+ annl‘n,nﬁ' (21)

Com base na relagao , deduzimos

1
| f1(Thnp) — 1] < n_zv

ou seja,
n%iinoo fi (.Iknz) = by.
Ao tomarmos a relagao (18 e substituindo x por ¢;, obtemos que
filc)) = ani(c])® + ...+ apeich + ...+ apmeict + ..+ apn(ch)?,
onde ¢; = (c},c3, 3, ..., cl). E utilizando 3.1.4 e 3.1.7, podemos concluir que

llimoo fi(@rnp) = filer).

TLkA)

Dai, usando o Teorema (Unicidade do limite), temos que

fl(cl) = bl-

E, considerando que
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oyt a3, i, =1
para k € N,,, usando a equagao , temos que
Jiﬁ(xf’k +ay . ta) =@+ (@) + .+ () =1

O que implicara que

c1 = (cl,ch,ch ... cl)ye s
de modo que fi(¢1) = supy,. A seguir, temos que fi(cq) > f1 (z) para todo z € S" 1.

Seja w; € R™ : (wy,¢1) = 0 com |Jwy|| = 1. Em seguida, considere v, :

(—e,e) — R™ definida por

71(t) = cos (t)ey + sen (t)w;.

Observe que

(m(t),n(t) = (cos(t)
)

= (cos (t)ey, cos (t)er) + (cos (t)er, sen (t)wy) + (sen (t)wy, cos (t)cyr)

c1 + sen (t)wy, cos (t)cy + sen (t)wr)

+ (sen (t)wy, sen (t)w)

cos® (t){c1, e1) + cos (t)sen (t)(c1, wi) + cos (t)sen (t){c1, wi) + sen®(t)(wy, wy)
cos® (t){cy1, 1) + 2 cos (t)sen (t){cy,w) + sen®(t)(wy, w;)
)

cos” (t) + sen® (t)
= 1,

pois (c1,¢1) = (wy,w) = 1 e (¢, w;) = 0. Logo,

N(t) 8" 71(0) = e1 e 11(0) = wi.
Em particular,
filer) = filn(t)) Vit € (—¢,¢),
pois vy (t) C S™ para t € (—¢,¢).
Considere agora a fungao g; : (—¢,¢) — R com ¢1(t) = fi(71(t)). Entao, temos
que
g1(t) = (Ay1(t),7(t)) = (A(cos (t)cy + sen (t)wy), cos (t)cy + sen (t)wr)
t)er + Asen (t)wy, cos (t)ep + sen (t)wq)
t)cr, cos (t)er + sen (t)wn)
+ (Asen (t)wy, cos (t)c; + sen (t)wq)
(t)(A(cq), 1) + cos (t)sen (t)(A(cr), wr)
+ cos(t)sen (t)(A(wy), c1) + sen® () (A(wy), w;)

= cos*(t)(A(c1), c1) + %Sen (2t)((A(cr),wr) + (A(wr), c1))

+ sen®(t)(A(wy), w).

Tomemos como base a simetria de A, assim, podemos escrever

(A(cr),wr) = {er, A(wy)) = (A(wr), c1).
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Isso nos permite concluir que
g1(t) = fi(n(t) = cos?(t)(A(cy), c1) + sen(2t){(A(cy), wy) + sen®(t)sen t{A(wy), wy).
Em continuagao, temos que a derivada de ¢/ (t) é
g1(t) = —2sen(t)cos(t)(A(cr), c1) + 2 cos(2t)(A(ey), wy) + 2sen(t) cos(t) (A(wy), wq).
Como ¢1(0) = fi(c1) é ponto de méaximo, temos que g;(0) = 0. Mas,
91(0) = 2(A(cr), wn),
ou seja,
(A(cr), wr) =0, (22)
para todo wy L ¢;.
Vamos considerar 3; = {c;,w], w3, wi, ... wl ;} uma base ortonormal de R",

w} € ¢i e com base na relagao (22) segue

Afer) = (Aler),ener + S (A, whad = filener

Portanto, obtemos a identidade_
A(Cl) = Aicy, (23)

com \; = fi(c;) = max fi(z),r € S"L.
Agora, consideremos
Wy ={z eR": (x,¢q) =0}.
Logo, para z € W, temos que
(A(z), 1) = (@, A(er)) = (@, hier) = Mz, 1) = 0.
Assim, decorre que A(z) € Wi, jd que = L ¢;.

Figura 5 — Subespago vetorial W
I

—

Ax W,

Fonte: elaborada pelo autor.

Isso nos permite definir um operador simétrico Ay, : Wy — Wi, que é a
restricdo de A ao subespaco vetorial Wy, ou seja, Ay, (x) = A(x), para todo z € Wi.
Agora, consideremos S"? = {zx e R"NW; : ||z]]* =1} e fo : "2 = R, definida por

fo(z) = (Ap,z, z) = (Az, ). (24)

Portanto, usando as relagoes contidas em ({14)), obtemos

fo(x) = (Az,z) = (((A1,2),.... (A, x)), (T1,...,2p))
2

2
= anri+...+ a1, + ...+ a1, 012, + ...+ Qpp T,
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ou seja,
fo(z) = ap@® + .. A T Tn . AT Ty . QT (25)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|fo(@)| = [(Az, )| < [|Ax|[]z]] < |[A]],
pois || = 1 ¢ || x| < [|A]| por (T6).

Dai, concluimos que o subconjunto Y; = {fo(z) € R : € S"2} ¢ limitado
em R. Portanto, possui supremo. Se by = supy,. Sabemos que dado k € N, temos que
by — % nao é cota superior de Y5, logo existe fo(xy) € Ya, 2, € S*2 tal que

1
by — z < fa(zr) < by,
isto é,

i) — o] < - (26)

Observando que g = (T1 4, Tok, T3k, - - -, Tn i) Satisfaz a relagao
a3+ a5, a5, +... +ah, =1, para cada k € N.
Logo, cada coordenada x; j satisfaz |z; ;| < 1. Sendo |z x| < 1 podemos usar o Teorema
para garantir que a sequéncia (x1x)keny possui uma subsequéncia convergente. Com
isso, temos que existe um subconjunto infinito N}'* = {nl,n,... ni, ...} € N de modo
que

lim 2,1 = 3,
ni—oo F

sendo n}, € N}
Agora restrinjamos xs ao subconjunto N‘l%, isto ¢é, xoy : N‘fVl — R, ja que,
|zak] <1V keN,
; 1 Wy . . . .
em particular para todo n; € N;''. Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito
W w
Nyt ={n} n3,...,n:,...} CN;"* tal que

: _ 2
lm 2, = .
nk—>oo

logo, temos que (xm%) com n; € Nng é convergente.
Usando o mesmo argumento anterior, restrigimos z3; ao subconjunto Ngv ' ou
seja, Ty Nng — R. Como
|l’37k| <1VkeN,
em particular para todo n; € NJ'*. Pelo Teorema |6.1} existe um subconjunto infinito
NY* = {n?,nd,...,n},...} € NI tal que

: _ 2
lim zj,3 = c3,
ni—)oo k

logo, temos que (z34) com ns € N1 é convergente.
) ) k 3
Com isso, realizando-se o processo repetidamente conseguiremos chegar ao
n—1

Tk Dai, restrigimos x,; ao subconjunto infinito N)"*, = {n}~! n3~ ... nft ...}, ou

melhor, z,  : N,‘;V_ll — R. Ja que,
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em particular para todo nZ_l € N,‘fﬁl. Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito

w-
NZVI = {n?vnga s 7”27 . } - Nnjl tal que

. 2
lbnn Tppp = Cp,
nk~>oo

logo, temos que (z,x), nf € N}V é convergente.
Portanto, temos que
N c N cNY, ... c NP ¢ N c N,
Por outro lado, a relacao (|10), implica que

: 2 _ (,.2)2
lim z7 ., = ()%,
nk —o0 k

parai=1,...,neni € N"1.
Agora, usando a relagao (25)), temos que

2 2
fQ(xk’,ng) = allxl,nz + ...+ A1 T1np Tn,np + ...+ A1nT1np Tnnp + ...+ annxn,nz.

Com base, na relacao , obtemos que

1
| fo(Tpnp) — 2| < n—zﬂ

ou seja,

ltnn fg(ilik’nz) = bQ.
nyp—00

Agora, tomemos a relagao (25)) e calculemos fy(cz), com ¢y = (2,3, ¢c2, . ..

Logo, obtemos que
faca) = a1 () + ...+ appcics + .o At + o (22

E utilizando 3.1.4 e 3.1.7, podemos concluir que

lim f2($k7n2) = f2(c2)'

n
nk%oo

Dai, usando o Teorema (Unicidade do limite), temos que

fQ(Cg) = b2.

Agora, consideremos que
2 2 2 2 _
T+ o tT3,+ . T = 1,

para k € N1 usando a equagao , temos que

(27)

(28)

rn/*
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Nm (23 a4t an) = () + () 4.+ () =1
O que implicara que
co=(c},c3,c3, ...,2) e S
de modo que fs(c) = supy,. Dai, temos que fo(cy) > fo(x) para todo z € S*~2.
Seja wy € R™ : (wg, ) = (wq,c1) = 0 com ||we|| = 1. Assim, temos que
72 1 (—¢,e) — R" definida por
Y2(t) = cos (t)ca + sen (t)ws.
Observe que

(cos (t

)Yea + sen (t)ws, cos (t) ey + sen (t)ws)
(cos (t)ca, cos (t)ca) + (cos (t)ca, sen (t)wy) + (sen (t)wa, cos (t)co)

(72(t), 72(t))

+ (sen (t)wy, sen (t)ws)
cos® (t)(c, ca) + cos (t)sen (t){ca, wa) + cos (t)sen (t){ca, wa) + sen’(t)(wa, ws)

)
cos? (t)(ca, ca) + 2 cos (t)sen (t)(ca, wa) + sen?(t){wa, wy)
)

cos” (t) + sen® (t)
=1

Y

pois (¢, c2) = (wq, we) =1 € (co, ws) = 0.
Logo,
12(t) € 8"72, 72(0) = c2 e 13(0) = wa.
Em particular,
falea) = fa(1e(t)) V E € (—¢,2),
pois Yo(t) C S™ para t € (—¢,¢).
Considere agora a fungao ¢s : (—¢,¢) — R com g¢o(t) = fa(72(t)). Dai, temos

que

G2(t) = (Ava(t), 12(t)) = (A(cos (t)ca + sen (t)ws), cos (t)ca + sen (t)ws)
Jeo + Asen (t)ws, cos (t)ca + sen (t)ws)
cos (t)ca, cos (t)ca + sen (t)ws)
Jwa, cos (t)ca + sen (t)ws)

(A(ca), co) + cos (t)sen (1) (A(cz), wo)
t){A(w2), c2) + sen” (t)(A(ws), ws)

I
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n
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E tomemos como base, a simetria de A, assim, podemos escrever o seguinte:
(A(c2), w2) = (c2, A(w2)) = (A(wz), ¢2).
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Isso nos permite concluir que
Go(t) = fo(a(t)) = cos?(t)(A(ca), c2) + sen(2t)(A(c), wo) + sen(t)sen t{A(wy), wy).
Dai, temos que a derivada de gj(t) é
gh(t) = —2sen(t)cos(t)(A(ca), c2) + 2 cos(2t)(A(ca), we) + 2sen(t) cos(t) (A(ws), we).
Como g2(0) = fa(cq) é ponto de méaximo, logo, temos que g5(0) = 0. Mas,

95(0) = 2(A(cz), wa),

ou seja,
(Afea),w5) = 0, (20)
para todo ws L co.
Agora, consideremos 3y = {co, w?, w3, w3, ..., w>_,} uma base ortonormal de

W1, w? € ¢y e com base na relagiao anterior (29) segue o seguinte:

Alen) = (Alen) )es + Y (Alea) udhu = Fler)es

Dai, obtemos a identidade
A(Cg) == /\202, (30)

com Ny = fo(ca) = max fo(z) : x € S"2.
Agora, consideremos
Wy ={z e R": (z,¢1) = (z,c2) = 0}.
Logo, para z € W5 temos que
(A(z), ;) = (2, A(ci)) = (x, Nici) = N, ) = 0,1 =1,2.
Assim, decorre que A(z) € Wa, ja que A(x) L ger{ci,ca}.

Figura 6 — Subespago vetorial W5
T ger{ci,ca}

—

Ax Wo

Fonte: elaborada pelo autor.

Isso nos permite definir um operador simétrico Ay, : Wy — Ws, que é a
restricao de A ao subespago vetorial Wa, ou seja, Aw,(z) = A(z).

Agora, consideremos S"3 = {z € R*"NW, : ||z|]|> = 1} e f3 : S"3 = R,
definida por

fs(z) = (Aw,z, z) = (Az, x). (31)
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Agora, usando as relagoes contidas em , obtemos:

f3(z) = (Apsz, ) = (((A,z), ..., (Ap,x)), (21, ..., 2,))

2
= apnx]+... a1, + ...+ a1, + .o App T,
ou seja,
2 2
fs(z) = anai + ...+ a1y + .o F A T1Tn F o+ AT (32)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
|[f3(2)] = [(Az, )| < [|Az][||]] < [[A]],

pois |[Az|| < ||A]| por (16) e ||z[| = 1.
Dai, concluimos que o subconjunto Y3 = {f3(z) € R : x € S"3} é limitado

em R. Portanto, possui supremo. Se b3 = supy,. Sabemos que dado k € N, temos que

by — % nao é cota superior de Y3, logo existe f3(x;) € Y, x;, € S"73 tal que

1
by — z < f3(xg) < bs,

isto é,
1
| fa(zr) — bs| < T (33)
Observando que xy = (Z14, T2k, T3k, - - -, Tn k) Satisfaz a relagao

x, + a5, + a3, + ... +ah, =1, para cada k € N.
Logo, cada coordenada x;, satisfaz |x; x| < 1. Sendo |z x| < 1 podemos usar
o Teorema para garantir que a sequéncia (1 x)keny possul uma subsequéncia conver-
gente. Com isso, temos que existe um subconjunto infinito N> = {nt,n},... ,nk,...} ¢ N
de modo que

lim 2,1 = ¢,
ni—oo F

sendo n}, € N},
Agora restrinjamos z,j ao subconjunto NI{VZ, isto é, xoy : N‘fV2 — R, ja que,
|l’27k| <1Vke N,
. 1 Wo . . . .
em particular para todo nj € N;?. Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito
W 1%
Ny 2 ={n? n3, ...,n:, ...} CN;? tal que

lim z,,2 = 63
2.n 2
ni—wo Tk

logo, temos que (an%) com nj € N2 é convergente.
Usando o mesmo argumento anterior, restrigimos x3 ; ao subconjunto Ngv 2. ou
seja, w35 : Ny’ — R. Como
|ZL‘37k| <1lVke N,
em particular para todo n; € N;VQ. Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito

w- W-
N3 2 ={n$ n3, ... .,n} ...} CNJ?2 tal que
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: _ 3
lim w5,3 = c3,
n3 —o0 k

logo, temos que (23) com n} € NY2 é convergente.
Com isso, realizando-se o processo repetidamente conseguiremos chegar ao
Tk Dai, restrigimos x, ao subconjunto infinito N2, = {n}=! n3= ... n2™ ...}, ou
melhor, ,,; : N2, — R. J4 que,
|Tpk| <1V E €N,
em particular para todo nz_l € NZV_QI. Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito
NWz — {p2 2, ... np, ...} € NP2 tal que

. _ 3
lbnn Tppp = Cp,
nk~>oo

logo, temos que (z,x), nf € N}V é convergente.

Portanto, temos que
N"2 c N2 c N2, ¢ ... c NJ¥2 ¢ N} ¢ N}™2. (34)
Por outro lado, a relagao , implica que

lim 27 , = (c})?, (35)

K2
nk —o0 bl
parai=1,...,n en: € N. Além disso, a equagao (34) também implica que

lim 27, = (¢;)? (36)

n
np—00 BT

Agora, usando a relagao (32)), temos que
f3(Tppr) = @12 0 + .o QT Topn o+ QLT T + oo Q2. (37)
3 Ny 1,n} s nelngnng cee n&1lnynny s nnenni-

Com base, na relagao (33)), obtemos que

1
’fs(fl?k,n;;) —bs| < ”_Z

Mas,

}le f3($k7nz) = b3.
nk — 00
Agora, tomemos a relagao (32)) e fagamos f3(c3), onde c5 = (¢3, 3,63, ..., ¢

Logo, obtemos que

f3(c3) = a1 () + ...+ ancicd + .. 4 aincicd + .o+ apn(c2)?
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E utilizando 3.1.4 e 3.1.7, podemos concluir que

}limoo fg(xk,ng) = f(cs).

nk—>

Dal, usando o Teorema (Unicidade do limite), temos que

f3(03) = b3.

Agora, consideremos que
oyt a3, s, =1
para k € N,,, usando a equagao , temos que
B (2%, a5, 4+t an) = ()4 () + .+ () = 1
O que implicara que
3= (5,3, ...,c) eS8,
de modo que f3(c3) = supy,. Dai, temos que f3(c3) > fg(x) para todo x € S"73.
Seja wy € R™ @ (ws,c3) = (w3, co) = (ws,c1) = 0, com ||ws|| = 1. Agora,
considere 3 : (—¢,¢) — R™ definida por
v3(t) = cos (t)es + sen (t)ws.

Observe que

(73(t),73(t)) = (cos (t)cs + sen (t)ws, cos (t)cs + sen (t)ws)
= (cos (t)cs, cos (t)cs) + (cos (t)cs, sen (t)ws) + (sen (t)ws, cos (t)cs)
+ (sen (t)ws, sen (t)ws)
= cos® (t){cs, c3) + cos (t)sen (t)(cs, ws) 4 cos (t)sen (t)(cs, ws) + sen?(t)(ws, ws)
= cos® (t){cs, c3) + 2cos (t)sen (t)(cs, ws) + sen?(t){ws, ws)
= cos® (t) + sen® (t)
—_—
pois (cs, c3) = (w3, ws) = 1 e (c3,ws) = 0.
Logo,
Y3(t) € S"73, 3(0) = ¢3 e ¥4(0) = ws.
Em particular,
fs(es) = f3(13(1)) V t € (—¢,¢),
pois 73(t) C S" para t € (—¢,¢).
Considere agora a fungao g3 : (—¢,¢) — R com g3(t) = f3(73(¢)). Dai, temos
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que

E tomemos como base, a simetria de A, assim, podemos escrever o seguinte:
(A(cs), ws) = (e, A(ws)) = (A(ws), c3).

Isso nos permite concluir que

g3(t) = f3(3(t)) = cos?(t)(A(cs), c3) + sen(2t)(A(cs), w3) + sen?(t)sen t{A(ws), ws).

Dai, temos que a derivada de g4(t) é

g5(t) = —2sen(t)cos(t)(A(cs), c3) + 2 cos(2t)(A(ez), ws) + 2sen(t) cos(t) (A(ws), ws).

Como g3(0) = f3(c3) é ponto de méaximo, logo, temos que ¢5(0) = 0. Mas,
gé(()) - 2<A(C3)7 U}3>,

ou seja,
(A(es), w3) =0, (38)
para todo w3 L c3.
Agora, consideremos 33 = {c3, w3, w3, w3, ..., w>_ 5} uma base ortonormal de

W, w? € c3 e com base na relagio anterior (38) segue o seguinte:

Ales) = (Ales) es)es + Y (Ales),ufhud = fyles)es

Dai, obtemos a identidade
A(Cg) == /\303, (39)

com A3 = f3(c3).
Agora, consideremos
Wi ={z e R": (z,¢1) = (x,c0) = (x,c3) = 0}.
Logo, para z € W3 temos que
(A(z),¢;) = (2, A(c;)) = (x, A\3¢;) = A3z, ¢;) =0, com i =1,2,3.
Assim, decorre que A(z) € Wi, ja que A(x) L cs.
Isso nos permite definir um operador simétrico Ay, : W3 — W3, que € a res-

tricdo de A ao subespago vetorial W3, ou seja, Aw,(z) = A(z). Pelos mesmos argumentos
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Figura 7 — Subespago vetorial Wj
Tger{cl, C2,C3}

—

Az Wi

Fonte: elaborada pelo autor.
anterior, existe
C4EW3 . AC4:)\4'C4.

E assim, podemos facilmente ver que o processo é repetitivo. Logo, consi-
deremos S! = {z € R*"N W,y : ||z||* = 1}, onde W,,_1 = ger{ci,ca,¢3,...,Cn1} €
fn: St — R, definida por

folz) = (Aw,_ x,x) = (Ax, z). (40)
Agora, usando as relagoes contidas em (|14)), obtemos:

folz) = (Az,z) = (((A1,2),...,(An, ), (21,...,2,))

2
= apx]t+...+ 01,12y + ...+ A1 T1Ty + .. F App T,
ou seja,
2 2
fo(x) =anz]+ ...+ a1y, + .o F Q11T o AT (41)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
|fu(2)| = [(Az, )| < [|Az]|[|2]] < [|A]l,
pois ||Az|| < [[A]] por (L6) e [[z]| = 1.

Dai, concluimos que o subconjunto Y,, = {f,(z) € R : x € S'} é limitado em

R. Portanto, possui supremo. Se b, = supy, . Sabemos que dado k € N, temos que b,, — —

nao é cota superior de Yy, logo existe f,(zx) € Y, z, € S! tal que g
bn — % < fulwk) < by,
isto é,
[Ful) = bl < - (12)
Observando que i = (T14, Tok, T3k, - - -, Tn i) Satisfaz a relagao

T3+ a3 a3, + ...+, =1, para cada k € N.
Logo, cada coordenada x;, satisfaz |x; x| < 1. Sendo |z1 x| < 1 podemos usar

o Teorema para garantir que a sequéncia (xy x)reny possul uma subsequéncia conver-
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gente. Com isso, temos que existe um subconjunto infinito Ny

N de modo que

-1
hm Tyl =,

W
sendo ny € Ny "'

—1

Agora restrinjamos x,j ao subconjunto N‘l/v" , isto é, woy, : N‘I/V"_l — R, ja
que,
|zak] <1V keN,
em particular para todo n, € le/”‘l. Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito
Nyt = {n2n2, ... n2,...} N tal que
hrn Ty p2 = ch,
le—MX)

logo, temos que (ann ) com n2 € N2 nt

¢é convergente.
Usando o mesmo argumento anterior, restrigimos 3 ao subconjunto Ngv nh
ou seja, z3; : Ny" ' — R. Como
lzsp] <1V keN,
em particular para todo ni € NW" . Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito
Nyt = {n3,nd, ... nd,.. .} C NY™ ! tal que
n‘l’gnoo L3 n = Cga

n—1

logo, temos que (z3y) com nji € N3 é convergente.

Com isso, realizando-se o processo repetidamente conseguiremos chegar ao
Zn . Dal, restrigimos x, ; ao subconjunto infinito N ={n} tny 7t Ny 1...},ou
melhor, x, 5 : NZV_I_ — R. Ja que,
|In,k| <1VkeN,
em particular para todo n}; e NW’H Pelo Teorema , existe um subconjunto infinito
NWn-t = {pn n2 .. n.. .} € NI tal que

lim =z, np = =c,
nk—>oo

logo, temos que (z,4), ni € N}¥»=1 ¢ convergente.
Portanto, temos que
NWn-1 ¢ NVt e Nt o e NY» ¢ Nt NPt
Por outro lado, a relacao (|10), implica que

lim 27 , = (c})? (43)

Z'I’Lk
nkﬁoo

parai=1,...,nen, € N,

Agora, usando a relagao , temos que

2 2
fn(xk,n;;) = CLH:L'L”Z + ...+ alnl'lmzl'n,nz + ...+ alnl‘lmzl‘n’nz + ...+ annl'n?nz. (44)
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Com base, na relagao , obtemos que

1
|fn(xk,ng> - bn’ < n_z

Mas,

lim fn(mkn ) - bn

’I’Lk — 00

Agora, tomemos a relacao e facamos f,(¢,). Logo, obtemos que
fulen) = ann()? + .. 4 ap (N (E) + .o+ ai (@) () + .. 4 apn(c)?.
E utilizando 3.1.4 e 3.1.7, podemos concluir que

hm fn(xkn) fulcn).

ny

Dai, usando o Teorema (Unicidade do limite), temos que

fn(cn) = bn-

Agora, consideremos que
x%k + x%k + x%k ..+ xik =1,
para k € N"»-1 usando a equacgio , temos que
B (27 a5, 4 ) = (@) () + o () =1
O que implicara que
) e St
de modo que f,(c,) = supy,. Dai, temos que f,(c,) > f.(z) para todo x € S'.

— n T T
cn = (c}, 8,8, ..., ¢

? n

Seja w; € R™ : (w;,¢;) = 0,4 = 1,2,3,...,n com ||w,|| = 1. Agora, seja
Y : (—€,€) — R™ definida por
Tn(t) = cos (t)c, + sen (t)w,.
Observe que
(M (), (1)) = (cos(t)c, + sen (t)wy, cos (t)c, + sen (t)wy,)
= {cos (t)cy, cos (t)cn) + (cos (t)cy, sen (t)wy,) + (sen (t)wy, cos (t)cy,)
+  (sen (t)wy, sen (t)w,)
cos” (£)(cn, €u) + cos (t)sen (t)(cn, wy) + cos (t)sen (1) {cn, wy) + sen®(t)(wy, wy)

)
cos? (1) {cn, cp) + 2 cos (t)sen (t){cn, wy) + sen®(t)(wy, w,)
cos® (t) + sen? (t)

— 1,
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pois (¢, ¢n) = (Wp, wy) =1 € (c,, wy,) = 0.

Logo,

Wn(t) C 8 m(0) = e € 7,(0) = wy.
Em particular,
fn(en) Z fu(m(t)) V E € (=¢,¢),

pois 7, (t) C S"™ para t € (—¢,¢).

Considere agora a funcdo g, : (—¢,) = R com g,(t) = f.(7.(t)). Dai, temos
que
A(cos (t)e, + sen (t)wy,), cos (t)c, + sen (t)w,)
cos (t)c, + Asen (t)wy, cos (t)c, + sen (t)w,,)

(

gn(t) = <A’7n<t>77n(t)> =

cos (t)cy, cos (t) e, + sen (t)wy)

+ (Asen (t)wy, cos (t)c, + sen (t)w,)

V(A(en), cn) + cos (t)sen (t)(A(cy), wy)
sen (£)(A(wn), cn) + sen® () (A(wy,), wy,)

= cos*(t){A(cp), cn) + %Sen (2t)((A(cn), wn) + (A(wy), cn))

+ sen®(t) (A(wy), w,).
E tomemos como base, a simetria de A, assim, podemos escrever o seguinte:
(Alen), wn) = (cn, A(wy)) = (A(wy), cn).
Isso nos permite concluir que
Gn(t) = fu(m(t)) = cos?(£)(A(cy), cn) + sen(2t){(A(c,), wy) + sen?(t)sent{A(w,,), wy,).
Dai, temos que a derivada de ¢/ (t) é
gr(t) = —2sen(t)cos(t)(A(cn), cn) + 2 cos(2t)(A(cy), wy) + 2sen(t) cos(t) (A(wy), wy).
Como g,(0) = fu(c,) é ponto de maximo, logo, temos que ¢,,(0) = 0. Mas,
9n(0) = 2{A(cn), wn),

ou seja,
(Alcn), wn) =0, (45)
para todo w, L c,.
Dai, temos que a matriz de A com relagao a base o = {c1, ¢o,¢3, ..., ¢, } é dada
por
A O
0 X -+ 0
[Ala = '
0 0 DY 0
0 0 0 An
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isto é,
[A]e = Diag(A, Aoy Az, oy An)-
O
Portanto, podemos escrever o seguinte teorema:

Teorema 7.1 Seja A = (a;j)nxn uma matriz simétrica com entradas reais. Entdo, eriste
uma base ortonormal o = {ay,as,as, ... ,a,} do R"™ tal que a matriz de A serd dada por
[A]S = Diag(A, Aoy Az, - oy An)-

Observacao 7.1 Como jd sabemos que fi : S" ' — R e que a esfera é dada por

S" = {(w1, 29, 23,...,2,) : 7+ 25 +... + 22 =1}

Vamos considerar um elipsoide e suponhamos que os resultados permanecem validos. De
fato, f(x) = (Az,z), x € E"! e considere a funcgao f1 : E""' — R dada por

2 2 2
r; x
-1 1 2 .
E" ={(z,20,23,...,70) : 5 +—5+...+—F5=Lcoma;€Rei=12,...,n}
ay a3 an

T x2 T
T = (X1 Togy -y Tng) & all’; + (aj; + ...+ (a:; = 1.
Dai, temos que ,
% < 1=z <lai| = |vik| € limitada.

Portanto, ao ;ubstituirmos (xix) por ck comi=1,2,3,...,n, temos que
)2 12 )2
Gl oo

e como ¢y = (cl,cl, ... cl), implica que c; € E" L.

Jd para o caso em que fo : E""2 — R e que a esfera é dada por

2 2 2
ry  x x
n—2 gt 2 n __
E" = {(x1,29,23,...,2) : 5+ 5 +...+ — =1}
2 2 2
ai  a a
1 2 n

2 2 2
x] T
—2 1 2 -
E" = {(21,29,23,...,2,) * 5 +—5+...+ 5 =Lcoma; €Rei=12,...n}
ay a3 an




Dai, temos que

2
Lik

Qi
Portanto, ao substituirmos (x;) por ¢z com i =1,2,3,

< 1=z <lai| = |zik| € limitada.

...,n, temos que

e como cy = (3,¢%,...,c2), implica que cy € E" 2.

Vejamos agora para f3 : E"3 - R, f(z) = (Az,x) e

2 2 2

x x x

n—3 . 1 2 n
B = {(z1, 0, 23,...,20) : 5+ 5 +...+ 5 =1}

ay a3 an

T = (Il,]ﬂ $2,k7 LR 7xn,k:) =

Dai, temos que

2
Tik

Q;
Portanto, ao substituirmos (z;x) por ¢; comi=1,2,3,.

<1= |z <lai| = |zig| € limitada.

.., n, temos que

e como cz = (c},c3,...,¢c3), implica que c3 € E" 3.
Observemos que esse processo serd repetitivo. Logo, para f, : E' — R e
f(z) = (Az, z)
2 2 2
ry x5 x
Elz{(xl,azg,arg,...,xn) . —2+—2++—;:1}
a;  a; a

n

Agora, vamos tomar uma subsequéncia (xy) € E!, com

2 2 2
Tp = (X1, Tog,. ., T & —=+ —5+...+ — =1
= T Bak) @ O O

Dai, temos que
2
Tik) 1o |zik| < la;| = |zix| € limitada.
Q;

Portanto, ao substituirmos (z; ) por ¢} comi=1,2,3,...,n, temos que
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e como ¢, = (cf,cy,...,cY), implica que ¢, € E!. Ou seja,o processo anterior continua
valido.
Observagao 7.2 X C R" limitado, ou seja, |x| < kV x € X e toda sequéncia () de
elementos de X possua uma subsequéncia convergente para um elemento de X teriamos
o mesmo resultado, ou seja, existe uma base ortonormal o = {ay, e, s, ..., } do R”
tal que

[A]S = Diag(A, Aoy Az, - oy An)-
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8 CONCLUSAO

Numa das demonstracoes do Teorema Espectral, é comum usar o método
dos multiplicadores de Lagrange ver em Guidorizzi (2014, p. 323 - 332). Neste trabalho
adaptamos tal demonstragao usando apenas o Teorema de Bolzano-Weierstrass na reta
conjugado com o método da diagonal de Cantor para encontrarmos os autovalores do
operador A.

Na demonstracao fica evidente que podemos subistituir a esfera S*~! por um
subconjunto U do R™ que seja limitado, para podermos mostrar que a funcao auxiliar
f: U — R definida por f(z) = (Az, x) seja limitada, além da propriedade de fechamento,
ou seja, a sequéncia que surge definida em U convirga para um elemento de U. Em outras

palavras, precisamos da compacidade do conjunto U.
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