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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo mostrar o que sdo as equagdes algébricas e 0s nimeros
complexos e como eles podem ajudar no entendimento de alguns problemas do ensino béasico
e superior. Primeiramente, abordamos os aspectos histéricos da origem desse conjunto e como
0s matematicos daquela época entraram em conflitos para a sua aceitacdo. Em um segundo
momento, definimos os ndmeros complexos e suas propriedades e mostramos as diversas
formas que esses numeros podem assumir, que podem ir desde uma representacao algebrica até
uma representacdo matricial. Em seguida, definimos as equacOes algébricas e mostramos a
importancia da teoria em torno das equagdes, com o0 proposito de estabelecer alicerces para 0s
numeros complexos. Por fim, o trabalho mostrar algumas aplicacfes dos numeros complexos

que passam por assunto do ensino médio até o ensino superior.

Palavras-chave: nimeros complexos; equacdes algébricas; ensino de matematica.



ABSTRACT

The present work aims to show what algebraic equations and complex numbers are and how
they can help to understand some problems in basic and higher education. First, we approach
the historical aspects of the origin of this set and how mathematicians at that time came into
conflict for its acceptance. In a second moment, we define complex numbers and their
properties and show the different forms that these numbers can take, which can range from an
algebraic representation to a matrix representation. Then, we define algebraic equations and
show the importance of theory around equations, with the purpose of laying the foundations for
complex numbers. Finally, we finish the work by showing some applications of complex

numbers that pass through the subject from high school to higher education.

Keywords: complex numbers; algebraic equations; teaching mathematics.
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1 INTRODUCAO

J& faz um tempo que o estudo dos nimeros complexos ndo esta tdo presente na
grade curricular dos alunos da educacao basica. Uma possivel justificativa para isso talvez seja

o fato de que os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) corroborarem com a seguinte ideia:

Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da ampliagdo do conjunto
numeérico, introduzindo os nimeros complexos. Como esse tema isolado da resolucédo
de equagdes perde seu sentido para 0s que ndo continuardo seus estudos na area, ele

pode ser tratado na parte flexivel do curriculo das escolas. (BRASIL, 2002, p.122).

Devido a essa flexibilizagdo, muitas escolas se utilizam desse fato e acabam néo
abordando esse assunto no ensino medio devido & auséncia de questdes nas provas do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM). Porém, tratar os Numeros Complexos como conteido
flexivel da educacdo bésica é deixar de fora toda sua importancia histérica e riqueza nas

resolucdes de problemas préaticos do cotidiano.

A primeira vez que os alunos costumam ouvir falar em ndmeros complexos é
quando o professor comeca a introduzir resolugéo de equag6es do segundo grau. Pois quando
o discriminante da equagdo é menor que zero, ndo € possivel calcular a raiz quadrada no

conjunto dos nimeros reais.

Todavia, a historia nos mostra que o seu surgimento se deu pela resolucdo de
equacao do terceiro grau, por volta do século XVI com Jerdnimo Cardano. Vamos entender um

pouco o contexto daquela época.

No século XVI ainda havia muita resisténcia para aceitar a existéncia de nimeros
negativos como solucGes para problemas. Foi como o0 Jodo Bosco escreveu em Trigonometria

Numeros Complexos:

Os numeros complexos comegaram a aparecer sistematicamente em Matematica com
os Algebristas italianos do século XVI. Quando isso aconteceu, 0s matematicos nao
tinham nem ainda esclarecido os conceitos de ndmeros negativos e irracionais.
(MORGADO et al., 2005, p. 149 e 150).

Assim, fica facil compreender a dificuldade de se considerar raizes de nimeros
negativos como sendo solucdes de equacdes diante de um contexto em que 0s proprios nimeros

negativos ainda eram tidos como problemas.



Por isso, se diz que a construcdo dos conjuntos numeéricos nao foi progressiva como
é abordado muitas vezes nas escolas para fins didaticos. E nesse contexto do século XVI que

0s numeros complexos dao seus primeiros passos.

No livro “Ars Magna” (A Grande Arte) em 1545, Cardano (1501-1576) forneceu
um método de resolucdo de equacgdes do terceiro grau. Cardano conseguiu mostrar que dada a
equacdo do terceiro grau ax® + bx? + cx +d = 0, com a # 0 sempre é possivel reduzir para

uma equacao da forma:

3 _ _ _w o
y +My+N—O,ondeM—(3 +c)e = 575 3+al. ()]

Como o foco nesse primeiro instante € a historia dos Numeros Complexos, deixarei

para demonstrar os resultados que se segue no capitulo 4.

Depois de algumas manipulagdes algébricas, Cardano mostrou que

o B OO T e

De posse dessa férmula, Rafael Bombelli (1526-1572), discipulo de Cardano

observou que a equacgdo x> — 15x — 4 = 0 tinha como solucéo real x = 4. Porém, ao se utilizar

a formula de Cardano, notou que:

x=132+V=121+ V2 -vV=121. (1)

Onde tinha-se o problema da raiz quadrada de um namero negativo. O que colocava
em xeque se a formula de seu tutor estava mesmo correta. Porém, em sua obra L ’Algebra Parte
Maggiore dell’Arithmetica (1560), Bombelli prop6e uma solugdo cuja saida é aceitar a

existéncia de raizes quadradas de nimeros negativos.

Utilizando-se da &lgebra aplicada em seu tempo, Bombelli assumiu que fosse

possivel aplicar o mesmo em (11). Entdo, conseguiu mostrar que

V2 +vV=121=2++—1.

Assim, conseguiu chegar em x = 4, validando a férmula de resolucdo da equagéo

de terceiro grau, pois

x=V2+V—121+ V2 —V—121= 2+V=1+ 2— V=1 =4
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Mesmo com essa solucdo que justificava a formula de seu tutor, muitos
matematicos da época consideravam essa ideia uma inutilidade académica, como Jodo Bosco

descreve:

Vemos assim que no século XVI os matematicos comegaram a usar 0S nimeros
complexos, aplicando-lhes as regras usuais de calculo com nimeros reais embora
escandalizados e dando declaragdes veementes de que eles “ndo existiam”, eram

“indteis”, etc. (MORGADO et al., 2005, p. 151).

Foi preciso passar trés séculos para que 0s nimeros complexos adquirissem sua
importancia na Matematica. No século XIX, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) forneceu aos
nimeros complexos uma interpretacdo geomeétrica, o que fez com os ndmeros complexos

conquistassem seu espago na matematica.

No capitulo 2, o trabalho trard uma breve explicacdo dos conceitos e definigdes dos

numeros complexos, bem como de sua interpretacdo geométrica e matricial.

No capitulo 3 introduziremos o conceito de equacdes algébricas e falaremos sobre

o importante Teorema Fundamental da Algebra (TFA).

No capitulo 4 aplicaremos os nimeros complexos para solucionar problemas

interessantes cuja solugdo sdo 0s nimeros reais para 0 ensino médio e ensino superior.
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2 NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo faremos uma apresentacdo mais rigorosa dos nimeros complexos.
Serdo abordadas algumas representagdes desse conjunto bem como algumas demonstracdes que

serdo Uteis para resolucdo dos problemas do capitulo 4.
2.1 Forma algébrica

Por definicdo, um numero complexo z é um par ordenado z = (a, b), com a, b

nUmeros reais que satisfazem as seguintes condicdes:

1. Adl(;é.o Zl + ZZ = (al, bl) + (az, bz) = (al + az, bl + bz)
2. PrOdUtO Zl - ZZ = (al, bl) - (az, bz) = (al - az - bl " bz, al - b2 + bl - az)

3. ldentidade: z; = z, - (a4, b;) = (ay,b,) > a;, = a,eb; = b,
Note que pela defini¢do de produto o namero z = (0, 1) = i, temos que:
i2=ii=22=(0,1-(0,1)=(0-0-1-1,0-14+1-0)=(-1,0) = —1
Temos que i = —1.

Sejam z,, z,, z; nimeros complexos. Temos que a soma e 0 produto obedecem as

seguintes propriedades:

I. Comutatividade: z; +z, =z, +z1 €2, "2, = 2, " 74

ii. Associatividade: (z; +z,) + 23 = 2y + (22 + z3) e (21" 23) " 23 = 271 - (25" 2Z3)

iii. Elemento neutro da adigdo: (0,0) + z; = z,,V z; complexo.

iv. Elemento neutro multiplicativo: (1,0) - z; = z,,V z; complexo

V. Existéncia do simétrico aditivo: se z; = (a,b), entdo o simétrico da adicdo €
representado por —z; = (—a, —b). Segue que z; + (—z;) = 0 elemento neutro da
adicdo.

Vi. Todo elemento dos numeros complexos diferente de zero possui um simétrico

multiplicativo. Se z; = (a,b), coma # 0 e b # 0, entdo o inverso da multiplicativo de

a -b

_« =0 . —
a2+b2'a2+b2)’ donde z, - z; (1,0) = 1 elemento neutro da

z, € dado por z;! = (
multiplicacao.

vii.  Distributividade em relacdo a soma: z; - (z, + z3) = 2y "z, + 2z, * 73
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Todas essas propriedades sdo facilmente verificadas. Basta utilizar a definicdo de
adicdo e multiplicacdo dos numeros complexos, 1 e 2 respectivamente, e observar que todas

essas operagdes ja sdo validas para o conjunto dos nimeros reais.

Dizemos que 0 nimero complexo z é expresso por z = a + bi, onde a e b s&o nimeros
reais e i € chamado de unidade imaginaria. O nimero z pode ser entendido como um par
ordenado fixado no sistema de coordenadas no plano. Diz-se que o numero z = a + bi é

representado por P(a, b).

Figura 1: Representacéo de z no plano complexo

0 a Re

Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/argumento-de-um-numero-complexo.htm

Os pontos da forma (a, 0) = a + 0i = a sdo 0s ndmeros reais, por isso estdo
localizados no eixo real (Re). J& os pontos da forma (0, b) = 0 + bi = bi sdo chamados de
nimeros imaginarios puros. Por esse motivo dizemos que as coordenadas a, b do ndmero

complexo z = a + bi sdo denominadas parte real e parte imaginéaria de z, respectivamente.
Denota-se Re(z) = a é a parte real de z e Im(z) = b é a parte imaginaria de z.
2.1.1 Plano de Argand-Gauss

O plano complexo, denominado de plano de Argand-Gauss, associa todos os
nameros complexos da forma z = a + bi pelos pontos P (a, b) no plano ou pelo vetor Oz. A
vantagem de se utilizar tal representacdo ¢ a facilidade de visualizar os nUmeros complexos no
plano e a utilizacdo de propriedades ja conhecidas na geometria analitica como a regra do

paralelogramo para a soma e subtragdo de vetores.
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Dessa forma, sejam z = (a, b) e u = (c, d) dois nimeros complexos associados aos
vetores da figura 2, segue pela regra do paralelogramo que z + u = v, onde u’ € o vetor paralelo

ao vetor u e z’ € o vetor paralelo ao vetor z:

Figura 2: Regra do paralelogramo para adi¢ao

b+d;

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/representacao-geometrica-soma-numeros-complexos.htm

De posse dessa representacdo cartesiana surgem dois conceitos importantes e

bastante usados em problemas com nimeros complexos que sdo: 0 médulo e o conjugado.

Sejaz = (a, b) =a + bi um nimero complexo, 0 mddulo desse nimero nada mais €

que a distancia desse ponto a origem (0, 0). Denota-se |z| para representar o0 mddulo de z.

Figura 3: Representacdo do nimero complexo z

Im

Fonte: elaborada pelo o autor. 2021
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Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retadngulo da figura 3, temos que:
1z|2 = a® + b2 > |z| = Va2 + b2
Ja o conjugado do numero complexo z = (a, b) = a + bi € denominado por
z=(a,—b)=a-nhi.

Segue alguns resultados importantes decorrentes do moédulo e conjugado de um

numero complexo:
a)z-zZ=|z|*
De fato, pois se z = a + bi, temos que:
z-Z = (a+ bi) - (a— bi) = a? — abi + abi — (bi)? = a? — (—1)b? = a?® + b? = |z|?
b) |z| = |z]

De fato, pois se z = a + bi, segue que:

|z| = a? + b% = \[a? + (—=b)? = |z]

C) Re(z) = %

Esse resultado é facilmente verificado pois, se z = a + bi, temos que

z+z a+bi+a—-bi 2a _ R
2 2 =g Ta=ke@

d) Im(z) = ==

2i
De fato, pois se z = a + bi, temos que

z—z‘_a+bi—(a—bi)_a+bi—a+bi_2bi_b_1 @
20 2i - 20 R TE S

€)zy t2z, =7, +2;

Sejaz; =a+ biez, =c+ di, segue que

zZitz,=a+bi+c+di=((@a+c)+b+dhi=@+c)—(b+d)i=a—-bi+c—di=

=21t 2,

Nz z,=2,- 7,
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Sejaz, =a+ biez, =c+ di, segue que

Z1 - Z3 = (a + bt)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)t = (ac — bd) — (ad + bc)i =
(a—=bi)(c—di)=2 -2,
2.2 Representacéo Polar

Também chamada de representagdo trigonomeétrica, essa representacao consiste em
utilizar elementos da trigonometria e da geometria analitica para representar 0s ndmeros

complexos.

Seja um nuimero complexo z # 0, chama-se argumento de z o &ngulo 6 formado
polo eixo Ox e o vetor Oz, conforme mostrado na figura 4. Vale destacar que os angulos
possuem a mesma ideia da trigonometria, isto é, sdo orientados positivamente no sentido de

percurso oposto ao utilizado nos ponteiros do relégio.
Figura 4: Representacdo do argumento do nimero complexo

I m(z)‘

b Z(ab)

(] ey ——

Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/plano-argandgauss.htm
Utilizando as relagGes trigonométrica em um tridngulo retangulo, temos que:
z = |z|(cos8 + isenB)

Observe que com a representacao acima é possivel escrever o nimero complexo z
em funcdo de duas varidveis, seu modulo e o argumento. Dizemos que |z| e 6 sdo as

coordenadas polares de z.
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Diante dessa representacdo polar dos nimeros complexos podemos observar que o
produto e o quociente apresentam uma relacdo interessante. Sejam z; = p,(cos6; + isenf,) e

z, = p,(cosB, + isenB,),onde p; = |z;| € p, = |2z,].
Assim, pode-se concluir que:
zy * zy = p1(cosO, + isenb,) - p,(cosb, + isend,) =
= p,.py * (cosB, + isenb,) - (cosO, + isenh,) =
= p1.p2 - (cosB; - cosh, — senb; - senb, + isend, - cosO, + icosb, - senb,) >
> 7,27, = py.pz[cos(By + 6,) + isen(6; + 6,)]
O quociente:

zy _ pi(cosb, +isenb;)
z,  py(cosf, + isenb,)

_ p1 (cosb; + isend;)(cosO, — isenb;)

o . (cosB, + isenb,)(cosh, — isend,)

pP1 (cos@l-cosez+sem91-sen62+isenGl-cosez—icosel-senez)9

o c0s20,+sen292

- % [cos(8; — 6,) + isen(6, — 6,)

Z

2.2.1 Férmula de De Moivre

Podemos ampliar o produto exposto acima para o caso geral em que temos:

z; = pj(cosﬁj + isenHj), 1<j<nep; =|z

Tem-se que:
Zy"Zy " Zy = Pr P2 Pr v [cOS(O; + 0, + -+ 0,) +isen(0; + 6, + -+ 0,)],VneN
Demonstracédo

Vamos utilizar o principio de indugdo para mostrar tal fato.

) Cason=1

De fato, pois

z, = p,(cosB; + isend,), representacao polar do nimero complexo.
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i) Vamos supor que para o0 caso n = k é verdadeiro, isto é
Zy " Zy " Z = pP1 Py Pr t [cos(O; + 0, + -+ 60,) +isen(0, + 0, + -+ 6,)] ()
Devemos mostrar que a relacdo também é valida para o caso n = k + 1. De fato, pois

Zy " Zy "t Zy  Zggr = Pr P2 Prt [€0S(0y + O, 4 -+ 6y) + isen(0y + 0, + -+ 6;)] -

Zy 41, Pela hipdtese de inducdo (). Como z;,,; = pr4+1(cosOy, 1 + isenby ), segue que

Z1"Zy " Zyg " Zgy1 = P17 P2 " Pr [COS(Gl + 02 + -+ gk) + iS@Tl(@l + 92 + -4+ Qk)] *

Pre+1(€0SOy 41 + isenby,q) =

= P1° P2 Pi " Pre+r” [cos(0y + 0, + -+ 0)) + isen(0; + 0, + -+ + 0))] - (cosOy,q +

isenfy 1) =

= P1° P2 Pi* P+ [cos(0y + O, + -+ 0)) - cOSOy1q — sen(6y + 0, + -+ 6y) -

senf,q +i(cos(0; + 6, + -+ 6;) - senb ., + sen(6; + 6, + -+ 0;) - cosO 1] =

= pP1° P2 Pi " Prerr " [coS(Oy + 03 + -+ O + Oryy) +isen(fy + 0, + -+ O + 0y11)]
Portanto, pelo principio de inducdo, temos que

Zy " Zy " Zy = Pq Pg v P v [cOS(O; + 0, + -+ 0,) +isen(6; +0,+ -+ 0,)],VneN m
Em caso particular, se z, =z, = =2z,=2, 0, =0,=--=6,=60 ¢ p; =

p, =+ = p, =1, temos por De Moivre que:

z = (cos6 + isenf)" = cos(nf) + isen(no)
2.2.2 ldentidade de Euler

Outra relacdo interessante que remete a forma polar é a identidade de Euler.

Em um artigo publicado por Leonard Euler, em 1748, temos uma motivagédo

utilizando expans6es de séries munido de funcdes trigonométricas para a seguinte identidade:

e = cosf + isend

Utilizando as Séries de Taylor, temos que a exponencial é dada por:

. 2 53 _ °°xn
e’ = +X+Z+§+“'— F

n=0



Por outro lado, temos que 0 sem(x) e cos(x) sdo dadas, respectivamente, por

3 5 7 © 2n+1

sen(x)—x—x—+%+x—. Z(— )”(2 D)

2

cos(x) = 1—%+—+—... z(— )” )

Fazendo a seguinte substituicdo x = if na série da exponencial, teremos:

(i6)° (i9)3+

e TRy

= cos(0) + isen(0)

2.3 Representacdo Matricial

Outra maneira interessante de representar 0s numeros complexos é por meio de

Entdo é necessario definir as matrizes 2x2 de maneira que possamos aplicar 0s

X-X=-I
[a b [a b] [ ] onde a, b, c e d sdo coeficientes reais.
c di Lc
Temos que:

[a2+bc ab+bd]:[—1 0
ac+cd bc+ d? 0 -

Temos o seguinte sistema de equacles

18

matrizes 2x2. Sabemos que um nimero complexo compreende algumas propriedades como a

comutatividade no produto e que, de forma geral, produto de matrizes nao se observa tal fato.

conceitos e propriedades dos numeros complexos. Seja X uma matriz quadrada 2x2 de

coeficientes reais e | a matriz identidade 2x2. Devemos encontrar inicialmente alguma matriz
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ab+bd =0 (2)
ac+cd =0 (3)
\be +d2 = -1 (4)

{az +bc=-1 (1)

Como bc + d? = —1, temos que bc = —1 — d? e pela primeira equacgdo (1) tem-

se que:
a’?+bc=-1-a?>-1-d?=-1-a?>=d? > |a| =|d|,istoé,oua=doua=—d.
Seja a =d. Pela equacéo (2), segue que:

ab+bd=0- ab+ab =0 - 2ab=0,oua=0o0ub=0.Note que se b =0, pela equacdo

(1) teriamos que:

a’?+bc=-1-a*+0-c=-1-a?>= —1-a= v—1,0que seriaum absurdo, pois a é

um ndmero real.

Sea=0, temos por (1) que:

bc = -1 ()
Como queremos encontrar uma matriz que satisfaca X - X = —I, podemos supor
que b = —1 e por (I) segue que ¢ = 1. Assim teremos que:
0 -1
x=[; o

Encontramos o candidato para ser 0 numero imaginario na forma de matriz, isto €:

==l )

Pode-se entdo representar os numeros complexos na forma de matriz 2x2 da

seguinte maneira:

. (1 0 0 -1\_ (a -b . . .
a1+bL—a(0 1)+b(1 0)_(b a),coma,bnumerosrealseaadlgaoeoproduto

usuais de matrizes.

Vamos verificar algumas propriedades utilizadas nos nimeros complexos. Seja

al + bi e cl + di “niimeros complexos” na forma de matrizes.

1. Comutatividade da soma:
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@ rera=( D) H= (15 Y

=515 _dc++(; b))=(§ _Cd)+(z _ab)= (cl + di) + (al + bi)

2. Comutatividade do produto:

(al+bi)-(cl+di)=(g _ab)-(fl _Cd)=(?l:22 IZﬁIZE)

(T T (6 (¢ D)= e

3. Elemento neutro na adicao.

0=0l+0i = (8 8)

4. Elemento neutro no produto.
. ._ (1 0
[=11+0-i= (0 1)
5. Existéncia do simétrico aditivo.

Se al + bi um numero complexo, entdo —al — bi é seu simétrico aditivo, pois

0 0

aI+bi+(—aI—bi)=O=(0 0

), elemento neutro aditivo.

6. Para as matrizes ndo nulas, temos um inverso multiplicativo.

a b
N a —b\ 1 a b aZ+b?  aZ+b? a -b .
al + bi 1=( ) :—( ): =% 4+
( ) b a a?+b*\—p q —b a a?+b? a?+b?
a?+b?> a?+b?

Como a soma e o produto de matrizes quadradas sdo operacdes associativas e além
disso é valido a distributividade do produto em relacdo a adicdo, tem-se que todas essas

propriedades sdo validas para o produto e a adi¢cdo de nimeros complexos segue que:
{al + bi : a,b reais}
E o conjunto dos nimeros complexos na forma matricial.

Note que os numeros complexos podem ser interpretados de muitas formas e com

isso é possivel encontrar solugbes de muitos problemas.
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3 EQUACOES ALGEBRICAS

Para dar continuidade ao nosso trabalho sobre os nimeros complexos é importante
tratarmos brevemente sobre as equaces algébricas. As equacdes algébricas sao as equacdes da

forma:
p(x) = 0, onde p é uma func¢do polinomial.

E muito comum esse tipo de equacdo aparecer em problemas de matematica.

Vejamos um exemplo:

Problema: Qual a altura de uma piramide de base quadrada cujo volume mede 108

cm?3 e a altura equivale ao dobro do lado da base, menos 3 unidades?

Sabemos que o volume de uma piramide é calculado como sendo um terco da area
da base vezes a altura. Vamos supor que o lado da base quadrada mede x cm, temos que a altura
sera 2x — 3. Assim teremos que:

x-x-(2x—3)

=108
3 -

- x?-(2x—-3)=324>
2x3 —3x%2-324=0

Observe que encontramos uma equacao de grau 3. Até a época do Renascimento
ndo tinhamos um algoritmo ou férmula para fornecer a resolucéo de equacdes de grau superior

a dois.

Foi justamente nesse contexto onde se procurava uma forma para encontrar as raizes
de uma equacdo de maneira geral que os numeros complexos comecaram a ser estudados,

apesar da resisténcia de muitos pensadores no inicio, como ja foi descrito no capitulo 2.

Naturalmente, ao resolver um problema, estamos em busca das soluges reais e
talvez ndo faca sentido incluir os niUmeros complexos. Mas como vimos anteriormente, alguns

problemas passam por numeros complexos antes de chegar nas solugdes com nimeros reais.

Além disso, considerar a existéncia dos Numeros Complexos torna mais abrangente

a teoria acerca do estudo sobre as equacdes algébricas, como observado em:

Mas o principal papel dos nimeros complexos ndao é computacional e sim estrutural:

a consideracdo das raizes complexas no estudo das equacfes algébricas permite uma
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teoria muito mais elegante do que a possivel considerando apenas as raizes reais.
(LIMA et al., 2005, p. 199).

Por esse motivo, faremos uma breve explanacdo dos polindmios complexos a

sequir.
3.1 Polinbmios Complexos

Uma funcdo p: C —» C serd chamada de funcdo polinomial complexa quando

existirem nameros complexos a,, a4, ..., a,, tais que:
p(X) = ap x "+ apn_ x" T ta,_, x" 2+ +a; x+a,VxeC.

Dizemos que a,, a4, ..., a, Sao os coeficientes do polindmio e se a,, # 0 diz-se que

o0 polinémio p tem grau n. Se @ é um nimero complexo e p(a) = 0, entdo « € raiz de p.

Como a intencdo do exposto trabalho é mostrar a aplicabilidade dos numeros
complexos em problemas cuja a solucdo € um nimero real, nada mais natural em analisarmos
0S casos em que ay, a4, ..., @, Sao coeficientes de nimeros reais, sem com isso, desconsiderar

gue estamos estudando os polindmios complexos.

Dessa forma, todas as propriedades das fungdes polinomiais definidas nos
conjuntos dos numeros reais serdo véalidas para as funces polinomiais complexas com

coeficientes reais, sejam elas:

P1: Sejam p e q fungdes polinomiais complexas com coeficientes reais, temos que
0 grau da soma p + q serd menor ou igual ao grau do maior polinémio entre p e g, se p + g ndo

for um polindmio identicamente nulo.

P2: Sejam p e q fungGes polinomiais complexas com coeficientes reais, o grau do

produto p - g sera igual a soma dos graus de p e q.

P3: Sejam p, q e r fungdes polinomiais complexas com coeficientes reais, se p =

q - r, dizemos que o polindmio p é divisivel porqer.

E preciso deixar claro as ideias acerca do polinémio identicamente nulo, isto é, p(x)

= 0 vx real. Dizemos que o polinémio identicamente nulo é caracterizado por:

p(x) =0+ 0x + 0x? + 0x> + -
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Note que para todo e qualquer valor de X, o polinémio acima é igual a zero. O que
faz com que esse polinémio ndo possua um grau. Porém, é conveniente considerarmos que o

grau de p(x) = 0 seja —oo.

Pois como explana LIMA (2005, p. 202), essa convengdo permite incluir o
polindbmio identicamente nulo quando estivermos falando de polindmios de grau menor ou igual

an. O que torna o enunciado de alguns teoremas mais simples.

Decorrente de tais propriedade podemos mostrar que, dado uma funcéo polinomial

p(x) = x™ —a™ e q(x) = x — a, onde aeR, temos que p(x) é divisivel por q(x). Note que:
x"—a"=(x—a)(x" T+ ax" i+ a?x™ 3 L+ a ix 4+ a™ )
O resultado acima nos ajuda a demonstrar o seguinte teorema.

Teorema: Se o nimero complexo « é raiz de uma funcéo polinomial p, entdo p(x)

é divisivel por (x — ).

Demonstracdo: Seja p(x) = ap " x"+ap_1 x4 a,_, x4+ +ay-

x + a,. Temos que «a € raiz de p, isto é:

p(@) =ap-a"+a, - a"T+a, ,-a" %+ +a,ra+a,=0e além do

mais p(x) = p(x) — 0 = p(x) — p(«). Assim, temos que:

px) =an x"+ay_1 X" T+ ap, x" 24 ta;x+ag— (a, a +

Qg @™ P 4a, a4t ag - a+ag)

Observe que a, - a, = 0 e que podemos fatorar o polinbmio acima da seguinte

maneira:
P() = @@ = @) + @py (7 = @) 4t 4 (x — )

Como vimos no resultado anterior, todas as parcelas de p(x) é divisivel por x — «a,

portanto,
p(x) é divisivel por (x — a) e ainda podemos escrever p(x) = (x — a)-q(x) |

De maneira recursiva, decorrente do teorema acima, temos que se a;, &y, A3, ..., A

sdo raizes distintas do polinémio p(x) de grau n, entdo podemos escrever:

PO) = (x —aq) - (x — @) " (x — @)~ ooo” (X = @) - q (%)
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Tal que, g(x) é uma funcdo polinomial de grau (n — k). A consequéncia imediata

desse resultado é o fato de que p(x) tem no maximo n raizes.

Podemos averiguar que se uma fungdo polinomial p(x) é nula para qualquer que

seja 0 x real, entdo p(x) é da forma:
P(x)=0'xn+0-x"‘1+0-x"—2+...+0.x+0

De fato, pois se existir um a,, # 0, teriamos que o grau do polindbmio p(x) serian e
como vimos acima. Dessa forma, uma funcdo polinomial de grau n tem no maximo n raizes, o

que implica que x estaria limitado a um namero restrito de raizes.

Com esse resultado temos que se p e g sdo funcdes polinomiais iguais para todo x
complexo, entdo p — g é um polindmio nulo. Desse fato e do que foi mostrado acima, decorre
que todos os coeficientes de p — q devem ser nulos. Portanto, se p € igual a ¢, entdo os coeficiente

de p sdo iguais aos coeficientes de q.

Para dar prosseguimento ao nosso entendimento, sabe-se que ha uma diferenca
entre os conceitos de polindmios e funcGes polinomiais. Muitas vezes essa diferenga ndo poe
em risco nossa andlise, uma vez que podemos estabelecer uma relagdo entre um polinémio e
uma funcédo polinomial, como foi dito em:

Em outras palavras, duas fun¢des polinomiais s6 séo iguais quando os polinémios a
elas associados sdo iguais. Assim, a uma funcdo polinomial também corresponde um
Unico polindmio. Desse modo, existe uma correspondéncia bi-univoca entre funcbes

polinomiais e polindmios, o que nos permite, sem risco de confuséo, nos referirmos

indistintamente ao polinémio p ou a fungdo polinomial p. (LIMA et al., 2005, p. 203).

Dessa forma, vamos analisar algumas propriedades dos polindmios sem

desconsiderar essa correlagdo com as fungdes polinomiais.
3.2 Divisdo de Polindmios

Como vimos na introducao desse capitulo, muitos sdo os problemas em matematica

cuja solucéo é uma das raizes de um polinémio dado e sua resolugdo muitas vezes nao é trivial.

Uma das ferramentas mais usadas para encontrar raizes de um polinémio p de grau

n é encontrar um segundo polinémio q de grau menor que n, de tal maneira que p seja divisivel

por q.
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Dessa forma, o quociente dessa diviséo seria um polindmio s de grau menor que p

e, portanto, mais facil de encontrar as suas raizes.

Note que que se um polindmio p pode ser escrito como p(x) = d(x) -q(x) e a é

raiz de p, entdo «a é raiz de d ou « € raiz de g, pois
p(a) =d(a)-q(a) =0-d(a) =00ouq(a) =0

Note que para falar sobre divisibilidade ou ndo entre polindmios é preciso primeiro

conceituar tal divisdo. Porém, basta recorremos ao algoritmo da divisdo dos nimeros inteiros:

Definigdo: Seja um nimero inteiro dividendo D e um inteiro divisor d, dividir D
por d, diferente de zero, consiste em encontrar inteirosqer (onde 0 < r < |d| — 1), chamados,

respectivamente, de quociente e resto da divisao, que cumpram D =dq + .

De maneira andloga, tomando um polinémio complexo D e um polinémio
complexo d ndo identicamente nulo, dividir D(x) por d(x) consiste em encontrarmos polindmios
complexos q(x) e r(x), chamados, respectivamente, de quociente e resto da divisdo, que

obedecam:
grau (r) < grau (d) e D(x) = d(x) - q(x) + r(x)

Assim como no caso dos nimeros inteiros é possivel demonstrar que g e r existem
e sao unicos, com a divisao de polindmios complexos também é possivel. Como o trabalho em
questdo estd centrado nos nimeros complexos e equagdes algébricas, vamos nos ater em

demostrar a existéncia e a unicidade apenas para a divisdo de polinbmios.

Teorema: O quociente e o resto da divisdo do polinbmio complexo D pelo

polindbmio complexo d (ndo identicamente nulo) existem e sdo Unicos.

Demonstracgdo: Antes de mostrar que o quociente e o resto existem, vamos mostrar
a unicidade. Devemos supor que existem (q,77) e (q,,72), ambos pares de polinémios, que

satisfazem a definicao da divisdo de D por d. Assim, vamos mostrar que nessas circunstancias
Q1 =(qz€1r =713

Como (q4,71) e (q,,175) sdo pares de polindbmios que satisfazem a definicdo da

diviséo de D por d, podemos escrever:
D =d'C[1+TleD=d'q2+T2

Como D = D, segue que:
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d'q1+T1=d'q2+Tz
Logo

d(qg1—qx)=1—1n 1)

Observe gue o grau do polinémio r, — r; € menor do que o grau do polinémio de
d. Pois, por definicdo o grau de r; < d e, < d, logo o grau da diferenca r, — r; continuara
menor que o de d. Por outro lado, o grau do polinémio d - (q; — q,) serd maior ou igual ao grau

do polindémio d.

Portanto, para que possamos ter a igualdade em (1), g; — g, =0er,—1r; =0,
caso contrario, teriamos que o grau do polinémio do primeiro membro seria maior que o grau

do polindbmio do segundo membro. Assim, seque que
a1 = 4z
=T,
O que concluiu a unicidade do teorema.

Observe que se D tem grau menor que d, a divisdo € instantanea, pois o quociente
g=0eorestor =D. De posse disso, para mostrar a existéncia reduzindo o grau do polindmio

D até que esse figue menor que o de d.

Sejam e n, respectivamente, os graus dos polindémios d e D. Como vimos acima, se

m > n, entdo q=0er =D, nesse caso a divisdo € imediata.
Caso contrario, seja a,x™ 0 termo de maior grau de D e b,,x™ o0 termo de maior
grau de d. Seja ainda r; um polindmio que obtemos da seguinte maneira:

r(x)=D(kx)— Z—nxm‘” ~d(x)

Observe que r; tem grau no maximo (n — 1) e € chamado de o primeiro resto parcial.
Até 0 momento ndo sabendo se r; da para dividir por d, mas seja possivel ser feita tal divisao,
teremos 7, (x) = q,(x) - d(x) + r(x), onde g, e r sdo, respectivamente 0 quociente e o resto,

COMO grau r menor que o grau d.

Observe ainda que se r; de fato for divisivel por d, entdo D também seria divisivel

por d, pois:
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D(x) = Z—nxm‘” ~d(x) +r(x)

an

D(x) = 5

x™d(x) + g1 d(x) +1r(x)

a
D(x) = (b—"xm‘" +q1) - d(x) +r(x)
m
Ou seja, acima vemos que o resto r da divisao de r, por d é o mesmo resto da divisao
de D por d. Porém, ndo sabemos ainda se r; pode ser dividido por d.

Nosso trabalho se resume a verificar se o0 primeiro resto parcial r; dar para dividir
por d. Nesse coso, podemos repedir o processo feito acima, mas agora para o polinémio r; em

relagdo ao polindémio d.

Ao fazermos isso, encontraremos um segundo resto parcial r, e assim
sucessivamente até que encontraremos um r;, que certamente tera um grau menor que d e

consequentemente serd possivel dividi-los, pois o quociente g, =0er =r.

Dessa forma, retornando o caminho que percorremos até chegar em 7, podemos

concluir que cada resto parcial pode ser dividido por d e consequentemente o proprio D.

Portanto, pode ser efetuada a divisdo D por d, bastando seguir o algoritmo feito

acima e assim concluimos a demonstracdo do teorema. |

De posse da defini¢do de divisdo de polindmios, podemos concluir que ao dividir
um polinémio D por (x — a), onde a é uma constante real, temos que o resto r dessa divisao sera

D(a), pois
Dx)=(x—-a)-q+r
Substituindo x = a, segue
D@ =(a—a)-q+r—->D(a)=r
Note que se r(x) = 0, temos que X = a é raiz do polindmio D(a).

Por exemplo, ao dividir p(x) = x3 — 5x% + 12x + 1 por (x — 2), pelo que foi

mostrado acima, podemos fazer
r=p(2)=23-5-224+12-2+1=8-20+24+1=13

O resultado mostrado acima é também chamado de teorema do resto.
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3.3 Teorema Fundamental da Algebra

Como foi exposto acima em 3.2, se a;, @,, @s,...,Q; SA0 todas as raizes reais

distintas de um polindmio p, entdo podemos escrever p da seguinte maneira:

PO) = (x —a1) - (x — @) (x — @) - ooow (x = @) - q (%)

Como estamos supondo que a;, a,, as, ..., @) SA0 as raizes distintas, entdo g(x) ou
tera raizes reais iguais a de p ou ndo teré raizes reais. Supondo que g tenha raizes reais, podemos

escrever p(x) como sendo

PX)=(x—a) - (x —az) - (x —az) .- (x — ap) " q1 (%) 1)

Onde a4, a5, as, ..., a,, Sa0 todas as raizes reais do polindbmio p(x) e g, (x) é um
polindbmio que ndo possui raizes reais. Se tivéssemos analisando os polindmios cuja raizes
fazem parte apenas do conjunto dos numeros reais, entdo o polindmio escrito acima assumiria
a sua forma fatorada final. Porém, como estamos no corpo dos numeros complexos é plausivel
assumir que g, (x) tera alguma raiz complexa e é isso que o Teorema Fundamental da Algebra
diz.

Teorema Fundamental da Algebra (TFA): Todo polindmio de grau maior ou

igual a 1 possui pelo menos uma raiz complexa.

Apesar de o teorema acima ser de extrema importancia para a algebra e, em
particular, para o estudo das equagdes algebricas, vale ressaltar que a sua demonstracéo
perpassa pela ideia de continuidade de funcdes de polinémios complexos. Em outras palavras,

a demonstracdo exige um conhecimento de anélise.

Porém, é possivel ter uma ideia de como chegar tal resultado. Elon (2005, p. 230)

mostra uma forma interessante em que os alunos do Ensino Médio compreenderam o teorema.
Para isso, consideremos uma fungao polinomial complexa p: C — C dada por:

p(z) = apz™ + ap_1z" '+ a,,z" 2 + -+ a;z + a, tal que ay, ay, ..., a, &0

numeros complexos.

O TFA afirma que todo polinémio de grau maior ou igual a um possui, pelo menos,
uma raiz complexa. Isto €, deve-se mostrar que existe z, complexo tal que p(z,) = 0, ou

simplesmente que ha um ponto do plano complexo cuja imagem de p passa pela origem.
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Aqui utilizaremos uma nogédo intuitiva de continuidade e consideraremos as

imagens da funcdo p dos circulos do plano complexo cujo centro seja na origem.

Tal continuidade de p (uma curva fechada e continua) tem-se que sua imagem

também é continua e fechada.

Para o melhor entendimento dos alunos, vamos considerar o circulo de |z| = r (de

raio 1) do polinémio:
p(z) =z>+z+2
Pode-se colocar o polindmio acima na forma polar:
p(z) = [r(cosO + isenB)]* + r(cosh + isend) + 2
Por De Moivre, segue:
p(z) = r?(cos20 + isen20) + r(cosh + isenf) + 2

Observe que quando z percorre o circulo todo, temos que 6 vai de 0 a 27, em contra
partida, temos que 26 vai de 0 a 47. Dessa forma, a medida que z percorre uma volta no circulo

de raio r e centro na origem, tem-se que

z? = r*(cos26 + isen28) percorre duas voltas com o centro na origem, porém de
raio r2.
Vamos analisar o comportamento de p(z) nos extremos, isto é, nos valores que r

esta proximo de zero e nos valores grandes de r.

Ora, quando r esta proximo de 0, temos que r2 é bem menor que r e, portanto, o
comportamento da fungdo p(z) serd moldado em esséncia por z. Nessa condicao, tem-se um

circulo de raio 2 com uma leve interferéncia de z2.

Por outro lado, a proporcdo que r vai crescendo, temo que r2 ¢ bem maior que r e,
assim, o comportamento de p(z) passaré a ser regido por z2. Uma forma de visualizar esse fato

é se colocarmos r2 em evidéncia na funcéo p(z):
. 1 ) 2
p(z) = r? [(COSZH + isen26) + - (cosO + isenf) + r_z]

N . . . 1 . 2
A medida que r fica cada vez maior, as parcelas ;(cos@ + isenf) e = tendem a

Zero.
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Dessa forma, teremos eu a trajetoria de p(z) serd um circulo de raio r2 e centro na

origem percorrendo duas vezes, recebendo uma leve influéncia de z.

. . . 1 . .
Para ficar mais claro, consideremos 0s casos em que r = Ser= 3. A imagem abaixo
ilustra bem esses dois comportamentos descritos acima.
. 1
Figura 5: Comportamento de p(z) parar = Ser =3

Y

I

L

(a)t=1/2

Fonte: Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2005, p. 232).

Observe que para valores de r muito pequenos o grafico descrito por p(z) é uma
curva préxima de 0 + 2i. Note também que a origem fica externa a essa curva. Enquanto que

para valores cada vez maiores, a origem fica interna a curva.

Conclusédo eu podemos tirar, € que para que a origem passe do interior da curva

para o exterior da curva, € necessario que haja um z, tal que p(z,) = 0.

Nesse exemplo especifico, tem-se que z, = v/2 e comportamento da curva é dada

por:
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Figura 6: Comportamento de p(z) parar = v/2
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Fonte: Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2005, p. 233)

Assim, a mesma construcdo argumentativa pode ser estendida para:
p(2) = apz"+a,_1z" P+ a,_,z"t+ -+ az+q

Pois, quando r assume um valor tdo préximo de zero tem-se uma curva fechada em
torno de a, € nesse caso a origem se encontra externa a ela. Porém, quando pega-se valores

cada vez maiores de r, tem-se que o comportamento de p(z) da n voltas em torna da origem.

Assim deve haver um certo r em que a origem pertence a curva, pois essa deve
passar do interior da curva para o exterior da curva conforme r diminui. Portanto p(z) = 0 possui

pelo menos uma raiz complexa, concluindo a ideia da demonstracéo do teorema.
Em posse do Teorema Fundamental da Algebra, podemos mostrar que o polindmio
p(x) em (1) pode ser fatorado da seguinte maneira:
pX)=alx —ay) - (x —az) " (x —ag) ...n (x — ay)
Onde os a;, com 1 < i < n, séo n raizes do polindmios (é possivel que haja raizes
repetidas), e a € um namero real qualquer.
Para mostrar esse fato, vamos voltar ao nosso p(x) em (1):
PX) = (x —ay) - (x —az) " (x —a3)  wr (x — ap) " g1 (%)
Sabemos que g, (x) ndo possui raizes reais, mas pelo Teorema Fundamental da
Algebra temos que g, (x) possui raizes complexas para polinémios de grau maior ou igual a 1.

Desta formas podemos escrever p(x) como:
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p(X) =a(x —ay) " (x —ay) - (x —a3) - ... (x — a,,), para alguma valor real a.

Note que p(x) tem grau n e para que haja uma igualdade de polinémios o polindbmio

a(x —ay) - (x —ay) " (x — az) - ... (x — a,,) tem que ter também grau n. Logo, m =n.
3.4 Raiz complexa de um polindmio de coeficientes reais

Um resultado muito interessante sobre as raizes complexas de um polinémio p(x)
de coeficientes reais é que se temos @, = a + bi, com b # 0, uma raiz complexa de p(x), ent&o,

necessariamente, o conjugado de a; também serd uma raiz de p(x).

Para demonstrar tal fato, vamos recorrer a algumas propriedades de nimeros

complexos abordadas no referente trabalho.

Vimos que se z; e z, sS40 numeros complexos, temos que o conjugado da soma € a

soma dos conjugados e o conjugado do produto é o produto dos conjugados:
Z1+ 2= 721+ Z;
Zy°Zy = 21" Zp

Em particular, temos:

a-D"=a"z2z2..c2=azz 2 ..z= (@ z2)"
Onde a é um numero real.

Dessa forma, temos que p(Z) = p(z), Vz € C. Supondo que z = a + bi é uma raiz

complexa, ndo real, de um polinémio de coeficientes constantes, temos que:
pla+bi)=0

Por outro lado,

p(a—bi)=p(a+b)=pla+b)=0=0
Donde, temos que a — bi também € raiz do polindémio.

Porém, poderia ocorrer 0 caso em que temos uma raiz complexa a + bi e uma raiz
complexa com multiplicidade 2 de a — bi. Todavia, sendo a + bi e a — bi duas raizes do

polinbmio p, teriamos que

p(x) =(x—a+bi)(x —a—bi)g(x)=
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= (x?2—2xa + az + b?)q(x)

Note que o produto das formas fatoradas das duas raizes complexas fornece um
polindbmio de coeficientes reais. Entéo, se a segunda multiplicidade for raiz de g(x), pelo mesmo

motivo exposto acima, teriamos que seu conjugado seria raiz também de q(x).

Esse incrivel resultado nos permite assumir que se um polindmio possui um grau
impar, necessariamente, temos, pelo menos, uma raiz real, pois as raizes complexas sempre

veem aos pares.

Assim, por exemplo, se quisermos encontrar as raizes reais da funcao polinomial

de quinto grau abaixo sabendo que uma de suas raizes é 2i, basta considerar o resultado acima.
p(x) = x> —x* +5x3 —5x%2 +4x — 4

Como 2i é raiz do polinémio acima, temos que seu conjugado também é. Com isso,

pode-se fatorar o polinbmio da seguinte maneira:
p(x) = (x = 2)(x + 20)q(x)
p(x) = (x* + 4)q(x)

Onde g(x) é um polinémio de grau 3. Através da divisdo de polindmios de p(x) por

(x2+4), podemos reduzir o grau do polinémio como foi demonstrado nos topicos acima.
Fazendo a diviséo, tem-se:
qgx)=x3—x?+x—1
Podemos fatorar g(x) da seguinte maneira:
q) =x*(x—D+(x -1 =
=(x—-1Dx*+1)

Como queremos encontrar as raizes reais do polinbmio p(x), segue que x =1 ¢é a

Unica raiz real. Pois x = i e X = —i sdo as outras duas.

Todavia, vale ressaltar que se o polinbmio for de coeficientes complexos, o
resultado exposto acima séo seria necessariamente verdadeiro. Para isso, vejamos um contra

exemplo:

Observe que a; = i € raiz do seguinte polindbmio abaixo:
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p(x) =ix3—1
Pois,
p()=i-i3—1=
=i (-)—1=
=—i’—1=
—(-1)=1=0

Porém, note que @, = —i nao ¢ raiz:
p(-D) =i (=) —1=
=i-i—1=
=—1-1=-2

Portanto, o resultado demonstrado é apenas valido para os polindmios complexos

cujos coeficientes sao reais.

Certamente toda essa teoria podera auxiliar na resolucéo de equacdes polinomiais.
Principalmente, se almejamos encontrar solugdes reais. No proximo capitulo veremos algumas

aplicacdes dos nimeros complexos.
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4 APLICACAO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Nesse capitulo, iremos abordar alguns problemas e aplicacbes dos ndmeros

complexos e resolucao de equacdes algébricas que vao do ensino médio até o ensino superior.
4.1 Problema da llha do Tesouro

O problema que iremos abordar nesse tépico foi extraido do livro One Two Three
... Infinity, que foi publicado em 1947 por George Gamow. Apesar de ser possivel resolvé-lo
utilizando apenas Geometria Analitica, veremos que a utilizagdo dos Numeros Complexos torna

sua resolucdo interessante.
Problema:

Um jovem aventureiro encontrou em um pergaminho de seu bisavd a localizacéo
de um tesouro escondido em uma ilha deserta. Apds explicar como chegar a essa ilha, o

pergaminho dava as seguintes instruges:

1) Na costa norte hd um prado onde € possivel encontrar um Gnico carvalho e um
anico pinheiro. La também sera possivel ver uma forca onde no passado se enforcavam os
traidores. Partindo da forca, caminhe até o carvalho contando os passos. No carvalho, vire a
direita 90° graus e depois caminhe 0 mesmo numero de passos. Coloque uma estaca nessa

posicao.

2) Retorne a forca e caminhe em direcdo ao pinheiro, contando os passos. No
pinheiro, vire a esquerda 90° graus e depois caminhe 0 mesmo nimero de passos. Coloque outra

estaca nessa posicao.
3) O tesouro se encontra na metade do caminho entre as duas estacas.

Como as instrucdes estavam claras e precisas, o jovem aventureiro alugou um barco
e partiu em busca do tesouro. Ele encontrou a ilha, o prado, o carvalho e o pinheiro, mas para
sua tristeza, a forca tinha desaparecido. Muito tempo tinha se passado desde que o documento
tinha sido escrito e o0 sol, a chuva e o venho tinham desintegrado a forca, ndo deixando nenhum
vestigio de onde estivesse localizada. O jovem caiu em desespero e comegou a cavar
aleatoriamente o terreno da ilha, mas seus esforgos foram em vao e ele partiu da ilha com as

maos vazias.
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Uma histdria triste e mais triste ainda é o fato que o jovem aventureiro teria
encontrado o tesouro se conhecesse um pouco de Matematica, mais especificamente se conhece

0 uso dos nimeros complexos.

Solucgdo: Ao simularmos o problema acima em um Geogebra colocando a posicao
da forca em diversas posicOes distintas, teriamos uma surpresa: a localiza¢do do tesoura estaria

sempre no mesmo local.

Ou seja, o local em que o tesouro foi escondido, independe da posicao original da

forca e para mostrar isso vamos utilizar os conceitos de nimeros complexos.

Inicialmente, vamos colocar as coordenadas da forca, do pinheiro e do carvalho em
um plano de Argand-Gauss. Seja F = (a, b) as coordenadas da forca, P = (c, d) as coordenadas
do pinheiro e C = (g, f) as coordenadas do carvalho e A e B os pontos ondo ficaram as estacas

depois de seguido as instrucdes 1 e 2 do problema. Seja também T o ponto do Tesouro.

Devemos lembrar que um nimero complexo (a + bi) ao ser multiplicado por i se
desloca no plano em 90° graus no sentido anti-horario, mantendo a mesma distancia em relacao

a origem. Desloca 90° para a direita quando é multiplicado por -i.

Fazendo o uso da representacdo de vetores e pelas condi¢des do problema, podemos

encontrar as seguintes relacdes para as estacadas A e B:

PA=PF-i»A—P=(F—-P) io>A=P—Pi+Fi 1)
E
CB=(CF):(-)>B—-C=(F-C)-(-)i—>B=C+Ci—Fi )

Como o tesoura T fica na metade do caminho entre a estaca A e a estaca B, podemos

calcular o ponto médio de A e B, fazendo a soma das igualdades (1) + (2) e dividindo por 2:

_A+B P—Pi+Fi+C+Ci—Fi
2 2

T_A+B_P—m+c+a
o2 2

Observe que o tesouro T pode ser obtido utilizando apenas as coordenadas do
pinheiro P e as coordenadas do carvalho. Entdo, bastava o jovem aventureiro fixar um
determinando ponto na ilha e supor que ali fosse a forca e seguir as instru¢es do pergaminho

que ele iria encontrar o tesouro. Pois a localizacdo T independe das coordenadas da forca.
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4.2 Teorema de Brahmagupta

O problema que se segue, apesar de abordar um contedo mais para teoria dos

numeros, veremos que a utilizacdo de nimeros complexos torna o problema mais simples.
O problema é conhecido como o Teorema de Brahmagupta.

Problema: Dados dois inteiros m e n, que sdo somas de dois quadrados de nimeros

naturais, mostre que o produto também é uma soma de quadrados.
Solucéo: Seja a, b, ¢, d nUmeros naturais, temos que
m = a? + b?
n=c?+d*
Consideremos 0s numeros complexos z = a + biew = ¢ + di.
Observe que
m = |z|?
n = |w|?
Assim, podemos fazer:
m-n=|z]? |w|?=|z-w|? =|(a+ bi)(c+di)|?=
= |lac — bd + (ad + bc)i|? =
= (ac — bd)? + (ad + bc)?
Portanto, fica demonstrado o problema proposto.
Vejamos um exemplo numérico:
(32+5%)(22+4%) = (6—20)%+ (12+ 10)? = 142 + 222
4.3 Equacbes do 3° grau

Na introducdo do trabalho, vimos que Cardano encontrou uma forma de resolver

uma equacao do terceiro grau. Porém, ficou faltando a demonstracéo de tal resultado.

Seja ax® + bx?> + cx+d =0, a # 0 uma equacdo de grau 3. A ideia inicial é
reduzirmos esse polindmio para um outro polinémio de grau 3, mas sem o termo do monémio

de grau 2.
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Para isso, fagamos a seguinte substituicdo x =y —m
aly-m)P+b(y—m)2+c(y—c)+d=0
a( 3 _ 3 2 2 _ 3 2 2 _ —
y y‘m+3ym“—m>)+ by —2ym+m°)+cy—cm+d=0
ay® —3ay*m+ 3aym? — am® + by* — 2bym+bm?* +cy —cm+d =0
ay®+ (=3am + b)y? + Bam? —2bm +c)y —am3 +bm? —cm +d = 0 (l)

Vamos supor que —3am + b = 0 para que o coeficiente de y? seja zero. Assim,

—3am+b=0->m=—
3a

Assim, fazendo a substituicdo m = 3% em (1), temos:
2 2

s b b b\’ b b
ay® + 0y~ + 3a<§> —Zb( )+c y—a(§> +b(§> —c(§>+d=0

s b*  2b? ab®*  b* bc
ay>+(3a————+c|y— +——-—5—+d=0

9a? 3a 27a3  9a? 3a
- b2 2b2+ b3 +b3 fde
Y *\3a 34 Y 2742 T9q2 " 3 =
- b2 2b2+ b3 +b3 be . _
W T 30 30 )Y T 2742 T 9q2 " 34
3y b2 N N 2b3 — 9abc + 27a%d _o
e 30" )Y 2742 =

Como a # 0, podemos dividir os dois lados por a, temos que

s b*> ¢ 2b3 —9abc + 27a%d
yHl—zzt7)vt =0

3a* 27a3

Fazendo

B b2+c
p= 3a?

<2b3 —9abc + 27a2d>
q =

27a3
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Temos a seguinte equacéo:
Y +py+q=0
Para encontrar uma solucéo dessa equacdo, podemos fazer mais uma substituicéo
y=u-+v
Substituindo, teremos que:
u+v)2+plu+v)+qg=0
wW+utv+3uvi+v3+up+vp+q=0
@+rvH+@Ww+v)Burv+p)+qg=0

Fazendo 3uv + p = 0, temos que

3

w=-2>u33=-L1L
3 27

Consequentemente u3 + v3 = —p.

Vamos imaginar que u3 e v3 sdo raizes da equacédo do segundo grau x2+bx+c = 0.

Seja S a soma das raizes e P, o produto. Temos, pelas explicacdes acima:

S=-p
3

p
P=——
27

Pelas relacGes de Girad, temos que
S=-b
P=c

Assim, nossa equacao sera dada por:

3

2 p
L —!
X +qgx 27

A resolucdo de uma equacéo do segundo grau é dada por

—b ++Vb?% —4ac
X =
2a

Substituindo, teremos:
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4p3

_ 2 il i

P K ¥,
2

2 3

—q /q p

=— 4 [L 45

X=o T 4T3

Assim temos que us e v3 tem-se:

w

2 3

_ |49, | P
= 2+J4+27
3 2 3

2 |2 27

Comoy =u+ v, temos que

3 3

7

3

=

|
+
=

2 2
q q q
* 4+ 2 4+

<
Il
I
N[
N

2

~

Perceba que encontramos apenas uma solucdo de uma equacdo do terceiro grau.
Porém, uma vez encontrada essa raiz, podemos encontrar as outras duas dividindo o polinémio

do terceiro grau pelo bindmio (x—) onde o é a raiz encontrada pela formula de Cardano.

Outra forma de encontrar as trés raizes é observar que:

y=u+v=1-u+1-v

Observe que para y3 + py + g = 0 ao substituir y = u + v e fazer algumas suposigoes

chegamos em:

3

u3+v3=—peu3-v3=—%

Entdo, podemos encontrar outras combinag6es de nimeros que quando elevado a 3

dal,jaquey=1-u+1-v.



Assim, precisamos achar

Mas, note que

Sx-1Dx*+x+1)=0
Oux;=1oux?2+x+1=0.

Resolvendo essa equacao do segundo grau, temos que

_—1++3
Xy = 2

_-1-+3
X3 = )

Observe que se x, = z, temos que x; = Z.

Entdo podemos escrever que as raizes da equacao y3 + py + ¢ = 0 séo:

3

2
q q
yi=utu= —E'l' Z+—+ == |—+ =

V3 =

|
NI
e
+
N
e
Il
|
[N
|
=
N—————
|
N
+
S,
+
=,
_|_
|
—_
+
=
N—————
Ig
S
|
S,
_|_
=,

4.4 Calculo Diferencial e Integral
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Podemos encontrar uma aplicacdo dos nimeros complexos no Calculo Diferencial

e Integral. Porém, antes de mostrar o problema, vamos observar algumas propriedades de

integral relativas a fungdes pares e impares em um intervalo simétrico.
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Funcéo Par

Defini¢do: Uma funcéo f é considerada par quando f(—x) = f(x), qualquer que seja
o valor de x € D(f).

Exemplo: f(x) = x2 é uma funcéo par. De fato, pois
f(=x) = (=x)? =x* = f(x)
Funcéo Impar

Definicdo: Uma funcdo f é considerada impar quando f(—x) = — f(x), qualquer que
seja o valor de x € D(f).

Exemplo: f(x) = x3 é considerada impar. De fato, pois

f=x) = (=x)% = =x® = =f (x)

Seja uma funcdo f definida nos nimeros reais. Se f € uma funcéo par, temos que:

Jaf(x)dx =2 faf(x)dx,tal que (—a,a) € R

De fato, pois

j_if(x)dx = f_(;f(x)dx + Joaf(x)dx

Fazendo a seguinte substitui¢éo
X =—U
dx = —du

Temos:

f:lf(x)dx = —faof(—u)du+ j;af(x)dx

Como f é par, temos por defini¢do que

f(=w) = f(w)

Donde



43

f_(;f(x)dx = —Lof(u)du + foaf(x)dx

Segue ainda que

J_C;f(x)dx = foaf(u)du + Joaf(x)dx

Observe que se fizermos mais uma substitui¢ao do tipo:

u=x
du = dx
Teremos:
dx = d d
| e fo Fo)dx + fo Fx)dx
Logo

f_c;f(x)dx = Zfoaf(x)dx

Seja uma funcao f definida nos nimeros reais. Se f é uma funcéo impar, temos que:
a
f f(x)dx = 0,tal que (—a,a) €
—-a

De fato, pois

jjlf(x)dx = f_c;—f(—x)dx = — .]:f(—x)dx

Facamos a seguinte substituigéo:
—X=U
—dx =du

Assim, se x = —a, temos u = a e se x = a, Segue que u = —a.
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f_c;f(x)dx = —fa_af(u) —du = fa_af(u)du

Mudando os limites de integracdo da Ultima integral, temos que

jjlf(x)dx = —f:f(u)du

Dessa forma, se fizermos u = x, teriamos du = dx e. portanto:

J:f(x)dx = —f_(;f(x)dx

Assim, temos

f_af(X)dx+J_af(u)du= 0- ZJ_af(x)dx= 0

Portanto:

f_af(x)dx =0

Problema: Esse problema foi tirado da Olimpiada Brasileira de Matemaética
Universitaria (OBMU) de 2014: Calcule:

Antes de irmos para solucdo, vamos analisar se a integral esta bem definida para x

= 0, pois note que

x2014- 02014- 0

1—ex:1—60:6

Observe que se calcularmos o limite dessa fungéo para x tendendo a zero, teremos:

x2014

lim
x-01 — eX
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Aplicando a regra de L’Hopital uma vez, temos

. X2014 . 2014 - x2013
lim = lim
x-»01 —eX*X x-0 —eX

Note que o problema da indeterminacdo desaparece, 0 que mostra que a funcao é

continua e esta bem definida nesse intervalode —1 a 1.

Solucédo: Observe que os limites de integracdes sdo simétricos. Dessa forma, seria

interessante descobrir se a fungdo é impar ou par para aplicar o que acabamos de demonstrar.
Porém, a funcdo acima ndo é possivel afirmar se é par ou impar.
Para solucionar esse problema, iremos fazer a seguinte substituicao:

x = 2i0,ondei =+v—-1

Quando x = —1, temos 6 = —Zliex = 1. temos 6 =2ii

A ideia de se utilizar essa substitui¢do é o fato de querermos utilizar a relacao de

Euler dos nimeros complexos. Com efeito, temos que
dx = 2id6

Substituindo as variaveis, temos que:

J% (21:6)2014

o erw (B d0)
i
Donde,
% (2i9)2014 . % 22015 . i2015 . 92014
11— o 211d0) = f_; 1w %
21 21

Temos que 2015 dividido por 4 deixa resto 3, portanto

i2015 — i3 = —

Como 22015 . (—i) é uma constante, segue:

1
= 2014
_ .. o2015 | % 6

) {20 dg = —i-2 f1—1—32i9d9
— -

1
57 2015, ;2015 , 92014




Observe que:
. AN 2
6219 — (619)

Pela relacdo de Euler, temos

1 1

. 22015 2 g2 dO = —i- 2015 g% do =

—l %1 — g2i =l %1 — (e)? -
L L

1

- 52015 [2L 6t
= —i-2 - do =
%1 — (cos6 + isenf)?
l

1

oss [ 92014
= —i-220 f : do =
%1 — (cos?6 + 2isenfcosO — sen?H)
l

Pela relagdo fundamental da trigonometria, temos que cos?6 = 1 — sen®8

Assim,

1

i 2015 2 92014
—i-2 f > - dé =
% 1— (1 —sen®0 + 2isenfcosf — sen?0)
l

1

] 2015 20 92014-
=—j-2 > - dé =
%1 — (1 — 2sen“0 + 2isenfcos0)
A

1

) 2015 20 92014
%1 — 1+ 2sen?6 — 2isenBcos0)
2

1

— —j 220151-5 62"

- %Zsene(sene — icos@)
2

Multiplicando o numerador e o denominador por (senf + icos8), temos:

1
_ ;. q2015 j‘ﬁ p2014 _(send + icosh)

%25‘8719 (senf —icosf) (senb + icosh)
4

46
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Segue:

1
. 92015 Jﬁ 62°1* . senf + 02°1* - icosO
—l .
L 2senf(sen?6 + cos*0)
l

Novamente, pela relagdo fundamental da trigonometria que sen?6 + cos?6 = 1

do

1
21 02014 . senf + 6%°1% . jcosH
—i- 22015

1 2senf
21

Logo,

1
—i-22°15f2i 02014 . send 92014'1C059)d9 _

_% 2senf + 2senf
l

L 2014, L 2014
_; . 92015 fm 0 sen@ 40 —i - 22015 le 0 icosf 40

_1  2senf _1  2senf
21 21
L 92014 L 92914 . [0
_j.92015 fZL dO —i - 22015 jZ‘ $d9 _
12 _1  2senf
20 21
1 1
> o 02014 _
— - 22014]” 9201449 —j - 22014f21 4 icos6 de 0
_1 _% senf
l L

Vamos resolver cada uma das integrais em (I). Primeiro vamos resolver:

1
= —i- 22014[21i 92014—d9

21

Como

x = 2i0 - dx = 2id0

Temos que
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Substituindo, segue

1 1 ,.2014
_i_22014f (i)zom%: _i_22014f X %:
2 2 220142

Logo,

P, 22014 1 1 2015 _1)2015
LJ £ 2014 4y — 1] 2014 7, — 1 (=D
—i 22015 ) 2-2015 2-2015

-1
Portanto,

1
= —j- 22014lei 92014d0 —

T2

2015

Agora devemos resolver a segunda integral de (I):

1
= 02014 | ;
21 0 -icosf
—q- 22014f R — '
1 sen@
21

Aqui utilizaremos a ideia de integral das fun¢bes impares em intervalos simétricos.

Observe que se

©) = 02914 . icos6
f B senf
Temos que f é impar, pois
_ (=0)*"*-icos(—=0)  6°°M*-icosf
f=6) = sen(—0) B senf = /)

Concluindo que a funcao impar, por definicéo.

Portanto, pelo resultado demonstrado acima, temos que

1
= 02014 . :
_i.22014f21 6 icos6 do = _i.22014_0 =0
_% senf
i

Assim, temos que



1
27 02014

1
1 ,2014 1 y
f x dx = —i - 22014f21 9201449 _; . 22014.[ icosf
o 1-e -1 _1  senf
21 21
E
fleOHd 1 o 1
1€ *=2015 " ° " 2015
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Observe que a substituicdo x = 2i6 fez com que se chegasse na forma algébrica do

tipo a + bi, com b =0.

Dessa forma, tem-se que a solucédo € apenas a parte real.

Outra solucdo: Outra forma de se resolver esse problema sem utilizar a ideia de

nimeros complexos seria considerar a seguinte substituicdo

X =-u
dx = —du
1 x2014- -1 (_u)2014
dx = — d
f_l 1—e* ; l—e™® “
Note que
1 (—qy)2014 ~1 ,,2014 ~1 ,,2014
1 1-e 1 1 —-= 1 e —1
et et
—1euu2014 —leuu2014
=— — _du= - d
jl e —1 " J1 T—en

Como x = —u e dx = —du, segue que

—1 pu,,2014 ; 1 =¥ (—x)2014 . 1 p—%x,2014 .
—du = — —_—dx = — —_—dx
; 1—e* o, l1—e™*

Como

fl x2014 p fl e—xx2014-d
X=—| ———dx
1—e* 1 1—e™™

Logo,
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1 ,2014 1 ,2014 1 p=X,2014
2 dx = dx— | ————dx =

4, 1—e* ;1—e* 4, 1-e*
1 x2014 e—xx2014 1 1 e—x
(e [ (e
s\1—e* 1—e7* -1 1—e¥ 1—e*
Note que
1 e l—e ¥ —e™-(1-e")
1—eX 1—e* l-e™*—e™*+1 B
1-2e4+1
S 1-2e*+1
Portanto,
1 x2014- 1 1 1 2
2 dx = 2014 7y — —
f_11—ex x Lx ¥ = 2015 " 2015 _ 2015
Donde,

1 x2014d 1
f_11—ex * = 2015

4.5 Formula Integral de Cauchy

Problema: Utilize a Formula da Integral de Cauchy para mostrar que:

21

D f ekcost . sen(ksent)dt = 0
0
21

1)) f ekcost. cos(ksent)dt = 2m
0

Apesar de as integrais acima estarem definidas para os nameros reais, podemos

utilizar o Conjunto dos Numeros Complexos para soluciona-las.

Solucéo: Inicialmente, vamos demonstrar que:

ekz
f 7dz = 2mi (D
c
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Onde k é uma constante real e C(t) = e, 0 < t < 2m.

A integral acima é facilmente resolvida utilizando a Formula Integral de Cauchy,

que diz o seguinte:

Suponha que tenhamos um caminho C simples e fechado, orientado positivamente
e a funcdo f analitica ao longo de C e na regido interior de C. Entdo, dado qualquer ponto z, no

interior de C, temos que:

dz, Zy € R.

Para utilizar a Formula Integral de Cauchy em (1), note que podemos escrever da

seguinte forma:

Assim, temos que f(z) = e*# ¢ analitica ao longo de C e no interior e z, = 0. Pela

Formula Integral de Cauchy, segue que:

f T 2mi) z—0 d

Logo,

ekz
JZ—OdZ: 2mi- f(0) = 2mi-e¥% = 2mi-1 = 2mi
c

Agora que j& temos o resultado da integral acima, vamos resolvé-la usando a

definicdo de integral complexa.

kz 21 Kkeit 2T
. e e . it . keit
2mi | —dz = —-jeltdt =i ]| e dt =
7z elt
C 0 0
2T 2T

— l-j ek(cost+isent)dt — l-j ekcost+iksentdt —

0 0



21 2T
= if gkeostgiksent gy — if ekeost{cos(ksent) + isen(ksent)]dt =
0 0

2T
= f [e*cost cos(ksent) + ie*°Stsen(ksent)]dt =
0

21 21
= ij ekcost cos(ksent)dt — f ekcostsen(ksent)dt =
0 0

21 21

_f ekcostsen(ksent)dt + if ekcost cos(ksent)dt = 2mi = 0 + 2mi
0 0

Temos, portanto que

21
f ekcost. sen(ksent)dt = 0
0

2T
f ekcost. cos(ksent)dt = 21
0
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Diante do que foi exposto, pode-se concluir que a abordagem dos NUmeros
Complexos e Equactes Algébricas sdo de grande importancia para o ensino e aprendizagem na

Educacdo Basica e Superior.

Isso porque, além de complementar o entendimento dos conjuntos numéricos
ampliando sua esfera de atuacdo, também € uma Otima ferramenta para resolver problemas

concretos como foi exposto no ultimo capitulo.
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