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"A Matematica € a rainha das ciéncias € a
Teoria dos Numeros é a rainha da Matema-

tica."(GAUSS, 1966)



RESUMO

O objetivo deste estudo € reunir e levar ao conhecimento do publico apreciador dos padrdes em
nimeros, sejam alunos do ensino médio ou de nivel superior, interessantes caracteristicas dos
coeficientes binomiais, bem como algumas de suas aplicacdes dentro da propria Matematica. De
inicio, apresenta a definicdo desses niimeros especiais como coeficientes de polindmios conheci-
dos, sua organizagao dentro do arranjo conhecido como tridngulo de Pascal e as propriedades
relativas a esse arranjo. Em seguida, introduz a Aritmética com os conceitos e propriedades da
divisibilidade e da congruéncia entre os nimeros inteiros, para entdo adentrar nas propriedades
aritméticas dos coeficientes binomiais. Por fim, apresenta o tridngulo de Pascal médulo p primo,
dando €nfase ao caso p = 2 e discorre sobre a divisibilidade de certas expressdes com binomiais

por poténcias do nimero primo p.

Palavras-chave: coeficientes binomiais; propriedades aritméticas; divisibilidade; nimeros

primos.



ABSTRACT

The objective of this study is to gather and bring to the attention of the public that appreciates
patterns in numbers, whether high school or college students, interesting characteristics of
binomial coefficients, as well as some of their applications within Mathematics itself. At first,
it presents the definition of these special numbers as coefficients of known polynomials, their
organization within the arrangement known as Pascal’s triangle and the properties related to
this arrangement. Next, it introduces Arithmetic with the concepts and properties of divisibility
and congruence between integers, and then enters into the arithmetic properties of binomial
coefficients. Finally, it presents Pascal’s triangle modulo p primo, emphasizing the case p =2
and discusses the divisibility of certain expressions with binomials by powers of the prime

number p.

Keywords: binomial coefficients; arithmetic properties; divisibility, prime numbers.
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1 INTRODUCAO

Desde os tokens de argila, ha 10 mil anos até calculos feitos hoje por potentes
computadores, a utilizacdo dos nimeros para a resolu¢do de problemas é um aspecto marcante
da histéria da humanidade. Para além da sua utilizagcdo prética, o fascinio exercido por seus
padrdes fez com que, ao longo do tempo, muitos matematicos dedicassem seus estudos ao
desenvolvimento da Aritmética e mais tarde, a Teoria dos Numeros, que até o inicio do século
XX, figurou como um ramo da Matematica pura, com aplicacdes quase que exclusivamente
na prépria Matematica. A era digital, porém, com a linguagem dos computadores, mudou
essa realidade, trazendo a Teoria dos Numeros uma gama de possibilidades em termos de
aplicabilidade.

Historicamente, segundo (EVES, 1996), admite-se que os primeiros passos no
sentido do desenvolvimento da Teoria dos Numeros foram dados por Pitdgoras e seus seguidores
movidos pela filosofia da fraternidade. Contudo, nada ha de registro formal sobre o trabalho
realizado por Pitdgoras e seus seguidores. A primeira meng¢do ao estudo dos nimeros inteiros
(nesta época sendo considerados apenas os inteiros positivos) aparece, de fato, nos Elementos de
Euclides (300 a.C.), mais especificamente nos livros VII, VIII e IX. Nestes, Euclides d4 uma
defini¢do para nimero, define niimeros primos € compostos € apresenta uma prova parcial do que
hoje conhecemos como Teorema Fundamental da Aritmética. Seguem-se a Euclides, com com
grandes contribuicdes, Diofanto de Alexandria (200 d.C), Pierre de Fermat!, Leonhard Euler? e
Carl Friedrich Gauss?, este tltimo tendo desenvolvido substancialmente a Teoria dos Ndmeros
com a introdu¢do do conceito da aritmética modular.

Sob a luz das contribuicdes deixadas por estes grandes personagens da historia, este
trabalho tem a missdo de levar ao publico apreciador dos nimeros, seja composto de alunos da
graduacdo ou de alunos do ensino médio com bom conhecimento em Matematica, interessantes
aspectos aritméticos a respeito dos coeficientes binomiais. Para isto, conceituamos estes niimeros
particulares, tratando-os como coeficientes de polindmios conhecidos, e ndo como expressoes de
processos combinatdrios. Neste sentido, tomamos por base a conceituacdo apresentada na revista
Kvant(TABACHNIKOV, 1999), particularmente no parte que trata da aritmética dos coeficientes

binomiais.

Fermat, Pierre de (1601 — 1665), magistrado, matematico amador e cientista francés.
Euler, Leonhard Paul, (1707 — 1783), matematico e fisico suigo.
Gauss, Carl Friedrich (1777-1855), matematico, astrdnomo e fisico alemao.

2
3
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No segundo capitulo, seguinte a introdugdo, apresentamos, além da defini¢do de
coeficientes binomiais, a organizac¢ao desses nimeros no triangulo aritmético, usualmente deno-
minado tridngulo de Pascal*. Aqui também enumeramos as principais propriedades referentes ao
triangulo e propomos demonstragdes acessiveis ao publico a que se destina o presente texto. Ja
no capitulo 3, discorremos de maneira sucinta sobre divisibilidade e congruéncias, mostrando
teoremas, proposicoes e exemplos, a fim de introduzir o assunto central do trabalho, constante
no capitulo posterior.

No que tange as propriedades aritméticas dos coeficientes binomiais, tratam-se de
aspectos referentes a divisibilidade desses niimeros por nimeros inteiros positivos, em especial
por nimeros primos. Este € o objeto do capitulo 4, no qual mostramos muitos exemplos
de situacoes-problema onde o conhecimento dessas propriedades podem levam a solugdes
por caminhos mais curtos. Na ultima secdo, exibimos ainda algumas curiosidades sobre o
tridangulo de Pascal médulo p primo, uma estrutura composta pelos restos da divisdo euclidiana
de cada coeficiente binomial, nas suas respectivas posi¢oes, pelo nimero p. Esta estrutura,
independente de qual seja o primo p, guarda todas as propriedades do tridngulo de Pascal
inicial e apresenta padrdes muito interessantes, que visualmente estao de acordo com padrdes
geométricos explicitados também nesta exibicao.

Por fim, o capitulo 5 avanca na aritmética dos coeficientes binomiais, propondo um
olhar mais apurado sobre a divisibilidade de expressdes com coeficientes binomiais por poténcias
de numeros primos. Neste ponto, o leitor familiarizado com os conceitos apresentados até entdo,
tem contato com notacdes especiais € uma Matemadtica mais elaborada, embora perfeitamente
acessivel ao publico especificado no inicio desta introdug@o. Neste e nos demais capitulos, nao
utilizamos Matematica de nivel superior, e quando as demonstragdes demandaram um pouco
mais de rigor, simplificamos ao méximo, com o objetivo de manter a inteligibilidade durante

todo o material proposto.

4 Pascal, Blaise (1623-1662), matematico, filésofo e fisico francés.
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2 COEFICIENTES BINOMIAIS

Neste capitulo, apresentaremos uma defini¢do de coeficientes binomiais com base
no desenvolvimento do bindémio de Newton . O caréter combinatério desses niimeros nio serd
levado em consideracdo, porquanto ndo seja importante para o resultado principal deste trabalho.
Analisaremos ainda a distribuicao desses coeficientes no Triangulo Aritmético, dando enfase as

suas propriedades mais relevantes.

2.1 Definicao

Ao elevarmos o bindmio (1 + x) a algum expoente n, onde n é um nimero inteiro
ndo negativo, obtemos como resultado um polindmio de grau n, ou seja, a maior poténcia de x

no polindmio obtido € igual a n. Por exemplo, para 0 <n <5, temos

(1+x)° = 1,

(14+x)!' = 1+x,

(14+x)? = 1+2x+x%

(1+x)} = 14+3x+3% 427,

(14+x)* = 1+dx+6x7 445 +x*
(14x)° = 145x+10x%4+10x> +5x* +x°.

Em cada um dos polindmios acima, os termos sdo compostos de poténcias crescentes de x
acompanhadas de coeficientes naturais. Estes coeficientes recebem uma notacdo especial, como

enunciaremos na seguinte definicao.

Definicao 2.1 Sejam m e n nimeros inteiros ndo negativos. Denotamos por (;’l) o coeficiente de

x™ no desenvolvimento de (1 +x)".

Exemplo 2.2 De acordo com o definicdo dada, o polindmio resultante no desenvolvimento de

(1+x)* pode ser expresso da seguinte forma

o= (e (e (o ()

Newton, Isaac (1642-1727), matemadtico e fisico inglés.

1
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E de modo geral, para 0 < k < n escrevemos

(1+x)" = (g)x0+ <’11)x+ (Z)x2+...+ (Z)xk+...+ (Z)xn @.1)

De acordo com a defini¢do 2.1, os ndmeros (;’1 ) sdo inteiros ndo negativos, pois
sdo os coeficientes no desenvolvimento de (1 +x)". Ainda com base neste desenvolvimento, é
imediato observar que (8) = (Z) = 1, respectivamente os coeficientes do primeiro e do tltimo
termo do polindmio obtido. Além disso, se m > n, entdo (:1) = 0, dado que o grau de (1 +x)" é
igual a n, ou seja, ndo aparecem termos em x” no polindmio resultante.

Aplicando a férmula 2.1 para (1 + ;—‘)" e multiplicando ambos os membros da

equagao obtida por a”, obtemos uma expressdo para (x -+ )", como mostramos a seguir.

(2= @)+ () G () Qs () G

Ou seja,

(a+x)"= (g) a'x’ + (T) A" x4 (Z) a" R+ (Z)x" (2.2)

A expressdo 2.2 € chamada de bindmio de Newton, e seus coeficientes sdo, portanto,
coeficientes binomiais. O termo coeficiente binomial foi introduzido por Michael Stifel 2, que
mostrou, em torno de 1550, como calcular (14 x)" a partir do desenvolvimento de (14 x)"~ 1.
Isaac Newton, porém, o fez diretamente e foi além, mostrando como calcular (1 +x)", com r

pertencente ao conjunto dos nimeros racionais. (MORGADO et al., 1991).

2.2 O Triangulo Aritmético

De posse da defini¢do de coeficientes binomiais dada na se¢ao anterior, podemos
organizar esses nimeros em uma tabela numérica triangular na qual o nimero indicativo da
linha represente o expoente do Bindmio de Newton e o nimero indicativo da coluna indique
o expoente de x no desenvolvimento de (1 + x)”. Neste arranjo, consideramos apenas os
coeficientes binomiais nao nulos, ou seja, 0 < m < n. As linhas e colunas sdo contadas a partir
do 0, sendo numeradas, respectivamente, da esquerda para a direita e de cima para baixo, de

modo que o elemento ( v ) esteja situado na n? linha e na m? coluna, como podemos visualizar

2 Stifel, Michael (1487?7-1567), algebrista alemio.
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abaixo.

ColunaO Colunal Coluna2 Coluna3 Coluna4 ... Colunan

Linha O

Linha 1

Linha 3

Linha 4

(
(
(
(

n
Linh
inha n (O)

Conhecido como Tridngulo de Pascal ou de Tartaglia’- Pascal, o tridngulo aritmético
ja era conhecido na China do século XIII, e antes disso pelos matematicos hindus e arabes.
No Ocidente, apareceu pela primeira vez no frontispicio do livro Rechnung (1527), de Petrus
Apianus #, um século antes do nascimento de Pascal. Segundo Morgado (1991, p. 3), Nicolo
Fontana Tartaglia relacionou os elementos do tridngulo aritmético com as poténcias de (x+y).
Pascal publicou um tratado em 1654 mostrando como utiliz4-lo para achar os coeficientes do
desenvolvimento de (a+ b)".

No decorrer da Histéria da Matemaética, foram estabelecidas muitas identidades por

meio do tridngulo aritmético, sendo estas aplicadas, por exemplo, na obtengdo de raizes de

equagdes ou no estudo das probabilidades. Enunciaremos a seguir algumas dessas identidades.

3 Tartaglia, Nicolo Fontana (cerca de 1500-1557), matematico italiano.

4 Apianus, Petrus (1495-1552), matemético e astronomo alemao.
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Teorema 2.3 (Relagdo de Stifel) Para todos os inteiros ndo negativos m e n, tem-se

(Z) - (n; 1) + (Zj) (2.3)

Prova. Por defini¢do, o nimero () é o coeficiente de x™ no polindmio (1 + x)". Para determi-

narmos esses coeficientes, em principio é necessdrio multiplicarmos (1 + x) por ele mesmo n

vezes. Vamos iniciar multiplicando (14 x) por ele mesmo (n — 1) vezes. Assim, obtemos

—1 —1 —1 —1
(1+x)”—1:1+(n1 )x+ (n2 )x2+...+(:l 1)x’"—1+<nm )x’"—{—...—{—xn_l.

Para obtermos a identidade desejada, procedemos, entdo, com a ultima multiplicacdo, ou seja,

multiplicamos (1 +x)"~! por (1 +x). Assim,

(I+x)"=(14x) |1+ <n;1>x+ (ngl)xz—l—...—l— (n_l)xml—l— <n;11>xm—|—...—|—x”1

m—1

[ n—1 n—1\ , n—1\ ,,_1 (n—1\ ,, aet |
=1+ X+ X4+ X'+ X'+t

i 1 2 m—1 m ]

+ [x—l— <n_1)x2+<”_1>x3+...+(n_l)xm+<n_1>x’”“+...+xn

1 2 m—1 m |

n—1 n—1 n—1 2 n—1 n—1 m "

=1+ +1{x+ + X4+ + X'+ X

1 2 1 m m—1

—1 —1
Vejamos que <n ) + (n 1) é o coeficiente de x em (1 +x)", o que completa a nossa

m m —

prova.
OJ

A relacdo de Stifel € bastante util para calcularmos diversas linhas do tridngulo

aritmético, utilizando as linhas anteriores. Por exemplo, para calcularmos (f) , fazemos (%) =
((1)) + (}) Prosseguindo para as demais linhas, podemos obter qualquer que seja a linha desejada.

Na figura a seguir, utilizamos a relacdo de Stifel para determinarmos os valores

numéricos dos coeficientes binomiais até a 62 linha do tridngulo aritmético.
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Figura 1 —Triangulo aritmético com valores numéricos

@ G O1G[60 @ 15 10 10]s] 1

(%) I 6 15 20 15 6 |

Fonte: Elaborado pela autora.

Teorema 2.4 (Férmula para coeficientes binomiais) Sejam m, n inteiros ndo negativos, entao

<n):n(n_1)---(n—m+1)_ 04

m 1-2---m

Prova. Para esta prova, usaremos indugao sobre n. Para n = 1, a igualdade 2.4 € vélida, pois

1 1
(1> ==

1 1-0---(1—
_ 0= 0---(1 m—i—l), m 1
m 1-2---m

Assumindo, entdo, por hipétese, que 2.4 seja valida para n — 1, verifiquemos sua validez para
todo n. Assim, se

(") - s

temos dois casos a considerar:

(1) Se m > 1, pela relagdo de Stifel,



18

(n—=1)(n—-2)---(n-—m+1)] n
12 (m—1)

n(n—l)m(n—m—I—l).
1-2---m

(i) Se m = 1, ainda pela relacdo de Stifel,

()= )+ G = () () = =t

Portanto, pelo principio da inducio finita, a igualdade (2.4) € valida para todo n, como queriamos

provar. 0J

A relagdo de Stifel e a férmula demonstrada acima sa@o as propriedades mais tteis
sobre coeficientes binomiais para o estudo que propomos. Vamos, porém, nos ater um pouco
mais sobre outras propriedades referentes ao triangulo aritmético. Para os teoremas subsequentes,

consideremos sempre 0 < m < n, com m, n inteiros nao negativos.

Teorema 2.5 (Binomiais Complementares) Para todos m, n inteiros ndo negativos, com n > m,

(o) =) @

Prova. A igualdade é 6bvia para m = n ou m = n —m. Suponhamos, entdo, sem perda de

¢é valido

generalidade, m < n—m (o caso m > n —m € totalmente andlogo). Segue da férmula para

coeficientes binomiais que
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nn—1)---(m+1)
1-2---(n—m)

nn—1)---(n—m+1)(n—m)---(m+1)
1-2--m(m+1)---(n—m)

1-2---m m)’

_ n(n—1)---(n—m+1):<n)

Provamos, assim, que a identidade 2.5 é valida para todos m, n inteiros nao negativos, com

0<m<n.

Teorema 2.6 (Teorema das Linhas) Sejam n, m € Z, com 0 < m < n, verifica-se que

)+ ()=

Prova. Provaremos utilizando induc¢do sobre n e a relacao de Stifel. Para n = 1, temos

(- ()t

Assumindo, agora, que 2.6 seja valida paran — 1, com n > 1, ou seja

(o e (1)

verifiquemos se também € vélida para n. Para isso, lembremos que, pela relacio de Stifel,
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Desta forma, calculamos
N (M) (D) T )+ () =
0 1 2) 7 \n—1 n)
n+ n—1+n—1 T n—1+n—1 +n B
0 0 1 n—72 n—1 n)
n—1 n n—1 n n—1 T n—1 n n—1 n n—1\
0 0 1 n—2 n—1 n—-1,
n—1 n—1 n—1 n—1 nel _ An
2 () () e O =
Portanto, pelo principio da indugdo finita, a igualdade (2.6) é vdlida para todo n € N.

Alternativamente, podemos demonstrar o teorema das linhas considerando o fato de que

(8)“ (Y)xn_l n (’;)x”‘2+...+ (nf 1)x+ (Z) = (1+x)".

Pois fazendo x = 1, obtemos exatamente o resultado desejado, ou seja

(o) (1) e (5) vz (1) 1 () =0y
— (g)+(';)+(;)+...+(nﬁl)+(z):2n.

A explicagio de que a soma dos coeficientes binomiais é 2", porque este é (14 1)",

foi dada por Wallis® em 1685 e W. Jones® em 1706. (EDWARDS, 2019).

Wallis, John (1616-1703), matemadtico britinico.
6 Jones, William (1675-1749), matemadtico galés.
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Teorema 2.7 (Teorema das Colunas) Se m e k sdo inteiros nao negativos, entao

m m+1 m+k m+k+1
+ +...+ = (2.7)
m m m m—+1
Prova. Para o que precisamos, consideremos o polindmio

P(x) = x(1+x)" 4+ x(1+x)" T 4 x(1+x)"2 4. 4 x(1+x)"* (2.8)

e calculemos o coeficiente de x*1

o [(m\ o (m\ m
P(x) = x_<0)x +(1)x —|——|—(m>x’"]
+ x X+ x4+ K"+ X"
'\ 0 1 m m+1
k k k
b (T (T e (T |
0 m m—+k
Como podemos ver, o coeficiente de X! em P(x) equivale 2 soma
1 k
m m m

Observemos agora que o polindmio dado € a soma dos termos de uma progressao geométrica de

neste polindmio. Desenvolvendo cada parcela, como em 2.1,

temos

primeiro termo x(1 +x)™ e razdo (1 +x). Sendo assim, podemos calcular esta soma e escrever o

polindmio da seguinte forma

Cx(I+x)" [(14x)! —1]

P(x) = = (1 4+x)" (1 4x)™,
8 T (14251 — (1+)
De onde concluimos que o coeficiente de ! em P(x) é igual a
m+k+1
. 2.10
( m+1 ) -10)

O coeficiente de X! em P(x) é tinico, o que nos garante a igualdade das expressoes 2.9 e 2.10,

() () (21)

Sendo, portanto, valido o teorema 2.7. O

ou seja
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Teorema 2.8 (Teorema das Diagonais) Se m e k sdo inteiros ndo negativos, entao

(1)) (-0 e

Prova. Faremos aqui a prova por indug¢do sobre k. Para k = 1, temos

Y (Y b m 2= (T2
= n =n = .
0 1 1

Supondo, por hipétese de indugdo que

o)+ ()37 (05 )= (0)

o que falta segue da relacdo de Stifel. Ou seja,
n n n+1 L n+2 - n+k—1 L n+k\
0 1 2 o k—1 k B
n+k n n+k\  [(nt+k+1
k—1 k N k '

Portanto, pelo principio da indug¢do finita, € valida a igualdade 2.11.

0

Teorema 2.9 (Soma Alternada) Se n € um niimero inteiro ndo negativo, entdo vale a igualdade
n n n n n n
= . 2.12
(6)+ () (@) == ()= ()= ()~ @
Prova. Inicialmente, vamos reescrever a igualdade 2.12 da seguinte forma:
n n n n n n
(6)-()+()-()+(0)-() =0 @1

‘. - - . i1as . (N . .

E importante observar que esta soma ndo € infinita. Seu ultimo termo é < ) precedido do sinal
n

de mais ou de menos, de acordo com a paridade de n. Esta paridade ndo foi pré-estabelecida,

pois queremos provar o caso geral.

S
(3010303 -
(30 (3D () () (3 -
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Concluindo, assim, a prova do teorema 2.9.

Assim, como no teorema das linhas, podemos demonstrar o teorema das linhas

alternadas utilizando a igualdade

(g)xn+ (T)xn—l n (Z)x"_2+...+ (ni l)x+ (Z) = (1+x)".

Neste caso, fazemos x = —1 e obtemos

() () it s () eartes (1) o () -0

\9}

Aqui, precisamos considerar a paridade de n. Para n par, temos
n\ (n n n\ (n n n\ (n L n n m\ _y
0 1 2 3 4 5) 7 \n—1 n)
— (D) (D) () =)+ (D) (D) (O
0 2 4) " \n) U 3 5) 77 \n—1)

Analogamente, para n impar, temos

) ()G ) - ()6 (2)- () =0
= () @)+ () (1) =)+ () () ()
. (g)+(;)+(g>+...+(g):(';)+(g)+(g)+...+(nﬁl).

Mostrando, mais uma vez, que € a valida a igualdade 2.12.

+

S

Além das identidades apresentadas até agora, referentes ao tridngulo aritmético,
iremos mostrar mais duas identidades envolvendo os coeficientes binomiais, uma sendo con-

sequéncia direta da outra.
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Proposicao 2.10 (Identidade de Euler-Vandermonde) Para todos os inteiros ndo negativos m, n

lé(ﬂ;) (kii) B <m:n> (2.14)

Prova. Se k é simultaneamente maior que m e n, nada temos a provar. Consideremos, neste caso,

e k, € verdadeira a igualdade

e sem perda de generalidade que k < m. Pela defini¢do de coeficiente binomial, o nimero (’":")

é o coeficiente de x* no polindmio (14 x)™t". Por outro lado, este polindmio € equivalente a

(1+x)"™(1+x)". Desenvolvendo cada uma dos fatores e efetuando o produto dos termos obtidos,

(o) ()t (Pt (2
(o) ()t (1)t (0) ]
() (e @)+ ()0

temos

(1) =

== <=

Com o produto acima, fica ficil perceber que o coeficiente de x* no polinémio (1 +x)"*" ¢ dado

GGG E -5

O que conclui a prova da Identidade de Euler para coeficientes binomiais.

pela soma

O
No caso em que m = n = k, obtemos uma igualdade conhecida como identidade de

Lagrange’, a qual enunciaremos a seguir.

7 Lagrange, Joseph Louis (1736-1813), matematico italiano.
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Corolario 2.11 (Identidade de Lagrange) Para todo k inteiro ndo negativo, vale

() - () 21

Prova. Conclui-se imediatamente do teorema 2.5 e da proposicao 2.10, pois

EO-E00-E0()-6)

Exemplo 2.12 (Brasil Preparagdo Cone Sul-2002) Para cada inteiro positivo n, seja a, = (%),

mostre que o numero binomial a, € sempre par.

Solucio. Este exemplo poderia ser resolvido facilmente aplicando a identidade de Lagrange,
porém, seria necessdrio a utilizacdo de um resultado referente a divisibilidade de coeficientes
binomiais que serd apresentado somente no capitulo 4. Faremos a resolu¢do utilizando a férmula

2.4.

(2n) 2n(2n—1)---2n—n+2)2n—n+1)
12— (n—1D)n

2n[2n—1)---2n—(n—1)+ 1D](n+1)
1-:2---(n—1)n

Logo, (*") é muiltiplo de 2.

Aqui concluimos o capitulo 2, cujo objetivo foi apresentar a definicao de nlimeros
binomiais, mostrar algumas de suas propriedades dentro do tridngulo aritmético ou de Pascal e

algumas outras aplicagdes. No decorrer do trabalho, serdo tteis os conceitos aqui apresentados.



3 DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

conjunto dos ndmeros inteiros, fornecendo alguns exemplos e enunciando as propriedades
fundamentais para o entendimento do que segue nos capitulos posteriores. A consisténcia dos
conceitos apresentados assegura-se na pesquisa bibliografica em classicos da Teoria dos Numeros
como (LANDAU, 2002) e (ALENCAR FILHO, 1981) e grandes autores contemporaneos como
(HEFEZ, 2013) e (CAMINHA, 2012), os quais indicamos para um estudo aprofundado sobre o

assunto.

Neste capitulo, buscamos definir as relagdes de divisibilidade e congruéncia no

3.1 Divisibilidade

Definicao 3.1 Dados a e b nimeros inteiros, dizemos que a | b, se existir ¢ € Z, tal que b = ac.

Se a | b, diz-se também que a é um divisor ou fator de b, que b é miltiplo de a, ou que b é

divisivel por a. Se a ndo divide b, entdo escrevemos a 1 b.

Exemplo 3.2 Pela definicdo dada acima, podemos escrever

(@) 2]6,pois6=2-3.

(b) 3135, pois ndo existe ¢ € Z tal que 3-b =5.
(c) —5120, pois 20 = (—5)(—4).

Enunciaremos a seguir algumas propriedades acerca da relagdo de divisibilidade

entre dois inteiros.

Proposicao 3.3 Sejam a, b, ¢, d € 7Z tem-se:

(@ alo,
® 0la,
(c) se
(d) se
(e) se
(f) se
(g) se
(h) se

lla e ala.

se, e somente se, a=0.
alb e «c|d, entdio ac|bd.
alb e b|c, entio alc.
alb e bla, com a,b#0, entdo
alb com b#0, entio |a|<|b|.
al(btc), entdo al|b<=a]|c.

alb e alc, entdio al(bx+cy),

a = =+b.

Vx,y €Z.
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Prova.
(a) Com efeito,

0=a-0, a=1-a e a=a-1.

(b) Supondo que 0 | a, pela defini¢do 3.1 existe ¢ € Z tal que 0- ¢ = a, de onde concluimos que
a=0.
A reciproca é também valida, pois 0 | 0, como mostramos no item anterior.
(c) Como a | b e c| d, existem inteiros k| e k, de modo que b =a-k; e d = ¢ ky, entdo
b-d=a-ky-c-ky=(ac)(kika) — ac | bd.
(d)Seal|beb|c,existem q e g € Z taisque b=a-q; e ¢ = b-qp. Dai concluimos que
c=a-q-q@=a(q192) — alec.

(e) De fato, a | b e b | a implica na existéncia de inteiros 7] e t; de modoque b =a-tjea=b-t,.

Como a,b # 0, podemos escrever

b=t -th-b — t-th=1.
Como 11,1, € Z, temos

Hh=t==l1 — a==xb.
(f) Se a | b, existe ¢ € Z de modo que b = a - ¢. Tomando esta igualdade em médulo, e sabendo
que o médulo do produto € igual ao produto dos médulos, temos

bl = la-c| = la] -|c|.
A condicdo b # 0 garante que |c| > 1, e entdo
bl =la|-lc| = a| = la[<Ib].

(g2) Supondo que a | (b+c), entdo existe f € Z tal que b+ ¢ = fa. Da mesma forma, se a | b,

existe g € Z tal que b = ga. Assim temos

b+c=fa = gatc=fa = c=(f—-ga = alc.



28

Sea|(b—c)ea|b,pelo que provamos anteriormente, a | —c, o que implica a | c.

A prova da implicacdo contrdria se faz de modo totalmente anédlogo.

(h) Sejam b =a-d|; e c = a-dp, com dy,d; € Z. Notemos que d; e d, existem, pois a | b

e a | c. Entdo, quaisquer que sejam os inteiros x e y, podemos escrever

(bx+cy) = (adix+ adyy) = a(d\x+dyy) = al (bx+-cy).

Ainda sobre o item (h) da proposi¢do 3.3, temos a seguinte e 6bvia generalizagio

Sea| by, comk=1,23,... n,entdo
a | (bi1x1 +byxy +bsxz + -+ bpxy),
quaisquer que sejam Xxi,x3,Xx3,...,X, € Z.

Proposicao 3.4 Dados a, b inteiros e k natural, entdo
@ (a—b)|(a* =)
(b)  se k for impar, (a+b) | (a* +bk).

Prova.

(a) Para provarmos este item, mostraremos que € valida a igualdade
(d* =) = (a—b)(d* '+ b +d 3P+ 4 abt P+ b,

De fato, desenvolvendo o produto do lado esquerdo da igualdade, como veremos a seguir,

obtemos o resultado desejado.

( —

a—b)(d ' +d b +ad P+ Fah 2 D) =
= d (
—b

(@' +a*2b+a b2 + .+ ab =2 4+ B
= (d"+d "o+ a0 4+ PV abk )

—(@ b+ a2 +d 0 4 abh T 4 bY) = (aF - bP).
Como k € N, (a*~' +a*2b+d*3b* + ...+ ab*~> 4 b*~!) é inteiro, o que nos garante que

(a—D) | (ak—bk).
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(b) Aqui, mostraremos a validez da igualdade
(@ 4+ b = (a+b) ("' = 2b+d 307 — . —abf 2+ Y,

efetuando o produto do segundo membro e observando que a alternancia dos sinais dentro do

paréntese se adéqua ao fato de k ser impar.

(a+b)(d ' — a2+ 32— —abk 24k =
—al(d" ' — a2+ a3 — . —ab 24 bR
+b[(a —a2b +aF 30 — L —ab* T+ )

= (a"—d" b+ a7 — . — PV abk )
(a1 b — a2+ dF 3D — L — bk bR = (aF + bF).

O que mostra que (a + b) | (a* + b*), com k fmpar, e conclui a prova desta proposicao.
0

Mesmo quando um nimero inteiro a ndo € divisivel por um nimero inteiro b # 0, é
possivel efetuar a divisdo de a por b, havendo, neste caso, um resto nao nulo. Este resultado foi
proposto por Euclides nos seu Elementos, ha 300 anos antes de Cristo, e é hoje um dos resultados

mais importantes da Teoria dos Niimeros.

Teorema 3.5 (Divisao Euclidiana) Se a e b sdo nimeros inteiros, com b # 0, entdo existem e

sd0 Unicos 0s nimeros inteiros g e r tais que

a=bg+r, com 0<r<|b.

Prova. Consideremos o conjunto X = {a —bt/t € Z} "N. O conjunto X é ndo vazio, pois

tomando ) = —b|a| segue que
a—btg=a—b(—bla)) =a+b*a| >a+|a| >0 = a—byeX.

Como a — bt > 0, o principio da boa ordenacao garante que X possui elemento minimo. Seja

r € X o tal elemento minimo. Assim, existe um dnico g € Z tal que r = a — bq isto é, a = bq+r,

com 0 < r. Para mostrar que r < |b|, basta notar que parat; = g+ ‘%‘, temos

b
ri:=a—bh :a—b(q—l—%) =r—|b|.



30

Desta forma, r; < r e da minimalidade de r segue que r; € X, o que implica r; < 0, ou seja
r<|b|.

Por fim, para qualquer elemento s = a — bt € X, com s # r, temos s > r, de onde segue que
s—r=ls—r[=[blg=1)|=bllg—t] = s=r+|bllg—t] = s=|b|.

Logo, o elemento minimo de X ¢ caracterizado pelas condi¢des r = a —bg e 0 < r < |b|. Fica,
portanto estabelecida a unicidade de r e, a fortiori, a de q.

0J
Os inteiros g e r assim determinados sdo, respectivamente, o quociente e o resto da divisdo de a
por b.

Nao dedicaremos neste trabalho um capitulo ou secdo especifica para tratar das
propriedades do mdc e dos nimeros primos, para o que recomendamos as referéncias ja citadas
no inicio deste capitulo. Porém, antes de finalizar esta secdo, citaremos um teorema importante
sobre divisibilidade envolvendo nimeros primos, o Lema de Euclides. este resultado no sera qtil
no capitulo que trata da divisibilidade de coeficientes binomiais.

Para tal, lembremos que um nimero inteiro positivo € dito primo quando seus tinicos
divisores positivos sdo 1 e ele proprio e que o mdc de um conjunto de nimeros inteiros nao nulos
¢ o maior divisor comum entre eles.

Na demonstracao a seguir, faremos uso do teorema de Bézout 1 cuja demonstragao

nos absteremos de desenvolver e sugerimos a referéncia (CAMINHA, 2012), paginas 14 e 15.

Proposicao 3.6 (Lema de Euclides). Sejam a, b, p € Z, com p primo. Se p | ab, entdo p | a ou

plb.

Prova. Se p | ab, entdo existe g € Z tal que pg = ab. Caso p | a, nada temos a mostrar. Usemos,
entdo, como hipétese que p t a. Neste caso, como p é primo, mdc (a,p) = 1, e pelo teorema de

Bézout, existem m e n, inteiros tais que
ma+np = 1. 3.1)
Multiplicando por b ambos os membros da igualdade 3.1, temos

mab+npb=b — mpq+npb=b — p(mq+nb)=b = p]|b.

1 Bézout, Etienne (1730 - 1783), matematico francés.



31

Como queriamos mostrar.

3.2 Congruéncias

Uma das descobertas mais importantes de Gauss foi a aritmética modular, apresen-
tada em seu livro Disquisitiones Arithmeticae (1801), e usada nessa importante obra como base
para ideias mais profundas. Nesse livro, Gauss conduziu a teoria dos nimeros para o centro do
palco matemdtico (STEWART, 2014), trazendo ideias inovadoras como o tema desta secdo e

sistematizando as descobertas de seus predecessores.

Definicao 3.7 Sejam a, b e m nimeros inteiros, com m > 1, dizemos que a é congruente a b
moédulo m e escrevemos a = b (mod m), se a e b deixam o mesmo resto na divisao euclidiana
por m, ou ainda se m | (a — b). Caso a e b deixem restos diferentes na divisdo euclidiana por m,

ou seja, m{ (a —b), entdo a ndo é congruente a b médulo m e escrevemos a # b (mod m).

Exemplo 3.8 De acordo com a defini¢do 3.6, podemos escrever:
(a) 8=5(mod 3), pois 3| (8—35).

(b) 12=-2(mod7), pois 7| (12— (-2)).

(c) —4%#16(mod 6), pois 61 (—4—16).

Decorre, ainda, da definicdo de congruéncia que, se r € o resto na divisdo euclidiana
do nimero inteiro a pelo nimero natural m, entdo a = r (mod m), pois m | (a — r). Desta forma,
a é congruente médulo m a algum dos {0,1,2,...,m—2,m— 1}, que s@o os restos possiveis na

divisdo de a por m.
Exemplo 3.9 Se n € Z, entao n* =0 (mod 4) ou n? = 1 (mod 4).
Solucao. Se n é par, entdo n é da forma 2k para algum k € Z. Assim,
=4 — 4|n* = n*=0(mod4).
Se n é impar, entdo n é da forma 2k + 1 para algum k € Z. Desta forma,
2 4012 2 2 _
n“=4(k+k)+1 = 4|(n"—=1) = n"=1(mod4).

Portanto, Vn € Z, os tnicos restos possiveis na divisdo euclidiana de n> por 4 sio O e 1.
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Exemplo 3.10 Se n € Z nio é miiltiplo de 3, entdo n* = 1 (mod 3).

Solucdo. Se n ndo € mdltiplo de 3, entdo n € da forma 3k+ 1 ou 3k + 2, para algum & inteiro.

Elevando n ao quadrado, temos

n? = Bk+1)2=9%>+6k+1=303k>+2k)+1 = n*>=1(mod3)
Ou ainda,

n? = (3k+2)> =9k* + 12k +4 =33k> +4k+1)+1 = n*>=1(mod3).

Desta forma, se n nio é miltiplo de 3, n> deixa resto 1 na divisdo por 3, como desejavamos

mostrar.

Vejamos a seguir algumas propriedades basicas acerca das congruéncias.

Proposicao 3.11 Dados os niimeros inteiros a, b, c € m, com m > 1, tem-se:
(a) (Reflexividade) a = a (mod m).
(b) (Simetria) Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m).

(c) (Transitividade) Se a =b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m).

Prova.

(a) Basta vermos que
m|0 == m| (a—a) — a = a (mod m).
(b) Pela defini¢do 3.6, se a = b (mod m), entdo m | (b —a). Desta forma, valem as equivaléncias
m|(b—a) = m|—(b—a)=(a—b) = b=a(modm).

(¢) Sea=b(modm)eb=c (modm),entdom | (b—a)em| (c—b). Utlizando o caso

particular x = y = 1 da proposicao 3.3 (g), escrevemos
m|(b—a) e m|(c-b) = m|(b—a)+(c—b)=(c—a) = a=c(modm).

Valem, portando, a reflexividade, a simetria e a transitividade na congruéncia entre dois inteiros.
O
Com a prova da proposicao 3.11, concluimos que a congruéncia € uma relagao de

equivaléncia em Z.
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Proposicao 3.12 Sejam m e n inteiros positivos e sejam a, b, ¢, d, inteiros quaisquer. Sao validas
as seguintes assercoes:

(a) Sea=b(modm)ec=d (modm),entdo a+c=b+d (mod m) e ac = bd (mod m).

(b) Se a=b (mod m), entdo a+ c = b+ c (mod m) e ac = bc (mod m).

(¢) Sea=b (modm), entdo a"* = b" (mod m).

(d) Se ac = bc (mod m) e se o mdc(c,m) = d, entdo a = b (mod %). Em particular, se

mdc (c,m) = 1, entdo a = b (mod m).

Prova.
(@) Sea=b(modm)ec=d(modm),entdom|(b—a)em|(d—c). Assim, pela propriedade

3.3 (g), podemos escrever

m|(b—a)+(d—c) = m|(b+d)—(a+c) == a+c=b+d(modm).
Ainda pela proposicao 3.3 (g), fazendo x = c e y = b, obtemos

m| (b—a)c+(d—c)b = bc—ac+bd —bc = bd—ac = ac=bd(mod m).
(b) Damesma forma que no item anterior, se a = b (mod m), entdo

m|(b—a)=(b—-a)+c—c=(b+c)—(a+c¢) = a+c=b+c(modm).
Como m | (b — a), podemos também escrever
m|(b—a)c = bc—ac = ac=bc(modm).

(c) Vimos na proposi¢io 3.4 (a) que (a —b) | (" —b*), Vk € N, e obviamente, (b —a) |
(b* — dX), Vk € N. Fazendo k = n, utilizando a transitividade da relacio de divisibilidade

provada na proposi¢do 3.3 (d) e o fato de que a = b (mod m), temos
m|(b—a) e (b—a)|(d"—-d") = m|(®"—d") = da"=>b"(modm).
(d) Se ac = bc (mod m), entdo
m|bc—ac = m|c(b—a).
Como d = mdc(c,m) , existem inteiros positivos ¢’ e m' tais que

c=cd e m=m'd com mdc(c,m')=1.
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Substituimos as relagdes acima em m | ¢(b — a) e concluimos que
md|ddb—a) = m'|d(b—a).

O fato de ¢’ e m’ serem primos entre si conclui a nossa prova, ou seja

micd = w|(b-a) = a=b(modm’) = azb(mod@>.

Em particular, se d = mdc (c,m) = 1, entdo % = m e temos a = b (mod m).

3 1000

Exemplo 3.13 Vamos encontrar o resto da divisdo de por 101.

Solucio. Desejamos encontrar um niimero natural x tal que 3% = x (mod101). Comecaremos
com poténcias de 3 menores e utilizaremos sucessivas vezes a proposi¢ao 3.10, itens (a) e (¢) a

fim de chegar a 319, Qu seja,

3*=_20(mod 101) =  (3*)>=(-20)’(mod 101) = 3%= —4(mod 101);

3*=_20(mod 101) =  (3*)°=(-20)°(mod 101) = 3% = _—17(mod 101);
30 = _17(mod 101) =  (3%)*=(-17)*(mod 101) = 3% = —6(mod 101);
3100 = 102(mod 101) = 3 =1@mod101) = 3'%% =1(mod 101).

Portanto, o resto da divisdo de 31000

por 101 € igual a 1.
A solucio deste exemplo é 6bvia se utilizarmos o Pequeno Teorema de Fermat?,
segundo o qual

a’~! =1 (mod p)

com p primo, a inteiro e mdc(a, p) = 1, jd que 101 é um nimero primo, e mdc(3,101) = 1.

Bastaria observarmos que
31000 — (3101=1)10 — 110 = 1 (104 101).

No entanto, optamos por mostrar a possibilidade de resolvé-lo utilizando apenas os resultados
provados nesta secdo. Nao apresentaremos aqui a demostracdo deste importante teorema, bem
como de outros resultados importantes da Teoria dos Numeros a fim de nos limitarmos aos

conhecimentos estritamente necessarios a compreensdo do capitulo que segue.

2 Pierre de Fermat, magistrado, matemadtico e cientista francés (1601-1665)
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3.3 Sistema completo de residuos

Nesta se¢do, mostraremos um ultimo aspecto da relagdo de congruéncia entre dois

inteiros, o conjunto chamado sistema completo de residuos.

Definicdo 3.14 Seja m um nimero inteiro, com m > 1. O conjunto S = {ry,rp,...,r,} de m
nimeros inteiros € dito um sistema completo de residuos (restos) moédulo m se um inteiro
qualquer a € congruente modulo m a somente um elemento de S. Isto equivale também a dizer

que os elementos de S sdo dois a dois incongruentes médulo m.

Por exemplo, o conjunto {—1,0, 1} é um sistema completo de residuos médulo 3. De fato, se a é

um ndmero inteiro, em relacdo a divisao euclidiana de a por 3, temos
a=3q ou a=3q +1 ou a=3q"+2.
Pela definicdo de congruéncia, podemos escrever

a = 3q = 3|(@a—0) = a=0(mod3)
a = 3¢+1 = 3|(a—1) = a=1(mod3)

a = 3¢"+2 = 3|(a+1) = a=—1(mod?3).

Dai vemos claramente que o conjunto {0,1,2} é também um sistema completo de residuos

modulo 3.

Proposicao 3.15 O conjunto S ={0,1,2,...,m— 1} é um sistema completo de residuos médulo

m.

Prova. Sejam a, ¢, m, r nimeros inteiros, com 0 < r < m. Se a = mg +r, ou seja, se g e r sao,

respectivamente, o quociente e o resto da divisdo euclidiana de a por m, entdo
mg=a—r = m|(a—r) = a=r(modm).

Como 0 < r < m, entdo os possiveis valores para r sdo 0,1,2,...,m — 1, que sdo exatamente
os elementos de S. Portanto, um inteiro a qualquer serd congruente médulo m a somente um
dos elementos de S. Desta forma, pela defini¢do 3.12, o conjunto S = {0,1,2,...,m— 1} é um

sistema completo de residuos modulo m.
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Pela transitividade da relagdo de congruéncia, se um conjunto {ry,r2,...,r,} dem
inteiros € um sistema completo de residuos médulo m, entdo cada elemento desse conjunto €

congruentes a somente um dos inteiros 0,1,2,...,m— 1.

Proposicao 3.16 O conjunto R = {r €Z;—5 <r< %} € um sistema completo de residuos

modulo m.

Prova. Sejam r;, rj € R, tais que r; < r;. Temos 0 < rj —r; < m e assim, r; # rj(modm), ou
seja, os elementos de R sdo dois a dois incongruentes médulo m. Devemos mostrar, entdo, que R
tem m elementos. Vejamos que o extremo 75 ¢ R, mas o extremo — 7% pode ou ndo pertencer de
acordo com a paridade de m.

Se m € par, —75 € R. Notemos que 75 também € inteiro. Entdo, o nimero de elementos de R é

dado por

Se m € impar, —7% ¢ R, entdo nenhum dos dois extremos pertence a R. Neste caso, 0 menor valor

de r € o inteiro imediatamente a direta de —%, que é 2“ . E conveniente também escrevermos

0 maior valor de r, que € m74 para que o nosso resultado seja um ndmero inteiro. Assim, o

nimero de elementos de R é dado por.

m—1 —m+1 2m—2
5 —( > >—|—1——2 +l=m—-1+1=m.

Em ambos os casos, R tem m elementos. Portanto, ¢ um sistema completo de residuos médulo m.

OJ

O conjunto que acabamos de analisar tem m inteiros consecutivos. Conjuntos com
m inteiros consecutivos sao sempre sistemas completos de residuos médulo m. A proposi¢do a

seguir nos ajudara a compreender esse fato.

Proposicio 3.17 Sejam a, ¢, m inteiros, comm > 1 e mdc (c,m) = 1. Se o conjunto {ry,r2,...,ryu}
¢ um sistema completo de residuos médulo m, entdo o conjunto {a + cri,a+cry,...,a+cry} é

também um sistema completo de residuos médulo m.

Prova. Dados i, j € {1,2,...,m}, de acordo com a proposi¢do 3.11, itens b e d, é verdade que

a+cri=a+crj(modm) = cri=crj(modm) = r;=r;(modm).
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Como {ry,r2,...,r,} € um sistema completo de residuos médulo m,
ri=rj(modm) = i=].

Assim, dois elementos distintos do conjunto {a+ cry,a+cra,...,a+ cr,} sdo incongruentes
modulo m, o que significa que tal conjunto € um sistema completo de residuos médulo m.

OJ

Com o resultado acima demonstrado, fica facil perceber que um conjunto de m

inteiros consecutivos é um sistema completo de residuos médulo m, pois pode sempre ser escrito

na forma

{a,a+1,...,a+m—1},
configurando-se assim como um caso particular da proposi¢do 3.15, parac=1e {r,r,...,rm} =
{0,1,...,m—1}.

Existem muitas propriedades e aplicacdes sobre as relacdes de divisibilidade e con-
gruéncia entre dois inteiros, as quais ndo comentaremos neste capitulo. No entanto, € suficiente
0 exposto para que possamos adentrar o capitulo central deste trabalho com entendimento e
dominio das notagdes que serdo utilizadas. No mais, abriremos parénteses ao logo do texto a fim

de que se mostrem perfeitamente claras as ideias aqui apresentadas.
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4 PROPRIEDADES ARITMETICAS DOS COEFICIENTES BINOMIAIS

O objetivo principal deste capitulo € mostrar aspectos da divisibilidade de coeficientes
binomiais por nimeros primos. Alguns dos resultados aqui apresentados ja sdo conhecidos e
estdo contidos nas obras referenciadas ao longo deste trabalho. Buscamos, porém demostri-los
alternativamente, e de maneira simples ao entendimento, de modo que alunos do ensino médio
com um razodvel nivel de conhecimentos possam compreendé-los. Por fim, discorreremos sobre
a aritmética no triangulo de Pascal médulo p primo, uma aplicagdo muito interessante de todos

os teoremas, lemas e coroldrios aqui expostos.

4.1 Congruéncias binomiais

J4 sabemos que numero primo € o inteiro positivo cujos unicos divisores positivos
sdo 1 e ele mesmo. Sabemos também que o mdc entre dois inteiros € o maior divisor comum
entre eles. Recordemos entdo que, nimeros primos entre si, coprimos ou relativamente primos
sdo aqueles que s6 tém como fator comum o nimero 1. Desta forma, se m e n sdo nimeros

inteiros primos entre si, temos mdc (m,n) = 1.
Teorema 4.1 Sejam m e n nimeros inteiros relativamente primos, entao ( Z) ¢ divisivel por n.

Prova. No capitulo 2, teorema 2.4 (Férmula para coeficientes binomiais), vimos que

<n):n(n—1)--~(n—m+1)

m 1-2-m

Assim, temos

(1) = n st

(n=1)---[(n—1)—(m—1)+1]
1-:2---(m—1)

N
S 3
~—
I
SHE

-1

Sabemos, pela defini¢do de coeficientes binomiais, que ( n _1) € um numero inteiro, digamos

(1) = k. Entéo, escrevemos
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Desta forma, n divide o produto m- (), pois k € Z. Como n ndo tem fator comum com m,
concluimos que n divide ( ;‘1) , sendo vélido o teorema 4.1.

O

Vejamos, por exemplo, que

9 9.8-7-6
(4)—T3.4—126’

que € divisivel por 9 e os nimeros 9 e 4 s@o primos entre si. No lema a seguir, veremos um caso

mais especifico sobre essa relagio de divisibilidade.

Corolario 4.2 Se p é um nimero primo e r um nimero inteiro, com 0 < r < p, entdo (?) é

divisivel por p.

Prova. Como p € primo e r é um numero inteiro positivo menor que p, entdo r € p sao
relativamente primos. Segue imediatamente do teorema 4.1 a prova deste corolério.

O
De fato, no célculo de (181), por exemplo, podemos observar que nenhum dos fatores do denomi-

nador divide 11, pois sdo todos menores e primos com 11. O resultado €, portanto, multiplo de

11.
11 11-10---4
<8)—m—165

O resultado apresentado a seguir embora ndo enuncie uma congruéncia binomial, utiliza-se das
congruéncias mostradas anteriormente em sua demonstragdo e serd importante para a prova de

alguns teoremas posteriores.

Lema 4.3 O polindmio (1 +x)” — (1 +x”) tem todos os seus coeficientes divisiveis por p

(primo).
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Prova. Desenvolvendo o bindmio (1 +x)” na expressdo dada acima, encontramos

(1+x)P = (1+a7) = (g>x0+ G’)xl + <§>x2-~-+(pl_’ l)xl"l + (i)xl’— | —xP
1+ (’f)w (’;)x2+---+ (pf l>xp—1 T
Qe e

Como 0 < 1,2,...,p—1 < p, pelo coroldrio 4.2, os nimeros (¥), (g),...,(pfl) sdo todos
divisiveis por p, ou seja, todos os coeficientes do polindmio (1 + x)? — (1 +x”) sdo divisiveis

por p.

A seguir, apresentaremos a prova do teorema mais importante desta se¢do. Desde o
inicio do trabalho tratamos os ndmeros binomiais como coeficientes de polindbmios conhecidos.
Entdo, apresentaremos o detalhamento de uma prova constante na revista (TABACHNIKOV,
1999), que se utiliza além de um polindmio particular, dos conceitos de divisibilidade vistos na

capitulo 3, e dos lemas e teoremas provados no capitulo em curso.

Teorema 4.4 Seja p um nimero primo e sejam m, n nimeros inteiros nao negativos. Se

m=kp+sen=Ip+t,ondek,l,s,t sdo inteiros com 0 < s < pe 0 <t < p. Entdo,

(:1) - (llc> | (Z) (mod p). @.1)

Prova. Para o nosso objetivo, olharemos com atencdo algumas particularidades do polindmio
P(x) = (14x)PT — (14x)"(14+xP)".

Afirmamos que este polindmio tem todos os seus coeficientes divisiveis por p. De fato, utilizando

propriedades simples das potenciacdes e a proposicao 3.4 (a), podemos escrever

P(x) = (1+x) (1+x)" = (1+2) (1 +27)f
L) [(14+2)7) = (1 +x7)]

(1+x)

= (142 [(1+x)" = (1 +x)]

(1+x)

(1420 [ +2)7 = (L) (L)Y o (1)1,
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Ou seja, decompomos P(x) em trés fatores, dos quais o segundo é um polindmio de coeficientes
divisiveis por p (lema 4.3). Desta forma, podemos garantir que todos os coeficientes em P(x)

sdo divisiveis por p. Basta recordarmos que

(1+x)P = (14+xP) = (?)H (g)x2+...+ (pljl>xp_1'

Onde (7),(5),..., (p’j |) sdo todos divisiveis por p. Assim, podemos escrever
(I+x)? = (14x") = p-F(x)
e fazendo

H(x) = (1+2)" (140700 4ot (1427) 1),

temos que P(x) é um produto de polindmios cujos coeficientes sdo todos mdltiplos de p, pois
P(x) = p-F(x)-H(x),

o que valida nossa afirmacao.

A defini¢do 2.1 nos diz que () = (i’;fs) é o coeficiente de xX*P** em (1 +x)/P*,

que é parte do polindmio P(x). Vamos, entdo, observar o que acontece ao efetuarmos o produto

(14+x)"(1+xP)!, que é a outra parte. Fagamos

(42 (1427) = {1+ (i)x+ (;)xu...w] . [1 + (i)xu (é)x2p+...+xl”}

e
= (1))
o

+ o +x“’+<

t
2

(e (G ()
(D)er (3) (G ere2 s (2o
)

)x +o

t

lp+1 ( ) lp+2+ +xlp+t
1

Umavezquet < p,cadaumdos 1,...,t,p,...,p+t,2p,....2p+t,....Ip,....Ip+t

sdo diferentes entre si, ou seja, cada poténcia de x € unica. Desta forma, o coeficiente de xkpts
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nesse produto ¢ (}) (%), como podemos ver no desenvolvimento acima. Em particular, se s > ¢,

este coeficiente é nulo.

Pelo exposto, o coeficiente de x*P*5 em P(x) = (1 +x)"P*" — (14x)/ (1 +xP)! é igual

( /?Z ) — (1) (*). E como cada coeficiente em P(x) é divisivel por p, temos
Ip+t I\ ([t Ip+t I\ ([t
_ — = dp).
)-GO = () = () () s
0
1134

Exemplo 4.5 Mostrar que ( 3 ) deixa resto 0 na divisdo por 3.

Soluc¢ao. Com certeza calcular (134) e depois efetuar a divisdo por 3 ndo é o melhor caminho,

pois os cdlculos seriam muito extensos. Vamos, entdo utilizar o teorema 4.4. Dividindo 1134 e
32 por 3, temos
1134 =378-3+0 e 32=10-3+2

Assim

()= C2) Qs = (1) cotm

pois (3) é igual a zero por definigdo. Portanto, ('3;*) deixa resto 0 na divisdo por 3.

No exemplo a seguir, faremos uso da notagéo |x|, que representa o piso ou parte

inteira de x € R. Definimos | x| como sendo o unico k € Z tal que k < x < k+ 1.

Exemplo 4.6 Dados n, um ndmero inteiro nao negativo € p, um ndmero primo, com n > p,

(=[5

Solu¢ao. Como p € um ndmero primo, e n > p, é suficiente efetuarmos a divisao de n por p e

mostrar que
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aplicarmos o teorema 4.4. Ou seja,

() = (%)
= ;)
= ;) = [} eman

pois ¢ € a parte inteira da divisdo de n por p.

(6w

Il

~

3

QS

U
S

Em alguns casos, € necessdrio aplicarmos o teorema 4.4 diversas vezes até encontrar-
mos o resto da divisdo de um coeficiente binomial por um nimero p primo. Para resolvermos
com mais agilidade esses e outros tipos de problemas, podemos utilizar o Teorema de Lucas',

enunciado na secdo a seguir.

4.2 Teorema de Lucas

Edouard Lucas foi um matemdtico francés que deu importantes contribuicdes no
campo da Teoria dos Numeros e da Matematica recreativa. Apresentou resultados sobre testes
de primalidade, desenvolveu as sequéncias de Lucas, que se relacionam, dentre outras, com a
sequéncia de Fibonacci, e € o criador do conhecido jogo Torre de Handi. Nesta secdo, trataremos
do Teorema de Lucas, que aborda a divisibilidade de um coeficiente binomial por um nimero
primo. Para fazermos tal andlise de divisibilidade, escreveremos sempre o numerador € o
denominador do coeficiente binomial na base p, para o que se faz necessario recordar, ou

conhecer, a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.7 Seja m um niimero inteiro e p um nimero primo, definimos como m = mg +
mip+mop? + ... +mp* aescrita p-ddica ou expansio p-adica do nimero m, onde cada m; é
tal que 0 < m; < p— 1. Dizemos também que, desta forma, m estd escrito na base p e os m; sdo

os seus k + 1 algarismos.

A escrita p-adica de um nimero inteiro € Unica, o que nao serd provado neste texto. Recomenda-

mos, para isto, a leitura da referéncia (HEFEZ, 2013).

I Lucas, Francois Edouard Anatole (1842-1891), matematico francés.
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Teorema 4.8 (Teorema de Lucas) Seja p um niimero primo e sejam n = ng + ni p + nyp> +

A mptem=my+mip+myp*+ ...+ mp* dois nimeros naturais escritos ambos na base p.

()= o) G ) )+ e =

Prova. A demonstragdo segue do teorema 4.4, fazendo-se inducao sobe k e observando que k+ 1

Entao,

€ o numero de digitos da expansdo base p de m ou de n.

() = (o) (o Yo

sendo valido o caso base pelo teorema 4.4. Suponhamos entao que a expressao 4.2 seja verdadeira

Se k =1, temos

para k = . Assim, sendo os inteiros n’ =nj +nyp+...+n 1 plem =my+mp+...+mpp,

ambos tém [ + 1 digitos em sua expansdo base p, o que, pela hipétese de indugdo nos garante

- (:111) (:122) (:,ll:l) (modp).

Por outro lado, n = n'p +ng e m = m'p + my. Logo, pelo teorema 4.4,

() = (2)(2) wodr)
= () = (o)) () (et o

Ou seja, a validez para k = [, implica na validez para k = [ + 1. Desta forma, a expressdo 4.2 é

T~

SRS

-
|

vdlida para todo k natural, o que completa nossa prova por indugao.

O

Exemplo 4.9 Se (I’;) ¢ impar para todo m < n, mostrar que existe um ndmero k inteiro nao

negativo tal que n =251 — 1.

Solucdo. Sejan =ng+n;-2+...+n,-2" a expansdo bindria do nimero n. Se r = 0, temos
n=0oun=1,0quenosdi (") iguala (J) ou (4), que sio iguais a 1, portanto fmpares. Nesse
caso, k existe, pois

0=2""1_1 ¢ 1=20+1_1,
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Seja, entdo r > 1. O Teorema de Lucas nos diz que

() = o) G ) G )= o2

Com nj,m; € {0,1}. Suponhamos, por absurdo, que para algum j < r, tenhamos n; = 0. Se to-

marmos m = 2/, o que é possivel, pois m pode assumir qualquer valor menor ou igual a n, teremos

(o) o) (o) (o) =3 Y2
(o) () (o) (3) -+ (o Yma2

— (") = 0 (mod 2).

N\ N\

3 3 I 3

N——— N——
[l Il

Ou, seja, uma contradi¢do, ja que (Zl) ¢ impar para todo m < n. Portanto, nenhum dos n; pode

ser igual a 0, e assim, a expansdo binaria de n é

n = 1-2041.241.224...1.2"
= 1424224..2"

= rtl_q,

Portanto, para r > 1, k existe e € igual a r, e o resultado segue.

O

Corolario 4.10 Sejam n e m inteiros nio negativos tais que n = ng+nip+nyp® +... +mpke

m=mo~+mip+myp®+...+mp~, com p primo. O coeficiente binomial ( ”; ) ¢ divisivel por p
se, e somente se, m; > n;, para algum i € {0, 1,... k}.

Prova. Como vimos no teorema 4.4,

() = (o) o) ) = (o o

Assim, para que (;’l) seja divisivel por p, devemos ter

(@) ()()- () <o



46

Para que isso ocorra, algum dos ( :1‘) deve ser divisivel por p, pois p € primo. Suponhamos, entdo
1

que p divida (/) para algum i. Pelo teorema 2.4,

i

m;

(ni) ”li(”li_l)"'(r‘li_.mi‘Fl)

Entdo p divide algum dos n;, (n; — 1),...,(n; —m;+ 1), o que s6 é possivel se algum deles for

igual a 0, pois n; < p. Desta forma, seja n; —m; + [ o fator nulo, com / > 1, temos
n—m-+Il=0 — m=n+l — m;>n;.

Reciprocamente, se m; > n;, de acordo com a definicao 2.1, o coeficiente binomial (r’:l’) =0, pois
1

in6mi x)" na XM, , um i,
o polindmio (1 +x)" nao tem termo em x™. Logo, para algum i, teremos

(o) (o) ) =0 (o o

0 (modp) = p| (Z)

N N\

I 3 I =

N—— N———
Il Il

Portanto, (;‘1) ¢ divisivel por p se, e somente se, m; > n;.

Exemplo 4.11 Quantos multiplos de 3 ha na linha 100 do tiangulo de Pascal?
Solucdo. Vamos, inicialmente, escrever o nimero 100 na base 3, ou seja,
100=1-3°40-3"+2.324+0-33+1.3%

Assim, pelo Teorema de Lucas, os coeficientes binomiais da linha 100 do tridngulo de Pascal sao

(-

100
i

tais que

com 0 <i<100e i € {0,1,2}. Para determinarmos quantos dos ( ) sdao multiplos de 3 é
mais conveniente contarmos quantos nao sao multiplos de 3 e subtrairmos do total. Nesse caso,

de acordo com o coroldrio 4.10, cada i; deve ser maior que zero € menor ou igual ao nimero
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acima dele no coeficiente binomial. Temos, entdo as seguintes possibilidades:

ip=0 ou 1 — 2 possibilidades;
ii=0 — 1 possibilidade;

ip=0, 1 ou 2 — 3 possibilidades;
i3z=0 — 1 possibilidade;

i4=0 ou 1 — 2 possibilidades.

Usando o principio multiplicativo, contamos um total de 2-1-3-1-2 = 12 possibilidades
que nos dardo (1(1.)0) # 0 (mod 3). Logo, dos 101 nimeros da linha 100 do tridngulo de Pascal,

12 ndo sdo mdltiplos de 3. Portanto, os multiplos de 3 sao 101 — 12 = §9.

Corolario 4.12 Sejam n, m nimeros inteiros ndo negativos, p um nimero primo e r um nimero

r r
. . .. . 1
inteiro positivo, existem, ao todo, w

pr(p+1)”
2r

nimeros (,':1) com0<n<p" e0<m<n,dois quais

exatamente ndo sdo divisiveis por p.

Prova. Para iniciarmos, é importante observar que essa contagem diz respeito aos coeficientes
binomiais dos polindmios (14 x)°, (1+x)',..., (14+x)?"~!, ou ainda, aos niimeros do tridngulo
de Pascal até a linha p” — 1. Para a primeira parte, basta recorrermos ao capitulo 2 e recordarmos
que a linha & do tridngulo de Pascal tem k + 1 elementos. Assim, da linha O até a linha p" — 1,
teremos o total de

(I+p7p" _p' (P +1)
2 2

1+243+-+p' =

elementos (aqui utilizamos a formula da soma de uma progressao aritmética).
Para o que falta, utilizaremos um argumento combinatdrio e o resultado do coroldrio

4.10. Como sabemos, para que p divida (), em

() = () o) () (oo

devemos ter m; > n;, para algum i € {0, 1,...,k}. Entdo, para que p ndo divida (;’1), devemos ter
m; < n; para todo i. Sabemos também que 0 < n;,;m; < p— 1, pois ny, . ..,ng,my,...,nMy SA0 0
algarismos de n e m escritos na base p.

Vamos, entdo, escrever cada n até a linha p” — 1 do tridngulo de Pascal na base

p usando a mesma quantidade de algarismos, ainda que com zeros a esquerda. Desta forma,
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k=r—1,poisn < p"ecada () é dado da seguinte forma:

i

Se m; = n;, temos p possibilidades, que sdo

(o) ()-G0)

Se m; < n;, temos Clz,, possibilidades, ou seja

—1
Cf, _ p(p )
2
Ou seja, para cada um dos r possiveis ('), temos

i

- p(pz— D _ p(p2+ 1)

escolhas. Desta forma, o total de coeficientes ( . ) que ndo sdo divisiveis por p € igual a

[p(pgl)]r_ p’(p;l)r,

O

E interessante percebermos que, para valores grandes de r, o nimero ¢ muito

pr(p'+1)
2

pr(p+1)”
2r

menor que o nimero . Isso nos diz que, quanto maior for n, maior € a probabilidade de o

coeficiente binomial (;’1) ser divisivel por p. Por exemplo, para valores de 7 entre zero e 2°, temos
prp+1) _ 22@2+1)

= =243

"(p"+1 25 25 1
PO P g

ou seja, a probabilidade de termos um multiplo de 2 € de % ~ 54%. Ja para valores de n

entre zero e 210 temos

pr(p+1)r B 210(2+1)10

S = o = 59049

pr(pr+1) B 210(210+1)
2 N 2

— 524800,
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que nos d4 a probabilidade % ~ 89% de ocorréncia de um coeficiente binomial

multiplo de 2.
Até aqui temos o suficiente para apresentar uma aplicacdo muito interessante que

serd o assunto da secdo 4.3.

4.3 O Triangulo Aritmético médulo p (primo)

Uma aplicacao interessante da aritmética dos coeficientes binomiais € o tridngulo
aritmético, ou de Pascal, médulo p (primo), que € a estrutura que obtemos ao substituirmos os
coeficientes binomiais pelos restos das suas divisdes por p. Quando fazemos essa substituicao,
todas as propriedades mostradas no capitulo 2 sobre os elementos do tridngulo aritmético sao

mantidas, como veremos a seguir.

Exemplo 4.13 A partir dos elementos do tridngulo aritmético até a 92 linha, vamos reescrevé-lo

também até a 92 linha, mddulo 3.

Resolucao. Vamos inicialmente calcular os valores de cada coeficiente (Z), para0 <n <9.

Assim, temos

Figura 2 —Tridngulo de Pascal até a linha 9

-l
-l

6 4 1

10 10 5 1

20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

28 56 70 56 28 ©8 1

36 84 126 126 84 36 9 1

-l

o 00 =~ o o W M
—
[

Fonte: Elaborado pela autora.

Agora, efetuamos a divisio de cada um desses nimeros por 3. Sabemos que os restos

dessas divisdes s6 podem ser 0, 1 e 2, pois esses nimeros formam o menor sistema completo de
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residuos médulo 3 com valores ndo negativos. Vejamos a figura 3, a seguir.

Figura 3 —Tridngulo de Pascal até a linha 9 médulo 3

1

11

1 2 1

100 1

1101 1
1211 2 1
1002 0 0 1
1102 2011

1 2 2

1 000O0O0O0OO 1

Fonte: Elaborado pela autora.

E possivel, pela relacio de Stifel e fazendo somas médulo 3, obtermos o tridngulo
acima até uma linha qualquer. Na figura 4, podemos ver que (?) + (;) = (g) , da mesma forma
que 2+ 1=0(mod3).

Este fato € aceitdvel pelas propriedades das congruéncias e pela relacdo de Stifel,

pois, se

X = (Z)(modp) e x= (kzl)(modp),

Hitn= (Z) * (kil) = <ZE>(’"0‘{”)'

Podemos também verificar que valem o teorema das linhas, o das colunas, o das dia-

entao

gonais e o da soma alternada. A forma de demostrarmos esses teoremas ¢ andloga a apresentada
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Figura 4 — Exemplo da Relacao de Stifel médulo 3

11 11

1 2 1 12 1

13 3 1 10 0 1

1 46 4 1 110 1 1

115 10]10 5 1 = 112 111 2 1

1 6 [15]20 15 6 1 1 0j10]2 0 0 1

17 21 35 35 21 7 1 1102 2011

1 8 28 56 70 56 28 8 1 121212121

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 10000O0O0O0O0O1

Fonte: Elaborado pela autora.

para a relacdo de Stifel, pois tratam-se de somas, e em todas elas nos apoiamos nas propriedades
das congruéncias. Nao julgamos, pois, necessario apresentarmos aqui tais demonstragoes.
Seguiremos observando alguns padrdes existentes nessas estruturas, analisando mais
profundamente alguns aspectos relacionados ao tridngulo aritmético médulo p = 2. Para isto,
chamaremos de 7;, o tridngulo de Pascal médulo 2 até a linha 2" — 1. Por exemplo, 75 vai até a

linha22—1=3eT3vaiatéalinha2’—1=7.

Figura 5 — Triangulo de Pascal médulo 2

10 1 1

_ O =S| =, O -
a a0 o|la o
/0 O o=

—_ = = =
-

—
—_
—

-

T, Ts

Fonte: Elaborado pela autora.

Proposicao 4.14 Paran > 1, T4 apresenta a estrutura apresentada na figura 6 a seguir.

Prova. Sobre o 7, de cima, nada temos a demonstrar, pois corresponde exatamente as 2" — 1

primeiras linhas do triAngulo. A segunda parte do padrio vai da linha 2" a 2"*! — 1. Essas linhas
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Figura 6 — Estrutura do tridngulo de Pascal médulo 2

Fonte: Elaborado pela autora.

sd0, portanto, da forma 2" + i, com i € {0,...,2" — 1}. Fixemos um destes i’s. Como i < 2" —1,
a expansdo bindria de 2" 4 i € igual a expansdo bindria de i com um digito 1 acrescentado na

posicdo n+ 1 e possivelmente alguns zeros, pois

i=ig+i1- 24022 4. . +iy_q-2"!

2"=0404...+04+2"

Vejamos que, se 0 < k < i, entdo os elementos do tridngulo 7;, no canto inferior esquerdo da

n .. . ~ 7 [
figura 6 sdo os nimeros (*,"), enquanto que os elementos do 7, de cima sdo os nimeros (}).

Escrevendo a expansdo bindria de k, temos

k=ko+k 24k -2°+...+kp1-2" 1,

) @)E) () o)
= (@) () ()
()

Assim, explicamos o fato de 7}, se repetir no canto inferior esquerdo da estrutura

e pelo Teorema de Lucas,

)

mostrada na figura 6. O teorema 2.5, que trata dos binomiais complementares, explica o triangulo
T, no canto inferior direito. Resta-nos, entdo, mostrar que entre esses dois tridngulos hd um
triangulo somente com zeros. De fato, se i < k < 2", entdo os nlimeros binomiais (2",:“ i) ocupam
exatamente a regido que desejamos descrever. Como i < k, algum digito da expansado bindria

de k (digamos o que estd na posi¢ao j) tem de ser maior que o digito correspondente de i. E



53

como k < 2", este digito tem de estar antes da posi¢do n+ 1, pelo que ainda é maior que o digito

correspondente da expansdo de 2" +i. Desta forma, escrevemos

(V) = @G 6 () o) e
= (@) e) o (i) e

= Omod?2.

Portanto, verifica-se o padrdo apresentado na figura 6 para o tridngulo de Pascal médulo 2.
OJ
Se substituirmos no tridngulo de Pascal médulo 2 os nimeros 1 por quadrados
pretos e os nimeros 0 por quadrados brancos, podemos visualizar melhor o padrao descrito na
proposicao 4.14, como foi feito na figura abaixo. Este diagrama é conhecido como triangulo de

Sierpinski?.

Figura 7 — Triangulo de Sierpinski a partir do tridngulo de Pascal médulo 2

Fonte: ElPais. Ciéncia/Matéria /02/11/2016.

O triangulo de Sierpinski € uma figura geométrica que obtermos recursivamente.
Esta figura apresenta muitas propriedades interessantes e que, aparentemente, ndo se relacionam
com os coeficientes binomiais. No entanto, mostramos por meio desta proposi¢ao que € possivel
obté-lo a partir do tridngulo de Pascal médulo 2.

Algo semelhante pode ser observado considerando-se o triangulo mddulo p para outros niimeros

2 Sierpinski, Waclaw (1882-1969), matematico polonés.
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primos. Vamos apenas mostrar algumas imagens. Nao apresentaremos, neste trabalho, um estudo

sobre essas estruturas.

Figura 8 — Tridngulo de Pascal médulo 3, médulo 5 e médulo 7

Triangulo de Pascal Triangulo de Pascal Triangulo de Pascal
(mod 3) (mod 5) (mod 7)

Fonte: Factoring binomial coefficients, and Pascal’s Triangle mod p.

Com esta aplicacdo, encerramos o capitulo 4, certos de que ha muito a ser estudado
sobre as propriedades dos coeficientes binomiais do tridngulo aritmético ou de Pascal. No entanto,
passaremos a andlise de outras caracteristicas dos coeficientes binomiais, ndo relacionadas ao
triangulo. O tridangulo de Pascal modulo p € uma estrutura fascinante, e seus curiosos padroes
sdo temas mais que suficientes para investigacdes exclusivas sobre este assunto. Deixemos como

sugestdo para trabalhos posteriores.
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5 CONGRUENCIAS BINOMIAIS POR POTENCIAS DE PRIMOS

Neste capitulo, mostraremos uma aplicacdo da divisibilidade dos coeficientes bino-
miais através de dois teoremas que tratam sobre diferencas entre coeficientes binomiais cujos
numeradores e denominadores sdo poténcias consecutivas de um dado nimero primo. Durante
todo o capitulo, sdo mostrados conceitos que levam o leitor a uma ampliagdo de seus conheci-
mentos matematicos € mesmo a uma maneira mais formal, porém clara, de enxergar conceitos

corriqueiros da matematica do ensino médio.

51 Ocasop=2.

Teorema 5.1 Paran > 1, o nimero

2n+1 on
)
é divisivel por 2212,

Prova. Inicialmente observemos que a restri¢ao para n > 1 € necessdria, pois
21+ 2! 22 2! 4 2
ar = - = - = — =6-2=4
21 21-1 21 20 2 1
2¥112 = 16.

Como 1614, a asser¢do ndo é vilida para n = 1. Devemos, entdo, considerar n > 1.

Definindo o polindmio

n

P(x) = (142" — (1-2%)7,

2”

, on . 2n+1
é verdade que o termo em x* tem coeficiente (%5, ) — (yi1

2;1) é o coeficiente de x2" em (1+x)2"". Em (1 —x2)%" temos

() =22 = (s )0 = ()

. n 2 1 - . .
Agora devemos mostrar que o coeficiente de x> em P(x) é divisivel por 22"*2. Para isso,

). De fato, segue imediatamente da

definicao 2.1 que (

pois n > 1.

efetuaremos o desenvolvimento binomial de P(x). Antes disso, para facilitar nossos célculos,
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facamos

on+l

1+x)2 —(1—=x%)%

14+x)72 = [(1+4x) (1 —x)*
(140 —(14+0)% (1 —x)%
)

.

(
(
(1+x
(14+x)%[(1+x)% = (1 —x)?

Dentro dos colchetes, temos

(1+x)” = (1-0% = (1417 — (1+(-x)*

- )ea- (e Gere
D ) ()]

Observemos que este desenvolvimento nos deu somente expoentes impares para x. Agora, para
obtermos os coeficientes de P(x), basta multiplicarmos este resultado pelo desenvolvimento de

(14 x)?". Entio,

P(x) = [(1+0)% = (1-0*] (14+x)*

[ G () (e o]

. . n A . z .
No entanto, precisamos apenas do coeficiente de x>". Esta poténcia é obtida sempre que

. . . . . . . n__
multiplicamos dois termos cujas somas dos expoentes de x sejam iguais a 2", como x> ! e x,

n__ . . . n L
223 exd, eassim por diante. Desta forma, o coeficiente de X" serd dado pela soma
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2" 2" 2" 2" 2" 2"
2. . )
(DG G)GD) -+ GI) ()]
De acordo com o teorema 4.1, os nimeros ( 1”) , (2;) RS (2,,2111) sdo todos divisiveis por 2", assim,

cada parcela da soma acima é divisivel por 2" - 2", ou seja, por 22", Para concluirmos, basta
notarmos que cada parcela dessa soma aparece duas vezes, e que todo o produto estd multiplicado
por dois. Assim, o coeficiente de x> em P(x) é miltiplo de 22".2.2 que é igual a 22" 2,

on+l on , , . on o TR
Portanto, a,, = ( on ) — (2n—1 ) , que também nos dd o coeficiente de x~ em P(x), é divisivel por

22'+2
O

Por exemplo,

(16) _ (8) — 12870 — 70 = 12800 = 2° .25

32 16
( )—( ) — 601080390 — 12870 = 601067520 = 2'%. 146745.

. . on+l on e, N . PE)
Diferengas do tipo (“,, ) — (,i-1), todas divisiveis por poténcias de 2, e em particular, por 2% 2.
Substituindo o nimero 2 dentro dos nimeros binomiais por 3, 5 ou 7, podemos

observar a ocorréncia de algo semelhante. Vejamos os calculos abaixo.
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()-() -w-son-s

27

( o ) @) — 4686825 — 84 — 4686741 = 37 .2143
25 5

(5) (1) —43130—5=43125=5-69
4 7

( 79) <1) — 85900584 — 7 = 85900577 = 7° - 5111.

Cada uma das diferencas € divisivel por poténcias de 3, 5, ou 7, conforme seja um desses o
numero dentro dos coeficientes binomiais. Por outro lado, quando substituimos 2 por 4 ou 6, por

exemplo, percebemos que 0 mesmo nao acontece, como nos exemplos a seguir.
(146) — (T) =1820—-4=1816=4-454

(366> — <?> = 1947792 — 6 = 1947786 = 6 - 324631

As diferencas encontradas ndo sio divisiveis nem mesmo por 42 e 62, respectivamente. Podemos

conjecturar entdo que, para p primo, o nimero

n+1 n
(pp" ) - (p]’z‘l) 2
seja divisivel por alguma poténcia de p, com expoente maior que ou igual a 2. Isso, na verdade,

¢ um fato, e pode ser provado como faremos através do proximo teorema. Antes, porém, demos-

traremos alguns lemas que serdo usados nesta prova.
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5.2 O caso geral

Para uma configuracdo adequada do resultado que queremos mostrar, faremos a

k k—1
p p
<p"‘1) N (p"‘2>’ G-

alteracdo da expressdo 5.2 para

e consideraremos k > 3.

Lema 5.2 Seja n um nimero inteiro positivo, entdo,

n(n+1)(2n+ 1).

1242243240 4pn= .

(5.4)

Prova. Esta prova € simples, feita por indugdo sobre n.

Considerando o caso base n = 1, temos

1(1+1)(2-1+1)

12=1=
6 9

e o lema vale paran = 1.
Assumindo, agora, que a expressao 5.4 seja verdadeira para algum n > 1, verifiquemos se
também € vdlida para n+ 1. Fazendo os célculos e utilizando a hipétese de inducdo, podemos

ver que

2424 R Py = MOF 1)6(2n+ Dy (ns1)?
nn+1)2n+1)+6(n+1)>
(n+1)[(2n? +6n)+(6n+6)]
(n+1)(2n? +3n+3n+6)
(n+1)(n+26)(2n+3)
(n+ 1)[(1fh6L 1) Z 1]2(n+1)+1]

A validez da expressdo 5.4 para algum n inteiro positivo implica na validez para n+ 1. Entao,

pelo principio da inducdo, ela € vélida para todo » inteiro positivo.
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Lema 5.3 Se os nimeros m e s sdo tais que 1 < s < m e mdc(m,s) = 1, entdo existe um tGnico

nimero s', com 1 < §' < m para o qual ss’ — 1 é divisivel por m, ou seja,
ss' — 1 =mr, (5.5)

com r inteiro positivo. Sendo assim definido, o nimero s’ € o inverso multiplicativo médulo m

do ndmero s, pois ss' = 1 (modm).

Prova. Para o que precisamos provar, € suficiente mostrar que entre os nimeros 0,1,2,...,m—1
. , / / . . . ~ . .

existe um namero s’ tal que ss’ deixa resto 1 na divisdo euclidiana por m. Se olharmos para os

nimeros

0,s,2s,3s,...,(m—1)s, (5.6)

veremos que constituem um sistema completo de residuos médulo m, pela proposic¢ao 3.15, ja que
mdc (s,m) = 1. Desta forma, pela defini¢ao 3.14, esses nimeros sdo dois a dois incongruentes
modulo m. Como temos m ndmeros em 5.6, € s3o m 0s restos possiveis na divisdo euclidiana
por m, sendo um desses resto o 1, entdo apenas um dos s,2s,3s, ..., (m — 1)s deixa resto 1 na

divisdo por m, validando o presente lema.

[
Lema 5.4 Dados os nimeros s1,52,...,54, todos distintos, com 1 <s; < m e mdc(m,s;) = 1
parai=1,2,...,q, entdo os nimeros s{,s5,...,s,, que existem em virtude do lema 5.3, so os
mesmos que oS nimeros sy, s7,...,5; €ém alguma ordem.

Prova. Pela equacdo s;s; — 1 = mr;, como vimos em 5.5, afirmamos que mdc (m,s;) = 1, para
i=1,2,...,q. De fato, o lema anterior nos diz que s§ ¢ o inverso multiplicativo de s; médulo m,

ou seja, s; é invertivel médulo m, o que implica mdc (m,s:) = 1. Como m1{ 1, entdo m1 s;s’, 0

/

que implica m { 5;. Além disso, os nimeros s,s3,...,s,

sdo todos diferentes, pois se s. = s’j e

supondo s; > s, terfamos

1—(s;s'; — 1) = (mr; —mr))

/
;S f

1

= sisi— 11— (sjsi— 1) =m(ri—rj)

/
S;i—8;)s;
- —(l j)l:(ri—rj)GZ,
m
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0 que ndo é possivel ja que mdc (m,s}) =1e0 < s;—s; < m.

Portanto, os nimeros s',s5,..., s, sdo todos diferentes, com 1 < 's; < m (como definido no lema
5.3) e mdc (m,s.) = 1, 0 que mostra que esses s30 0s Mesmos NUMeros s,s2, . . . , 84> mudando,
no maximo, a ordem em que aparecem.

O

Lema 5.5 Se m, s e a sdo nimeros inteiros positivos tais que mdc (m,s) = 1 e m ¢ um

numero inteiro, entdo o nimero s(m”—_s) +a(s')? é divisivel por m, onde s’ é como definido no

lema 5.3.

Prova. Fazendo alguns calculos bésicos e utilizando a equagdo 5.5, temos

a fas)? = a+a(s')*s(m—s)
s(m—s) s(m—s)
_all+5's's(m—s)]
B s(m—s)
= ﬁ[l +5's(m—s)s']
= L[1+(mr—|—1)(ms’—ss’)
s(m—y)
a /
= m[l—f—(mr—l—l)(ms —mr—1)]
= %[1+m2rs’—m2r2—mr+msl—mr—1]
s(m—s
= mL[mrs—mrz—Zr—ks]
s(m—s)
= mt, com tEZ.
E assim, =+ a(s')? é divisivel por m.
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Para enunciarmos o proximo lema, adotaremos uma notagdo, proveniente do artigo on a certain
property of binomial coefficients, publicado em (TABACHNIKOV, 1999), que é o simbolo [k, s],,,
com k, s € n nimeros inteiros positivos. Este simbolo denota o produto de todos os nimeros

inteiros positivos ¢, tais que k <t < s e mdc (t,n) = 1. Por exemplo,
[2,13]3 =2-4.5.7-8-10-11-13.

Vamos também inserir uma escrita muito comum no ensino médio, que € o fatorial.
Ele € indicado por um ponto de exclamacgdo e expressa o produto de todos os inteiros positivos
de 1 até n, ou seja,

n=1-2-3---(n—1)-n.

Inserida a notagdo de fatorial, podemos reescrever a férmula 2.4 como
n n!
=— (5.7)
m m!(n—m)!
que utilizaremos em lemas posteriores.

Lema 5.6 Se p é primo e k > 1, entdo o ndmero

onde
N = ! + ! o+ !
L-(p=1—1)  2-(p1=2) " (p—1)-(p1—p+1)
+ ! +ot ! +
(p+1)-(pFt—p-1) " (pFl-1)-1

+ PP4224 . 4+ (p=1D) +(p+ 1)+ 4+ (P =12,

é inteiro e divisivel por p*~1.

Prova. O nimero N é composto de uma soma de fracdes, cujos denominadores sao produ-

tos de dois entre 0os numeros

1,2,....p—Lp+1,....p72=1,p*+1,... . pF1—1. (5.8)
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Mais especificamente, o produto de dois extremos dessa sequéncia. Observemos que, em 5.8,

k—1

estdo todos os nimeros de 1 a p*~' — 1 que s@o primos com p. Desta forma, satisfazem a

condi¢do do lema 5.4, com m = p*~!. Utilizando a distributividade da multiplicagio em relagio

a adicdo e rearranjando as parcelas de N podemos dizer que M ¢ uma soma de niimeros da forma

1

AV
S(pkfl —S) + (S) ’ (5.9)

[lvpkil][?

onde s assume os valores 5.8. Agora, para provar que cada uma das parcelas de M € um nimero

k—l]

inteiro, faremos uso do lema 5.5, definindo a = [1, p p- Assim, devemos ter

[17pk_1]l7

inteiro. E, de fato, temos, pois de acordo com a defini¢io da notacdo [1, p*~!] p » 08 NUMEros s €

(p*=! — ) sdo dois de seus fatores. Portanto, os niimeros da forma 5.9 sio inteiros e divisiveis
por p*~1, o que confere a M a mesma condicio.
O
Lema 5.7 Se p é um nimero primo, £ e c¢ inteiros positivos, entao
k k k—1 e
(Pre)t=1[1,p%], (p" ")l p? “. (5.10)

Prova. Como vimos na defini¢ao de fatorial, o lado esquerdo da igualdade em 5.10, pode ser

escrito como

(Pre)t = (pre)(pre—=1)- (pre—(p—1))(P*c—p) - (Pc—2p)-- (P'c—3p) -

(Pre—(plep-1)
No produto acima, os fatores

k—1

e, pre—p, pfe—2p,....pfe— (P e —1)p

1

sdo divisiveis por p. Um total de p*~!c nimeros. Colocando p em evidéncia em cada um desses

nameros, temos

k—1 k—1

c—1), p(pt'e=2),..., p(p* e —p* e+ 1),

p(p" ¢), p(p
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No desenvolvimento de (p*c)!, temos os fatores que sdo primos com p, que denotamos por

1, pke] p € os fatores que sdo divisiveis por p, listados acima. Desta forma, podemos escrever

k—1

(Pro)t = [1,p%, p(P T e)p(p* e —1)p(p* e —2) - p(pF e —p* e+ 1).

= (L, (P )p(P e = D)p(P e =2) - p-1

k—1 k=1

= (L5, (P o) p?

Sendo, portanto, valido o presente lema.

O
Lema 5.8 Para p primo e k inteiro positivo, sdo verdadeiras as asser¢oes
k k k—1 2 ]
(P = L1 - [Pl plpp 7T (5.11)
_ _ _ _ k=1_
(P =pN = [P =P =P [P = [ p = 1,07 T (512)

Prova. Ambas as férmulas sdo provadas por indu¢do em k, usando na hipétese o resultado do
lema 5.7.

Considerando como caso base k = 1, temos, para as duas assercoes,

pl-1

(P = pl=plp-1)(p-2)---1=[1pl,p=[1,plp7 " e

_ -1
(P =P = (p-D!I=(p-Dp-2)-1=[,p—1],=[Lp—1],p" "

Ou seja, vale o caso base.

Suponhamos por hipétese de indugdo que, para algum k > 1, sejam verdadeiras as igualdades

5.11 e 5.12 e mostremos que também sdo verdadeiras para k+ 1. Para a asser¢do 5.11, queremos

mostrar que
K

(P =L L P, (L PP L Pl 7T (5.13)

De fato, calculando ( pk+1)! por meio do lema 5.7, e usando a hipétese de inducao, constatamos

o desejado, ou seja,

k—1

(P*p)! = [1P"plp(P" p) 1P 7
k
= [17Pk+1]p(17k)!19p
- sl k
- [17pk+1]17[17pk]17[1>pk ]]p---[l,pz]p[l,p]pp%l -pP

Sl

[lvpk+1]p[17pk]p[lapk_l]l? T [17192]]7[1719][717?'

(karl)!
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Da mesma forma, para a asserc@o 5.12, queremos mostrar que

k+1

_ k_
(P =Py =[P = L P = P (LR =Pl (L p = 1], PP T (514

O que conseguimos facilmente usando o lema 5.7 e a hipétese de indugdo. Pois,

PPN = (P =[Lp - D] (p - ) D
_ [17pk+1 _pk]p(pk _pk—1)!pp’<—p’<*1
= [P = PR = P = P [ p— 1]t
— (1, = L P = P P = P, [ p— 1], p”

Assim, se 5.11 e 5.12 valem para k, valem também para k + 1, e estd provado por indugdo o lema

5.8.

OJ
Lema 5.9 Se p é um nimero primo e k um nimero inteiro positivo, entdo
( r ) B (p"‘l) _ p (P =" = L P 1)) (5.15)
Pt ) L= pR R [ 2 = R [ PP = plp [l p— 1

Prova. Como ji podemos visualizar, a expressdo do lado direito da igualdade deriva-se da
expressao do lado esquerdo por meio da férmula 5.7, para calcular coeficientes binomiais, e do

lema 5.8. Fagamos abaixo, separadamente, o calculo de cada coeficiente binomial.

k_1

P
(1, p",p10, P51 [, p?p[ 1, plp p 7

A1

(L, P[4 P2 (L Pl plpp 77T (PR = P!

1

k7
[1,p"], p”
[1, pk — p*=1]p[L, pA=1 = pk=2], - [1, p2 = plp[1, p — 1], pP

k—1_1

[1,p",p
[, pk = pH= ][0, pt = ph=2] - (1, p2 = plp [ p — 1],
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Analogamente, temos

(pk1> _ [LPkil]pP
pr2 [1, pk=t = pE 2], [1, p* =2 = p* 3], [ p? = plp[l,p = 1],
Assim,
( s )_ <p"1> _ [P p = (1,2 = Pl P
P! P2 (L, p* = p* ][ Pt = A2 [ p? = plp[Lp = 1]
[P =Pl = P P — (L P = P[P
(1, p* = p* 1L Pt = p* 2] 1, p? = plp [l p = 1
_ L1 p* =1 (1P =P M — 1,957 1]))
[1, pk = pF= 11, p=t = p*2] - (1, p?2 = plp[lp = 1,
p ([P =P 0", = 11,7,
[1,p*=t = p=2], - [, p? = plp[l,p = 1],
O
Lema 5.10 Para todos os inteiros a,x1,x3,...,X,, a seguinte equacdo é vélida:
11 1\
(a+x1)(a+x2)---(a+x,) —x1x2- Xy =axpxp x| —+—+...+— | +a°N (5.16)
X1 X2 Xn

para algum N € Z.

Prova. Provaremos por inducdo sobre 7.

A equacdo € verdadeira para n = 1, pois

1
(a+x1)—x1 =a=ax <—) +a?-0.
X1

Consideremos, entdo, por hipdtese de inducdo, que 5.16 seja valida para algum n > 1. Mostremos
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que também € valida para n+ 1. Assim, temos

(a+x1)(a+x2) - (a+xy)(@+Xne1) —X1X2 " XpXps] =

= [(a+x1)(a+x2) - (a+xn)] (@+Xn41) —X1%2 "+ XpXp g1

1 1 1
= |X1X2- - XpHaxixy Xy <—+—+...+—> +a2N'} (@+Xp41) —X1X2 -+ XX+ 1
X1 X2 Xn

2 1 1 3077
+ axixp--xptaxixy x| —4+—+...+— | +a’N
Xy X Xy

1 1 1
2 /
T X1X2 XX +AXIXD C XpXp41 <—+—+---+— +a Xy 1N" —x1x0 - - XXy 1
X1 X2 Xn
Xpt1 1 1 1 2
= axixp---Xp +axixy- o xpxp | —+—+...+— ) +a'N
Xn+1 X1 X2 Xn

11 1 1 )
= axyxp- - XpXpp1 | —+—+...+—+ +a®N.

Ou seja, a validez para n implica na validez para n+ 1. Portanto, pelo principio da indugdo finita,

¢ valido o lema 5.10.

0
Lema 5.11 Se p € um nimero primo, e k inteiro positivo, entao
_ _ I 5 _
[pk _pk l,pk]p . [l,pk l]p — Ep2k l(p_ 1)[1’pk l]p
1 1 4k—2
X |—+.. .+
LT R e
sendo Q um nimero inteiro .
Prova. Para iniciar, observemos que
(P =P 48P =) =P o= 1) +s(p" ). (5.17)

O resultado acima € simples de ser verificado por meio de uma multiplicacao.

Vamos agora estender o produto [p* — p*=1, p¥] p € multiplicar em pares os fatores que sao
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equidistantes das extremidades. Assim, temos

=P, = (Pt 1+1)(p P +2)-
x (P =P+ p=D =P 1) (P -2 (P 1)
= (' -r" 1+1)( -DP =P 2 -2) -
x (P =P =D - p+ D =P (P —p 1)

X
AN
A
»

AR ”) (”k‘f’“ #! *”) |

Com esta configuracao, podemos aplicar a equagdo 5.17, ou seja,

[pk_pkfl’pk]p_
= P p-D+H1 =D - 200 - 2)] -
< [P p-D+ (-0 —p+ DI p- D+ (p+ P —p 1))
X pz"‘l(p—1)+%(p"‘1—1)-%(pk‘1+1)~

Neste ponto, aplicamos o lema 5.10, fazendo a = p?*~!(p — 1) e substituindo cada x; pelos

ndameros

_ _ 1, ,_ 1, .
(P =1, 2 (K = 2) (P = 1) S (T ),

Desta forma, podemos escrever,

k—1

P =P N, — (L, = P (p— D[, P, X

1 1 2%-1)?
- : +{p 0
L-(p=1=1) %(pkl_l).%(pkl+1> ( )

2k—1 k—1 1 1 1 2%k-1)?
p~ (p—1L,p ]”XE{WJF"'JFW}JFQD )Q

1 1
+ ...+

= %pz’”(p—l)[l,p“]p x [m -1

:| + p4k72Q‘

Encerrando, assim, a prova deste lema.
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Lema 5.12 Sendo os nimeros 1,2,....p—1,p+1,...,p*"1 — 1, todos os nimeros de 1 a
p*~1 —1 que sdo primos com p, e p > 2 um niimero primo, entdo
1
P24+ (p =1+ (p+ )P+ (T 1) = T O D@ ) =ML
(5.18)

onde k € um inteiro positivo € L um nimero inteiro.

1

Prova. Aqui temos a soma dos quadrados de todos os niimeros de 1 a p*~! menos a soma dos

k—1

quadrados dos nimeros de 1 a p*~ " mudltiplos de p. Assim, podemos representar o lado esquerdo

da expressao 5.18 sob a forma

pkfl pk72
Y 2-p* Y i (5.19)
i=1 i=1

e calcularmos ambas as somas de acordo com o lema 5.2, ou seja,

k—1

"Z 2 _ PP+ )20+ 1) .
. 6

i=1

k—1

PR A ¢ A VI A A R T ).

P>y i -
=1

Efetuando a diferenga 5.19, obtemos o resultado esperado, pois

[p"_l(p"_l +1)2p ) =P D2 1)]

AN =

pkfl pk72
Z i2 _p2 Z i2
i=1 i=1

1 B
= gpk P+ Dep ) - PR

Como desejavamos mostrar.

Com os resultados mostrados até aqui, temos o suficiente para enunciarmos e provar-
mos o teorema central deste capitulo. Fomos instigados pelo caso p = 2 e por alguns resultados

particulares mostrados nos exemplos. Agora veremos que de fato € valido o caso geral.
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Teorema 5.13 Para p > 3, primo, € vdlida a expressao:

k k—1

P V4 3k—1

- L] =P R, (5.20)
(p" 1) (p" 2)

3k 3k71 S
(3k_1> - (3k_2> =332, (5.21)

onde k£ > 3 e R, S sdo numeros inteiros.

e se p = 3, entdo vale:

Prova. Antes de iniciarmos, ressaltemos a nao necessidade de falarmos sobre o caso p = 2, pois
ja tratamos deste caso mo teorema 5.1. Comegaremos com a prova para p > 3. De acordo com o

lema 5.9,

( Pt ) - (p"‘l) p (P =P =117 1)

k=2 ] [0, pk= 1 — pk=2] (1, ph=2 = pk=3], - (1, p2 = plp[L,p— 1],

Na expressdo acima, podemos substituir a diferenca ([pk - PR, =11, PR Y p) pelo seu

equivalente conforme o lema 5.11. Entdo, temos

()= (%) -
p'%pz"“(p— DL, P, {

[ka_l _pk_z]p[lap

- ; 4k—2
et ) e

2= p e [Lp = plpllp =1

Do, [ o =2
SP (P =1L p 1, {1-(pk1—1)+"'+(p’<1—1)-1}+p Q

[1, pk=t — pk=2] [1, pk=2 — p*=3], - [1, p2 = plp (1, p — 1],

A partir daqui, precisaremos mostrar que o nimero



71

é divisivel por p*~!. Para isso, usaremos o lema 5.6, que nos garante que

1
tot T P (P 1)

1-(pF=1—1) (p 1)-1

é divisivel por p*~ 1.

Sobre a soma de quadrados que também aparece dentro dos colchetes. O lema 5.12 nos diz que

_ | _ _
12+.”+(pk 1_1)2:6pk l<pk l+1>(2pk I—I—l)—pkL,

0 que substituimos na expressao de M, e obtemos como resultado

1 1

1
- +—p"‘1(p"‘1+1>(2pk‘1+1)—pkL] -

(P1-1-1"6

Agora, fazendo o produto de [1, prl— 1], por cada uma das parcelas dentro dos colchetes,

temos

[ 1 1
_ k—1

| _ _
e e )

— [Lp =1, pL.

1 P pL é obviamente divisivel por p*~!. Como estamos analisando o caso

A parcela [1, p*~
p >3, 0 fator [1, pF~1 —1] p € divisivel por 6, pois 2 e 3 sdo menores que p e primos com éele,
sendo

[1,p 1], [ép"_l(p"_l +1)(2p "+ 1)]

também divisivel por p*~!. Portanto, pela proposi¢do 3.3 item (g), a parcela

[l,pkil—l]lf {;—l——%ﬁ}
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é divisivel por p*~!, como precisavamos mostrar. Desta forma, podemos escrever

1
Z 2k k=10, _1). 4k—2
(pk)_<pk1) _ SP7 P (p—1)-Ri+p™ 0
pE! pk? [, k=t = pE=2],[1, ph=2 — pk=3] - (1, p2 = ply[1, p = 1],
Loy

5P (p—1)-Ri+p*1.pF10
(L = pk 2L, ph 2 — pk 3], (L pE = pl[Lp — 1],

1
P S =) R0

[1, pk=t — pk=2] ) [1, k=2 — pk=3] - [1, p2 = pl, (1, p— 1],

k k—1
Notemos que ( 7 ) — (¥, ,) é inteiro, pois é a diferenga entre dois nimeros inteiros. Por outro
pk 1 pk 2

lado, o produto [1, p*~1 — pk=2] ,[1, p*=2 — pk=3] ... [1, p? — p],[1, p — 1], ndo divide p, entdo

este produto divide [1(p —1)- Ry + p*~!Q]. Portanto,

( pr ) - (pk_l) _ 1R,
pkfl pk72

E estd provado o teorema para o caso p > 3.
Se p =3, entdo
3/( 3k—1
<3k1) - (3k2> -

3 ([3k . 3k71’3k]3 . [173k71]3)
(1,361 — 36 251,32 — 3k 3] [1,32— 3J3[1,3— 15

1 1
3._.32k—1(3_1)[173k—1]3 |:1 +...+

1
2 (311 BT-1). 1]
[173k_1 - 3k_2]3[1,3k_2 - 3k_3]3 e [1732 - 3]3[173 - 1]3

1 1
32k, 1 3k—1 - - 4y 34k+2
N b R ¢ s el IR

[1,3k=1 — 3k=2]5[1,3k=2 — 3k=3]5...[1,32 — 3]3[1,3 — 1]3

Porém, neste caso, ndo podemos dizer que

(1,341 —1]5- [mJFJFW}
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é divisivel por 3*~!. Isto porque

1
1,3 =1y 2 3 @3 ) = 43 - 1] 32 e 23 ),

Entao, como

1 1

1
m+...+ + 3kttt oy -3k

M:[1,3k1—1]3'[ m 6

é divisivel por 3¥~!, é também divisivel por 32, sendo possivel garantir apenas que

1 1

[1,3k—1_1]3. [erer

€ divisivel por 3¥=2 Entdo, escrevemos

3k B 3k71 32k X 3k72 -S|+ 33k72 . 3k+4Q
3k—1 3k=2 [1,3](71—3k72]3[1,3k72—3k73]3~'[1,32—3]3[1,3—1]3.

33k—2 (Sl + _3k+4Q)
(1,361 — 36 2J3[1,3k 2 — 3k 331,32 — 3]3[1,3— 1]3

E pela mesma argumentacdo apresentada no caso p > 3, concluimos que

3k 3k71 _—
(3k—1> - (3k—2> =3 S.

E, portanto, vélido o teorema 5.13 em seus dois casos.

k k—1
Assim mostramos que diferengas do tipo (pf,l) — (5 ,{,2) sdo sempre divisiveis por

grandes poténcias de p, para todo p primo. Esta é uma aplicacdao bastante interessante da

divisibilidade dos coeficientes binomiais.
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6 CONCLUSAO

No decorrer deste trabalho, buscamos levar o leitor ao conhecimento e apreciacio de
algumas propriedades aritméticas dos coeficientes binomiais bem como de suas aplicagdes dentro
da propria Matemdtica. Nao houve a pretensdo de propor aplicacdes do tema aos conteidos da
base comum curricular do ensino bdsico, nem de criar novas aplicagdes para a teoria apresentada.
O objetivo € que um vasto conhecimento acerca da divisibilidade dos coeficientes binomiais,
em especial por nimeros primos, fosse reunido em um unico texto com linguagem acessivel
inclusive para os alunos do ensino médio.

Com este intuito, iniciamos por apresentar, com fluidez e riqueza de detalhes, defini-
¢oes preliminares sobre os coeficientes binomiais e suas propriedades. Seguem-se a estas uma
explanagdo sobre os alicerces da Aritmética, que sdo as propriedades relativas a divisibilidade
dos nimeros inteiros e as relacdes de congruéncia, devidas aos estudos de grandes matematicos
como Euclides e Gauss. Durante todo o texto, buscamos também fazer referéncia a estes atores,
citando suas contribui¢des e dando breves informacgdes biograficas em notas de rodapé. O emba-
samento para as notas histdricas fornecidas estdo nas referéncias (BOYER; MERZBACH, 2019),
(STEWART, 2014) e (EVES, 1996), as quais recomendamos para um estudo mais aprofundado
sobre a vida e a obra dos matematicos citados.

A ideia central do que nos propomos a escrever € apresentada no capitulo que
trata especificamente sobre a arimética dos coeficientes binomiais, ou seja, como se dd a
divisibilidade desses nimeros por outros inteiros positivos, particularmente se esses inteiros
forem primos. Os capitulos anteriores, nio menos importantes, deram o suporte necessario para
o perfeito entendimento do que aqui fora escrito, e ainda com eles, abrimos parénteses para
esclarecer termos e notacdes quando julgamos pertinente. Desta forma, temos consciéncia de
estar disponibilizando um material de pesquisa rico em conhecimento e, sobretudo, de agradavel
leitura.

Ao final do capitulo central, tratamos sobre o interessantissimo triangulo de Pascal
modulo p primo, explorando apenas parte das imensas possibilidades de estudo sobre essa
estrutura. Muitos trabalhos futuros podem ser escritos apenas com este tema, ficando como
possibilidade para uma continuidade deste ou para trabalhos empreendidos pelos leitores cuja
curiosidade tenha sido agucada. Para encerrar, mostramos uma aplica¢do de toda a teoria
apresentada e mais alguns conceitos e notagdes especiais discorrendo sobre a divisibilidade

de expressdes com binomiais por poténcias de nimeros primos. Neste ponto, utilizamos um
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rigor mais acentuado na escrita matemdtica, sem perder, contudo, a minuciosidade e clareza na
exposi¢ao das ideias apresentadas.

Embora fique claro na leitura do desenvolvimento, reforcamos aqui que o contetdo
sobre ao qual dissertamos € de dificil acesso em portugués, e mesmo em outras idiomas. Tivemos
o cuidado de demonstrar e exemplificar todos os conceitos deixados em aberto ou mencionados
vagamente nos nossos referenciais tedricos. Este estudo, portanto, constitui-se em uma rica fonte

de pesquisa e aprendizado, tendo sido idealizado e desenvolvido exatamente para este fim.
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