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RESUMO

Neste trabalho, desejamos mostrar exemplos de fungoes reais que preservam a soma,
incluindo as da forma linear (f(z) = cx) e as que nao possuem essa forma. Para isso,
falaremos inicialmente da Funcao Afim, da Funcéo Linear, em seguida, traremos defini¢oes
importantes como a Base de Hamel e Lema de Zorn. De posse de tais resultados e conceitos,

encerraremos com os exemplos das fungoes desejadas.

Palavras-chave: funcgoes reais; lema de Zorn; base de Hamel.



ABSTRACT

In this work, we want to show examples of real functions that preserve the sum, including
those of the linear form (f(x) = cz) and those that do not have this form. For this, we will
initially talk about the Affine Function, the Linear Function, then we will bring important
definitions such as Hamel’s Base and Zorn’s Lemma. With such results and concepts in

hand, we will close with examples of the desired functions.

Keywords: real functions; Zorn’s lemma; Hamel’s base.
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1 INTRODUCAO

Com o presente trabalho queremos trabalhar com uma pega matematica nao tao
facil e comum, mas particularmente bonita e elegante, que é a demonstracao da existéncia
de fungdes reais que preservam a soma, mas nao sao lineares. Serd também um passeio
pelas fungdes reais mais simples e conceitos relacionados a elas.

No capitulo 1, é abordado a definicao de Fungao Afim, como ela é caracterizada,
a demonstracao sobre sua continuidade e a ligacdo que as Funcoes Afins tem com as
Progressoes Aritméticas.

No capitulo 2, a Funcao Linear é definida e encontra-se também um teorema
que ¢ a chave para determinar se uma dada funcao é ou nao linear: o Teorema Fundamental
da Proporcionalidade. Ainda dentro desse teorema, percebe-se que a funcao linear preserva
a soma. Este capitulo se encerra com a pergunta: existem fungoes reais que preservam a
soma, mas nao sao da forma f(x) = cx?

Com o objetivo de responder a pergunta final do capitulo 2, o capitulo 3 prepara
o terreno para a resposta. Sao abordadas defini¢oes e conceitos importantes da Algebra,
tais como, espago vetorial, combinagao linear, dependéncia e independéncia linear, espaco
gerado e respectivos exemplos. E apresentado o que é a Base de Hamel e alguns exemplos.
E revisado Relacdo de Ordem, a fim de enunciarmos o Lema de Zorn e uma das suas
principais aplicagoes: Seja U um espago vetorial de dimensao qualquer tal que U # {0y},
entao U admite uma base de Hamel. Encerrando o capitulo, é mostrado uma base de
Hamel do espaco vetorial R sobre o corpo Q.

Dentro do capitulo 4, encontra-se a densidade dos racionais e dos irracionais
na reta juntamente com o Teorema do Valor Intermediario. Esses resultados embasam os
exemplos de fungoes reais que preservam a soma, mas nao do tipo linear.

Finalmente, no capitulo 5 encontra-se um resultado conhecido como Propriedade
do Valor Médio, sua defini¢ao e exemplos de fung¢oes que possuem tal propriedade. Tal
propriedade ¢ relacionada com a preservacao da soma e alguns coralarios sobre ela sao

demonstrados.
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2 FUNCAO AFIM

Segundo Lima (2014) uma funcao f : R — R chama-se afim quando existem
constantes a,b € R tais que f(z) = ax + b para todo = € R.

Exemplo 1.1: A funcio identidade f : R — R, definida por f(z) = = para
todo x € R, é afim. Também sao afins as translagées f : R — R, f(z) = z + b. Sdo ainda
casos particulares de fungoes afins as fungoes lineares, f(x) = ax e as fungdes constantes
f() = b,

E possivel, mediante alguns critérios, saber que uma certa funcao f: R — R
¢ afim sem que os coeficientes a e b sejam dados explicitamente. Neste caso, obtém-se b
como o valor que a fungdo dada assume quando x = 0. O nimero b = f(0) pode se chamar
as vezes de wvalor inicial da funcao f. Quanto ao coeficiente a, ele pode ser determinado a
partir do conhecimento dos valores f(z1) e f(x2) que a f asuume em dois pontos distintos

( porém arbitrarios) z; e xo. Entao, “passamos” a ter

flz1) =az1+be f(xg) =axs +b

obtemos

fx2) = fa1) = a(zz — 21),
portanto

_ f(@2) = flan)

To — 1

Dados z,z + h € R, com h # 0, o niimero a = [f(z + h) — f(x)]/h chama-se a
taxa de crescimento (ou taxa de variacao) da fun¢ao f no intervalo de extremos z, x + h.
Observagao: Lembremos que uma funcao f: X — R, com X C R, chama-se:
crescente quando z1 < xo = f(x1) < f(z2);
decrescente quando x7 < x5 = f(x1) > f(x2);
mondtona ndao-decrescente quando x; < x5 = f(x1) < f(x9);
mondtona ndo-crescente quando x1 < xo = f(z1) > f(z2).

Em qualquer dos quatro casos, f diz-se mondtona. Nos dois primeiros ( f crescente ou
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f decrescente) diz-se que f é estritamente mondtona. Nestes dois casos, f é uma fungao
injetiva.

Chamar apenas de nao-decrescente e nao-crescente as funcoes dos dois ultimos

tipos nao fica muito claro, pois negar que uma fungao seja crescente ( por exemplo) nao
implica necessariamente que ela seja mondétona. Os casos acima nao sdo mutuamente
excludentes, pelo contrario, os dois primeiros casos sao casos particulares dos dois ultimos.
E ainda ha fung¢des que nao recebem nenhuma dessas quatro nomenclaturas. Uma funcao
afim serd crescente quando sua taxa de crescimento ( dada pelo coeficiente a) é positiva,
decrescente quando a é negativo e constante quando a = 0.
Exemplo 1.2: O preco a pagar por uma corrida de taxi é dado por uma fungao afim
f:x v ax+ b, onde z é a distancia percorrida ( usualmente medida em quilémetros),
o valor inicial b é a chamada bandeirada e o coeficiente a é o preco de cada quilémetro
rodado.

O grifico G de uma funcao afim f: x v~ ax + b é uma linha reta.

Para mostrarmos isso, basta mostrar que trés pontos quaisquer P, = (z1, ax; +
b), Py = (z2,axy + b) ¢ P3 = (v3,ax3 + b) desse grafico sdo colineares. Uma estratégia é
mostrar que o maior dos trés numeros d(P, P,), d(PyPs3) e d( P, Ps) seja igual a soma dos
outros dois. Ora, podemos sempre supor que as abcissas x1, o e 3 foram numerados de

modo que 7 < x9 < x3. A formula da distancia entre dois pontos nos da:

d(Plpg) = \/(172 — ZL'1>2 + CL2(I2 — 1'1)2

= (g — z1)V1+a?,

d(PyP3) = (z3 — x9)V'1 + a?

d(PP3) = (3 — x1)V1 + a?

Dai, é facil ver que

d(PLPs) = d(P,Py) + d(PyPs).
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Figura 1 — Grafico G

Fonte: elaborada pela autora.

Do ponto de vista geométrico, temos que b é a ordenada do ponto onde a reta,
que ¢ o grafico da fung¢do f : x — ax + b, intersecta o eixo OY. O nimero a chama-se a
inclinagao ou coeficiente angular, dessa reta (em relagdo ao eixo horizontal OX). Quanto
maior o valor de a mais a reta se afasta da posicao horizontal. Quando a > 0 o grafico
de f é uma reta ascendente (quando se caminha para a direita) e quando a < 0, a reta é
descendente.

De acordo com a defini¢do, para conhecer uma funcao f : X — Y, deve-se
ter uma regra que permita ( pelo menos em teoria) determinar o valor de f(x) para todo
x € X. No caso particular de uma funcdo afim f : R — R, como seu grafico é uma
linha reta e como uma reta fica inteiramente determinada quando se conhecem dois de
seus pontos, resulta que basta conhecermos os valores f(x1) e f(z2), que a fungao afim
f : R — R assume em dois nimeros 1 # x5 ( escolhidos arbitrareamente) para que f
fique inteiramente determinada.

Na prética, sabendo que f: R — R é afim e que f(z1) =y, e f(x2) = y2 com
x1 # 9, queremos determinar os coeficientes a e b de modo que se tenha f(z) =az +b

para todo x € R. Isto corresponde a resolver o sistema

ary +b =1,

ary + b = yo,
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no qual as incognitas sdo a e b. A solugao é:

_ Y2 — U1 b— TaY1 — T1Y2

a’ b
Lo — T1 Lo — T1

Evidentemente, o grafico de uma funcao afim é uma reta nao vertical, isto é,
nao paralela ao eixo OY e reciprocamente, toda reta nao-vertical r é o grifico de uma

funcao afim.

2.1 Caracterizacao da Fungao Afim

Como podemos saber se o modelo matematico a ser adotado em uma determi-
nado problema ou situacao ¢ uma fungdo afim? Veja a seguinte situacao: Um retangulo,
cujo comprimeto mede x unidades e a largura mede 10 unidades, tem seu perimetro indi-
cado por f(z). Logo, o perimetro desse retangulo é dado em fungao do seu comprimento,
e a funcao obtida dessa relacao é definida por f(z) = 2z 4 20. Temos entdo f(z) = ax +b,
onde a = 2 e b = 20. Mas, nem todo problema é assim tao explicito.

Vejamos um caso diferente:

Eduardo, observou, numa sapataria, que o vendedor determinava o niimero
do sapato do cliente medindo seu pé com uma escala na qual, em vez de centi-
metros, estavam marcados os ntmeros ...36, 37,38, ... O fato mais importante
que ele percebeu foi que esses niimeros estavam igualmente espacados, isto é,
a distancia de cada um deles para o seguinte era constante. Isto queria dizer
que a acréscimos iguais no tamanho do pé corresponderiam acréscimos iguais
no numero do sapato. Dito de outro modo: se um certo pé precisar crescer h
centimetros para passar de tamanho 33 para 34, precisara crescer os mesmos h
centimetros para passar do 38 ao 39. Isto lhe deu certeza de que a fungdo que
faz corresponder a cada comprimento z de um pé o nimero f(z) do sapato
adequado é uma funcdo afim: f(z) = ax +b. ( Veremos no teorema mais
adiante).

Eduardo sabia que, para determinar os coeficientes a,b da funcao afim,
basta conhecer y; = f(x1) e y2 = f(22) para dois valores diferentes quaisquer

T € Io.
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Ele atravessou a rua. Do outro lado havia uma papelaria, onde comprou
uma régua. Voltou a sapataria e pediu emprestada a escala do vendedor.
Como sua régua media até milimetros enquanto a escala s6 marcava pontos
e meio pontos, escolheu dois valores x; # x5 tais que os niimeros de sapato
correspondentes, y; = f(z1) e y2 = f(x2), assinalados na escala, fossem inteiros.

Tomou x; = 20, x5 = 28 e viu que f(x1) = 32, f(zy) = 42. A partir dali,

calculou os coeficientes ¢ = 242 ¢ p = y1 — axy chegando a férmula
Tr1 — X2
ox + 28
flay ="

que dé o nimero f(z) do sapato de uma pessoa em fun¢do do comprimento
x do seu pé em centimetros. Para chegar a sua formula, Eduardo fez uso do
seguinte teorema:
Teorema 1.1: Seja f: R — R uma fung¢ao monoétona injetiva. Se o acréscimo
f(z+h) — f(z) = ¢(h) depender apenas de h, mas nao de z, entdo f é uma
fungao afim. ( LIMA, 2014, p. 89)

A demonstracao do teorema acima serd feita no capitulo 2, pois é uma aplicacao
do Teorema Fundamental da Proporcionalidade.
Observagao 1: A reciproca do teorema acima é 6bvia. Se f(z) = ax + b entao f(x +
h) — f(z) = ah nao depende de x. A hipétese de que f(x + h) — f(z) ndo depende de x
as vezes se exprime dizendo que “a acréscimos iguais de x correspondem acréscimos iguais
para f(x)”. Outra maneira de exprimir esta hipétese consiste em dizer que os acréscimos
sofridos por f(x) sdo proporcionais aos acréscimos dados a x.
Exemplo 1.3: Suponhamos um ponto que se movimenta sobre um eixo. Sua posicao,
em cada instante ¢, é determinada pela coordenada (abcissa) f(¢). Diz-se que se trata
de um movimento uniforme quando o ponto se desloca sempre no mesmo sentido ( isto
é, f é uma funcao mondtona) e, além disso, em tempos iguais percorre espagos iguais.
Isto significa que f(t + h) — f(t), espago percorrido no tempo h, a partir da posigao f(t),
depende apenas de h, mas nao de t. Entao f é uma funcao afim: f(t) = at + b, onde
a = f(t+1)— f(t), espago percorrido na unidade de tempo, chama-se a velocidade e
b= f(0) é a posigao inicial.
Observacao 2: Na definicdo usual de movimento uniforme, a condi¢ao de que o ponto

movel se desloque sempre no mesmo sentido ndo é imposta. A razao para que isto é que se
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supoe sempre que, no movimento, a fungao f(t) que dé a posicao do ponto no instante ¢ seja
continua. E como observaremos no capitulo seguinte, no Teorema da Proporcionalidade, a
monotonicidade de f pode ser substituida por sua continuidade, sem alterar a conclusao.
A inclusao de uma dessas hip6teses monotonicidade, continuidade ou algo equivalente
deve-se ao fato de que existem fungoes f : R — R, incrivelmente complicadas, para os
quais vale a condi¢ao f(z +y) = f(x) + f(y) para z,y € R quaisquer mas f ndo ¢ da

forma f(z) = az.

2.2 A continuidade da Funcao Afim

A fim de estabelecermos a continuidade da funcdo afim, vamos dar a defini¢ao
abaixo:
Definicao 1.1: Uma funcao f : X — R é continua em um ponto z, € X se a seguinte

condicao for satisfeita: dado e > 0, existe § > 0 tal que
reX,|x—x|<d=| f(x)— flxo) |<e.

A funcao f é dita continua se o for em todo o € X.
Vamos provar que a fungdo afim é continua. Sejam a e b nimeros reais dados,
sendo a # 0. Se f: R — R é dada por f(x) = ax + b, entdao f é continua.

Prova: Fixado zy € R, se | z — xy |< 6, temos
| f(z) = f(xo) |=] (az 4+ b) — (azo +b) |=[ a || z — zo |<[ a | 0.

Portanto, se | a | § < e ( ou equivalentemente, § < |6|), teremos | f(z) — f(zo) |< € para
a

|z —xo |< 6.
2.3 Conexao entre Fungoes Afins e Progressdes Aritméticas

Uma progressao aritmética pode ser vista geometricamente como uma sequéncia
(finita ou infinita) de pontos xy, zs, ..., T;, ... igualmente espacados na reta. Isto quer dizer

que a razao h = ;41 — x; nao depende de :
h=xy—T1=23—To=..=Tjp1 —T; = ....

Se f: R — R é uma fungao afim, digamos f(x) = ax+be x1, 2o, ..., z;, ... ¢ uma
progressao aritmética, entdo os pontos y; = f(x;),7 = 1,2,... também estao igualmente

espagados, isto ¢, formam uma progressao aritmética cuja razao é
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Yir1 — Yi = (azip +b) — (az; + b) = a(ziy — x;) = ah.

Assim, se tivermos uma reta nao-vertical (grafico de uma funcao afim) em R e

tomarmos sobre ela os pontos

(]_,yl), (2,y2), ceey (Z,yl),

cujas abcissas sao os numeros naturais 1,2, ..., 1, ..., as ordenadas vy, vys, ..., ¥;, ... desses
pontos formam uma progressao aritmética.

A pergunta que fazemos agora é:  a reciproca é verdadeira? A resposta
é sim, com a condi¢ao de termos uma funcao monoétona f : R — R que transforma
qualquer progressao aritmética z, xa, ..., x;, ... numa progressao aritmética y, = f(z1),y2 =
f(xa), ..., f(x;), ... entdo, f é uma funcao afim.

Prova: Tomaremos uma nova fun¢ao g : R — R, definida por ¢g(z) = f(z) — f(0), que
transforma qualquer progressao aritmética noutra progressao aritmética, e agora tem a
propriedade g(0) = 0. Se mostrarmos que g ¢é linear, nossa prova estara concluida.

Para todo = € R, os nimeros —z, 0, x formam uma progressao aritmética, logo,
por hipétese, o mesmo ocorre com os nimeros g(—x),0, g(x). Sendo assim, g(—z) = g(z).

Em seguida, consideremos x € R e n € N. Entao os numeros 0, z, 2x, ..., nx for-
mam uma progressao aritmética, o mesmo se dando com suas imagens por g : 0, g(z), g(2x), ...
g(nx). Obtemos a razao desta progressao tomando a diferenga entre o segundo e o primeiro
termo, logo esta razao é g(x). Segue-se entdo que g(nz) = n - g(x). Finalmente, se n
¢ um inteiro negativo, temos —n € N logo g(nz) = —g(—nz) = —(—n - g(z)). Assim,
vale g(nx) = ng(z) para todo n € Z e todo x € R. Pelo Teorema Fundamental da
Proporcionalidade, segue-se que g é linear: g(x) = ax, portanto, pondo f(0) = b, temos
f(x) = g(x) + f(0) = ax + b para todo = € R, como querfamos demonstrar.

O resultado que acabamos de mostrar acima é muito importante, contudo, pre-
cisamos estar atentos com alguns tipos de fung¢oes, pois embora sejam continuas, crescentes
e transformem infinitas (mas nao qualquer) PA em PA, ndo sao afim. Abaixo segue um
exemplo de tais funcoes:

Exemplo 1: Considere a funcao f: R — R, dada por f(x) = 7z + sin(27x).
a) Provemos que f é crescente.

b) Provemos que para todo x € R fixado f transforma a PA z,z + 1,2 4 2, ... numa PA.
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¢) E por tultimo vamos responder a seguinte pergunta, justificando: é verdade que f
transforma qualquer PA numa PA?
a) Temos que f(z) = 7x + sin(27x), logo f'(z) = 7+ 2w cos(2mz) > 7 — 27 > 0.
Pelo Teorema do Valor médio, f é crescente.
b) Veja que f(x + 1) — f(z) = T(x + 1) +sin(2n(z + 1)) — 7Tz — sin(27x) = To + 7+
sin(2rx) — Tz — sin(2rx) = 7, portanto a sequéncia f(z), f(z + 1), f(z 4+ 2),... ¢ uma
progressao aritmética de razao 7.

1

c) Agora, veja que se tomarmos a sequéncia r — r,x,x + 7, ... com r = 37 por exemplo,

obteremos:
flx+r)="7(x+r)+sin27(x + 1)) =7z + 3,5+ sin(27x)
flx—=7r)="T(x—r)+sin2r(x —r)) =Tr — 3,5 — sin(27x)

Sendo assim: f(z) — f(z —r) = —3,5+ 2sin(27x) e f(x +r) — f(z) = 3,5 — 2sin(27x).
Se f(xz —r), f(x), f(r + ) fosse uma PA, f(z+7r)— f(z) e f(x) — f(x — r) seriam iguais.
Portanto, nao é verdade que f transforma qualquer PA em PA.

Vejamos outro exemplo de funcdo que transforma infinitas PA em PA, mas nao
¢ afim:

Exemplo 2: Considere a funcao f : R — R, dada por

2z, r€Q

37, ©¢Q

fx) =

a) Se (z,,) é uma PA com primeiro termo e razao racionais, mostre que (f(z,))
¢ também uma PA.
Se (z,) é uma PA com 1, r € Q, entdao x, = 21+ (n — 1)r € Q. Dai f(z,) = 2z, =
2[z1 + (n— 1)r] = 2z1 + (n — 1)2r, logo f(x,) é uma PA.
b) Se (z,,) ¢ uma PA com primeiro termo irracional e razao racional, mostre que (f(x,)) é
também uma PA.

Se (z,) ¢ uma PA com z; ¢ Q, r € Q, entdo x, = z1 + (n — 1)r ¢ Q. Dal
f(xy) =3z, = 3[x1+ (n—1)r] =321 + (n — 1)3r, logo f(z,) é uma PA.

c¢) f é mondtona? f é continua em algum ponto? Justifique.
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Sejam 1 = 1,29 = v/2 e 3 = 2. Sabemos que z; < Ty € To < 3. Agora
vejamos: f(x1) = 2, f(x2) = 2v/2 e f(x3) = 4. Dessa forma, f(z1) < f(z3), mas
f(z3) < f(x2). Assim, f ndo ¢ mondtona.

Para respondermos se f é continua ou nao, usaremos a seguinte proposi¢ao:
Proposicao: Seja I C R uma funcao f : I — R dada. Para xg € I, temos f continua em
To se, e so se,

Jim f(x) = f(xo).

Tomando a ¢ Q, teremos lim,_,, f(z) = f(a)? Vejamos que, sempre con-
seguiremos nos aproximar de a com uma sequéncias de ntmeros racionais, devido ao
fato dos racionais serem densos' em R ( demonstrado no Teorema 4.2). Sendo assim,
lim,_,, f(z) = 2a. E por defini¢ao, f(a) = 3a, logo, lim,_, f(x) # f(a). Fazendo de f
uma func¢ao nado-continua nos irracionais. Semelhantemente, provamos que f nao sera
continua nos racionais.

d) E verdade que f transforma qualquer PA numa PA? Justifique.
Nao. Vimos no item anterior que f nao é monétona, logo, ndo pode ser afim.

Nao sendo afim, ndo transforma qualquer PA numa PA.

1 Um subconjunto X C R é denso em R se dado qualquer intervalo (a,b) em R existe um elemento

z € X(a,b).
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3 FUNCAO LINEAR

A funcdo f : R — R dada pela férmula f(x) = az, é o modelo matemético
para os problemas de proporcionalidade. A proporcionalidade é, provavelmente, a nogao
matematica mais difundida na cultura de todos os povos e seu uso é milenar.

Vejamos como a Aritmética Progressiva, de Antonio Trajano, tratava esse

assunto. Trajano da a seguinte defini¢ao:

Diz-se que duas gradezas sdo proporcionais quando elas se correspon-
dem de tal modo que, multiplicando-se uma quantidade de uma delas por
um numero, a quantidade correspondente da outra fica multiplicada ou
dividida pelo mesmo ntimero. No primeiro caso, a proporcionalidade se
chama direta e, no segundo, inversa; as grandezas se dizem diretamente

proporcionais ou inversamente proporcionais. (TRAJANO, 1954, P. 142)

Traduzindo o que foi dito acima para nossa linguagem atual, trocando grandezas
por suas medidas, que sdo nimeros reais, teremos:

Uma proporcionalidade ¢ uma funcio f : R — R tal que, para quais quaisquer
nidmeros reais ¢, x tem-se f(cx) = c- f(z) ( proporcionalidade direta) ou f(cx) = f(x)/c,
se ¢ # 0 (proporcionalidade inversa,).

Na nova versao acima, as gradezas da definicao antiga sdo os niimeros reais =,
y e a correspondéncia a que Trajano se refere é uma fungao f: R — R tal que y = f(z).
Temos ainda que se f(cz) = c¢- f(x) para todo ¢ e todo x entdo, escrevendo a = f(1),
tem-se f(c) = f(c-1) =c- f(1) = ca, ou seja, f(c) = ac para todo ¢ € R. Adequando
a notagao, temos f(z) = ax para todo x € R, logo f é uma funcao linear. Resumindo,
a defini¢do tradicional equivale a dizer que a grandeza y é diretamente proporcional a
grandeza = quando existe um ntimero a (chamado a constante de proporcionalidade ) tal
que y = ax para todo valor x. Ja na proporcionalidade inversa, as grandezas precisam ser
nao-nulas e seu modelo matematico é uma fungao f : R* — R* (onde R* =R — {0}) tal
que f(cx) = f(x)/c para ¢, x € R* tem-se f(x) = a/x, onde a constante a é f(1).

Vamos focar nossa atengao na proporcionalidade direta, que chamaremos
apenas de “proporcionalidade”. H& situagdes em que a formula y = ax, que caracteriza a
proporcionalidade, é dada ou quase dada explicitamente. Exemplo, se uma camisa custa a
reais entao x camisas custam y = ax. Em outros casos, a constante a de proporcionalidade
nao esta clara e, as vezes, nem precisamos dela para o problema. Um exemplo disso é em

aplicacoes do teorema de Tales.
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Nesse teorema, tem-se um tridngulo ABC' e uma correspondéncia que a cada
ponto X do lado AB associa o ponto Y do lado AC tal que XY é paralelo BC'. O teorema
de Tales garante que o comprimento y do segmento AY é proporcional ao comprimento x
de AX. Qual importancia tem a constante de proporcionalidade a = y/x? Se calcularmos,
usando trigonometria, teremos a = senB/senC, mas esse valor pouco nos importa no

caso.

Figura 2 — Teorema de Tales

oL e

Fonte: Lima et al. (2013, p.85)

O que nos importa muitas vezes é saber apenas que se y = f(z) e y' = f(a')
entdo y'/2’ = y/x é constante. Quando a correnpondéncia x +— y,z’ +— 3y é uma
proporcionalidade, a igualdade y'/x’ = y/x permite que se determinem um desses quatro
numeros quando se conhecem os outros trés. Nisto consiste a famosa“regra de trés”.

Porém, ha a seguinte questao inicial: como ter certeza de que a correspondéncia
r — y é uma proporcionalidade? Pela definicao de Trajano é exigido que se tenha
f(cx) = cf(x) para todos os valores reais de ¢ e x. Em particular, para todo c. Quando ¢
é inteiro, isso é facil de verificar, mas e quando ¢ for racional ou irracional? A boa nova é
que basta sabermos que f(nz) = nf(x) para todo x € R e todo n inteiro, desde que se
suponha que f é mondtona.

De modo geral, a chave para determinar, em qualquer situacao, se dada funcao

é ou nao linear se encontra no Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

3.1 Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Seja f : R — R uma funcao crescente. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) f(nz) = nf(z) para todo n € Z e todo x € R.
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(2) Pondo a = f(1), tem-se f(z) = ax para todo = € R.
(Logo f(cx) = cf(x) para quaisquer ¢, = € R.)
(3) f(x+y) = f(x) + f(y) para quaisquer z, y € R.

Demonstragio: Vamos provar as implicagoes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).
(1) = (2): inicialmente, vamos provar que, para todo niimero racional » = m/n, a hipdtese

(1) acarreta que f(rz) =rf(z), seja qual for z € R. Com efeito, nr = m, tem-se:

n-flre) = f(nrz) = f(mz) = mf(z),

logo

Agora, usando a hipétese inicial de (2), seja a = f(1). Como f(0) = f(0-0) =
0- f(0), a monotonicidade de f nos dd a = f(1) > f(0) = 0. Assim, a é positivo. Além
disso, temos f(r) = f(r-1) =r- f(1) =r-a = ar para todo r € Q. Mostremos agora que
se tem f(z) = ax para todo z € R ( usaremos aqui algo que detalharemos no capitulo 4:
a densidade de Q em R - Teorema 4.2). Vamos supor, por absusrdo, que exista algum
nimero real x (irracional) tal que f(z) # ax. Seja entdo f(x) < ax. (O caso f(z) > ax é

semelhante). Temos entao
f(z)

a

<

Tomemos um ntmero racional r no interior do intervalo de extremos f(x)/a e z. Assim,

f(z)

a

<r<uaz.

Entdo, f(z) < ar < ax = f(z) < f(r) < axz. Mas isto é um absurdo, pois f é crescente,
logo, como r < z, deveriamos ter f(r) < f(z). Tal contradigdo completa a prova de que
(1) = (2).

(2) = (3): Como a = f(1), podemos escrever f(x) =ax = f(1)-x, ouseja, f(z) = f(1)- .

Seja entao m € R tal que m = x + y, teremos entao o seguinte:

flx+y)=fm)=f1)-m=f1) (x+y)=xf(1) +yf(1) = f(z) + [(y)
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Como queriamos mostrar.

(3) = (1): antes de provar esse ponto, vamos inicialmente mostrar que f é impar.

Note que se x =y = 0 temos f(0) = f(0) + f(0), ou seja, f(0) = 0. Assim, fazendo agora
y = —x, obtemos, 0 = f(x)+ f(—z), o que resulta em — f(x) = f(—z), ou seja, f é impar.
Agora, vamos a prova do item: se n = 0, entdao f(0-xz) =0- f(0) = 0, o que esta correto,
pois f(0) = 0. Podemos supor que n > 0 ( pois no caso de n ser negativo, usamos o
fato de f ser impar). Se y = z, temos f(2x) = f(z) + f(z) = 2f(x). Se y = 2z, temos
f(3z) = f(z) + f(2x) = 3f(x) e usando indugao, é ficil ver que f(nz) = nf(x).

O Exemplo a seguir pode ser encontrado em Lima et al. (2012) na pagina 112.

Exemplo 2.1: Euclides dizia “dois retangulos de mesma altura estao entre si
como suas bases”. Isto quer dizer que, se a altura de um retangulo é fixada, a area desse
retangulo é proporcional a base. Ou ainda a drea de um retangulo de altura a e base © é
uma fungdo linear de x. E claro que esta afirmacdo é uma consequéncia super-6bvia da
formula de area do retangulo. O ponto, todavia, é que ela é o argumento crucial para a
deducao daquela férmula, logo nao pode ser deduzida como consequéncia. Para estabelecer
sua veracidade, seja f(x) a drea do retangulo de altura a e base x. E claro que f é uma
funcao crescente de x. Além disso, é claro que um retdngulo de mesma altura a e base
nx pode ser decomposto em n retangulos de mesma altura a, cada um com base x, logo
f(nz) = nf(x). Segue-se, entao, do teorema que f(z) = A-z, onde A = f(1) é a area
de um retangulo de altura a e base 1. Vamos mostrar que A = a. O mesmo argumento,
aplicado aos retangulos de mesma base 1 e altura varidvel, mostra que A = a - U, onde U
é a area do retangulo de base e altura iguais a 1. Mas este é o quadrado de lado 1 o qual
é, por definicdo, a unidade de area. Portanto U = 1 e A = a. Conclusao: a area de um
retangulo de altura a e base x ¢ igual a ax.

Exemplo 2.2: o presente exemplo na verdade ¢ uma aplicagdo do Teorema
Fundamental da Proporcionalidade, que é a demonstracao prometida do Teorema 1.1 do
capitulo anterior.

Teorema 1.1: Seja f : R — R uma fungdo monétona injetiva. Se o acréscimo f(z + h) —
f(z) = ¢(h) depender apenas de h, mas nao de x, entao f é uma fungao afim.
Demonstragao:

Para fixar ideias, suporemos que a funcao f seja crescente. Entao ¢ : R — R também ¢é
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Figura 3 — Area do retangulo

Fonte: Lima et al. (2012, p.113)

crescente, com (0) = 0. Além disso, para quaisquer h,k € R temos
oh+k)=f(x+h+k)— f(x)

f((x+k)+h) = flz+k)+ flz+ k) - f(z)

= p(h) + ¢(k).

Logo, pelo Teorema da Proporcionalidade, pondo a = ¢(1), tem-se que p(h) =
a.h para todo h € R. Isto quer dizer que f(z + h) — f(x) = ah. Chamando f(0) de b,
resulta f(h) = ah + b, ou seja, f(x) = ax + b para todo z € R.

No Enunciado que demos para o Teorema Fundamental da Proporcionalidade,
usamos a hip6tese de que a funcdo f seja crescente (ou decrescente, seria 0 mesmo). A
hipdtese da monotonicidade pode ser substituida pela continuidade, neste caso. De fato, se
f for continua em R entao para qualquer real x podemos tomar uma sequéncia de racionais
Q15 G2y -y Gns --- que convirja para z ( lim,, . ¢, = x), como sabemos que f(q,) = g, - f(1)

para todo n € N, entao

f(x):f( lim Qn): lim (f(Qn)): lim an(l):f(l) lim Qn:f(l)'m'

n——+oo n—+o0o n—+oo n—+oo

Mais um ponto que vale destacarmos sobre a funcao linear é que ela é um caso
particular da funcao afim, onde b = 0. Sendo assim, como mostrado na se¢ao 1.2 a funcao
linear também é continua.

O que fizemos até aqui foi mostrar que com a preservagao de soma (f(z +y) =

f(z) + f(y)), conseguimos linearidade até os racionais. Para estender aos irracionais,
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mantendo a linearidade, é que se utiliza a monotonia ou a continuidade. E nossa pergunta
a ser respondida é: existem fungoes reais que preservam a soma, mas nao sao da forma
f(z) = ax? A resposta é sim e elas podem ser incrivelmente complicadas.

Rigorosamente, precisamos considerar o conjunto R como espago vetorial sobre
Q. O Axioma da Escolha, que é equivalente ao Lema de Zorn, implica que todo espago
vetorial admite uma base. Esta base de ntmeros reais r,, & € w ( ou seja, a base é
nao-enumeravel) é chamada Base de Hamel e podemos escrever qualquer nimero real
r como sendo r = Y1, ¢;r; com ¢; € Q,Vi de onde f(r) = f (X, ¢r;), entdo, f pode
assumir diversas formas dependendo da escolha de f(r;), todas elas sendo descontinuas a
menos que f(r;) =0,Vi > 1.

Vamos entao ver algumas defini¢oes e teoremas importantes para entendermos
a Base de Hamel e o Lema de Zorn e assim, mostrarmos a existéncia de fungoes reais que

preservam a soma mas que nao sao lineares.
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4 BASE DE HAMEL

Apresentaremos alguns conceitos importantes com o objetivo de enunciar o
Lema de Zorn e falar sobre a Base de Hamel.
Definicao 3.1: Sejam V um espaco vetorial sobre K e vetores 1, xo, ..., x, elementos
de V. Diz-se que x € V é uma combinacao linear de z1, x», ..., x, se existem escalares
Qaq, Qo, ..., a, tais que

T = Q1T + Qg + ... + apnxy,.

Seja Y o conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores xq, xs, ..., T,. Assim, Y é
um subespago de V' e é chamado de subespaco gerado pelos vetores x1, xa, ..., z,. Denota-se
o subespago gerado por Y = [z, T, ..., Tp].

Dois conceitos importantes em Algebra Linear e também muito utilizados em outras éreas
da Matematica, sao os conceitos de dependéncia linear e independéncia linear, definidos
como segue.

Definicao 3.2: Seja V' um espago vetorial sobre K. Considere os vetores x1, xs, ..., x, € V.
Diz-se que os vetores z1, T, ..., T, sao linearmente independentes (L.I.) se a combinagao
linear

o1 + Ty + ... + o, =0

implicar em oy = as = ... = «,, = 0.
Diz-se que os vetores z, s, ..., T, sdo linearmente dependentes (L.D.) se nao forem
linearmente independentes, ou seja, se for possivel encontrar ao menos um «; # 0,
1=1,..n, tal que anz1 + asxs + ... + a,x, = 0.

A partir dos conceitos descritos acima define-se base e dimensao de um espago
vetorial.
Definigao 3.3: Seja V' um espaco vetorial sobre K. Diz-se que V ¢ finitamente gerado se
existe um subconjunto finito U C V' tal que V = [U].
Exemplo 3.1: O espaco R" é gerado pelos vetores e; = (1,0, ...,0),e5 = (0,1,0,...,0), ..., e,
(0,0,...1) e escreve-se R" = [ey, eq, ..., €,].
Exemplo 3.2: Seja P, (R) o espaco dos polindmios com coeficientes em R. O conjunto
U=1,z,..,2" é um conjunto gerador de P,(R) e escreve-se P,(R) =[1,z,...,2"].

Definicao 3.4: Seja V um espago vetorial finitamente gerado, uma base para V' é um
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conjunto xq, s, ..., r, linearmente independente que gera V .
Definicao 3.5: Seja A um subconjunto do espago vetorial X. O espago gerado por A,
denotado por (A4) é o conjunto de todas as combinacoes lineares de finitos vetores de A,
ou seja,
m
(Ay = D Nvjlm e NJ); € Ryv; € A}
j=1

Finalmente, vejamos a seguir uma primeira definicao sobre a Base de Hamel.
Definicao 3.6: Um conjunto nao-vazio B C X ¢ dito ser uma base de Hamel para o
espaco X quando B for um conjunto linearmente independente maximal, ou seja, se u é
um vetor em X tal que B U {u} é um conjunto linearmente independente, entao u € B.
Em outras palavras, B é uma base de Hamel quando nao for subconjunto préprio de
nenhum outro conjunto lineramente independente em X ( A é subconjunto préprio de B
se cada elemento de A estd em B mas existe pelo menos um elemento de B que nao esta
em A).

A fim de deixarmos mais claro, segue outra defini¢ao, dessa vez sem a expressao
conjunto linearmente independente maximal:
Definicao 3.7: Uma base de Hamel para V' é um conjunto de elementos de V' linearmente
independentes, B = {e,}acs tal que todo elemento v € V' pode ser escrito como combi-
nagoes lineares finitas de elementos de B, ou seja, existe [ C J finito e {k;};c; C K tais

que

v = Z k’i@'
iel
Note que, se V' é espago vetorial sobre K e B = {v,}aes uma base de Hamel,
entao todo vetor v € V pode ser escrito como combinacgao linear de elementos de B de
maneira Unica. Suponhamos por absurdo que o vetor v possa ser escrito de duas maneiras
distintas, isto é,

V= V1 + QUy + ... + U,

v = Bi1v1 + Bava + ... + Buuy

onde «;, §; € K. Observe que, mesmo a base B sendo infinita, podemos exprimir v como

combinagoes lineares dos mesmos elementos de B, completando com coeficientes zero os



29

multiplos dos v; que aparecem apenas numa das duas expressoes. Assim,

a1V + QUs + ...+ Uy = Bivr + Bovg 4 .+ By,

ou seja,
(1 = Br)vr + (ag = Bo)va + ... + (@ — Bp)vn = 0
Como B = {vy, vy, ...v,} é uma base de Hamel para V', segue que
ar—fi=ay—Pr=...=a,—3,=0
Logo,

Q1 = Bhaz = 527 coey Oy = 5n

contradizendo hipoétese. Portanto, todo vetor v € V se exprime de modo tinico como
combinagao linear de elementos da base.
Exemplo 3.3: Um exemplo simples é o seguinte: uma base de hamel para o R? é o
conjunto B = {(1,0), (0,1)}.
Exemplo 3.4: Os mondmios {1,z,...,z,} formam uma base de Hamel para o espago
vetorial P, dos polindmios de grau menor ou igual a n. Ampliando esse exemplo, também
podemos obter P(R) o conjunto de todos os polindmios com coeficientes reais, onde este é
um espago vetorial real de dimensao infinita com base de Hamel B = {1, z, 2% z3, ..., 2", ...}.
A partir da nogao de base é possivel determinar todos os elementos de um
espaco vetorial, haja vista que qualquer vetor x em X pode ser expresso como uma
combinagao linear de uma quantidade finita de vetores de B. Além do que, conforme
verificamos, tal expressdo é unica. Neste caso, de acordo com a defini¢do 3.5, segue-se que
B gera o espago X, ou que X ¢ gerado pela base B. Dado um espago vetorial X qualquer,

sempre existe uma base para X.

4.1 Relacao de Ordem

Uma ordem parcial em um conjunto nao-vazio A é uma relacao entre pares
de elementos de A, genericamente representada pelo simbolo <, que caracteriza-se por
cumprir a trés propriedades, a saber:

(i) x < z, (propriedade reflexiva)
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(ii) Se x <y ey < z, entdo = < z (propriedade transitiva)
(iii) Se x < y e y < z, entdo z = y, para quaisquer z, y e z em A (propriedade
antissimétrica).

Parcialmente serve para enfatizar que A pode conter elementos x e y para os
quais nem z < y e nem y < z. Entao x e y sdo chamados elementos imcomparaveis. Por
outro lado, se x < y ou y < x (ou ambos acontecem), entdo x e y sdo chamados elementos
comparaveis.

Exemplo 3.5: A relacao “ z divide y” : seja N* o conjunto dos niimeros naturais maiores
que zero. Para x,y € NT, dizemos que z divide y, em simbolos x | y se e somente se existe
um z € NT, tal que z.x = v.

Indica-se com a notacao (A, <) um conjunto A munido com uma ordem parcial
<. Dizemos nesse caso que A é um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos ainda que
(A, <) é um conjunto totalmente ordenado se dados quaisquer a, b € A pudermos verificar
que ou a < b, ou b < a. Agora, seja M um subconjunto de um conjunto parcialmente
ordenado A. Um elemento a € A é dito uma cota superior para M quando z < a para
todo x € M. No caso em que isso se verifica com a € M, dizemos que a é um elemento
maximal para M (segundo a relagdo < ). Abaixo seguem alguns exemplos para melhor
compreensao de cota superior e elemento maximal.
Exemplo 3.6: 1 é uma cota superior de S = {1/2,2/3,3/4,...} =n/(n+1), com n € N,
pois 1 > n/(n + 1) para qualquer n € N. Note que 1 ¢ S.
Exemplo 3.7: Seja A, tal que A = {1,2,3,4}, tomando (A, >), tal relagdo tem como
elemento maximal 1.
Exemplo 3.8: O conjunto R dos ntimeros reais com a relagdo < (“menor do que ou
igual”) é um conjunto totalmente ordenado e ndo possui elemento maximal. Notacao: (R,
<).
Exemplo 3.9: Seja X um conjunto qualquer. O conjunto p(X), que é conjunto de todos
os subconjuntos de X, com a relagao inclusdo (C) é um conjunto parcialmente ordenado e
o0 tnico elemento maximal de p(X) é X. Notacao: (p(X),C).

Vamos agora enunciar o Lema de Zorn e um teorema onde ele pode ser utilizado

na prova de tal.
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4.2 Lema de Zorn

O Lema de Zorn é cercado de mistérios devido o seu verdadeiro nome e é
também um dos mais importantes lemas na drea de andlise funcional. Por exemplo, ele
esta presente na demonstracao do Teorema de Banach. Mas nao é apenas por isso que
o mesmo chama tanta atencdo, mas sim por suas equivaléncias. O Lema de Zorn que
conhecemos hoje ¢ escrito da seguinte forma: Lema 3.1 (Lema de Zorn): Seja (A, <) um
conjunto parcialmente ordenado. Suponha que todo subconjunto nao-vazio e totalmente
ordenado M de A possui uma cota superior em A. Entdo A possui um elemento maximal.
O Lema de Zorn pode ser provado utilizando o Axioma da Escolha. A demonstracao pode
ser encontrada em Halmos (1973) na pagina 69.

Equivalente ao Axioma da Escolha ( ver Apéndice A), o Lema de Zorn é um
principio de maximalidade em conjuntos parcialmente ordenados e certamente ¢ um dos
mais difundidos.

O Teorema a seguir nos diz que um conjunto linearmente independente (L.1I.)
em um espago vetorial pode ser completado a uma base para o espago X.

Teorema 3.1: Seja U um conjunto L.I. em um espaco vetorial X. Entao, existe uma base
B em X tal que U C B.

Demonstracao: Seja ¢ o conjunto de todos os subconjuntos linearmente independentes
C de X tais que U C C. Naturalmente ( é nao-vazio, pois U C (. Vamos definir uma
ordem parcial em (: Dados C, Cy € ¢, dizemos que C; < Oy se tivermos C C Cs. Pelo
Lema de Zorn, ¢ possui um elemento maximal que o indicaremos por B. Portanto, B é
um conjunto L.I. maximal, ou seja, uma base para X contendo U.

Podemos escrever o Lema de Zorn de outra forma também:

Lema de Zorn: Seja X # () e (X, R) um conjunto parcialmente ordenado. Se toda
cadeia C' de (X, R) admitir uma cota superior em X, entdo o conjunto (X, R) admite um
elemento maximal.

O Lema a seguir sera utilizado no teorema 3.2 mais a frente.

Lema 3.2: Seja U um espago vetorial, P(U) o conjunto das suas partes e C' uma cadeia
em (P(U), Q). Descrevemos C' da forma C' = {C) : A € A} em que A é um conjunto de
indices. Se a cadeia C' for formada apenas por conjuntos linearmente independentes, entao

Uye /\C’,\ ¢ um conjunto linearmente independente.



32
4.3 Base de Hamel para os Reais

Teorema 3.2: Seja U um espago vetorial de dimensao qualquer tal que
U # {0y}, entdo U admite uma base de Hamel.

Demonstracao: Para provar que U admite uma base de Hamel, precisamos provar que
existe um conjunto de vetores linearmente independentes que gera U.

Para isso, considere M o conjunto de todos os subconjuntos linearmente independentes de
U. Nesse caso, temos M C P(U) e a relagao de ordem parcial C pode ser restrita a M.
Em outras palavras, o par ordenado (M, Cjs) é um conjunto parcialmente ordenado.

Como U # {0y}, sabemos que existe v € U com u # Oy. O conjunto {u},
formado apenas pelo vetor u, é linearmente independente. Logo, {u} € M e por isso temos
M # (). Considere agora C' uma cadeia qualquer em (M, C,s). Pelo Lema 3.2, sabemos
que a uniao dos conjuntos que pertencem a C' é linearmente independente, pois todos os
conjuntos que pertencem a C' o sao. Nesse caso, a uniao dos conjuntos que pertencem
a C' é uma cota superior de C. Assim, como a cadeia C' era arbitraria, concluimos que
toda cadeia em (M, Cy/) possui uma cota superior em M. O Lema de Zorn nos garante,
portanto, que (M, Cy,) admite um elemento maximal. Seja B um elemento maximal de
(M, Car).

Concluiremos que B é uma base de Hamel do espacgo vetorial U. Ja sabemos
que os elementos de B sao vetores linearmente independentes, pois B € M. Para provar
que B gera U, vamos supor que isso ndo acontece. Nesse caso, existe um vetor z € U
com z # Oy e tal que z nao é gerado pelos vetores de B. Entao, o conjunto B U {z} é
formado por vetores linearmente independentes. Porém, isso entra em contradi¢do com a
maximalidade de B, pois terfamos B Cy; B U {z} e ndo terfamos B = BU{z}.

Assim, B é uma base de Hamel do espago vetorial U. Como o espago U era uma espago
vetorial de dimensao qualquer tal que U # {0y}, a prova esta completa.

Vimos entao que tal resultado é valido, independentemente da dimensao do
espaco vetorial. Vejamos agora um exemplo interessante que é quando o espago vetorial
tem dimensao infinita, como é o caso do espago vetorial R sobre o corpo Q. Vamos mostrar
isso.

Verificaremos agora que o espago vetorial R (nimeros reais) tem dimensao
infinita sobre o corpo Q (ntmeros racionais): o Axioma da Escolha entra em cena neste

problema se quisermos identificar uma base para (R, Q), quer dizer, um conjunto (infinito)
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L.I. de reais w, tais que qualquer real y possa ser escrito como uma combinacao linear

(finita) de elementos desta base com coeficientes racionais:

Yy = Z ApL (k)
k

Aqui, p(k) significa que tomaremos k < oo elementos do conjunto x = {z,}. Note que
como a; € Q, necessariamente o conjunto x deve ter a cardinalidade do continuo!, caso
contrario, jamais conseguiremos escrever um ¥y real arbitrario como uma combinacao linear
(finita) de elementos de .

Enunciando de maneira mais simples o Axioma da Escolha, ele nos diz que dado
um conjunto A composto por subconjuntos nao vazios Sy, pode-se escolher um elemento
de cada um desses subconjuntos. Esta “escolha” pode ser formalizada com uma funcao do
tipo

f:PA) = A

tal que f(S;) C S;, para todos os subconjuntos nao vazios S; € P(A). O Axioma da
Escolha se resume a afirmacao que, para um dado conjunto A, existe pelo menos uma
funcao escolha”.
Exemplo: Seja A = N. Sabemos que o conjunto das partes dos naturais tem a cardinali-
dade do continuo?.

Podemos definir uma fungao escolha para qualquer subconjunto nao-vazio .S;
de N, por exemplo, escolhemos o menor elemento de S;.
Para o nosso problema em particular, admitindo-se o Axioma da Escolha, seremos capazes
de selecionar um elemento de qualquer subconjunto S, € P(R). Assim sendo, podemos, em
particular, selecionar um elemento x,, de qualquer subespaco vetorial unidimensional S, de

(R, Q), e assim terfamos (R, Q) = span(z,)®. Na pratica nada sabemos (além da existéncia)

sobre S, muito menos sobre os elementos z,, = f(S,), e isso é uma caracteristica de toda

1" Um dos resultados mais famosos do trabalho de George Cantor (foi um matematico alemio nascido

em 1845 no Império Russo) é a sua prova de que a cardinalidade dos reais é maior que a dos naturais,
ou seja, de que os reais nao formam um conjunto contavel. Na matematica, em especial na teoria dos
conjuntos, a cardinalidade do continuo é a cardinalidade do conjunto dos nimeros reais. Este cardinal
costuma ser representado por ¢ : ¢ = |R|

Cantor associou a cardinalidade dos naturais (e inteiros, e racionais) a um nimero transfinito de-
nominado dleph zero - Rg. E possivel mostrar que a cardinalidade dos reais ¢ exatamente igual &
cardinalidade do conjunto das partes dos naturais. Isso pode ser feito se imaginarmos os reais como
sequéncias de bits e nos lembrarmos de que o conjunto dos subconjuntos de naturais também pode ser
entendido dessa maneira.

span significa subespaco gerado.
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construcao envolvendo o Axioma da Escolha. Como {z,} é um conjunto infinito, dim
(R, Q) ¢ infinita.

Escreveremos entao o seguinte: seja B = {r,}4c; uma base de Hamel do espaco
vetorial R sobre o corpo Q. Cada x € R é escrito de maneira tinica como combinagao

linear de elementos de B,
T = ParTa; T PasTas T oo T Py Tays

onde Pays Pagy -5 Pay, € Q
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5 EXEMPLO DE FUNCAO QUE PRESERVA A SOMA E NAO E LI-
NEAR

Este capitulo contém basicamente dois resultados importantes que usaremos
para mostrar exemplos de fungdes reais que preservam a soma e nao sao da forma f(x) = cz.
Sao eles a densidade dos racionais e irracionais nos reais e o Teorema do Valor Intermediario.

As definigbes a seguir serao tteis no Teorema 4.1, Teorema 4.2 e Corolario 4.1:
Definigao 4.1 (Supremo) Sejam K um corpo ordenado e X C K um subconjunto
limitado superiormente. Um elemento b € K chama-se supremo do subconjunto X quando
b é a menor das cotas superiores de X em K.

Definicao 4.2 (fnﬁmo) Analogamente, um elemento a € K chama-se infimo de um
conjunto Y C K, limitado inferiormente, quando a é a maior das cotas inferiores de K.

1
Exemplo 4.1: Seja Y C Q o conjunto das fragoes do tipo on com n € N. Afirmamos

1
que infY =0esupY = 7

5.1 Densidade dos racionais na reta real

Um subconjunto X C R é denso em R se dado qualquer intervalo (a,b) em R
existe um elemento =z € X N(a, b).
Vamos mostrar que os racionais sao densos em R. Lembremos antes da propriedade
arquimediana em R.
Teorema 4.1 (Propriedade Arquimediana): Se p e € sdo positivos, entdo ne > p para
algum inteiro n.
Demonstragdo: A prova sera feita por contradicao. Vamos supor que a afirmacio seja falsa.

Temos entao que p é cota superior do conjunto
A = {x = ne},

onde n é um inteiro. Consequentemente A tem um supremo . Assim, para todo inteiro n,

ne < f3. (5.1)
Como n é inteiro, n + 1 também é, assim, (5.1) implica que

(n+1)e <
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e consequentemente,

ne< ff—e

para todo inteiro n. Entao, 5 — € é uma cota superior de A. Como § —e < (3, isto contradiz
a definicao de 3, pois o supremo (3 deveria ser a menor das cotas superiores.
Teorema 4.2: O conjunto dos niimeros racionais é denso nos reais ; isto é, se
a e b sdo niimeros reais com a < b; existe um ntmero racional p/q tal que a < p/q < b.
Demonstragao: Temos trés casos, (1) 0 <a <b, (2)a<0<be (3)a<b<0.
Vejam que s6 precisamos provar o caso (1), pois o caso (2) é trivial, basta tomar p/q =0 e
uma vez provado o caso (1), basta multiplicarmos a desigualdade de (1) por —1 e teremos

a veracidade de (3). Entdo, provemos (1).

L . a+b :
Se a e b forem racionais, entdao basta tomarmos b_ 5 ou seja, p/q € Q.
q

o 1 a1
Mas e se a e b forem irracionais? Tomemos — < b —a,n € N. Como inf {— |n € N} =0,
n n

1 k
existe — < b—a < b. Seja agora o conjunto X tal que X = {k € N | — > b}. Pela
n n

1
propriedade arquimediana dos reais, X # () e 1 ¢ X, pois 7 < b. E pelo principio da boa
ordenacao, existe k + 1 = inf(X) € X.

k
Afirmacao: — € (a,b).
n
k+1

k
Como k ¢ X, temos que — < be > b. Agora, precisamos mostrar que
n

n
E+1 k 1 1
+ ——=—<b—a,entaoa+— < b=
n

1
— > a. Sabemos que — < b —a. Como

n n n
—1 kB E4+1 1 kE+1
— —a > —b. Agora, veja — = ———a>
n n n n n

— b >0, ou seja, — —a > 0, assim,
n

a < —. Portanto, achamos um racional — pertencente ao intervalo (a,b).
n n

5.2 Densidade dos irracionais na reta real

Teorema 4.3: O conjunto dos ntimeros irracionais é denso nos reais ; isto é,
se a e b sdo reais com a < b; existe um ntmero irracional ¢ tal que a <t < b.
Demonstragdo: A partir do resultado do Teorema 2, existem nimeros racionais q; e ¢ tais

que

a<q <qg<b (52)

Sejat=q +

\}5((]2 - Q1)-
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Veja que t é irracional e ¢; < t < go. Comparando esta ultima inequag¢ao com

a inequagao (5.2), podemos concluir que a < ¢ < b.

5.3 Teorema do Valor Intermediario

Inicialmente, apresentaremos um caso particular do Teorema do Valor Interme-
diario, chamado de Teorema de Bolzano. Na verdade, na maioria das aplicacoes, é esta
versao que é utilizada com frequéncia. De posse do Teorema de Bolzano, mostraremos o
caso geral. Antes porém, mostremos dois resultados importantes (O Teorema dos Intervalos
Encaixantes e o Teorema de Bolzano).

Teorema 4.4:(Teorema dos Intervalos Encaixantes) Sejam

[CLU) b0]7 [a17 bl]a [a2a b2]7 ceey [an7 bn]a

uma sequéncia de intervalos satisfazendo as seguintes condigoes:

[CL(),bo] D [al,bl] D) [ag,bg] D...D [an,bn] D (53)
para todo r > 0, existe um natural n tal que
b, —a, <r (5.4)

Entao, existe um tnico real o que pertence a todos os intervalos da sequéncia,
isto é, existe um tnico real « tal que para todo n,a, < a <b,.
Demonstragcao: Considere o conjunto A = ag, aq, as, ..., an,... C R. Note que A é nao
vazio e limitado superiormente, pela condigao (5.3). Entdo, pela Propriedade do Supremo,
existe a = sup A. Além disso, ainda por (5.3), é claro que para todo natural n, temos
a, < a <b, Com isso a existéncia de o nas condi¢oes do teorema esta provada.

Provemos agora a unicidade. Suponha que exista outro 5 € R, § # « tal
que, para todo n, a, < < b,. Entao, neste caso teriamos | — 3| < b, — a,, Yn € N.
Note que a medida que n cresce, a diferenga b,, — a,, fica suficientemente proxima de zero.
Consequentemente, a diferenca | — | também fica suficientemente préxima de zero, o
que nos permite concluir que, no limite, a = 3. Absurdo, pois a # 3. Portanto, « existe e
¢ tinico. Esse resultado pode ser visto em Lima (2016)

A proposicao a seguir serd utilizada na prova do Teorema 4.5.

Proposicao 4.1: Uma funcao f: A C R — R é continua em p € A se, e somente se, para
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toda sequéncia de pontos x,, € A com lim,_, 1 T, = p, tem-se que lim,,_, f(z,) = f(p).
Teorema 4.5: (Teorema de Bolzano) Seja f : [a,b] — R uma fungao continua e suponha
que f(a) e f(b) tenham sinais contrarios. Entdo, existird pelo menos um « € [a, b] tal que
fla) =0,

Demonstragao: Sem perda de generalidade, vamos supor que f(a) < 0e f(b) > 0. Facamos

a=ageb=1by. Seja ¢y o ponto médio do segmento [ag, bp|. Desta forma, temos

f(co) <0 ou f(co) > 0.

Suponhamos f(co) < 0 (f(co) > 0 apresenta raciocinio andlogo) e fagamos
co =ay eby=0b. Entao f(ay) <0e f(b1) > 0. Seja ¢; o ponto médio do segmento [ay, by ].
Desta forma

fle1) <0 ou f(er) = 0.

Suponhamos f(c;) > 0 (f(c1) < 0 apresenta raciocinio analogo) e fagamos
a; = ag e ¢; = by. Assim, f(az) <0e f(by) > 0.
Prosseguindo com este o raciocinio, construiremos uma sequéncia de intervalos encaixados
da forma:

[ao,bo] D [Cbl,bl] D) [(Ig,bg} IDID) [an,bn} D ...

Note que para todo n € N,

flan) < 0e f(by) = 0. (5.5)

Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes, existe um tnico a € R tal que
a, < a <b,, para todo n € N.
As sequéncias (a,) e (b,) convergem para « devido a maneira como (a,,) e (b,)

foram construidas. Como por hipdtese f é continua, pela Proposicao 1, segue que

lim f(a,) = f(a) e lim, .« f(by) = f(a). (5.6)

n—-+00

De 5.5 e 5.6 conclui-se f(a) < 0e f(a) > 0. Portanto, f(a) = 0.
Teorema 4.6: (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,b] — R uma funcao
continua. Se d for um nimero real compreendido entre f(a) e f(b), entdo existird pelo

menos um « € [a, b] tal que f(a) =d.
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Demonstragio: Vamos supor, sem perda de generalidade, que f(a) < d < f(b).
Considere a fungao g(x) = f(x) — d, onde x € [a,b]. Como f é continua em [a, b], temos
que g também o é.
Além disso,

g(a) = fla) —d <0eg(b) = f(b) —d > 0.

Pelo Teorema de Bolzano, existe « € [a, b] tal que se g(a) = 0. Portanto, f(a) —d =0,
donde f(a) = d. Como queriamos mostrar. Esse resultado também pode ser observado
em Muniz Neto (2015)

Vejamos agora um resultado decorrente do Teorema do Valor Intermediario, o
corolario abaixo:
Corolario 4.1: Seja f : I — R continua num intervalo I. Entao f(I) é um intervalo.
Com efeito, sejam o = inf f(z) e § = sup f(x). ( Esta notagao é simbdlica. Podemos ter
a = —oo, se f for ilimitada inferiormente em I, ou § = +o00, no caso de f ser ilimitada
superiormente em [.) Afirmamos que f(I) é um intervalo cujos extremos sao a e 3. Ou
seja, dado y com o < y < 3, deve existir x € I tal que y = f(x). De fato, pelas definigoes
de inf e sup ( ou pela definigdo de conjunto ilimitado, no caso de algum dos extremos « e
B ser infinito) existem a, b € I tais que f(a) <y < f(B). Pelo Teorema 4.6, existe um
ponto z, entre a e b tal que f(x) = y. Tal resultado também pode ser encontrado em Lima

(2010)

5.4 Exemplo de fungao que preserva a soma e nao é linear

Vamos enfim dar um exemplo de uma funcao real que preserva a soma, mas
nao ¢ da forma cx.
Seja B = {ry}aecsr uma base de Hamel do espago vetorial R sobre os Q. Cada z € R é
escrito de maneira tinica como combinacao linear de um ntmero finito de elementos de B

com coeficientes racionais,

Pa i X = Pa;Tay + PasTas + oo + Py, Ty,

onde pa;;s Payy -5 Pay, € Q.
Exemplo 4.2: Tomando = = py,Ta; + PasTas + - + PayTa, € definindo f: R — R por
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[(x) = parf(Tay) + Pasf(Tas) + oo + Doy f(Tay,), onde f(r,,) = 1 para todo 1 < i <k,

obtemos f(x) tal que

f(l') = Pa; t Pas + .- +pak'

Vamos mostrar que f é aditiva, ou seja, f(x +y) = f(x) + f(y).

Sejam T = Pa,Ta; + PasTas + - F DayTar, €Y = 8,Tar + 4BoTan + - + 48 Tar, ONAE Doy, Pas,
oy Doy € Qe qpy, q5,, ---, g8, € Q.

o7 + Y = (Pay + G5 )7a1 + (Pas + 48,)Tas + oo + (Pay + 05, )70

e Usando a definicdo da fungdo acima dada, f(z +vy) = (Pay + ¢5,)f(Tar) + (Pay +
) f(Tas) + o+ (Pa + 8 (rar) = Par + ¢8,) + (Pay + 45) + - + (P, + 45,) =
Doy + Pas + - + Doy, + 4, + @3, + .- + ¢35,

e Por outro lado, temos também como consequéncia da definicao da funcao dada acima
que f(z) = Pay + Pay + - +Pay € f(Y) = a5, +qp, + .-+ qg,, assim f(z) + f(y) = f(x+y),
como queriamos mostrar.

Em particular, como R é um intervalo (usando o Corolario 4.1) se f fosse
continua, f(R) seria também um intervalo; mas, pela definigdo de f, f(R) C Q para cada
x € R, gerando contradicdo com a densidade dos irracionais na reta. Segue desse resultado
decorrente do Teorema do valor intermediario que f nao é continua. Em particular, f nao
é da forma cz.

Exemplo 4.3: Nés agora obervamos que se f(x) estd definida arbitrariamente em B e se
para cada x,

T = Pa;Ta; T PasTas T oo T Py Tays

noés definimos f(x) por

f(x> - pa1f<roc1) +p0¢2f<r0é2) + +pakf(rak)

Veja que a fungdao f(x) tem a propriedade f(x +y) = f(x) + f(y), pois tomando
T = PayTay +pa2ra2 + ... +pakrak7

Y=g Ta; T 43 ay T - T 4Ty

e somando membro a membro:

rT+y= (pa1 + qu)ral + "'(pak + qﬂk)rak‘
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Apliquemos f nessa igualdade:
f(x + y) = (pal + qﬁl)f(/ral) + "'(pak + qﬁk)f(rak)

= f(x) + [(y).

Agora se f(ra,) = 1 e f(ra,) = 0, a funcdo nao pode ser da forma cx. Vejamos: Se
f(ra;) = 1 e f(ra,) = 0 e fazendo m = x + y, teremos que f(m) = f(z +y) =
(Pay +48,)+0+...4(pa, +45, ) f(ra, ), ou seja, f(m) depende de uma constante (pa, +¢s,) # 0
somada com outra parcela que depende de f(r,, ), assim f(m) que ndo é da forma cm,
sendo assim, f nao ¢ da forma cz. A ideia desse exemplo é encontrada em Goffman (1952)*.
Vamos finalizar este capitulo com um exemplo interessante sobre as fungoes
que preservam a soma ( usaremos este fato dentro do coroldrio a seguir).
Corolario 4.2: Se f : R — R é uma funcao continua e positiva, tal que f(z+y) = f(x)-f(y)
entdo f é uma fungao do tipo f(z) = 0%, com b >0e b # 1.
Demonstragio: Se f(x +y) = f(z) - f(y), entdo, aplicando logaritmo com uma base b
qualquer (b > 0 e b # 1) em ambos os lado, obtemos log, f(z + y) = log,(f(z) - f(y)) =
log, f(z+vy) = log, f(z)+1og, f(y). Ou seja, log, f(x) preserva a soma. Como f é continua

e positiva, log, f(z) também serd continua e positiva e tera a forma ax (linear). Portanto,

log, f(z) = ax = f(z) = b*".

1O Livro Real Functions é um produto de um curso sobre Funcoes de uma varidvel real de 1953. E

um livro didatico. Adequadamente, possui muitos exercicios, desde os mais simples, incluidos para
ajudar o estudante a fixar certas concepgoes na mente e outros exercicios que requerem varios graus
de conhecimento e habilidade. Contempla temas desde Conjunto e operagdes, Ntumeros reais, limites,
Funcoes, Sequéncias, passando por Derivada, Aplicacoes sobre a Boa Ordenagdo, Conjunto mensurével,
finalizando com Func¢ao mensurédvel, Integral e Teorema Fundamental do Célculo.
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6 EXEMPLOS ESPECIAIS

Neste capitulo, valor definir a Propriedade do Valor Médio (PVM) e ver alguns

de seus resultados relacionados as fungoes reais.

6.1 Propriedade do Valor Médio

Segundo Figueiredo (1996) uma fungao f : R — R satisfaz a propriedade do
valor médio se para qualquer zop € R e r > 0, temos f(zo) = ; [f(zo+7)+ flxg—1)]

Verificamos que as fungoes constante, identidade, linear e afim satisfazem a
PVM:

a) Funcgao Constante: f(z) = b. Veja que f(xg) = b, f(xg+17) =b, f(zo — 1) = 0.
Assim, [f(370+7")‘gf(930—7")] _ b;‘b _ 22b — b= f(zy).

b)Funcao Identidade: f(z) = z. Veja que f(xo) = o, f(xo+7) =20+ 7, f(xg —7) =
o — . Assim, [f(xo+7”);‘f($o—7”)] _ $0+7“-2|r$0—7“ _ 2;0 — 20 = f(x0).
c)Funcao Linear: f(z) = az. Veja que f(zo) = axo, f(xo+ 1) = axg+ar, f(xg—71) =
[f(zo+ 1) —;— f(zo —1)] _ axo +ar —;— aro —ar _ 2a23co _ azo = f(z0).
d)Funcao Afim: f(z) = ax +b. Veja que f(z) = axo + b, f(xo+ 1) = axg+ ar + b,
f(zo—7) = azo—ar+b. Assim, [f(f”“”;f(%‘”] _ moﬂ”bga%—ar” _
2axy + 2b

2

ary — ar. Assim,

= azo+ b= f(zo).

Por outro lado, fungdes como a Funcao Quadratica e a Exponencial nao pos-
suem a PVM:

e)Fungao Quadratica: f(z) = az? + bx + ¢. Veja que f(xg) = axg® + bxy + ¢,
flxg + 1) = alze® + 2zor + 12) + b(xg + 1) + ¢, flro — 1) = a(we® — 2xer + %) +
b(zo — ) + c. Assim, [f($0+7“)‘£f($0—7“)] _ a(wo® + 2xor +12) + b(xo + 1) + ¢ _

2
2 _9 2+ b(xg—1) +
a(xg ZTor + 7’2) (ro —71) +c¢ = a(zo? +1r?) + bz + ¢ # f(xo).

a) Fungao Exponencial: f(z) = ab®, (b # 1). Veja que f(zo) = ab™, f(xo+1) = ab™*",

Floo— 1) — abor. Assim, M@)o =) _ a0 ]
Y 2 2 2

f (o).
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6.2 Propriedade do Valor Médio e uma interpretacao geométrica

Note que z é o ponto médio do segmento [z — r,z + r|. Quando f possui a
PVM, f(x) é o ponto médio do segmento [f(xo — ), f(zo+7)], ou seja, é o valor médio de
f(zo — 1), f(zo + 7). Geometricamente, as fungoes que possuem a PVM possuem graficos
que ou sao retas nao verticais (as fungoes afim, em particular, a constante, a linear e a

identidade também) ou graficos formados por pontos igualmente espagados.

6.3 Propriedade do Valor Médio e alguns resultados

Inicialmente, vamos mostrar que toda funcao que preserva a soma possui a
Propriedade do Valor Médio (PVM).
Proposicao 5.1: Toda funcao que preserva a soma possui a PVM.
Se uma fungao preserva a soma, entdo, f(z +y) = f(x) + f(y) para todo z, y € R. Sendo
assim, f(zo+7+xzo—7) = f((xo+7)+ (20 —71)) = f(xo+ 1)+ f(wo+7) = f(270) =
f(zo+ 1)+ f(xg+ r). Como a func¢do preserva a soma, pelo Teorema Fundamental da

Proporcionalidade ( 3 = 1), obtemos f(2xg) = 2f(xo) = f(zo+7)+ f(xo+7) = f(x0) =
[f(@o+7) + fwo +7)]
2

Sera que a reciproca é verdadeira? Ou seja, se uma funcao possui a PVM, ela

, ou seja, a funcao possui a PVM. Como queriamos mostrar.

preserva a soma? A resposta é nao.

Vimos no item d que a fungao afim possui a PVM, no entanto, f(z +y) =ax +ay +be

f(@) + f(y) = ax + ay + 2b, assim, f(z +y) # f(z) + f(y).
Proposicao 5.2: Se f: R — R possui a PVM e f(0) = 0, entdo f preserva a soma.

Inicialmente, vamos mostrar que f(—z) = —f(x), ou seja, f(z) é impar.
So=r) +i0+n)]
2f(0) = f(—=r)+ f(r) = 2-0= f(—r)+ f(r) = f(—r) = f(r), assim, f é impar. Nosso

objetivo é mostrar que f(z +vy) = f(z) + f(y) para quaisquer z, y € R. A partir da
flz+7r)+ flz—7)]
2

Como f possui a PVM, entdo, tomando zy = 0, temos f(0) =

definigao, é possivel mostrar que f(x) = vale para quaisquer x e r

reais. De fato:

Caso r =0: f(z) = M

’ F e+ (=) + fz — (=)

Caso r < 0: basta escrever que —r > 0 e podemos escrever f(z) = =

2
[flx—r)+ fle+7)]

5 . Reescrevemos a PVM, entao, para x e y reais quaisquer como
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(1): f(x)=S[flez+y) + flz—y)e
(2): fly) =5 fly+2z)+ fly— )]

Como f é impar, f(y —x) = —f(x — y). Assim, (2) é reescrito como
(3): 7o) = 5 [y + )~ fo— )]

Somando (1) e (3) membro a membro, obtemos: f(x)+ f(y) =

N | DO | =

2fe+y) _
2
f(z+vy) = f(z)+ f(y). Como querfamos mostrar.

Também queremos mostrar os seguintes corolarios:
Corolario 5.1: Se f: R — R possui a PVM e f(0) =0, entdo f | Q ¢é linear (isto significa
que f é fungao linear nos racionais).
Pela Proposicao 2, f preserva a soma. Usando o Teorema Fundamental da Proporcionali-

dade ( 3 = 1), temos que f(nz) = nf(z) para todo n € Z e todo x € R. De fato,

0 2
10+ _,
f(2y) = 2f(y). Fazendo = = 2y, obtemos f(3y) = 3f(y). E recursivamente assim, chega-

Fazendo x = y e usando a igualdade (1) anteriormente dada, f(y) =

mos a f(nx) = nf(z) para todo n € Z.

Ainda usando o Teorema Fundamental da Proporcionalidade ( agora 1 = 2), pondo
a = f(1), obtemos f(x) = f(1-x) =xzf(1) = ax para todo x € Q.

Corolario 5.2: Se f: R — R possui a PVM, entao f | Q é afim.

Consideremos b = f(0). Definindo g : R — R por g(z) = f(z) — b, podemos verificar que ¢

f(l“o—?")+f(930+7’)_beB: g(xo—r) +gl@o+r) _
2

— b= A, ou seja, g possui a PVM.

possui a PVM, veja: A = g(z9) =

flwo—r) b+ flwo+r)—b  floo—r)+ flzo+T)
2 2
Por construcao, g(0) = f(0) —b=b— b= 0. Aplicando o que foi provado no Corolério

5.1, temos entdo que ¢ | Q ¢é linear. Sendo assim, f(z) = g(z) + b = ax + b (afim) para
todo x € QQ. Como queriamos mostrar.

Além do que mostramos acima, pela interpretacao geométrica, quando f possui
a PVM, f(z) é o ponto médio do segmento [f(xg — 1), f(xo + 7)], f possuindo assim um
grafico formado por pontos igualmente espagados, f | Q serd do tipo: f(z) = az + b. Veja
um esboco do grafico abaixo:

Podemos notar, como comentamos anteriormente:

xo—r+xo+7r flro—1)+ flxo+7)
2 ’ 2

(wo, f(z0)) = ( ).

Corolario 5.3: Se f : R — R possui a PVM e é continua, entao f é afim.
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Figura 4 — Esboco da funcao afim f

F T T

®
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Fonte: elaborada pela autora.

Pelo Corolario 5.2, se f possui a PVM, entdo, ja sabemos que f | Q é afim, ou seja,
f(r) = ar +b, para r racional. Agora, temos uma hip6tese a mais: f é continua. Sabemos
que todo numero real x é limite de uma sequéncia de ntimeros racionais r,, assim, a
continuidade de f nos d& f(z) = lim f(r,) = limar, + b = ax + b ( f afim), para todo
r e R.

Corolario 5.4: Se f : R — R possui a PVM e ¢ crescente ( ou decrescente), entao f é
afim.

Pelo Corolario 5.2, se f possui a PVM, entdo, ja sabemos que f | Q é afim, ou seja,
f(r) = ar + b, para r racional. Agora, temos uma hip6tese a mais: f é crescente, ou
seja, se ry < Tg, entdo f(z1) < f(xe). Mostraremos agora que se tem f(x) = ax + b
para todo = € R. Suponhamos por absurdo, que exista algum nimero real z(x ¢ Q) tal

que f(z) # ax + b. Vamos admitir que f(z) < ax +b ( o caso f(xz) > ax + b é feito

analogamente).
x)—b
f(x) <am+b:>& <z
a
r)—b
Tomemos um ntimero racional r no interior do intervalo de extremos f()i e r. Assim,
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flz) = b

a

< r < z. Entao
flz)—b<ar<ar = f(z)<ar+b<ar+b=

flz) < f(r) <azx+0b,

mas isto é um absurdo, pois como f é crescente e r < z, deveriamos ter f(r) < f(x).
Assim, por contradigao, f(x) = ax + b para todo = € R.
Exemplo de funcao que possui a PVM e nao é afim.
Por fim, vejamos um exemplo de uma fun¢do que possui a PVM e nao é afim. Lembremos
do Exemplo 4.2: Tomando & = pa,Ta; + PasTas + --- + PayTa, € definindo f: R — R por
f() = Pay f(Tay) + Pasf(Tay) + oo + Pay, f(Ta, ), onde f(ra,) = 1 para todo 1 < i < k,
obtemos f(x) tal que
(%) = pay + Pay + - + Doy

Tal funcado preservava a soma e vimos logo acima que toda fungao que preserva a soma
possui a PVM. No entanto, a func¢ao do exemplo 4.2 nao era do tipo linear, nem continua,

nao podendo ser afim entao.
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7 CONCLUSOES

Nesta dissertacao foram apresentados exemplos de fungoes reis que preservam
a soma, ou seja, funcoes f: R — R tais que f(z+y) = f(z) + f(y), para todo x e y reais.
Vimos iniciamente que a funcao linear f : R — R tal que f(x) = cz possui a propriedade
da preservacao da soma. E depois, conseguimos mostrar outros exemplos que possuem
essa propriedade, e tais fungoes eram nao-continuas. Foi usado para isto a Base de Hamel
para os reais e o Lema de Zorn.

Em nosso estudo tratamos nos dois primeiros capitulos sobre as Fungoes Afim e
Linear. Como mostrado sao fungoes reais de uma variavel real, isto é, funcoes f: X — R
que tem como dominio um subconjunto X C R e cujos valores f(z), para todo z € X, sao
numeros reais. Caracterizamos a Funcao Afim, falamos da sua continuidade e mostramos
exemplos sobre a ligacao que a Funcao Afim tem com as progressoes aritméticas. Definimos
a Funcao Linear, demonstramos o Teorema Fundamental da Prporcionalidade e demos
alguns exemplos. E vimos no capitulo 2 que a Funcao Linear preserva a soma.

Nos capitulos 3 e 4 foi demonstrado que o espago vetorial dos reais possui uma
base de Hamel sobre o corpo dos racionais, utilizando Algebra e o Lema de Zorn para tal.
Depois que falamos da densidade dos racionais e irracionais na reta real e do Teorema
do Valor Intermedidrio, tivemos condigdes de exibir outras fungdes ( nos exemplos vistos,
descontinuas) que preservavam a soma e nao eram lineares.

Foi definida a Propriedade do valor médio e fungoes que possuem essa proprie-
dade. Provamos duas proposicoes e quatro corolarios decorrentes da propriedade do valor
médio e a relagao dela com a preservacao da soma das fungoes reais.

Todos os resultados, defini¢coes e teoremas demonstrados nesse trabalho fazem
parte do estudo dos niimeros reais e fungoes reais. As fungoes reais sao uma ferramenta
que nos permite descrever e analisar iniimeros problemas das ciéncias em geral e do nosso
cotidiano. Esperamos que este trabalho seja 1til ao leitor curioso e o instigue, assim como
instigou a autora, a estudar mais e conhecer mais sobre nao sé a preservagao da soma,

mas também outras propriedades importantes referentes as fungoes reais.
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A APENDICE A - O AXIOMA DA ESCOLHA

Iniciamos observando que um conjunto ou ¢é vazio ou nao é, se nao é, entao,
por defini¢do, hd um elemento nele. Generalizando tal observagao, se X e Y sdao conjuntos,
e se um deles é vazio, entao o produto cartesiano X x Y é vazio. Se nem X e nem Y
sao vazios, entao ha um elemento x em X, e hd um elemento y em Y'; segue que o par
ordenado (z,y) pertence ao produto cartesiano X x Y, e assim X X Y nao é vazio. As
observagoes anteriores constituem os casos n = 1 e n = 2 da seguinte asser¢ao: se {X;} é
uma sequéncia finita de conjuntos, para ¢ em n, digamos, entdo uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que seu produto cartesiano seja vazio é que pelo menos um deles seja vazio.
A prova da assergao é por indugdo sobre n (iniciando com n = 1).

A generalizagdo para familias infinitas da parte nao-trivial da assercao do
pardgrafo anterior (necessidade) é o seguinte importante principio da teoria dos conjuntos.

Axioma da Escolha. O produto cartesiano de uma familia nao vazia de
conjuntos ndao vazios é nao vazio.

E outras palavras: se {X;} é uma familia de conjuntos nao vazios indexada
(ajustado ou corrigido em fungao de um indice definido como referéncia) por um conjunto
nao vazio I, entao existe uma familia {z;}, i € I, tal que z; € X; para cada ¢ em I.

Suponhamos que C seja uma cole¢do nao vazia de conjuntos nao vazios. Podemos
olhar C como uma familia ou ainda podemos transformar C em um conjunto indexado,
bastando usar a colecao C ela mesma no papel de conjunto de indices e usar a aplicagao
identidade de C no papel de indexadora. O axioma da escolha entao diz que o produto
cartesiano dos conjuntos C tem pelo menos um elemento. Um elemento de tal produto
cartesiano é, por definigdo, uma fungao ( familia, conjunto indexado) cujo dominio é o
conjunto de indices ( neste caso C) e cujo valor para cada indice pertence ao conjunto
que comporta aquele indice. Concluimos que existe uma funcao f com dominio C tal que
se A € C, entdo f(A) € A. Essa conclusdo aplica-se em particular, no caso em que C é
a colecao de todos os subconjuntos nao vazios de um conjunto nao vazio X. Neste caso,
a asserc¢ao é que existe uma fun¢do com dominio P(X) — {0} tal que se A estd naquele
dominio, entdao f(A) € A. Em linguagem intuitiva, a funcdo f pode ser desrita como uma
escolha simultanea de um elemento de cada um dos muitos conjuntos; esta é a razao do
para o nome do axioma. ( Uma fun¢do que neste sentido “escolhe” um elemento de cada

subconjunto nao vazio de um cojunto X é chamada uma funcio escolha para X.) Se a
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colecdo de conjuntos da qual estamos escolhendo é finita, entdo a possibilidade de escolha
simultanea é uma facil consequéncia do que conhecemos antes mesmo de ter sido enunciado
o axioma da escolha; o papel do axioma é garantir essa possibilidade nos casos infinitos!

As duas consequéncias do axioma da escolha no pardgrafo anterior ( uma para
conjunto poténcia de um conjunto e a outra para colegoes mais gerais de conjuntos) sao
de fato simples reformulagoes daquele axioma.

Como uma ilustragdo do uso do axioma da escolha, consideremos a assercao
de que se um conjunto é infinito, entdao ele tem um subconjunto equivalente a w. Uma
deducao informal pode ser feita como segue. Se X é infinito, entdo, em particular, nao é
vazio ( isto é, ndo equivalente a 0); portanto tem um elemento, digamos z5. Como X nao
é equivalente a 1, o conjunto X — {z¢} nao é vazio; portanto tem um elemento, digamos
x1. Repetimos esse argumento ad infinitum; o proximo passo, por exemplo, é dizer que
X — {xg,z1} ndo é vazio, e, portanto, tem um elemento digamos x3. O resultado é uma
sequéncia infinita {x,} de elementos distintos de X; q.e.d. Esse esbogo de uma prova tem,
pelo menos, a virtude de ser honesto em rela¢do a ideia mais importante subjacente a
ele; o ato de escolher um elemento de um conjunto nao vazio foi repetido, com frequéncia,
uma infinidade de vezes. O matematico experimentado com o axioma da escolha oferecera
frequentemente uma deducgao informal semelhante; sua experiéncia o habilita a ver num
relance como torna-lo preciso.

Seja f uma fungao de escolha para X; isto ¢, f é uma funcao da colecao de
todos os subconjuntos nao vazios de X em X ta que f(A) € A para todo A no dominio
de f. Seja C a colecao de todos os subconjutnos finitos de X. Como X é infinito, segue
que A € C, entao X — A nao é vazio, e, portanto, que X — A pertence ao dominio de f.
Definimos uma fungéo g de C em C escrevendo g(A) = AU{f(X —A)}. Em palavras: f(A)
é obtido por adjuncao a A do elemento que f escolhe em X — A. Aplicando o teorema da
recursao a funcao g; podemos inicia-lo, por exemplo, com o conjunto vazio. O resultado é

que existe uma fungdo U de w em C tal que U(0) = ) e tal que

U(n®) =Um) U{f(X = U(n))}

para todo niimero natural n.

Assergao: se v(n) = {f(X —=U(n))}, entdo v é uma correspondéncia um-a-um de w em X, e
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portanto, realmente, w é equivalente a algum subconjunto de X ( a saber, o contradominio
de v). Para provar a asser¢ao, faremos uma série de observagoes elementares; suas provas
sdo consequéncias faceis das defini¢oes. Primeiro: v(n) ¢ U(n) para todo n. Segundo:
v(n) € U(n™) para todo n. Terceiro: se n e m sdo nimeros naturais e n < m, entao
U(n) C U(m). Quarto: se n e m sdo ndimeros naturais e n < m, entdo v(n) # v(m).
(Razao: v(n) € U(m), mas v(m) ¢ U(m).) A dltima observacao implica que v aplica
numeros naturais distintos sobre distintos elementos de X; tudo o que temos a recordar é
que de quaisquer dois nimeros naturais distintos um deles é estritamente menor do que o
outro.

A prova estd completa; sabemos agora que todo conjunto infinito tem um
subconjunto equivalente a w. Este resutado, provado aqui nao tanto por seu interesse
intrinseco como por ser um exemplo do uso préprio do axioma da escolha, tem um corolario
interessante. A asser¢ao é que um conjunto é infinito se e somente se é equivalente a um
subconjunto préprio de si mesmo. O “se” ja sabemos; diz meramente que um conjunto
finito nao pode ser equivalente a um subconjunto préprio. Para provar o “somente se”,
suponhamos que X é infinito, e seja v uma correspondéncia um-a-um de w em X. Se =
estd no contradominio de v, digamos x = v(n), escrevemos h(z) = v(n'); se  nao esta no
contradominio de v, escrevemos h(x) = x. E facil verificar que h é uma correspondéncia
um-a-um de X em si mesmo. Como o contradominio de A é um subconjunto proprio de X
( ele nao contém v(0)), a prova do coroldrio estd completa. A asser¢do do corolario foi

usada por Dedekind como a definicao de infinidade.
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