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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de desenvolver um estudo das provas sem palavras. A
abordagem tedrica ird mostrar o conceito e o surgimento das provas sem palavras e
como elas se popularizaram em meados da década de 80 através de publicacoes de
uma coletanea de enunciados figurativos, desenvolvidos ou encontrados na literatura
mundial por diversos matematicos e leitores da revista American Associate Magazine.
Pretende-se discutir, através de artigos académicos, o que é e como a visualizagao
no ensino foi pouco discutida ao longo da histéria, e como ela é aplicada ao ensino
de Geometria, e propor provas sem palavras que podem ser abordadas ao longo do
curriculo bésico definido pela Base Nacional Comum Curricular. Para tal, serdao
apresentados os enunciados figurativos em planos de aula, com seus respectivos
objetivos a serem trabalhados, bem como as habilidades e competéncias que serao
exploradas. Em seguida, sera proposta a sua resolug¢ao com o auxilio do software
Geogebra, e um planejamento de aula, utilizando o dado enunciado, com dicas e

sugestoes ao professor.

Palavras-chaves: Geometria. Visualizagao. Provas sem palavras. Plano de aula.

Base Nacional Comum Curricular.






Abstract

This work aims to develop a study of proofs without words. The theoretical
approach will show the concept and emergence of wordless proofs and how they
became popular in the mid 80’s through publications of a collection of figurative
utterances, developed or found in the world literature by several mathematicians and
readers of magazine American Associate Magazine. It is intended to discuss, through
academic articles, what is and how visualization in teaching has been little discussed
throughout history, and how it is applied to the teaching of Geometry, and propose
proofs without words that can be addressed throughout the basic curriculum defined
by the Common National Curriculum Base. To this end, figurative statements will
be presented in lesson plans, with their respective objectives to be worked on, as
well as the skills and competences that will be explored. Then, it will be proposed
its resolution with the help of Geogebra software, and a lesson plan, using the given

data, with tips and suggestions to the teacher.

Keywords: Geometry. Meaning. Proofs without words. Lesson plan. Curriculum

Common National Base.
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Introducao

A Geometria é uma das areas mais notoérias da Matematica, entretanto
pesquisas apontam que os alunos que concluem o Ensino Médio, no Brasil, apre-
sentam dificuldades nos conceitos de geometria. Segundo Clemente, et. al. (2015)
em [2], este fato é justificado, por educadores matematicos, pelas dificuldades dos

professores com os conteidos geométricos.

Assim, pode-se identificar a nao valorizacao do ensino da Geometria no
Ensino Bésico, conforme defendido por Clemente, et. al. (2015), em contraste com
os objetivos da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), Brasil (2018) em [1],

que enfatiza e defende a necessidade de desenvolver o pensamento geométrico:

Geometria nao pode ficar reduzida a mera aplicacao de formulas
de célculo de area e de volume nem a aplicagoes numéricas
imediatas de teoremas sobre relagdes de proporcionalidade em
situacoes relativas a feixes de retas paralelas cortadas por retas
secantes ou do teorema de Pitdgoras (BRASIL, 2018).

Ao longo de minha trajetoria como estudante da licenciatura em Matema-
tica dentro da Universidade de Sao Paulo, atuei como estagiaria, acompanhando
professores de escolas publicas dos mais diversos bairros da cidade de Sao Paulo e
constatei que Algebra e Geometria eram estudadas como se fossem dois campos
da Matematica independentes, sendo a Geometria cobrada apenas no final do ano
letivo e o tnico didlogo com a Algebra dada por meio de férmulas. Em uma das
aulas que acompanhei, notei que nenhum aluno da turma conseguiu compreender
o significado do Teorema de Pitdgoras, por exemplo, uma vez que os alunos nao
associaram a palavra “quadrado da hipotenusa” como “a area do quadrado, cuja

medida do seu lado é a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo dado”.

De fato, apesar da Geometria ser um dos mais antigos campos de conhe-
cimento, as pesquisas académicas sobre visualizagao no Ensino da Matemaética
sao muito mais recentes. Influenciados pela visao filoséfica do construtivismo, os
primeiros trabalhos sobre o tema foram apresentados somente na década de 1980.
Uma dentre os primeiros pesquisadores foi Presmeg (2006) (ver [10]). Para ela,
a habilidade de visualizacdo em uma figura, isto é, compreender e analisar seus
elementos, de modo a auxiliar na resolu¢do de um problema, é uma tarefa que
envolve varios processos cognitivos, como a abstracdo e a manipulacao, além da

capacidade de articular Algebra e Geometria.



12 Introdugdo

De acordo com a BNCC, a Matematica ¢ uma ciéncia de carater hipotético-
dedutivo, que apresenta um papel fundamental para a compreensao do mundo

concreto e abstrato.

Com base nisso e no processo de visualiza¢do proposto por Presmeg (2006),
o objetivo deste trabalho é estudar as chamadas proofs without words ou provas
sem palavras e discutir seu potencial pedagdgico como um recurso aos professores
que proponham valorizar o ensino de Geometria, o didlogo entre a Algebra e a
Geometria e o desenvolvimento do pensamento geométrico e hipotético-dedutivo na
educagao basica, tomando como embasamento tedrico a BNCC. Segundo o autor
de vérios volumes sobre o tema (ver [6, 7, 8]), Nelsen (1993) explica que as provas
sem palavras sao figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a se convencer sobre
a validade de um determinado enunciado matemaético, ou ainda, tenta promover

alguma intuigao sobre a demonstragao formal de tal enunciado.

O presente trabalho foi dado por uma abordagem tedrica, ou seja, o trabalho
foi fruto de uma pesquisa bibliografica, e visa contribuir com a formacgao de
professores. A busca de referéncias bibliograficas foi feita através de bancos de
teses de universidades publicas brasileiras ou universidades estrangeiras, peridédicos,
livros e artigos em revistas de divulgacao cientifica. As provas sem palavras foram

adaptadas de [6, 7, 8] para figuras dindmicas e animagoes no software Geogebra.

O Capitulo 1 tratard do panoramico historico das provas sem palavras e de
como as figuras auxiliaram o desenvolvimento de problemas matematicos e como
elas se transformaram e se popularizaram como recurso de provas matematicas por

meio de uma revista norte-americana de divulgagao cientifica.

O Capitulo 2 sera dedicado a discussao sobre o que é visualizagao e como
esse conceito se aplica ao pensamento geométrico. Para tal, sera utilizado como
embasamento tedrico, o trabalho de Dorfler (1991) e Presmeg (2006) (ver [3, 10]),
que abordarao pesquisas teodricas e praticas sobre as representacoes visuais na

Matematica dos estudantes da educagao basica americana.

O Capitulo 3 apresentara os pré-requisitos necessarios para o Capitulo 4,
bem como um material de apoio ao professor. Nele, serao abordados defini¢oes
e resultados de Geometria Plana que serao necessarios para a compreensao das

resolugoes das provas sem palavras.

O Capitulo 4 ird propor materiais para uso dos professores que consistem em
uma selecao de planos de aula explorando as provas sem palavras com resolugdes no
software Geogebra, como recurso para revisar e aprofundar conceitos de Geometria

Plana estudados ao longo da educagao béasica, conforme exigidos pela BNCC, e
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visando ser a principal contribuicao desta dissertacao. Cada prova sem palavras
sera explorada como uma atividade de ensino de uma determinada propriedade
matematica, e essa atividade apresentara justificativas de uso em sala de aula, com

base nas habilidades e competéncias da BNCC.

Por fim, o Capitulo 5 apresentara uma sintese do trabalho, retomando os
objetivos aqui apresentados e defendendo as provas sem palavras como um recurso
pedagogico que possibilita o exercicio do método hipotético-dedutivo, o didlogo
da Algebra com a Geometria e a valorizacio desta tltima dentro do curriculo das

escolas.
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1 O surgimento das provas sem palavras

Para a escrita deste capitulo, foram utilizados como referéncia um artigo da
revista de divulgacao cientifica Mathematical Association of America e o volume I
da série de livros Proofs Without Words (ver [4, 6]).

Segundo o autor de vérios volumes sobre o tema (ver [6, 7, 8|), Nelsen (1993)
explica que as provas sem palavras sao figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a
se convencer sobre a validade de um determinado enunciado matematico, ou ainda,
tenta promover alguma intuicao sobre a demonstragao formal de tal enunciado.
Figuras sempre foram um recurso usado pelos matematicos sob as mais diversas
necessidades. Neste capitulo, sera discutido o surgimento e a popularizacao desse
recurso através dos leitores de uma revista americana de divulgacao cientifica de

Mateméatica em meados da década de 1980.

As figuras dadas na Figura 1 foram encontradas em um texto chinés em
200 a.C. e sao um exemplo histérico de como as relagoes matematicas podiam ser
expressas de modo nao algébrico: a figura da esquerda é um quadrado seccionado
em dois quadrados e em quatro triangulos retangulos congruentes entre si pelo
caso Cateto-Hipotenusa,' de modo que os catetos maiores tém a medida do lado
do quadrado maior e os catetos menores tém a medida do lado do quadrado menor.
Ao transladar e rotacionar os triangulos, obtém-se a figura da direita: um quadrado
seccionado nos quatro triangulos retangulos originais e um quadrado, cuja medida
do seu lado ¢ igual a medida da hipotenusa de cada triangulo. Como nao houve
alteracao do tamanho da area da figura, é facil verificar que as areas dos quadrados
da figura da esquerda correspondem a area do quadrado central da figura da direita,
mostrando que a soma das areas dos quadrados das medidas dos catetos ¢ igual a
area do quadrado da medida da hipotenusa, enunciado definido como “Teorema de

Pitagoras”.

1 Seja AABC e ADEF dois tridngulos retangulos. Se as hipotenusas e pelo menos, um dos

catetos de cada triangulo forem congruentes, entdo AABC é congruente ao ADEF'.
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Figura 1 — Uma prova sem palavras do Teorema de Pitadgoras.

Fonte: Autora (2021).

Segundo Doyle (2014) em [4], os diagramas também foram usados pelos
filésofos como forma de discutir o conhecimento. Socrates (470 a.C. - 399 a.C.)
utilizou-se da Figura 2 para convencer que uma ideia intuitiva poderia ser transfor-
mada em conhecimento através de um olhar cuidadoso: dado o quadrado de arestas
tracejadas, seccione sua area total em quatro partes através da interseccao de suas
diagonais. Note que as quatro areas geradas sao iguais, pois todos os triangulos sao
congruentes pelo caso Lado-Lado-Lado?, uma vez que a interseccao das diagonais é
o ponto médio das préprias, dividindo cada uma das duas diagonais em segmentos
congruentes. Assim, para gerar um novo quadrado com o dobro da &rea, basta
construir um triangulo congruente para cada um dos quatro tridngulos gerados, de

modo que a medida das diagonais sejam a medida dos lados do novo quadrado.

Figura 2 — Representacao da duplicacao do quadrado.

-1

Fonte: Autora (2021).

Tal discussao levou a descoberta do problema da duplicagao do quadrado,
cujo enunciado é o seguinte: dado um quadrado de area arbitraria, gerar um novo
quadrado com o dobro da &rea. A demonstracao algébrica é, segundo Doyle (2014),

muito trabalhosa. Acredita-se que nao foi a intencao de Sécrates utilizar essa

2 Seja AABC e ADEF dois tridngulos quaisquer. Se todos os lados de A ABC forem congruentes
a todos os lados de ADFEF, entao AABC é congruente ao ADEF.
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figura como uma prova, mas sim como suporte para sua argumentacao algébrica.
Entretanto, a figura é intuitiva a ponto de dispensar uma argumentacao verbal

como foi feito no paragrafo anterior.

Oliver Byrne (1810 - 1880) consolidou as provas visuais mateméticas ao
escrever uma versao dos Elementos de Euclides (ver Figura 3), em 1847, com figuras
coloridas ao “invés de grandes textos, de modo a facilitar a vida do leitor”. A ideia
da obra era minimizar a quantidade de texto para as demonstragoes algébricas por
meio de figuras, uma abordagem dita “inovadora” que consolidou a visualizacao no

ambito matematico.

Figura 3 — Uma pégina do livro Euclid’s Elements escrito por Oliver Byrne.

BOOK III. PROP. XXXII. THEGR. "y

be dravem curring the
= neade by this line scith the tosgent

in rhe alver-

If the chord thould pafs through the centre, it s evi-
e equal, for each of them is a right sngle.

— ], c— o the

o it mafk pafs through the ceatre of the |
ircle, (B. 3. pr. 19.)
JED ': a-H.].]'r 11
+' = f B 1ipp)
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Fonte: Doyle (2014, p.1).

Apesar da utilizacao em alguns momentos da histéria, as provas sem palavras
comecaram a serem difundidas apenas pelos matematicos modernos. Entretanto,
nao era um recurso muito utilizado até 1970 quando surgiu uma coluna na revista
intitulada Proofs without words. Em 1975, foi publicado um artigo intitulado Dois
enunciados matemdticos sem palavras, que apareceu no final da revista. Um deles
era uma demonstracao do Teorema de Pitagoras, ilustrado na Figura 1, na qual nao
foi apresentada no artigo como uma demonstragao, mas sim como uma ilustragao

para convencer o leitor do resultado.

Em 1976, dois meses depois das figuras serem publicadas, a Mathematics

Magazine, famosa revista norte-americana de divulgacao cientifica, ficou sob nova
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direcao de dois co-autores. Com tal mudanca no editorial, foi mudado o layout
do jornal, de modo a surgir a secao News and letters. Essa nova secao permitiu
aos leitores que fizessem reflexdes sobre matérias publicadas anteriormente em
outras edicoes da revista. Os enunciados figurativos, publicados por Rufus Isaac,
promoveram varios comentarios, de modo que os editores da revista lancaram uma
nota, encorajando os leitores a mandarem mais resolugoes as figuras propostas por
[saac e que também trouxessem outras figuras as proximas edig¢oes da revista de

modo que fosse aberta uma nova secao, intitulada Proofs without words.

Inicialmente, foram publicadas dois enunciados por ano. Conforme os anos
passaram, a quantidade de enunciados foi aumentando e despertando a curiosidade
de matematicos. Um deles foi o professor da Lewis and Clark University, Roger
Nelsen, que publicou um enunciado, que prova desigualdades entre as média
harmonica, média geométrica, média aritmética e a média quadrada. Nelsen reuniu
as provas sem palavras publicadas em edigoes anteriores e publicou varios livros
com uma coletanea de enunciados, entre eles: Proofs without words: exercises in
visual thinking (1993), Proofs without words II: more exercises in visual thinking
(2000) e Proofs without words III: more exercises in visual thinking (2006) (ver
6, 7, 8]).

A grande discussao por tras das provas sem palavras é se de fato elas podem
ser consideradas provas formais. Para Nelsen (1993), como dito anteriormente no
inicio do capitulo, as provas sem palavras sao figuras ou diagramas que auxiliam
o leitor a entender o porqué determinado enunciado matematico é valido e pode
dar ideias sobre como comecar uma demonstracao formal. E ainda, ele acredita
que as provas sem palavras sao um recurso importante para instigar a curiosidade
matematica. Elas funcionam como um esboco para as demonstracdes matematicas
e que apesar de menos rigorosas, sao mais atraentes ao leitor que busca conhecer
melhor a Matematica. Esta dissertacao ird tomar a seguinte posi¢do com relacao as

figuras:

“A questdo predominante é que as imagens nada mais sdo do
que dispositivos heuristicos; sdo psicologicamente sugestivos e
pedagogicamente importantes - mas ndo provam nada. Quero
me opor a essa visdo e defender que as imagens tenham um
papel legitimo a desempenhar como evidéncia e justificativa -
um papel muito além da heuristica.” - (aprod DOYLE et. al.,
1993, p.2)
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2 Visualizacao no ensino de Geometria

A Matematica é uma disciplina do curriculo elementar que exige a utilizacao
de diversos objetos de carater majoritariamente visual para a concretizacao de
seus conceitos abstratos e concretos como simbolos, tabelas, graficos estatisticos,

graficos de fungoes, figuras planas, figuras tridimensionais e férmulas.

Apesar da educagao Matematica ser global e estar presente desde o periodo
pré-historico, conforme relata Presmeg (2006) em [10], a visualizagdo no ensino
como tema de pesquisa em educacao matemadtica é relativamente recente. Um
levantamento feito por Bishop (1988 apud PRESMEG, 2006) mostrou que dos
233 artigos publicados pelo Journal for Research in Mathematics Education em
meados da década de 1980, apenas 8 estavam relacionados ao tema de visualizacao.
No ano seguinte, durante a décima primeira edicao do Annual Conference of
the International Group for the Psychology of Mathematics Education (PME) a

propor¢ao foi a mesma.

Segundo Presmeg (2006), no campo da Psicologia, as pesquisas sobre o
imaginario, estavam consolidadas no século XIX. Entretanto, no século XX surgiu
o Behaviorismo, estudo da Psicologia que valoriza estudos com comprovagoes

experimentais e nao subjetivas como sensagoes e percepgoes.

Mais recentemente, na década de 1980, com a ascensao do construtivismo,
as pesquisas sobre metodologias de ensino comecaram a ganhar notoriedade como
tema complexo a ser estudado. Esse foi o momento propicio para pesquisas sobre
o pensamento visual no ensino de Matematica (PRESMEG, 2006, p.2, traducao

nossa,).

2.1 Terminologia

O termo visualizacao pode ser usado de varias maneiras, de acordo com
o campo de pesquisa ou da area de conhecimento. Sendo assim, faz-se necessario
definir o termo que serd amplamente utilizado nesta presente pesquisa. Segundo
Piaget e Inhelder (1971), o termo visualizacao é utilizado para imagens visuais
que estao na mente do individuo, guiando sua criacao e modifica¢oes. Isso inclui o
processo de construcao e transformagao visual no imaginario. Todas as manipulacoes

implicam no fazer Matematica.

Uma imagem visual, de acordo com Presmeg (2006), é uma construgao
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mental, descrevendo uma informacao espacial ou visual. Diz-se que um visualizador
é a pessoa que prefere usar um método visual quando ha a possibilidade de escolher

outro método.

2.2 Imagens de visualizacao

Somente em 1991, o tema Imaginario e Visualizagao ganhou uma categoria
no PME, em duas das trés plenarias do congresso os autores Dorfler e Presmeg
discutiram os tipos de imagens que utilizamos hoje. Assim, tomando como base
os estudos de Dorfler, esta se¢ao discutira o conceito da chamada image schemata
baseado no artigo “Meaning: Image Schemata and protocols”, cujo objetivo é
discutir como os individuos se apropriam de alguma ideia matematica. Os estudos
de Dorfler (1991) [3], mostram a complexidade desse tema ao salientar a existéncia
de teorias filoséficas e epistemologicas com diferentes interpretacoes para a definicao
do que seria o significado de conceitos mateméaticos. Entretanto, essa apropriagao
nao deve ser entendida de modo que os significados formais de conceitos matematicos
sejam pontos de partida, ou extremamente ignorados, mas sim adquiridos ao longo
do processo de aprendizagem. Dessa forma, salienta a necessidade da coexisténcia
de significados formais, por meio de estudos formais, cuja a vantagem ¢é a seguranca
em manipular ferramentas matematicas, entretanto, “o preco disso é a perda da
imaginacao e criatividade” (Dorfler, p. 18).

A palavra “significado” deve ser interpretada com cautela, pois ndo ha uma
definicao objetiva, nao sendo possivel comparar o entendimento por um unico
tipo de teoria descritiva, uma vez que o substantivo “significado” tem um carater
subjetivo. O interesse do Dorfler foi entendé-la sob a perspectiva do comportamento
cognitivo. Para isso, ele ird tomar como ponto de partida do estudo tedrico de
Johnson e Lakoff, os quais utilizaram o termo image schemata, definidas como

estruturas esquematicas para explicitar relagoes de uma estrutura linguistica (as
palavras, por exemplo):

Um mecanismo cognitivo utilizado para o uso de palavras (e ou-
tras unidades linguisticas). Uma image schemata é uma estrutura
esquematica para denotar significados que uma palavra possui.
Mais precisamente, a representacdo de uma palavra é gerada
por um tipo de conjunto de palavras que sdo correlacionadas
pelo processo metaférico de correspondéncia e transformacoes
metonimias (DORFLER, p. 19)

Observe o exemplo da Figura 4, em que Lakoff apresenta uma andélise

detalhada de representagoes para conceituar a palavra “over”.
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Figura 4 — Representagoes para explicar a palavra “over”.

-t ——-O-——$-=
LM
The plane Rew over, } LM ;
Schema 1 The bird flew over the yard.
(O =
— e =0)
LM P

LM

Hang the painting over the freplage,
Schema 2

TR
P O
4 ~
Ff H”" \

The dog jumped over the fence

Sam walked over the hill.

Fonte: Dorfler (1991, p.19).

Importante salientar que a Figura 4 é um meio figurativo de representacao
de uma image schemata, sendo uma forma de se referir a ela, uma vez que “as image
schemata é entao vista como consistindo das atividades cognitivas de interpretagao,
aplicacao, projecao, transformagoes de figuras geométricas do tipo esquematicas”

(DORFLER, p.20)

Segundo Dorfler (1991), uma image schemata é um processo hipotético
cognitivo baseado em modelos esquematicos para obter o significado referencial de
palavras, sendo que a interpretacao individual das image schemata resultam das

experiéncias proprias do individuo.

Ainda, os significados estao baseados em mecanismos que podem ser expli-
cados por objetos concretos ou esquemas geométricos. Esses 1iltimos nao sdo usados
para retratar um objeto, mas servem para expressar relacoes de carater espacial e

temporal.

Os conceitos Matematicos podem ser entendidos como relagdes e complexos
sistemas de relagoes. A manipulacao cognitiva dos conceitos matemaéticos é facilitada

pela construcao e a disponibilidade de image schemata adequadas.
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Uma image schema é uma interacio perceptiva e/ou cognitiva e a
manipulagdo de alguma classe de modelo de objetos semelhantes,
seja um material, um desenho ou apenas uma imagem. Estes
ultimos serdo chamados de operadores (DORFLER, p. 21).

2.2.1 Figurative Image Schemata

E definido Figurative Image Schemata como aquelas imagens obtidas por
meio de operadores puramente figurativos, tais operadores mostram diversas carac-
teristicas que guiam o aprendiz na formacao de uma adequada imagem esquema. Tal
condicao nao é suficiente para o aluno atingir o entendimento, mas sim a contribuir
com o entendimento. Segundo Dorfler (1991), conceitos matematicos como zero da
funcao, convexidade, periodicidade, entre outros elementos pertinentes ao estudo
de fungoes sao alguns exemplos de objetos para os quais uma imagem figurativa
adequada favoravel a promocao do processo cognitivo do estudante, desde que aliado
a uma adequada explicacao do professor e a iteragao social. Ja outros conceitos
como figuras planas também podem obter significado gerado pelas Figurative Image
Schemata, entretanto, é necessario cautela com relacao ao operador, que pode gerar
ma interpretagao. Por exemplo, em livros didaticos é comum observar uma tnica
representacao para cada tipo de trapézio (reto, isésceles e escaleno), de modo que
o estudante gere significado de trapézio somente as figuras mostradas, sem refletir
sobre sua definicao e podendo perder-se em questoes interessantes como perceber

que o quadrado, por exemplo, é um caso particular de trapézio (ver Figura 5).

Figura 5 — Quadrado é um caso particular de trapézio.

Fonte: Autora (2022).

Assim, Dorfler (1991) enfatiza o fato que a Image Schemata ¢ de cara-
ter altamente individual e subjetivo, que depende das suas vivéncias sociais e

caracteristicas pessoas.

2.2.2 Operative Image Schemata

Define-se Operative Image Schemata como aquelas obtidas por meio de

associacoes entre o operador e operagoes especificas.
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Uma apropriada Figurative Image Schemata favorece a manipulagao de
conceitos matematicos, porém, existem casos em que se faz necessario relacionar
o operador as operacoes especificas. Isto é, nao se restringir a Figurative Image
Schemata apenas. Assim, por exemplo, para a compreensao de um grafico de uma
funcao com valores reais, uma adequada interpretagao operativa somaria ao processo
cognitivo do aluno, contribuindo para um entendimento apropriado. Para Dorfler
(1991), a compreensao do grafico requer do aluno uma operacao mental, dada pelo
movimento vertical a partir do valor de x até o grafico, movimentando-se 90 graus
a direita ou a esquerda e continuando, a direita ou a esquerda, até encontrar o valor
de f(x). Apos a apropriagao do conceito de grafico de uma fungao, a introducao
da nocao de ponto maximo de uma fungao, por exemplo, pode ser auxiliada por

uma Figurative Image Schemata. Ver Figuras 6 e 7.

Figura 6 — Em um plano cartesiano, ponto inicial A.

Fonte: Autora (2022).

Figura 7 — Plotagem de pontos de um grafico.

Fonte: Autora (2022).

Outro exemplo, é a indicagao de abertura e fechamento de dngulos como
pode ser visto na Figura 8. Para que o aluno compreenda que tal objeto ¢ uma

regiao do plano, delimitada por duas semirretas (ver Defini¢ao 3.2.2).
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Figura 8 — Representagao de angulo: regiao entre duas semirretas.

Fonte: Autora (2022).

2.2.3 Relation Image Schemata

Define-se Relation Image Schemata como aquelas obtidas por meio de
relagoes mutuas entre os operadores. “Mostrar um desenho em geral nao é suficiente
para estimular a construcao apropriada de uma Relation Image Schemata ou
Operative Image Schemata para o estudante (DORFLER, p. 27)”. Nestes casos, é
necessario utilizar-se das orientagoes sociais e lembrar-se da importancia do papel
do professor para guiar tais construcoes. Por exemplo, durante uma discussao sobre
a definicdo de uma circunferéncia, utilizar-se da rotacdo de um objeto qualquer,
fixado sob um ponto, é uma relagdo entre dois operadores: o ponto fixo, esqueméatico
de alguma forma, e o proprio objeto. Note que rotacoes e translagoes fazem parte

deste tipo de image schemata.

2.2.4 Symbolic Image Schemata

Define-se Symbolic Image Schemata como aquelas obtidas por meio de
formulas algébricas. Para Dorfler, a compreensao do significado das férmulas
matematicas é um processo cognitivo que demanda, mais uma vez, orientagao
por meio dos professores de modo a auxiliar o aluno a atingir o entendimento.
Por exemplo, problematize a férmula do Teorema de Pitdgoras (a? + b? = ¢?): é
necessario explicar, através de operadores, que cada variavel ao quadrado representa

a area de quadrados de medidas a, b e c.
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3 Pre-requisitos

Este capitulo destina-se aos pré-requisitos necessarios para a compreensao
das resolugoes das provas sem palavras que serao vistas no Capitulo 4. Serao
abordados defini¢oes e resultados envolvendo conceitos de Geometria Plana. E
importante salientar que os resultados apresentados aqui nao sao originais e podem
ser encontrados com mais detalhes em Muniz Neto (2013) e Osvaldo e Pompeo
(1993) (ver [5, 9]), bem como em outras referéncias. No entanto, as figuras sao de

autoria da propria autora.

Apesar do leitor poder escolher outras referéncias para consulta, é necessario
atentar-se as notacoes de objetos geométricos, como angulo, medida angular,

segmento etc, as quais serao utilizadas constantemente no Capitulo 4.

3.1 Ponto, reta, semirreta e segmento
Ponto, reta e plano serao considerados objetos matematicos primitivos,
isto é, serdo adotados sem definicao. Pode-se denotar:
- ponto com letras maiusculas: A, B, C, ...;
- reta com letras mintsculas: a, b, ¢, ...;
- plano com letras gregas minusculas: a, 3, 7, ....

Dados dois pontos A e B, apenas uma das seguintes afirmacgoes ocorre: ou
A e B sao coincidentes (A = B) ou A e B sao distintos (A # B).

Dados um ponto A e uma reta r, apenas uma das seguintes afirmacoes

ocorre: ou o ponto A estd na reta r (A € r) ou o ponto A ndo estd na reta r
(Agr).
Pelos postulados de Euclides, dois pontos distintos A e B do plano determi-

nam uma unica reta que passa por eles (ver Figura 9). Essa reta serd indicada por

AB.

Figura 9 — Reta j@

B
/’j///

Fonte: Autora (2021).
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Trés pontos A, B e C' no plano sao colineares quando C' estiver sobre a

reta jﬁ Caso contrario, A, B e C sao nao colineares.
Definicao 3.1.1 (Segmento de reta) Dados dois pontos distintos A e B do
plano, define-se segmento de reta como a uniao do conjunto {A, B} com o conjunto

dos pontos da reta jﬁ que estao entre A e B. O segmento de reta serd denotado
por AB e os pontos A e B sdo as extremidades do segmento AB (ver Figura 10).

Figura 10 — Segmento de reta AB.

jj FLELE

Fonte: Autora (2021).

Se A = B dizemos que o segmento AB ¢ o segmento nulo.

Observagao 3.1.2 (Medida do segmento) A medida do segmento AB serd de-
notada por m(AB).

Defini¢ao 3.1.3 (Semirreta) Dados dois pontos distintos A e B do plano, define-
se semirreta como a unido do segmento de reta AB com o conjunto dos pontos P

tais que B estd entre A e P. A semirreta serd denotada por 1@ e o ponto A € a

origem da semirreta f@ (ver Figura 11).

Figura 11 — Semirreta

Fonte: Autora (2021).

Observacao 3.1.4 (Semirretas opostas) Se A estd entre B e C, entao as se-
marretas B e B sao chamadas de semirretas opostas (ver Figura 12).
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Figura 12 — Semirretas opostas.

¥E
Fonte: Autora (2021).

Defini¢ao 3.1.5 (Segmentos consecutivos) Dois segmentos de reta sao ditos
consecutivos quando uma extremidade de um deles coincide com uma extremidade

do outro (ver Figura 13).

Figura 13 — Segmentos consecutivos.

B

Fonte: Autora (2021).

Definicao 3.1.6 (Segmentos colineares) Dois segmentos de reta sao ditos co-

lineares quando estio numa mesma reta (ver Figura 14).

Figura 14 — Segmentos colineares.

Ty ’

B

Fonte: Autora (2021).

Definicao 3.1.7 (Segmentos adjacentes) Dois segmentos de reta consecutivos
e colineares sao ditos adjacentes quando possuem apenas uma extremidade em

comum (ver Figura 15).
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Figura 15 — Segmentos adjacentes.

Fonte: Autora (2021).

Defini¢ao 3.1.8 (Segmentos congruentes) Dois ou mais segmentos de reta
sao congruentes quando possuem a mesma medida. A congruéncia entre segmentos

[{—

serd denotada pelo simbolo

Observacao 3.1.9 (Postulado do transporte de segmentos) Dados um seg-
mento de reta AB no plano e uma semirreta de origem em um ponto A’ deste
plano, temos que existe sobre esta semirreta um tunico ponto B’ tal que A’B’ = AB.

O postulado € ilustrado na Figura 16.

Figura 16 — Transporte de segmentos.

—

A

A B

Fonte: Autora (2021).

3.2 Angulos

Definigao 3.2.1 (Regido convexa) Uma regiio ¥ do plano é conveza quando,
para todos os pontos A, B € X, tivermos AB C ¥.. Caso contrdrio, ¥ é uma regido

nao convexra.

Uma reta r de um plano divide esse plano em duas regioes convexas, 0s
semiplanos delimitados por . Se A e B sdo dois pontos distintos em cada um

desses semiplanos, entio ABN\r # 0 (ver Figura 17).
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Figura 17 — Semiplanos determinados pela reta r.

Fonte: Autora (2021).

Definicdo 3.2.2 (Angulo) Dadas duas semirretas OP ¢ 0‘65 no plano de mesma
origem em O, um dngulo (ou regido angular) de vértice O e lados ﬁ e Oﬁ é uma
das duas regioes do plano limitadas pelas semirretas (ﬁ’ € Oﬁ O dangulo de vértice
O e lados ﬁ e @ serd denotado por POQ (ver Figura 18).

Figura 18 — Regioes angulares no plano.

Fonte: Autora (2021).

Definicdo 3.2.3 (Interior e exterior de um angulo) Considere o angulo POQ
de vértice O e lados ﬁ’ € O‘C>2 Nessas condicoes, temos:

1. O interior do angulo POQ ¢ definido pela intersecio R, Ra, onde R, € o
semiplano com origem na reta ﬁ’ e que contém o ponto Q) e Rg € o semiplano

com origem na reta w e que contém o ponto P (ver Figura 19).

2. O exterior do angulo POQ ¢ definido pela pela uniao R, Ry, onde R, é
o semiplano com origem na reta ﬁ’ e que ndo contém o ponto Q e R, ¢ o
semiplano com origem na reta w e que nao contém o ponto P (ver Figura

19).
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Figura 19 — Interior e exterior do angulo POQ.

Fonte: Autora (2021).

Observacao 3.2.4 O interior de um angulo é convexo e os pontos do interior sao
pontos internos ao angulo. Por outro lado, o exterior de um angulo é concavo e 0s

pontos do exterior sao pontos externos ao angulo.

Observacao 3.2.5 A medida angular varia de 0 a 2r radianos, mas também serd
usada a escala em graus, que varia de 0° a 360°. Se for necessdrio utilizar a medida
angular de um determinado angulo, denotaremos o simbolo m antes da mengdo do
angulo. Por exemplo, se quisermos afirmar que a medida angular de um determinado
angulo POQ ¢é igual a 60°, serd dito apenas que m(POQ) = 60°.

Defini¢ao 3.2.6 (Angulos congruentes) Dois ou mais angulos sio congruentes
quando possuem a mesma medida. A congruéncia entre angulos serd denotada pelo

“ —»

simbolo “ =

Observagao 3.2.7 (Postulado do transporte de dngulos) Dados um angulo
POQ de vértice O e lados O? e O@ e uma semirreta Cﬁ de um plano, temos que
existe sobre este plano, e num dos semiplanos que a reta 6’—3’ determina, uma unica
semirreta TQ que forma com W um dngulo P'OQ’ tal que P’OQ’ = POQ. O

postulado € ilustrado na Figura 20.
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Figura 20 — Transporte de angulos.

0 Q

Fonte: Autora (2021).

Considere o angulo POQ de vértice O e lados O? e O@ Dizemos que:

1. POQ ¢ agudo quando 0° < POQ < 90°.

2. POQ é reto quando POQ = 90°.

3. POQ é obtuso quando 90° < POQ < 180°.

4. POQ ¢ raso quando POQ = 180°. Neste caso, as semirretas O? e Oﬁ Sao

opostas, isto é, P, O e () estao na mesma reta, com O € PQ).

Os casos particulares descritos acima sao ilustrados na Figura 21.
Figura 21 — Angulos: (1) agudo. (2) reto. (3) obtuso. (4) raso.

P

Q o 2 9]

(1) (2) (3) (4).
Fonte: Autora (2021).

Observagio 3.2.8 (Angulos complementares e suplementares) Dois dngu-
los sao complementares quando a soma de suas medidas € igual a 90°. Dois angulos

sao suplementares quando a soma de suas medidas é igual a 180°.

Definigéo 3.2.9 (Angulos consecutivos) Dois dngulos sio ditos consecutivos

quando um lado de um deles coincide com um lado do outro (ver Figura 22).
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Figura 22 — Angulos consecutivos.

P I

O Q

Fonte: Autora (2021).

Definicdo 3.2.10 (Angulos adjacentes) Dois dngulos consecutivos POR e ROQ
de mesmo vértice O sao ditos adjacentes quando nao possuem pontos internos em

comum (ver Figura 23).
Figura 23 — Angulos adjacentes.

P IE

Q
Fonte: Autora (2021).

Definicdo 3.2.11 (Angulos opostos pelo vértices) Dois dngulos AOB e POQ
de mesmo vértice O sdo opostos pelo vértice se seus lados sdo semirretas opostas,

. P . - . ? ? .
isto €, as semirretas OA e O@, bem como as semirretas OB e OP, sdo opostas,

respectivamente (ver Figura 24).

Figura 24 — Angulos opostos pelo vértices.
P A

Q
B

Fonte: Autora (2021).

Definicao 3.2.12 (Bissetriz de um angulo) Uma semirreta O? ¢ bissetriz do
dingulo AOB se, e somente se, AOC = BOC' (ver Figura 25).
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Figura 25 — Bissetriz de um angulo.

o

B
C

Fonte: Autora (2022).

A unicidade da bissetriz de um angulo estd demonstrada em [9].

3.3 Circunferéncia

Defini¢ao 3.3.1 (Circunferéncia) Circunferéncia é o conjunto de pontos do
plano, que distam uma mesma distancia de um dado ponto do mesmo plano. Seja
r > 0 tal distancia, denominado o raio, e C' o ponto dado, denominado o centro da

circunferéncia (ver Figura 26).

Figura 26 — Circunferéncia de centro em C' e raio 7.

Fonte: Autora (2021).

O didmetro de uma circunferéncia de centro em C' e raio r é dado por 2r.

Definicao 3.3.2 (Arco de circunferéncia) Sejam a uma circunferéncia de cen-
tro em C' e dois pontos distintos, A e B, pertencentes d a. Nessas condicoes,

define-se:
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1. Arco menor AB da circunferéncia o« € a uniao dos conjuntos dos pontos A
e B e de todos os pontos de a que estao no interior do angulo ACB (ver
Figura 27).

2. Arco maior AB da circunferéncia o € a unidao dos conjuntos dos pontos A
e B e de todos os pontos de o que estao no exterior do angulo ACB (ver
Figura 27).

Figura 27 — Arco maior AB da circunferéncia o (figura a esquerda) e Arco menor
AB da circunferéncia « (figura a direita).

A B B

Fonte: Autora (2021).

Definicao 3.3.3 (Angulo central de uma circunferéncia) Angulo central de
uma circunferéncia € o angulo que tem o vértice no centro da circunferéncia. Mais
precisamente, sejam C o centro de uma circunferéncia o e dois pontos distintos, A
e B, pertencentes a «, AB € o arco correspondente ao angulo central ACB (ver
Figura 28).
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Figura 28 — Representacao da circunferéncia «, de centro C e raio r e o angulo
central ACB.

B A
Fonte: Autora (2021).

Definicao 3.3.4 (Medida de arcos de circunferéncia) A medida de um de-
terminado arco de circunferéncia € dado pela medida do angulo central correspon-
dente, em graus ou radianos. Quando for necessario referenciar a medida do arco

AB, serd utilizada a simbologia m(AB).

Definicao 3.3.5 (Angulos inscritos em uma circunferéncia) Angulo inscrito
em uma circunferéncia € um dangulo que tem o vértice na circunferéncia e os lados
sdo secantes a circunferéncia. Mais precisamente, sejam o uma circunferéncia de
centro em C' e O um ponto pertente a o, define-se o angulo inscrito AOB relativo
a a, em que cada uma de suas respectivas semirretas, (721 e @, interceptam a
circunferéncia no ponto O (vértice de AOB ) e em dois pontos distintos, A e B, da

circunferéncia, respectivamente (ver Figura 29).

Figura 29 — Angulo inscrito AOB relativo a circunferéncia a.

O

A B

Fonte: Autora (2021).

Na Figura 29, ACB éo angulo central correspondente ao angulo inscrito

AOB e AB é o arco correspondente ao angulo central AC'B.
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A demonstracao do teorema a seguir pode ser encontrada em [9], Capitulo
X1, Secao I11-167.

Teorema 3.3.6 (Medida do angulo inscrito) A medida do dngulo inscrito a

uma circunferéncia mede metade da medida do angulo central correspondente.

3.4 Poligonos

Serd necessario definir poligonos convexos para que seja possivel definirmos

triangulos e quadrados, cujas suas propriedades serao utilizadas no Capitulo 4.

Defini¢do 3.4.1 (Linha poligonal) Dada A;, As,..., A,, comn € N en > 3,

uma sequéncia finita de pontos distintos do plano. Chama-se linha poligonal d

unidao dos segmentos A1As, AsAs, ..., A,_1A,, tal que trés pontos consecutivos,
Ag_1, Ak, A1, SGo nao colineares. Se A, 1 coincidir com Ay, diz-se que a linha
poligonal € fechada. Caso contrdrio, se A, ndo coincidir com Ay, diz-se que a linha

poligonal € aberta.

E ainda, cada um dos pontos A;, onde i = 1,2,...,n, serao denominados
vértices, cada segmento A;A; 11 serd denominado lado ou aresta e a linha poligonal
serd denotada por A1AsAs ... A,_1A,.

Na Figura 30, ilustramos linhas poligonais, aberta e fechada.

Figura 30 — Exemplos de linhas poligonais: (1) aberta e (2) fechada.

(1) (2)

Fonte: Autora (2021).

Defini¢ao 3.4.2 (Linha poligonal fechada simples) Uma linha poligonal fe-
chada A1AxAz ... A,_1A, € simples se nao hd intersecio entre dois segmentos ndo
consecutivos. Caso contrdrio, a linha poligonal fechada € dita nao simples. A este

tipo de linha poligonal é dado o nome de poligono simples.
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Na Figura 31, ilustramos linhas poligonais fechadas, simples e nao simples.

Figura 31 — Exemplos de linhas poligonais fechadas: (1) ndo simples e (2) simples.

(1) (2)

Fonte: Autora (2021).

Observagao 3.4.3 (Poligono simples) Uma linha poligonal fechada simples é

também chamada de poligono simples.

Defini¢ao 3.4.4 (Regido poligonal) A regiao poligonal correspondente a uma

linha poligonal fechada € a unido da linha poligonal com os pontos do seu interior.

Na Figura 32, ilustramos as regioes poligonais correspondentes as linhas

poligonais fechadas da Figura 31.

Figura 32 — Exemplos de regides poligonais.

=9

Fonte: Autora (2021).

Definigao 3.4.5 (Poligono convexo) Um poligono simples € dito poligono con-
vexo quando a reta determinada por dois vértices consecutivos quaisquer deixa todos
0s demais (n — 2) vértices, comn € N e n >3, em um mesmo semiplano, dos dois

que ela determina. Um poligono simples ndo convexo é denominado concavo.

Na Figura 33, ilustramos regioes poligonais correspondentes a poligonos,

convexo e concavo.

Dizemos que um poligono convexo A;A,...A,, é um n-agono se ele possuir
um nimero n de lados (n vértices). No entanto, destacamos o uso dos nomes

tridngulo para n = 3 e quadrilatero para n = 4.
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Figura 33 — Exemplos: (1) poligono convexo e (2) poligono concavo.

Fonte: Autora (2021).

Dado um poligono convexo A1As...A,, com n € N en > 3, os angulos
convexos A; 1A;A;11 sdo os Angulos internos do poligono. Dessa forma, um

poligono de n vértices possui n angulos internos.

Defini¢ao 3.4.6 (Poligono regular) Um poligono convezo é dito reqular quando

todos os seus lados e todos 0s seus angulos internos sao congruentes.

Defini¢ao 3.4.7 (Poligono inscritivel) Um poligono convexo é dito inscritivel

quando existe uma unica circunferéncia que passa por todos seus vértices.

Observacao 3.4.8 Se um poligono convexro estd inscrito numa circunferéncia,

dizemos que a circunferéncia é circunscrita em tal poligono.

3.5 Triangulos

Um tridngulo é um caso particular de poligono convexo, conforme descrito

a seguir.

Defini¢ao 3.5.1 (Tridngulo) Dizemos que ABC é um triangulo se, e somente

se, ABC é um poligono convezo de trés lados.

O tridangulo serda denotado por AABC, sendo seus elementos trés angulos
(BAC, ABC e BCA) e trés lados (AB, BC e CA). A regido tridngular correspon-
dente ao triangulo AABC' ¢ ilustrada na Figura 34.
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Figura 34 — Triangulo AABC' de vértices A, B e C.

A

Fonte: Autora (2021).

Como um triangulo possui trés lados, entao temos apenas trés possibilidades

para os comprimentos dos lados, dadas na definicao a seguir.

Definicao 3.5.2 (Tridngulo equilatero, isésceles e escaleno.) Um triangulo
NABC' é denominado:

1. Escaleno, quando os trés lados nao sao congruentes dois a dois.
2. Isdsceles, quando possui pelo menos dois lados congruentes.

3. FEquilatero, quando possui trés lados congruentes. Note que um triangulo

equildtero é um caso particular de triangulo isosceles.
Observacao 3.5.3 Todo triangulo é inscritivel em uma circunferéncia.

Teorema 3.5.4 (Soma dos dngulos internos de um tridngulo) Dado um tri-
angulo ANABC, em que CAB,ABC, BCA sio seus angulos internos, entdo

m(CAB) + m(ABC) +m(BCA) = 180°.

Defini¢ao 3.5.5 (Tridngulo retangulo) Define-se triangulo retingulo como um
triangulo AABC' em que um dos seus angulos internos mede 90°. Chamamos de
hipotenusa, o lado oposto ao angulo de medida 90°. Os demais lados recebem o

nome de cateto.

Na Figura 35, temos que AABC é retangulo, ou reto, em ACB, AB ¢é
hipotenusa, AC e BC sao catetos.
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Figura 35 — Tringulo retAngulo AABC, em que m(ACB) = 90°.

A

C B

Fonte: Autora (2021).

3.5.1 Trigonometria no triangulo retangulo

A seguir enunciamos uma importante relacao métrica no triangulo retangulo,
conhecida como o Teorema de Pitdgoras, para demostragao consultar [9], Capitulo

XIV, Segao I-197.

Teorema 3.5.6 (Teorema de Pitagoras) O quadrado da medida da hipotenusa

¢ igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.
Com base na Figura 35, podemos definir as razoes trigonométricas a seguir.

Definicao 3.5.7 (Razdes trigonométricas) Dado um triangulo retingulo AABC,
reto em ACB define-se razoes trigonométricas, seno, cosseno e tangente, relativas

a um angulo B dado, como:

m(AC) _ m(CB)  m(AC)
B o) =g e ) = e

sen(B) = m(AD) m(CB)

p

m

Em particular, temos

Teorema 3.5.8 (Relagdo fundamental da trigonometria) sen?3 + cos?f3 =
1, para todo 5 € R.

Demonstracdo: Seja AABC um tridngulo retangulo, reto em ACB, em que

m(AEC') = 3, conforme mostra a Figura 35.

Aplicando as razoes trigonométricas dadas na Defini¢do 3.5.7, temos

m@0)\"  (m@B)\" (m@‘“’))z*(m(w))?
m<AB>) *(mmm) T ow)

sen®f + cos’3 = (
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Pelo Teorema de Pitdgoras (ver Teorema 3.5.6),

sen?f + cos’fB = (m<B)>2 =1. [ |
()

3.5.2 Congruéncia de triangulos

Inicialmente, temos a definicdo de congruéncia de triangulos, onde obtemos

todas as condigoes para que dois triangulos sejam congruentes.

Definicao 3.5.9 (Congruéncia de tridngulos) Dizemos que dois tridngulos
sao congruentes (simbolo =) se os lados e angulos de um deles sao ordenadamente

congruentes aos lados e angulos do outro.

Por outro lado, temos condi¢oes minimas para que dois triangulos sejam
congruentes, que sao chamadas casos de congruéncias. Vamos enunciar quatro
desses casos que sao usados tanto neste capitulo, quanto no Capitulo 4. Caso o leitor
queira se aprofundar no assunto, com enunciados e demonstracoes, recomenda-se

consultar [5, 9].

1° caso - Lado-Angulo-Lado (LAL) - postulado: Se dois tridngulos tém,
ordenadamente congruentes, dois lados e um angulo compreendido entre esses lados,
entao esses triangulos sao congruentes.

Na Figura 36, note que AC = DE, ACB=DEF e CB=EF. Logo, pelo
caso LAL, obtemos AABC = ADEF.

Figura 36 — Congruéncia de triangulos - caso LAL.

Fonte: Autora (2021).

Este postulado indica que o lado restante e os dois angulos restantes dos

triangulos também sao ordenadamente congruentes, isto significa, pela Figura 36,

que AB=DF, CAB=EDF e ABC = DFE.
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2° caso -Angulo-Lado-Angulo (ALA): Se dois tridngulos tém, ordenadamente
congruentes, um lado e os dois angulos adjacentes a ele, entao esses triangulos sao

congruentes.

Na Figura 37, note que ACB = DEF, CB = EF e CBA = EFD. Logo,
pelo caso ALA, obtemos AABC = ADEF.

Figura 37 — Congruéncia de triangulos - caso ALA.

A A

Fonte: Autora (2021).

3° caso - Lado-Lado-Lado (LLL): Se dois tridngulos tém, ordenadamente

congruentes, os trés lados, entao esses triangulos sao congruentes.

Na Figura 38, note que AC = DE, CB = EF e BA = FD. Logo, pelo
caso LLL, obtemos AABC = ADEF.

Figura 38 — Congruéncia de tridngulos - caso LLL.

A A

Fonte: Autora (2021).

4° caso - Cateto-Hipotenusa: Se dois triangulos retangulos tém, ordenada-
mente congruentes, a hipotenusa e um de seus catetos, entao esses triangulos sao

congruentes.

Com base no 4° caso de congruéncia de triangulos, podemos obter o seguinte

resultado

Teorema 3.5.10 (Segmentos tangentes a uma circunferéncia) Se de um ponto
P conduzirmos os segmentos PA e PB, ambos tangentes' a uma circunferéncia,

com A e B na circunferéncia, entdo PA e PB sdo congruentes (ver Figura 39).

1 Ponto tangente é o tinico ponto que intercepta uma circunferéncia e uma reta tangente dadas.
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Figura 39 — Segmentos tangentes PA e PB.

Fonte: Autora (2022).

Demonstracgao: Seja O o centro da circunferéncia dada na Figura 39. Temos
que OA e OB sio raios da circunferéncia, portanto, sio segmentos congruentes e
OP é segmento comum aos tridngulos APAO e APBO. Logo, pelo caso Cateto-
Hipotenusa, segue que APAO e APBO sao congruentes e assim, PA e PB sdo

congruentes. |

3.5.3 Semelhanca de tridangulos

Para uma leitura mais proveitosa, vamos definir o que sao dois tridngulos
semelhantes, enunciar o caso de semelhanca Angulo-Angulo com sua respectiva
demonstracao. Outros casos de semelhanca, bem como o Teorema Fundamental de

Semelhanca e outros resultados podem ser encontrados em [9].

Defini¢ao 3.5.11 (Semelhanca de tridngulos) Dois triangulos sio semelhan-
tes se, e somente se, possuem os trés angulos congruentes e os lados homaologos
(isto €, tais que cada um deve estar em um dos tridngulos e ambos sdo opostos a

angulos congruentes) proporcionais.

Observacao 3.5.12 Utiliza-se o simbolo ~ para indicar semelhanca. Ou seja,

dizemos:
ANABC ~ NA'B'C’
— CAB=CAB, ABC=ABC ¢ BCA=BCA

m(AB) m(BC') m(CA)

m(@B) mBC) © mOA)

Na Figura 40, os triangulos NABC e NA'B'C" sio semelhantes.
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Figura 40 - AABC ~ NA'B'C".

Ar

A 3

i A
i \"1

/

c’

Fonte: Autora (2021).

Por outro lado, temos condi¢oes minimas para que dois triangulos sejam
semelhantes, que sao chamadas casos de semelhanca. Nesta dissertacao, como dito

anteriormente, serd trabalhado apenas um caso: Angulo-Angulo.

Caso Angulo-Angulo: Se dois tridngulos possuem dois angulos ordenadamente

congruentes, entao eles sao semelhantes.

3.6 Quadrado

Um quadrado é um caso particular de poligono regular, conforme descrito a

seguir.

Defini¢ao 3.6.1 (Quadrado) Dizemos que ABCD é um quadrado se, e somente
se, ABCD ¢é um poligono reqular de quatro lados (ver Figura 41).

Definicio 3.6.2 (Area de quadrado) A drea de um quadrado é dada pelo qua-
drado da medida do lado (ver Figura 41).

Figura 41 — ABCD é um quadrado cujo o lado mede [ e drea mede [°.

A B

o
D !

Fonte: Autora (2021).
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4 Planos de aula: provas sem palavras em
didlogo com a BNCC

Como estabelece a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), Brasil (2018)
em [1], habilidades sao ideias que os alunos devem aprender para adquirir uma
determinada competéncia, que por sua vez,

“é definida como a mobilizagdo de conhecimentos (conceitos e
procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocio-
nais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da
vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do
trabalho” (BRASIL, 2018, p. 8).

O objetivo deste capitulo serd propor materiais para uso dos professores,
em especial, do Ensino Publico. Esses materiais consistem em planos de aula
que exploram as provas sem palavras com resolugoes, como recurso para revisar
e aprofundar conceitos de Geometria Plana, estudados ao longo da educagao
basica, conforme exigidos pela BNCC. Sendo assim, foram selecionados teoremas
que possuem pelo menos uma prova sem palavras correspondente, de forma a
explorar, direta ou indiretamente, habilidades especificas da BNCC para o Ensino

de Geometria.

Cada plano de aula contém informagoes, enunciado, resolucoes, além de uma
sugestao para que o professor consiga conduzir as aulas com seus alunos. Algumas

aulas sao introdutorias para a realizagao de suas respectivas habilidades exigidas
pela BNCC.

Cada prova sem palavras foi adaptada dos trés volumes da obra de Roger
Nelsen Proofs Without Words (ver [6, 7, 8]) para figuras dindmicas e animagoes no
software Geogebra. Todas as figuras e animagoes foram feitas pela autora com base
nas referéncias citadas anteriormente sob a justificativa de oferecer subsidios para
que o professor possa trabalhar a questao da visualizagdo no ensino de Geometria,
conforme discutido no Capitulo 2. Os links para acesso as construgdes no Geogebra

serao disponibilizados nos planos de aula.

Por se tratar de figuras dinamicas, permite-se movimentar pontos, retas e
outros objetos, promovendo, além do movimento, ampliacao e reducao de figuras.
O dinamismo dessas figuras ¢ uma nova ferramenta, a qual pode adquirir o papel

de operadores, permitindo trabalhar cognitivamente com a image schemata.
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A fim de facilitar a leitura, serd descrito a seguir todas habilidades e
competéncias, que serao trabalhadas através da execucao dos planos de aula, sendo

necessario apenas menciona-las ao longo do capitulo.

EM13MAT201: Propor ou participar de a¢des adequadas as demandas da re-
giao, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medicoes e calculos de

perimetro, de drea, de volume, de capacidade ou de massa. (BRASIL, 2018, p. 545);

EM13MAT307: Empregar diferentes métodos para a obtengao da medida da
area de uma superficie (reconfiguragoes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir
expressoes de célculo para aplicd-las em situagdes reais (como o remanejamento e a

distribuigao de plantacoes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.
(BRASIL, 2018, p. 545);

EM13MAT105: Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translagao,
reflexdo, rotagdo e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgoes humanas (fractais,
construgoes civis, obras de arte, entre outras). (BRASIL, 2018, p. 545);

EM13MAT308: Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno
ou as nocgoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que

envolvem tridngulos, em variados contextos. (BRASIL, 2018, p. 545);

EM13MATS506: Representar graficamente a variagdo da area e do perimetro de
um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e
classificando as fungoes envolvidas. (BRASIL, 2018, p. 545).

Pensando em criar subsidios para que o professor trabalhe essas habilidades
em sala de aula, a seguir serdo apresentados seis planos de aulas voltados para
o ensino de Geometria Plana no Ensino Médio. Cada plano de aula tem como
tema um teorema, que visa trabalhar pelo menos uma das habilidades enunciadas
anteriormente. Nos Apéndices, apresentaremos uma sugestao de material que o
professor pode disponibilizar aos alunos durante o desenvolvimento dos planos de
aula. Importante salientar que foi feito um recorte: utilizou-se somente habilidades
associadas a Geometria Plana, com excecao da habilidade EM13MAT505, que
visa trabalhar com ladrilhamentos do plano, tema este que nao foi diretamente
trabalhado por uma das provas sem palavras estudadas na bibliografia desta

dissertacao.
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4.1 Plano de aula 01: Teorema de Pitagoras - parte |

Propriedade matematica: Dado um tridangulo do tipo retangulo, é valida a

seguinte relagao:

¢ =a’+ b,

onde a, b > 0 sao as medidas dos catetos e ¢ > 0 ¢ a medida da hipotenusa de tal

triangulo.

Este plano de aula esta dividido em duas partes, aula 01 e aula 02, as quais
tém como objetivo convencer o leitor, no caso, o estudante, sobre a validade do
Teorema de Pitagoras. A aula 01 propoe uma prova sem palavras em formato de
quebra-cabecas e pode ser adaptado com outros materiais além do digital. Ja a
aula 02 exige mais pré-requisitos em relacao a aula 01, e considero ser um desafio
matematico maior, em que o estudante precisa utilizar mais propriedades e relagoes

geométricas aprendidas ao longo do Ensino Basico.

4.1.1 Informacoes iniciais da aula 01
Publico-alvo: Alunos do 9° ano e Ensino Médio.

Objetivos: Espera-se que, ao final da aula, o aluno seja capaz de:

a. relacionar a férmula algébrica a sua respectiva interpretacdo geométrica e vice-

versa;
b. revisar area de quadrado;

c. explorar a definicao de triangulo retangulo.
Justificativas: Trabalhar a habilidade EM13MAT201.

Pré-requisitos: Triangulos retangulos e drea de quadrado. Ver Segoes 3.4, 3.5 e
3.6.

Recursos: Utilizar a ficha disponivel no Apéndice e as construgoes no Geogebra
disponiveis em:
https://www.geogebra.org/m/zunzeubr

Ultimo acesso em: 14 de Outubro de 2021.

Duragao: 1 hora-aula (50 minutos).


https://www.geogebra.org/m/zunzeu6r
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4.1.2 Atividade da aula 01

Enunciado da atividade: Dado um triangulo retangulo, vale que o quadrado da
medida da hipotenusa ¢é igual & soma dos quadrados das medidas dos catetos (ver
Figura 42).

Figura 42 — Teorema de Pitagoras: parte I.

Teorema de Pitagoras

Instrucdes: Cligue no centro da peca para arrasta-la e o circule nos cantos da peca para gira-la

Desafio: Use as pecas para montar os dois quadrados menores. Depois tente usar as mesmas pecas
para montar o quadrado maior. Quais relacdes vocé conseque estabelecer entre as areas das figuras?

<
Al

Teorema de Pitagoras de Felipe Heitmann foi licenciado com uma Licenca Creative Commons

Fonte: Figura de Felipe Heitman. Creative Commons.

50: i . , )
Resolugao: A atividade consiste em arrastar os poligonos do quadrado maior
para os outros dois quadrados. Com o deslocamento desses poligonos, perceber
que a soma das areas dos quadrados menores equivale a area do quadrado maior,

verificando o Teorema de Pitdgoras.

4.1.3 Descricao da aula 01

Metodologia: Dividir a turma em duplas. Pedir para que as duplas acessem o

quebra-cabega dinamico através do link disponivel na Subsegao 4.1.1.

O professor incentivara a turma, como um todo, a explorar a atividade
proposta, sem dicas. O objetivo é que as duplas consigam compreender que todas
as pecas se encaixam ou no quadrado maior ou nos dois quadrados menores. O
professor pode incentivar o didlogo entre duplas, de modo que a turma consiga

atingir o objetivo da atividade.

Ao final, o professor sintetizarda a atividade enunciando o Teorema de

Pitagoras geometricamente, conforme visto ao longo da aula e algebricamente:
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“Dado um triangulo retangulo, vale que o quadrado da medida da hipotenusa
é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.” E ainda: “Se a soma dos
quadrados das medidas dos dois menores lados de um triangulo for igual ao quadrado
do maior lado deste mesmo triangulo, entao esse triangulo é retangulo”. Esta tltima
pode ser explorada através da atividade extra disponibilizada para os alunos no

Apéndice.

Procedimentos:
1. Apresentagao do tema da aula (Teorema de Pitdgoras), bem como seu enun-

ciado e seus objetivos de aprendizagem (maximo 5 min.);

2. Acesso ao link da construgao no Geogebra e entrega da ficha do Apéndice

(méximo 5 min.);

3. Revisao dos pré-requisitos: tridngulo retdngulo e drea de quadrado (maximo

10 min.);

4. Discussao de ideias e propostas para a resolucao da atividade (méximo 15

min. );
5. Preencher a ficha (maximo 10 min.);

6. Fechamento da aula (méximo 5 min.).

4.2 Plano de aula 02: Teorema de Pitagoras - parte Il

Propriedade matematica: Dado um triangulo do tipo retangulo, é valida a
seguinte relacao:

¢ =a*+ 1,
onde a,b > 0 sao as medidas dos catetos e ¢ > 0 é a medida da hipotenusa de tal

triangulo.

Nesta aula, abordaremos a segunda parte do plano de aula 01.

4.2.1 Informacdes iniciais da aula 02
Piblico-alvo: Alunos do Ensino Médio.

Objetivos: Espera-se que, ao final da aula, o aluno seja capaz de:

a. compreender que o Teorema de Pitagoras é valido para qualquer tridangulo

retangulo;
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b. revisar conceitos da Geometria Plana do Ensino Fundamental II.
Justificativas: Trabalhar a habilidade EM13MAT105.

Pré-requisitos: Segmentos, arcos, angulos centrais e inscritos na circunferéncia,

poligonos e tridngulos. Ver Secoes 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5.

Recursos: Utilizar a ficha disponivel no Apéndice e as construgoes no Geogebra

disponiveis em:

https://www.geogebra.org/m/ecyzwiuz

Duracgao: 2 horas-aula (100 minutos).

4.2.2 Atividade da aula 02

Enunciado da atividade: Dado um triangulo retangulo, vale que o quadrado da
medida da hipotenusa é igual & soma dos quadrados das medidas dos catetos (ver
Figura 43).

Figura 43 — Teorema de Pitagoras: parte II.

Fonte: Autora (2021).

Resolucgao: Com base na Figura 44, considere o tridngulo AQNO em que O é o
centro de uma semicircunferéncia e os pontos ) e N pertencem a ela. Seja ainda
seu diametro PM. Tal triangulo serd retangulo, por construcao, de modo que N@

seja perpendicular a PM. Considere os catetos OQ e NQ com medidas m(OQ) = a


https://www.geogebra.org/m/ecyzwfuz
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e m(NQ) = b, respectivamente, e a hipotenusa ON com medida m(ON) = c. Note

ainda que ON é o raio da circunferéncia dada.

Figura 44 — Teorema de Pitagoras: resolugao.

Fonte: Autora (2021).

Como ON e OP sao raios da circunferéncia, segue que ANOP ¢ isésceles
e assim ONP = NPO com m(ONP) = m(NPO). Denote oo = m(N PO).

Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180° (ver Teorema
3.5.4), segue que m(PON) = 180° —2-a e m(NMQ) = 90° — o, uma vez que é um
angulo inscrito relacionado ao arco PN (ver Teorema 3.3.6). Novamente, usando

que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, temos

m(MNQ) = 180° — (90° — o) — 90° = a.

Note que,
m(PON) +m(NOQ) = 180°
— 180°—2-a+m(NOQ) = 180°

— m(NOQ)=2-a.
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E como, NQO ¢ um angulo reto (isto é, sua medida é de 90°), obtemos

m(QNO) =180° — 90° — 2 - a
— m(QNO)=90°—-2-a.

Pelas descricdes anteriores, temos que QPN = MNQ com m(Qﬁ’N ) =
m(MNQ) = o e QMN = QNP com m(QMN) = m(QNP) = 90° — a. Logo,
AQNP e AMNQ sao semelhantes pelo caso Angulo-Angulo (ver Subsecio 3.5.3),

ou seja,

— A =a®+b.

4.2.3 Descricao da aula 02:

Metodologia: Nesta aula, sera proposto aos alunos o enunciado do problema e

espera-se que, com orientagdo do professor, eles possam obter a resolucao.

Para tal, pode ser utilizado o link disponivel na Subsecao 4.2.1 para apre-
sentar o enunciado, movimentando o tridngulo ao longo da semicircunferéncia e a
propria circunferéncia para que o estudante se convenca que ha uma infinidade de
triangulos retangulos distintos inscritos em uma semicircunferéncia qualquer. Dessa
forma, os estudantes poderao ganhar a percepc¢ao da figura operativa, conforme

propoe Presmeg (2006).

Além disso, nao espera-se que os estudantes consigam concluir a resolucéo
apenas com o enunciado. Sendo assim, o docente pode propor além do enunciado,

o seguinte trecho da resolucao:

Procedimentos:

1. Apresentagao do tema da aula (Teorema de Pitadgoras), bem como seu enun-

ciado e seus objetivos de aprendizagem (maximo 5 min.);



4.8. Plano de aula 03: lei dos cossenos para angulos agudos do triangulo retangulo 53

2. Acesso ao link da construgao no Geogebra e entrega da ficha do Apéndice

(maximo 5 min.);

3. Revisao dos pré-requisitos: arcos, angulos centrais e inscritos na circunferéncia,

poligonos e tridngulos (maximo 25 min.);

4. Anotacao de ideias e propostas para a resolucdo da atividade (maximo 30

min.);

5. Socializagdo das ideias das duplas com dicas dadas pelo professor (méaximo
20 min.);

6. Fechamento da aula com a finalizagao da resolugao da atividade (maximo 15

min. ).

4.3 Plano de aula 03: lei dos cossenos para angulos agudos

do triangulo retangulo

Propriedade matematica: Dado um triangulo qualquer AABC' e um dos seus

angulos internos conhecidos, ACB. E valida a seguinte relacao:
F=a’>+bv—2-a-b-cosACB,

onde a, b, c > 0 sao as medidas dos lados do triangulo e ACB éo angulo oposto ao

lado de medida c.

Neste plano de aula esta proposta duas provas sem palavras que trabalham
a validade da lei dos cossenos. A primeira verificara para os angulos agudos de um
triangulo retangulo e a segunda para os angulos agudos de um triangulo qualquer.
Ja para os angulos obtusos, sera proposto como um complemento as aulas. A ideia
¢ que a primeira prova sem palavras seja mais simples de convencer o leitor, pois
necessita de menos argumentos em relacdo a segunda. Assim, o professor pode

trabalhar a segunda prova sem palavras como um aprofundamento da aula.

4.3.1 Informacodes iniciais da aula 03
Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio.

Objetivos: Espera-se que, ao final da aula, o aluno seja capaz de:

a. argumentar uma justificativa para a férmula da lei dos cossenos para qualquer

angulo agudo de qualquer triangulo;
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b. revisar conceitos da Geometria Plana;
c. utilizar as defini¢bes de seno e cosseno como recurso para resolucao de problemas;

d. aplicar a relacao fundamental da trigonometria.
Justificativas: Trabalhar as habilidades EM13MAT105 e EM13MAT308.

Pré-requisitos: Segmentos, dngulos, Teorema de Pitdgoras, figuras planas (qua-
drado), congruéncia e semelhanca de tridngulos e propriedades de arcos de circun-
feréncia. Ver Secoes 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6.

Recursos: Utilizar a ficha disponivel no Apéndice e as construgoes no Geogebra

disponiveis em:
https://www.geogebra.org/m/wkmznvbw (enunciado da atividade 1)

https://www.geogebra.org/m/kgvecv8u (enunciado da atividade 2)

Duragao: 1 hora-aula para a atividade 1 (50 minutos) e 2 horas-aula para a
atividade 2 (100 minutos).

4.3.2 Atividades da aula 03

Enunciado da atividade 1: Lei dos cossenos para angulos agudos do triangulo

retangulo (ver Figura 45).

Figura 45 — Lei dos cossenos para angulos agudos do tridngulo retdngulo AABC.

(bsen3s°)?

o2 en35°)* TN

o
5
fepazantanasd
=]

b (@ — boasan®)?

(a2 — beos3b®)

Fonte: Autora (2021).


https://www.geogebra.org/m/wkmznvbw
https://www.geogebra.org/m/kgvecv8u
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Resolugao da atividade 1: Com base na Figura 45, considere o tridangulo retan-
gulo AABC em que m(AB) = ¢, m(BC) = a, m(AC) = b e m(BAC) = 90°. E
ainda, sem perda de generalidade, tome o angulo agudo oposto ao cateto de medida
¢, BCA =190 (na Figura, 45 estamos considerando 6 = 35°) e seja AD a altura

relativa & hipotenusa BC.

Pela definicio da altura AD, ADB é reto e segue que os triangulos AADB
e ANACD também sao retangulos.

A partir dos lados do triangulo AABC, é possivel construir trés quadrados

de lados de medidas a, b e c.

Considerando o tridngulo AACD e usando a defini¢ao de seno (Definigao

3.5.7), obtemos

Da mesma forma, pela definicdo de cosseno, obtemos

cost =

S
2

<= b-cosd =m(

Note que,

Como o tridngulo AADB é retangulo, entao vale o Teorema de Pitagoras

(Teorema 3.5.6). Portanto, aplicando tal teorema e a relacdo fundamental da
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trigonometria (Teorema 3.5.8), temos
m(AB)?* = m(AD)? + m(DB)?
= = (b-send)®+ (a—b- cosh)’
= =0 (senh)? +a*—2-a-b-cosd + b* - (cosh)?

& =a’+b-[(send)? + (cosh)?] —2-a-b- cosh

!

A=a*4+0*-1-2-a-b-cosb

[

— *=a®>+b—2-a-b-cosb.

Enunciado da atividade 2: Lei dos cossenos para angulos agudos de um triangulo

qualquer (ver Figura 46).

Figura 46 — Lei dos cossenos para angulos agudos de um tridngulo qualquer AABC.

Fonte: Autora (2021).

Resolugao da atividade 2: Com base na Figura 46, considere um triangulo
qualquer AABC' inscrito em um tridngulo retangulo AC'DFE, que por sua vez esta
inscrito em uma circunferéncia de centro B de tal modo que sua hipotenusa EC é o

diametro. E ainda, AB é um segmento contido no didmetro F'G. Sejam m(AC) = b,
m(AB) = ¢, m(BC) = a e m(DCE) = 0.

Observe que BC' = BF, pois sdo raios da circunferéncia, logo EB e BF
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tém medida a. Assim,

Por outro lado, tomando o tridngulo ACDEFE e aplicando a defini¢ao de

cosseno, obtemos

~ m(CD)
cost = )

B m(CA) + m(AD)

= st = CE) + m(BE)
a—+a

< 2-a-cost —b=m(AD).

Conforme a Figura 47, note que ANAFD e ANACG sao semelhantes pelo
caso Angulo-Angulo (ver Subsecdo 3.5.3), pois FAD = CAG e AFD = ACG,
uma vez que sao angulos opostos pelo vértice e enxergam o mesmo arco (/}’T),

respectivamente.

Figura 47 — Os triangulos AAFD e AACG sao semelhantes.

Fonte: Autora (2021).
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Assim,

m(AF)

m(AC)

2-@-0039—1)_&—0
a+tc )

m(AG)

Q

< (2-a-cosb—b)-b=(a—c) (a+c)
<= 2-a-cos-b—b*=a’—c

— f=ad’+b¥—-2-a-b-cosb.

4.3.3 Descricao da aula 03

Metodologia: Dividir os alunos em grupos de trés ou quatro alunos. Pedir para

que as duplas acessem os [inks disponiveis da Subsec¢ao 4.3.1.

Para tal, o professor revisara os conceitos que serao utilizados na tentativa de
argumentagoes, como: propriedade de circunferéncia, propriedade de arcos (dngulos

que enxergam o mesmo arco tém medidas iguais) e definigdes de seno e cosseno.

O professor deve dizer para argumentacao da atividade 1, basta utilizar o

Teorema de Pitagoras mais de uma vez.

Jé& para o enunciado da atividade 2, sera necessario avaliar o desenvolvimento
dos grupos para perceber a necessidade de auxiliar os alunos com dicas e informagoes

de uma possivel resolucao.

Em ambas as atividades, é preciso incentivar os alunos a manipularem as
construcoes, de modo que a percepcao da validade da lei dos cossenos se torne mais

abrangente.

Para o fechamento da aula, sera feita uma roda de conversa sobre as
principais dificuldades encontradas ao longo das atividades e como fizeram para

solucioné-las.

Procedimentos:

1. Apresentacao do tema da aula (Lei dos cossenos), bem como o enunciado e

seus objetivos de aprendizagem (méximo 10 min.);

2. Acesso ao link da construcdo no Geogebra para o caso do enunciado da

atividade 1 e entrega da ficha do Apéndice (méaximo 5 min.);
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3. Revisao dos pré-requisitos para a atividade 1 (maximo 10 min.);

4. Anotagao de ideias e propostas para a resolugao da atividade 1 (maximo 20

min. );
5. Socializagao das ideias das duplas com dicas dadas pelo professor (maximo 5

min. );

6. Acesso ao link da construcao no Geogebra para o caso do enunciado da

atividade 2 e entrega da ficha do Apéndice (méximo 5 min.);
7. Revisao dos pré-requisitos para a atividade 2 (maximo 15 min.);

8. Anotacao de ideias e propostas para a resolugao da atividade 2 (maximo 40

min. );
9. Socializagao das ideias com dicas dadas pelo professor (maximo 20 min.);

10. Fechamento da aula (maximo 20 min.).

4.4  Plano de aula 04: qualquer triangulo pode ser seccionado

em seis triangulos isosceles
Propriedade matematica: Dado um triangulo qualquer, é possivel, sempre,
secciona-lo em seis triangulos isosceles.

Neste plano de aula, esta proposta a demonstracao do teorema que todo
tridngulo pode ser seccionado em seis triangulos isésceles. Para tal objetivo, foi
produzido um arquivo no software Geogebra que consiste em uma animacao que
mostra o passo-a-passo da prova sem palavras. A descricao de como conduzir a

aula estd disposta a seguir.

4.4.1 Informacoes iniciais da aula 04

Publico alvo: Alunos do 8° ano, 9° ano e Ensino Médio.

Objetivos: Espera-se que, ao final da aula, o aluno seja capaz de:

a. convencer o leitor, por meio de uma prova sem palavra, que todo triangulo pode

ser seccionado em seis tridngulos isosceles;
c. revisao do conceito de bissetriz, circunferéncia e tipos de triangulos;

d. utilizar o resultado desenvolvido em aplicacao de problemas do dia-a-dia.
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Justificativas: Trabalhar as habilidades EM13MAT105, EM13MAT307, EM13MAT201.

Pré-requisitos: Conceitos de bissetriz, circunferéncia e tipos de triangulos. Ver
Secoes 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5.

Recursos: Utilizar a ficha disponivel no Apéndice e as construgoes no Geogebra

disponiveis em:

https://www.geogebra.org/m/vpdp3d8u

Duracgao: 1 hora-aula (50 minutos).

4.42 Atividade da aula 04

Enunciado da atividade: Todo tridngulo pode ser seccionado em seis triangulos

isésceles (ver Figura 48).

Figura 48 — Todo triangulo pode ser seccionado em seis tridngulos isésceles.

A

Fonte: Autora (2021).

Resolugao: Seja AABC um triangulo qualquer. Ele possui uma circunferéncia
inscrita, cujo o centro recebe o nome de incentro, proveniente do encontro das
bissetrizes do AABC' (ver Figura 49).

Figura 49 — Todo triangulo possui uma circunferéncia inscrita.

A

Fonte: Autora (2021).

Na Figura 50, denote as interseccoes entre os lados de AABC' e suas

respectivas bissetrizes de D, E e F. Tais pontos também sao pontos de tangéncia.


https://www.geogebra.org/m/vpdp3d8u
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Portanto, pelo Teorema 3.5.10, obtemos

DA=AFE, EB=BF e FC=CD.

Figura 50 — D, E e F sao pontos de tangéncia dos segmentos AC, AB e BC,
respectivamente.

B k

Fonte: Autora (2021).

Assim, fica garantido que os tridngulos AEBF, AFCD e ADAFE sao todos

do tipo isosceles.

Na Figura 51, observe que os pontos D, E e F' sao nao colineares e, assim,
formam o triangulo ADFEF, que é formado por trés triangulos ADIE, AEIF e
AFID também isésceles, uma vez que DI, ET e I'F sao raios da circunferéncia
inscrita em AABC.

Figura 51 — Seis tridangulos isésceles.

Fonte: Autora (2021).

Logo, o AABC, foi seccionado em seis triangulos isésceles AEBF, AFCD,
ADAE, ADEI, NAEFI, NAED e AFDI, que denominaremos respectivamente
por Ty, Ty, T3, Ty, Ts e Ty, conforme a Figura 52.
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Figura 52 — Todo triangulo pode ser seccionado em seis tridngulos isésceles.

Fonte: Autora (2021).

4.4.3 Descricao da aula 04

Metodologia: Esta aula pode ser feita com construgoes geométricas, utilizando
régua e compasso, como também através do software Geogebra usando o link
disponivel na Subsecao 4.4.1. Nele, o aluno deve ir selecionando cada um dos passos

de 1 a 6 para visualizar a animacao, conforme a Figura 53.

Figura 53 — Prova sem palavras de triangulo seccionado em seis triangulos isosceles.

Passo & final

{Animar} {Reiniciar]

‘/ Passo 1: circunferéncia inscrita

A
/' Passo 2:1rés pontos de tangéncia A
%

J Passa 3 tridngulo inscrito na circunferéneia E ., D
‘\F\ Ty
\/ Passo 4. hissetrizes

®

J Passo & clique antes de "animar"

B

Fonte: Autora (2021).

Para reiniciar a atividade, basta clicar no botao “Reiniciar” e desmarcar

todos os passos de 1 a 5.

Procedimentos:

1. Apresentacao do tema da aula (Um tridngulo qualquer pode ser seccionado
em seis tridngulos isosceles), bem como seu enunciado e seus objetivos de

aprendizagem (maximo 10 min.);
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2. Acesso ao link da construgao no Geogebra e entrega da ficha do Apéndice

(maximo 5 min.);

3. Revisao dos pré-requisitos: bissetriz, circunferéncia e tipos de tridngulos

(méximo 10 min.);
4. Orientagao de como utilizar o link disponibilizado (méximo 5 min.);
5. Manipulagao do aplicativo (méximo 15 min.);

6. Finalizacao da aula (maximo 5 min.)

4.5 Plano de aula 05: area de um triangulo em funcao de seus

lados e do raio da sua circunferéncia circunscrita

Propriedade matematica: Dado um tridngulo qualquer é valida a seguinte

féormula:
a-b-c

4-R’

onde A > 0 representa a area deste triangulo, a,b,c > 0 sao as medidas dos seus

A:

lados e R > 0 é o raio da sua respectiva circunferéncia circunscrita.

Neste plano aula, estd proposta uma prova sem palavras que visa convencer,

através de manipulacao algébrica a propriedade descrita acima.

45.1 Informacdes iniciais da aula 05

Publico alvo: Alunos do Ensino Médio.

Objetivos: Espera-se que, ao final da aula, o aluno seja capaz de:

a. argumentar uma justificativa para a férmula que relaciona area de triangulo,

dados seus lados e o raio da circunferéncia circunscrita;

b. revisdo do conceito de semelhanca de triangulos e relagoes entre arcos e angulos

na circunferéncia de um circulo, conforme orienta a BNCC.

Justificativas: Trabalhar as habilidades EM13MAT105, EM13MAT308, EM13MAT307,
EM13MAT506.

Pré-requisitos: Propriedades de triangulo do tipo isésceles, conceito de semelhanga
de tridngulos e relagoes entre arcos e angulos na circunferéncia de um circulo. Ver
Secoes 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5.
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Recursos: Utilizar a ficha disponivel no Apéndice e as construgoes no Geogebra

disponiveis em:

https://www.geogebra.org/m/xyn3mfm?2

Duragao: 2 horas-aula (100 minutos).

452 Atividade da aula 05

Enunciado da atividade: Dado um triangulo AABC qualquer, cujas medidas

de seus lados sdo a,b,c > 0 e sua circunferéncia circunscrita possui raio de medida

R > 0, temos que sua area é dada pela férmula ¢ (ver Figura 54).

4-R

Figura 54 — Area de tridngulo em fungao de seus lados e do raio da circunferéncia
circunscrita.

Fonte: Autora (2021).

Resolugao: Na Figura 54, considere o tridngulo AABC, em que m(AB) = c,
m(BC) = a e m(CA) = b. Como todo tridngulo é inscritivel (ver Observagio 3.5.3),
denote por «a a circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC, de centro [ e raio
R. Seja AH a altura relativa ao lado BC, em que m(AH) = h.

Agora, seja G € AB. Queremos mostrar que AACH ~ AAIG. Entdo, seja
G o pé da altura relativa ao lado AB do tridngulo AAIB. Note que tal tridngulo é

isosceles, uma vez que Al e I B sao raios de «.

Sendo assim, segue que G é ponto médio de AB, m(AG) = g e a medida


https://www.geogebra.org/m/xyn3mfm2
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. AB
do angulo central AIG é igual a m (2) .

Por outro lado, ACB é angulo inscrito e, portanto, sua medida ¢ metade

—

do arco AB, isto é, m(ACB) = m(z), pelo Teorema 3.3.6.

Assim, conclui-se que ACB = AIG. E ainda, CHA = AGI, pois ambos
sao angulos provenientes das alturas AH e IG. Logo, pelo caso Angulo-Angulo (ver

Subsecao 3.5.3), segue que AACH ~ AAIG, conforme queriamos demonstrar.

Logo,

el o

b

b-c
h=>.2",
— R

DO | —

Denotando por A a area de AABC, temos

qah

2

1 1 b-c

— A=ago
Portanto,

a-b-c
A—

4R

4.5.3 Descricao da aula 05

Metodologia: Dividir os alunos em grupos de trés ou quatro alunos. Pedir para
que acessem o link disponivel na Subsecao 4.5.1. Para tal, o professor revisara os
conceitos que serao utilizados na tentativa de argumentacgao, como: semelhanca
de triangulos, elementos da circunferéncia, angulo central e angulos inscritos, por

exemplo.

Em seguida, o professor devera encaminhar a resolugdo da atividade, suge-

rindo que os grupos mostrem que AACH ~ NAIG.

Por fim, o professor pode ainda auxiliar os alunos com duvidas, mas sem
encaminhar a resolugdo: mostrar caminhos alternativos, ideias e sugestoes que

facam o grupo refletir e alterar rotas ou criar novas discussoes.

Procedimentos:
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1. Apresentacao do tema da aula (Area de um tridngulo qualquer em fungao
de seus lados e do raio da sua circunferéncia circunscrita), bem como seu

enunciado e seus objetivos de aprendizagem (maximo 15 min.);

2. Acesso ao link da construcao no Geogebra e entrega da ficha do Apéndice

(méximo 5 min.);

3. Revisao dos pré-requisitos e apresentagdo do objetivo da prova (mostrar que

dois tridangulos sdo semelhantes (maximo 20 min.);

4. Criacao de estratégias das ideias das duplas com dicas dadas pelo professor

(méximo 30 min.);
5. Preenchimento da ficha (maximo 15 min.);

6. Fechamento da aula com a socializagdo das dificuldades de realizar uma prova

matematica (maximo 15 min.).

4.6 Plano de aula 06: Teorema de Vivian

Propriedade matematica: Dado qualquer triangulo equilatero, a soma das dis-

tancias partindo de um ponto interior deste tridangulo ¢ igual a altura deste triangulo.

Este Teorema, apesar de apresentar um resultado bem interessante, nao
estd previsto no curriculo das escolas. Esta prova sem palavras utiliza reflexoes,
rotacoes e translagoes a todo momento, exigindo do leitor operar a imagem a todo

momento.

4.6.1 Informacdes iniciais da aula 06

Publico-alvo: Alunos do Ensino médio.

Objetivos: Espera-se que, ao final da aula, o aluno seja capaz de:
a. argumentar uma justificativa para o Teorema de Vivian;
b. revisar conceitos da Geometria Plana estudados no Ensino Fundamental, con-

forme orienta a BNCC.

Justificativas: Trabalhar as habilidades EM13MAT105, EM13MAT308, EM13MAT307,
EM13MAT506.
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Pré-requisitos: Congruéncia de triangulos, propriedades de paralelismo de retas,
simetria de reflexdo por uma reta e translagdo de segmento. Ver Seg¢oes 3.1, 3.2, 3.4
e 3.5.

Recursos: Utilizar a ficha disponivel no Apéndice e as construgoes no Geogebra

disponiveis em:

https://www.geogebra.org/m/jrqfbwsg

Duracao: 2 horas-aula (100 minutos).

4.6.2 Atividade da aula 06

Enunciado da atividade: Em um triangulo equilatero, a soma das distancias
partindo de um ponto interior deste tridngulo é igual a altura deste tridngulo (ver
Figura 55).

Figura 55 — Prova sem palavras do Teorema de Vivian.

Fonte: Autora (2021).

Resolugao: Com base na Figura 55, seja AABC' um triangulo equilatero, D um
ponto interno qualquer do tridngulo e os pontos E, I, G tais que E € AC, F € CB
e G € AB. Sejam DE, DF e DG distancias aos lados do tridngulo, cujas medidas



https://www.geogebra.org/m/jrqfbwsg
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sdo p,q,7 > 0, respectivamente. Além disso, seja G’ € AB e CG’ a altura do
triangulo AABC relativa ao lado AB. Queremos mostrar que m(CG’) =p+q+r.

Seja IW uma reta paralela ao segmento AB, onde H e I’ sio pontos
pertencentes aos segmentos AC e C'B, respectivamente, e D € ﬁ Assim, CAB =
CHI' e CBA=CI'H por serem angulos correspondentes. Logo, pelo caso Angulo-
Angulo (ver Subsecdo 3.5.3), temos que ACHI' ¢ AABC sdo semelhantes e,
portanto, ACHI' é equilatero.

Agora, escolha J por simetria de reflexdo e obtenha o tridngulo AHI'J,

congruente ao triangulo AHI'C', pelo caso LLL (ver Subsecao 3.5.2).

—
Dado ADFI', reflita-o pela HI', obtendo o triangulo ADF'I' com ADFI' =
ADF'I’, onde F' € JI'. Como consequéncia, DE'I’ é reto.

Note que EDJDF = EDJ DF" por construgao. Considerando o segmento
EF’ e uma semirreta de origem em H, pelo postulado do transporte de segmentos
(ver Observagao 3.1.9), temos que existe sobre essa semirreta um tnico ponto F”
tal que HF” = EF’, Além disso, HF” ¢ a altura do tridangulo AHI'J relativa ao
lado JI', onde F" € JI' e m(HF") =p+q

No AHI'J, todas as alturas sdao congruentes, uma vez que o triangulo é
equilatero. Assim, sendo C'K a altura relativa ao lado HI’, HF" = CK. Logo,
m(CK) =p+q.

Por fim, basta notar que como K € HI’ e D € HI’,logo CK DG = CG,

ou ainda,

m(CG") = m(CK) + m(DG) =p+q+r.

4.6.3 Descricao da aula 06

Metodologia: Dividir os alunos em duplas. Pedir para que as duplas acessem o

link disponivel na subse¢do Subsecao 4.6.1.

O professor anotarda o enunciado na lousa e os alunos serao desafiados a

mostrar, com justificativas, que m(CG’) =p+q +r.

Para tal, o professor revisara os conceitos que serao utilizados na tentativa
de argumentacao, como: simetria de reflexdo, translacdo de segmento, congruéncia
de tridngulos (sugestao: caso LLL) e a propriedade que diz que alturas de um

triangulo equilatero sao congruentes.

Em seguida, o professor socializara, na lousa, as propostas e ideias dos
alunos de modo a irem montando, coletivamente, justificativas para a validade do

Teorema de Vivian.
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Procedimentos:

1. Apresentacao do tema da aula (Teorema de Vivian), bem como seu enunciado

e seus objetivos de aprendizagem (méximo 15 min.);

2. Acesso ao link da construgao no Geogebra e entrega da ficha do Apéndice

(maximo 5 min.);
3. Revisao dos pré-requisitos (méximo 30 min.);

4. Anotagao de ideias e propostas para a resolugdo da atividade (méaximo 20

min.);

5. Socializagdo das ideias das duplas com dicas dadas pelo professor (maximo

15 min.);

6. Fechamento da aula com a finalizagao da resolugao da atividade (maximo 15

min.).
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5 Consideracoes finais

Como visto, o estudo sobre o pensamento visual, ferramenta essencial para
a compreensao da Geometria e outras areas da Matematica, é muito recente e ha
poucos estudos nacionais e internacionais. Essa falta de producao académica sobre
o tema reflete na formacao continuada dos professores da rede publica e privada,
uma vez que nao tém acesso a leituras e discussoes seja no ambiente de trabalho ou
dentro das universidades, contribuindo assim para a manutencao da precariedade

do ensino de Geometria.

A proposta deste trabalho foi buscar subsidios para contribuir com a for-
macao de professores, oferecendo embasamento tedrico sobre a importancia da
visualizagdo e como as provas sem palavras podem contribuir como recurso peda-
gbgico para o ensino de Geometria. Aprender algo, significa apropriar-se de um
conceito e de uma ideia. Aprender conceitos geométricos, no meu ponto vista,
¢ quando o aluno consegue manipular objetos geométricos, seja sob o contexto
algébrico, por meio de formulas e generalizacoes, seja sob o contexto visual ma-
nipulativo, em que consegue, cognitivamente, aplicar operacoes sobre os objetos.

Ambos esses aspectos caracterizam a logica hipotética-dedutiva da Geometria.

Note que as provas sem palavras sao diagramas que exigem do estudante
operar cognitivamente sobre elas, ou seja, mentalmente fazer manipulagoes como
translagoes, rotagoes, movimentacoes de pontos, aberturas de segmentos entre
outras. Dessa forma, é necessario a todo momento o estudante desenvolver sua
image schemata, isto é, desenvolver o que Dorfler (1991) e Presmeg (2006) em

[3, 10] defendem como “visualizar” um conceito geométrico.

As demonstragoes sdo outro meio de desenvolver o carater hipotético-
dedutivo tao valorizado pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), Brasil
(2018) em [1]. Apesar das provas sem palavras serem provas, como o préprio nome
diz, elas também possibilitam aos estudantes a justificarem relagoes e enunciados
matematicos. Em minha experiéncia académica e relatos de meus colegas de profis-
sao e como visto em publicagoes sobre o tema, os alunos tém pouco ou nenhum
contato com as demonstracoes matematicas, apesar de ser um dos pilares dessa
area de conhecimento. Assim, a Matematica ensinada nas escolas baseiam-se na
exposicao de férmulas e técnicas que nao sao explicadas como ou porque funcionam,

ou as relacoes entre temas ou conteidos explicados e exercitados anteriormente.

Além disso, as provas sem palavras exigem mais do que propor uma rica
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ferramenta de visualizacao ou a insercao dinamica das demonstragoes em sala de
aula: elas também possibilitam a constante revisao e encadeamento de conteidos ja
estudados para que as provas possam ser desenvolvidas e entendidas, caracterizando

assim um aprendizado em que os estudantes precisam rever ideias e temas.

Portanto, pelo desenvolvimento dos capitulos ao longo desta dissertacao,
crio argumentos para defender o uso das provas sem palavras dentro de sala de
aula, sob intermediacao dos professores, em grupos, a fim de proporcionar troca de
informagoes, manipulacgdes e operagoes de objetos geométrico; bem como forma
de insercao do processo légico dedutivo na vida do estudante, processo esse tao

importante na vida adulta, conforme defende a BNCC.
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Nome: N.o:__ Turma:

Atividade — Teorema de Pitagoras — Parte |

As Provas Sem Palavras sdo figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a se convencer sobre a
validade de um determinado enunciado matematico. Nesta aula, vocé ird jogar um quebra cabeca de
modo que vocé se convenca da validade do seguinte Teorema:

Enunciado:

“Dado um tridngulo retdngulo, vale que o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma
dos quadrados das medidas dos cateto”.

Ou ainda:
4 Dado um triangulo do tipo retangulo, é valida a
seguinte relagdo:
. § c2=a’+b?
0
, onde a, b >0 sdo as medidas dos catetos e c > 0 é a medida da
¢ a ” hipotenusa de tal tridngulo.
Atividade:

e Acesse o link do quebra-cabega https://www.geogebra.org/m/zunzeu6r
o Usando todas as pecgas, preencha os dois quadrados menores;
o Usando todas as pegas, monte preencha o quadrado maior.

e  Apds realizar a atividade do quebra-cabeca, responda as questdes a seguir:

Questoes:

01. Com as mesmas pegas disponiveis no quebra-cabeca, foi possivel cobrir tanto os dois
gquadrados menores, quanto o quadrado maior. Matematicamente, o que podemos afirmar
sobre as dreas dos dois quadrados maiores e o quadrado maior?

02. Pensando na resposta do item 01, determine o comprimento de dois quadrados, cuja soma das
suas areas resulte em 25 unidades de area.

03. Seja ABC um triangulo retangulo, em que um dos catetos mede 5 cm e a hipotenusa mede 13
cm. Usando o Teorema de Pitagoras, determine a medida do outro cateto.




Nome: N.o:__ Turma:

Atividade - Teorema de Pitagoras — Parte Il

As Provas Sem Palavras sdo figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a se convencer sobre a
validade de um determinado enunciado matematico. Nesta aula, vocé ird jogar um quebra cabega de
modo que vocé se convenca da validade do seguinte Teorema:

Enunciado:

“Dado um tridngulo retdngulo, vale que o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma
dos quadrados das medidas dos cateto”.

Ou ainda:
4 Dado um triangulo do tipo retangulo, é valida a
seguinte relagao:
. § c2=a’+b?
0
, onde a, b >0 sdo as medidas dos catetos e c > 0 é a medida da
¢ a ” hipotenusa de tal tridngulo.
Atividade:

e Acesse o link https://www.geogebra.org/m/ecyzwfuz
o 0 ponto O movimenta, aumentando ou diminuindo a circunferéncia;
o O ponto N desloca-se mostrando que as propriedades enunciadas se preservam ao em
todos os pontos da circunferéncia.
e Algebricamente, a partir da figura, mostre a validade do Teorema de Pitagoras;
o Dica: mostre que os triangulos QNP e MNQ sdo semelhantes.




Atividade extra - pesquisa:

01. Descreva como é feita a marcacao de angulos retos em construgdes civil, denominado
como “esquadrejamento de terreno”. Use o espago em branco para colar imagens
exemplificando o método.

02. Ao longo da atividade, foi demonstrado que a partir de um tridngulo retangulo vale que
o0 quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos
comprimentos dos outros dois lados. Agora, pesquise provas matematicas sobre a volta
do enunciado: se vale que o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma
dos quadrados dos comprimentos dos outros dois lados entdo o tridngulo é retangulo.
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Atividade - Lei dos cossenos — Parte |

As Provas Sem Palavras sdo figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a se convencer sobre a
validade de um determinado enunciado matematico. Nesta aula, vocé ird jogar um quebra cabeca de
modo que vocé se convenca da validade do seguinte Teorema:

Enunciado:

“Dado um tridngulo qualquer ABC e um dos seus angulos internos conhecidos, ACB. E vélida a seguinte
relagao:

c?=a%+b2-2.a.b.cos(ACB)

onde a, b, ¢ > 0 sdo as medidas dos lados do tridngulo e ACB é o &ngulo oposto ao
lado de medida c.”

Atividade:

e Acesse o link https://www.geogebra.org/m/wkmznvbw
o 0 ponto A movimenta, aumentando ou diminuindo o tridngulo, mostrando que as
propriedades enunciadas se preservam independentemente do tridngulo retangulo.
o Escolha o angulo de 02 a 902 pela barra disponibilizada;
o A Posi¢do inicial e a Posi¢do final movimentam um dos quadrados que serdo utilizados
na Prova Sem Palavras.

Questao:

01. Qual tipo de tipo de triangulo foi utilizado nesta Prova Sem Palavras? Compare sua resposta
com enunciado e faca um pequeno comentario sobre a restricdo desta atividade.
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Atividade - Lei dos cossenos — Parte Il

As Provas Sem Palavras sdo figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a se convencer sobre a
validade de um determinado enunciado matematico. Nesta aula, vocé ird jogar um quebra cabega de
modo que vocé se convenca da validade do seguinte Teorema:

Enunciado:

“Dado um tridngulo qualquer ABC e um dos seus angulos internos conhecidos, ACB. E vélida a seguinte
relagao:

c?=a?+b?-2.a.b.cos(ACB)

onde a, b, ¢ > 0 sdo as medidas dos lados do tridngulo e ACB é o dngulo oposto ao
lado de medida c.”

Atividade:

e Acesse o link https://www.geogebra.org/m/kgvecv8u
o 0O ponto A movimenta, mostrando que as propriedades enunciadas se preservam
independentemente do tipo de tridngulo destacado em verde.
o 0O ponto B movimenta, aumentando e diminuindo a circunferéncia dada;
o 0O ponto D movimenta, alterando o triangulo retédngulo, que é fundamental na
argumentacgao da Prova Sem Palavras.
o Dica: Mostre que os triangulos AFD e ACG sdo semelhantes.

Questoes:

01. (Enem - Adaptado) Para se calcular a distancia entre duas arvores , representadas pelos pontos
A e B, situados em margens opostas de um rio, foi escolhido um ponto C arbitrario, na margem
onde se localiza a arvore A.

As medidas necessarias foram tomadas , e os resultados obtidos foram os seguintes:
AC=70m, BAC =622 e ACB = 742, Sendo cos 282 =0,88, sen 742 =0,96 e sen 442 =0,70,
podemos afirmar que a distancia entre as arvores é :

02. (PUC-Campinas — Adaptado) O reldgio que estd na torre do Big Ben foi construido com o
ponteiro grande medindo 4,7 metros e o ponteiro pequeno medindo 2,7 metros. Exatamente
as 2 horas, a distancia entre as pontas, que marcam o tempo, dos dois ponteiros é de,
aproximadamente:
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Atividade — Todo tridngulo pode ser seccionado em seis tridngulos isdsceles

As Provas Sem Palavras sdo figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a se convencer sobre a
validade de um determinado enunciado matematico. Nesta aula, vocé ird jogar um quebra cabeca de
modo que vocé se convenca da validade do seguinte Teorema:

Enunciado:
Todo tridangulo pode ser seccionado em seis triangulos isdsceles
Atividade:

e Acesse o link https://www.geogebra.org/m/vpdp3d8u
o Caso esteja marcado, remova as marcagoes e inicie do passo 1 até chegar ao passo 5;
o Em seguida, no passo 6, clique em “animar”.




Nome: N.o:__ Turma:

Atividade — Area de tridngulo dados seus lados e o raio da sua circunferéncia circunscrita

As Provas Sem Palavras sdo figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a se convencer sobre a
validade de um determinado enunciado matematico. Nesta aula, vocé ird jogar um quebra cabeca de
modo que vocé se convenca da validade do seguinte Teorema:

Enunciado:

Dado um triangulo ABC qualquer, cujas medidas de seus lados sdo a, b, ¢ > 0 e sua circunferéncia

abc
circunscrita possui raio de medida R > 0, temos que sua area é dada pela formula E .

Atividade:

e Acesse o link https://www.geogebra.org/m/xyn3mfm?2
o Os pontos A, B, C movimentam-se para convencer o leitor que o enunciado é valido
para qualquer triangulo ABC.
o Dica: Mostre que os tridangulos ACH e AIG sdo semelhantes.




Nome: N.o:__ Turma:

Atividade — Teorema de Vivian

As Provas Sem Palavras sdo figuras, ou diagramas, que auxiliam o leitor a se convencer sobre a
validade de um determinado enunciado matematico. Nesta aula, vocé ird jogar um quebra cabega de
modo que vocé se convenca da validade do seguinte Teorema:

Enunciado:

Em um triangulo equilatero, a soma das distancias partindo de um ponto interior deste
triangulo é igual a altura deste triangulo.

Atividade:

e Acesse o link https://www.geogebra.org/m/jrafbwsg
o Os pontos A, B, C movimentam-se para convencer o leitor que o enunciado é vélido
para qualquer tridangulo equilatero ABC.
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