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Ninguém ignora tudo. Ninguém sabe tudo.
Todos nos sabemos alguma coisa. Todos nos
ignoramos alguma coisa. Por isso aprende-
mos sempre.

Paulo Freire (1921 — 1997): educador e fil6-
sofo brasileiro.



RESUMO

Apresentamos neste trabalho atividades com o GNU Octave e o GeoGebra abordando problemas
cuja solucdo estd associada a problemas presentes em contos de duas obras de Malba Tahan: “O
homem que calculava” e “Matematica divertida e curiosa”. Para cada atividade, descrevemos
brevemente uma sequéncia didatica que poderd nortear a agdo do professor de matemética da
Educacao Bésica. Essas sequéncias abordam problemas de aplicacdo de contetdos, tais como

fungdes, areas, volumes e secdes cOnicas, que ja tenham sido trabalhados em sala de aula.

Palavras-chave: divisibilidade; realce de imagens; duplicacio do cubo; se¢des cOnicas; releitura

de imagens.



ABSTRACT

In this work, we present activities with GNU Octave and GeoGebra addressing problems whose
solution is associated with tales from Malba Tahan: “The man who counted” and “Amusing and
curious mathematics”. For each activity, we briefly describe a didactic sequence that can guide
the action of the Basic Education mathematics teacher. These sequences address problems of
applying content, such as functions, areas, volumes, and conic sections, that have already been

worked on in the classroom.

Keywords: divisibility; image enhancement; cube duplication; conic sections; rereading images.
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1 ATIVIDADES DIDATICAS COM O GNU OCTAVE

1.1 ATIVIDADE 1.1: LANCHE COM AMIGOS

1.1 Nivel: Ensino Fundamental II.

1.2 Ano: 7°.

1.3 Numero de aulas: 5 (50 minutos cada).

1.4 Competéncias especificas na Base Nacional Comum Curricular - BNCC (Brasil, 2018):

< Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da
Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de outras
areas do conhecimento, sentindo seguran¢a quanto a prépria capacidade de construir
e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranca

na busca de solugdes;

¢ Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais dispo-
niveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras dreas de

conhecimento, validando estratégias e resultados.

1.5 Habilidades especificas na BNCC:
(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculos (mentais ou escritos,
exatos ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias variadas, com
compreensdo dos processos neles envolvidos com e sem uso de calculadora;
(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de
divisor;
(EFO7MA13) Compreender a ideia de varidvel, representada por letra ou simbolo, para
expressar relacdo entre duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incégnita.

1.6 Conteudos abordados: critérios de divisibilidade; valor numérico.

1.7 Objetivos:

¢ Calcular quocientes e restos;

¢ Aplicar o critério de divisibilidade por 3;

¢ Identificar as varidveis do problema, atribuindo valores numéricos as mesmas;
¢ Criar um script no GNU Octave para resolver o Problema 1.1;

¢ Generalizar o Problema 1.1, explorando outros critérios de divisibilidade.

1.8 Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solu¢do de problemas.
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1.9 Avaliagdo: observacdo do desempenho dos estudantes durante a atividade; generalizacao
do Problema 1.1.

O Problema 1.1, que aborda divisibilidade, e as Questdes 1.1
Figura 1.1 — Amigos confraterni- a 1.2 regem a Atividade 1.1.

zando ) . . .
Problema 1.1. Mabel, Marise e Junior sdo amigos e combi-

E naram de se encontrar na Confeitaria Aroma e Sabor para
4 & Q tomar um café no domingo a tarde — Figura 1.1. Apos muita
- was conversa e nostalgia, pediram a conta. O valor total da des-
pesa foi igual a R$ 136, 00. Marise propds o seguinte: dividir

a conta em trés partes iguais, considerando vdlido apenas

0 quociente natural; caso ndo fosse possivel, somar ao to-
Fonte: Shutterstock (2023, 0.p). ¢4/ da conta 0 menor valor possivel até obter uma divisdo
exata. Além disso, sugeriu que o valor extra fosse doado para
a “caixinha” (recipiente onde estdo as gorjetas; é repartida

entre os atendentes do dia apos o expediente).

Questao 1.1. Qual é o valor que cada amigo deverd pagar segundo a proposta de Marise?

N

Questao 1.2. Qual serd o valor extra direcionado a “caixinha’?

Solucdo (Problema 1.1). Temos que o valor total da despesa dos trés amigos foi de R$ 136, 00.
Assim, usando congruéncias, podemos escrever 136 = 1 mod 3, ou seja, o resto da divisdo de

136 por 3 resulta em 1.

Para que a divisdo resulte em um quociente natural, o total da despesa deve ser um
nvmero divisivel por 3. Como o resto da divisdo de 136 por 3 é igual a 1, basta somarmos 2
ao resto 1, uma vez que devemos considerar o menor valor possivel a ser somado. Logo, o
total da conta passa a ser R$ 138,00, e cada um dos trés amigos deve pagar R$ 46, 00. O valor

destinado a “caixinha” serd de R$ 2,00, exatamente o valor adicionado para tornar a divisdo

por 3 exata.

Para configurar o script no GNU Octave, devemos considerar as seguintes varidveis:

o a: corresponde ao valor total da despesa, ou seja, o dividendo;

&

b: refere-se ao niimero de amigos que repartiram a despesa na confeitaria, isto é, o divisor;

<

c: o valor da “caixinha’, isto é, o valor a ser somado ao total da despesa para que o

quociente seja um niimero natural;

&

resto: refere-se ao resto da divisdo de a por b;

<

valor individual: o valor a ser pago por cada integrante do grupo de amigos.
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As varidveis a, b e c sdo dados de entrada, isto é, fornecidos pelo usudrio; as varidveis
resto e valor individual sdo dados de saida, ou seja, calculados pelo GNU Octave. Ao elaborar

um script no GNU Octave, é importante:

1. incluir textos curtos que direcionem o raciocinio. Os textos podem ser escritos entre

parénteses e aspas simples, como, por exemplo, (‘Resto da divisdo de 136 por 3’);

2. usar os comandos “clear” e “clc” no inicio do script — Figura 1.2. Estes comandos
realizam a limpeza dos dados do ambiente de trabalho e da janela de comandos, respecti-

vamente.

Uma das funcoes pré-definidas no GNU Octave é rem(a,b). Esta funcdo permite determi-
nar o resto da divisdo de a por b. A Figura 1.2 ilustra um script que pode ser usado na solu¢do
do Problema 1.1.

Figura 1.2 — Script no GNU Octave para solucionar o Problema 1.1

Arquivo Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda

| 1 H ' = o
T | - H —) = g »
Problema_confeitaria.m D
1
2 clear
3 clc
4
S ('BEesto da divisdo de a por k')
(3
7 a=input ('Digite o walor do dividendo: ')
8
8 Db=input ('Digite o walor do divisor: ')
10
11 resto = rem(a,b)
12
13 {'Determinando o valor da caixinha')
14
15 c=input ('Digite um valor que somado ao resto seja divisivel por b: ")
16
17 {('Decerminando o valor devido para cada um deles.')
18
18 wvalor_individual = (a + c)/b
20

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Clicando em executar, temos que fornecer na Janela de Comandos os valores de a, b e ¢

— Figura 1.3.

A Figura 1.4 ilustra a solu¢cdo do Problema 1.1, destacando o valor da “caixinha” c e o

valor individual a ser pago por cada um dos trés amigos.
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Figura 1.3 — Janela de Comandos no GNU Octave para inser¢ao dos valores das varidveis: (a) a;

(b) b; (0) c
Janela de Comandos Janela de Comandos
ans = Resto da divisdo de a por b ans = Resto da divisdo de a por b
Digite o walor do dividendo: Digite o wvalor do dividendo: 136
a = 136.00
Digite o walor do divisor:
(a) (b)
Janela de Comandos
ans = Resto da divisdo de a por b
Digite o walor do dividendo: 136
a = 136.00
Digite o walor do divisor: 3
b = 3.00
resto = 1.00
ans = Determinando o valor da caixinha

Digite um valor gue somado ao resto seja divisivel por b:

(©)
Fonte: A autora com GNU Octave (2023).

Figura 1.4 — Solucdo do Problema 1.1 via GNU Octave

Janela de Comandos

ans = Resto da divisdo de a por b

Digite o walor do dividendo: 136

a = 136.00

Digite o walor do divisor: 3

b = 3.00

resto = 1.00

ans = Determinando o walor da caixinha

Digite um wvalor gue somado ao resto seja divisivel por b: 2
c = 2.00

ans = Determinando o wvalor devido para cada um deles.
valor indiwvidual = 46.00

2=

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Observacao 1.1. O script ilustrado na Figura 1.2 permite generalizar o Problema 1.1. Desta

maneira, o professor de matemdtica pode empregd-lo na Educacdo Bdsica para explorar outros

critérios de divisibilidade.

1.2 ATIVIDADE 1.2: REALCANDO IMAGENS

De acordo com Gonzalez e Woods (2000, p. 4): “O termo imagem monocromadtica refere-
se a fungdo bidimensional de intensidade da luz f(z,y), onde = e y denotam as coordenadas

espaciais e o valor de f em qualquer ponto (x,y) é proporcional ao brilho (ou niveis de cinza)
da imagem naquele ponto”.

Ainda, segundo os mesmos autores:

[ e ] Uma imagem digital é uma imagem f(x,y) discretizada tanto em coor-
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denadas espaciais quanto em brilho. Uma imagerm digital pode ser considerada
como sendo uma matriz cujos indices de linhas e de colunas identificam um
ponto na imagem, e o correspondente valor do elemento da matriz identifica o
nivel de cinza naquele ponto. Os elementos dessa matriz digital sdo chamados
de elementos da imagem, elementos da figura, “pixels” ou “pels”, estes dois
dltimos, abreviacdes de “picture elements” (elementos de figura) (Gonzalez;
Woods, 2000, p. 4-5).

O termo “pixel” originou-se da unido de duas palavras da lingua inglesa: picture e
element, isto €, imagem e elemento. Desse modo, podemos dizer que os pixels sdo os elementos

que compdem uma imagem digital (Wolffenbiittel, 2006).

Segundo Wolffenbiittel (2006, n.p): “ Um pixel € a menor unidade que consegue conter
uma informacdo individual de cor. Portanto, quanto mais pixels tiver uma imagem, melhor
defini¢do ela terd”. Podemos observar os pixels que compdem uma imagem quando a ampliamos.
Na ampliagdo, a imagem perde nitidez e os pixels aparecem no formato de pequenos quadrados,

como ilustra a Figura 1.5.

Figura 1.5 — (a) Fotografia do Professor Jilio Cesar de Mello e Souza; (b) recorte ampliado da
fotografia do Professor Julio Cesar de Mello e Souza

(b)
Fonte: Pereira, Salles, Pereira (2017, n.p).

Queiroz e Gomes (2001, p. 8) mencionam que: “Cada ponto na grade bidimensional que
representa a imagem digital € denominado elemento de imagem ou pixel”. A Figura 1.6 ilustra a
notacdo matricial de uma imagem bidimensional, usada na localiza¢do de um pixel no arranjo de

pixels.

Na Figura 1.6, o indice m denota a posi¢ao da linha na qual o pixel se encontra, enquanto
o indice n denota a posi¢do da coluna. Se a imagem digital contiver M linhas e /N colunas, entdo
m=0,..., M —1en=20,..., N — 1. O sentido de leitura (varredura) € da esquerda para a

direita e de cima para baixo.
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Figura 1.6 — Representacdo de uma imagem digital bidimensional

Coluna

(n)

R
0 / N-1 Pixel

0
Linha — 0 Preto
(m)
Tons
de

Cinza

M-1
255 Branco

Fonte: Queiroz e Gomes (2001, p. 8).

Segundo Queiroz e Gomes (2001, p. 15): “O realce de contraste visa o melhoramento
da qualidade das imagens sob o ponto de vista subjetivo do olho humano, sendo usualmente
empregada como uma etapa de pré-processamento em aplicacdes de reconhecimento de padroes”.
Ainda quanto ao realce de contraste:

O contraste entre dois alvos de uma cena pode ser definido como a razdo entre
os seus niveis de cinza médios. Fundamentada neste conceito, a manipulagdo
do contraste dos objetos presentes em uma imagem digital consiste em um
remapeamento radiométrico de cada pixel da imagem, a fim de aumentar a
discriminacdo visual entre eles. Embora a escolha do mapeamento adequado
seja, em principio, essencialmente empirica, uma andlise prévia do histograma
da imagem se afigura, em muitos casos, bastante util (Queiroz; Gomes, 2001, p.
15).

O objetivo da técnica “realce de contraste” é aumentar a qualidade das imagens, ou seja,
deixd-las mais nitidas sob os critérios subjetivos do olho humano.

A escolha do mapeamento direto adequado €, em geral, essencialmente em-
pirica. Entretanto, um exame prévio do histograma da imagem pode ser util.
O histograma de uma imagem descreve a distribui¢do estatistica dos niveis de
cinza em termos do nimero de amostras ("pixels") com cada nivel. A distri-
bui¢do pode também ser dada em termos da percentagem do nimero total de
"pixels"na imagem. Pode ser estabelecida uma analogia entre o histograma de
uma imagem e a funcio densidade de probabilidade, que é um modelo matema-
tico da distribuicdo de tons de cinza de uma classe de imagens (SPRING/INPE,
2006, n.p).

Catarina (2023) define histograma de uma imagem como sendo um grafico que repre-
senta visualmente a distribui¢do das intensidades ou cores dos pixels de uma imagem. Mais
especificamente, conforme definem Queiroz e Gomes (2001), o histograma de uma imagem

traduz a distribuicao estatistica dos seus niveis de cinza.

O eixo horizontal comega com uma cor preta pura no lado esquerdo do histo-
grama, passa por sombreados, tons médios e realces, até chegar ao branco mais
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brilhoso no lado direito. O eixo vertical representa a frequéncia ou a intensidade
de cada tom, com picos de alta frequéncia e vales nos niveis inferiores (Tryforos,
2023, n.p).

Deste modo, considere uma imagem digital f(x,y) composta por M linhas e N colunas.

O histograma H ;(C') da imagem ¢ definido pela igualdade:

ne
H(C) = —,
1(C) =%
onde n¢ corresponde ao nimero de vezes em que o nivel de cinza C' aparece na imagem (Queiroz;
Gomes, 2001).

Ao observar o histograma, podemos estimar o nivel médio de contraste e o brilho
(imagem clara ou escura) de uma imagem. Na Figura 1.7 temos exemplos de histogramas com

manipulagdo de contraste e o brilho.

Figura 1.7 — Exemplos de histograma com manipulacdo de contraste e o brilho

O

Piiiiiiifasaaanaae

o BEEEEEHEAAAEEARERE

Escura - Clara Baixo Bom Alto
contraste contraste contraste

Fonte: Catarina (2023, n.p).

Podemos analisar a nitidez de uma imagem através da comparacdo desta com seu
histograma. Assim, considerando no histograma o eixo horizontal (tons de cinza) variando de
0 (preto) a 255 (branco), e o eixo vertical (frequéncia) variando de 0 a 18000, temos os casos

ilustrados na Figura 1.7.

1. Imagem escura: reflete no histograma uma maior incidéncia de tons escuros proximos
de zero (preto) com incidéncia de cinza nas proximidades de 170, e maior frequéncia de

picos f no intervalo 20 < f < 40, aproximadamente.

2. Imagem clara: reflete no histograma uma maior incidéncia de tons claros préximos de
255 (branco) com incidéncia de cinza nas proximidades de 80, e maior frequéncia de picos

f nointervalo 90 < f < 140, aproximadamente.

3. Imagem baixo contraste: reflete no histograma os niveis de cinza C' e maior frequéncia f

nos intervalos aproximados 40 < C' < 190 e 60 < f < 90, respectivamente.
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4. Imagem bom contraste: neste caso, hd maior distribuicdo dos niveis de cinza em pra-
ticamente todo o intervalo 0 < C' < 255. Ja a frequéncia de picos f varia com maior

intensidade no intervalo 50 < f < 70.

5. Imagem alto contraste: neste caso, também ha distribui¢do dos niveis de cinza em
praticamente todo o intervalo 0 < C' < 255. Porém, a frequéncia de picos f varia com

maior intensidade mais proximo de zero, trazendo um escurecimento da imagem.

Menezes e Almeida (2012, p. 107) ressaltam que: “ha duas classes de algoritmos de
expansdo de histograma que sdo as mais empregadas: lineares e ndo lineares”. Segundo o Sistema
de Processamento de Informacdes Georeferenciadas (SPRING) (2006, n.p):

O aumento de contraste por uma transformacao linear é a forma mais simples
das op¢des. A funcdo de transferéncia é uma reta e apenas dois pardmetros sao
controlados: a inclina¢@o da reta e o ponto de intersecdo com o eixo X (Figura
1.8). A inclinacdo controla a quantidade de aumento de contraste e o ponto de
intersecdo com o eixo X controla a intensidade média da imagem final.

Figura 1.8 — Histograma da funcdo de transferéncia

Wi

Fonte: SPRING/INPE (2006, n.p).

A func¢do de mapeamento linear é dada por:
Y = AX + B,

onde Y representa o novo valor de nivel de cinza, X refere-se ao valor original de nivel de cinza,
A corresponde a inclinacdo da reta e B € o fator de incremento, definido pelos limites minimo e
maximo fornecidos pelo usuério (SPRING/INPE, 2006).

No histograma da fungdo linear representado na Figura 1.9, os tridangulos retangulos A BC'

e ADE sao semelhantes pelo caso AA (angulo—angulo). Aplicando as razdes de semelhanga



aos dois tridngulos, obtemos a funcdo de realce linear sem saturacgao:

Ymax - szn
Xmaa: - Xmm

- Ymin .

)
X X min

maxr ~ Xmin

Figura 1.9 — Histograma da funcdo linear

Ymax ''''' r=—-

y|----- -- 5
1
1
1
1
I
1
Yinin @'A
Xmin

Fonte: Statella (2022b, n.p).

Y
Ymax - szn
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(1.1

Apds este breve embasamento tedrico, propomos uma atividade sobre o realce de imagem.

O Problema 1.2, que aborda matrizes e a funcdo afim, e a Questdo 1.3 direcionam a Atividade

1.2.

2.1 Nivel: Ensino Médio.
2.2 Série: 1°.

2.3 Numero de aulas: 6 (50 minutos cada).

2.4 Competéncias especificas no Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana -

RCEMP (Parana, 2021):

¢ Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagoes

em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da

Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por

diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral;

¢ Propor ou participar de acdes para investigar desafios do mundo contemporaneo e

tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base na andlise de problemas

sociais, como os voltados a situa¢des de saude, sustentabilidade, das implicacdes da

tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,

procedimentos e linguagens préprios da Matematica.



2.5

2.6

2.7

2.8

2.9
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Habilidades especificas no RCEMP:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemadtica e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas, usando técnicas
algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais;

(EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que envolvem
célculo e interpretacdo das medidas de tendéncia central (média, moda, mediana) e das
medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio padrdo);

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programag¢do na imple-
mentacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica;
(EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio de di-
ferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa/box-plot, de ramos e folhas, entre

outros), reconhecendo os mais eficientes para sua anélise.
Contetdos abordados: processamento de imagens digitais; matrizes; func¢do afim.
Objetivos:

¢ Identificar os coeficientes angular e linear da funcao afim na funcdo de mapeamento

linear do constrate de imagem;

¢ Usar o GNU Octave para solucionar o Problema 1.2.
Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solu¢dao de problemas.

Avaliacao: observagao do desempenho dos estudantes durante a atividade; aplicacao da

técnica para realcar outras imagens.

Problema 1.2. Uma colunista da Revista Alpha foi designada para realizar uma breve home-

nagem ao ilustre professor Jiilio Cesar de Mello e Souza. A foto selecionada pela familia do

professor corresponde a Figura 1.10, que deverd ser usada na matéria. A colunista pretende

realcar a imagem em pontos especificos, como por exemplo, na parte mais clara aplicar uma

quantidade menor de realce e na parte mais escura usar uma intensidade maior.

Questao 1.3. Como realgcar o contraste da Figura 1.10 com o auxilio do GNU Octave?

Solucdo (Problema 1.2). Primeiramente, verificamos se o pacote ‘“image’ estd carregado no

GNU Octave usando o comando pkg list. Em caso negativo, devemos acessar o link

<https://gnu-octave.github.io/packages/>,

baixar o pacote “image”, digitar o comando pkg install (nome do arquivo), teclar enter e

aguardar.
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Figura 1.10 — Professor Julio Cesar de Mello e Souza

Fonte: Pereira, Salles, Pereira (2017, n.p).

Agora estamos aptos a criar um script no GNU Octave para alterar a cor da Figura
1.10. Aconselhamos a comegar o script usando os comandos clear all, close all e clc para, res-
pectivamente, limpar as varidveis, fechar as imagens excedentes e limpar a janela de comandos,

facilitando assim a visualizagcdo de todo o processo de criacdo do script (Statella, 2022a).

Na drea de script, digitamos o comando pkg load image para informar ao GNU Octave
que usaremos o pacote de imagem. Em seguida, criamos uma varidavel chamada img usando
a fungdo imread, e digitamos img = imread(‘Julio.jpg’);, considerando que “Julio.jpg” é o
nome do arquivo referente a Figura 1.10. Apds, salvamos e executamos para que o GNU Octave

reconheca a varidvel — Figura 1.11 (Statella, 2022a).

Figura 1.11 — Script no GNU Octave: carregando o pacote de imagem e criando uma varidvel

{_ Octave
Arquivo Editar Depurar Ferramentas Janela Ajuda Novidades
-l
= ) Diretdrio Atual: ibalho\PROFMAT 2021\MA24 Metod\FIGURAS ~
Navegador de Arquivos P X Editor
I . Arguivo Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda
ivos da drea de trabalho/PROFMAT 2021/MA24 Metod/FIGURAS ~ J .
hd . '—" H = )) |
Nome 4 — —d
@ melancolia_4.png teste_matriz_pixels.m Foto_Julio_alterada.m (] H <sem_nome>
@ melancolia_3.png 2 iCarregando o pacote de imagem.
@ melancolia_2.png 4 pkg load image
@ lanche.png S
; 6 3Criando uma varidvel
@ kit_cubos.png I 7
@ Juliojpg 2 img = imread('Julio.jpg'):
@ Julio_ampliado,jpg 12
@ Janela_confeitaria_total.png 11

@ Janela_confeitaria_c.png

Ambiente de Trabalho F X 14
) 15
Filtrar E]A e
Nome Classe Dimensao Valor =7

18

img uintg 367x272 [103, 103, 103, 1 19

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

A Figura 1.11 ilustra, no canto inferior esquerdo, que o GNU Octave criou a varidvel
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img. Usamos o simbolo de porcentagem “%” antes das men¢des que ndo queremos que sejam

lidas pelo GNU Octave. Para visualizar a Figura 1.11, utilizamos os comandos figure e imshow.

E importante ressaltar que o GNU Octave permite que digitemos vdrios comandos em uma

mesma linha, bastando que os separemos por virgula (Statella, 2022a). A Figura 1.12 ilustra a

visualizagdo da Figura 1.10 no GNU Octave.

Figura 1.12 — Script no GNU Octave: visualizando a imagem da Figura 1.10

-HEM® DS
Script_Julio.m D

1° clear all, close all, cle

2 OO0 D8

Lk

! Figure 1
$Carregando o pacote de imagem.

File Edit Tools
P KA QA B H

tCriando uma varidwvel

2
3
4
5 pkg load image
6
7
8

9 img = imread('Julio_2.3pg'):

11 figure, imshow(img):

(6.3617, 383.04)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Digitando o comando whos img na janela de comandos do GNU Octave, obtemos

informagoes sobre a imagem atrelada a varidvel “img” (Statella, 2022a) — Figura 1.13.

Figura 1.13 — Visualizando informacdes da Figura 1.10 no GNU Octave

Janela de Comandos
»> whos img
Variables wisible from the current scope:

variables in scope: top scope

Attr

Hame Size Bytes

img 420x368

Total i= 154560 elements using 154560 bytes

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

A Figura 1.13 ilustra informagoes da imagem presente na Figura 1.10, tais como nome

da variadvel, tamanho, bytes e classe. A imagem da Figura 1.10 é representada por uma matriz
420 x 368, isto ¢, uma matriz de 420 linhas e 368 colunas.
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A memdria de um computador é uma sequéncia de bytes, sendo que cada byte é uma
sequéncia de 8 bits (digitos bindrios). Desta forma, “toda sequéncia de s bytes — ou seja, 8s bits
— representa um niimero natural no intervalo fechado [0, S, 28— 1}. Se s = 1, por exemplo,
o intervalo vai de 0 a (28 — 1), isto é, de 0 a 255" (Feofiloff, 2019, n.p). Na Figura 1.13, a
classe da imagem na Figura 1.10 é uint8. Isto significa que a matriz que representa a imagem é
composta por niimeros inteiros positivos de 8 bits, ou seja, os tons de cinza variam de 0 a 255,

onde 0 (Y,,in) representa a cor preta e 255 (Yyq:) a cor branca (Statella, 2022a).

Além das informagoes que caracterizam a imagem da Figura 1.10, podemos gerar no
GNU Octave o histograma da imagem. Para tanto, digitamos no script os comandos figure e

imhist(img) — Figura 1.14.

Figura 1.14 — Histograma da imagem na Figura 1.10

TU-HEMRm D EE P OOODE ,

4 script_ulio.m D script_melancolia.m

1 .

2 clear all, close all, clc B | Figure 2 — (] >
3 . -

4 *Carregando o pacote de imagem. File Edit Tools

. R | G =

& pkg load image ‘i-’ ‘@’ q q L)\ A ﬁ
i

8 3Criando uma varidvel 12000 -

a

10 img = imread('Julioc_2.3pg'):

11 10000

12 figure, imshow(img)

13

14 figure, imnist(img): 8000 1

15

16 6000

17

18

19 4000

20

21

22 2000

23

24 R . . .
a 50 100 150
|

32 (184,61, 11920)

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

No histograma presente na Figura 1.14, os picos de frequéncia estdo concentrados a
esquerda, indicando que hd maior frequéncia de tons escuros na imagem da Figura 1.10. Para
realcar esta imagem, precisamos determinar a fungdo de realce linear sem saturacdo (1.1). As

fungées do GNU Octave descritas a seguir calculam os valores para estabelecer (1.1).

o min(varidvel(l,c)): retorna o valor minimo X,,;, da imagem em uma escala de 0 a 255.
o max(varidvel(l,c)): retorna o valor mdximo X,,., da imagem em uma escala de 0 a 255.

o amplitude: retorna a diferenga entre os valores mdximo e minimo.
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Para visualizar os valores retornados pelas fungées descritas anteriormente, usamos a

instrugdo printf (template, varidvel) e % f para retornar o valor real das varidveis com precisdo

simples. Além disso, é vdlido acrescentar apés % f o comando “\n” para forcar uma mudanga

de linha (Octave, 2013).

A Figura 1.15 ilustra o script atualizado com as fungoes e instrugoes de

visualizac¢do de dados, enquanto a Figura 1.16 mostra a janela de comandos exibindo os dados

retornados pelo GNU Octave.

Figura 1.15 —

Arquivo Editar Visualizar

o5

H script_Julio_2.m D

-HE™= 5

Script no GNU Octave para realce da imagem na Figura 1.10

Depurar Executar Ajuda

=

= p OO C QS

clear all, close all, clc

tCarregando o pacote de imagem.

pkg load image

tCriando

[N s T B I I LT~

[

img
figure, imshow(img)
figure, imhist (img)
$Informacdes sobre

Xmin

min(img(:))

¥max max{img{:))

a = ¥Xmax - Xmin;

printf('Amplitude:

printf{'Valor minimo:

printf('Valor maximo:

uma variawvel

imread('Julio_2.3jpg'):

‘

a imagem "img".

£fhn', Xmin);
Ef\n', Xmax)

Ef\n', a):r

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Figura 1.16 — Dados retornados pelo GNU Octave segundo o script para realce da imagem na
Figura 1.10

Janela de Comandos

Valor minimo: O0.000000
Valor maximo: 48.000000
Amplitude: 45.000000

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Ainda, é interessante criarmos dados de entrada para Y,,;,, € Yoz, estes variando de

0 a 255, que representardo os novos valores de contraste da imagem. Assim, com os valores

retornados pelo GNU Octave, podemos utilizar a fungdo (1.1) no script para aplicar o realce
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linear sem saturagdo a imagem. Porém, devemos antes transformar a varidvel “img” de uint8
para double, criando a varidvel y. Em seguida, convertemos y de double para uint8. Incluindo
estes novos comandos, temos o script completo para o realce linear sem saturacdo — Figura
1.17.

Figura 1.17 — Realce linear sem saturagao no GNU Octave: (a) script completo; (b)—(c) janela
de comandos para inser¢ao dos valores de Y. € Yoin

Arquivo Editar Visualizar Depurar Executar Ajuda
o= - l_"
-HEM™ 5

H script_Julio_2.m D

B N XeX>Xx)34

2 clear all, close all, clc

=

4 %Carregando o pacote de imagem.

=

& pkg load image

T

8 iCriando uma wvariavel

g

10 img = imread('Julio_Z.jpg');

11

12 figure, imshow(img)

13

14 figure, imhist(img):

15

16 %*Informacdes sobre a imagem "img".
17

18 Xmin = min(img(:))

19

20 Xmax = max(img(:)):

21

22 a = Xmax - Xmin;

23

24

25 printf('Valor minimo: %f\n', Xmin):
26

27 printf('Valor méximo: %f\n', Xmax) :
28

29 printf('Zmplitude: %£f\n', a):

30

31

32 %Aplicando realce linear sem saturacdo.
33

34 Ymax = input ('Digite o valor de Ymax:"'):;
35 Ymin = input ('Digite o wvalor de ¥Ymin:"):
36

37 x = double(img)

38 b= (Ymax-Ymin)/fa:

39 vy = b¥(x-Xmin)+Ymin;

40 vy = uinti8(y)

41 figure, imshow(y):

42 figure, imhist(v):

43
(@)
Janela de Comandos Janela de Comandos
Valor minimo: 0.000000 Valor minimo: Q.000000
Valor méaximo: 48.000000 Valor maximo: 48.000000
Amplitude: 485.000000 Amplitude: 45.000000
Digite o walor de YTmax: Digite o wvalor de Tmax:235
Digite o valor de Ymin:10
T
(b) (©

Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).
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A Figura 1.17(c) mostra que adotamos Y 4. = 235 e Y, = 10. Incluindo estes valores

no script, obtemos a imagem realcada e seu respectivo histograma — Figura 1.18.

Figura 1.18 — Imagem do professor Jilio Cesar de Mello e Souza: (a) realcada no GNU Octave;
(b) histograma do realce

File Edit Tools File Edit Tools
S QA A =2 = $ ¢ QAQQ 4 2 &
6000

4000
2000

: ‘Illl‘
o 50 100 150

200 250

(319.78, 20.073) (239.84, 7245.4)
(a) (b)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Finalmente, podemos comparar as imagens original e realcada — Figura 1.19.

Figura 1.19 — Imagem do professor Julio Cesar de Mello e Souza: (a) imagem inicial sem realce;
(b) imagem ap6s realce linear sem saturacao

(a) (b)
Fonte: (a) Pereira, Salles e Pereira (2017, n.p); (b) a autora com o GNU Octave (2023).
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Observacao 1.2. O script ilustrado na Figura 1.17 permite realcar outras figuras. O professor
de matemdtica da Educagdo Bdsica também pode adaptd-lo para explorar outras estratégias de

realce de imagens.

1.3 ATIVIDADE 1.3: DUPLICANDO E TRIPLICANDO CUBOS

3.1 Nivel: Ensino Médio.

3.2 Série: 1%

3.3 Numero de aulas: 3 (50 minutos cada).

3.4 Competéncia especifica no RCEMP: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos ma-
tematicos para interpretar situagdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tec-

noldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacgao

geral.

3.5 Habilidades especificas no RCEMP:
(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o cdlculo de dreas totais e
de volumes de prismas, piramides e corpos redondos, em situacdes reais (como o calculo
do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam com-
posicdes dos sélidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais;
(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagdo na imple-

mentacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.
3.6 Conteudos abordados: drea total e volume do cubo.
3.7 Objetivos:

¢ Calcular a area total e o volume de um cubo;
¢ Calcular a medida da aresta do cubo em fun¢do da medida do volume;
o Comparar desigualdades, estimar minimos € maximos e impor restri¢des;

¢ Programar um script no GNU Octave para solucionar o Problema 1.3.
3.8 Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solu¢do de problemas.

3.9 Avaliacao: observacdo do desempenho dos estudantes durante a atividade; estabelecer

outra relacdo entre os volumes dos cubos.

O Problema 1.3, que aborda a duplica¢do do cubo, e as Questdes 1.4 e 1.5 guiam a
Atividade 1.3.



27

Figura 1.20 — Kit com trés cubos de pelicia

Fonte: Adaptado de AliExpress (2022, n.p).

Problema 1.3. Maria Luisa gerencia uma pequena fdbrica de cubos de peliicia, que sdo vendidos

em kits. A Figura 1.20 ilustra um kit com trés cubos.

Cada kit contém trés cubos de tamanhos diferentes: o cubo menor tem volume V', o cubo médio
tem volume 2V (é o dobro do menor) e o cubo maior tem volume 3V (¢ o triplo do menor).

A fabrica de Maria Luisa confecciona cubos de peliicia com diversas medidas para a aresta,
desde que o comprimento minimo seja de 5 cm e o mdximo de 60 cm. A medida da aresta do
cubo menor deve ser um niimero natural.

Considerando que Maria Luisa ndo possui espaco fisico para grandes estoques, apenas para o
material de giro, ela depende de uma estimativa da demanda para comprar somente o material
necessdrio a confec¢do dos cubos de peliicia. Como estd no inicio das atividades, ndo tem
capital suficiente para investir em tecnologia.

A amiga Luciana, professora de Matemadtica, prontificou-se a ajudd-la criando no GNU Octave,
um software gratuito, um programa que estima quantos metros quadrados de peliicia e quantos

quilogramas de enchimento sdo necessdrios para a confec¢do de um kit de cubos.

Questao 1.4. Quantos metros quadrados de peliicia e quantos quilogramas de enchimento sdo
necessdrios para a confeccdo de um kit de cubos definida a aresta do cubo menor? Para o

enchimento, consideremos que 1 kg de fibra siliconada tem volume aproximado de 42.875 cm?.

Questao 1.5. Qual é o valor mdximo v,,,, para a medida da aresta do cubo menor de tal

maneira que a aresta do cubo maior ndo exceda 60 cm?

Solucao (Problema 1.3). Sabemos que volume V e drea total At do cubo sdo dados, respectiva-
mente, por V = a® e At = 6.Af, onde Af = a® é a drea da face e a é a medida da aresta do

cubo. Para criar o script no GNU Octave, consideramos as notacoes a seguir.

& €1, Cy e c3 representam, respectivamente, o cubo menor, o cubo médio e o cubo maior.
© ay, as e az sdo as medidas, em centimetros, das arestas de ci, cy e c3, respectivamente.
o Vi, V5 e Vi representam, respectivamente, o volume de ¢y, co e c3, em centimetros ctibicos.

o kg1, kgo e kg3 representam a quantidade de enchimento, em quilogramas, de ¢y, ¢y e c3,

respectivamente.
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o At.,, At., e At., representam, respectivamente, a drea total das faces de cy, c5 e c3, em

metros quadrados.
¢ T4 € a quantidade de enchimento do kit, em quilogramas.

o Ty € quantidade de peliicia do kit, em metros quadrados.

O volume do cubo menor é igual a V|, = a3, sendo a, > 5 cm um dado de entrada. Do
enunciado do Problema 1.3, temos que Vo = 2V7 e V3 = 3V). Assim, podemos calcular as e az a

partir de Vs, e V3, respectivamente, ou seja:

5) Z\g/vz;
as :\:7?3 < 60 cm.

Com o valor de ay podemos determinar Vy e At.,. Para calcular kgy, consideramos

que 1 kg de enchimento de fibra siliconada possui volume aproximado de 42.875 cm?®. Logo,
Vi
42845

Os valores das varidveis atreladas a cs e c3 sdo calculados de forma andloga. Os totais

kg1

referentes as quantidades de enchimento e de peliicia sdo dados, respectivamente, pelas somas:

Tig =kg1 + kga + kgs;
Ty =At., + At., + At.,.

No GNU Octave, é comum usarmos os comandos clear e clc no inicio do script. Estes
comandos realizam a limpeza dos dados do ambiente de trabalho e da janela de comandos,
respectivamente, e ndo devem ser utilizados caso criemos scripts distintos para c;, ¢, 3 e somas

totais. Empregamos ainda os seguintes comandos:

— format bank: exibe um formato de ponto fixo com dois digitos a direita da virgula decimal;
— input; cria a entrada para o valor de a,;

— round: retorna o niimero inteiro mais proximo de ay, cumprindo a restri¢cdo imposta no
Problema 1.3.

Podemos organizar as varidveis no script incluindo textos entre parénteses e aspas
simples, como por exemplo, (‘Cubo menor = c,’). A Figura 1.21 ilustra o script no GNU Octave
para determinar as quantidades de peliicia e de enchimento necessdrias a confecg¢do de um kit

de cubos.

Clicando no botdo executar, o GNU Octave solicita o valor de a,, unico dado de entrada
— Figura 1.22. Uma vez fornecido esse dado, todos os outros valores sdo calculados. A Figura

1.23 ilustra a solu¢do do Problema 1.3 para ay = 20 cm.
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Figura 1.21 — Script referente as varidveis atreladas a: (a) c1; (b) co; (¢) c3 e totais

2 clear 25
3 clc 26
4 format bank 27 'Cubo médio = ¢ 2")
= 'Cubo menor = c_1') z8
& 29 ('Volume de c_2' )
T ("Rresta de c_l1 (medida de comprimento cm)') 30
g 31 V. 2 = 2%V 1
8 a_ l=input ('Digite a aresta do cubo: ') 32
10 round(a_l) 33 'Cuantidade em kilogramas de enchimento de c 2')
11 34
12 ('Volume de c_1' ) 35 kg 2 = \1_2;142—:'?.5}
13 36
14 V_ 1 = (a_1*3) 37 ('Aresta de c_2')
15 38
16 ("Uumantidade em kilogramas de enchimento de c 1') 39 a 2 = cbro(V 2)
17 a0 -
18 kg 1 = V_1/(42875) 41 ('Area total de c_2 em metros guadrados')
19 42
20 t'irea total de c_ 1 em metros guadrados') 43 DLt c 2 = g*[(a 2)*2]/ /10000
21 44
22 At c 1 = é*[(a_1)*2]/10000 45
(a) (b)
47
48 'Cubo maior = c_3')
49
50 ("Volume de c 3' )
51
52 V.3 = 3%_1
53
54 'Quantidade em kilogramas de enchimento de c_3')
55
56 kg 3 = V_3/(42875)
57
58 ('RAresta de c_3')
I
€0 a 3 = cbrt(V_3)
61
62 t'i‘;:ea total de c 3 em metros guadrados')
63
€64 At c 3 = e*[(a_3)+2]1/10000
65
66
&7 ("TOTAL do Eit')
68
68 T kg = kg 1 + kg 2 + kg_3
T0
71 T A=At c 1l + At c 2 + At c 3
T2
(©

Fonte: A autora com GNU Octave (2023).

Figura 1.22 — Dado de entrada apds a execugdo do script

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = ¢ 1
ans = hresta de c_ 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo:

Fonte: A autora com GNU Octave (2023).

O valor mdximo v,,, para a aresta do cubo menor, de modo que a aresta do cubo
maior ndo exceda 60 cm, pode ser estimado por tentativas, uma vez que o script da Figura 1.21

possibilita calcular as arestas dos cubos de volumes 2V e 3V a partir da aresta do cubo menor.



Figura 1.23 — Dados calculados atribuindo-se a; = 20 cm

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c_1

ans = Aresta de c_1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 20

a 1 = 20.00

ans = 20.00

ans = Volume de c_1

V_1 = 8000.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 1
kg 1 = 0.18

ans = Area total de c_1l em metros guadrados
At c 1 = 0.24

ans = Cubo médio = c_2

ans Volume de c 2

v 2 16000.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 2
kg 2 = 0.37

ans = Aresta de c_2

a 2 = 25.20

ans = Area total de c_2 em metros guadrados
At c 2 = 0.38

ans = Cubo maior = c_3

ans = Volume de c_3

V_3 = 24000.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 3
kg 3 = 0.56

ans = Aresta de c_3

a 3 = 28.84

ans = Area total de c_3 em metros guadrados
At c 3 = 0.50

ans = TOTAL do Kit

T kg = 1.12

T A =1.12

>

58]

Fonte: A autora com GNU Octave (2023).

Deste modo, constatamos que V., = 41 cm — Figura 1.24.

Figura 1.24 — Estimativas para v,,,q,: () a; = 41 cm; (b) a; = 42cem

Janela de Comandos Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c_1 ans = Cubo menor = c_1

ans = Aresta de c_l (medida de comprimento cm) ans = Rresta de c_1 _(rr.edida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 41 Digite a aresta do cubo: 42

a_l = 41.00 a_l = 42.00

ans = 41,00 ans = 42.00

ans = Volume de c_ 1 ans = Volume de c_1

V_1 = €8521.00 V_1 = 74088.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_ 1 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 1
kg 1 = 1.61 kg 1 = 1.73

ans = Area total de c_1 em metros guadrados ans = hrea total de c_1 em metros guadrados
At c 1 = 1.01 At c 1 = 1.06

ans = Cubo médio = c_2 ans = Cubo médio = ¢ 2

ans = Volume de c 2 ans = Volume de c 2

V_2 = 137842.00 V_2 = 148176.00 -

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 2 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_2
kg_2 = 3.21 kg_2 = 3.46

ans = Aresta de c 2 ans = Aresta de c_2

a2 = 51.66 a2 =52.92 -

ans = Area total de c_2 em metros guadrados ans = hrea total de c_2Z em metros guadrados
at_c 2 = 1.60 At_c 2 = 1.468

ans = Cubo maior = c_3 ans = Cubo maior = c_3

ans = Volume de c_3 ans = Volume de ¢ 3

V_3 = 206763.00 V_3 = 222264.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 3 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 3
kg_3 = 4,82 kg 3 = 5.18

ans = Aresta de c_3 ans = Aresta de c_3

a_3 = 59,13 a_3 = 60.57 B

ans = Area total de c_3 em metros guadrados ans = hrea total de c_3 em metros guadrados
At c 3 = 2.10 Bt c 3 = 2.20

ans = TOTAL do Kit ans = TOTAL do Kit

T kg = 9.64 T kg = 10.37

T A =4.71 T h=4.9¢

> >>

(a) (b)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).
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A partir da estimativa a1 = Upee = 41cm, podemos impor restricoes usando os

comandos if (se), elseif (sendo), else (outro) e endif (fim). Com a incorporacdo das restrigoes,

organizamos um novo script, ilustrado na Figura 1.25. Atribuindo para a, valores abaixo ou

acima daqueles estabelecidos nas restrigcoes, o programa devolve, respectivamente, as mensagens

“Este valor estd abaixo do permitido” e “Este valor estd acima do permitido” — Figura 1.26.

Figura 1.25 — Script contendo as restri¢des para o tamanho das arestas dos cubos do kit

WD =] o N W=

R R U T R R U T T R R R R R R R R R e e e e e
Lo T v T B N 3 Y S S o s R VTS s T (Y S PR T 6 B S L = T s T R S T O Y = TS ) o T e

clear

clc

format bank

("Cubo menor = c 1')

('Aresta de ¢ 1 (medida de comprimento cm)')
a l=input ("Digite a aresta do cubo: ")

Fif (2 1 < 5)

disp("Este valor esta abaixo do permitido.");
elseif (a 1 > 41 )

disp({"Este valor estd acima do permitido. ") ;
else
round(a_ 1)
('"Volume de c 1' )
V1= (a1"3)
('Quantidade em kilogramas de enchimento de c 1'")
kg 1 = V_1/(42875)
('Area total de c 1 em metros guadrados')
At ¢ 1 = 6*[(a_1)*2]1/10000
('Cubo médio = c 2")
("Volume de c 2' )
vVa2=2*1
('Quantidade em kilogramas de enchimento de c 2')
kg 2 =V _2/(42875)
('Aresta de c_2')
a 2 = cbrt(v_2)
("Area total de c 2 em metros guadrados')
At c 2 = 6%[(a_2)*2]1/10000
('Cubo maior = c 3")
('"Volume de c 3' )
V 3= 3* 1
('Quantidade em kilogramas de enchimento de c 3'")
kg 3 = V_3/(42875)
('Aresta de c_3')
a 3 = cbrt(v_3)
('Area total de C 3 em metros guadrados')
At ¢ 3 = 6*[(a_3)*2]1/10000
('TOTAL do Kit')
T kg =%kg 1+ kg 2 + kg 3
TA=At ¢ 1+ At c 2+ At c 3
endif

Fonte: A autora com GNU Octave (2023).
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Figura 1.26 — Mensagens retornadas pelo GNU Octave para valores de a; que violem as restri-
coes: (a) a; < 5cem; (b)ay > 4lem

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = ¢ 1

ans = Aresta de c 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 1.5

Ezte walor e3ta abaixo do permitido.

R

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = ¢ 1
ans = Aresta de ¢ 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: -1

Este valor esta abaixo do permitido,.

>

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c 1

ans = Aresta de c 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresca do cubo: 4.6

Este valor =std abaixo do permitido.

(a)

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c 1

ans = Aresta de c 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 41.4

Ezste walor es3td acima do permitido.

i

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c 1

ans = Aresta de c_ 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 41.5

Ezte walor estéd acima do permitido.

i

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c_1

ans = Aresta de c_1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: &0

Ezte walor es3ta acima do permitido.

=

(b)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Incorporadas as restricoes, a Figura 1.27 ilustra a execugdo do script para alguns

valores de a;.

Por fim, o modelo de script organizado para solucionar o Problema 1.3 possibilita que
Maria Luisa estime, com rapidez e precisdo, a quantidade dos materiais necessdrios a confec¢ao

dos kits de cubos, melhorando desta maneira a logistica de sua empresa.
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Figura 1.27 — Execugao do script para: (a) a; = 5cm; (b) a; = 41 cm; (¢) a; = 25¢em

Janela de Comandaos Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c 1 ans = Cubo menor = c_1

ans = Aresta de c 1 Tmedida de comprimento cm) ans = Aresta de c 1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 5 Digite a aresta do cubo: 41

a l=5.00 a 1= 41.00

ans = 5.00 ans = 41.00

ans = Volume de c 1 ans = Volume de c 1

V_ 1= 125.00 B V_1 = 68921.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 1 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 1
kg 1 = 0.00 B kg 1= 1.61

ans = Area total de c 1 em metros guadrados ans = Area total de c 1 em metros quadrados
At c 1= 0.01 B at_c 1= 1.01

ans = Cubo médio = c 2 ans = Cubo médio = c_2

ans = Volume de c 2 ans = Volume de c 2

V_2 = 250.00 - V_2 = 137842.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 2 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 2
kg 2 = 0.01 - kg 2 = 3.21

ans = Aresta de c 2 ans = Aresta de c 2

a 2= 6.30 B a_2 = 51.66

ans = Area total de c 2 em metros guadrados ans = Area total de c 2 em metros quadrados
At c 2 = 0.02 B At _c 2 = 1.60

ans = Cubo maior = c 3 ans = Cubo maior = c_3

ans = Volume de c 3 ans = Volume de c 3

V_3 = 375.00 B V_3 = 206763.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c 3 ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_3
kg 3 = 0.01 B kg 3 = 4.82

ans = Aresta de c 3 ans = Aresta de c 3

a 3=17.21 B a_3 = 59.13

ans = Area total de c 3 em metros guadrados ans = Area total de c 3 em metros quadrados
At c 3 = 0.03 B At _c 3 = 2.10

ans = TOTAL do Kit ans = TOTAL do Kit

T kg = 0.02 T kg = 9.64

T & =0.07 TA=4.71

(a) (b)

Janela de Comandos

ans = Cubo menor = c_1

ans = Aresta de c_1 (medida de comprimento cm)
Digite a aresta do cubo: 25

a 1= 25.00

ans = 25.00

ans = Volume de c_1

V_1 = 15625.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_1
kg 1 = 0.36

ans = Area total de c 1 em metros quadradaos

At _c 1 = 0.38

ans = Cubo médio = c 2
ans = Volume de c 2

V_2 = 31250.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_2
kg 2 = 0.73

ans = Aresta de c_2
a_z = 31.50

ans = Area total de c 2 em metros quadradaos

At _c 2 = 0.€0

ans = Cubo maior = c_3

ans = Volume de c_3

V_3 = 46875.00

ans = Quantidade em kilogramas de enchimento de c_3
kg 3 = 1.09

ans = Aresta de c_3

a_3 = 36.06

ans = Area total de c_3 em metros quadradaos

At _c 3 = 0.78

ans = TOTAL do Kit

T kg = 2.19

T A=1.75

(©)
Fonte: A autora com o GNU Octave (2023).

Observacao 1.3. O professor de matemdtica da Educagdo Bdsica pode adaptar o script da

Figura 1.25 para explorar outras relacoes entre os volumes dos cubos.
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2 ATIVIDADES DIDATICAS COM O GEOGEBRA

2.1
1.1
1.2
1.3
1.4

<

1.5

1.6

1.7

ATIVIDADE 2.1: DIVISIBILIDADE E FUNCOES

Nivel: Ensino Fundamental II.

Ano: 9%

Numero de aulas: 4 (50 minutos cada).

Competéncias especificas na Base Nacional Comum Curricular - BNCC (Brasil, 2018):

Reconhecer que a Matemadtica € uma ciéncia humana, fruto das necessidades e preocupa-
coes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e € uma ciéncia viva, que
contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos e para alicercar descobertas

e construgdes, inclusive com impactos no mundo do trabalho;

Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da
Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de outras areas
do conhecimento, sentindo seguranca quanto a propria capacidade de construir e aplicar
conhecimentos matemdticos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranga na busca de

solucdes;

Utilizar processos e ferramentas matemadticas, inclusive tecnologias digitais disponiveis,
para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras dreas de conhecimento,

validando estratégias e resultados.

Habilidades especificas na BNCC:

(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculos (mentais ou escritos,
exatos ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias variadas, com
compreensdo dos processos neles envolvidos com e sem uso de calculadora;
(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de
divisor;

(EFO7TMA13) Compreender a ideia de varidvel, representada por letra ou simbolo, para
expressar relagcdo entre duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incégnita;
(EFO9MAO06) Compreender as fungdes como relagdes de dependéncia univoca entre duas
varidveis e suas representacdes numérica, algébrica e grafica e utilizar esse conceito para

analisar situacdes que envolvam relagdes funcionais entre duas varidveis.
Conteudos abordados: divisibilidade; fun¢do do primeiro grau; func¢io constante.

Objetivos:
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¢ Construir no GeoGebra duas fun¢des constantes para interpretar geometricamente o
Problema 2.1;

¢ Analisar a intersecdo das funcdes constantes com outras trés funcdes criadas a partir
do Problema 2.1;

¢ Concluir que as intersecdes correspondem a solu¢cdo do Problema 2.1.
1.8 Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solu¢do de problemas.

1.9 Avaliacdo: observacdao do desempenho dos estudantes durante a atividade; estabelecer

relagdes semelhantes usando outras fungdes.

O Problema 2.1, que aborda divisibilidade e fun¢des, € a Questdo 2.1 conduzem a
Atividade 2.1.

Problema 2.1. Beremiz e seu amigo Bagdali presenciam uma acalorada discussdo entre trés
irmdo quando seguiam viagem para Bagdd. O debate diz respeito a divisdo de 35 camelos

1
deixados como heranga aos trés irmdos, obedecendo as seguintes razoes: 5 para o mais velho;

1
3 para o irmdo do meio; 9 para o mais novo. O impasse ocorre quando os irmdos tentam fazer

a partilha conforme a vontade do falecido pai, mas os valores resultam em niimeros decimais.
Desse modo, eles ndo conseguem chegar a um resultado que favoreca os trés. Acrescentando
um camelo a partilha (pertencente ao seu amigo Bagdali), Beremiz finda o impasse, devolve o

camelo do amigo, lucra um camelo para si e favorece cada um dos irmdos na partilha (Tahan,
2008b, p. 21-23).

Questao 2.1. Represente no GeoGebra o Problema 2.1 usando funcoes e indique a solugdo

natural dada por Beremiz. Mostre outras possiveis solugcoes naturais.

Solucdo. Para interpretar geometricamente a solugcdo do Problema 2.1 no GeoGebra, iniciemos

recordando os conceitos de funcdo afim e de fungdo constante — Definicoes 2.1, 2.2 e Defini¢cdo
2.3 (Lima, 2014).

Definicao 2.1. Dados os conjuntos X e Y, uma funcdo f : X — Y (lé-se "uma fungdo de X em
Y") é uma regra (ou conjunto de instrugoes) que diz como associar a cada elemento x € X um

elemento y = f(x) € Y (leia-se "y igual a f de x").

Definicdo 2.2. Denomina-se fungdo afim a fungdo f : R — R da forma f(x) = ax + b, com
z,a,b € Rea,b+# 0. Quando b = 0, a funcdo f(x) = ax é denominada fungdo linear.

Definicdo 2.3. Denomina-se fungdo constante a fun¢do f : R — R da forma f(x) = b, com
beR.

Para a interpretagdo geométrica do Problema 2.1, construimos no GeoGebra as seguintes

fungoes constantes:
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e g(x) = 35, que representa a quantidade de camelos deixada como heranga aos trés filhos;

o f(x) = 35 + b, que representa a quantidade de camelos deixada como heranga aos trés

filhos com o acréscimo de b camelos.

Além das duas funcoes, também determinamos os pontos que representam a quantia de
camelos atribuida a cada um dos trés irmdos em fungdo da quantidade de camelos considerada

na partilha.

© O ponto A = (x4,ya) refere-se a parte da heranca que compete ao irmdo mais novo:
T 4 representa a quantidade de camelos que cabe a esse irmdo e 1y 4 representa o total de

camelos que estd sendo considerado na partilha.

o O ponto B = (xp,yp) refere-se a parte da herang¢a que compete ao irmdo do meio: xp
representa a quantidade de camelos que cabe a esse irmdo e yg representa o total de

camelos que estd sendo considerado na partilha.

o O ponto C = (x¢,yc) refere-se a parte da heranga que compete ao irmdo mais velho:
xo representa a quantidade de camelos que cabe a esse irmdo e yc representa o total de

camelos que estd sendo considerado na partilha.

No GeoGebra, os pontos A, B e C aparecem, respectivamente, na interse¢do da reta

que representa a fungdo f(x) com as retas que representam as seguintes fungoes lineares:
e h(x), que passa pelos pontos A(xa,ya) e O(0,0);
e r(x), que passa pelos pontos B(xp,yg) e O(0,0);
e s(x), que passa pelos pontos C(xc,yc) e O(0,0).
A Figura 2.1 ilustra a construgdo das fungoes no GeoGebra. Quando b = 0, temos que

as fungées f(x) e g(x) sdo coincidentes.

No GeoGebra, podemos manipular o controle deslizante b, com 0 < b < 37, de maneira
que a func¢do f(x) =y = 35 + b, que representa a quantidade de camelos deixada como
heranca aos filhos com o acréscimo de b camelos, e os pontos A, B e C' (parte superior esquerda

da Figura 2.1) sejam visualizados de forma dindmica. A construcdo pode ser acessada através

do link

<https://www.geogebra.org/ classic/dnfhuv3f>.

Ao mover o controle deslizante b no GeoGebra, é importante observarmos as solucoes

naturais, assim como a melhor solucdo para o Problema 2.1. Exemplificando:
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Figura 2.1 — Interpretagio geométrica do Problema 2.1 no GeoGebra: as fungdes f(z) (verme-
1ho), g(z) (azul), h(z) (), r(x) (marron) e s(x) (verde)
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Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

* para b =1, temos que A = (4,36), B = (12,36) e C = (18, 36);
* para b =19, temos que A = (6,54), B = (18,54) e C' = (27,54);

* para b = 37, temos que A = (8,72), B = (24,72) e C = (36, 72).

2.2 ATIVIDADE 2.2: A DUPLICACAO DO CUBO

Para Eves (2011, p. 135) “ha indicios de que o problema da duplica¢do do cubo possa
ter se originado nas palavras de algum poeta (talvez Euripedes) grego antigo, ignorante em
matematica, ao descrever a insatisfacao do mitico rei Minos com o tamanho do timulo erguido
para seu filho Glauco”.

Diante desse fato, o rei Minos ordenou que o timulo do seu filho Glauco fosse duplicado.

Para tanto, por influéncia do poeta, o rei acreditou que bastaria duplicar as dimensdes do timulo,
isto é, comprimento, largura e altura.

Essa falha matemadtica da parte do poeta levou os gedmetras a abragar o pro-
blema de como dobrar um dado s6lido mantendo-se sua forma. Nenhum pro-
gresso parece ter havido quanto a solugdo até que, algum tempo mais tarde,
Hipdcrates descobriu sua famosa reducgdo [...] (Eves, 2011, p. 135).

Ap06s o dilema do rei Minos, a duplicagdo do cubo voltaria a tona com a construgdo do
altar para o deus grego Apolo, considerado patrono da musica e da arte, com poderes sobre a
morte. Em seu templo, construido na ilha grega Delos, Apolo (ou deus do Sol) era venerado
por aqueles(as) que desejavam suas previsdes. A duplicacdo do altar de Apolo € relatada no
Problema 2.2 segundo Contador (2012).



38

Problema 2.2. Quando uma peste assolou Atenas, dizimando cerca de um quarto de sua popu-
lagdo, inclusive fazendo Péricles uma de suas vitimas, os habitantes, desesperados, enviaram
uma delegacdo em busca de auxilio para a ilha de Delos, mais precisamente ao templo de Apolo.
Neste templo havia um altar em forma de cubo e, em troca do fim da peste, a divindade fez um

pedido: erguei-me um altar igual ao dobro do jd existente e a peste cessard.

A Figura 2.2 mostra um esboco do altar de Apolo e a duplicag¢do proposta no Problema
2.2.

Figura 2.2 — Esbocgo: (a) do altar de Apolo; (b) do altar de Apolo duplicado

9 SketchUp _— : ) § SketchUp

() (b)
Fonte: Parodi com SketchUp (2022, n.p).

Segundo Domingues (1998), Hipdcrates de Quio (c. 440 a.C.) reduziu o problema da

duplicagdo do cubo as médias proporcionais = e y aos segmentos de comprimento k e 2k, ou

seja:
ko z
e % 2.1)
Da propor¢ao (2.1), segue que:
2 =ky=y= “%2; (2.2)
y? =2kax; (2.3)
ry =2k°. (2.4)

Substituindo (2.2) em (2.4), obtemos que:

x® =2k,
r =v2k. (2.5)

Na relagdo (2.5), z é a medida da aresta do cubo duplicado enquanto que % é a medida

da aresta do cubo original.

Ap06s Hipdcrates, outros matemadticos também tentaram solucionar o problema da dupli-

cacdo do cubo.
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Dessas, uma das mais antigas, e certamente uma das mais notdveis, na forma
de uma solucdo por geometria superior, foi dada por Arquitas (c. 400 a.C.).
Sua solug@o consiste em achar um ponto de intersec¢@o de um cilindro circular
reto, um toro de didmetro interior zero e um cone circular reto! Essa solug¢do
lanca alguma luz sobre a extensdo pouco comum que a geometria deve ter
atingido naqueles tempos remotos. A solucdo de Eudoxo (c. 370 a.C.) se perdeu.
Menaecmo (c. 350 a.C.) deu duas solugdes do problema e, tanto quanto se sabe,
inventou as sec¢des cOnicas para esse proposito. Atribui-se a Eratéstenes (c.
230 a.C.) uma solug@o posterior usando dispositivos mecanicos e outra, por
volta da mesma época, a Nicomedes. Uma solug@o ainda posterior foi oferecida
por Apoldnio (c. 225 a.C.). Dioclés (c. 180 a.C.) inventou uma curva chamada
cissoide com o mesmo objetivo. E, obviamente, descobriram-se modernamente
muitas solu¢cdes mediante curvas planas superiores (Eves, 2011, p. 135).

O matematico Menaecmo (c. 350 a.C.), discipulo de Eudoxo, amigo de Platao (427 — 347
a.C.) e membro da Academia de Platdo, “[...] fez a descoberta dessas curvas (22 = ky, y? = 2kx
e xy = 2k?) por volta de 360 a.C. e mostrou que a intersec@o delas daria as médias requeridas
no problema, ainda que nao construidas com régua e compasso” (Delgado; Frensel; Crissaff,
2017, p. 146). De acordo com Eves (2011), s@o duas as contribui¢des de Menaecmo a solucao

do problema da duplicagdo do cubo.

1* Emprega-se duas pardbolas, com vértices comuns e eixos perpendiculares, tais que o latus
rectum (lado reto)! de uma € o dobro do latus rectum da outra. Esta constru¢do pode ser
efetuada com o auxilio das equacdes (2.2) e (2.3), ou seja, 2° = ky e y* = 2kx, derivadas

da proporg¢ao (2.1) de HipOcrates.

2% Considera-se a interse¢ao entre uma pardbola e uma hipérbole equildtera que tem como
assintotas o eixo da pardbola e a tangente a esta que passa pelo vértice. Esta construcdo
pode ser efetuada com o auxilio das equacdes (2.2) e (2.4), ou seja, 2% = ky e vy = 2k2,

derivadas da proporc¢do (2.1) de Hipdcrates.

Utilizamos as duas estratégias de Menaecmo para interpretar geometricamente a duplica-

¢do do cubo com o GeoGebra (2022a).

2.2.1 USANDO DUAS PARABOLAS

2.1.1 Nivel: Ensino Médio.
2.1.2 Série: 12,
2.1.3 Nuamero de aulas: 3 (50 minutos cada).

2.1.4 Competéncia especifica no Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parand -

RCEMP (Parand, 2021): Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos

'O latus rectum de uma conica é definido como sendo a corda focal, ou segmento de reta que passa por um dos

focos da conica e tem extremidades pertencentes a mesma, cujo comprimento € minimo. Pode-se demonstrar
. . , 2
que, em coordenadas cartesianas, o comprimento do latus rectum é dado por %
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para interpretar situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas,

divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

2.1.5 Habilidades especificas no RCEMP:

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fun¢des polinomiais de primeiro ou
segundo graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais;

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de dreas totais
e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos, em situacdes reais (como o
calculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam
composi¢des dos sélidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais;
(EM13MAT402) Converter representagdes algébricas de funcdes polinomiais de segundo
grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais
uma varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a

softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinAmica, entre outros materiais.
2.1.6 Conteudos abordados: volume do cubo; duplicacdo do cubo; conicas (parabola).

2.1.7 Objetivos:

¢ Construir no GeoGebra duas pardbolas derivadas da propor¢do (2.1) de Hipdcrates;

¢ Determinar o latus rectum das duas parabolas e verificar se o latus rectum de uma é

o dobro da outra;

¢ Destacar a intersecio das duas pardbolas e baixar uma perpendicular em relacio ao
eixo x;

¢ Determinar as arestas do cubo inicial e do cubo duplicado.

2.1.8 Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solug@o de problemas.

2.1.9 Avaliagdo: observacdo do desempenho dos estudantes durante a atividade.

O Problema 2.3, que aborda a duplicac@o do cubo, e a Questdo 2.2 regem a primeira
parte da Atividade 2.2.

Problema 2.3. Dado um cubo de aresta k, determine a medida x da aresta do cubo cujo volume

é o dobro do volume do cubo de aresta k.

O problema da duplicac¢do do cubo (Problema 2.2), enuncia a necessidade de duplicar o
altar de Apolo em troca do fim da peste em Atenas. Muitos matematicos ficaram intrigados com
esse problema, pois ndao havia solu¢@o por meio de régua e compasso. O matematico Menaecmo

fez duas contribui¢des importantes a solu¢dao desse problema.
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Questao 2.2. Utilize a primeira contribui¢cdo de Menaecmo para determinar a aresta correspon-

dente ao cubo de volume duplicado.

Solucdo. Iniciamos inserindo as equagoes (2.2) (x> = ky) e (2.3) (y?> = 2kx) na janela de
dlgebra (op¢do calculadora grdfica) do GeoGebra. A Figura 2.3 ilustra as duas pardbolas

COI’TESpOI’ld@I’llES aessas equagées.

Figura 2.3 — Pardbolas 22 = ky (azul) e y* = 2kx ( ), comk =3

7

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Na primeira estratégia para a duplicagdo do cubo, Menaecmo refere-se a duas pardbolas
com vértices comuns e eixos perpendiculares, tais que o latus rectum de uma é o dobro do
latus rectum da outra. Segundo Coxeter (1969, p. 116): “A corda LL' passando pelo foco,
paralela a diretriz, é chamada latus rectum,; seu comprimento é denotado por 21, de modo que
| =OL = eLH" onde e =1 ¢ a excentricidade® da pardbola — Figura 2.4.

Como toda pardbola é simétrica em relacdo a reta focal, podemos concluir na
Figura 2.4 que: LO = OL = I; o foco O é o ponto médio do segmento LL; d(L, H) = d(O, X)
e que | = 2p, onde p é o parametro da pardbola. De fato, temos que OX = 2p, e como

| =OL = LH = OX, segue que | = 2p. Consequentemente, 2] = 4p = s.

Nesta primeira estratégia, usamos as pardbolas x> = ky e y*> = 2k, onde k = 2, com
vértices na origem. A pardbola x* = ky possui reta focal coincidente com o eixo Oy, isto é,
a forma candnica com p = %, onde FF = (0,p), d: y = —pe2p=d(F,d). Jda pardbola
y? = 2kx possui reta focal coincidente com o eixo Oz, ou seja, a forma candnica com p’ = 2,
onde Fy = (p/,0),d: o= —p'e2p =d(F,d).

2

The chord LL' through the focus, parallel to the directrix, is called the latus rectum; its length is denoted by 21,
sothat! = OL = eLH.

3 Razio entre a distancia do centro ao foco e a distancia de um ponto na conica da diretriz.
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Figura 2.4 — Latus rectum LI’ da parabola

2 H
K

X

-

Fonte: Coxeter (1969, p. 115).

Assim, o latus rectum LL' terd como extremos os pontos L = (—2p,p) e L' = (2p,p)
para 1* = ky e o latus rectum L\L} terd como extremos os pontos L1 = (p',2p') e L] =

(p/, —2p') para y* = 2kx — Figura 2.5, cumprindo deste modo as condig¢des de Menaecmo.

Figura 2.5 — Latus rectum LL’ e L, L/ das pardbolas 22 = ky e y?> = 2kx, respectivamente, com
k=2

L=(1,05) Fr(0,05) L'=(1,05)
F,=(1,0)

-0.5 LiLy =4

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Na Figura 2.5, H = (\3/5 k, ﬂk) é o ponto de interse¢do das duas pardbolas. As
coordenadas deste ponto podem ser determinadas empregando-se o método da substituicdo para

solucionar o sistema composto pelas equacoes (2.2) e (2.3).
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Inserindo a equacdo (2.5) (x = /2 k) na janela de dlgebra ( op¢do calculadora grdfica)
do GeoGebra, visualizamos uma reta perpendicular ao eixo x e paralela ao eixo y, que passa

pelo ponto H — Figura 2.6.

Figura 2.6 — Pardbolas 2% = ky (azul) e y?> = 2kx ( ), areta x = /2k (verde) e os

segmentos V,D e V,,F/, de comprimentos k e x, respectivamente, com k = 2

4 eq3
35
H
3
K / M

=
1
N

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

As medidas dos segmentos V,,D e V,F na Figura 2.6, onde D = (k,0) e E = (\3/5 k, O),
representam, respectivamente, o comprimento k da aresta do cubo e o comprimento xr =
/2 k da aresta do cubo de volume duplicado. Desta forma, os quadrados V,DCB e V,EMK
representam as faces do cubo e do cubo de volume duplicado, respectivamente. Construimos

no GeoGebra uma atividade dindmica que permite, atrdves de um controle deslizante, alterar

o valor da medida k e observar o que ocorre com as pardbolas e os segmentos V,D e V, E.

Disponibilizamos essa atividade no link:
<https://www.geogebra.org/ calculator/ugpvcbmz>.

Usando o GeoGebra na opg¢do de janela 3D, criamos um cubo de aresta k e outro
cubo de aresta /2 k a partir dos quadrados Vo,BCD e V,KME, respectivamente — Figura 2.7.
Assim, dados um cubo C de aresta k e um cubo D de aresta /2 k, temos que o volume V de C é

V(C) = k? e o volume V de D é V(D) = 2k3. Portanto: V(D) = 2V(C).
No link

<https://www.geogebra.org/classic/gmskSjgv>,
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Figura 2.7 — Cubos de arestas k e 2k, comk =4

eq3)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

disponibilizamos uma atividade construida no GeoGebra que permite observar a duplicacdo do

cubo alterando-se o valor de k no controle deslizante.

2.2.2 USANDO UMA PARABOLA E UMA HIPERBOLE

2.2.1

Nivel: Ensino Médio.

2.2.2 Série: 1%.

223

Numero de aulas: 3 (50 minutos cada).

2.2.4 Competéncia especifica no RCEMP: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos ma-

225

tematicos para interpretar situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tec-
noldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacgao

geral.

Habilidades especificas no RCEMP:

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de primeiro ou
segundo graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais;

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas totais
e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos, em situacdes reais (como o
calculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam
composi¢oes dos solidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais;
(EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais de segundo

grau em representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais
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uma varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a

softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dindmica, entre outros materiais.
2.2.6 Conteudos abordados: volume do cubo; duplica¢do do cubo; conicas (pardbola e hipérbole).
2.2.7 Objetivos:
¢ Construir no GeoGebra uma pardbola e uma hipérbole derivadas da proporcao (2.1)
de Hipdcrates;
o Mostrar que os eixos z e y correspondem as assintotas da hipérbole xy = 2k?;
© Mostrar que a hipérbole xy = 2k? € equilatera;

¢ Destacar a intersecdo da pardbola e da hipérbole e baixar uma perpendicular em

relacdo ao eixo x.

¢ Determinar as arestas do cubo inicial e do cubo duplicado.
2.2.8 Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solugdo de problemas.

2.2.9 Avaliagdo: observacao do desempenho dos estudantes durante a atividade.

O Problema 2.3, que aborda a duplica¢io do cubo, e a Questdo 2.3 regem a segunda
parte da Atividade 2.2.

Questao 2.3. Utilize a segunda contribuicdo de Menaecmo para determinar a aresta correspon-

dente ao cubo de volume duplicado.

Solucio. Inserindo as equagdes (2.2) (2° = ky) e (2.4) (vy = 2k?) na janela de dlgebra (op¢do
calculadora grdfica) do GeoGebra, obtemos a Figura 2.8. Nesta, destacamos o ponto H, que
representa a intersegdo da pardbola com a hipérbole. O ponto V,, = A = (0,0) € o vértice da
pardbola (2.2).

Estabelecida a pardbola, precisamos verificar se a hipérbole vy = 2k?* se enquadra nas
normas de Menaecmo, isto é, se é uma hipérbole equildtera cuja distdncia entre os vértices reais
é igual a 4s, uma vez que 2l = 4p = s, e as assintotas sdo o eixo focal da pardbola e a tangente

a esta que passa pelo vértice.

Construindo o grdfico da hipérbole vy = 2k?, com k = 2, no GeoGebra — Figura 2.9,

temos que o eixo focal da pardbola x> = ky é coincidente ao eixo Oy. Logo, este eixo é uma

) 2k? ) 2k
das assintotas uma vez que lim y = — = —oo e lim y = — = 400. A outra assintota
z—0~ x z—07F X
: : : 2k? . , . )
corresponde ao eixo Oz, isto porque hril y = — = 0. E o0 eixo Ox é tangente a pardbola
z—+oo €T
x? = 2y e passa pelo vértice V,. Como os eixos Ox e Oy sdo perpendiculares, temos que a

hipérbole xy = 2k* é equildtera.

Contudo, a hipérbole 1y = 2k? estd rotacionada. Para que essa hipérbole satisfaca os

critérios de construgdo de Menaecmo, a rotacdo dos eixos devem ser de 45°, por se tratar de
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Figura 2.8 — Interse¢io H da pardbola 22 = ky com a hipérbole xy = 2k? ( ),onde k = 3

10

eq, \

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 \/p:(O 0) 2 4 6 8

\
\ -5

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Figura 2.9 — Assintotas da hipérbole xy = 2k?, com k = 2

V,=(0,0)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

uma hipérbole equildtera. Para tanto, precisamos tracar as bissetrizes em relagcdo aos eixos Ox
e Oy — Figura 2.10.

Sabemos que na hipérbole equildtera a = b, ou seja, o retangulo base é um quadrado, e
que a distancia entre os vértices reais Ay e Ay é d( Ay, Ay) = 2a. Assim, devemos ter d( Ay, Ag) =

2a = 4s. Como LL' = 2l = 4p = s, segue que d(A;, As) = 4s = 16p. Logo, empregando os
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Figura 2.10 — Bissetrizes (verde) em relagdo aos eixos Ox e Oy

@® p=05

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

valores em fungdo de p, podemos afirmar que a hipérbole vy = 2k? se encaixa nos padrées de

constru¢do de Menaecmo.

De fato, a distdncia d( Ay, Ay) = 4s = 16p corresponde a diagonal (coincidente com
uma das bissetrizes) do quadrado inscrito no retangulo base da hipérbole. Os vértices do
quadrado inscrito correspondem aos pontos médios dos lados do retangulo base, isto é, A1 e A
sdo vértices opostos desse quadrado. Além disso, como 4s = 16p = 2a e 2l = 4p = s, temos
que 2a = 4s = 81, de onde podemos concluir que a distdncia entre os vértices A, e As € igual

ao quddruplo do latus rectum da pardbola x* = ky, ou seja, d(A,, Ay) = 8l — Figura 2.11.

Utilizando o método da substitui¢do para solucionar o sistema de equagdes x> = ky e
xy = 2k?, obtemos como solugdo o ponto H = (\/2 k, /4 k), intersecdo da pardbola com a
hipérbole. Baixando uma perpendicular ao eixo Ox passando por H, determinamos o ponto F

em QOzx. Este ponto tem a mesma abscissa do ponto H. Logo, E = (\3/5 k, 0) — Figura 2.12.
Na Figura 2.12, as distancias d(A, B), onde B = (k,0), e d(A, E) representam, respec-

tivamente, o comprimento da aresta k do cubo e o comprimento da aresta x = /2 k do cubo
de volume duplicado. Ao manejarmos os controles deslizantes, que correspondem a valores
atribuidos as medidas k e p, podemos observar o que ocorre com as medidas dos segmentos V, B
e V,E, onde V,, = A = (0,0) é o vértice da pardbola. Construimos uma atividade no GeoGebra
que permite observar o que ocorre quando se altera o valor de p e/ou k. Esta atividade estd

disponivel no link:

<https://www.geogebra.org/classic/q5vb2qht>.
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Figura 2.11 — Retangulo base da hipérbole xy = 2k? e quadrado inscrito

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Figura 2.12 — Conicas 2% = ky e zy = 2k, com k = 2, e as arestas V,B e V,F

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Deste modo, a solu¢do do Problema 2.3 usando as contribuicoes de Menaecmo consiste
em se determinar a instersegdo entre as pardbolas (2.2) e (2.3) ou entre uma destas e a hipérbole
(2.4). Em qualquer das escolhas, baixando uma perpendicular ao eixo Ox passando pelo
ponto de intersecdo H, determinamos em Ox o ponto E. Assim, o comprimento do segmento

Vol = AFE é a medida da aresta do cubo dublicado. Podemos visualizar as duas contribuigoes
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de Menaecmo a duplicagdo do cubo na Figura 2.13.

Figura 2.13 — Volume dos cubos de arestas k e 2k, com k = 20

eq2

eqt

Volume do cubo de aresta k:

40 0 ED ET)
20° = 8000

Volume do cubo de aresta kV/2 :

(20¥/2)* = 16000 "

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Organizamos no GeoGebra uma atividade para determinar o volume do cubo original
e do cubo duplicado a partir do valor do pardametro k, que pode ser modificado pelo controle

deslizante. Disponibilizamos a atividade no link:

<https://www.geogebra.org/classic/htadhqhx>.

2.3 ATIVIDADE 2.3: RELEITURA DE IMAGENS

Uma releitura € a acdo de interpretar novamente, acrescentando algo novo e original.
A releitura de uma obra € a criagdo de uma nova obra, ressignificando a obra anterior. Na

ressignificacdo, o autor da nova obra confere um toque pessoal a obra anterior.

De acordo com Daniel (2021, p. 16): “Fazer uma releitura de uma obra € expor a sua
interpretacao, sem fugir da ideia original. E recriar com novos elementos, mas que seja possivel

identificar que a obra original foi utilizada como inspiragcdo”.

Além disso, a releitura pode ser usada como um feedback ao autor da obra, uma forma

de elogio ou critica através da reinterpretacio da obra original (Daniel, 2021).

2.3.1 RELEITURA DO POR DO SOL EM MORRETES-PR

A releitura do “Por do Sol em Morretes” foi recriada no GeoGebra a partir de uma

fotografia — Figura 2.14 — feita pela autora nos fundos da casa onde reside em Morretes—PR.

Destacamos a seguir o protocolo utilizado para construir a releitura da obra no GeoGebra.

1. Enquadramos a arte em um retangulo, para simular uma moldura, e definimos essa drea

com fundo neutro em tom azul claro.



50

Figura 2.14 — P6r do Sol em Morretes—PR

Fonte: A autora.

2. Usamos a pardbola
0, 8y* + 10z — 12y = 200,

com reta focal paralela ao eixo Ox e diretriz a direita do foco, para desenhar o arco

presente no céu da Figura 2.14.

3. Empregamos as pardbolas

(z +70)* = (y 25), (2.6)
(z +62)* = — —(y 20), 2.7
(z +56)* = — 2(y — 15), (2.8)
(z +48)* = —8(y — ), 2.9)

com retas focais paralelas ao eixo Oy e diretrizes acima do foco, para desenhar os picos
ou morros da Figura 2.14.

4. Delimitamos as pardbolas (2.6) a (2.9) com a funcdo SE do GeoGebra, para que as
mesmas simulem as deformacdes dos picos (usamos as intersecdes para termos ideia dos

pontos de delimitacdo). Para tanto, reescrevemos as equagdes (2.6) a (2.9) como funcgdes,

ou seja,
70)?
o) = T 45
h(z) = — 4(z + 62)* + 20,
2
o) =~ T s,
4 2

8
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5. Utilizamos elipses de tamanhos variados em tom cinza para representar as nuvens da

Figura 2.14.

6. Acrescentamos um trapézio na parte superior do retangulo moldura e preenché-lo com

efeito pontilhado em tom de azul, para simular o céu da Figura 2.14.

7. Empregamos um triangulo em cor marrom e efeito tecelado para representar o tronco do

coqueiro da Figura 2.14.

8. Usamos cinco semicirculos com efeitos variados em tons de verde para simbolizar as

folhas do coqueiro da Figura 2.14.

9. Posicionamos dois semicirculos, com efeito pontilhado em tons de amarelo, na parte

inferior direita da moldura com o intuito de iluminar a arte, imitando os raios de sol da

Figura 2.14.
A Figura 2.15, também presente no link
<https://www.geogebra.org/m/pktmm78t>,

ilustra a releitura do “Por do Sol em Morretes”, construida segundo as etapas descritas anterior-

mente.

Figura 2.15 — Releitura do “Por do Sol em Morretes”

IRl

i

]

S
|3_1+|+|;n

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

2.3.2 RELEITURA DO MUSEU OSCAR NIEMEYER (MON)

O prédio que hoje abriga em Curitiba—PR o Museu Oscar Niemeyer (MON) — Figura
2.16 — foi projetado em 1967, era inicialmente chamado Presidente Humberto Castelo Branco e

sediava em 1970 algumas secretarias do Estado do Parana (Parand, 2023).
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Figura 2.16 — Museu Oscar Niemeyer

B

Fonte: Globo (2023, n.p).

Ainda, segundo Parand (2023, n.p):

No ano 2000, comegaram as negociagdes para a transformagao do espaco num
museu de arte, na gestdo do entdo governador Jaime Lerner. Em 2001, 23 anos
depois de sua inauguragao, as autoridades do Estado decidiram transformar a
generosa drea em museu e, em 22 de novembro de 2002, o edificio deixou de
ser sede de secretarias de Estado para se transformar no, inicialmente batizado,
Novo Museu.

Com a construg@o de um anexo — Figura 2.17, popularmente chamado de “Olho” devido
ao seu formato, e de outras adaptagdes, o Novo Museu deu lugar ao MON. A autoria das

adaptacgdes e do anexo € do reconhecido arquiteto Oscar Niemeyer.

Figura 2.17 — MON e o arquiteto Oscar Niemeyer

Fonte: Parand (2023, n.p).

Oscar Niemeyer, um dos maiores nomes da arquitetura moderna internacional,
nasceu no Rio de Janeiro, em 15 de dezembro de 1907 € morreu em 5 de
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dezembro de 2012, aos 104 anos. Tem ao redor do mundo mais de 600 projetos
arquitetdnicos e € um dos representantes mais reconhecidos da arquitetura
moderna. Foi o arquiteto designado para dar vida ao anexo do Olho e tornar o
MON uma obra de arte por si s6 (Parand, 2023, n.p).

O MON ¢ considerado atualmente o maior museu da América Latina, com aproximada-
mente 35 mil metros quadrados de drea construida e cerca de 17 mil metros quadrados de area

expositiva (Parand, 2023).

Depois desta breve explanacdo, propomos uma atividade sobre a releitura do MON. O
Problema 2.4, que aborda a constru¢do de pardbolas e hipérboles assim como o Problema 2.3, e

a Questdo 2.4 conduzem a Atividade 2.3.
3.1 Nivel: Ensino Médio.
3.2 Série: 3°.
3.3 Numero de aulas: 10 (50 minutos cada).

3.4 Competéncia especifica no RCEMP: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos ma-
tematicos para interpretar situacoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tec-
noldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao

geral.

3.5 Habilidade especifica no RCEMP:
(EM13MATS509) Investigar a deformacao de angulos e areas, provocada pelas diferentes
projecoes usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica), com ou sem suporte de

tecnologia digital.
3.6 Conteddos abordados: prismas; se¢des cOnicas.
3.7 Objetivos: construir pardbolas, hipérboles, prismas e prismoides no GeoGebra.
3.8 Procedimento metodoldgico: aula expositiva e dialogada; solu¢do de problemas.

3.9 Avaliacao: observacao do desempenho dos estudantes durante a atividade; releitura de

outras obras.

Problema 2.4. Em uma aula de arte, o professor propoe aos estudantes que facam uma releitura
de obras criadas por brasileiros eminentes. Mariana, que é apaixonada por arquitetura, decide

fazer uma releitura do MON para homenagear Oscar Niemeyer.
Questao 2.4. Como fazer uma releitura do MON, ilustrado na Figura 2.16, usando o GeoGebra?

Solucdo. Descrevemos a seguir as etapas que Mariana deve seguir para fazer a releitura do

MON no GeoGebra. Disponibilizamos a releitura no link
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<https://www.geogebra.org/classic/yjpchesd>.

1. No sistema xQOy (2D), construir a pardbola e a hipérbole de equacdes, respectivamente,

iguais a:
2?2 4 4y =12;
13,0922 — 50, 91y* = — 41, 64,
de forma que um ramo da hipérbole intersecte a pardbola criando o formato do “Olho”.

2. No sistema xOyOz (3D), construir as pardbolas parametrizadas*

P: X =(0,3,3) + (—2t,—t2,0),
R : X =(0,3,6) + (—2t, —t%,0),

e as hipérboles parametrizadas

E: X =(0,0,3) + (1, 78sinh(t), F0,9cosh(t), 0),
S: X =(0,0,6) 4+ (—1, 78sinh(t), F0,9cosh(t),0).
A Figura 2.18 ilustra a construgdo das pardbolas e hipérboles parametrizadas.

Figura 2.18 — Parédbolas e hipérboles parametrizadas

i
=

Conica

¢ : Hipérbole(D, C, E, PlanoX0Y)

= 13.09x - 50.91y? = -41.64

e Hipérbole(P, R, L)

@
= X =(0,0,3) + (1.78 sinh(t), F 0.9 cosh(t), 0)
p - Pardbola(P, k)
= X=(0.33)+(2t-20)
q : Pardbola(D, I)
@
=24 dy =12
. r: Pardbola(Q,m)
QO
= X=(0,36)+ (2t -1 0)
s : Hipérbole(Q.S. X)
= X =(0,0,6) + (-1.78 sinh(t), T 0.0 cosh(t), 0)
Funcéo
Ntimero
N ) a=H{(-1,153)
a = 1225
B !yf.\;;-_ A \ Q Plano

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

Ao criarmos as pardbolas P e R e as hipérboles £ e S, com projecao dos focos e vértices paralelos ao eixo Oz,
0 GeoGebra retornou as equacdes de forma parametrizada.
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3. Destacar e colorir duas regides: a superficie definida pelas intersecoes de £ e P e a
superficie definida pelas intersecoes de S e R. Com essas duas superficies, paralelas e

equivalentes, criar um prismoide que imita o “Olho”, como ilustra a Figura 2.19.

Figura 2.19 — Prisméide que imita o “Olho”

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

4. Construir o paralelepipedo reto-retdngulo que representa a base do “Olho” — Figura
2.20.

Figura 2.20 — Paralelepipedo reto-retangulo que imita a base do “Olho”

£ A

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

5. Alterar a posigdo dos eixos Oy e Oz.

6. Destacar um plano para representar o chdo e outro para representar o plano de fundo,

assim como uma regido poligonal azulada com aplicacdo de extrusdo para simular o
espelho d’dgua — Figura 2.21.
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Figura 2.21 — Planos e espelho d’dgua

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).

7. Construir um paralelepipedo reto-retangulo para representar o prédio mais antigo, que

fica atrds do anexo do “Olho”.

8. Empregar segmentos de reta, arcos circulares e novos planos para originar a passarela
bifurcada acima do espelho d’dgua, permitindo o acesso tanto do anexo do “Olho” quanto

do prédio mais antigo.

9. Construir uma regido poligonal esverdeada e outra azulada que representam, respectiva-

mente, o gramado e o céu. A Figura 2.22 ilustra o resultado final da releitura.

Figura 2.22 — Uma releitura do MON

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022a).



57

Finalizada a releitura, podemos compara-la com a Figura 2.16. A Figura 2.23 ilustra a

comparagao.

Figura 2.23 — (a) MON; (b) releitura do MON

(b)
Fonte: (a) Parand (2023, n.p); (b) a autora com o GeoGebra (2022a).

Observacao 2.1. O professor de matemdtica da Educacdo Bdsica pode iniciar com releituras 2D,
empregando poligonos e circulos. Para releituras mais complexas, como a do MON, sugerimos
a Torre Eiffel — Figura 2.24. Para essa releitura, indicamos a leitura do material de Martinez
(2023) e de Ganfornina (2023).

Figura 2.24 — Torre Eiffel
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