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RESUMO

A probabilidade esta presente no raciocinio humano ao longo de toda a vida, em
eventos diversos: na perspectiva de se ganhar um prémio, de se saber o sexo de um bebé, de
haver sol ou chuva, dentre outros acontecimentos. A duvida em relacdo a esses eventos vao
ocorrer ou ndo desperta o interesse de todos os envolvidos e expectadores. O estudo da
probabilidade, no Ensino Fundamental e Médio, traz férmulas e regras para os calculos usados
para analisar essas probabilidades. Esta dissertagdo abrange essa tematica, analisando a
metodologia empregada no ensino desses célculos, por contextualizar o conteido e observar a
resolucéo de exemplos. A pesquisa foi feita tendo como base um grupo de 20 alunos que
resolveu as questdes propostas de Nivel Médio que foram apresentadas no Exame Nacional do
Ensino Médio e discutiu-se as dificuldades apresentadas, erros e acertos encontrados. A partir
dessas discussdes, foi feita uma intervengdo utilizando alguns métodos de estudo como por
exemplo: resolugdo de exercicios em pares, resolugdo por problemas em pares e times, para
melhorar a performance nas avaliacdes desse ano. Comparando a avaliacdo diagndstica, feita
no inicio do processo com o simulado do ENEM ao final do mesmo, houve um numero
satisfatdrio de acertos. Os principais desvios ocorreram por descuido, erro de interpretacao de
texto e por nervosismo comum a muitas pessoas ao fazerem avaliagGes, principalmente, pelo
tempo reduzido e pelo carater classificatorio. Em vista disso, percebeu-se a necessidade de um
numero maior de horas de treino e execucdo das atividades, para que os alunos tivessem mais
seguranca, pois, além de praticar os conteidos, ha também a necessidade de treinar e gerenciar

a calma e a concentragéo.

Palavras-chave: probabilidade; estudantes, avaliacdes, analise.



ABSTRACT

The probability is present in human reasoning throughout the entire lifetime in
different events: in a perspective of winning a prize, by guessing the sex of a baby, whether
there willbe sun or rain, and others. The doubt regarding whether these events will occur or
not encourage the interest of the spectators and of all the people involved. The probability
study in Elementary and High School presents formulas and rules used to analyze these
probabilities. This dissertation will approach this issue by investigate the methodology used in
teaching these calculations and by contextualizing the contents and observe the examples
resolutions. A research has been made based on a group of students who solved the proposed
questions presented in the Brazilian National High School Exam. This students group discussed
about the mistakes, difficulties and the right answers. An intervention has been made developed
from this discussion in order to improve the students’ performance in exams during this year
which has generated a high level o flearning. There was a highly satisfactory number of hits.
Most mistakes have been occurred due to carelessness, text comprehension problems and by
the anxiety common to many people when they are making exams, mainly due to the limited
time and their classificatory nature. Therefore, it has been showed that there is a necessity to
increase the number of training hours and activities resolutions in order to rise the students
security. Besides practicing the resolutions, the students also need to practice and manage

calm and concentration.

Key Words: probability, students, exams, analysis.
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1 INTRODUCAO

Para a Matematica, o calculo das probabilidades € um ramo que estuda os fenémenos
aleatorios, ou seja, observacfes ou experimentos que, quando realizados, ndo apresentam
resultados conhecidos de antemdo, por exemplo, a probabilidade de chover ou néo, de se
ganhar um prémio de loteria, de um bebé ser menino ou menina, ter olhos claros ou escuros
numa gravidez, dentre outros. A palavra probabilidade é derivada do latim probare, que
significa testar ou provar. E muito comum usarmos a palavra possivel para indicar algo que
ndo se tem certeza se vai acontecer. Essa palavra também estd associada as palavras sorte,
azar, incerto, chance, duvidoso. Os fendmenos aleatorios estdo presentes, inerentemente, em
nossa vida cotidiana (Rizzo, 2022).

Matematicos, autores, concordam que os significados da Probabilidade séo inerentes
ao conceito, limitar-se a apenas um enfoque, reduz a sua amplitude. Por isso, defendem a
institucionalizacdo dos diversos significados de acordo com cada nivel de ensino. A
necessidade de institucionalizacdo é de fato necessaria, porém os professores, de uma forma
geral, ndo estdo preparados para incorpora-la e nem os livros estdo adequados a esta tendéncia
de renovagdo do Ensino da Probabilidade. E evidente, portanto, a necessidade de mais
pesquisas sobre 0 assunto que procurem estabelecer quais sdo os conceitos fundamentais para
0 ensino adequado desse conteddo. Além disso, de acordo com Amancio (2012), € necessario
que sejam realizados trabalhos que proponham meios de capacitar os professores de acordo
com as mudancas necessarias. Esses trabalhos poderiam acontecer utilizando oficinas
praticas, troca de experiéncias entre docentes e desenvolvimento de recursos pedagdgicos,
etc...

Esta pesquisa pretende contribuir para aperfeigoar o ensino da Probabilidade de modo
a facilitar a compreensdo integral do processo. Além disso, foi produzida e aplicada uma
sequéncia didatica com essa abordagem, visando uma aprendizagem mais significativa dos
alunos. Por outro lado, analisamos as contribuicdes e as dificuldades do Programa Institucional
de Bolsa de Iniciacdo a Docéncia (PIBID) da escola basica e dos licenciandos, utilizando para
estes os estudos de Shulman (1986, 1987). Tendo em vista que foi desenvolvida uma sequéncia
didatica, aplicamos para essa parte do trabalho a metodologia da Engenharia Didatica
(Machado, 2002).

A finalidade desta dissertacdo de Mestrado Profissional de Matematica em Rede

Nacional (PROFMAT) é oferecer ao professor um material que apresente as diferentes



abordagens de probabilidade, considerando em alguns momentos os contextos histéricos, dando
espaco ao ludico e as atividades diversificadas. Inserimos também a concepg¢éo subjetivista de
probabilidade, a teoria da decisé@o e a relacdo com a Estatistica. Queremos proporcionar ao
aluno um modo diferente de aprendizagem, baseado ndo apenas no tradicionalismo, mas
também nas novas metodologias de ensino, como a aprendizagem por grupos interativos,
gameficacdo dentre outros, em que o aluno € o receptor das ideias e conceitos passados pelo
professor. Ndo abordaremos as deducdes, as definicdes das formulas e os conceitos de

probabilidade e de analise combinatéria.



2 A SEQUENCIADIDATICA E O CONTEXTO EDUCACIONAL ATUAL

A sequéncia didatica é uma excelente estratégia para o ensino. De acordo com Morelatti et
al. (2014), ela favorece o ensino-aprendizagem desde a Educacéo Infantil ao Ensino Medio, pois é
uma abordagem construtivista, isto é, o aluno participa ativamente das atividades que estdo
interligadas, facilitando pensar no passo a passo para o entendimento do conteudo.

Dessa forma, o professor pensa em cada etapa, necessitando de planejamento para
compreensdo de qual objetivo deseja alcangar. Assim, ao finalizar, precisa haver uma
avaliacdo sobre a aprendizagem do contetdo da disciplina ministrada.

Faz-se relevante ouvir os alunos para que as atividades tenham sentido para eles, fazendo
com que o tempo em sala de aula e fora dela seja mais produtivo. Isso requer o envolvimento
pratico de toda a turma (MORELATTI 2014).

Essa perspectiva permite aos educadores olhar os aprendizes ndo mais como sujeitos
gue somente precisam receber conhecimento, apenas reproduzindo-os, mas fazer parte desse
conhecimento ativamente e criativamente, como afirma Gontijo (2007).

Em disciplinas como a matematica, a criatividade e a criticidade parecem passar longe
do contexto pedag6gico quando comparada com outras disciplinas. Para tornar o
conhecimento mais real, explorar tais caracteristicas intrinsecas a espécie humana, é
extremamente importante em todas as disciplinas, incluindo as da area de exatas. De acordo
com Gontijo (2007, p.9),

“Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem
prépria das ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a
andlise critica, a imaginagdo e a criatividade, para investigar
causas, elaborar e testar hipdteses, formular e resolver
problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.”

A Base Nacional Comum Curricular ndo deixa claro o qudo relevante séo o0s
pensamentos criativos nas abordagens matematicas, mas cita que “¢ de fundamental
importancia também considerar o papel heuristico das experimentacfes na aprendizagem da
Matematica” (Brasil, 2018, p. 265), ¢ que “[...] reconhecer-se em seu contexto historico e
cultural, comunicar-se, ser criativo, analitico-critico, participativo, aberto ao novo,
colaborativo, resiliente, produtivo e responsavel requer muito mais do que o acimulo de
informagdes” (BRASIL, 2018, p. 9).

Tal afirmacdo compreende que através de conhecimentos anteriores e experimentacdo

o aluno pode criar, na realizagdo de atividades, métodos préprios para solucionar uma questéo,
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criando ferramentas matematicas particulares, ligando o pensamento légico a modos de
realizacdo de tarefas propostas pelo professor durante as aulas.

Para Gontijo (2007, p. 38), a definicdo de ser criativo quando se trata da disciplina
matematica é:

[...] a capacidade de apresentar inimeras possibilidades de
solucdo apropriadas para uma situacao-problema, de modo que
estas focalizem aspectos distintos do problema e/ou formas
diferenciadas de soluciona-lo, especialmente formas incomuns
(originalidade), tanto em situagdes que requeiram a resolucao e
elaboracdo de problemas como em situacdes que solicitem a
classificacdo ou organizacdo de objetos e/ou elementos
matematicos em fun¢do de suas propriedades e atributos, seja
textualmente, numericamente, graficamente ou na forma de uma
sequéncia de acdes.

Ele cita ainda que a através do ensino pautado no conhecimento empirico ha o despertar
da fluéncia, flexibilidade e originalidade de pensamentos que € entendida como a coordenagédo
de ideias maultiplas para solucionar problemas. Desse modo, pode-se compreender que é
possivel e necessario estimular o pensamento critico integrado a outras habilidades proprias
da matematica.

O professor, nessa cena, entra como um conhecimento pratico, pautado na acao,
inserindo o aluno em um mundo complexo e ambiguo, porém cheio de sentido e empirico, como
aborda Gontijo (2007).

Roldéo elucida tal questdo quando fala que a docéncia é "saber ensinar como fazer
aprender" (Gontijo, 2007, p.29) e apresenta variacBes de acordo com o nivel de escolaridade,
contexto educacional e social e &rea de conhecimento, caracterizando-o como temporal,

heterogéneo o plural.

Na verdade, tal saber é resultante de véarios saberes:
profissional (das ciéncias da educacéo e ideologia pedagdgica),
disciplinar, curricular e da experiéncia. Os saberes profissional,
curricular e disciplinar se originam de conhecimentos, doutrinas
e normas que embasam a a¢do pedagdgica. [...]. Por sua vez, o
saber da experiéncia resulta de escolhas, decisdes e acBes que
envolvem intencionalidade e consciéncia, possibilitando a
construcdo de saberes préprios, mediante a pratica e a
experiéncia. A prética docente é uma atividade complexa
porgue depende, em Ultima instancia, do conjunto dos saberes
(MORELATTI, et al., 2014, p.640).

Conforme Carvalho (et al. 2023), os conjuntos de saberes citados podem ser descritos
como: saber do conteudo especifico; saber do contetido geral; saber do contetudo pedagdgico;
saber curricular; saber sobre os objetivos educacionais; e, saber sobre os alunos. Esses dois

Gltimos saberes supdem o entendimento de como os estudantes aprendem, se desenvolvem e
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suas diferentes formas de ensinar os contetdos e coloca-los em prética.

As sequéncias didaticas chegam nesse cenario com o objetivo de ampliar a participagédo
do aluno — saber sobre os alunos e sobre os objetivos educacionais — que passa a ser coautor do
ensino-aprendizagem.

As sequéncias didaticas sdo modos de articular atividades e intervenc¢des ao longo de
uma unidade didatica. Assim, relacionando ao objetivo educativo, sdo propostas tarefas
orientadas pela aprendizagem do aluno, ou seja, as sequéncias indicam “a fun¢do que tem
cada uma das atividades na construcdo do conhecimento ou da aprendizagem de diferentes
conteldos e, portanto, avaliam a pertinéncia ou ndo de cada uma delas, a falta de outras ou a
énfase que devemos lhe atribuir” (COSTA, 2022, p.367).

De acordo com Costa (2022), na Matematica, hd muitas décadas, 0 método de ensino
trata apenas de exercicios para solucionar problemas. As sequencias didaticas, entretanto,
enfatizam que é necesséario considerar como mais relevante as questdes que incluem o
conhecimento empirico: incentivar que os alunos questionem com comparacdes e
generalizacdes, levantem hipoteses, proponham atividades e novos métodos de resolugédo das
atividades.

Outro ponto importante abordado por Morelatti (et al. 2014), € a influéncia da vida
escolar e da licenciatura dos professores na sua forma de ensinar. De acordo com ela, ao longo
de toda trajetoria académica a pratica pedagdgica do professor ¢ moldada. “Ha pesquisas que
demonstram que a pratica do professor esta diretamente ligada ao seu conhecimento e as suas
crencas com relacdo a Matematica e ao seu ensino, que séo fortemente influenciados por suas
experiéncias prévias como estudantes de Matematica” (MORELATTI et al, 2014, p. 649).

Ante ao exposto, observa-se a inclusdo do ensino do pensamento probabilistico ja no
ensino fundamental como uma habilidade fundamental para a vida social e econémica, porque
fornece saber necessario para analises e tomadas de decisdes importantes (CARVALHO
2023). Essa mudanca ocorreu com a implementacéo da Base Nacional Comum Curricular em
2018 e destacam-se no documento dois avangos sobre o ensino de probabilidade:

— foi separado em uma unidade prépria chamada de Probabilidade e Estatistica,
demonstrando maior énfase no tema.

— 0 ensino de probabilidade no ensino fundamental deve ser pautado no
desenvolvimento da compreensdo da aleatoriedade de eventos, sendo eles possiveis,
impossiveis, provaveis e improvaveis.

Conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o ensinamento sobre
probabilidade permite ao estudante a aquisicdo de capacidades direcionadas a organizacao,
interpretacdo, analise de contextos e a habilidade de escolha. Dessa forma, o individuo podera
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“fazer julgamentos bem fundamentados e tomar as decisOes adequadas. Isso inclui raciocinar e
utilizar conceitos, representacdes e indices estatisticos para descrever, explicar e predizer
fendmenos” (BRASIL, 2018, p. 274).
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3 ENSINANDO PROBABILIDADE - NOCOES GERAIS

De acordo com Rizzo (2024) , probabilidade é a chance de obter determinado resultado
em um experimento. Fundamentos probabilisticos sdo utilizados na analise de experimentos e
situacOes aleatorias e podem contribuir para tomadas de decisdes em diferentes contextos.
Neste capitulo, relembramos as formulas necessarias para 0s estudantes resolverem as
questdes do ENEM que foi o foco do estudo realizado, as demonstragdes e dedugdes podem ser
encontradas por exemplo no Livro “A Matematica do Ensino Médio, SBM, Cole¢do do
Professor de Matematica, Vol 2 de Elon Lages Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo

Wagner e Augusto Cesar Morgado, Nos capitulos 4 ¢ 5”.
3.1 ANALISE COMBINATORIA

Sengundo Lima (2006) o principio fundamental da contagem diz que hd x modos de
tomar uma decisdo D; e, tomada a decisdo Di, ha y modos de tomar a deciséo D2, entdo o
nimero de modos de tomar sucessivamente as decisdes D1 e D, € xy. Lima (2006, p.85)
advoga que a andlise combinatéria € uma area da matematica que estuda a contagem,
organizacdo e combinacdo de objetos. Neste topico serdo explorados alguns dos principais
conceitos de analise combinatdria que sdo pré-requisitos para a aprendizagem da

probabilidade.

3.1.1 PRINCIPIO MULTIPLICATIVO E ADITIVO

O Principio Multiplicativo afirma que, se um evento pode ocorrer de k maneiras
consecutivas e independentes, de maneira que o numero de possibilidades: na 12 etapa € k1, na
2% etapa é ko, na 32 etapa k3 e na enésima k», 0 numero total de possibilidades de ocorrer o
referido evento é o produto de ki. k2. ka. ... . kn.

Em termos gerais, se vocé tem uma série de etapas ou decisOes, e cada etapa pode ser
realizada de diferentes maneiras, 0 nimero total de combinac¢Ges possiveis ¢ o produto do
numero de opc¢des em cada etapa.

O Principio Aditivo afirma que, se um evento pode ocorrer de k maneiras distintas e se
0s eventos sdo mutuamente exclusivos, de maneira que o nimero de possibilidades: na 12 etapa
é ki, na 22 etapa é ko, na 3% etapa ks e na enésima kn, 0 numero total de possibilidades de

ocorrer o referido evento é asoma de k1 + ko + ks + --- + kn.
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Exemplos de Aplicacdes, formulados pelo autor:
Exemplo 3.1.1: Vocé tem 3 camisas diferentes e 4 calgas diferentes. Quantas maneiras

diferentes vocé pode escolher uma calga e uma camisa para usar?

Solucdo: Cada escolha de camisa pode ser combinada com qualquer uma das calcas. Portanto,
0 nmero total de combinacdes por serem 3 camisas e 4 calgas € dado por:

3.4 = 12 combinagbes

Exemplo 3.1.2: Vocé esta criando uma senha de 4 digitos e pode usar 0os numeros de 0 a 9.

Quantas senhas diferentes podem ser formadas?

Solucéo: Cada digito da senha pode ser escolhido de 10 maneiras (0 a 9), como ha 4 digitos,
0 numero total de senhas é:
10.10.10.10 = 10*= 10000

Exemplo 3.1.3: Vocé esté criando uma senha de 2 caracteres, onde o primeiro caractere sera
uma letra (26 opgdes) e o segundo caractere pode ser um namero (10 opgBes). Quantas senhas
diferentes podem ser criadas?

Solucdo: Como temos 26 letras e 10 numeros, o total de senhas sera dado por:
26.10 = 260 senhas

Exemplo 3.1.4: Uma adolescente tem uma quantia suficiente para ir a um parque de diversdes
onde tera que optar por brincar em um dos 10 brinquedos existentes ou assistir a um dos 4

filmes em cartaz. De quantas maneiras a adolescente podera se divertir?

Solucdo: Como temos 10 brinquedos e 4 filmes e a adolescente precisa optar por um brinquedo
ou um filme. O total de escolhas sera dado por:
10 + 4 = 14 opcdes

3.1.2 PERMUTACOES
Permutacdes referem-se a organizac¢ao de um conjunto de n elementos, tomados nan

em uma sequéncia ou ordem especifica. Temos dois tipos:

e Permutacgdes Simples: é um tipo de organizacdo de todos os elementos de um conjunto,
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onde os elementos ndo se repetem. A ordem é importante e todos os elementos do conjunto
sdo utilizados. O numero de permutacGes é dado por n! (fatorial de n). Sendon € Nen > 1,

definimos fatorial de n como o produto dos n nimeros naturais consecutivos de 1 até n.
Ph=nl=n.(n-1).(n—2).(n-3)....1
Exemplo 3.1.5: Quantas maneiras vocé pode organizar 3 livros distintos em uma prateleira?

Solugdo: Como temos 3 livros, vamos apenas mudar a ordem de organizagédo, portanto vamos

permuta-los.

Ps3=31=3.21=6

Exemplo 3.1.6: Quantas diferentes formas vocé pode arranjar as letras da palavra
"CADERNO"?

Solugdo: Como a palavra "CADERNO" tem 7 letras distintas, vamos permuta-las. Logo:

P7=71=7.6.5.4.3.2.1 = 5040

e Permutagdes com Repeticdo: Se ha objetos repetidos, 0 nimero de permutacdes € dado

n!

por onde n é o numero de elementos do conjunto, N1 0 nimeros de vezes que o

elemento 1 se repete, n, 0 nUmMeros de vezes que o elemento 2 se repete e assim sucessivamente.

Pnl,nz,nK _ n!
n nylnyl..ng!

Exemplo 3.1.7: Quantas maneiras vocé pode organizar as letras da palavra "BANANA"?

Solucgdo: A palavra "BANANA” tem 6 letras, mas a letra (N) se repete duas vezes e a letra (A)
se repete trés é necessario que desconsideremos as permutagdes entre essas letras. Logo,

teremos:

_ 6! _ 6543
T 3120 312

=6.5.2 =060

3,2
P6
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3.1.3 COMBINACOES

CombinacgGes consistem em contar todos os subconjuntos de um conjunto, com
um numero especifico de elementos, onde a ordem dos elementos ndo importa. Temos dois
tipos:

e Combinagéo simples

O numero de maneiras de escolher k objetos distintos de um conjunto de n é dado por:

(Z) = k!.(:!—k)x

Exemplo 3.1.7: De quantas maneiras vocé pode escolher 2 livros de uma colecdo de 5 livros?

Solugéo: Como temos 5 livro e escolheremos 2, e a escolha do livio Ae Bou do livie Be A, é

a mesma teremos:

5\__5s _ 543! B
(2) T oG- 32 5.2 = 10.

Exemplo 3.1.8: Um comité deve ser formado com 3 homens e 2 mulheres a partir de um grupo
de 6 homens e 4 mulheres. Quantos comités diferentes podem ser formados?

Solugéo: 1°. Escolher 3 entre os 6 homens, a escolha dos homens (A, Be C), (A, C, B), (B, A,
C), (B,C, A), (C,A,B)ou (C, B, A) sdo equivalentes, logo:

6)y___ s 6543 _

2°. Escolher 2 entre as 4 mulheres, a escolha das mulheres (X e Y) ou (Y e X) sdo
equivalentes, logo:

4 _ 4 432l _
(2) T 21(4-2) 212 2.3 =6.

Temos, entao: (g) (;) =20.6 =120
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e Combinacdo com repeticéo

Combinacdo com repeticdo: Se vocé deseja escolher k objetos de um total de n tipos, e
n+k— 1)

as repeticdes sdo permitidas, o nimero de combinacdes é dado por ( I

Exemplo 3.1.9: Quantas maneiras vocé pode escolher 3 bolas de uma caixa com 12 bolas,
sendo, 3 delas vermelhas, 3 azuis, 3 pretas e 3 brancas?

Solucdo: Vamos utilizar, V para vermelha, A para azul, P para preta e B para branca, é
importante notar que por exemplo: os grupos de bolas (V,A,P), (P,A\V), (A,P,V), (V,AP),
(AP,V), (V,P,A) sdo idénticos. Logo, temos uma combinacéo, onde escolheremos 3 cores num

total de 4 cores existentes, podendo repetir essas cores.

4+4+3—-1\_(6\_ 6 6543 _ _
( 3 ) - (3) T 31(6-3)! 3132 5.4 = 20.

OBS: As 20 combinacdes seriam: (BBB, PPP, VVV, AAA, BBA, BBP, BBV, PPA, PPB,

PPV, VVA, VVB, VVP, AAB, AAP, AAV, APB, APV, ABV, PBV)

3.1.4 ARRANJOS

Arranjos sdo selecdes de objetos em que a ordem dos elementos importa, e cada objeto

pode ser selecionado apenas uma vez. Temos dois tipos:
e Arranjo simples

Em analise combinatoria, o termo arranjo refere-se a uma maneira de organizar um
conjunto de objetos em uma ordem especifica. Arranjos sdo Uteis quando a ordem dos
elementos é importante. Os arranjos simples, também conhecidos como permutacdes de r
objetos a partir de um total de n, representam o nimero de maneiras de organizar esses r

objetos distintos em uma sequéncia.

n!

A(n,r) - (n-r)!

Exemplo 3.1.10: Quantas comissdes diferentes de 3 pessoas sendo um lider, um vice-lider e um

tesoureiro  podemos organizar partir de um grupo de 5 pessoas?
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Solucdo: Aqui, a ordem da escolha altera o resultado, pois, A é lider, B ¢é vice-lider e C é
tesoureiro forma uma comissdo diferente de C como lider , A como vice-lider e B como

tesoureiro. Entdo temos n =5 e r = 3. Usando a formula:

5! 5! 5432

A =G =~ =a - 00

Portanto, ha 60 maneiras diferentes de organizar essas comissoes.
e Arranjos com repeticio

Quando vocé pode usar os mesmos objetos mais de uma vez, vocé esta lidando com
arranjos com repeticdo. Aqui, a ordem ainda importa. O nimero de arranjos de r objetos onde

cada objeto pode ser repetido e vocé tem n tipos de objetos disponiveis é dado por: n"

Exemplo 3.1.11: Quantos diferentes codigos de 4 digitos podem ser formados usando os digitos

0 a9, se os digitos podem se repetir?

Solucdo: Aqui temos n =10 (os digitos 0 a 9) e r = 4, como 0s nimeros podem ser repetir

teremos os 10 digitos em cada posic¢ao. Usando a férmula:
10* = 10000
As vezes, ha restricdes sobre como os arranjos podem ser feitos.

Exemplo 3.1.12: Quantas maneiras diferentes vocé pode arranjar 5 pessoas em uma fila, se

duas pessoas devem sempre estar juntas?

Solucdo: Vamos considerar duas pessoas que devem estar juntas como uma unica unidade.
Entdo vocé tem 4 unidades para organizar (a unidade composta e as outras 3 pessoas). O nimero
de arranjos dessas 4 unidades é:

41= 24
Dentro da unidade composta, duas pessoas podem trocar de lugar de 2 maneiras AB ou BA.
Entéo:

24 .2 =48

Portanto, hd 48 maneiras diferentes de arranjar 5 pessoas, com as duas pessoas especificas

sempre juntas.



19

3.1.5 PRINCIPIO DA INCLUSAO-EXCLUSAO

Esse principio é utilizado para contar o nimero de elementos em uma unido de conjuntos
quando ha sobreposicdo entre eles. Se vocé tem 3 conjuntos A, B, e C, e deseja encontrar o

numero de elementos em (AUBUC), o principio é dado por:

n(AUBUC) = n(A) + n(B) + n(C)-n(ANB)-n(ANC)-n(BNC)+n(ANnBnNC),

onde n(AUBUC), corresponde ao numero de elememtos da unido do cojuntos A, B e C.

Exemplo 3.1.13: Em uma sala de aula, 30 alunos jogam futebol, 20 jogam basquete, 15 jogam
volei, 10 jogam futebol e basquete, 6 jogam basquete e volei, 12 jogam futebol e volei e 4 fazem
ambos. Quantos alunos fazem pelo menos um dos trés esportes?
Solugdo: Usando o principio da inclusdo-exclusdo, Consideraremos:

n(A) = alunos que jogam futebol

n(B) = alunos que jogam basquete

n(C) = alunos que jogam vélei, assim temos:

n(AUBUC) = n(A) + n(B) + n(C)-n(A N B)-n(A n C)-n(B N C)+n(AnBNC)

n(AUBUC) =30+ 20+ 15-10-6-12 4+ 4 = 41

3.2 NOCOES DE PROBABILIDADE

Para desenvolver o estudo da probabilidade, precisa-se compreender alguns conceitos

basicos que serdo apresentados a seguir:
3.2.1 PONTO AMOSTRAL NA PROBABILIDADE

Sdo situacdes ou experimentos que podem produzir diferentes resultados cada vez que
ocorrer (ou seja, um experimento aleatdrio). Cada resultado individual é chamado de ponto

amostral.

Exemplo 3.2.1: A face voltada para cima do langamento de um dado cubico honesto é um

experimento aleatorio.

Solucgdo: Cada uma das possiveis face € um ponto amostral. Logo temos: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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3.2.2 ESPACO AMOSTRAL NA PROBABILIDADE

Espaco amostral € o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento. Esse

conjunto ¢ frequentemente expresso pela letra grega maitiscula Omega: Q .

Exemplo 3.2.2: A face superior resultante do lancamento de um dado de 6 faces pode ser o

numero 1, 2, 3,4, 5 ou 6. Logo, nesse experimento, Q = {1,2,3,4,5,6}.

Um espaco amostral é chamado de equiprovavel se todos os resultados possuem a

mesma chance de acontecerem.

Exemplo 3.2.3: Ao langar um dado comum (também chamado de “ndo viciado™) de 6 faces, a
chance de obter, na face superior, 0 nimero 1 é a mesma de obter o nUmero 2, que é a mesma
de obter o ntimero 3 e assim por diante. Portanto, o espa¢o amostral Q={1,2,3,4,5,6} €

equiprovavel.

3.2.3 TIPOS DE PROBABILIDADE

Segundo Rizzo (2024), existem diferentes concepcdes acerca do estudo de

probabilidade.

e A probabilidade classica supbe um espaco amostral equiprovavel para o célculo de
probabilidades.

e A probabilidade empirica considera que o célculo de probabilidade deve ser realizado a
partir de repeticGes do experimento e analise dos resultados.

e A probabilidade subjetiva se baseia em ideias, crencas e julgamentos pessoais.
Consequentemente, o calculo de probabilidade em determinado contexto pode variar de

uma pessoa para outra.
3.2.4 EVENTOS NA PROBABILIDADE

Um evento é um conjunto Unico de resultados que sera geralmente representado por
uma letra do nosso alfabeto maiuscula.
Vamos considerar, o experimento de langar um dado honesto de 6 faces e observar a

face voltada para cima. Alguns exemplos de eventos s&o:
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e A = {3} (Obter o nimero 3);

e B =1{2,3,5} (Obter um nimero primo);

e C ={1,2} (Obter o nimero menor ou igual a 2);

e D={1,2,3,4,5,6} (Obter um nimero maior ou igual a 1 e menor ou igual a 6);

e E = {7} (Obter o sucessor de 6).
Podemos observar que os eventos A, B, C e D sdo subconjuntos do espago amostral (o

evento D, inclusive, é igual ao espaco amostral). Assim, os eventos A, B e C sdo eventos
possiveis e 0 evento D é um evento certo, pois com certeza a face obtida sera um nimero de 1
a 6. Ja o evento E é chamado de evento impossivel, pois ndo podemos obter o0 nimero 7 ao

lancar um dado de 6 faces.

3.2.5 FORMULA DA PROBABILIDADE

Conhecendo esses conceitos basicos, podemos seguir com o célculo de
probabilidade. VVamos representar a probabilidade de um evento A ocorrer por P(A).

A probabilidade de um evento A acontecer a partir de um experimento € a razao entre o
numero de casos favoraveis ao evento e o0 nimero total de casos possiveis. Ou seja, a razéo
entre 0 nimero de elementos do conjunto A e o numero de elementos do espaco amostral do
experimento, nessa ordem.

n(A)
YOy

e P(A) — probabilidade do evento A acontecer.
e n(A) — numero de elementos do conjunto A, ou seja, o total de pontos amostrais
favoraveis a ocorréncia de A.

e n(Q) — nudmero total de elementos do espaco amostral.
Observacoes:
e Essa razdo é normalmente expressa nas formas fracionarias irredutiveis, percentual ou

decimal.

e Como n(A) é sempre menor ou igual n(Q) essa razdo sempre sera um numero de 0 al. Se
A for impossivel, n(A) = 0 e P(A) = 0 = 0%. Se A for igual ao espaco amostral, entdo n(A) =
n(Q) e P(A) = 1 ou seja 100%.
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3.2.6 COMO CALCULAR PROBABILIDADE?

Para calcular a probabilidade de um evento, primeiro vamos calcular o nimero de casos

favoraveis a sua ocorréncia e 0 nUmero de casos possiveis e depois aplicamos a férmula.

Exemplo 3.2.4: Langcando—se uma moeda honesta qual é a probabilidade de obter a face “cara”

nesse lancamento?

Solucdo: Tomemos com A o evento de obter a face “cara” no langamento dessa moeda.
Existem duas possibilidades de resultados para o langamento de moeda: “cara” ou “coroa”.
Assim, 2 = {cara, coroa}, ou seja, 0 niUmero de elementos do espaco amostral é 2. Ainda, 0

numero de casos favoraveis ao evento A é 1, que € o resultado “cara”. Portanto,

A
P(A) = %
1
P(A) =

P(A) = 0,5 = 50%

Exemplo 3.2.5: Qual a probabilidade de obter um nimero primo no lancamento de um dado

honesto de 6 faces?

Solucéo: Seja A o evento de obter o nimero 2, 3 e 5 de um dado de 6 faces. Como observamos
anteriormente, had 6 possiveis resultados: 2 = {1,2,3,4,5,6}. Assim, 0 nimero de casos
possiveis € 6. Ainda, os casos favoraveis ao evento A séo 2, 3 e 5 em um dado de 6 faces.

Assim, A = {2, 3,5} e o nimero de elementos de A €é 3. Logo:

A

W =16
3

P(A) ==

P(A) = 0,5 =50 %
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Exemplo 3.2.6: Uma acao entre amigos foi organizada pela igreja do bairro para arrecadar
fundos para a reforma do telhado da grupa dessa igreja. Essa acdo sera composta por 2000
bilhetes contendo numeros de 1 a 2000, sendo um nudmero em cada bilhete e o valor desses
bilhetes serd de R$ 10,00 cada. O prémio sera dado ao bilhete que apresentar o nimero que sera
sorteado aleatoriamente no evento de festividades da pascoa, em sorteio Unico ao final do
evento. Sabendo que todos os numeros da acdo foram vendidos.

Qual é a probabilidade de o bilhete sorteado conter um numero de 1 a 40?
a) 1%
b) 2%
c) 3%
d) 4%
e) 5%

Solugédo: Chamamos de A o evento de sortear um nimero de 1 a 40. Assim, n(4) = 40 . Como
as pessoas compraram bilhetes numerados de 1 até 2000, tem-se que n(£2) = 2000 . Logo,
n(A)
P(A) = @)

40 4 2
P(a) = 2000 200 _ 100

P(A) = 2% (Alternativa B).

Exemplo 3.2.7: Em uma urna, hé 25 bolinhas numeradas de 1 a 25. Uma Bolinha sera retirada
aleatoriamente dessa urna. Qual a probabilidade de o nimero nessa bolinha ser maior ou igual
a 20?

a) 1/25

b) 6/25

c) 16/25

d) 20/25

e) 1/5

Solucdo: Seja o evento A, retirar uma bolinha com um nimero maior ou igual a 20. Desta
forma, temos: A = {20, 21, 22, 23, 24,25} e n(A) =6 . Ainda, n(2) = 25. Logo:

A

P(A) = % (Alternativa B).
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Exemplo 3.2.8: Em uma urna, ha 8 bolinhas vermelhas, 4 bolinhas azuis, 6 bolinhas pretas e 6
bolinhas brancas. Duas bolinhas serdo retiradas aleatoriamente dessa urna. Qual a probabilidade
de:

a) sairem duas bolinhas vermelhas, com a reposic¢ao das bolinhas?

b) sairem duas bolinhas vermelhas, sem a reposi¢do das bolinhas?

¢) sair uma bolinha branca seguida de uma bolinha preta com reposicdo das bolinhas?

Solucdo da letra a: Seja 0 evento A, retirar uma bolinha vermelha e evento B retirar outra
bolinha vermelha, como sdo duas retiradas, teremos: n(A) = 8 e n(Q2) = 24, para a 12 bolinha.
Como havera a reposicao da bolinha retirada, teremos: n(B) = 8 e n(Q2) = 24, também para a

2% bolinha. Logo:
_n_8 _1

B =0~ "3

nB)_8 _1

P(B) = nQ) 24 3

E assim a probabilidade total € dada por P(A) .P(B) = %

Solucdo da letra b - Seja o evento A, retirar uma bolinha vermelha e evento B retirar outra
bolinha vermelha, como serdo retiradas duas bolinhas e sem a reposicao, teremos: n(A) = 8
e n(Q)) = 24, para a 12 bolinha. E n(B) =n(A)-1=7 e 0 novo, n(Q)) = 23, para a 22
bolinha. Logo:

n) _8 _1

P =@ 24~ 3
_n® _ 7
P(B) = n@Q) 23
. - , 7
Assim a probabilidade total é dada por P(A) .P(B) = 31 3 5

Solucdo da letra ¢ - Seja 0 evento A, retirar uma bolinha branca e evento B retirar uma
segunda bolinha porém preta, como sdo duas retiradas, teremos entdo: n(A) = 6 en(Q)) =
24, para a 12 bolinha. Como ndo havera a reposi¢do da bolinha retirada, entdo teremos:
n(B) = 6 e n(Q1) = 23, para a 22 bolinha. Logo:
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_nA_6 _1
P(A) = nQ) 24 4
_nd) 6
P(B) = nQ) 23
. - . 1 6 6 _ 3
Assim, a probabilidade total é dada por P(A) .P(B) = 1°23 92 26

3.3 LEIS DA PROBABILIDADE

Lei do Complemento - Como o nome ja diz, a probabilidadede um evento ocontecer
somada a probabilidade dele ndo acontecer sera sempre igual a 100%.

Lei da Adicéo - A probabilidade de A U B acontecer € a probabilidade de A acontecer
somada a probabilidade de B acontecer, menos a probabilidade de A N B acontecer (ja que esta
foi contada duas vezes).

P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB)

Exemplo 3.3.1 - Em uma urna, ha 25 fichas numeradas de 1 a 25. Uma ficha sera
sorteada aleatoriamente. Qual é a probabilidade do nimero dessa ficha ser multiplo de 3 ou
de 4?

A=1{3,6,912,15,18,21,24},n(A) =8

B = {4,8,12,16,20,24},n(B) = 6
n(ANB)=8+6=14n(ANB) =2

8 , 6 2 _ 12
PAUB)=—7-+———=—=0,48=48%
25 25 25 25
Obs.: Eventos excludentes referem-se a eventos que ndo podem ocorrer simultaneamente. Em
termos simples, se vocé tem dois eventos excludentes, a ocorréncia de um impede a ocorréncia

do outro.

Por exemplo, ao langar um dado, 0s eventos "obter um numero par" e "obter um nimero
impar" sdo excludentes, porque ndo é possivel que um nimero seja simultaneamente par e

impar.
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Para calcular a probabilidade de pelo menos um dos eventos excludentes ocorrer, vocé
pode somar as probabilidades individuais dos eventos. A férmula para dois eventos excludentes
AeBé:

P(AUB) = P(A) + P(B)

Isso é valido porque a soma das probabilidades dos eventos excludentes nédo precisa
ajustar por sobreposicéo (ja que ndo ha sobreposicao).
Por exemplo, ao langar um dado honesto, a probabilidade de sair um numero par (2, 4

3 . : . ] 3
ou 6) é 5 e a probabilidade de sair um nimero impar (1,3 ou 5) também & 5 Como esses

eventos sdo excludentes, temos:

+

o |lw

o lw
1]

H

P(par ou impar) =

Assim, a probabilidade de obter um nimero par ou um nimero impar em um langamento
de dado é 1, o que faz sentido, j& que é certo que o dado mostrard um nimero par ou um nimero

impar

3.4 DISTRIBUICAO BINOMIAL

A distribuicdo binomial € aplicada em casos de experimentos repetidos, onde existem
sempre dois possiveis resultados, sucesso ou fracasso, item com defeito ou item sem defeito,
correto ou incorreto e muitos outros possiveis pares. A probabilidade dessa distribuicdo pode
ser calculada utilizando o principio multiplicativo, talvez com o uso do diagrama de arvore,

porém é muito mais simples e eficiente utilizar uma equacédo generalizada.

Assim, uma variavel aleatoria podera ter sua distribuicdo de probabilidade modelada

de forma binomial caso atenda 0s seguintes pressupostos:

O resultado é completamente determinado por chance (aleatério);

Existem somente dois possiveis resultados, experimento Bernoulli;

Todas as tentativas possuem a mesma probabilidade para um resultado em particular. Ou

seja, as tentativas ou realizacOes do experimento sdo independentes;

Isso implica que, existe uma probabilidade P de sucesso constante em cada tentativa
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e O numero de tentativas, n, € um valor fixo, um ndmero inteiro e positivo. Seja X o0
numero de sucessos em n tentativas independentes.

Dado um experimento aleatorio e, de acordo com a variavel aleatoria X.
e Seja X 0 numero de caras em n tentativas independentes.

e Seja X 0 numero de itens defeituosos em n itens produzidos independentes.

e Seja X 0 numero de amostras contaminada em n amostras independentes.

e Seja X 0 numero de questdes corretas em n questdes respondidas independentes.

Note que a palavra sucessos e tentativas podem ser alteradas conforme o experimento

aleatorio.

A probabilidade de ter exatamente k sucessos é dado pela funcéo de probabilidade:

f(k;n,p) = (Z) .pk.q" % parak=0,1,2,3,...,nondeq=1-pe (Z) é uma combinacao.

Colocando a fungéo completa:

n!

fki n. p)= s P 4"

Onde o nimero de sucesso é p* e a probabilidade de fracasso é (1 — p)" .

Exemplo 3.4.1: Um jogador do Botafogo tem uma taxa de 70% de aproveitamento na
conversdo de pénaltis. Qual a probabilidade que em 6 penalidades, esse jogador converta

exatamente dois desses pénaltis ¢ de:

A) 4,08%
B) 5,95%
C) 18,52%
D) 32,41%

Solucédo: Conforme o enunciado a possibilidade de sucesso é de 70%, logo: p = 0,7. Com isso

a possibilidade de fracasso é de 30%, logo: ¢ =1-0,7 = 0.
Numero de tentativas € n = 6 e 0 nUmero desejado de acertos k = 2. Temos:

p= (g) .0,72. 0,362

6!
T (6=2)12!

0,7%2.0,3*

P =15.0,49.0,0081 = 0,059535 = 5,9535% = 5,95%
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Exemplo 3.4.2 - Um jogador do Botafogo tem uma taxa de 70% de aproveitamento na
conversdo de seus pénaltis. Qual é a probabilidade de que em 6 dessas penalidades, esse jogador

converta mais que dois desses pénaltis?

Solucédo - A probabilidade de que as penalidades sejam convertidas em mais de dois gols é a
probabilidade de que seja obtido 3, 4, 5 ou 6 gols. Usando a distribui¢do binomial para calcular

a probabilidade temos, duas maneiras:

12 Maneira - Calculamos e somamos as quatro possibilidades, converter em gols:
3 penalidades, 4 penalidades, 5 penalidades ou 6 penalidades.

e 3 penalidades convertidas: 3 sucessos e 3 fracassos

P, = (g) .0,73.0,3% = 20.0,343.0,027 = 0,18522

e 4 penalidades convertidas: 4 sucessos e 2 fracassos:

P, = (Z) .0,7%. 0,32 =15. 0,2401. 0,09 = 0,324135

¢ 5 penalidades convertidas: 5 sucessos e 1 fracasso:

P, = (g) .0,75.0,31 = 6. 0,16807.0,3 = 0,302526

e 6 penalidades convertidas: 6 sucessos e 0 fracassos
_ (6 6 20 — _
P, = (6).0,7 .0,3° =1.0,117649.1 = 0,117649
Logo, a probabilidade total:

P =0,18522 + 0,324135 + 0,302526 + 0,117649

P =0,92953 = 92,953 % = 92,95%

2% Maneira: Calculamos e somamos as possibilidades de converter em gols apenas: 2
penalidades, 1 penalidade ou nenhuma penalidade e descontamos do total de 100% de
conversoes.

P=1— ((g) .0,72.0,3* + (?) .0,71.0,35 + (8) .0,7°. 0,36)
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P =1-(15.049.0,0081 + 6.0,7.0,00243 + 1.1.0,000729)
P=1-(0,059535 + 0,010206 + 0,000729)
P=1-0,07047

P =0,92953 = 92,953% = 92,95%

3.5 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Dados dois eventos A e B, com P(A) # 0, a probabilidade condicional de B na certeza de

P(ANB
A € o numero P(B/A) = ;(Z) ) , usaremos para o célculo de P(ANB) = P(A). P(B/A)

Exemplo 3.5.1: Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Retirando — se da urna duas

bolas sem reposicdo. Qual a probabilidade de serem duas bolas brancas?

_ 2

P (Bin B2) =P (B1). P (B2/By) = s

3
"9

Sk

Exemplo 3.5.2: Uma turma de 3° ano do ensino médio € composta por 32 alunos, representados
na tabela abaixo:

Usam 6culos N&o usam oculos

Rapazes 3 10

Mogas 4 15

Se um aluno for sorteado ao acaso, qual a probabilidade de ele ser um rapaz sabendo que esse

aluno ndo usa o6culos?

Solugéo: Os eventos Sao: (B: O aluno sorteado usa 6culos) e
(A: O aluno sorteado é um rapaz) e (A N B): O aluno sorteado usar 6culos e ser um rapaz).

Temos:
n(B) =10 + 15 = 25
n(ANnB) =10

n(AnB) _ 10

Logo: P(A/B) = n(B) Py

= 0,4 ou 40%
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4 ESTRATEGIAS METODOLOGICAS DE COLETA E ANALISE DOS DADOS

As metodologias escolhidas para esse estudo pesquisa foram as quantitativas e as
qualitativas baseadas na analise de contetdo para responder aos objetivos a partir da
interpretacdo dos dados apresentados. Com a analise quantitativa dos dados observamos a
quantidade de erros e acertos em cada questdo e avaliamos o nivel de preparacdo e
compreensdo dos participantes sobre probabilidade com foco no ENEM. Ja com a analise
qualitativa foi possivel evidenciarmos quais as maiores dificuldades e como foi o resultado do

ensino- aprendizagem com as sequéncias didaticas realizadas.

Bardin (2002) define a analise de conteido como:

[...] um conjunto de técnicas de analise das comunicacdes
visando obter, por procedimentos sistematicos e objetivos de
descricdo do contetdo das mensagens, indicadores (quantitativos
ou ndo) que permitam a inferéncia de conhecimentos relativos
as condicbes de producdo/recepcdo (varidveis inferidas), destas
mensagens (BARDIN, 2002, p. 38).

Escolhemos uma amostra da populacdo desejada para identificar os padrées que 0s
alunos apresentam, relacionados a aprendizagem do tema probabilidade. Foi escolhida a
Escola Zuleima Forte Farias, pois ela preenche os requisitos de ser uma escola publica da rede
estadual de ensino e de facil acesso, pois o pesquisador atua como professor da disciplina
matematica nessa escola. Nessa unidade escolar existem trés turmas da 3% série do Ensino
Médio e por meio de sorteio foi selecionada uma delas, escolheu-se uma turma da 3? série do
Ensino Médio visto a proximidade que os estudantes estdo da realizacdo do Exame Nacional
do Ensino Médio. A turma sorteada foi a 32 serie Técnico em Seguranca do Trabalho. Nessa
turma existem 30 alunos e o critério para participar da pesquisa era o interesse em prestar o
ENEM no ano de 2024. A partir desse preceito, realizaram a prova 24 alunos com idade
média de 17 anos.

Explicamos aos participantes que havia ainda um critério que anularia a participagdo
na pesquisa que seria a falta da resolucéo escrita, assinalando somente a resposta final. Tal
preceito foi estabelecido devido a importancia de analisar a condugdo do pensamento do
aluno até chegarmos ao resultado final, sendo possivel compreender, entdo, o0 método usado
para resolugéo da questdo problema. Dessa forma, 20 avaliagdes foram validadas para analise
dos resultados.
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O pesquisador desenvolveu a atividade em apenas um encontro. Em sala de aula,
previamente informados da realizac&o do teste, foram dados 45 minutos aos participantes para
solucionar as questdes. Esse tempo foi escolhido por ser semelhante a avaliacdo do ENEM —
tempo total da prova / quantidade de questdes = aproximadamente 3,5 minutos.

Anteriormente a realizacdo do propriamente dito teste, aplicamos uma avaliacdo
diagnostica afim de verificarmos os conceitos, as habilidades e o entendimento que os alunos
ja haviam adiquirido nos anos anteriores tendo em vista que o contetdo de probabilidade esta
também dentro do curriculo do 9° ano do ensino fundamental e do 2° ano do ensino medio.

A principal questdo observada, com os resultados da avaliacdo diagndstica, foi a
dificuldade do aluno comprender o problema a ser resolvido, isto €, uma grande dificuldade de
interpretacdo de qual era a problemética central e também de como direcionar na resolucéo os
dados apresentados a priori. A partir do resultado e da analise dos principais erros foram
apresentados todos os conceitos da probalidade e ensinado aos alunos com sequéncias didaticas
elaboradas a partir das indicacbes da BNCC que orienta priorizar os saberes anteriores dos
estudantes, os caminhos heuristicos, a criatividade e a critica. A sequéncia didatica utilizada

sera exposta no topico a seguir:

4.1 APRESENTACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Obijetivo Central da Sequéncia Didatica: compreender e aplicar conceitos de probabilidade
para resolver problemas e questdes no formato do ENEM. Utilizando lista de exercicios, grupo
interativo, etc.

Duracéo: 10 aulas (50 minutos cada)

Aula 1: Aplicagdo de uma avaliagao diagnostica

Aula 2: Correcdo e discussdo da avaliacdo diagnostica

Aula 3: Relembrando os conceitos de analise combinatoria
o Compreender a analise combinatdria e analisar estruturas e relacdes discretas;

¢ Resolver problemas usando analise combinatdria.
Aulas 4 e 5: Introducdo a Probabilidade



Objetivos Especificos

o Compreender o conceito de probabilidade;

« ldentificar e calcular a probabilidade de eventos simples.
Conteudos

 Definicdo de probabilidade;

. Espago amostral e eventos;

numero de casos favoraveis

e Calculo da probabilidade de eventos simples. P(A) = imero de casos possivels

Atividades

Teoria e Exemplos

« Explicagéo sobre probabilidade;

o Exemplos de eventos simples (como jogar um dado ou uma moeda).
Exercicios Préticos

« Calcular a probabilidade de sair um ndmero par em um dado;.

o Calcular a probabilidade de obter cara ao langar uma moeda.
Discusséo

« Aplicar conceitos em situac@es do dia a dia e discutir os resultados.
Tarefa de Casa

o Resolver problemas de probabilidade em jogos e situagdes cotidianas.
Aula 6: Probabilidade Condicional e Independéncia
Objetivos Especificos

o Compreender e aplicar probabilidade condicional;

« Diferenciar entre eventos independentes e dependentes.
Conteudos

« Probabilidade condicional;

« Eventos independentes e dependentes.

Atividades:

1. Teoria e Exemplos

o Explicagdo da probabilidade condicional com exemplos préaticos;

« Discussao sobre eventos independentes e dependentes.

2. Exercicios Préticos

¢ Resolver problemas que envolvem probabilidade condicional,;

o Determinar se eventos sdo independentes ou dependentes.

32
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3. Discusséo
o Aplicar a probabilidade condicional em problemas de interesse, como em sorteios e jogos.
Tarefa de Casa

« Resolver exercicios sobre probabilidade condicional e eventos independentes.

Aulas 7 e 8: Probabilidade em Situacdes Complexas

Obijetivos Especificos

o Aplicar a probabilidade a situa¢es mais complexas, como multiplos eventos e permutacdes.
Conteudos

o Probabilidade de eventos compostos;

o Permutacdes e combinacgoes;

e Aplicacdes praticas.

Atividades

1. Teoria e Exemplos:

o Explicagdo sobre eventos compostos e calculos de probabilidade em diferentes cenarios;
e Introducdo a permutacgdes e combinagdes.

2. Exercicios Préticos

« Resolver problemas que envolvam multiplos eventos e suas probabilidades;

o Calcular a probabilidade em situagdes envolvendo permutagcfes e combinagdes.

3. Discusséo

« Aplicar os conceitos a problemas complexos encontrados em questdes do ENEM.
Tarefa de Casa

o Resolver quest6es de probabilidade envolvendo permutagfes e combinagoes.

Aulas 9 e 10: Estratégias para o ENEM

Objetivos Especificos

« Revisar 0s principais conceitos e estratégias de resolucdo de questdes de probabilidade no
ENEM,;

« Praticar com questdes de provas anteriores.

Conteudos

¢ Revisdo dos conceitos de probabilidade;

o Estratégias para resolver questdes do ENEM;

« Analise de questdes de provas anteriores.

Atividades
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1. Revisao e Discussao

Reviséo dos conceitos e resolucdo de duvidas.

2. Prética
Resolucdo de questdes de probabilidade de provas anteriores do ENEM. Discusséo das

estratégias de resolucdo e anlise das respostas corretas.

3. Simulado

o Realizar um simulado com quest6es de probabilidade no estilo do ENEM.
Tarefa de Casa

« Revisar os conceitos abordados e praticar com mais questdes de probabilidade;
o Resolver em duplas a questdo do ENQ 2022-1

Recursos Adicionais

e Livros e apostilas sobre probabilidade;

« Simuladores e calculadoras online;

« Sites de questdes de provas anteriores.

Avaliacéo:

« Participacdo e desempenho nas atividades praticas;

o Desempenho no simulado e capacidade de aplicar conceitos em novas situacoes.

Durante essas dez aulas, os alunos interagiram com o professor trazendo as
informacdes sobre o processo, as duvidas, 0s anseios e 0 que de novo estava sendo aprendido.
Como dito anteriomente, o conteldo de probabilidade é apresentado aos estudantes tanto no
nono ano do ensino fundamental quanto no segundo ano do ensino médio e depois de
verificado o conhecimento prévio dos alunos e as caréncias no conteudo, observadas partindo
da analise do resultado de uma avaliagdo diagnostica, foi possivel, com a sequéncia didatica,
reforcar o ensino de acordo com as maiores dificuldades apresentadas. Assim, foram feitas as
devidas revisbes de contetudo, correcdes com foco nas demandas dos alunos e aplicado um
simulado baseado no ENEM para comparar seu resultado com o resultado da avaliacdo
diagnostica.

Objetivamos, entdo, com a sequéncia didatica construida e utilizada no decorrer desta

pesquisa, o preparo dos alunos para 0 Exame Nacional do Ensino Médio em probabilidade.



35

4.2 COLETA DOS DADOS

A coleta dos dados foi realizada a partir de 9 questbes evidenciadoras que foram
coletadas das provas dos ultimos 8 anos do ENEM (1 questdo 2016, 2 questbes de 2017, 1
questdo 2018, 1 questdo 2019, 1 questdo 2020, 1 questdo 2021, 1 questdo 2022, 1 questdo
2023), caderno azul e ainda uma questdo extra que o aluno pbéde resolver em um momento
diferente da sala de aula que foi aplicada na prova de qualificacdo 2022/1 do préprio
PROFMAT.

A andlise dos dados, a partir das questdes evidenciadoras, foi realizada através das
respostas de cada problema, de um grupo de 20 estudantes do 3° ano do Ensino médio, que
foram escolhidos dentro de uma turma de 30 estudantes, o critério utilizado na escolha, foi o
interesse em prestar o ENEM, os 20 estudantes que atenderam a proposta de resolver as
questdes e deixar como evidéncia o caminho utilizado na resolugdo das mesmas, averiguando
0 desenvolvimento de novos métodos de solucdo em consequéncia das novas formas de
pensamento, que constitui um dos objetivos principais da sequéncia didatica e por conseguinte
dessa pesquisa. Analisamos, entdo, o0 conteudo das respostas e em seguida foi avaliado o
aprendizado de cada aluno integrante do estudo.

A seguir serdo apresentadas as questdes evidenciadoras.
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4.2.1 Apresentagéo das Questdes Evidenciadoras

1° problema: ENEM 2016

QUESTAO 152

Um adolescente vai a um parque de diversdes
tendo, prioritariamente, o desejo de ir a um brinquedo
que se encontra na area |V, dentre as areas |, Il, 1l IV
e V existentes. O esquema ilustra o mapa do parque,
com a localizagdo da entrada, das cinco areas com os
brinquedos disponiveis e dos possiveis caminhos para se
chegar a cada area. O adolescente nao tem conhecimento
do mapa do parque e decide ir caminhando da entrada
até chegar a area V.

e

Possivel resolucdo

Suponha que relativamente a cada ramificagdo,
as opgdes existentes de percurso pelos caminhos
apresentem iguais probabilidades de escolha, que a
caminhada foi feita escolhendo ao acaso os caminhos
existentes e que, ao tomar um caminho que chegue a
uma area distinta da IV, o adolescente necessariamente
passa por ela ou retorna.

Nessas condigdes, a probabilidade de ele chegar a area
IV sem passar por outras areas e sem retornar € igual a

o ——
96
1

64

(B)
®
(D)

= N
SERSERIIE

@

Existem apenas duas opcdes favoraveis de percurso: uma no sentido horario e outra no sentido

anti-horério. Logo:

Sendo A, B, C, D e E as ramificacbes como mostradas no desenho anterior, temos apenas dois
caminhos sem passar por outras areas e sem retornar:
1°- (entrada— A-B-C-1V)

N |-
N |~
Wk

2°- (entrada— A—-D-E-1V)

N | =
N | =
N =

1
8

. ;1 1 5 -
Assim, a resposta é Zts n (alternativa C)
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2° problema: ENEM 2016

QUESTAO 146 i 0 s 0 0o 0 s

Uma aluna estuda numa turma de 40 alunos. Em um
dia, essa turma foi dividida em trés salas, A, B e C, de
acordo com a capacidade das salas. Na sala A ficaram
10 alunos, na B, outros 12 alunos e na C, 18 alunos.
Sera feito um sorteio no qual, primeiro, sera sorteada
uma sala e, posteriormente, sera sorteado um aluno
dessa sala.

Qual é a probabilidade de aquela aluna especifica ser
sorteada, sabendo que ela esta na sala C?

Possivel resolucdo

Primeiro sera sorteada a sala, como sao trés teremos 1 chance em trés de ser a sala C. Como na
sala C tem 18 integrantes e a aluna em questdo é desses 18 integrantes a probabilidade da aluna

ser sorteada é:

1 1 1 .
-.— =— (alternativa D)
3 18 54
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3° Problema: ENEM 2018

QUESTAO 149

Uma senhora acaba de fazer uma ultrassonografia e
descobre que esta gravida de quadrigémeos.

Qual ¢ a probabilidade de nascerem dois meninos e duas

meninas?
o
16
o >
16
o 1
4
o 2
8
o .
2

Possivel resolucéo:

Como sdo quadrigemeos e temos menino ou menina serdo: 24 = 2. 2. 2. 2 = 16 possiveis ordem
de ocorrer 0 nascimento.

No caso de dois meninos e duas meninas podemos utilizar a permutacdo de 4 com repeticdo de
20se?2as.(0,0,AA)

PP= "= (4.3):2=6

212!

. . . , 6 3
Logo temos 6 casos que atendem serem dois meninos e duas meninas. Portanto a resposta é T
(‘alternativa D).
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4° Problema: ENEM 2019

Questao 171

Uma empresa confecciona e comercializa um :
brinquedo formado por uma locomotiva, pintada na cor :
preta, mais 12 vagdes de iguais formato e tamanho, :
numerados de 1 a 12. Dos 12 vagdes, 4 sdo pintados :
na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde e 2 na cor :
amarela. O trem € montado utilizando-se uma locomotiva :
e 12 vagoes, ordenados crescentemente segundo suas :
numeragoes, conforme ilustrado na figura. :

De acordo com as possiveis variacdes nas coloracdes :

dos vaglbes, a quantidade de trens que podem ser :

montados, expressa por meio de combinagdes, é :

dada por :
4 3 3 2

(O Rl O Rl T Ll &)

G006 w02

C142 X 2 % Cg X Cg

C142 + 2 x C132 e C122

ol %63 % 63 3

PQOoOe@OeO

Possivel resolucdo

e Como temos 12 vagdes para pintar e 4 serdo pintados na cor vermelha. Se pintarmos o 1°
depois 0 2°, depois 0 3° e por ultimo o0 4° ou se comecarmos pintando o 4° e depois 0 3° em
seguida 0 2° e por ultimo o primeiro. Observe gue teremos 0s mesmos vagdes pintados,
portanto para calcular o nimero de vagdes pintados em vermelho, sera dado por:C7,

e Como temos agora 8 vagdes para pintar 3 deles na cor azul. O numero de vagdes pintados
em azul, sera dado por:C§

e Como temos agora 5 vagdes para pintar 3 deles na cor verde. O numero de vagdes pintados
em verde, sera dado por: C3

e Como temos agora 2 vagdes para pintar 2 deles na cor amarela. O nimero de vagdes
pintados em amarela, sera dado por: C2

Logo: C,. C3. C3. €% (alternativa E)
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5° Problema: Enem 2020

Quest3do 156 - Matemadtica e suas Tecnologias

Uma casa lotérica oferece cinco opgdes de jogos. Em cada opg¢ao, o apostador escolhe
um grupo de K numeros distintos em um cartao que contém um total de N numeros
disponiveis, gerando, dessa forma, um total de C combinagdes possiveis para se fazer a
marcacgao do cartao. Ganha o prémio o cartao que apresentar os K numeros sorteados. Os
valores desses jogos variam de R$ 1,00 a R$ 2,00, conforme descrito no quadro.

Valor do Numeros a serem Nuameros Combinacées

Jogo jogo (RS) escolhidos (K) disponivels (N) possivels (C)
I 1,50 6 45 8 145 060
] 1,00 6 50 15890 700
i 2,00 5 60 5461512
v 1,00 6 60 50 063 860
\% 2,00 5 50 2118 760

Um apostador dispde de RS 2,00 para gastar em uma das cinco opgdes de jogos
disponiveis.

Segundo o valor disponivel para ser gasto, o jogo que oferece ao apostador maior
probabilidade de ganhar prémio € o

®

®

©® ©

® Vv

Possivel resolugdo
Vamos analisar qual das opcdes oferece maior probabilidade:

Jogo | = Como o apostador tem 2 reais s6 pode fazer uma aposta de R$ 1,50, logo 1 chance
em 8145060 ou seja 1/8145060

Jogo Il = Como o apostador tem 2 reais pode fazer duas apostas de R$ 1,00, logo, 2 chance
em 15890700 ou seja, 215390700 Y7945350

Jogo 111 = Como o apostador tem 2 reais s6 pode fazer uma aposta de R$ 2,00, logo 1 chance
em 5416512 ou seja 1/5416512

Jogo IV = Como o apostador tem 2 reais pode fazer duas aposta de R$ 1,00, logo 2 chance em
50063860 ou seja 50063860~ 725031930

Jogo V = Como o apostador tem 2 reais s6 pode fazer uma aposta de R$ 2,00, logo 1 chance
em 2118760 ou seja 1/2118760

O menor denominador,nos fornece o jogo de maior probabilidade de sucesso. Portanto jogo
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6° Problema: Enem 2021

Questao 142 enemzozr

O organizador de uma competicao de langcamento de
dardos pretende tornar o campeonato mais competitivo.
Pelas regras atuais da competicdo, numa rodada, o
jogador lanca 3 dardos e pontua caso acerte pelo menos
um deles no alvo. O organizador considera que, em

média, os jogadores tém, em cada lancamento, % de
probabilidade de acertar um dardo no alvo.

Afim de tornar o jogo mais atrativo, planeja modificar
as regras de modo que a probabilidade de um jogador

pontuar em uma rodada seja igual ou superior a % Para

isso, decide aumentar a quantidade de dardos a serem
langados em cada rodada.

Com base nos valores considerados pelo organizador da
competicdo, a quantidade minima de dardos que devem
ser disponibilizados em uma rodada para tornar o jogo
mais atrativo é

0 2
0 4
O &.
o 9.
@ 10.

Possivel resolucéo:

Como queremos que a probabilidade de acerto seja maior que %, e a probabilidade de acerto

. 1
ou erro é de 7 podemos fazer:

logo 2"> 10

Como n é o nimero de langamentos, precisa ser um numero inteiro positivo, 0 menor valor

gue atende a essa restricdo € 4.
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7° Problema: ENEM 2022

QUESTAO 137

A World Series ¢ a decisdo do campeonato :
norte-americano de beisebol. Os dois times que chegam
a essa fase jogam, entre si, até sete partidas. O primeiro £
desses times que completar quatro vitérias € declarado
campeao.

Considere que, em todas as partidas, a probabilidade
de qualquer um dos dois times vencer € sempre %

Qual € a probabilidade de o time campeao ser aquele que
venceu a primeira partida da World Series? ¥

35
0 &
40
64
42
o4
44
64
52
64

@ © @ ©

Possivel resolugdo

Como temos dois times, e 0 campeonato termina quando um deles obtiver a 42 vitdria, teremos:

_1

- Ganhar 4 jogos em 4 jogos, tendo ganhado o 1°: 1. % :

N R
N |-

- Ganhar 4 jogos em 5 jogos, como no 1° e 5° jogo obtevesse vitdrias, temos uma derrota entre

0 2° e 0 4° podemos permutar VVD jogo: 2—: 1. % .

N |-

11_3
22 16

- Ganhar 4 jogos em 6 jogos, como no 1° e 6° jogo obtevesse vitorias, temos duas derrotas entre

0 2° e 0 5° podemos permutar VVDD jogo: 5.1.5.5.5.5.5:5

- Ganhar 4 jogos em 7 jogos, como no 1°e 7° jogo obtevesse vitdrias, temos trés derrotas entre o

2° e 0 6° podemos permutar VVDDD jogo: —. 1. trrrii_s

312! 2 2 2 2 22 32

3 5 4+6+6+5_ 21 _ 42

Logo o time gque venceu a 12 partida tem: = + —t—t—=———=—=
16 16 32 32 32 64
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8° Problema: Enem 2023

QUESTAO 141

No alojamento de uma universidade, ha alguns quartos com o padrao superior ao dos demais. Um desses quartos
ficou disponivel, e muitos estudantes se candidataram para morar no local. Para escolher quem ficara com o quarto,
um sorteio sera realizado. Para esse sorteio, cartes individuais com os nomes de todos os estudantes inscritos serao
depositados em uma urna, sendo que, para cada estudante de primeiro ano, sera depositado um unico cartao com
seu nome; para cada estudante de segundo ano, dois cartdes com seu nome; e, para cada estudante de terceiro ano,
trés cartdes com seu nome. Foram inscritos 200 estudantes de primeiro ano, 150 de segundo ano e 100 de terceiro
ano. Todos os cartdoes tém a mesma probabilidade de serem sorteados.

Qual a probabilidade de o vencedor do sorteio ser um estudante de terceiro ano?

°
° ;
® 3
° 5
° ;

Possivel resolugdo

Temos:
No 1° Ano, 200 estudantes e cada um com um cartdo. Logo, serdo 200 cartdes.
No 2° Ano, 150 estudantes e cada um com dois cartfes. Logo, serdo 300 cartdes.

No 3° Ano, 100 estudantes e cada um com trés cartdes. Logo, serdo 300 cartfes.

300 _3

T 800 8



9° Problema: ENEM 2017-2

QUESTAO 179

Um morador de uma regido metropolitana tem 50%
de probabilidade de atrasar-se para o trabalho quando
chove na regiao; caso nao chova, sua probabilidade de
atraso € de 25%. Para um determinado dia, o servigo
de meteorologia estima em 30% a probabilidade da
ocorréncia de chuva nessa regiao.

Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar para o
servigo no dia para o qual foi dada a estimativa de chuva?

0,075
0,150
0,325
0,600
0,800

OO

Possivel resolucéo
Temos, duas situages:

e Casochova:0,5.0,3=0,15
e Caso ndo chova: 0,25.0,7 = 0,175

Logo: 0,15 + 0,175 = 0,325

44
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10° Problema: ENQ 2022-1

Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 ]

Um prémio ¢é oferecido a um jogador pelo lancamento de um dado nao viciado, com as seguintes regras:
e Se o resultado for 1, o jogador ganha 1 ponto.
e Se o resultado for 2 ou 3, o jogador ganha 2 pontos.
e Se o resultado for 4, 5 ou 6, nao obtém pontuacao.
e Os pontos vao se somando a cada jogada.
e O prémio ¢ entregue assim que o jogador conseguir obter exatamente 3 pontos e o jogo ¢ encerrado.
(a) Determine a probabilidade de se ganhar o prémio na segunda jogada.

(b) Determine a probabilidade de se ganhar o prémio apenas na terceira jogada.

Possivel resolugédo

Pergunta (a): H& duas maneiras de obter 3 pontos na segunda jogada:

« fazer 1 ponto na primeira e 2 pontos na segunda jogada cuja probabilidade é: %. 2 = % =5
* fazer 2 pontos na primeira e 1 ponto na segunda jogada cuja probabilidade é: % . % = % =%
Logo a probabilidade de se ganhar o prémio na segunda jogada € igual a: % + % = % = %

Pergunta (b): Para facilitar a escrita considere a terna (a, b, ¢), onde a indica a pontuacéo na

primeira jogada, b na segunda e ¢ na terceira. Ha cinco maneiras de obter 3 pontos exatamente

na terceira jogada:

* (0, 1, 2) cuja probabilidade é: % . % . % = %
* (0, 2, 1) cuja probabilidade é: % . % ) % = 26T6
* (1,0, 2) cuja probabilidade & =.2.2=—
* (2,0, 1) cuja probabilidade ¢: % ) % , %: 2%
* (1, 1, 1) cuja probabilidade é: % . % ) % = 21?

Portanto a probabilidade de se ganhar o prémio exatamente na terceira jogada € igual a:

6 1 24 1
5.2 41 —=2%
216 216 216 216
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5 ANALIZANDO OS RESULTADOS

5.1 ANALISE INDIVIDUAL DE CADA QUESTAO

5.1.1 Analise dos resultados da questdao 1 (ENEM 2016)

Quinze alunos (75%) acertaram e acharam a questdo bem tranquila de fécil entendimento. Dos
cinco que erraram, um deles, disse que esqueceu de multiplicar o primeiro desdobramento do
caminho, os outros quatro tiveram dificuldade de entender o que deveria ser feito e desistiram

da questéo.

5.1.2 Analise dos resultados da questao 2 (ENEM 2017-1)

Quatorze alunos (70%) acertaram e acharam a questdo tranquila, por ter um célculo simples e
com ndmeros pequenos, quatro alunos que erraram marcaram, letra b, pois se confundiram e
acharam que era uma condicional estar no quarto C. Os outros dois marcaram C, pois acharam

que era apenas uma relacdo de 1 aluna em 40 alunos.

5.1.3 Analise dos resultados da questdo 3 (ENEM 2018

Dezessete alunos (85%) acertaram, treze utilizaram o mesmo caminho da resolucdo
demonstrada na pagina 36. Trés dos que acertaram, escreveram todas as 16 possibilidades
possiveis utilizando a arvore de possibilidades. Um aluno utilizou permutagdo com repeticdo
para todas as possibilidades conforme a apéndice 3.2. Os trés que erraram, tentaram ganhar

tempo e quando leram, “dois meninos e duas meninas” marcaram letra E, pensando em 50%.

5.1.4 Analise dos resultados da questao 4 (ENEM 2019

Quatorze alunos(70%) acertaram, desses quatorze, um aluno fez por permutacéo e comparou o
resultado, como podemos ver no apéndice 4.2, por ter usado permutacdo com repeticéo,
precisou verificar qual das op¢Oes apresentava mesma expressao, ele disse que optou pela que
s0O teria multiplicacdo, entdo testou a letra A e a E, ndo chegou nem a testar a C. Dos seis que

erraram, 4 marcaram B, pois pensaram que se somariam as combinagdes.

5.1.5 Analise dos resultados da questao 5 (ENEM 2020)
Dezenove alunos (95%) acertaram, acharam a questdao muito simples. O que errou a questdo
disse que se confundiu porque a tabela tinha muita informacéo, e disse, com tom de brincadeira,

que ndo é de exatas.
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5.1.6 Analise dos resultados da questao 6 (ENEM 2021)

Apenas dez alunos (50%) acertaram essa questdo, um dos alunos que acertou, utilizou as
opcdes, para chegar ao resultado, com o dois néo serviria, pois, 0 organizador queria aumentar
0 nmero de dardos que ja eram 3, testou com 4 dardo e verificou que satisfazia o desejado pelo
organizador conforme apéndice 6.2. Os que erraram, s6 entenderam a atividade depois de

resolvida em sala.

5.1.7 Analise dos resultados da questao 7 (ENEM 2022)
Apenas seis alunos (30%) acertaram, essa foi a questdo que eles acharam a mais dificil e,
mesmo depois de resolvida em sala, foi necessario refazer mais algumas vezes para que todos

conseguissem entender o raciocinio.

5.1.8 Analise dos resultados da questao 8 (ENEM 2023)
Todos acertaram (100%) e disseram que essa questdo é tdo simples que deve ser uma questao

do ENEM, para ninguém zerar a prova de matematica.

5.1.9 Anélise dos resultados da questdo 9 (ENEM 2017-2)
Dezessete alunos (85%) acertaram a questdo. Os trés, que erraram, ndo pensaram no 70% da

probabilidade de ndo chover.

5.1.10 Anélise dos resultados da questdo 10 (ENQ 2022-1)

A questdo 10, é uma questdo retirada do ENQ 2022-1, ndo foi aplicada junto com as do ENEM.
Foi executada em dupla e com um tempo maior, os alunos acharam a questdo bem elaborada e
dificil, mas conseguiram entender e agora se consideram capazes de solucionar uma questdo
desse nivel, porém todos compreenderam que precisam de mais horas de treino, com listas de
exercicios e resolugdo de problemas, afim de fixar melhor as formulas e ganhar seguranca na
execucdo das questdes do ENEM e precisam também de mais concentracdo na hora das

resolugdes.
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5.2 PERSPECTIVAS DO ENSINO-APRENDIZAGEM DA PROBALILIDADE A
PARTIR DO RESULTADO DAS QUESTOES

Apos a correcdo de todas as questdes acreditamos que probabilidade ndo sera um
problema para essa turma. Visto que depois de aplicada a avaliacdo, o simulado e discutidas as
questes, observamos melhora nos resultados, a média de acertos dos vinte alunos na
diagnostica foi de 5,05 questfes corretas por aluno, ja no simulado essa media subiu para 6,6
questdes por aluno e como podemos ver no grafico, abaixo, o nimero de alunos que
obtiveram uma quantidade maior de acertos subiu, mostrando que a sequéncia didatica foi
eficiente, retomamos na correcdo dos erros ocorridos e revisamos o conteudo utilizando o
grupo interativo, e sistema de rotagdes por estacées onde os alunos se ajudaram e sanaram as
dificuldades.

Houve um bom ndmero de acertos. Os principais desvios ocorreram por descuido, erro
de interpretacdo de texto e por nervosismo comum h& muitas pessoas ao fazerem avaliacdes,
principalmente pelo tempo reduzido e pelo carater classificatorio. Em vista disso, percebemos
que hé necessidade de um nimero maior de horas de treino e execugdo das atividades, para que
os alunos tenham mais seguranga, pois além de praticar os conteudos, temos também a
necessidade de treinar e gerenciar a calma e a concentragdo. No grafico, apresentado abaixo,
pode ser notada a diferenca entre 0 desempenho dos alunos participantes da pesquisa na

avaliacdo diagnostica e no teste simulado.

Acertos por aluno * Percentual médio

° de al
ne de alunos de acertos da

. diagndstica: 56%

ﬁlll']l

3 acertos 4 acertos 5 acertos 6 acertos 7 acertos 8 acertos 9 acertos

Percentual médio
de acertos do
simulado: 73%

=i}

IS

w

[}

[

M Diagndstica M Simulado

Gréfico 1
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Como pudemos observar, a probabilidade € intrinseca a vida cotidiana, estando sempre
presente no raciocinio humano. A davida a respeito da probabilidade de ocorréncia dos eventos
sempre dispertaram interesse da populacdo mundial: A chance de um evento acontecer ou néo,
de se ganhar um prémio, de saber o sexo de um bebé, se faré sol ou se chovera, e, até mesmo,
sobre as possiveis caracteristicas fenotipicas de um recém-nascido, dentre outras.

O estudo da probabilidade, no Ensino Fundamental e Médio, traz formulas e regras
para esses calculos e nesta dissertacdo trouxemos esse conteldo. Notamos que, usando a
metodologia da sequéncia didética, foi possivel ofertar um caminho mais simples para ensinar
0 conteldo descrito acima.

Por conseguinte, observamos que essa forma de ensino facilitou que o grupo de
alunos participantes da pesquisa obtivessem um resultado positivo na resolucdo das questdes
de nivel médio do Exame Nacional do Ensino Médio. Foi relatado pelos estudantes que 0s
principais erros ocorreram por descuido e por nervosismo comum as pessoas ao realizarem
avaliacdes, principalmente, pelo tempo reduzido e por ter carater classificatorio.

Por fim, a partir dos resultados desta pesquisa, foram feitas discussdes e intervencdes
para melhorar a performace dos alunos nas avaliacfes desse ano. Nota-se que ha a necessidade
de um nimero maior de horas de treino e execucdo de atividades e resolucdo de problemas
sobre probabilidade no Ensino Médio para que os alunos tenham mais seguranca ao realizar as
questdes desse tema e, além disso, sdo necessarias intervencdes, que possam melhorar a
concentracdo e a tranquilidade nas resolucgdes das avaliacGes. Por exemplo, utilizar as aulas de
Estudo Orientado para trabalhar a seguranca e concentracdo, e o0 APOIE (Acdo Psicossocial e
Orientagdo Interativa Escolar, com exercicios de respiracao e atividades que auxiliem na prética

do controle emocional e melhora da autoestima).
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8 ANEXOS

Anexo 1 — Resolucdo 12 questéo

Problema 1- ENEM 2016

QUESTAO 152 ===

Um sdolescente «& & um parmque O divarcdes
tendo, priontanaments, O desens de i 3 uin Dringuess
Que se encontra na rea iV, dentre a5 areas 1L W E)SQX & j_
2 V existentas. O esgueams ustra 0 Mmaps do pargus, —
oo 8 localizagho da entrads, das Conol areas ooem o8 &
renjuecdos ASPOrHveis @ dOs DOBRIVERS CEMINNDS DEra 28
chegar a cada area. O adolescenie NE0lem connEtemento
oo mapae oo parque & gecdd i camintands da entrads
ate cnegar g area W

Suponhna que fslalvasote 8§ cada revwbcacho,
55 Cpobss SxSleMmes OB OIS0 DEICS  caminnos
Eoresenten guas orobsiklidades da escolha, qus &
carnnnada o feda escoihendo 30 acass 06 CaMINNOS
exislentss & qQue, B0 10MEr W CeMIDNG que chague B
wma &eea distnta ca W, o adolescenis neosasanamante
pEass por ela ou rebsms
Messas condigtes, s grobandidace Jde e CNeQar @ ares
IV s pAsEar DOr Gulras Sreas e e relormar & gual a

-

1
R

e & &k o
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Anexo 2 — Resolugédo 22 questao

Problema 2- ENEM 2017

QUESTAO 146 s ey 0 85 ssasmemmsmmsu

Uma aluna estuda numa turma de 40 alunos. Em um
dia, essa turma foi dividida em trés salas, A, B e C, de
acordo com a capacidade das salas. Na sala A ficaram
10 alunos, na B, outros 12 alunos e na C, 18 alunos.
Sera feito um sorteio no qual, primeire, sera sorteada
uma sala e, posteriormente, sera sorteado um aluno
dessa sala.

Qual & a probabilidade de aquela aluna especifica ser
sorteada, sabendo que ela esta na sala C?

Al

Wi

@

b4
s~ - Bl- ==

S8c 3 9alas = 1 de estar naC
2

Estando 18" = 1 de ser corteadd

|
3 1§ B4




Anexo 3 — Resolugéo 32 questdo (3 modelos)

Problema 3- ENEM 2018

QUESTAO 149

Uma senhora acaba de fazer uma ultrassonografia e
descobre que esta gravida de quadrigémeos.

Qual é a probabilidade de nascerem dois meninos e duas
meninas?

O

[ 5=

=X
D

(8]
®
R
& -

N|—= 0w b=

‘@chfzw:vhmhr:ie

2D riimoh 2 duoh  weainsh D6, 0002) ) (0,04 8,0),
(0,0-: &, 8),(c ©, 6, o, (a0, 0) (e, 0)0)
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Problema 3- ENEM 2018

QUESTAO 149

Uma senhora acaba de fazer uma ultrassonografia e
descobre que esta gravida de quadrigémeos.

Qual e a probabilidade de nascerem dois meninos e duas

meninas”?
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Anexo 4 — Resolugdo da 4% questao (2 solugdes)

Problema 4- ENEM 2019

Questao 171

Uma empresa confecciona e comercializa um !
brinquedo formado por uma locomotiva, pintada na cor :
preta, mais 12 vagodes de iguais formato e tamanho, :
numerados de 1 a 12. Dos 12 vagdes, 4 sdo pintados :
na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde e 2 na cor :
amarela. O trem é montado utilizando-se uma locomotiva :
e 12 vagdes, ordenados crescentemente segundo suas z
numeracgoes, conforme ilustrado na figura. :

De acordo com as possiveis variagdes nas coloragdes
dos vagdes, a quantidade de trens que podem ser
montados, expressa por meio de combinacdes, é
dada por

@ Ciy xCH xCi xCh
(B) C142+Cg+C§+C§
® CHhx2xC3xC2

® Cch +2xCHh +Ch
ChxCl wC3 xCf

/ ) [ v / ) g A /1,"
wig) /- oy 7 M Lon 3/};4;041/5, 16/)
cH ” ’
[
) 3 fl o

”“ / X /} WL / A < ] B =
O F()Oj/ j’f - 75 J\ ;"_(J)/ D '7W (V,)lj//‘ .
A ’];} 1_:): { é
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Problema 4- ENEM 2019

Questdao 171

Uma empresa confecciona e comercializa um :
brinquedo formado por uma locomotiva, pintada na cor :
preta, mais 12 vagodes de iguais formato e tamanho,
numerados de 1 a 12. Dos 12 vagdes, 4 sao pintados :
na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde e 2 na cor
amarela. O trem & montado utilizando-se uma locomotiva
e 12 vagdes. ordenados crescentemente segundo suas :
numeracoes, conforme ilustrado na figura. :

De acordo com as possiveis variacdes nas coloragdes :
dos vagoes, a quantidade de trens que podem ser !
montados, expressa por meio de combinacdes, € :

dada por

© Ciy xCh xCH xCH Venaoelbig. —p» U vans
@ Cf, +C3 +C3 +C3 Caul o i

G C142><2><Cg )(Cé'2 Zz"Lﬂ& =& '3 v/
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Anexo 5 — Resolucgéo da 52 questdo

Problema 5- Enem 2020

Questdo 156 - Matemdtica e suas Tecnologias

Uma casa lotérica oferece cinco opgdes de jogos. Em cada opgdo, ¢ apostador escolhe
um grupo de K numercs distintos em um cartao que contém um total de N numeros
disponiveis, gerando, dessa forma, um total de C combinagdes possiveis para se fazer a
marcagao do cartdo. Ganha o prémio o cartdo que apresentar os K numeros sorteados. Os
valores desses jogos variam de R$ 1,00 a R$ 2,00, conforme destrito no quadro.

8145060

1 Il 1,00 6 50 15 890 700
L] 2,00 5 60 5461512

v 1,00 6 60 50 063 860

v 2,00 5 50 2118 760

Um apostador dispde de RS 2,00 para gastar em uma das cinco opgdes de jogos
disponivais.

Segundo o valor disponivel para ser gasto, o jogo que oferece ao apostador maior
probabilidade de ganhar prémic € o

@
® !

Ay 2 A0 1103 O~ dALL A .f‘.“'_’ 2 [
[y GE*/j’\f}Mﬂ L/ ane Qf‘ 2LOX A48 —2e
. I a .
- ; | \/ () Lo Axk g TN LD
umZan b Juge V.9 Joge qu af
e/mmﬁﬂv ‘c/KQ (Gt v OLRUD D AOLE ONrtna,

r+ 4/ 8445060 TTt —+ 4/546151



59

Anexo 6 — Resolugéo da 62 questdo (2 solugdes)

Problema 6- ENEM 2021

Questao 142 — enemaoz!

O organizador de uma competi¢ao de langamento de
dardos pretende tornar o campeonato mais competitivo.
Pelas regras atuais da competicdo, numa rodada, o
jogador langa 3 dardos e pontua casc acerte pelo menos
um deles no alvo. O organizador considera que, em

média, os jogadores tém, em cada langamento, % de
probabilidade de acertar um dardo no alvo.

A fim de tornar 0 jogo mais atrativo, planeja modificar
as regras de modo que a probabilidade de um jogador

pontuar em uma rodada seja igual ou superior a % Para

isso, decide aumentar a quantidade de dardos a serem
langados em cada rodada.

Com base nos valores considerados pelo organizador da
competicdo, a quantidade minima de dardos que devem
ser disponibilizados em uma rodada para tornar o jogo
mais atrativo é
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Problema 6- ENEM 2021

Questao 142 enemzoz/

O organizador de uma competicao de langamento de
dardos pretende tornar o campeonato mais competitivo.
Pelas regras atuais da competicdo, numa rodada, o
jogador langa 3 dardos e pontua caso acerte pelo menos
um deles no alvo. O organizador considera que, em
média, os jogadores tém, em cada langamento, % de
probabilidade de acertar um dardo no alvo.

A fim de tornar o jogo mais atrativo, planeja modificar
. as regras de modo que a probabilidade de um jogador

pontuar em uma rodada seja igual ou superior a % Para

isso, decide aumentar a quantidade de dardos a serem
langados em cada rodada.

Com base nos valores considerados pelo organizador da
competi¢do, a quantidade minima de dardos que devem
ser disponibilizados em uma rodada para tornar o jogo
mais atrativo é
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Anexo 7 — Resolugéo 72 questdo

Questdo 7 — ENEM 2022

UESTAQ 137 s msemmsszan | * - °
Sy ¥ Gorhew 0 17 a3 A
A World Series é a decisao do campeonato ; e

norte-americano de beisebol. Os dois times que chegam ;| _\ 2ib Vtww:&wva’ﬁ ( \/, _ —1 )

a essa fase jogam, entre si, até sete partidas. O primeiro : o  +emed
desses times que completar quatro vitorias é declarado : ___ ) —) ‘/ ) o /

campeao. g(g 49—(-(—/' e L ;Q; )

Considere que, em todas as partidas, a ;;robabilidade |

- : 1
de qualquer um dos dois times vencer € sempre 7

Qual é a probabilidade de o t 5 leque i D 3%
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Anexo 8 — Resolugao da 8 questéo

Questdo 8 — ENEM 2023

QUESTAO 141

No alojamento de uma universidade, ha alguns quartos com o padrao superior ao dos demais. Um desses quartos
ficou disponivel, e muitos estudantes se candidataram para morar no local. Para escolher quem ficara com o quarto,
um sorteio sera realizado. Para esse sorteio, cartées individuais com os nomes de todos os estudantes inscritos serdo
depositados em uma urna. sendo que, para cada estudante de primeiro ang, sera depositado um Unico cartdo com
seu nome; para cada estudante de sequndo éno, gc_)_i{s_c_anﬁ,ﬁ_com seu nome: e, para cada estudante de terceir
trés cartdes com seu nome. Foram inscritos 2 udantes de primeiro ano, 150 de segundo ano e ma-t-egr-;?z_
ano. Todos os cartées tém a mesma probabilidade de serenf sorteados.

Qual a probabilidade de o vencedor do sorteio ser um estudante de terceiro ano?

1
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Anexo 9 — Resolucgéo da 92 questdo

Questdo 9 - ENEM 2017

QUESTAO 179 ——m

Um morador de uma regido metropolitana tem 50%
de probabilidade de atrasar-se para o trabalho quando
chove na regido; caso ndo chova, sua probabilidade de
atraso € de 25%. Para um determinado dia, o servigo
de meteorologia estima em 30% a probabilidade da
ocorréncia de chuva nessa regido.

Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar para o
servico no dia para o qual foi dada a estimativa de chuva?

0 0,075
O 0,150
® 0,325
@ 0,600
@ 0,800
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Anexo 10 — Resolucédo da 10% questdo (ENQ 2022-1)

Questdo 10 - ENQ 2022 1

Questao 08 [ 1,25 ::: (a)=0,50; (b)=0,75 |

Um prémio é oferecido a um jogador pelo langamento de um dado nio viciado, com as seguintes regras:
e Se o resultado for 1, o jogador ganha 1 ponto.
e Se o resultado for 2 ou 3. o jogador ganha 2 pontos.
e Se o resultado for 4, 5 ou 6, nao obtém pontuacao.
e Os pontos vio se somando a cada jogada.
! e O prémio é entregue assim que o jogador conseguir obter exatamente 3 pontos e o jogo ¢ encerrado.
(a) Determine a probabilidade de se ganhar o prémio na segunda jogada.
(b) Determine a probabilidade de se ganhar o prémio apenas na terceira jogada.
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EEEFM “ZULEIMA FORTES FARIA”

DISCIPLINA: Matematica

TURMA:

PROFESSOR: Dariomar C Fernandes

DATA:

AR

(89

Fique atento

NOME:

1) Qual é a probabilidade de obter um nimero impar ao lancar um dado padréo de 6 faces?

A) 3
B)-
0
D) <

2
E)3

1

1

2) Em uma urna com 3 bolas vermelhas, 2 bolas azuis e 5 bolas verdes, qual é a probabilidade de
retirar uma bola azul?

A) 7
B) <
C)2
D)+

1
E)2

1

3) Numa urna tem 5 bolinhas, numeradas de um a cinco. Retirando-se duas delas sem reposicao.

Qual a probabilidade de que a soma Dos nimeros das duas bolinhas seja 6?
1
A) >

1

B) 3

C)4

1
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D) <
E)
4) Qual é a probabilidade de ndo obter um nimero 3 ou 4 ao langar um dado padréo de 6 faces?
A) 7
B)
C):
D)Z
E) -
5) Se dois dados sdo lancados, qual é a probabilidade de a soma dos nimeros ser 7?
A) 5
B) -
1

c)~

13
1

D) A
1

E)Z

6) Uma—urna contém 4 bolas vermelhas e 6 bolas verdes. Se duas bolas sdo retiradas
aleatoriamente, uma apos a outra com a reposicdo da bola retirada, qual € a probabilidade de
ambas serem verdes?

A) 33%
B) 24%
C) 36%
D) 16%

E) 18%
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7) Uma urna contém 4 bolas vermelhas e 6 bolas verdes. Se duas bolas sdo retiradas
aleatoriamente, uma apos a outra sem a reposicao da bola retirada, qual é aproximadamente a
probabilidade de ambas serem verdes?

A) 33%
B) 24%
C) 36%
D) 16%
E) 18%

8) Em uma urna, ha 10 bolinhas numeradas de 1 e 10, duas bolinhas serdo sorteadas
aleatoriamente sem reposi¢do. Qual é a probabilidade de que pelo menos uma das
bolinhas sorteadas tenha nela escrito um ndmero par?

A)0,333...
B)0,5

C) 0,666...
D)0,777...

E) 0,25

9) Um professor sabe que 40% dos alunos de uma classe sdo excelentes em matematica. Se
ele seleciona aleatoriamente 5 alunos para um projeto, qual € a probabilidade de que
exatamente 3 deles sejam excelentes em matematica?

A)23%
B) 27%
C) 34%
D) 19%

E) 16%
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Possivel resolucdo 1: Um dado padrdo tem 6 faces, das quais 3 sdo impares (1, 3 e 5).
Portanto, a probabilidade de obter um nimero impar é Z = % opcao (C)

Possivel resolugdo 2: O total de bolas é 10 (3 vermelhas + 2 azuis + 5 verdes). A
probabilidade de retirar uma bola azul é 130 = % opcéo (B)

Possivel resolucdo 3: Existem as seguintes possibilidades de se obter soma 6. (Sair 1 na
primeira bolinha e 5 na segunda ou o0 contrério) e (sair 2 na primeira bolinha e 4 na segunda ou 0

contrario). Logo% : i A= § opcéo (D).

Possivel resolugdo 4: Existem 6 faces e queremos a probabilidade de ndo obter 3 ou 4, ou
seja, obter qualquer uma das outras 4 faces. Portanto, a probabilidade é % = % opcao (D).

Possivel resolucdo 5: Para obter uma soma de 7, as combinacgdes possiveis sdo (1,6), (2,5),
(3,4), (4,3), (5,2), e (6,1). Existem 6 combinagdes favoraveis. Como ha um total de 36

combinages possiveis (6 faces em cada dado), a probabilidade é 3% = % opcao (D).

Possivel resolugdo 6: O total de bolas é 10 (4 vermelhas + 6 verdes). A probabilidade de
retirar uma bola verde e depois mais uma bola verde repondo a primeira bola retirada é: 1%

6 _ 36 ~
0= Too OPGE0 (©).
Possivel resolucéo 7: O total de bolas é 10 (4 vermelhas + 6 verdes). A probabilidade de

retirar uma bola verde e depois mais uma bola verde sem a repor a primeira bola retirada é:
6 5 30 _ 1

22z = =33,33..., opgio (A).

90 3

Possivel resolugdo 8: Primeiro, calculamos a probabilidade de nenhum numero ser par.

Existem 5 nimeros impares entre 1 e 10. Logo: % : g = % = % Portanto, a probabilidade de

, . 2 _ 7 ~
pelo menos um ndmero ser par € 1— 5= 5 0Pgéo (D)

Possivel resolucéo 9: Vamos utilizar a formula da binomial. Temos: n = 5 (total de alunos),
k = 3 (excelentes em matematica), probabilidade de sucesso (40%) e probabilidade de
insucesso (60%). Portanto, a probabilidade de exatamente 3 dos 5 serem excelentes é:

(g) 10,430,657 == 0,064. 0,36 = 0,2304 = 23,04%, opgA0 (A)



