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RESUMO

O presente trabalho, mediante a quantidade de materiais erréneos disponibilizados, tem como
objetivo atuar como guia e mediador, trazendo reflexdes acerca da Proporcdo Aurea e da
Sequéncia de Fibonacci, a fim de precaver o leitor acerca dos erros, e contestar falacias famosas.
Trata-se de uma pesquisa bibliogréafica feita em material impresso e disponibilizado na internet,
buscando imparcialidade ao verificar diferentes pontos de vista. Serdo apresentados alguns
mitos e verdades sobre a presenca e 0 uso da Proporcdo Aurea em famosas obras e monumentos
historicos, pontuando aspectos que confirmam ou ndo seu uso. Observa-se que a matematica é
harmonica, e se faz presente em diversas areas da arte e historia. Entretanto, a necessidade de
harmonia e a sensacdo de beleza proporcionada por um padrdo matematico, pode levar o
observador a realizar correlacdes erréneas. Assim surge a necessidade de conceber ao leitor um
olhar critico e imparcial sobre o assunto abordado, apresentando seu contexto historico-
filoséfico e trazendo a reflexdo final de que sdo ferramentas matematicas interessantes e Uteis,
porém ndo sdo as Unicas e ndo sdo universais. Ao fim, sdo apresentadas algumas discussdes
acerca do uso da Sequéncia de Fibonacci e a Proporcdo Aurea no contexto escolar, propondo
reflexdes envolvendo aspectos da histéria matematica e sua interdisciplinaridade.

Palavras-chave: Proporcdo; Aurea; Numero de ouro; Fibonacci.



ABSTRACT

Given the amount of erroneous material available, this paper aims to act as a guide and
mediator, providing reflections on the Golden Ratio and the Fibonacci Sequence, in order to
warn the reader about errors and challenge famous fallacies. This is a bibliographical research
carried out on printed material and material available on the internet, seeking impartiality when
verifying different points of view. Some myths and truths about the presence and use of the
Golden Ratio in famous works and historical monuments will be presented, highlighting aspects
that confirm or deny its use. It is observed that mathematics is harmonious, and is present in
several areas of art and history. However, the need for harmony and the feeling of beauty
provided by a mathematical pattern can lead the observer to make erroneous correlations. Thus,
the need arises to provide the reader with a critical and impartial view of the subject addressed,
presenting its historical-philosophical context and bringing the final reflection that they are
interesting and useful mathematical tools, but they are not the only ones and are not universal.
Finally, some discussions are presented about the use of the Fibonacci Sequence and the Golden
Ratio in the school context, proposing reflections involving aspects of mathematical history and
its interdisciplinarity.

Keywords: Golden; Ratio; Golden number; Fibonacci.
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1 INTRODUCAO

Ao se abordar temas simples e considerados bonitos, como a Sequéncia de Fibonacci e
a Proporcdo Aurea, nota-se que a grande maioria busca por trabalhos em sua maior parte
visuais, sem tomar notas sobre a veracidade e contexto do seu uso. Deste modo, a comunidade
académica possui grandes entusiastas no quesito apreciar e buscar padrées na natureza e no
cotidiano, infelizmente gerando uma quantidade de materiais errdbneos. Ap6s uma breve leitura
de alguns materiais € possivel observar uma notavel discrepancia entre autores, onde afirmam
a presenca da Proporcdo Aurea em construcdes e obras de arte, ignorando aspectos historicos.
Existem também artigos onde o retdngulo de ouro é claramente deformado, alterando suas
medidas, e escolhendo pontos arbitrarios, quase aleatorios, para forcar seu encaixe em artefatos
historicos e na natureza. Assim, como se pode filtrar aquilo que realmente apresenta fatos e
propriedades, daquilo que apenas nos parece certo?

Ao levantar essa questdo, o objetivo desse trabalho surge, para trazer uma série de
observacBes em cenarios da arte, historia e arquitetura, abordando contextos histéricos e
conceitos matematicos, tendo em vista atuar como guia e mediador, trazendo provas e reflexdes
acerca da Proporcao Aurea e a Sequéncia de Fibonacci.

A estrutura do trabalho, apresenta em um primeiro momento os conceitos do nimero de
ouro e da sequéncia de Fibonacci, ambos com abordagens graficas. No Capitulo 2 sdo
apresentadas outras formas que possuem a Propor¢do Aurea, além do comumente citado
retdngulo de ouro. Na se¢do 3.3 a Sequéncia de Fibonacci é associada a um padrdo presente na
natureza, assim como na secdo 4.6.1 que aborda a presenca da Razdo Aurea na filotaxia de
algumas plantas. Por fim, os capitulos finais apresentam uma série de comparagdes contendo
mitos e verdades, e algumas reflexdes sobre a cautela necessaria para abordar o tema em
questdo. H& uma breve apresentacdo do tema em sala de aula, com reflexdes e discussdes acerca
da historia da matematica e sua interdisciplinaridade, apresentando sua fundamentagéo na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC).

O trabalho foi realizado a partir de uma pesquisa bibliografica, em materiais impressos
e encontrados na internet, e algumas construgdes do autor a partir da bibliografia utilizada,
buscando verificar propostas de diferentes trabalhos com imparcialidade.

Este trabalho tem entdo como seu intuito apresentar ao leitor possiveis erros ao se
abordar o assunto, assim como provar propriedades, analisar desde padrdes da natureza a obras

de arte e de arquitetura em diferentes culturas e periodos da histéria, além de contestar falacias
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muito famosas. Ou seja, tem como objetivo atuar como guia e mediador, trazendo reflexdes
acerca da Proporcdo Aurea e da Sequéncia de Fibonacci, a fim de precaver o leitor acerca dos
erros, e contestar falacias famosas. Por fim, espera-se que o leitor tenha ao fim da leitura, um
olhar critico e imparcial sobre o assunto abordado, tentando ao maximo fugir de aproximacdes

numeéricas e da pareidolia.
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2 NUMERO DE OURO E A PROPORCAO AUREA

O numero de ouro € assim chamado por representar o que alguns chamam de perfeicéo
na matematica e na natureza, sendo este representado pela letra grega ¢ (leia-se “fi”), inicial do
nome de Fidias, um célebre escultor da Grécia Antiga. Esta representacdo surgiu por sugestao
de Mark Barr para homenagear o escultor (Livio, 2006).

O namero de ouro € um numero irracional e pode ser obtido em um segmento de reta
qualquer, bastando dividi-lo de maneira correta. Euclides de Alexandria (323-283 a.C.), no
sexto livro de Os Elementos ja estudava esse numero e o chamava de média e extrema razao:
"um segmento de reta se diz dividido em média e extrema razao, se a razdo entre 0 menor e 0
maior dos segmentos € igual a razao entre 0 maior e o0 segmento todo".

Tentando explicar de maneira simples, a Proporgdo Aurea (também conhecida como
razao aurea, niumero de ouro, nimero aureo, seccdo aurea e proporcdo de ouro) surge quando
um segmento é dividido em duas partes, de modo que a parte mais longa, de comprimento a,
dividida pela parte menor, de comprimento b, € igual ao tamanho total da linha (soma a + b),
dividido por a, a parte mais longa, resultando em aproximadamente 1,618, e com

equacionamento representado da seguinte maneira:

a_a+b
b a

Figura 1. Segmento Dividido na Proporcdo Aurea.

b a

Fonte: Acervo pessoal.

Chamando % de x, com x # 0, teremos:

1
x=1+;@x@—x—1=0

As raizes dessa equagdo do segundo grau sao:

X

1++/5
"= —— = 1,6180339887498948482045868343656 ... = ¢ ~ 1,618
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5
x" = V5 = —0,6180339887498948482045868343656 ... ~ —0,618

Como estamos falando de comprimento, a parte que nos interessa € somente a positiva, ou seja,
a_
o @

Posteriormente, muitas outras abordagens sobre a Proporcdo Aurea obtiveram sua
notoriedade, fundamentando-se na proposicdo da média e extrema razdo formulada por

Euclides.

2.1 A SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de numeros proposta pelo matematico italiano Leonardo de Pisa, mais
conhecido como Fibonacci, possui o numeral 1 como o primeiro e o segundo termos da
sequéncia, e os elementos seguintes sdo originados pela soma de seus dois antecessores, sendo

ela infinita, como segue:
{1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89,144, 233,377,610,987,1597,2584,4181,...}

Essa sequéncia é denominada Sequéncia de Fibonacci, em homenagem ao seu criador,
e pode ser definida pela lei de recorréncia X;,, = X,,_1 + X,_,,com Xy =X, =1,en > 2.

A sequéncia de Fibonacci foi citada no livro Liber Abaci (1202) de Leonardo Fibonacci,
embora ela ja tivesse sido descrita por gregos, indianos e egipcios. Fibonacci considerou o
crescimento de uma populacéo idealizada (n&o realista biologicamente) de coelhos. Os nimeros
descrevem o numero de casais na populacdo de coelhos depois de n meses se for suposto que:

No primeiro més existe apenas um casal de coelhos;

Os casais atingem a maturidade sexual ao fim de um més;

O periodo de gestacdo de um coelho dura um més;

N&o ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo;

Todos 0s meses, apos atingir a maturidade sexual, cada casal d& a luz a um novo casal,
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Os coelhos nunca morrem.

O objetivo era responder a seguinte questdo: quantos casais de coelhos vao existir apos
um ano?

Para a solucao deste problema temos para inicio um casal de coelhos. Apos o primeiro
més temos 0 mesmo casal de coelhos, porém agora atingiram a maturidade sexual. No segundo
més esse casal gera um casal, totalizando dois casais, sendo um casal adulto e um casal filhote.
No terceiro més o primeiro casal se reproduz novamente e 0 segundo casal atinge a maturidade
sexual, totalizando trés casais, dois casais adultos, e um casal filhote. No quarto més ambos
casais adultos se reproduzem, e o casal filhote do més anterior atinge a maturidade sexual,
totalizando trés casais adultos, e dois casais filhotes e assim sucessivamente, como mostra a

figura 2.

Figura 2. Casais de Coelhos.

Inicio

1 casal

L

17 Més

1 casal

27 Més

| L P>

3°MiEs

oeew.s

L1114 ) L R
LYY Y LY LY | Yoo

Fonte: Acervo pessoal.

5o

Se observarmos esse padrdo, percebemos que, como o proposto é que os coelhos nunca
morrem, no més seguinte o total de casais de coelhos do més atual se repete, acrescido do total
de casais de coelhos do més anterior, visto que os coelhos que eram filhotes, agora estardo

prontos para reproduzir. Observe a Tabela 1 abaixo:
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Tabela 1. Total de Coelhos.

Casais de Coelhos Casais de Coelhos Total de Casais de
Adultos Filhotes Coelhos
Inicio 0 1 1
1° Més 1 0 1
2° Més 1 1 2
3° Més 2 1 3
4° Més 3 2 5
5° Més 5 3 8
6° Més 8 5 13
7° Més 13 8 21
8° Més 21 13 34
9° Més 34 21 55
10° Més 55 34 89
11° Més 89 55 144
12° Més 144 89 233

Fonte: Acervo pessoal.

Logo, chegamos a solugdo do problema, 144 casais de coelhos adultos, 89 casais de
coelhos filhotes, totalizando 233 casais de coelhos. Mas, e se fosse pedido o resultado apds uma
guantidade de meses maior? Seria vidvel fazer essas somas até chegarmos nesse valor?
Utilizando um software de planilha eletrdnica, podemos realizar esse célculo se soubermos
configurar uma férmula para o mesmo. Tentaremos entdo resolver o seguinte problema:
Supondo que tenham se passado 96 meses (8 anos), qual seria a quantidade de coelhos? A
escolha da quantidade de meses é plausivel, pois um coelho-europeu pode viver até 9 anos (108
meses).

Observando a Tabela 1 anteriormente disposta, a quantidade presente em Total de
Casais de Coelhos sempre se repete na linha seguinte como Casais de Coelhos Adultos ja que
os filhotes levam apenas 1 més para crescerem e 0s que ja eram adultos ndo morrem, e a
quantidade presente em Casais de Coelhos adultos sempre se repete na linha seguinte como
Casais de Coelhos Filhotes, uma vez que os casais adultos sempre se reproduzem e o Total de

Casais de Coelhos sera sempre igual a soma de Casais de Coelhos Adultos e Casais de Coelhos
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Filhotes dispostas na mesma linha. Assim, podemos facilmente configurar a expressao
matematica.

A primeira linha sera 0 més inicial preenchida com 0, 1, 1, como mostra a Tabela 2, a
segunda linha que serad o primeiro més aparecera com as férmulas =C1, =Al, =A2+B2. Uma

vez configurado dessa maneira, basta arrastar a formula sobre toda a planilha eletronica.

Tabela 2. Configurando a formula.

0 1 1

=C1 =Al =A2+B2

Fonte: Acervo pessoal.

Omitindo as linhas da tabela afim de que a mesma represente apenas os resultados ao

Fonte: Acervo pessoal.

fim de cada ano, para que ndo ocupe muito espaco, chegamos ao resultado
83621143489848400000 na linha 97 como mostra a Tabela 3 abaixo:
Tabela 3. Coelhos ap6s 96 meses.
144 89 233
46368 28657 75025
14930352 9227465 24157817
4807526976 2971215073 7778742049
1548008755920 956722026041 2504730781961
498454011879264 308061521170129 806515533049393
160500643816367000 99194853094755500 259695496911123000
51680708854858300000 | 31940434634990100000 | 83621143489848400000

Vamos para uma solugdo mais generalizada do problema. Ja foi dito anteriormente que

essa sequéncia pode ser definida pela lei de recorréncia X,, = X,,_1 + X,—, com X, = X; =1,

en > 2, sendo X, a quantidade total de casais de coelhos do més zero (inicio), X; a quantidade
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total de casais de coelhos ap6s o primeiro més, X, a quantidade total de casais de coelhos apds
0 segundo més, e assim sucessivamente até o n-ésimo més X,,.

De acordo com o livro Matematica discreta, da colecio PROFMAT (2014), essa
recorréncia se trata de uma recorréncia linear de segunda ordem, homogénea com coeficientes

constantes, isto é, uma recorréncia da forma
Xn+2 + PXni1 + qxn, =0
onde g # 0. Poisse g = 0, arecorréncia seria, na realidade, uma recorréncia de primeira ordem.
Dessa maneira, associaremos uma equagdo do segundo grau, r2 — pr — g = 0, associada a
equacdo de recorréncia e chamada equacéao caracteristica. A nossa suposi¢do preliminar de que
q # 0 implica que 0 no é raiz da equag&o caracteristica.
Para resolver essa recorréncia de segunda ordem, dada por

Xn—Xn1 —Xn_2 =0,

primeiro encontramos as raizes da equacao caracteristica a ela associada, que €

r2—r—1=0.

As raizes sdo:

o 1+ /(-D2-4D(-D _ 1£V5
= =—

2
ou seja,
1445
= >
e
1-+5
T, = 2

Como temos duas raizes distintas, de acordo com o conteddo descrito no livro

Matematica discreta (Carvalho, 2014), sabemos que as solugdes da recorréncia sdo da forma:

Xn=C1'T'1n+C2'T‘2n
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Vamos encontrar essas solucdes:

Xy =1
Xo=C -2 +Cy-1)
1=C +G,
C,=1-C,

X, =1
X, =C -1t +Cy- 15

B 14++/5 1-+/5
1—C1-< > >+Cz-< z >

e substituindo C; = 1 — C, na equagdo acima temos:

1=(1_Cz)‘<1+2\/§>+62'<1_2\/§>
2=1+V5-C, - C,V5+C, — C,V5

2=1+V5-2C,V5

c _V5-1
2 — 2\/§1
e dal,
C,=1-C, =1 <\/§_1>-
1 — 2 = 2\/§ )
portanto,
_V5+1
1= 2\/§

Agora que temos C;, C,, 11, € 1,, podemos encontrar a solucao da equacgéo de recorréncia:

Y _<\/§+1>'<1+\/§>n+<\/§_1>.<1_\/§>n
"\ 2v5 2 25 2
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L1y (1B (1B (1-VE)"
we(@ () Gw) ()

\/—n+1 _\/— n+1
X”=<%>'<1+2 5> _<%><1 2 5)

5 -
X, = = :

n+1

sendo que X,, diz a quantidade de coelhos passados n meses.
Utilizando a expressdo para X,, acima encontrada, resolvemos agora o problema

anteriormente proposto, onde se passam 96 meses.

96+1

(9" - (59

X96 = 2 \/g 2

Para evitar calculos tdo dispendiosos, quanto fazer todas as 96 somas da recorréncia,
utilizamos o software WolframAlpha para realizar o céalculo das poténcias, chegando ao

resultado:

X96 = 83 621 143 489 848 422 977

Mais de 83 quintilhdes de Casais de Coelhos no total, podemos perceber também que
houve uma diferenca de 22 977 entre os casais de coelhos encontrados na planilha eletrénica

e no WolframAlpha devido ao arredondamento feito pela planilha eletronica.

2.1.1 Uma abordagem gréafica da Sequéncia de Fibonacci

A Sequéncia de Fibonacci pode ser representada anexando quadrados e formando
retangulos, seguindo o padrdo mostrado nos passos abaixo.

Passo 1: Anexando dois quadrados com lado igual a 1, obtemos um retdngulo com
dimens@es 2 por 1, sendo o lado maior do retangulo igual a soma dos lados dos quadrados,

como exibido na figura 3.
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Figura 3. Passo 1, Retangulo de Fibonacci.

Fonte: Acervo pessoal.

Passo 2: Anexamos agora ao maior lado do retangulo com dimensdes 2 por 1, um outro
quadrado com lado igual ao maior lado, que € 2, e obtemos um retdngulo com dimensdes 3 por

2, como ilustrado na figura 4.

Figura 4. Passo 2, Retangulo de Fibonacci.

1
— 2
1

Fonte: Acervo pessoal.

Continuamos, indefinidamente, a anexar quadrados com lados iguais ao maior lado dos
retdngulos obtidos nos passos anteriores. As figuras 5 e 6, exibem o0s retangulos que obtemos
guando efetivamos os passos 3 e 4, e 5 e 6, respectivamente, sendo que esses passos seguem o

mesmo raciocinio do passo 2.

Figura 5. Passos 3 e 4, Retangulo de Fibonacci.

»z B »z B

Fonte: Acervo pessoal.
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Figura 6. Passos 5 e 6, Retangulo de Fibonacci.

8 8

13

Fonte: Acervo pessoal.

Como podemos perceber, obtemos como lado de cada quadrado a sequéncia de valores
{1,1,2,3,5,8, 13, ...}, ou seja, a Sequéncia de Fibonacci. Além disso, quanto mais iteracdes
fizermos, mais proxima a proporc¢ao (razdo do lado maior pelo lado menor) deste retdngulo
ficara da proporcao do Retangulo de Ouro (que é apresentado na secdo 2.2.2 deste trabalho), e
é exibido na Figura 7, que os gregos admiravam por sua beleza e suas qualidades consideradas

magicas.

Figura 7. Retangulo de Ouro.

Fonte: Acervo pessoal.

Semelhante ao NUmero de Ouro previamente citado neste trabalho, se dividimos o maior
lado deste retdngulo de ouro pelo menor lado, obtemos o nimero ¢. De mesmo modo, se
fazemos as mesmas raz@es, a construgdo apresentada anteriormente (Retangulo de Fibonacci)

se aproxima do retangulo de ouro, e também do numero ¢.
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2.1.2 A Sequéncia de Fibonacci e o numero ¢ (fi)

Depois de falarmos sobre a sequéncia de Fibonacci fica 0 questionamento, onde esta a
relacdo entre a sequéncia e o numero de ouro? A razdo entre um numero da Sequéncia de
Fibonacci e o seu imediatamente anterior na sequéncia, aproxima-se do nimero ¢ (fi), ou seja,
é aproximadamente 1,6180339887499.

Segundo Pappas (1993): “[...] a propor¢do aurea esta ligada a sequéncia de Fibonacci.
O limite da sequéncia de razdes dos termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci - (1, 1, 2,
3,5,8,13, ..., [Fh_1 + F_2], ...) -éameédiaaurea, ¢” (PAPPAS, 1993, p. 106, traducao nossa).
Observe que o0 n-ésimo termo dessa sequéncia, F,, a partir de n = 3, é a soma dos dois termos
imediatamente anteriores, F,_; € F,_,.

Seguindo os raciocinios esbocados anteriormente temos 21 termos da sequéncia X,,,

dispostos na Tabela 4, e a razéo entre o termo e o termo anterior na terceira coluna.

Tabela 4. Razdo entre um ndimero de Fibonacci e seu antecessor.

X X

n Xn an_ll n Xn an—l1

0 1 11 144 1,617977528
1 1 1 12 233| 1,618055556
2 2 2 13 377 | 1,618025751
3 3 1,5 14 610| 1,618037135
4 5| 1,666666667 15 987 | 1,618032787
5 8 1,6 16 1597 | 1,618034448
6 13 1,625 17 2584 | 1,618033813
7 21| 1,615384615 18| 4181| 1,618034056
8 34| 1,619047619 19 6765| 1,618033963
9 55| 1,617647059 20| 10946 1,618033999
10 89| 1,618181818 21| 17711 1,618033985

Fonte: Acervo pessoal.
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Observe como os valores se aproximam cada vez mais de ¢ (fi); na vigésima primeira
linha (n = 20) temos uma aproximacao de sete casas decimais.

Diante dessa aproximagao, vamos apresentar uma demonstracdo matematica para esse
fato, ou seja, que a razdo entre X,, e X,,_, tende para ¢. Sabemos que o n-ésimo termo da

sequéncia (X,,) é dado por

(1+\/§)n+1 (1—\/§)n+1
X, =2 U2
V5
de modo que
(1+2\/§)n+1_(1—2«/§)n+1 L4VE n+1 145 n+1 1 [(1+VE) 1 (1=yB)m+1
w _—w—— () -G =
X, 145\ _(1-v5\" 14+VE\"  [1-vB\" (1+V5)"-(1-V5)"
" (2)<2> (2)_(2) 2n
V5
11 +V5) @ +v5) - (1-v5)" 1 —V5)
2 (1+V5)" — (1 —V5)"
1 (1+\/§)"+\/§(1+\/§)"—(1—\/§)”+x/§(1—x/§)”]
2 (1+v5)" - (1-+5)"
B 1{[(1 +v5)" = (1 =V5)"] + V5[(1 +V5)" + (1 - \/E)”]}
2 (1 +V5)n — (1 - V5)n
1 1+V5) + (1 -v5)") 1 [”(ig)n]
:_{1+\/§(+ M+ @A- )}:_1"'\/5#\/311
2 1+VEr-@a-V5r) 2 [1 _ (1—@) ]
1+5
n
Note que —1 < 1;—\/\/2 < 0, de modo que (;—ﬁ) tende a zero quando n tende a infinito.
Portanto, a nova sequéncia formada (a,) = (XX’_l ) ¢ convergente, com
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2.2 ABORDAGENS GRAFICAS RELACIONADAS A PROPORCAO AUREA.

Comumente, a Proporcao aurea é representada graficamente pelo Retangulo de Ouro
apresentado anteriormente. Entretanto, existem outras construcdes geométricas nas quais
podemos encontrar tal propor¢do, como no Tridngulo Aureo e na razdo entre o0 pentagono

regular e o pentagrama. Algumas dessas sao apresentadas nessa se¢ao.

2.2.1 Média e Extrema Raz&o (Segmento Aureo)

Para dividirmos um segmento em média e extrema razdo partimos de um segmento AB
qualquer, dividido ao meio pelo ponto M. Tracamos por B uma perpendicular a AB e tomemos
sobre essa perpendicular um ponto C tal que BC = BM. O encontro do segmento AC com 0
circulo de centro em C e raio BC € o ponto D. E por fim, o encontro do circulo de centro em A
e raio AD com o segmento AB é o ponto E. Essa construcdo, ilustrada na Figura 8, dividira o

segmento AB em média a extrema razao.

Figura 8. Construgio do Segmento Aureo

C
D

A M 'E B

Fonte: Acervo pessoal.

De fato, temos que BM = BC = CD = % e pelo Teorema de Pitagoras,

AB)2 _ABY5
2 - T 5

AC = |AB? (—
* 2

entdo,
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ABV5 AB
AE=AD=AC—CD=T—7

AB+5 AB) 34B AB+5
2 2

BE = AB — AE = AB — | —— - —
< 2 2

Logo, temos que

34B  ABS
AB _AE+BE_ BE S5 _ AB(3 V5)
AE ~ AE AE ABYVS _AB AB(\/——l)
2 2

(3 V5) (V5+1) 1+2(\/§—1)_1+\/§—1_1+\/§’

(\/——1) (V5 +1) 4 2 2

ou seja,

AB
AE

2.2.2 Retangulo de Ouro

Sabemos que o retdngulo de ouro tem como a razdo entre o maior e 0 menor lado o valor

@. Portanto, uma das maneiras de construi-lo € partir de um quadrado ABCD qualquer. Sendo

assim, considerando o quadrado ABCD, marquemos sobre o lado AB o ponto médio M, e

tracemos 0 segmento MC. Marquemos o ponto Z, interseccao do circulo de raio MC e centro

em M, com o prolongamento de AB, como ilustra a figura 9.
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Figura 9. Construindo o Retangulo de Ouro
D C

A M E

Fonte: Acervo pessoal.

AZ , . . . ~
Deste modo temos TIAL dai em diante se torna simples concluir a construcdo do

retdngulo de ouro. Basta tracar o prolongamento de DC até encontrar a perpendicular a AZ,

passando por Z (Figura 10).

Figura 10. Construcdo do Retangulo Aureo
D C

A M B Z

Fonte: Acervo pessoal.

Diante da construcdo apresentada, vamos verificar que a propor¢éo entre 0 maior e 0
menor lado do retdngulo é o numero de ouro.

Chamemos AB de b, logo

b

AM=MB=2.

2
Pelo Teorema de Pitagoras, MC? = BC? + MB? = b? + (g) ; portanto, MC = bT‘/g, de modo

que MC = MZ e AZ = AM + MZ =2+ %% ouseja, AZ = b (22,

Assim, de fato, a raz&o entre o maior lado e 0 menor lado desse retangulo é o nimero ¢, ja que
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2.2.3 Triangulo Aureo

Historicamente, o numero 3 € tido pelos pitagoéricos como o nimero da harmonia, visto
que é composto pela soma do numero 1, considerado o gerador de todos 0s outros, com 0
namero 2, que significa divisdo (Livio, 2006). Assim dizendo, o nimero 3 era 0 primeiro
numero real apresentando um “inicio”, “meio” e “fim”. A representacao geométrica do nimero
3 é vista como um triangulo.

E chamado Triangulo Aureo todo triangulo isdsceles, cujos angulos internos sdo 72°,72°
e 36°. Para a construgdo de um novo Triangulo Aureo interno ao Triangulo Aureo, traga-se a
bissetriz de um dos angulos de 72°, formando um novo tridngulo com 0s mesmos angulos
internos do inicial, como exibido na figura 11, na qual o triangulo ABC é o triangulo de ouro
inicial, sendo BAC = 36° e ABC = ACB = 72°. Considere AB=a e BC = b. O novo
triangulo BCP é um triangulo de ouro, em que PBC = 36° (devido a bissetriz do &ngulo ABC)
e BCP = BPC = 72°.

A medida desse Ultimo angulo € obtida utilizando o fato que a soma dos angulos internos
de um tridngulo é 180°. E por fim, se BPC é um triangulo is6sceles, entdo BP = BC = b. E,
como ABP = BAP = 36°, o triangulo ABP é isosceles de base AB. Dai AP = BP = b. Logo
PC=AC—-AP =a—b.

Figura 11. Triangulo Aureo.

A

Fonte: Acervo pessoal.
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Continuando com esse raciocinio, a figura se propaga infinitamente, visto que a cada
nova bissetriz tragada, d& origem a um novo tridngulo isésceles com angulos internos 72°, 72°

e 36°, como ilustrado na figura 12.

Figura 12. Propagacdo do Triangulo Aureo

Fonte: Acervo pessoal.

A proporc¢do aurea pode ser encontrada ao realizarmos a razdo entre certos segmentos.
Por exemplo, no caso da figura 11, ao realizarmos as razoes 2:_?, :;;, 5;5, chegaremos ao numero
de ouro. Note que os triangulos ABC e BCP s&o semelhantes, assim como os demais triangulos
gerados ao continuarmos a construcdo da figura partindo agora do triangulo BCP, e assim
sucessivamente.

O angulo BAC mede 36°, enquanto os angulos ABC e ACB medem 72°. Sendo assim,

temos, pela lei dos senos, o seguinte:

b B a _ a
sen(BAC) B sen(ACB) B sen(ABC)

b B a B a
sen(36°) sen(72°) sen(72°)

e, entdo, pelo seno da soma, temos

sen(72°) = sen(36° + 36°) = sen(36°) - cos(36°) + sen(36°) - cos(36°)
sen(72°) = 2 - sen(36°) - cos(36°).
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Entao:

b a
sen(36°) 2 -sen(36°) - cos(36°)

b sen(36°)

a 2-sen(36°)-cos(36°)

a
5= 2-cos(36°) =1,61803 ... = ¢.

2.2.4 Pentdgono Regular e Pentagrama

Chama-se de pentagono regular o poligono cujos cinco lados possuem medidas iguais e
cujos cinco angulos internos possuem medidas iguais. O pentagrama é formado pelas diagonais
de um pentagono regular, e em seu centro, pode-se observar a formacdo de outro pentagono
regular menor, como ilustrado na figura 13. O pentagrama era usado pelos Pitagoricos como

simbolo de sua irmandade, chamando-o de “Satde”.

Figura 13. Pentagrama Incrito no Pentdgono Regular.

Fonte: Acervo pessoal.

Essa progressdo formada entre pentadgono e pentagrama pode continuar com infinitas
iteragBes entre 0s pentagonos gerados interiormente.

Ao tomarmos um lado do pentagono como base e tracarmos duas diagonais que se
encontram no vértice oposto ao lado escolhido, teremos um triangulo isésceles como mostra a
figura 14.

Sabe-se que o valor do angulo interno de um pentagono regular é 108°. Assumindo que

a soma dos angulos internos de um triangulo é 180° e os angulos da base de um triangulo
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isdsceles sdo congruentes, no triangulo ADE (figura 14) temos que os angulos da base medem

(180°-108°)
2

108°, entdo o angulo DAB mede 72°. De modo semelhante 0 4ngulo ABD mede 72°. Assim,

= 36°, 0 que corresponde aos angulos EAD e ADE. Como o angulo EAB mede

temos que os angulos internos do triangulo ABD medem 72°, 72° e 36°, ou seja, ele é um

Triangulo Aureo.

Figura 14. Triangulo Aureo no Pentagono Regular.
D

36°

72° 72°

A B

Fonte: Acervo pessoal.

E na razo entre o lado ED do pentagono maior ABCDE e o menor lado EJ do triangulo
isosceles DE]J, ilustrado na figura 15, ou na razdo entre o maior lado EJ do pequeno triangulo
isdsceles EI] e o lado I] do pentagrama menor FGHIJ, entre outras varias razdes, que também
se encontra 0 NUmero de Ouro, como foi mostrado na se¢do 2.2.3.

Observe, na figura 15, que os triangulos aureos CAE, DJE e EI] sdo semelhantes, e,

portanto, vale a seguinte relacéo

EC _ED _ EI _
ED  EI I
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Figura 15. NUmero de Ouro no Pentagono.

D

BN

A E

Fonte: Acervo pessoal.

Se novamente construirmos um pentagrama dentro do novo pentagono formado,
percebemos a autossimilaridade da figura, como mostra a figura 16.

Podemos observar ainda que os segmentos a, b, c, d, e, f, g, h S0 ¢ vezes maiores

gue o seu sucessor (figura 16). Isso porque as razoes e d e g sd0 iguais a ¢, uma vez

que sao razdes entre lado maior e lado menor de triangulos aureos.

Figura 16. Autossimilaridade do Pentagrama Regular

Fonte: Acervo pessoal.
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2.2.5 Espiral Aurea

A Espiral Aurea consiste em uma curva logaritmica, composta por uma sequéncia de
quartos de circunferéncias, cada um desses quartos de circunferéncias desenhado em cada
quadrado da sequéncia de retangulos aureos que vao sendo formados durante a construcéo. O
centro de cada quarto de circunferéncia é um dos veértices do quadrado correspondente,
conforme figura 17.

A espiral logaritmica causava tamanha admiracdo ao matematico Jacques Bernoulli, que
pediu para que seu lema “Eadem mutato resurgo” (“embora mudado, ressurjo o mesmo”), que
se refere a autossimilaridade das espirais, fosse escrito em sua lapide.

Segundo Huntley (1985, p. 101): “A espiral ndo possui ponto terminal: ela pode crescer
para fora (ou para dentro) indefinidamente, mas seu formato ndo se altera.” Logo, entende-se
que a espiral ndo altera seu formato, independentemente de sua variacdo de tamanho, sendo

consequéncia de sua base, o Retangulo Aureo indicado na figura 17.

Figura 17. Espiral Aurea no Retangulo Aureo.

/&

Fonte: Acervo pessoal.

Para a construcdo da Espiral Aurea iniciaremos com um retangulo PQRS de medidas

PQ = SR =aePS = QR = b, sendo que arazdo % equivale a ¢. Marquemos sobre o lado PQ

um ponto A de forma que a distancia entre A e P seja igual a b. E pelo ponto A tracemos uma
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perpendicular r ao lado SR. Chamemos de B o0 ponto obtido entre a interseccéo do lado SR e

essa perpendicular, formando assim um quadrado de medida b, como exibe a figura 18.

Figura 18. Construcéo da Espiral Aurea (Passo 1).

; R,
L 4

A

el =
il

< 1

Fonte: Acervo pessoal.

No passo seguinte, repetiremos o processo sobre o novo retangulo formado ABRQ,

usando o lado AB, e o comprimento a — b, obtendo os pontos C e D, como ilustra a figura 19.

Figura 19. Construcéo da Espiral Aurea (Passo 2).

B ab R
54 o ®
AB
b c D
s &
b & &
)
P a Q

Fonte: Acervo pessoal.

Se continuarmos esse processo infinitamente, teremos sempre novos retangulos aureos

sendo formados, cada vez menores, como ilustra a figura 20.
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Figura 20. Construcdo da Espiral Aurea (Passo 4).

5 B R
o o L
E
C D
H G
@ L 2 ]
P A F Q

Fonte: Acervo pessoal.

Facamos entdo a espiral. Partindo do vértice P do primeiro quadrado PABS tracemos
um quarto de circulo com centro em A e raio PS, seguido da constru¢do de um quarto de circulo
com centro em C e raio CB, no quadrado CDRB, um quarto de circulo com centro em E e raio

ED, no quadrado EDQF, e assim sucessivamente como exibe a figura 21.

Figura 21. Construcdo da Espiral Aurea.

) B R
[

Fonte: Acervo pessoal.

A Espiral Aurea também pode ser encontrada no Triangulo Aureo da seguinte maneira:
Ligue sucessivamente, os vértices dos tridngulos aureos, através de arcos de circunferéncia,
cujos centros sdo os pontos que dividem um dos lados dos sucessivos triangulos aureos na

Proporcao Aurea, como pode ser observado na figura 22.
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Figura 22. Espiral no Triangulo Aureo.

A

D

NN
Z

y
tn

Fonte: Acervo pessoal.

2.2.6 Espiral retangular

Muito semelhante & construcdo da Espiral Aurea, a Espiral Retangular (figura 23)

também traz propriedades interessantes. VVejamos sua construcdo logo abaixo.

Figura 23. Espiral Retangular.

afg*

i ,'II*‘J] n'lrl{p

a/¢

5

Fonte: Acervo pessoal.

afp
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Facamos um segmento de reta OA com comprimento qualquer a, e em seguida um

segmento AB de medida % perpendicular a OA. Partindo do ponto B, tracemos agora um
segmento BC perpendicular a AB de comprimento % como mostra a figura 24.
®
Figura 24. Espiral Retangular (Primeiros passos).

c a/¢’

.—HB

a/e

L ]

0 a A

Fonte: Acervo pessoal.

Agora basta continuar seguindo esse padrdo para construirmos a espiral, construindo

a a a a

segmentos sempre perpendiculares ao anterior, e de comprimentos %'F'ﬁ’ﬁ’ e

Das propriedades observaveis podemos citar:
e Se um ponto extremo desses segmentos perpendiculares construidos recai sobre o
segmento OB, 0 ponto extremo do segmento perpendicular seguinte recaira sobre AC, e

0 mesmo vale para a reciproca;

e OB e AC sdo mutuamente perpendiculares:

De fato, observe que % =¢= % e que 0AB = 90° = ABC (figura 25). Assim, pelo
caso LAL, os tridngulos OAB e ABC s3o semelhantes. Portanto, CAB é congruente a BOA. Seja
K o ponto de intersecdo de OB e AC. Tem-se KOA + KAO = BOA + CAO = CAB + CAO =
90°. Dessa forma, pela soma dos angulos internos de um triangulo ser 180°, tem-se, no tridangulo

KOA, que o angulo OK A é reto, o que acarreta que OB e AC s&o perpendiculares.
e O polo da espiral (centro), se aproximara cada vez mais da interseccéo entre OB e AC;

e Cada novo segmento gerado, forma com partes dos segmentos OB e AC um triangulo

retangulo, sendo semelhantes, e representando a metade de um retangulo aureo;
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Figura 25. Perpendicularidade de OB e AC
C B

Fonte: Acervo pessoal.

Se fizermos a = 1, o comprimento da espiral, ou seja, a soma de todos segmentos

1 1 1 1 . ~
pr T TR PR tende a ¢. De fato, a soma desses termos € uma progressio

02 e

J

S|

1

@ 1T _ e @ AQUi
— = =—— = @. Aqui
- -1 p(p-1)  @?-9 ¢-Aq

T =

. . g . ~ 1 ~ .
geométrica infinita de razao p Entdo, asomaée

usamos o fato que @2 —¢@ —1 =0, ja que ¢ é solucdo da equacdo caracteristica
associada a equacdo de recorréncia proveniente da sequéncia de Fibonacci, como visto

na secdo 2.1.

2.2.7 O Dodecaedro e o Icosaedro

Hipasos de Metaponto foi provavelmente a primeira pessoa a publicar sobre a esfera dos

doze pentagonos, conhecido comumente como dodecaedro, um solido Platdnico constituido por

doze pentagonos regulares. E contado que Hipasos descobriu que a Raz&o Aurea ndo se tratava

de um inteiro, nem da razdo entre dois inteiros, indo contra a comunidade pitagorica que

acreditava que a natureza e a vida poderiam ser representadas por nimeros inteiros (Livio,
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2006). Em algumas escritas, o fundador da escola siria de Neoplatonismo, 1dmblico (c. 245-325
d.C.) diz que Hipasos de Metaponto foi lancado ao mar, morto por afogamento, pelo
descontentamento da comunidade pitagérica por sua descoberta da incomensurabilidade,
conceito este que pode ser definido como algo que ndo pode ser medido em importancia ou
grandeza. Duas quantidades sdo comensuraveis quando a razdo entre elas € um ndmero racional
(um namero que pode ser expresso como o quociente de dois numeros inteiros). Assim, as
grandezas serem incomensuraveis significa que a razao entre elas ndo pode ser expressa como
a razdo entre dois numeros inteiros, ou seja, ndo € racional. Desse modo, a descoberta da
incomensurabilidade, apresentou & comunidade pitagérica 0 que chamamos de ndmeros
irracionais.

O dodecaedro (figura 26) é um solido Platbnico que, segundo Platdo, representa o
universo, ou 0 cosmos. Seu nome se da por causa de suas doze faces, todas sendo poligonos
regulares (no caso do dodecaedro regular) e congruentes entre si. Cada vértice do dodecaedro
esta conectado a trés arestas e trés faces, totalizando 20 vértices, 30 arestas e 12 faces. O
dodecaedro regular € um caso especial, onde todas as faces sdo pentdgonos regulares idénticos.
Esse sélido geométrico tem diversas propriedades matematicas interessantes e €

frequentemente utilizado em contextos geométricos e matematicos.

Figura 26. Dodecaedro Regular

Fonte: Acervo pessoal.

44



No centro deste dodecaedro ilustrado na figura 26, temos trés Retangulos Aureos (como
os da figura 27), que podem ser usados de apoio para a construcdo da figura, os quais tem seus

12 veértices no centro das 12 faces do dodecaedro, segundo Huntley (1985):

Os centroides dos doze lados pentagonais do dodecaedro sdo divisiveis em trés grupos
coplanares de quatro. Esses quadrangulos situam-se nos cantos de trés retangulos
aureos colocados simétrica e mutuamente perpendiculares, tendo como ponto comum
o centréide do dodecaedro. (HUNTLEY, 1985, p.44)

Figura 27. Retangulos com a Proporcao Aurea, interiores ao dodecaedro regular.

| a

— 5 — l

Fonte: Acervo pessoal.

Esses Retangulos Aureos sdo ortogonais entre si, tendo o ponto central do dodecaedro
em comum aos 3 retdngulos, os tracos em preto no centro de cada retangulo da figura 27
representam onde ficam as interse¢des entre um retangulo e outro.

O icosaedro (figura 28) é um poliedro com vinte faces. Assim como o dodecaedro, o
icosaedro pode ser regular ou irregular. No caso do icosaedro regular, todas as faces sdo
tridangulos equilateros idénticos. Cada vértice do icosaedro esta conectado a cinco arestas e
cinco faces, totalizando 12 vértices, 30 arestas, e 20 faces.

No centro da ilustracdo do Icosaedro, na figura 28, temos 0s mesmos retangulos aureos
presentes na construgdo do dodecaedro, mas desta vez os 12 vértices dos retdngulos sdo também
0s 12 vértices do Icosaedro, e a ligacao entre esses vértices formam suas 30 arestas e suas 20
faces triangulares. Segundo Huntley (1985, p. 44), “O apelo estético dos temas [...] ndo pode
ser posto em duvida. Quer possamos explica-lo ou néo, o fato de terem sido apreciados por seis

geragdes de homens é evidéncia suficiente.”
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Figura 28. Icosaedro Regular

Fonte: Acervo pessoal.

Portanto, para mostrarmos que 0s 12 vértices desses retdngulos formam um icosaedro regular,
basta provarmos que os tridngulos que compde a face do sélido, além de isdsceles (de lados
AB = AC, que ja sabemos pela simetria da figura 29) sdo também equilateros. Como utilizamos

retdngulos aureos, sabemos que os retangulos tem lado menor b, e lado maior @b, portanto
AP = ‘p?b, BC=beBM = MC = g. Além disso, sendo O o ponto comum aos trés retangulos

. ~ b . ~ . b
aureos, entdo OM = "’7, por ser metade do lado maior do retangulo aureo vermelho e OP = 2

@b b

por ser a metade do lado menor do retangulo aureo azul. Assim, PM = OM — OP = 5

Figura 29. Regularidade do Icosaedro

Fonte: Acervo pessoal.
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Para o triangulo APM, tem se

AP? + PM? = AM?

SR AR S W
4 4 2]
AMZZx/§+3b2 3—\/§b2

8 8
V3

E para o triangulo ABM, tem se

AM? + BM? = AB?

3.1
2 p? 4~ b? = AB?
TR

AB = b.

Ou seja, AB = BC. De modo semelhante, provamos que AC = BC. Logo, o triangulo ABC é
equilatero.

Ao relacionarmos a ideia de construcao do Dodecaedro e do Icosaedro, percebemos que
0 lcosaedro pode ser facilmente inscrito no Dodecaedro como na figura 30. Para tanto, basta
observar que os vértices do icosaedro sdo os centros das faces do dodecaedro (centros dos doze
pentagonos regulares).

A partir da concepgdo acima, podemos tirar inimeras razdes, dentre elas, uma

comentada em Livio (2006), em que a razdo entre a aresta do Icosaedro (inscrito no dodecaedro)

2
e a aresta do Dodecaedro € "’—\/g. Outras, tais como

[...] um dodecaedro com aresta de comprimento um (o segmento da juncéo de duas
faces) tem a area total da superficie igual a 15¢./3 — ¢ e um volume de 5¢3/(6 —
2¢). De modo semelhante, um icosaedro com uma aresta de comprimento unitario
tem um volume de 5¢°/6. (LIVIO, 2006, p.88)
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Figura 30. Icosaedro inscrito no Dodecaedro

Fonte: Acervo pessoal.

Podemos ainda construir a partir dos centros das faces de um icosaedro, um dodecaedro

regular (figura 31).

Figura 31. Dodecaedro Inscrito no Icosaedro

Fonte: Acervo pessoal.

Este por sua vez tem na razdo entre as arestas dos dois sélidos % COmo mostramos a
sequir.
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Figura 32. Construindo a razéo entre a aresta do dodecaedro e icosaedro

Fonte: Acervo pessoal.

M e N sdo pontos médios das arestas BC e CS, respectivamente. Os pontos Q e R séo
centros de duas faces vizinhas do icosaedro, logo QR ¢é uma das arestas do dodecaedro inscrito
no icosaedro, como exibido na figura 32. Sabemos também que os tridangulos AMN e AQR sao
semelhantes, BS tem a mesma medida do maior lado de um dos retangulos de ouro da

construcdo do icosaedro, ou seja BS = @b e de acordo com o teorema da base média MN =

BS

= "’Tb, como ilustra o tridngulo BCS. MQ e NR sdo apbétemas das faces triangulares do

4Q

icosaedro, logo, vale a razéo Y

2 QR 2
=- 6, consequentemente, —_— = portanto
3 MN 3

QR _ 2
2
2
de modo que
@b
R=—.
¢ 3

Como a aresta do icosaedro é exatamente b, a razdo entre a aresta do dodecaedro (inscrito no

icosaedro) e a aresta do icosaedro é, de fato, %.
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3 CURIOSIDADES SOBRE A SEQUENCIA DE FIBONACCI E O NUMERO DE OURO

A Sequéncia de Fibonacci, junto ao Numero de Ouro, faz-se presente em diversos
aspectos da ciéncia e do cotidiano. Neste capitulo trazemos propriedades e associacfes
interessantes, podendo estas serem comprovadas ou pelo menos conhecidas pelo leitor.

3.1 PROPRIEDADES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

Observando a simplicidade da Sequéncia de Fibonacci € possivel notar certas
propriedades simples como a paridade dos nimeros ou interacdes entre elementos proximos, e
outras mais complicadas envolvendo somas infinitesimais. Deste modo, nessa subsecdo

algumas delas séo apresentadas.

3.1.1 Paridade dos numeros da Sequéncia de Fibonacci

Sabemos que a Sequéncia de Fibonacci se inicia com dois numeros impares
consecutivos, sendo eles 1 e 1, e como o termo seguinte é dado pela soma dos dois
imediatamente anteriores, temos que o terceiro termo é par obviamente, pois a soma de dois
nameros impares sempre resulta em um numero par, e 0 termo que sucede é impar, pois é a
soma de um nimero impar com um nUmero par e por sua vez, o sucessor deste, também é impar,
pois é a soma de um ndimero par com um namero impar, voltando, assim, a situacdo inicial, em
gue temos dois nimeros impares seguidos, ou seja, a paridade se repete a cada trés termos

conforme ¢ apresentado na Tabela 5 para melhor compreensao.

Tabela 5. Paridade dos NUmeros da Sequéncia de Fibonacci

n | X, | Paridade n | X, | Paridade
0| 1 |Iimpar 4 | 5 |Iimpar

1| 1 |Impar 5 | 8 |Par

2| 2 |Par 6 | 13 | impar

3| 3 |Iimpar 7 | 21 | impar

Fonte: Acervo pessoal.
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3.1.2 Somatorio dos numeros da Sequéncia de Fibonacci

Primeiro observemos o que acontece com a soma dos termos da sequéncia de Fibonacci

na Tabela 6 a seguir.

Tabela 6. Soma dos numeros de Fibonacci

n | X, > Sn
0|11 1
1] 1 141 2
2 | 2 | 1+1+2 4
3| 3 |1+1+2+43 7
4 | 5 | 1+1+2+3+45 12
5] 8 | 1+1+2+3+5+8 20
6 | 13 | 1+1+2+3+5+8+13 33
7 | 21 | 1+1+2+3+5+8+13+21 54
8 | 34 | 1+1+2+3+5+8+13+21+34 88
9 | 55 | 1+1+2+3+5+8+13+21+34+55 143
10 | 89 | 1+1+2+3+5+8+13+21+34+55+89 232
11 | 144 | 1+1+42+3+5+8+13+21+34+55+89+144 | 376

Fonte: Acervo pessoal.

Podemos perceber comparando a sequéncia (S,) com a sequéncia de Fibonacci (X,,), que o

termo S,, é igual a X,,,, — 1, isto &,

SO=1=2_1=X2_1=X0+2_1,

e, de modo geral,

n
Sw= ) Xi=Xpp— 1

51=2=3_1=X3_1=X1+2_1

51



ou
Sn:X0+X1+X2+"'+Xn:Xn+2_1

A prova que aqui apresentamos € por inducao.

Primeiramente, para n = 0, temos

0
SOZZX0=1=X2_1=X0+2_1

i=0

0 que mostra que a afirmacdo é verdadeira para n = 0. Suponhamos que a afirmacgdo seja

verdadeira paran = k, k = 0, ou seja,

k
Sk=ZXi=X0+X1+X2+'“+Xk=xk+2_1
i=0

Essa é a nossa hipotese de inducdo (H.1). Verifiguemos que € verdadeira paran = k + 1. De

fato,

k+1 k
Serr = ) Xi= ) Xi+Xiws = Xero = 1+ Xewr = Xeor + Xiesz = 1

=0 =0

Na pendltima igualdade usamos a hipotese de inducédo (2;;0)(1- = Xip2 — 1). Sabemos

também pela definicdo da Sequéncia de Fibonacci, vista na se¢do 2.1, que
Xi+1 + Xirz = Xpa3

de modo que

k+1

Sen = ) X =Xiws = 1= Xeanysz = 1
i=0
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0 que mostra que a afirmacdo é verdadeira para n = k + 1, ou seja, verdadeira para todo n,

donde concluimos que

n
SnZZXi :XO +X1 +X2+"'+Xn:Xn+2_1
i=0

para todo n.

3.1.2.1 Somatério dos numeros da Sequéncia de Fibonacci de indices impares

Primeiro observemos o que acontece com a soma dos g termos de indices impares da

sequéncia de Fibonacci, na Tabela 7, a seqguir.

Tabela 7. Soma dos nimeros de Fibonacci de indice impar.

g [ n | X 5 S,
1 1 1 |1 1

2 3 3 143 4

3 5 8 |1+3+8 12

4 7 21 | 1+3+8+21 33

5 9 55 | 1+3+8+21+55 88

6 11 | 144 | 1+3+8+21+55+144 232
7 13 | 377 | 1+3+8+21+55+144+377 609
8 15 | 987 | 1+3+8+21+55+144+377+987 1596
9 17 | 2584 | 1+3+8+21+55+144+377+987+2584 4180
10 19 | 6765 | 1+3+8+21+55+144+377+987+2584+6765 | 10945

Fonte: Acervo pessoal.

Observando este padrdo podemos perceber que X; + X3 + X5 + -+ + X541 = X3¢ — 1,
ou seja, ao realizarmos a soma até o g-ésimo termo de indice impar, obtemos como resultado o
q-ésimo termo de indice par subtraido de 1 unidade.

Vamos entdo provar matematicamente o proposto:
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q
SCI = ZXZi_l = X1 +X3 +X5 + "'+X2q_1 = qu - 1
i=1

Provemos o resultado por inducéo finita. Facamos g = k comk € Ne k > 0.

O resultado é valido para k = 1, pois

S=1=2-1=X,-1

Suponhamos que a afirmacdo seja verdadeira para g = k, k > 0, sendo essa a nossa hipotese

de inducdo, ou seja, suponhamos que seja valido

k
Sk = ZXZi_l = X1 +X3 +X5 + .- +X2k—1 = XZk - 1
i=1

Provemos agora que o resultado é valido para g = k + 1. De fato,

k+1 k
Sk+1 = Z Xpiq = ZXZi—l + Xoer1)-1 = Xok = 1+ Xper1)-1 = Xok = 1+ Xopeyq
i=1 i=1

Na penultima igualdade usamos a hipotese de inducéo. Reorganizando os termos, temos

Xok = 1+ Xopq1 = Xop + Xopey1 — 1

E, pela definicdo da Sequéncia de Fibonacci, sabemos que X, + Xsk4+1 = X2x+42, 1090:

Xok + Xopp1 — 1 = Xppy — 1
Xok + Xopy1 — 1 =Xoqeey — 1

de modo que
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k+1
Sk+1 = z X2i-1 = Xok+1) — 1

=1
COMO queriamos provar.
3.1.2.2 Somatdrio dos numeros da Sequéncia de Fibonacci de indices pares
Primeiro observemos 0 que acontece com a soma dos p termos de indices pares da

sequéncia de Fibonacci, na Tabela 8, a seguir.

Tabela 8. Soma dos nimeros de Fibonacci de indice par.

p | n | X ) Sp
0 0 1 |1 1
1 2 2 | 142 3
2 4 5 | 14245 8
3 6 13 | 1+2+5+13 21
4 8 34 | 1+2+5+13+34 55
5 10 89 | 1+2+5+13+34+89 144
6 12 | 233 | 1+2+5+13+34+89+233 377
7 14 | 610 | 1+2+5+13+34+89+233+610 987
8 16 | 1597 | 1+2+5+13+34+89+233+610+1597 2584
9 18 | 4181 | 1+2+5+13+34+89+233+610+1597+4181 | 6765

Fonte: Acervo pessoal.

Se observarmos o0 padrdo disposto em S, percebemos que sdo sempre nimeros de
Fibonacci de indice impar, entdo podemos dizer que X, + X, + X, + =+ + Xy, = Xpp41, OU
seja, se contarmos 0 X, como o primeiro Numero de Fibonacci de indice par, o resultado das
somas sucessivas dos dez primeiros niumeros de indice par seréd igual ao décimo nimero de
indice impar, e assim de maneira andloga para os outros nimeros.

Vamos, entdo, provar matematicamente o proposto:
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14
Sp = ZXZi = XO +X2 +X4 + "'+X2p = X2p+1
i=0

Provemos o resultado por inducéo finita. Facamos p = kcomk e Ne k > 0.

Podemos ver que o resultado ¢ valido para k = 0, ja que

0
SOZZXZi:XO:1:X1

=0
Como hipétese de inducao, temos

k
Sk = zle' =Xo+Xo+ Xy + -+ Xop = Xopaa
i=0

A partir disto, mostremos que o resultado é valido parap = k + 1:

k+1 k

Sk+1 = zXZi = ZXZL' + Xotke) =Xo + Xo + Xy + -+ Xop + Xoerny
i=0 i=0

Pela hipotese de inducéo X, + X, + X, + -+ + Xop = Xox41, 10g0:

k+1

Sk+1 = ZXZi = Xok+1 T Xo@k+1)
i=0
k+1

Sk+1 = Z Xoi = Xog1 + Xokaz
i=0

E pela definigdo do Sequéncia de Fibonacci X,j41 + Xk42 = Xok43, 1090:

k+1

Sk+1 = Z Xoi = Xoks1 + Xogaz2 = Xokas
i=0
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Ou seja,

Sk+1 = z Xoi =Xo+Xo + Xy + -+ Xy + Xz(k+1) = Xz(k+1)+1

k+1

=0

COMO queriamos provar.

3.1.2.3 Somatdrio dos quadrados dos nimeros da Sequéncia de Fibonacci

Primeiro observemos o que acontece com a soma dos quadrados dos n primeiros termos

da sequéncia de Fibonacci, na Tabela 9 a seguir.

Tabela 9. Soma dos quadrados dos nimeros de Fibonacci.

no| X, | (Xp)? 2 Sn
0] 1 1 1 1
111 1 1+1 2

2 | 2 4 1+1+4 6

3] 3 9 1+1+4+9 15
41 5 25 | 1+1+4+9+425 40
5] 8 64 | 1+1+4+9+25+64 104
6 | 13 | 169 | 1+1+4+9+25+64+169 273
7 | 21 | 441 | 1+1+4+9+25+64+169+441 714
8 | 34 | 1156 | 1+1+4+9+25+64+169+441+1156 1870
9 | 55 | 3025 | 1+1+4+9+25+64+169+441+1156+3025 4895
10 | 89 | 7921 | 1+1+4+9+25+64+169+441+1156+3025+7921 12816

Fonte: Acervo pessoal.

Dessa vez o padrao fica dificil de ver, mas o que acontece é

Xo)? + (X)? + (X)) + -+ (Xn)? = Xy - Xy,

57



ou seja, a soma dos quadrados dos n primeiros termos da Sequéncia de Fibonacci é igual ao

produto do n-ésimo termo pelo seu sucessor.

Sp = Z(Xi)z = (XO)Z + (Xl)z + (XZ)Z + -+ (Xn)z = Xn " Xns1

i=0

Chamemosn =kcomk e Nek > 0.

Para k = 0, a afirmacao € valida, pois

0
So= ) K= (X =1 =1-1=X-X,

=0

Suponhamos, como hipdtese de inducdo, que seja valido para n = k, ou seja, que valha

a seguinte condicao

k
Se = ) ()% = (o) + ()7 + () 4 () = X - X
i=0

Mostremos, entdo, que a afirmacdo é valida paran = k + 1.

k+1

Sesn = ) (X0? = (X0)? + (N1)? + ()% -+ (X)? + (Kin)?
i=0

Pela hipotese de inducdo sabemos que
(Xo)? + (X1)? + (X2)* + -+ + (X,)? = X * Xpeaa

logo:
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k+1
Sk+1 = Z(Xi)z = Xp* Xpew1 + Kp11)? = Xpewr - K + K1)

1=0
Pela definicdo da Sequéncia de Fibonacci sabemos que X + Xy+1 = Xi42, l0go:

k+1
Sk+1 = Z(Xi)z = Xkt1- (Xk+2)
i=0

COMO queriamos provar.

3.1.3 Dois numeros consecutivos da Sequéncia de Fibonacci sdo primos entre si

Mostremos que um numero da Sequéncia de Fibonacci e seu sucessor sdo primos entre
si, ou seja, 0 maximo divisor comum entre eles é 1, mdc(X,, X,+1) = 1, paratodo n € N.

Observe que mdc(Xy,X;) =1, mdc(Xy, X3) =mdc(1,2) =1 e mdc(X,, X3) =
mdc(2,3) = 1. Suponha agora mdc(X,,, X,,+1) = 1 como hipdtese de inducao.

Utilizaremos o principio de inducdo para mostrar que mdc(X,,+1, Xn4+2) = 1. Sabemos

ainda que X, = X1 + X, logo:
mdc(Xpy1, Xnt2) = mdc(Xnyq, Xny1 + Xn)
O Lema de Euclides, descrito no livro de MA 14, Aritmética, da cole¢do PROFMAT,
afirma o seguinte:
“Sejama, b,n € Z.Seexistemdc(a,b — na), entdo mdc(a, b) existe e mdc(a, b) =
mdc(a,b — na)”.

Assim, utilizando esse lema com n = 1 e a hip6tese de inducéo, temos

mdc(Xn41, Xne1 + Xn) = mde(Xny1, Xny1 + X — Xng1) = mde(Xnyp, Xp) =1

ou seja,

mdc(Xpy1, Xni2) = mde(Xpyq, Xp) =1
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Portanto, pelo principio de inducéo, de fato, mdc(X,,, X,+1) =1,Vn €N.

3.1.4 A Sequéncia de Fibonacci e o Triangulo de Pascal

O Traité du Triangle Arithmétique (Tratado sobre o Triangulo Aritmético) de Pascal,
escrito em 1654, pelo matematico e fildsofo francés Blaise Pascal (1623-1662), descreveu uma
apresentacdo tabular conveniente para coeficientes binomiais que ele nomeou triangulo
aritmético, chamado atualmente de triangulo de Pascal. Somando as diagonais do Triangulo de

Pascal, evidenciamos a Sequéncia de Fibonacci, como podemos observar na figura 33 a seguir.

Figura 33. Soma das diagonais do Triangulo de Pascal

Fonte: Acervo pessoal.

Entretanto, o Triangulo de Pascal tem sua origem anterior a Blaise Pascal. Alguns
registros relatam que o matematico chinés Jia Xian desenvolveu uma representacéo triangular
para os mesmos coeficientes no século XI que pode ser encontrada na figura 34. Ademais,
apenas teve sua popularidade através do matematico Yang Hui, que teve seu nome dado ao

modelo proposto por Jia Xian (Enciclopédia Britanica, 2023).
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Figura 34. Triangulo de Yang Hui
W 3 & x 3%
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Fonte: Yang Hui ($51%) (1238-1298)

Acharya Pingala foi um antigo poeta matematico indiano, autor do Chhanda/isastra
(Um Tratado sobre Prosddia) e trazia aproximadamente no século I11-11 a.C. uma representacdo
do tridngulo de pascal (Gopal, 2023). (Figura 35).

O trabalho de Pingala também inclui material relacionado aos nimeros de Fibonacci,
chamado matrameru.

Figura 35. Triangulo de Pascal representado em uma versao posterior do Chanda/ksastra
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Fonte: Janakinath Kabyatirtha & Brothers.

NEnte
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3.1.5 Outras propriedades da Sequéncia de Fibonacci

1. Sendo quatro elementos consecutivos X, X,+1, Xn+2: Xn+3
1.1 O quadrado do produto dos extremos mais o quadrado do dobro do produto dos

meios € igual a um quadrado perfeito.
(Xp * Xpa3)® + (2 X1 - Xpyp)? = m?
1.2 O produto dos extremos menos o produto dos meios sera sempre —1 ou 1.
Xn* Xnes — Xng1 " Xngz = (D)7
2. Ao escolher um numero da Sequéncia de Fibonacci de n-ésima ordem, basta fazer a

diferenca entre os quadrados de seu sucessor e de seu antecessor, para obter o

(2n + 1)-ésimo termo da sequéncia, isto é,

— 2 2
Xon+1 = (Xn+1) - (Xn—l)
3. Tomando o produto entre 0 n-ésimo termo e 0 nUmero ¢, somado ao antecessor desse
n-ésimo termo, como pode ser observado na tabela 10, temos 0 nimero de ouro elevado
a poténcian + 1, isto é,

P =X 0+ Xpyq

Tabela 10. ¢ elevado a n-ésima poténcia

n Xn Pt | Xprot+Xn 1 | Xnt@ptXng®
1 1 @? 1-9p+1 2,618033989
2 2 @3 2-p+1 4,236067977
3 3 p* 3-p+2 6,854101966
4 5 @° 5-¢p+3 11,09016994
5 8 @° 8:-9+5 17,94427191

Fonte: Acervo pessoal.
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3.2 O PROBLEMA DE HEMACHANDRA

Como mencionado previamente, precedendo ao livro Liber Abacci (1202), a sequéncia
de numeros 1, 1, 2, 3, 5, ... foi mencionada por outras culturas, segundo P. Singh de Raj Narain
College, em Bihar, na india, essa sequéncia de Fibonacci ja era conhecida na india ha séculos,
por Virahanka (entre 600 e 800 d.C.), Gopala (antes de 1135 d.C.) e Hemachandra (cerca de
1150 d.C.). Dentre estas abordagens, 0 matematico indiano Acharya Hemachandra Suri (1088-
1172 d.C.) apresentou a sequéncia como solucdo de um problema semelhante ao seguinte:

Para preencher um tabuleiro linear, com n quadrados, usando dois tipos de pecas: Pecas
pequenas que ocupam 1 espago e pecas grandes que ocupam 2 espagos, como ilustra a figura
36 a seguir.

Figura 36. Tabuleiro de Hemachandra

n quadrados

Pecas:

. Pequenas

Grandes

Fonte: Acervo pessoal.

Para solucionar este problema, vamos primeiro entender o padréo de preenchimento dos
guadrados em tabuleiros de tamanhos especificos. Para preencher um tabuleiro de um quadrado,
temos apenas uma maneira, preenchendo-o com uma peca pequena. Para preencher um
tabuleiro de dois quadrados, temos duas maneiras, duas pecas pequenas, ou uma grande como

ilustra a figura 37.

Figura 37. Primeira e segunda possibilidade no Tabuleiro de Hemachandra.

1 quadrado 2 quadrados

Fonte: Acervo pessoal.
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Para preencher um tabuleiro de trés quadrados, temos trés opgdes, que sdo: trés pecas
pequenas, ou uma peca pequena e uma peca grande, ou ainda uma peca grande e uma peca

pequena como mostra a figura 38.

Figura 38. Terceira possibilidade no Tabuleiro de Hemachandra.

3 quadrados

Fonte: Acervo pessoal.

Para preencher um tabuleiro de quatro quadrados, temos cinco opg¢des distintas: quatro
pecas pequenas; ou duas pegas pequenas e uma grande; ou uma peca pequena, uma grande e
outra pequena; ou uma peca grande e duas pequenas; ou ainda duas pegas grandes, como mostra

a figura 39, e assim sucessivamente.

Figura 39. Quarta possibilidade no Tabuleiro de Hemachandra.

4 quadrados

Fonte: Acervo pessoal.

Tentando perceber um padrdo, suponhamos um tabuleiro com n quadrados e denotemos
por X,, a quantidade de maneiras de preencher esse tabuleiro. Podemos iniciar o preenchimento
do tabuleiro de dois modos: ou iniciamos com uma pecga pequena, preenchendo o primeiro
quadrado, ou iniciamos com uma peca grande, preenchendo os dois primeiros quadrados. Se
cobrirmos o primeiro quadrado com uma peca pequena, logo sobrardo n — 1 quadrados para
serem preenchidos, ou seja, a quantidade X,,_; de maneiras de se preencher os n — 1 quadrados
restantes. Mas se cobrirmos os dois primeiros quadrados com uma peca grande, restardo n — 2
guadrados para serem preenchidos, que é exatamente a quantidade X,,_, de maneiras que se
tem para preencher 0os n — 2 quadrados que restardo. Logo, o nimero X,, de possibilidades

totais serd sempre a soma do nimero de possibilidades do primeiro modo (X,,_;) com 0 nimero
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de possibilidades do segundo modo (X,,_,), que d& a recorréncia previamente apresentada na

secdo 2.1:

Xn = Xn-1 + Xn2.

Portanto, as quantidades de possibilidades de alocacao das pecas para cada tabuleiro séo
respectivamente {1, 2,3,5,8,13,...,X;, = X,,_1 + X2}

Este mesmo problema pode ser proposto de forma diferente, algo semelhante ao
seguinte exemplo: Uma crianca deseja subir uma escada de n degraus, podendo subir um ou

dois degraus de cada vez. De quantas maneiras diferentes ela podera subir essa escada?

Para a resolucdo do problema temos que se a escada possui um degrau, obviamente s6
h& 1 maneira de subir. Se a escada possui dois degraus, ela podera subir um degrau de cada vez,
ou os dois degraus de uma vez s, totalizando 2 maneiras. Se a escada possui trés degraus, ela
podera subir um degrau de cada vez, um degrau seguido de dois degraus, e dois degraus seguido
de um degrau, totalizando 3 maneiras. Assim, sucessivamente, para as demais quantidades de

degraus, formando novamente a Sequéncia de Fibonacci que tem como solucéo geral

n+1

(55" - (59
V5

Xp =

como mostrado na se¢do 2.1.

3.3 0 PADRAO DE REPRODUCAO DAS ABELHAS E ZANGOES

A relacdo entre a reproducdo das abelhas e a sequéncia de Fibonacci é um tema
fascinante, mas é importante esclarecer que essa relagdo nem sempre é direta ou absoluta. E
essencial notar que essa relacdo ndo é universal em todas as colmeias de abelhas e nem todas
as observacoes se alinham perfeitamente com a sequéncia de Fibonacci. Nesta secdo abordamos
um padrao de reproducdo especifico, e a relagdo com a quantidade de antepassados relacionados
da seguinte forma: para a reproducdo de um zangéao (espécime macho da abelha), precisamos

apenas de um ovo nao fertilizado, ou seja, apenas que uma abelha (fémea) bote o ovo, mas para
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a producdo de uma abelha precisamos que um zangao fertilize o ovo de uma abelha. Desta
forma, notamos o padréo a seguir.

Na primeira geracdo de antepassados 0 zangdo terd apenas uma mae, porém essa mae
precisa de um pai e uma mae, sendo esses 0s avos do zangdo inicial. O avé por sua vez precisa
apenas de uma mée, e a avo precisa de uma mae e de um pai, totalizando 3 bisavos, e assim

sucessivamente como mostra a figura 40.

Figura 40. Arvore Genealdgica do Zang?o.
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Fonte: Acervo pessoal.

Dessa forma podemos prever quantos antepassados um zangdo tem n geragdes
anteriores, esse padrdo reproduz a Sequéncia de Fibonacci, como mostramos a seguir:

Chamemos de X, a quantidade de antepassados da n-ésima geracao, de M,, a quantidade
de antepassados machos da n-ésima geracdo e de F, a quantidade de antepassados fémeas da

n-ésima geracgdo. Assim, temos

Xn=M, +F,

Partindo da ideia que tanto um zangdo quanto uma abelha precisam de uma mae, o

namero de abelhas da geracdo anterior é exatamente a quantidade de antepassados atual:

Fry1 = Xy,
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Tendo em mente que apenas as abelhas precisam de pai, 0 nimero de zangbes da geracdo
anterior é exatamente a quantidade de abelhas atual:

My, =F,

Deste modo a quantidade de antepassados X,, é dada por

Xn+1 = Fpy1 + Mpya.

Logo,

Xpi1 = X, + E,.

Como este padréo se trata de uma recorréncia, podemos dizer que

B, =Xn_ 1,

chegando a

Xnp1 = Xn + Xno1q,

ou seja,

Xntz2 = Xny1 + Xy

gue € a Sequéncia de Fibonacci.

3.4 A AUTOSIMILARIDADE EXTERNA DO PENTAGONO

Falamos na se¢édo 2.2.4 sobre a autossimilaridade do pentagono, porém olhando para ele
internamente. Nesta secdo abordamos de outra maneira, anexamos 5 pentagonos regulares ao

pentagono central externamente, como mostra a figura 41 (a).
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Figura 41. 6 Pentagonos Justapostos

T

Fonte: Acervo pessoal.

Se ligarmos os vertices externos dos pentagonos, figura 41 (b), vemos a formacao de
um novo pentagono maior, e cinco (nesta primeira iteracdo) Tridngulos Aureos entre os
pentdgonos azuis, e se continuamos este processo vemos algo como na figura 42, ndo tendo
nenhuma relagdo aparente entre 0os comprimentos dos novos pentagonos, ou a quantidade de
pentagonos, ou a quantidade de triangulos e o numero de ouro, apenas a formagéo de varios

triangulos aureos.

Figura 42. Autossimilaridade Externa do Pentdgono

g2 'gN
(R L)
(o

Fonte: Acervo pessoal.

Outra iteracdo interessante € a do pintor e matematico Albrecht Durer (1471 - 1528) que
diz algo semelhante a: Vocé pode juntar seis pentagonos (figura 41 a) para construir um
pentagono maior, com cinco buracos na forma de Triangulos Aureos. Seis desses pentagonos,
por sua vez, formam juntos um pentagono ainda maior (apresentado mais vazdes), e assim por

diante. A figura que ele cita é algo semelhante a figura 43.
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Figura 43. Terceira Iteracéo da llustracdo de Direr

Fonte: Acervo pessoal.

Esta figura 43 pode ser confundida com um Pentaflake, o pentagono de Waclaw
Sierpinski (1882 - 1969), e difere na maneira que é construida. O fractal Pentaflake tem sua
construcdo partindo de um pentadgono regular (P(0) na figura 44), e tracando-se as suas
diagonais, obtendo-se assim um novo pentadgono regular em seu centro, e tracando-se, em
seguida, as diagonais desse novo pentagono e estendo-as até o lado do pentagono anterior,
formando-se cinco triangulos isosceles. Retirando-se esse pentagono do centro e 0s cinco
triangulos isdsceles tem-se uma nova figura como a P(1) da figura 44. Essa construcéo se repete

a cada um dos cinco pentagonos que restaram (P(2) da figura 44) e assim sucessivamente.

Figura 44. Pentagono de Waclaw Sierpinski

P{0 Pil) P2y

Fonte: Larry Riddle, Agnes Scott College.
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4 MITOS E VERDADES SOBRE A PROPORCAO AUREA

Figura 45. Eu tenho razéo.
Cu fenho fezGe

(com QUE b ] REUDA,NIO HA YT
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Fonte: Humor com ciéncia, 2019.

A figura 45 referencia o filme O Sexto Sentido (1999) com o dialogo “Eu vejo o numero
de ouro. Com que frequéncia? O tempo todo.” satirizando a pareidolia, ou a busca de certas
pessoas pela Razdo Aurea, e se vocé esta se perguntando se a tirinha realmente tem a proporcao,

a resposta é sim, o autor fez isso propositalmente.

Figura 46. Proporcao Aurea na tirinha da Figura 45.
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Fonte: Humor com ciéncia, 2019.
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Apesar do misticismo e numerismo em que a Razdo Aurea esta envolta, ha fatos que
podemos comprovar acerca dela, e evidéncias que nos fazem discordar de certos aspectos que
ndo passam de falacias. Deve-se, entdo, agir de maneira cautelosa com as peculiaridades desta
razao, pois ainda que muita coisa seja justificada, isto ndo impede que novos autores continuem
repetindo as falacias. O matematico George Markowsky, em seu artigo “Equivocos sobre a

Razdo Aurea” de 1992, explica:

Se voce se dispde a medir uma estrutura complicada como uma piramide egipcia, vocé
terd rapidamente na mdo uma grande abundancia de comprimentos para brincar. Se
vocé tiver paciéncia suficiente para fazer malabarismos com esses nimeros, vocé
certamente obtera muitos valores que coincidem com importantes datas historicas ou
ndmeros nas ciéncias. Como vocé ndo esta limitado por nenhuma regra, seria estranho
se a “verdade” da razdo 4durea ndo se encaixasse com sucesso consideravel.

(Markowsky, 1992, p.5).

Se observarmos bem, podemos encontrar aproximacdes da proporcdo aurea, ou de
qualquer outra proporcao, e qualquer outro nimero em muitos lugares, o que ndo da a certeza
de que as proporc¢des foram feitas intencionalmente, e ndo sdo apenas o préprio observador
buscando por elas. Devemos entdo nos perguntar se ha provas do uso da razdo aurea e se para
0 contexto da época ja se falava da proporcéo, se ndo apenas sera uma crenca sem fundamento.

Embora a proporcdo aurea seja intrigante e tenha sido aplicada em muitos campos, €
importante nfo superestimar sua importancia ou aplicabilidade universal. E uma ferramenta

util, mas ndo € a Unica maneira de alcancar beleza ou harmonia visual.

4.1 A DIFERENCA ENTRE A ESPIRAL DE FIBONACCI E A ESPIRAL AUREA

Ao abordarmos este assunto, devemos agir cuidadosamente ao apresentarmos a Espiral
de Fibonacci e a Espiral Aurea, pois se tratam de duas coisas parecidas, porém distintas. A
figura 47 a seguir ilustra a nona iteracdo da Espiral de Fibonacci (em vermelho) e a nona
iteracio da Espiral Aurea (em azul) construida a partir de quartos de circulos, justapostas no
ponto final da construcdo finita da Espiral de Fibonacci, e no ponto inicial da construcao da

Espiral Aurea, o ponto A.
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Figura 47. Espiral de Fibonacci e Espiral Aurea

Fonte: Acervo pessoal.

Se observarmos bem, quase ndo ha discrepancia entre as duas espirais, mas se
aproximarmos a imagem do que seriam 0s passos iniciais da construcdo da Espiral de Fibonacci,
percebemos a diferenga, como mostra a figura 48. Isso acontece pois nos valores iniciais da
Sequéncia de Fibonacci, a razdo de um termo com seu imediatamente anterior dista um pouco
do valor exato de ¢, ora sendo maior e outrora menor, como mostra a Tabela 4 deste trabalho,
na secao 2.1.2.

Figura 48. Aproximacao na Espiral de Fibonacci e Espiral Aurea

Fonte: Acervo pessoal.
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Logo, podemos concluir que sdo dois conceitos que apesar de parecidos, apresentam
diferencas, tendo a Espiral Aurea a presenca da Razdo Aurea em todas suas etapas, enquanto a

Espiral de Fibonacci contém apenas aproximacoes.

4.2 O PARTHENON EM ATENAS

O Parthenon (“o lugar da virgem” em grego) foi construido por Fidias na Acropole de
Atenas (0 nome “acropole” designa a parte alta de cidades da antiguidade), na Grécia, que foi
parcialmente destruido em 1687 durante um ataque dos venezianos a Atenas, durante uma
guerra com os turcos. O lugar era usado para armazenar polvora nesta época, a explosédo deixou
ainda sua estrutura basica intacta. O surgimento da presenca da razdo aurea no Parthenon ja foi
por varias vezes discutido, no artigo publicado por George Markowsky (1992), intitulado
Misconceptions about the Golden Ratio. Markowsky fala sobre as proporc¢des da obra, e a
aproximacéo destas razdes, chegando a razdo de 2,25, e até mesmo tentando usar as medidas
do apice da estilébata chegariamos a razdo de 1,71, um pouco distante da razdo aurea, 0 que
mesmo assim ndo nos impede de ver imagens como as da figura 49 e artigos que afirmam existir
esta proporcdo, ainda que fiqgue um degrau, ou uma ponta da estrutura para fora do retangulo,
caracteristicas essas que sdo ignoradas pelos entusiastas da razao aurea.

Figura 49. Parthenon Grego

Fonte: LIMA, Larissa Ariel, 2020
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As dimensdes do Parthenon variam dependendo das fontes, onde entra o malabarismo
numerico para se aproximar da razao aurea, utilizando-se de pontos de referéncia que podem
favorecer a aproximacdo. Nao é improvavel que os escultores da época tenham se baseado em
alguma proporcao, mas deve-se tomar cuidado ao generalizar.

Assim, arazdo aurea foi usada na construcao do Parthenon? Embora o contexto histérico
nos mostre que a construcdo do Parthenon foi apds a descoberta dos irracionais pela

comunidade pitagdrica, ndo se pode confirmar a utilizacdo da proporcao aurea.

4.3 A PRESENCA DA RAZAO AUREA NAS PIRAMIDES DO EGITO

Inimeras especulagdes sobre construcdes egipcias sdo feitas por historiadores, com
questionamentos sobre como suas construgdes eram realizadas, a organizacao e disposicao de
materiais. Dentre 0s questionamentos, € comum encontrarmos autores buscando afirmar que a
proporcao aurea se fazia presente em construgdes, e que 0s egipcios a usavam conscientemente.
Entretanto, ainda ndo se tem uma prova concreta do conhecimento da razao aurea na época em
questéo.

O Templo Osirion, considerado um memorial do rei Seti I, cujo design pressupde-se que
tenha sido feito para representar o mito de Osiris, morto por irmdo Seth, que espalhou seus
pedacos. Assim, apds sua esposa Isis recolher seus pedacos, transformou-se em rei do
submundo. A planta do templo, vista na figura 50, apresenta uma coluna central e dez outras

colunas quadradas. (Livio, 2006).

Figura 50. Planta do Templo de Osirion
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Fonte: Livio, 2006.
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Robert Lawlor, em sua obra “Geometria Sagrada: filosofia e pratica”, publicada em
1982, apresenta a ideia de que a geometria do templo esta contida nas proporcées aureas. Assim
em sua obra, Lawlor apresenta analises geometricas semelhantes a figura 51 para reforcar seu
argumento. Também em sua obra é possivel notar que o autor da énfase no uso do pentagrama

como simbolo da transformacédo do rei em estrela apds sua morte.

Figura 51. Representacdo de Lawlor do Templo de Osirion
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Fonte: Livio, 2006.

Infelizmente, as analises de Lawlor ndo se apresentam convincentes de nenhum modo,
visto que suas ilustracGes trazem uma interpretacao forgada da geometria do templo, utilizando
marcacdes arbitrarias e pontos ndo Obvios, de maneira conveniente para apresentar dois
pentagonos em uma éarea que, na verdade, mostra-se claramente um retangulo. E importante
evidenciar que a razdo aurea é quase impossivel de ser provada em construgdes egipcias, apenas
por medidas e ilustracdes (Livio, 2006).

A construcdo egipcia de maior fama entre historiadores certamente € a pirdmide de
Khufu (figura 52). Também conhecida como a Grande Piramide ou Piramide de Quéops, essa
construcdo desperta em matematicos e historiadores iniumeras especulacdes e teorias a respeito
de sua construcdo e uso. O inglés Jhon Taylor tinha consigo muitas conviccgdes a respeito da

presenca de propriedades matematicas na construcéo da piramide.
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Figura 52. Piramide de Quéops

Fonte: Djehouty, Wikimedia Commons, 2015.

O contexto da época mostra os britanicos com a ideia de que eram descendentes das
tribos perdidas de Israel. Partindo dessa influéncia, Taylor traz a ideia de que a medida da
pirdmide era a mesma do chamado cubito biblico, que consiste em aproximadamente 25
polegadas britanicas. Nessa mesma época era dito que o cubito foi a medida usada por Noé na
construcdo da Arca, assim como na construgdo do Templo de Saloméo.

O astronomo Charles Piazzi Smyth, fortemente inspirado pela obra de Jhon Taylor,
afirmava que a Grande Pirdmide teve seu projeto utilizando polegadas como medida, e sendo
obra de uma inspiracao divina, concluiu que a polegada era a unidade de medida dada por Deus.
Posteriormente, Smyth foi chamado, por Leonard Cottrel, de o “Grande Piramidiota”.

Assim, ao retomarmos a ideia de que a Grande Piramide foi construida com o cubito
biblico, Martin Gardner (1957), diz que: "Herddoto afirma que a Piramide foi construida de
forma que a area de cada face fosse igual a area de um quadrado cujo lado fosse igual a altura
da Piramide". Se tomarmos verdadeira a suposicao de Gardner, entdo teremos a proporgdo aurea
na Pirdmide de Quéops.

O francés Midhat J. Gazalé (1999) nos apresenta em sua obra a seguinte afirmac&o:
“Disseram que o historiador grego Herddoto aprendeu com 0s sacerdotes egipcios que o
quadrado da altura da Grande Piramide ¢ igual a area da sua face lateral triangular.” Fazendo
uso de sua fala, observa-se entdo que a razédo entre a altura de sua face triangular e metade do

lado da base apresentam a propor¢éo aurea (figura 53).
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Figura 53. llustracdo da Piramide de Quéops
E

Fonte: Acervo pessoal.

A Piramide de Quéops originalmente tinha a base quadrada com arestas medindo 230,4
metros, e altura igual a 146,7 metros. Para encontrarmos a area de sua face triangular é
necessario encontrar a altura da face (ap6tema da pirdmide), e para isto usaremos o Teorema de
Pitagoras, onde G é ponto médio de AB, e EF ¢ a altura da piramide, logo EG* = GF? + EF?,
entdo EG ~ 186,53 m.

A area da face lateral da piramide é dada por:

230,4-186,53

> = 21.488,256 m?

O quadrado da altura da piramide é:

146,72 = 21.520,89 m?

Levando em consideracdo a afirmacdo de Gazalé, percebemos que sdo valores

aproximados, e fazendo a razdo entre EG e FG, temos

186,53
115,2

=1,619

algo bem proximo a ¢.
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Se tomarmos como objeto de estudo as grandes pirdmides, apenas a Pirdmide Quéops
apresenta a proporcdo com uma boa aproximagdo. A pirdmide de Miquerinos tinha
originalmente a base retangular de medidas 102,2 metros e 104,6 metros, e altura igual a 65
metros, logo apresenta faces de areas diferentes. Nas razbes feitas de maneira semelhante a
Piramide de Quéops, encontramos 1,618030849 em relacdo a face de maior base 0 que nos
leva novamente a uma boa aproximacéo, porém se levarmos em consideracdo o outro lado da
base da piramide, teremos como razéo 1,595188384.

Entretanto, a fala de Herodoto apresenta vérias divergéncias, sendo apresentada de
diferentes maneiras, onde se pode observar a influéncia de autores sobre ela (Livio, 2006). Além
disso, as medidas da piramide apresentadas ndo sdo precisas e sofrem alteracfes de um texto
para outro. Portanto, pode-se concluir que ndo existe nada que comprove a existéncia da razéo
aurea e nem o conhecimento da mesma na construcdo da Grande Piramide.

O numero ¢ ndo foi o Unico a ser estudado na piramidologia. A teoria que o nimero
estava presente na construcdo, surgiu por volta de 1838 em “Carta de Alexandria sobre a
evidéncia da implicacdo pratica da quadratura do circulo, na configuracéo da grande piramide
do Egito” (H. Agnew, 1838), onde afirmavam que a razdo entre a circunferéncia da base pela
altura da piramide era de 27. No Papiro Rhind é informado que os egipcios do século XVl a.C.
tinham um valor aproximado de e por isso, se colocarmos as duas teorias apresentadas,
teria vantagem, ja que ndo existe nenhuma comprovacdo do conhecimento do nimero ¢
naquela época.

Se observarmos a teoria de Kurt Mendelssohn em “The Riddle of the Pyramids” (1975),
a maneira com que os egipcios faziam suas medic@es, usando cordas e nés, é bem provavel que
medidas préximas de m foram utilizadas, semelhante ao que fazemos hoje com o compasso,
prendendo uma das pontas, girando a outra ponta numa extenséo fixa ao redor da ponta presa.
Outra possibilidade, é o uso de tambores rolantes com um cubito de didmetro para medir o
comprimento da base da piramide, logo os cubitos de altura estariam diretamente relacionados
com 7 dos “ctbitos rodados” para fazer a base da piramide. A aproximacdo que 0s egipcios
tinham de 7t aparece no problema 50 do Papiro Rhind, que tenta determinar a area de um campo
em formato circular. A solucdo de Ahmes sugere: "Tire 1/9 do didmetro e eleve ao quadrado
0 resto." Logo o0s egipcios aproximavam 7 por 256 /81 = 3,16049... algo bastante préximo de
3,14159... (Livio, 2006), o que nos leva a crer que propositalmente, ou ndo, a presenca de  é

plausivel.
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Alguns egiptélogos afirmam a existéncia de fatos que comprovam que ndo existe
presenca nem da Raz&o Aurea, nem de  (nem mesmo acidentalmente). Essa teoria é baseada
no conceito do seked, uma medida de inclinagdo dos lados da pirdmide, ou melhor dizendo
quanto era necessario mover horizontalmente para cada cubito vertical. Calculos como este
estdo presentes no Papiro Rhind, e estdo descritos no livro de Richard J. Gillings, A Matematica
no tempo dos farads. Se observarmos as nove teorias examinadas por Roger Herz-Fischler em
seu artigo publicado no periédico Crux Mathematicorum em 1978, a teoria do seked é

provavelmente a correta, porém, sinta-se livre para acreditar em qualquer uma das teorias.

4.4 A PRESENCA DA RAZAO AUREA NO CORPO HUMANO

Quando se trata do corpo humano, algumas pessoas acreditam que certas partes seguem
a proporcdo aurea. Um exemplo frequentemente citado é a relagdo entre a altura total de uma
pessoa e a altura do umbigo. De acordo com essa interpretacdo, a distancia entre o topo da
cabeca e 0 umbigo é aproximadamente 1,618 vezes menor do que a distancia do umbigo até os
pés, e por consequéncia, a altura total da cabeca aos pés € 1,618 vezes maior que a distancia do
umbigo até os pés.

O arquiteto, urbanista, naturalizado francés, Charles-Edouard Jeanneret-Gris, conhecido
pelo pseuddnimo de Le Corbusier buscou uma proporcdo padronizada nomeada por ele de
“Modulor” (figura 54). Segundo John Summerson em “A linguagem cléssica da arquitetura”
(1982), “[...] nos primeiros anos da Segunda Guerra Mundial, Le Corbusier criou o sistema que
se chamou Modulor. Modulor é uma palavra composta a partir de module, ou seja, unidade de
medida, e section d’or ou sec¢do de ouro”. A suposicdo era que Modulor fornecia uma
proporcéao aproximada do corpo humano que poderia ser aplicada na arquitetura e na mecanica.
Segundo Livio (2006),

Um homem medindo seis pés (cerca de 1,83 m) parecendo um pouco com o familiar
logotipo do “homem do Michelin”, com seu brago erguido (até uma altura de 2,26 m,
foi inserido em um quadrado. A razdo entre a altura do homem (183 cm) e a altura de
umbigo (no ponto médio de 113 cm) foi escolhida precisamente em uma raz&o aurea.
A altura total (dos pés até o braco levantado) também estava dividida em uma razéo
aurea (em 140 cm e 86 cm) no nivel do pulso de um braco solto para baixo. Os dois
quocientes (113/70) e (140/86) foram subdivididos em dimensdes ainda menores de
acordo com a série de Fibonacci. Na versdo final do Modulor, duas escalas de
dimensdes de Fibonacci interespiralantes foram, portanto, introduzidas (“as séries
vermelha e azul”) (LIVI0O, 2006, p. 198)
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Figura 54. Modulor

2.280

Fonte: Arellano, Moénica, 2019.

Embora Le Corbusier tivesse opinides completamente céticas com relacdo a proporgéao
aurea antes de 1927, foi em 1931, ap6s a publicacdo de Matila Ghyka - Esthétique des
proportions dans la natureet dans les arts (a estética de propor¢fes na natureza e nas artes),

que, publicamente, esta opinido mudou.

[...] Le Corbusier podia apreciar a ansia pitagorica por uma harmonia alcangada por
razdes de numeros. Ele escreveu: “Mais que esses trinta anos passados, a seiva da
matematica fluiu através das veias do meu trabalho, seja como arquiteto, seja como
pintor, pois a musica esta sempre presente dentro de mim.” (LIVIO, 2008, p. 197)

Em 1948, Le Corbusier lancou o Modulor, e em 1955 o Modulor Il, que trazia
proporcdes semelhantes a figura 55.
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Figura 55. Medidas de O Modulor 2
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Fonte: Arellano, Monica, 2019.

A ideia € que o Modulor daria propor¢6es harmoniosas a tudo, maganetas, assentos,
gabinetes, espacos urbanos, edificios, voltando-se para uma ideia de padronizacdo na
arquitetura. No entanto, as medidas apresentadas pelo Modulor ndo remetem a proporcées
exatas aplicaveis a todo ser humano.

Leonardo Da Vinci é citado por utilizar a propor¢do aurea em suas obras, dentre elas o
Homem Vitruviano (figura 56). Entretanto, o fisico Donald E. Simanek em seu artigo
“Fibonacci Flim-Flam” (2010), explica que na relagdo entre o comprimento dos pés e a cabeca
e dos pés até o umbigo, apresentada previamente, ha pequenas discrepancias na medida. Logo,
se fosse do interesse de Da Vinci, com pequenas alteracdes ele poderia encaixar 0 umbigo na
proporcao aurea, mas nao o fez. Ao que parece, ele apenas queria relacionar o homem a um
circulo e a um guadrado. Também néo foi deixada no texto nenhuma mencao do nimero ¢, ou
da proporcdo aurea, o que nos leva a crer que ndo era essa a intencao.

Na figura 56 a linha preta inserida esta dividida na propor¢do aurea pelo ponto 4, e a
linha vermelha fica perpendicular a linha preta, que passa um pouco acima do umbigo,
evidenciando que ndo ha proporcao aurea nestas medidas.

A “Mona Lisa”, tela pintada entre 1503 e 1505 pelo artista Leonardo Da Vinci, € alvo
da procura pela Propor¢do Aurea. Basta tentar encontrar algum enquadramento da proporgio
aurea no quadro que vocé encontrara. Alguns exemplos estdo na figura 57, fato este que nédo

prova que foi colocado ali propositalmente.
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Figura 56. O Homem Vitruviano
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Fonte: DA VINCI, Leonardo, 1490, 35 x 26 cm. (Editado)

Figura 57. Proporcao Aurea na Mona Lisa

Fonte: DA VINCI, Leonardo. Mona Lisa. 77x53 cm.
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A percepcéo da beleza e da estética varia cultural e individualmente, e a ideia de que a
proporc¢do &urea € a chave para a beleza perfeita ndo é apoiada por evidéncias cientificas solidas.
Enquanto a proporcdo aurea € fascinante e aparece em muitos contextos naturais e artisticos,
sua aplicacao especifica ao corpo humano pode ser mais uma questdo de preferéncia estética
do que de regra universal. E importante observar que a aplicagdo da proporgdo aurea ao corpo
humano nédo é universalmente aceita na comunidade cientifica ou na pratica médica, portanto,
ndo se sinta frustrado caso pegue uma fita métrica e verifique que vocé ndo se adequa a

proporcao aurea.

4.5 A PRESENCA DA RAZAO AUREA NA ARTE

O Renascimento, foi um movimento cultural que aconteceu na Europa, entre os seculos
XIV e XVI, este movimento traz o uso da Razdo Aurea para as artes. A principio especula-se
que o pintor pds-impressionista francés, Paul Sérusier, foi o primeiro artista a utilizar a Razao

Aurea.

Figura 58. Melancolia

Fonte: Museu de Arte da Universidade de Princeton
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A partir de Sérusier, temos também o escultor italiano Jacques Lipchitz com seus tragos
cubistas. Mais a frente, no século XX, temos Le Corbusier inserindo a Razdo Aurea em sua
obra O Modulor (publicada entre 1943 e 1950), e na arquitetura de Paris. Albrech Durer, pintor
alemdo, também demonstrava ter conhecimento sobre a razdo aurea. Seu conhecimento
matematico pode ser observado na gravura Melancolia (1514) (figura 58) onde observa-se
alguns sélidos geométricos, um compasso, entre outros.

Embora a proporcdo aurea seja vista em muitas obras de arte famosas e estruturas
arquitetobnicas notaveis, ndo pode ser tida como o Unico elemento que as torna grandes. A
criatividade, a expressao pessoal e outros principios de design também desempenham papéis

fundamentais.

4.5.1 Leonardo Da Vinci

Leonardo di Ser Piero da Vinci (1452-1519), nascido na Itélia, foi um polimata, que
teve seu grande destaque como pintor, mas se manteve grandioso nas mais diversas areas, como
engenharia, anatomia, masica e boténica. Da Vinci € conhecido por suas obras, sendo as mais

famosas Mona Lisa e A Ultima Ceia.

[...] Leonardo encontrou Pacioli pela primeira vez em 1496, na Corte de Mildo. O
septuagésimo primeiro capitulo de Divina (o final da primeira parte do livro) foi, nas
palavras de Pacioli: "Terminado nesse dia de 14 de dezembro, em Mil&o, em nosso
tranqliilo ano de 1497." A primeira versdo (e aquela cuja autenticidade é certa) da
"Virgem dos Rochedos" foi, portanto, concluida cerca de dez anos antes que Leonardo
tivesse a oportunidade de ouvir diretamente de fonte segura sobre a "proporcdo
divina". Assim, a afirmacéo de que Leonardo usava a Razdo Aurea na "Virgem dos
Rochedos" significa acreditar que o artista adotou essa proporcdo antes mesmo de
comegar sua colaboragdo com Pacioli. Embora isto ndo seja impossivel, ndo existe
evidéncia que sustente esta interpretagdo. (LIVIO, 2006, p. 188)

Isso significa que ndo ha provas que Da Vinci usou a Propor¢do Aurea em suas obras?
Em 1490 vemos Da Vinci relacionar as feicdes humanas a retangulos (figura 59), e encontramos
até mesmo alguns retangulos proximos do Retangulo Aureo em seus esbocos, mas feitos de
modo grosseiro, o que nos leva a crer que néo foi algo proposital, vemos que as linhas formadas

ndo sdo retas como as feitas com régua.
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Figura 59. Cabeca masculina no perfil com proporgoes.

Fonte: DA VINCI, Leonardo. 280x222 cm. (Editado)

Nas obras feitas ap6s 1496, temos: A Ultima ceia (pintada entre 1493 e 1498), Salvator
Mundi (possivelmente pintado entre os anos 1490 e 1500), Mona Lisa ou La Gioconda (pintado
entre 1503 e 1506), A Virgem e o Menino com Santa Ana (foi executada em 1510), Sdo Jodo
Batista (entre os anos 1513 e 1516), destas, apenas Mona Lisa € apontada por conter as
Proporcdes Aureas, mas sdo tantas as especulacdes e controvérsias sobre esse enquadramento,
que tornam faceis as conclus@es precipitadas.

Mas ha ilustracdes (figura 60) que podemos afirmar com certeza que a proporcao foi
intencional. Elas estdo no livro Divina proportione (1509), escrito por Luca Pacioli, e ilustrado
por Leonardo da Vinci. O titulo do livro se refere a Divina Proporcéo e suas aplicagdes, o
escritor creditava a Leonardo Fibonacci como a fonte para a matematica contida no livro, e

acreditava que a Razao Aurea era a manifestacdo do proprio Deus.

Figura 60. (a) Esqueleto do Icosaedro Regular (b) Esqueleto do Dodecaedro Regular
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Fonte: Pacioli, 1509.
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4.5.2 Salvador Dali

Salvador Dali (1904-1989) foi um proeminente pintor surrealista espanhol conhecido
por suas obras excéntricas e imaginativas. Nasceu em Figueres, na Catalunha, Espanha. O
repertorio artistico de Dali incluia pintura, escultura, fotografia, cinema, entre outros. Algumas
de suas obras mais famosas incluem "A Persisténcia da Memoria", que apresenta os iconicos
relogios derretendo, e "Os Elefantes".

Na obra A Ultima Ceia, ou Sacramento da Ultima Ceia (figura 61), Dali retrata Jesus e
seus doze discipulos celebrando a mais famosa Santa Ceia. Jesus parece translicido, pois ndo
apresenta sombra e aponta para cima, onde vemos um dodecaedro e uma figura humana de
bracos abertos, podendo representar o Espirito Santo, ou até mesmo Deus. Todos os discipulos
estdo com a cabeca abaixada de maneira que seus rostos ndo sao vistos, um deles tem uma toga
amarela, diferente dos outros, podendo ser Judas ou Pedro. A pintura tem dimensdes 166,7 X
267 cm, e apresenta padrdes de simetria, como se estivesse espelhada. Dali pintou sua obra com
uma influéncia particularmente forte de Leonardo Da Vinci, que pintou A Gltima ceia, e seguiu
alguns principios matematicos derivados de seu estudo do Renascimento. Apesar de alguns
autores afirmarem o uso da Razdo Aurea no quadro, ndo afirmaremos neste trabalho que ele o
fez, mas existem fortes indicios. O autor das obras conta que “Queria materializar o maximo de
instantaneo luminoso e pitagorico baseado na comunhdo celestial do niumero doze: doze horas
do dia — doze meses do ano — doze pentagonos do dodecaedro — doze signos do zodiaco ao

redor do sol — doze apostolos em torno de Cristo”.

Figura 61. Sacramento da Ultima Ceia

Fonte: DALI, Salvador, 1955, 166,7 x 267 cm.
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4.5.3 Rafael Araujo

Nascido em Caracas na Venezuela, o arquiteto e ilustrador Rafael Araujo, produz
ilustracGes a mais de 40 anos usando lapis, compasso, régua e transferidor. De maneira a fugir
do acabamento digital, de acordo com o autor em uma entrevista para o site ArchDaily “Cada
desenho é um algoritmo exato, no qual a graga do design depende da qualidade e dos pardmetros
utilizados”. Rafael Araujo publicou um livro chamado Golden Ratio Coloring Book, e também

produziu ilustracdes para o livro The Golden Ratio (Meisner, 2018), como a figura 62.

Figura 62. The Golden Ratio
i T XSS TN

Fonte: Meisner (2018, p. 2)

Na Figura 63 podemos notar fortemente a presenca da Raz&o Aurea em seu processo de
construcio, tendo a Espiral Aurea em perspectiva logo abaixo de um Icosaedro, contendo as
medidas 1 X ¢, e 0 mesmo retangulo aparece de outras perspectivas dentro do sélido.

Nestes casos podemos assumidamente dizer que o artista faz uso de Proporcdes Aureas,
mas também ndo evita outros tipos de proporcdes, sempre buscando aplica-las com harmonia.
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Podemos ver em alguns trabalhos a presenga de outras ferramentas como por exemplo, a Espiral

Logaritmica.

Figura 63. Icosahedron

Fonte: Araujo, Rafael (2022).

4.6 A PRESENCA DA RAZAO AUREA NA NATUREZA
4.6.1 A filotaxia das plantas

Muitas vezes, as plantas exibem padrdes de filotaxia (padrdo de distribuicdo das folhas
ao longo do caule) que se aproximam da sequéncia de Fibonacci. Algumas plantas tém folhas
dispostas de tal forma, que o nimero de voltas completas em torno do caule para chegar a uma
folha sucessiva segue a sequéncia de Fibonacci. Isso acontece, pois as folhas ndo sobrepdem
umas as outras, ja que isso impediria as folhas de baixo de receberem a luz do Sol e a umidade.

Nas tilias americanas, as folhas aparecem geralmente em dois lados opostos
(correspondendo a metade de uma volta em torno dos ramos), o que é conhecido como razéo

filotaxica ¥ (figura 64). Na amoreira, a passagem de uma folha para a seguinte envolve um
terco de uma volta (razéo filotaxica g). A macieira tem folhas a cada % a pereira tem folhas a
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Figura 64. Tilia Americana

Tilia americana

Fonte: Larry Korhnak, University of Florida

Uma das descobertas dos irmaos Bravais, em 1837 (Livio, 2006), foi que novas folhas
avangam mais ou menos no mesmo angulo em volta da planta, e que este angulo (conhecido
como o angulo de divergéncia) em geral é préximo de 137,5 graus (que as vezes € chamado de
Angulo Aureo), e acaba sendo proximo, também, da raz&o 8/21. Nesse tipo de planta vemos as
folhas bem distribuidas de forma que ndo sobrepdem umas as outras, como as plantas rosuladas

(figura 65). Se fizermos ? obtemos aproximadamente 222,5 graus que é o angulo replementar

de 137,5 graus, se o angulo de divergéncia fosse por exemplo, um multiplo de 360, as folhas

comegariam a se sobrepor, deixando partes vazias sem nenhuma folha.

Figura 65. (a) Bromélia Imperial, (b) Echeveria Tobarensis

Fonte: Roberto Verzo, Juliana Yata
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Outra presenca da Sequéncia de Fibonacci esta nos parastichies de pinha e no Abacaxi,
como aponta Livio (2006, p. 131), quando diz que

Os abacaxis de fato fornecem uma manifestacdo verdadeiramente bela de filotaxia
baseada em Fibonacci. Cada camada hexagonal na superficie de um abacaxi é parte
de trés espirais diferentes. A maioria dos abacaxis tem cinco, oito, treze ou vinte e
uma espirais de inclinagio crescente na sua superficie. Todos esses sdo nimeros de
Fibonacci.

Um exemplo classico da presenca da Sequéncia de Fibonacci, € o girassol. Se
observarmos 0s girassois, nota-se que as sementes estdo dispostas em espirais. 1sso €
considerado uma forma de otimizacdo para as plantas maximizarem a exposicdo ao sol e a
eficiéncia na embalagem das sementes. A contagem dessas espirais em cada direcdo muitas
vezes resulta em nimeros de Fibonacci. Geralmente as espirais tem em um sentido 34 espirais,
e em outro 55 espirais, podendo variar com quocientes de numeros de espirais de 89/55 e
144/89. Todos esses numeros sdo razdes dos Nimeros de Fibonacci com termos imediatamente
anteriores (Livio, 2006).

No caso das pétalas de algumas flores, como lirios que apresentam trés pétalas, rosas
gue em sua maioria apresentam cinco, rosaceas que algumas vezes apresentam oito e algumas
margaridas com treze pétalas, o nimero de pétalas corresponde a um numero da Sequéncia de
Fibonacci. Um exemplo pode ser encontrado na Dryas octopétala, uma rosacea, também
chamada de driade-de-oito-pétalas (figura 66) cuja flor apresenta oito pétalas, o que é pouco

comum em rosaceas.

Figura 66. Dryas octopetala

Dryas octopetala L., 30 June 2012, © Copyright Frangoise Alsaker — Rosaceae
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Vemos também algumas flores de 5 pétalas, frutas, verduras e legumes de padréo
pentagonal serem relacionadas ao pentagrama e ao pentagono, formas que facilmente podem

ser relacionadas ao nimero ¢.

Figura 67. (a) Macé (b) Quiabo (c) Pervinca (d) Campanula carpatica.

Fonte: iStock, Aala images, Carlos Manta, Rukki Media

A correlacdo entre o niamero de pétalas ser um nimero da Sequéncia de Fibonacci ndo
é uma regra rigida, e existem muitas outras razdes pelas quais o nimero de pétalas pode variar.
Fatores genéticos, ambientais e evolutivos também desempenham um papel na determinagéo
do nimero de pétalas de uma flor.

Em resumo, embora haja uma associacdo ocasional entre o nimero de pétalas de
algumas flores e a Sequéncia de Fibonacci, ndo é uma regra universal e existem muitas

excecoes.

4.6.2 O padrao espiralado da concha de Nautilo e das Galaxias

“A concha do molusco Nautilus ¢é, talvez, o exemplo mais famoso nesse assunto, mas
hoje sabemos que ela ndo é uma espiral aurea, como ja mostrado por Clemente Falbo

no artigo ‘Espirais da concha do mar’ publicado na Science. A confusio ocorre porque
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ela se encaixa na categoria de espiral logaritmica, na qual a espiral durea também se
encontra”. (PECK, 2007)

Caso tentemos enquadrar a concha de Nautilo na espiral durea, € notado que raramente
o formato ficara perto da espiral. 1sso acontece pois o Nautilo cresce de acordo com o conceito
da espiral logaritmica, como a espiral apresenta na figura 68. A espiral durea é uma espiral

logaritmica, mas nem toda espiral logaritmica é uma espiral aurea.

Figura 68. Espiral Logaritmica

)

Fonte: Acervo pessoal.

A Espiral Logaritmica foi estudada por Jacob Bernoulli (1655-1705) que a chamou de Spira
Mirabilis (Espiral Maravilhosa). O nome Espiral Logaritmica é usado pois a sua expressdao com
coordenadas polares é dada por 7(8) = R - e?°°%(®) onde R é o raio associadoa® = 0ea éa
amplitude da espiral. Se a amplitude for 90° a espiral sera um circulo. No exemplo da figura 68
acima a = 74,5° e R = 0,1, a espiral é por vezes chamada de Espiral Equiangular, isso se da
pelo fato de que quanto mais afastada do ponto central 0, mais proximo o angulo formado entre
a tangente a curva com a reta de origem em O ficara da amplitude, angulo representado como
B na figura 68, se tornando aos poucos um angulo constante.

E comum vermos imagens semelhantes a figura 69 (a) serem usadas como exemplo da
Espiral Aurea na natureza, mas observe como a concha se adequa melhor ao formato da Espiral
Logaritmica, observe este exemplo da espiral logaritmica encontrado sem muito esfor¢o, com
a = 80,72°e R = 0,1 na figura 69 (b).
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Figura 69. (a) Espiral Aurea na concha de Nautilo (b) Espiral Logaritmica na concha de Nautilo.

Fonte: Chris 73 (Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0 Unported license)/ Wikipedia’s Mathematics
Portal) (Editado)

Utilizando de malabarismo nimerico, poderiamos dizer até que a expressao que melhor

se adequa a concha seria (figura 70):

1 &
r(@) = —5- v
§08

Figura 70. Concha de Nautilo com espiral do autor.

Fonte: Chris 73 (Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0 Unported license)/ Wikipedia’s Mathematics
Portal) (Editado)

O fato é que a beleza da Raz&o Aurea esta na simplicidade. A expressdo acima néo nos
permite ver beleza por se tratar de algo tdo complexo, que ndo mantém certa naturalidade.
A formagdo e evolucdo das galéaxias espirais (figura 71) ainda sdo areas ativas de

pesquisa na astronomia. Acredita-se que 0s bracos espirais sejam regides de formagéo estelar,
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onde novas estrelas nascem a partir do gas interestelar. A influéncia da gravidade, campos
magnéticos e interagdes com outras galéxias também desempenham papéis importantes na

determinacéo da estrutura final de uma galaxia espiral.

Figura 71. Galaxia NGC 6744

st

Fonte: NASA.

Figura 72. Via Léactea

Fonte: NASA.

Essa caracteristica espiral das galaxias estd presente na nossa galéxia, a Via Lactea
(figura 72), e € uma das muitas formas fascinantes que astronomos estudam para entender a
natureza e a evolucao do universo. E comum vermos essa caracteristica ser relacionada a Espiral
Aurea, onde geralmente a semelhanca n&o existe. Assim, é mais provavel encontrar um padrao
da Espiral Logaritmica que se encaixe.
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5 ABORDAGEM DA SEQUENCIA DE FIBONACCI NO ENSINO FUNDAMENTAL
E DISCUSSOES

No contexto educacional fundamentado na Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
a aplicacdo da Sequéncia de Fibonacci no Ensino Fundamental Anos Finais, faz complemento
as habilidades e objetos de conhecimento previstos. E esperado que o aluno solucione
problemas envolvendo o conjunto dos numeros naturais, inteiros e racionais. Entretanto, é
previsto também a abordagem de numeros irracionais: “Para que aprofundem a nocdo de
namero, é importante colocé-los diante de problemas, sobretudo os geométricos, nos quais 0s
nimeros racionais ndo sao suficientes para resolvé-los, de modo que eles reconhecam a
necessidade de outros numeros: os irracionais”. (BRASIL, p. 269)

De acordo com a BNCC, componente curricular matematica do sétimo ano do Ensino
Fundamental, prevé de acordo com a EFO7MA14 que “Classificar sequéncias em recursivas e
ndo recursivas, reconhecendo que o conceito de recursdo estd presente ndo apenas na
matematica, mas também nas artes e na literatura” (BRASIL, 2018, p. 307). Ademais, a
habilidade EFO07MA1S5, consiste em “Utilizar a simbologia algébrica para expressar
regularidades encontradas em sequéncias numéricas.” (BRASIL, 2018, p. 307).

Em uma abordagem ao componente curricular matematica do oitavo ano do Ensino
Fundamental, ¢ possivel localizar a habilidade EFOSMA11, que se resume em “Identificar a
regularidade de uma sequéncia numerica recursiva e construir um algoritmo por meio de um
fluxograma que permita indicar os nimeros seguintes” (BRASIL, 2018, p. 313).

Ao inserir a Sequéncia de Fibonacci no ambito escolar, é importante que o professor se
atente inicialmente a apresentacdo da sequéncia e suas propriedades de formacdo. Apo6s o
primeiro momento, é importante que o professor faca uso da historia matematica visto que, por
D’Ambrosio (2009, p. 29) ela ¢ “[...] fundamental para se perceber como as teorias e praticas
matematicas foram criadas, desenvolvidas e utilizadas [...]”.

No contexto historico-matematico, o tema abordado possui caracteristicas que remetem
ao eurocentrismo, referindo-se a tendéncia de atribuir uma énfase excessiva a contribuigéo
europeia para o desenvolvimento da matematica, enquanto subestima ou até mesmo ignora as
contribuicbes de outras culturas e civilizagdes. Historicamente, muitos curriculos de
matematica e livros didaticos tém sido dominados por uma narrativa eurocéntrica, que destaca
os feitos de matematicos europeus como Descartes, Newton, Euler e outros, enquanto

negligencia as realizagfes de matematicos de outras partes do mundo.
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Em contrapartida ao eurocentrismo, a matematica é uma disciplina global, e vérias
civilizagdes antigas e contemporaneas, como 0s egipcios, babildnios, indianos, chineses, arabes
e muitas culturas indigenas ao redor do mundo, fizeram e fazem contribuicdes significativas
para 0 desenvolvimento da matematica. Essas contribui¢fes incluem avangos em areas como
algebra, geometria, trigonometria, célculo, e teoria dos numeros.

Superar o eurocentrismo na matematica requer reconhecer e valorizar as contribui¢es
matematicas de diferentes culturas e civilizacGes. O ambiente escolar se faz excelente ponto de
partida para a abordagem e discussdo do tema. Assim, incorporar essas perspectivas diversas
nos curriculos escolares e materiais de ensino seria de grande importancia. 1sso ndo apenas
oferece uma visdo mais precisa e inclusiva da historia da matematica, mas também ajuda a
promover a diversidade e a equidade no ensino e na aprendizagem da disciplina.

Por fim, inclusdo da Sequéncia de Fibonacci no ambiente escolar, pode ser vista a partir
de inUmeras perspectivas, apresentando ao professor possibilidades de interdisciplinaridade,
além de abordar a aprendizagem ativa e o uso de midias digitais em sala de aula. Por se tratar
de uma sequéncia famosa, existem historias, especulacgdes, teorias e estudos que buscam aplica-
la nos mais diversos aspectos da vida cotidiana, arte e historia.

Ao conhecer toda a histéria por tras desta tdo enigmatica sequéncia, e algumas
especulacBes a respeito de sua relagdo com a propor¢do aurea e 0 nUMero ¢, espera-se que 0
aluno desenvolva um olhar critico investigativo, participando ativamente do estudo. Assim, 0

professor deve conduzir discussdes em sala de aula, como escreve Franco (2021):

[...] indagar o aluno se o conteido tedrico apresentado foi Util, o que ele pode levar
para o seu cotidiano; se consegue visualizar a matematica com mais facilidade nos
objetos, principalmente a proporcao aurea. E assim, o professor podera fazer qualquer
outro questionamento durante a discussdo. Este deve ser o momento da reflexdo dos
resultados que podem ser alcancados com a proposta. (FRANCO, 2021, p. 20)
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Quando abordamos o tema Razdo Aurea e a Sequéncia de Fibonacci, procurando sua
presenca na natureza de maneira natural, notamos que sdo muitos o0s casos onde elas nao se
encaixam. Em alguns casos isolados é possivel notar sua presenca, mas nem sempre de maneira
perfeita, o que traz a necessidade de uma certa tolerancia na hora de tratar os dados.

O que podemos afirmar é que a razdo aurea se apresenta de maneira muito mais
filoséfica, histdrica e artistica. O que torna seu estudo mais curioso, é a narrativa misteriosa de
desvendar o que é real e onde ela esté presente.

Ao discutir a propor¢do aurea, € essencial ter em mente alguns cuidados para garantir
uma compreensao precisa e evitar equivocos, assim, € importante contextualizar corretamente
0 conceito da proporcao aurea. Ela pode estar presente na natureza, arte, arquitetura e até mesmo
em alguns aspectos da anatomia humana, o que néo significa que sempre estard. Embora a
proporcdo durea seja fascinante e amplamente discutida, é importante evitar generalizacfes
exageradas ou aplicacdo inadequada do conceito. Nem todos os elementos na natureza ou na
arte seguem estritamente essa proporcdo. Proporgdes que resultam no numero 1,6 podem
aparecer frequentemente, nimero este que esta bem proximo do estudado neste trabalho.

Devemos reconhecer a importancia historica da proporcdo aurea em varias culturas e
seu papel na estética e no design ao longo do tempo. Ao abordar o tema, seja em um trabalho
académico, seja na pesquisa, seja em sala de aula, é importante apresentar exemplos relevantes
para facilitar a compreensdo do tema, e ter em mente que a criatividade muitas vezes transcende
as limitacGes de qualquer formula matematica. No contexto escolar, a aplicacdo da Sequéncia
de Fibonacci e a Proporcdo Aurea, incluindo seu aspecto historico, apresenta grande
contribuicdo a comunidade académica e a formacao de individuos com pensamento critico e
olhar investigativo.

Existem diferentes pontos de vista sobre a aplicacdo e relevancia da proporgao aurea em
diferentes contextos, portanto, estar disposto a discutir e considerar diferentes perspectivas de
um mesmo tema, ou aspecto, € importante. Por fim, pode-se afirmar que a propor¢do aurea é
uma ferramenta conceitual e matematica valiosa, mas ndo é o Unico principio estético e

conceitual a ser considerado.
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