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Resumo:

O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar uma introducdo dos Fractais no
Ensino Médio, com enfoque na abordagem pratica de conceitos matematicos, principalmente aqueles
relacionados as operagoes com polindmios, com a exploracao de processos iterativos, férmulas gerais
e algoritmos e estimulo ao uso de tabelas. Essa iniciativa objetiva fornecer uma perspectiva visual e
recursiva para a compreensao de padroes, fundamentando-se na propriedade de autossimilaridade
dos fractais. Adaptada aos requisitos da BNCC, essa abordagem pratica é um exemplo de estratégia

pedagogica inovadora na aprendizagem matematica.

Palavras-chave:
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Abstract: This work aims to present an introduction on fractals at high school level, with focus
the practical approach of mathematical concepts, specially those related to polinomial operations,
exploring iterative process, general formulae and algorithms and incentive to the use of tables. This
initiative aims to provide a visual and recursive perspective for the understanding of patterns, based
on the self-similarity property of fractals. Adapted to the requirements of the BNCC, this practical

approach is an example of an innovative pedagogical strategy in mathematical learning.
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1 Introducao

No cenéario atual da educacdo matemadtica, destaca-se uma crescente busca por estratégias
pedagdgicas inovadoras que visam tornar as aulas mais envolventes e eficazes no processo de ensino-

aprendizagem. Uma possivel estratégia pedagogica é a utilizagdo de processos ilustrativos, que
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possam surgir como resultado da aplicagdo de conceitos sendo estudados pelos alunos em sala de
aula. Nessa linha de atuagdo, um tépico matematico de grande apelo visual seriam os fractais. Elvia

Mureb afirma[l], que:

A introducéo de fractais no Ensino Médio, além de satisfazer a curiosidade de quantos
j& ouviram falar neles, propicia a oportunidade de trabalhar com processos iterativos,

escrever féormulas gerais, criar algoritmos, |...] e estimulo ao uso de tabelas .

Nesse contexto, o presente trabalho apresenta uma proposta de introduzir os fractais como ferra-
menta visual, especialmente focalizada na abordagem pratica de conceitos matematicos, notadamente
aqueles relacionados as operacges com polinémios. Para isso é necessario que a introdugao de fractais
no ambiente educacional também forneca uma perspectiva visual e recursiva para a compreensao de
padroes matemaéticos complexos. A propriedade de autossimilaridade dos fractais pode ser usada
para ilustrar um processo algébrico recursivo com polinémios.

A proposta pedagdgica consiste na utilizacao da recursividade do bindémio de Newton e seu apelo
visual ilustrado pelo Triangulo de Pascal. Pretende-se com isso mostrar como um processo recursivo
resulta na propriedade de autossimilaridade de uma estrutura fractal. A atividade proposta néao se
limita & ampliacdo da compreensdo dos fundamentos matematicos, mas se estende a consolidagao
de habilidades nas operacées com polindmios, melhorando a percepc¢ao dos estudantes sobre a
recursividade e a estruturacdo dos fractais. A abordagem pratica incentiva os alunos a investigarem
os padroes visuais nos coeficientes do Triangulo de Pascal, culminando na identificacdo de um padrao
analogo ao fractal.

Segundo Margarida Milani[?], quando h& trabalhos e pesquisas realizadas utilizando fractais no
ensino médio e fundamental, pode-se abordar alguns conceitos que auxiliam os estudantes a aprender

melhor e desenvolver habilidades que podem ser abordados destacando, (sic) “

... Intuicao, Logica,
razdo, Dedugao, Férmulas, Processos Iterativos (algoritmos), Padrées Numéricos [...] entre outros.”

A atividade proposta nao se limita a atender aos requisitos curriculares, mas alinha-se & filosofia
da Base Nacional de Comum Curricular (BNCC) ao promover uma abordagem que vai além da
teoria, incentivando os alunos a explorarem conceitos como intuigao, légica, dedugao e processos
iterativos.

Dessa forma, a introducao aos fractais no ensino de polinémios, embora desafiadora, representa
uma oportunidade inovadora para promover uma educacdo mais dindmica e motivadora. Ao
estimular a aplicacao pratica de conceitos matematicos, essa abordagem visa ndo apenas aprimorar a
compreensao dos alunos, mas também prepara-los para enfrentar desafios e desenvolver habilidades

essenciais para o século XXI.

2 Fractais

2.1 Fractais definidos por Autossimilaridade

Uma definigao rigorosa de Fractais pode ser demasiadamente complexa para o escopo desse traba-
lho. Como alternativa, sera apresentada uma definicdo menos formal, que facilitard o entendimento

dos conceitos e processos a serem explorados.



Definicao 2.1.1 (Autossimilaridade). A representagdo grifica de um conjunto de pontos possui
autossimilaridade se caracteristicas globais relacionadas a dispersdo espacial e propriedades estatisticas

desses pontos sao as mesmas em regioes que representam subconjuntos desses pontos.

Basicamente, essa definicdo de autossimilaridade pretende trazer a ideia de que a ampliacio
grafica, zoom, de uma regidao de uma figura autossimilar mostrara uma imagem que pode ndo ser
idéntica a figura original, mas apresenta estruturas e elementos graficos com disposi¢oes semelhantes.
A Figural mostra a autossimilaridade em um grafico gerado por computador, se assemelhando a

uma folha.

Figura 1 — Folha Autossimilar. Fonte:https://pt.wikipedia.org/wiki/Fractal

Também no escopo desse trabalho, a seguinte definicao de fractal serd usada:

Defini¢ao 2.1.2 (Figura Fractal). A representacao grdafica de um conjunto de pontos que apresenta

autossimilaridade € chamada de Fractal.

A produgio da autossimilaridade nos fractais muitas vezes estd associada a processos recursivos
ou repetitivos. Ao realizar iteragoes de um processo especifico, como por exemplo, ao dividir uma
imagem em partes menores e aplicando um processo recursivo a essas partes, pode-se gerar a
autossimilaridade. Cada divisdo subsequente mantém caracteristicas semelhantes a estrutura original,
resultando em uma repeticdo de padroes em diferentes niveis de ampliacao|3].

A autossimilaridade[2] pode ser observada em diversos aspectos naturais, desde o desenvolvimento
das plantas até a anatomia humana, como ramifica¢es dos rios, a estrutura vegetal e até mesmo em
padroes aparentemente cadticos, como os graficos de algumas fungdes matematicas.

Essa propriedade dos fractais possibilita sua classificacdo com base nos métodos de formagaol[].

Os fractais podem ser agrupados em diferentes categorias, incluindo aquelas definidas por relagoes de
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recorréncia, como exemplificado pelo Conjunto de Mandelbrot. Além disso, ha os fractais aleatérios,
gerados por processos estocasticos, introduzindo uma dimensao de aleatoriedade em contraste com
os deterministicos. Outra categoria é representada pelos fractais provenientes do ponto fixo de um

sistema dindmico de passo discreto.

2.2  Processos Recursivos e Autossimilaridade

Definigao 2.2.1 (Processo Recursivo). Um processo é considerado recursivo se a iteragio em um
dado passo depende apenas dos resultados dos passos anteriores submetidos aos mesmos processos

que o geraram.
Um bom exemplo de processo recursivo é aquele utilizado para se definir a sequéncia de Fibonacci.

Definig¢ao 2.2.2 (Sequéncia de Fibonacci). A sequéncia de nimeros inteiros denominada Sequéncia
de Fibonacci apresenta seus dois primeiros termos como sendo 1 e 1 e os termos sequintes sao

obtidos pela soma dos dois termos anteriores.

Mediante o processo recursivo descrito acima, a seguinte sequéncia é obtida: {1,1,2,3,5,8,13,21,...

A série de Fibonacci é uma série recursiva por que cada termo na sequéncia é calculado em fungao
de seus antecessores imediatos. Esse padrao recursivo aparece em diversos aspectos da natureza e da
tecnologia, e inclusive no préximo exemplo de processo recursivo, que é a Maquina Copiadora de
Muiltiplas Redugoes (MCMR), pois essa maquina opera por meio de transformagoes geométricas e

iteracOes retroalimentadas para produzir imagens.

2.3 Maquina Copiadora de Multiplas Reducdes

A Méquina Copiadora de Mltiplas Redugbes é uma méquina conceitual que serve como um
exemplo de processo recursivo capaz de gerar fractais a partir das trés operacoes: redugoes, translacoes
e rotagoes da imagem original[5]. Essa maquina possui um sistema complexo que opera com base
em principios de transformagoes geométricas (translagéo, reducao e rotagao) e retroalimentagao
iterativa para gerar imagens, e possui uma série de lentes de reducgao, cada uma delas responsavel
por reduzir e dividir as mesmas imagens varias vezes. A figura 2 mostra uma imagem que foi gerada
pela MCMR, onde aparecem seis imagens, sendo a primeira formada por trés retdngulos e a iltima

serd um formato de um fractal.

Figura 2 — Processo de redugao de 3 retangulos, finalizando com um fractal (canto inferior direito),
reproduzida de [7].



Todas as imagens da figura 2 foram obtidas mediante copia, reducdo e translagdo. O processo
comeca com uma imagem original de trés retangulos. Dessa imagem original serao feitas trés imagens
reduzidas (etapa de reducio).

Essas novas imagens reduzidas serdo posicionadas no formato de um triangulo (etapa de trans-
lagdo), gerando a primeira iteracdo da imagem original, formando uma imagem com 9 retadngulos.
Assim se iniciard um novo processo recursivo, utilizando a imagem com 9 retdngulos. Dessa imagem
serao feitas trés imagens reduzidas (etapa de reducao). Esses 9 retdngulos menores serdo posicionadas
no formato de um tridngulo(etapa de translagao), gerando a segunda iteragdo da imagem original,
formando uma imagem com 27 retdngulos. Essa imagem com 27 retdngulos menores passara pelo
mesmo processo recurssivo (gerar 3 copias reduzidas e coloca -las no formato do tridngulo), gerarando
uma imagem com 81 retadngulos. Cada nova imagem gerada, passara pelo mesmo processo com as
etapas de reducao e translacdo, gerando uma série de iteracoes.

Essa série de iteracbes da MCMR continua até que as copias resultantes se aproximem de um
padrao ou estrutura geométrica especifica, como um fractal. Observa-se que uma maquina recursiva
pode produzir figuras fractais quando a autossimilaridade é intrinseca ao processo, como foi no

exemplo que gerou a figura 2.



3 Fractais Classicos

Os fractais, estruturas mateméticas complexas com propriedades de autossimilaridade em vérias
escalas, representam um campo fascinante na mateméatica moderna. Este capitulo explora trés
exemplos notaveis de fractais: o conjunto de Cantor, o tridngulo de Sierpinski e a curva de Koch,
seguindo o exposto em [5]. Ao observar e analisar suas construgoes, propriedades e conexdes com

conceitos matematicos fundamentais, busca-se entender essas estruturas fractais e suas caracteristicas.

3.1 Conjunto de Mandelbrot

O matematico Benoit Mandelbrot é conhecido como o pioneiro no estudo e descri¢ao dos fractais
nos anos 1970. Ele usou o termo "fractal"em 1975 para descrever formas geométricas fragmentadas e
irregulares que se repetem em diferentes escalas, que podem surgir da representacdo de processos em

diversas areas como biologia, fisica, astronomia e financas.

Figura 3 — Representacdo do conjunto de Mandelbrot no plano complexo. Figura retirada de
https://revistapesquisa.fapesp.br/o-pai-dos-fractais/.

Figura 4 — Autossimilaridade observar as bordas do Conjunto de Mandelbrot, reproduzido de [(].

O conjunto de Mandelbrot é um conjunto de pontos num plano complexo que possuem uma
propriedade especifica relacionada a sua estabilidade em sistema dindmico, como sera detalhado a
seguir. A representacio grafica desse conjunto no plano complexo, gerada por computador, é uma
figura fractal que exibe circulos ornamentados com extremidades espinhosas, espirais e filamentos,
ilustrando a complexidade infinita dos fractais, como pode ser visto na figura 3. A autossimilaridade

dessa figura fractal pode ser vista na figura 4.
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Para definir o conjunto de Mandelbrot, é necessario definir o que é um mapa recursivo e o que é

a orbita de um ponto por um mapa.

Definicao 3.1.1 (Mapa Recursivo). Um mapa recursivo é uma fungao definida em um dominio
cuja imagem estd contida nesse dominio, de modo que elementos da imagem podem ser usados de

maneira a fazer um processo recursivo, adaptado de [?, 7]

Definicao 3.1.2 (Orbita de um ponto por um mapa). A sequéncia de elementos {e;} de um mapa
recursivo f obtida a partir de um ponto inicial eq é chamada orbita desse elemento ey por f,adaptado
de [7,7].

Por exemplo, a fun¢do f : C — C definida por f(z) = 22+ 2i pode ser usada como mapa recursivo.
Aplicando recursivamente f ao ponto 0, obtém-se a seguinte sequéncia numérica: {2, —4 + 24,12 —
144, ...}. Nesse exemplo, f é o mapa recursivo e a sequéncia numérica obtida é a 6rbita da origem
por f. Outro exemplo: a funcio f : C — C definida por f(z) = 2% + 1 também pode ser usada
como mapa recursivo. Aplicando a recursivamente f ao ponto 1 — 24, obtém-se a seguinte sequéncia
numérica: {—15 — 164, 8145 — 73044, ...}.

O conjunto de Mandelbrot é uma colecio de pontos no plano complexo. Esses pontos sdo obtidos
a partir de um mapa recursivo definido pela familia de func¢ées complexas a um parametro c, dada

por: f.(z) = 2% + ¢. A seguinte definicio para o conjunto de Madelbrot foi adaptada de [7]:

Definicao 3.1.3 (Conjunto de Madelbrot). Seja f. a familia de fungées complexas a um parametro
¢ dada por f.: C — C, f.(z) = 22 + c. Se a drbita da origem por uma funcio f. permanece sempre
limitada com mddulo menor ou igual a 2, entdo o parametro ¢ dessa funcdo é um elemento do

conjunto de Mandelbrot:

M = {c e C|f2(0)] < 2}. (1)
Uma férmula pratica para a érbita da origem por uma fungdo f. pode ser obtida:

20 = fc(o) = (2)

Zn4+1 = z?1 +c (3>

Por essa féormula, o conjunto de Mandelbrot pode ser definido como os valores de zp para os
quais max{|z,|}52, < 2. O processo de constru¢ao do conjunto consiste em aplicar essa férmula
repetidamente para cada ponto ¢ no plano complexo. Inicia o processo de verificacdo para cada um
dos valores de ¢, e se a sequéncia resultante z,, permanecer limitada, pode se dizer que esse ponto
pertence ao Conjunto de Mandelbrot[3].

A seguir segue um exemplo de ponto que pertence ao Conjunto de Mandelbrot, fazendo uma
simulacido para verificar se o ponto ¢ = —1 pertence ao Conjunto de Mandelbrot. Aplicando a

recorréncia z,11 = 22 + ¢, sendo zg = 0, obtém-se os seguintes valores:

z1:z§—1:—1

zgzz%—lzo
zgzz%—lz—l

z4:z§—1:0



Como observa-se que para os pontos, ¢ = —1, os valores de z, ficam variando entre 0 e -1, nesse
caso, esse ponto pertence ao conjunto de Mandelbrot. Dessa forma, de acordo com a figura 3, os
pontos que pertencem ao conjunto de Mandelbrot serdo coloridos de preto.

A seguir, serao apresentados alguns pontos para verificar se pertencem ao conjunto de Mandelbrot:
e Para c = 2, os valores para z, tendem ao infinito:

zlzzg+2:2
=22 +2=6
23 =25 +2=238
2y = 23 + 2 = 1446

Nesse caso, os pontos nao pertencem ao conjunto de Mandelbrot, pois o valor de z, tende ao

infinito.

e Para ¢ = 0.14, os valores para z, ficam limitados, ou seja:
21 =2040,1i=0,1i

29 = 22 40, 1i = 0,002i — 0,0099
23 = 22 40, 1i = —0,0000396i -+ 0,00009401

Como o valor de z, ndo tende ao infinito,0s pontos pertencem ao conjunto de Mandelbrot.
e Para ¢ = 2 + i, os valores para z, tendem ao infinito, ou seja:
=25 +2+i=1+2
Zg =23 +24+i="5i+5
23 = 25 + 241 =51i + {2
zy = 23 +2+i =205 — 2595 ..

Nesse caso, ¢ ndo pertence ao conjunto de Mandelbrot, pois o valor de z, tende ao infinito

3.2 Conjunto de Cantor

A defini¢ao do Conjunto de Cantor, pode ser vista em [J]:

Definicao 3.2.1 (Conjunto de Cantor). O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do
intervalo [0, 1], obtido como complementar de uma reunido de intervalos abertos, do sequinte modo:
retira-se do intervalo [0, 1] seu ter¢o médio aberto (1/3,2/3). O conjunto K dos pontos nao retirados

é o conjunto de Cantor.



3.2.1 Construcdo do conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor é gerado através de um intervalo inicial, por exemplo, o intervalo de 0 a
1 na reta numérica. A Figura 5 mostra as primeiras itera¢oes feitas para construgdo do Conjunto
de Cantor. Na primeira iteracdo, deve-se dividir esse intervalo em 3 partes iguais, e retirar-se o
intervalo do meio. Na préxima iteracio, sobram dois intervalos, onde cada um desses intervalo, sera
dividido em 3 partes iguais, e retira-se o intervalo do meio de cada. Assim, sobram 4 intervalos,
esses serao divididos em 3 partes iguais, retirando o intervalo do meio de cada um. Esse processo,

dividir em 3 partes iguais e retirar intervalo do meio, serd feito infinitamente[5].
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Figura 5 — Construgao do Conjunto de Cantor.

A representacao do conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido
retirando os intervalos abertos, do seguinte modo:
A ETAPA 1 mostrada na Figura 5 do conjunto de Cantor, pode ser representada pela unido dos
o202
3] 3
Na ETAPA 2, é retirado o terco médio aberto de cada um destes intervalos. Sobra entao:

[Ol]UVl-U-Q?]UFl]
o)~ 193] T [379) T o

intervalos fechados:

Se os intervalos abertos forem chamados de I, I, I3, - - , I,,, sendo que esses intervalos foram

retirados ao longo do processo, o conjunto de Cantor K , pode ser interpretado como a unido abaixo:

Pode-se verificar que o conjunto de Cantor é um conjunto fechado, resultado da unido dos
fechados [0, 1] e (R — UI,).

Outro processo de identificar as partes da construcdo do Conjunto de Cantor pode ser feito da
seguinte forma: no inicio, apds a primeira etapa, as duas partes criadas sdo nomeadas como ‘E’ e
‘D’, representando esquerda e direita. Apds a segunda etapa, cada uma dessas partes é subdividida
novamente: a parte ‘K’ da etapa inicial é dividida em ‘EE’ e ‘ED’; e 0 mesmo acontece com a parte

‘D’. Isso continua gerando um padrao de etiquetas como ‘EE’, ‘ED’, ‘DE’, ‘DD’ e assim por diante[5].
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Figura 6 — Construgao do Conjunto de Cantor.

A Figura 6, mencionada no texto, resume essas trés primeiras etapas da construg¢do do Conjunto
de Cantor. A ideia é que cada etiqueta, composta por uma sequéncia de letras, representa uma
parte especifica do conjunto. Para gerar a escrita dessas letras, a convencao de leitura da esquerda
para a direita, assim como se faz com os niimeros no sistema decimal. Isso significa que cada letra
tem uma posi¢ao especifica na sequéncia, de forma semelhante aos digitos decimais em um ntmero,
EEE EED EDE EDD DEE DED DDE DDD. Essas etiquetas de sequéncias finitas identificam
situagoes especificas na constru¢do do Conjunto de Cantor. Quanto mais longa a sequéncia de
letras, mais avancada serd a etapa de iteracdo e menor o intervalo representado. A natureza fractal
do Conjunto de Cantor estd baseada na sua construcio iterativa, onde a retirada dos intervalos
gera outro intervalo que se assemelha ao original em varias escalas. Essa autossimilaridade é uma
caracteristica fundamental dos fractais. Portanto, observando o Conjunto de Cantor, a existéncia
de diferentes tamanhos de infinito é nitida, mas também mostra autos similares dos fractais na
matematica, onde a reprodugdo de padroes semelhantes ocorre em diferentes niveis de escala, um

dos principais fundamentos dos fractais.

3.3 Curva de Koch

Helge von Koch foi um renomado matematico sueco que se destacou em sua carreira como
professor e pesquisador na area de matematica pura. Em 1904, ele introduziu a Curva de Koch como

uma maneira de ilustrar conceitos matematicos complexos de forma acessivel, conforme [3].

3.4 Construcao da Curva de Koch

A curva de Koch possui autossimilaridade e por isso é considerada um fractal. Sua construgao
é feita a partir de um processo recursivo, como descrito a seguir. A partir de uma linha reta, a
curva de Koch é gerada dividindo-se cada segmento em trés partes iguais, substituindo o tergo do
meio por um tridngulo equildtero e removendo sua base. A Figura 7 mostra trés etapas, a primeira
etapa que aparece na figura mostra a reta ja dividida e com o tridngulo equildtero sem base. Na
proxima etapa, cada lado desse tridngulo é dividido em trés partes, e é substituido o terco do meio
por um tridngulo equildtero e removendo sua base e isso acontece também em outros dois segmentos.
Na ultima etapa, o mesmo processo serd feito em todos os segmentos[3]. A cada iteracdo, cada
parte da curva se assemelha a uma versao reduzida da curva completa, mantendo a mesma forma
bésica, mas com mais detalhes e complexidade. Isso significa que, ao ampliar diferentes proporgoes

da curva, observamos padroes semelhantes, repetidos em diferentes escalas, caracteristica marcante
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dos fractais.

Analisando a Curva de Koch, é possivel observar que em cada iteracdo, as caracteristicas da
curva, como o numero de segmentos, o comprimento de cada segmento e o comprimento total da

curva, podem ser registradas e acompanhadas ao longo do processo iterativo . Observe a Tabela 1:

Figura 7 — Construcao da Curva de Koch.

Tabela 1 — Férmulas do Comprimento da Curva de Koch

ITERACOES | QUANT. DE SEG. | COMPR. DOS SEG. | COMPR. TOTAL DA CURVA
: : o=t =) ¢
1 4 L=ty 4 = (%)1 0
: - = 1 == (3]
3 43 % 4-4 43%:433%:(§>3€
: . f v = (1)
n an L k= (1)t

Por inducdo matemética pode-se provar a generalizacgdo do comprimento total da Curva de Koch é:

4 n
C, = (3) [, paran >0

3.5 Floco de Neve de Koch

De acordo com [3], ao construir sobre cada lado de um poligono regular a sua curva de Koch, é gerado o
que é chamado de IlTha de Koch. Desse modo, surge a Ilha de Koch, também conhecida como Floco de Neve

de Koch.
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3.56.1 Construcdo Floco de Neve de Koch

O Floco de Neve de Koch é uma estrutura fractal que se desenvolve a partir de um processo iterativo
aplicado a um tridngulo equilatero. Esse processo consiste em aplicar a curva de Koch em cada lado do
tridangulo original. Na Figura 8, pode -se observar a construcao do Floco de Neve de Koch. Essa construgao
é feita da seguinte forma: comega com um tridngulo equildtero e em cada lado desse tridngulo serd feita o
processo de construcao da curva de Koch, ou seja, dividindo-se cada lado em trés partes iguais, substituindo
o ter¢o do meio por um tridngulo equilatero e removendo sua base. Assim, em um dos lados do triangulo
equilatero original aparece uma detalhe da Curva de Koch. J4 na préxima etapa, em cada um dos segmentos
que surgiram serd feito o processo de construgao da curva de Koch infinitamente, originando o Floco de Neve
de Koch.

V

Figura 8 — Construcao do Floco de Neve de Koch.

Figura 9 — Floco de Neve de Koch.

Analisando, o Floco de Neve de Koch observando somente um lado do primeiro tridngulo equildtero, sera
acrescentado um tridngulo equildtero menor de drea A, e que equivale a um 1/9 da 4rea inicial A | isso pode
ser melhor entendido observando a Figura 10[3]. Essa iteracao sera feita em todos os quatro segmentos da
lado observado. Assim, na ultima imagem da Figura 10 mostra que foram acrescentados quatro pequenos
tridngulos equildteros com &areas iguais a 4% da area da figura anterior, ou seja, entao obtendo A + 4 - %A7

A Figura 10 foi baseada na ilustracao de [3] para ser confeccionada. Na préxima etapa, de acordo com a
dltima imagem da FiguralO , foram gerados 16 segmentos menores. Assim, serd acrescentado uma area de 16

tridngulos equildteros e cada um deles com uma area de 1/9 da &rea anterior. Entdo teremos uma drea de:
; 1 1 1 1 4 42
A =A4+4-—A+16-=A=A+4 - -AN4+42. _A=AN+_-A+—A
rea + 9 + 9 + 9 + 9 + 9 + 9

A medida que as iteragoes da acontecem infinitamente, a drea do Floco de Neve de Koch podera ser escrita da

seguinte maneira [3]):
A 1+4+42+43+44+ A
rea — — JR— JR— JR— P JE— “e.
9 9 9 9 9
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Area=A
Area=A
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Q

Figura 10 — Visualizagao das areas do Floco de Neve

Analisando a drea encontrada percebe-se que a mesma é a soma de uma progressdo geométrica infinita de

razéo 4/9 multiplicada por A, assim a drea poderd ser escrita:
. 1 9
Area = — - A =-A
1-4/9 5
Como foi feito a area de somente um dos lados do tridngulo equildtero, agora incluir a area cos 3 lados do

tridngulo original.

Area do Floco de Neve de Koch = A + 3 - gA A+3

U‘\@
©\>—~

3.6 Tridangulo e Tapete de Sierpinski

Waclaw Sierpinski foi um matematico polonés do final do século XIX e inicio do século XX. Ele nasceu
em Varsévia, em 1882, e é conhecido por suas contribuicdes em varias dreas da matemadtica, incluindo teoria
dos nimeros, andlise matemética, teoria dos conjuntos [15]. Sierpinski foi um dos primeiros no estudo dos
fractais e sua pesquisa nesse campo muito importante da geometria fractal. Ele desenvolveu estudos sobre as
formas geométricas que possuiam autossimilaridade infinita, uma caracteristica marcante dos fractais. As

criagOes de conjuntos fractais mais marcantes sdo: o Tridngulo de Sierpinski e o Tapete de Sierpinski.

3.7 Construcao do Tridngulo de Sierpinski

A Figura 11 mostra as etapas de construcao do Triangulo de Sierpinski, e comeca com um tridngulo
equildtero no plano (n=1). No tridngulo, sdo identificados todos os pontos médios dos lados, e cada ponto
médio ¢ interligado, formando-se quatro tridngulos equilateros no interior. E desses tridngulos formados se
retira o central, como aparece em n = 2. Depois, em cada um dos tridngulos, esse processo é repetido com os

trés tridngulos restantes, gerando ainda mais tridngulos menores, e o processo continua infinitamente[3] .

A L LS S

Figura 11 — Evolugdo da construgao do Tridngulo de Sierpinski.

A cada etapa, o tridngulo inicial é dividido em tridngulos menores, com cada forma geométrica gerada,

representando uma versao reduzida dos anteriores. O resultado é um fractal com propriedades de autossi-
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milaridade, onde o padrao geral se repete em diferentes escalas. Pode-se destacar algumas propriedades na
evolucao da construgdo do Tridngulo de Sierpinski. Uma dessas propriedades é a observagao da quantidade de
tridngulos formados em cada etapa, conforme avanga-se no processo de construgdo. Como o Tridngulo de
Sierpinski é feito utilizando, a recursividade que em cada o tridngulo na proxima etapa serd divido em trés

triangulos menores e retirado o central, entdo a quantidade de tridngulos que permanecem serao:
e n = 1: 1 tridngulo
e n = 2: 3 tridngulos
e n = 3: 9 tridngulos
e n = 4: 27 tridngulos
e n = 5: 81 tridngulos
Assim, pode-se desenvolver a area de cada etapa, da seguinte maneira
e n=1:1 tridngulo = Area = §
e n =2: 3 tridngulos = Area = 3%5

e n =3: 9 tridngulos = Area = 9%&3 = Z—zS = (%)2 S

e n = 4: 27 tridngulos = Area = 27%%%5 = Z—zS = (%)3 S
e n = 5: 81 tridngulos = Area = 81%%%%5 = %S = (%)45

Entao pode-se deduzir que total de cada etapa pode ser observada como sendo:

3 n—1
Area = <4> ; comn > 1.

Outra maneira que pode-se gerar o Tridngulo de Sierpinski, é através de outras iteragoes como o Jogo do
Caos. Neste jogo, os jogadores exploram a geometria de um tridngulo a partir de um ponto de referéncia
inicial. Comegando com um ponto de referéncia, um jogador escolhe um vértice do tridngulo e calcula o ponto
médio entre esse vértice e o ponto de referéncia inicial. O préximo passo serd determinado jogando um dado,
o numero que aparecer. Caso for o nimero 5, por exemplo, serd usado o lado oposto, ou seja, o niimero 1 serd
0 proximo vértice e determina o ponto médio entre esse vértice e o ultimo ponto de referéncia previsto. Este
processo se repete até que um dos pontos médios esteja localizado dentro do tridngulo formado pelas escolhas
anteriores. Este momento marca o fim do jogo, revelando uma dindmica fascinante dos pontos médios dentro

do tridngulo original [5].

3.7.1 Construcdo do Tapete de Sierpinski

O Tapete de Sierpinski ¢ um exemplo de um fractal, que é um objeto matematico com estruturas repetitivas
em diferentes escalas. Ele faz parte da colegdo matemdtica de Sierpinski [3]. A Figura 12 mostra as etapas de
construgdo do Tapete de Sierpinski. Para criar esse tapete, inicia-se com um quadrado e o divide em nove
partes iguais, formando uma grade de 9 quadrados menores e depois remove-se o quadrado central dessa grade,
deixando oito quadrados menores, isso pode ver em n = 1. O processo continua em cada um dos 8 quadrados
menores restantes, repetindo o mesmo procedimento, dividindo-os em 3 por 3 quadrados e removendo o
quadrado central de cada um desses quadrados, como em n = 2. Esse processo é repetido varias vezes, ou seja,
sempre removendo os quadrados centrais dos quadrados menores restantes. A medida que esse procedimento
é repetido infinitamente, o resultado é um padrao fractal que se assemelha a um tapete, dai o nome "Tapete
de Sierpinski". O tapete de Sierpinski possui um processo recurssivo do semelhante ao conjunto de Cantor,
pois ele estende essa idéia de remogao iterativa de partes centrais de um objeto geométrico (segmento) para

uma estrutura bidimensional (um quadrado subdividido em quadrados menores)[10].
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n=0 n=1 n=2 n=3 n=4

Figura 12 — Etapas da construciao do tapete de Sierpinski.

4 PROPOSTA DE ATIVIDADE PRATICA

Um estudo formal do assunto de fractais do ponto de vista matematico exige uma compreensdo de
determinadas defini¢bes e estruturas que nao se fazem presentes no curriculo normal de ensino fundamental e
médio da Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2023). Na presente proposta, ndo se pretende ensinar
um nivel aprofundado de Geometria Fractal para o estudante. Entretanto, aspectos fundamentais de uma
geometria fractal podem ser abordados e os resultados graficos associados podem ser apreciados e usados
como estimulo ao aprendizado dos estudantes do ensino médio. As atividades propostas para a sala de aula,
portanto, pretendem usar aspectos da geometria fractal de maneira indireta, e seus resultados como estimulos.
A adequagdo da tarefa consiste em identificar um tépico de matematica que ja faga parte da BNCC e que

possa surgir em processos de obtencao de fractais.

4.1 Triangulo de Pascal como um fractal

Nesta atividade, o principal objetivo é estimular os estudantes a executar um algoritmo de maneira
intuitiva, com o propésito de aprofundar suas compreensoes das fungées matematicas em um contexto mais
abrangente. Destacam-se as relagbes de recorréncia e os efeitos que elas desempenham na formagao de
uma estrutura final, permitindo que os alunos observem o mecanismo de autossimilaridade presente tanto
no Tridngulo de Pascal quanto no Tridngulo de Sierpinski. Além disso, os conceitos fundamentais, como
divisibilidade e produtos notéveis serdo revistos. Ao abordar essas questdes, a atividade visa atingir diversos
objetivos interconectados. Em primeiro lugar, aprimorar a compreensao dos fundamentos matematicos,
garantindo que os alunos assimilem os conceitos essenciais relacionados a expansao de polindmios, coeficientes
binomiais e sua relacdo com o Tridngulo de Pascal. Além disso, o Tridngulo de Pascal se torna uma aplicacao

concreta da algebra e uma ferramenta auxiliar.

4.1.1 Objetivos

De maneira geral, a atividade visa melhorar a compreensao dos fundamentos matematicos, fazendo com
que os alunos se habituem a manipulagdo de polinémios, mediante sua expansao e consequente obtencao dos
coeficientes binomiais da enésima poténcia de uma soma algébrica. Como objetivos especificos relacionados ao

topico de polinémios, que é parte do contetido de matematica para o ensino médio, a atividade irda abordar:
1. Poténcias de uma soma algébrica;
2. Coeficientes da expansao binomial;
3. Fungdes genéricas a partir de algoritmos;

4. Autossimilaridade como consequéncia de um processo iterativo;
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5. Induzir os estudantes a executar um algoritmo de maneira intuitiva, e assim promover sua compreensao

sobre fun¢des matematicas num sentido mais amplo;

6. Mostrar as relagoes de recorréncia e seus efeitos no aparecimento de uma estrutura final, com consequente
observagao do mecanismo de autossimilaridade presentes no tridngulo de Pascal e no tridngulo de

Sierpinski;

7. Rever temas bésicos como a divisibilidade e produtos notéveis.

4.1.2 Desenvolvimento da atividade

Nessa atividade serao feitas expansdes de polinémios com consequente identificacdo de seus coeficientes no
tridngulo de Pascal e posteriormente sua relagdo com o tridngulo de Sierpinski a partir da colecdo de divisores
de cada coeficiente. No inicio da tarefa, os estudantes sdo instruidos a registrar o polinémio inicial na folha de
exercicios, conforme definido a seguir:

Po(z) = 1. (4)

Assim, inicia-se o processo de multiplica¢do dos polinémios por Q(z) = 1+ x e, a0 mesmo tempo, em uma
folha a parte, os alunos sao orientados a manter anotacdes de todos produtos obtidos durante a atividade. O
processo recursivo implica na repeticdo dessa operacao para gerar os resultados subsequentes. O primeiro

produto seria obtido pela multiplicagdo de Py(x) por Q(z), ou seja:
Py(z)Q(z) = Pi(z) =1+x (5)

Em seguida, continuando a atividade, o polinémio P;(z) obtido pela equacdo 5 serd multiplicado por
Q(z) = 1+ z, obtendo:

Pi(2)Q(x) = (Q+2)(l+a)=1+z+z+2’=1+22+22=(1+2)?= Py ()

P(2)Q(x) = 1+2)2(1+2)=1+3z+322 +2°3= (1 +2)° = ()

P3(2)Q(z) = (1+2)3(1+2)=1+4x+62%+42°3 + 2% = (1 + 2)* = Py(2)
Pus(2)Q) = (142" (1 + 2) = Paa)

A medida que a atividade é desenvolvida, pode-se perceber o processo recursivo, pois, para se conseguir o
préximo produto de polindémios, é necessério utilizar o resultado anterior multiplicado por Q(z). Em outros
termos, P, (x) = P,—1(z)Q(z). Agora os coeficientes de x em P, (z) precisam ser identificados e coletados.
Isso significa agrupar os diversos termos relacionados a x em graus variados, e colecionar os coeficientes. Os
coeficientes devem ser registrados em uma folha a parte onde os alunos documentam seus resultados de acordo
com a expansao do polindémio P, (x). A Tabela 2 a seguir é um modelo que pode ser usado para o registro dos
coeficientes:

Tabela 2 — Tabela de coeficientes dos polindmios

Py
Py

Py
Py
Py
Py

Py
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Observa-se que esta atividade, apesar de sua simplicidade inicial, se torna tediosa a medida que o grau
dos polindmios envolvidos aumenta. Portanto, uma estratégia que pode ser usada é que os alunos realizem
essa tarefa em duplas, com um dos estudantes encarregados da multiplicacéo e o outro responsével pela coleta
e combinacao dos termos semelhantes, de preferéncia, alternando suas fungées. Os alunos devem fazer a
expansao polinomial até n=4 pelo menos. Os préximos coeficientes serao obtidos seguindo as orientagoes

abaixo.

4.1.3 Obtencdo de demais coeficientes

Neste estagio da atividade, inicia-se a introduc¢ao do Triangulo de Pascal e a demonstragao de seu potencial
na criacdo de fractais. O Tridngulo de Pascal é uma matriz numérica amplamente empregada na matematica,
sobretudo em aplicagoes de simulacgdo e na expansao de polindémios binomiais. Apds o registro dos coeficientes
até a ordem “n” selecionada, os alunos devem ser orientados para que os coeficientes restantes sejam calculados
por meio da adicao dos dois termos do polinémio anterior, cujo resultado sera atribuido a coleta dos termos.
Por exemplo: Concomitantemente ao preenchimento da tabela, serd promovida uma discussao a respeito
das observagoes realizadas pelos alunos. Eles serao incentivados a identificar padroes, especialmente aqueles
relacionados a relacdo entre os coeficientes e o valor de “n”. Pode ser destacada a notavel caracteristica do
Tridngulo de Pascal, que revela padroes distintos nas somas ao longo de diagonais especificas. Por exemplo,
na primeira diagonal da esquerda para a direita, s6 aparece o niimero 1. Na segunda diagonal aparece uma
sequéncia dos nimeros naturais (1, 2, 3, 4, -+ ), e na terceira diagonal surge uma sequéncia dos ntimeros

chamados ‘triangulares’ (1, 3, 6, 10, ---)

4.1.4 Tridngulo de Sierpinski pela divisibilidade dos coeficientes

Nesta parte, serao obtidos aspectos visuais que podem ser vistos pela divisibilidade dos coeficientes no
tridngulo de Pascal. Os alunos devem inicialmente colorir os coeficientes impares e deixar em branco os
coeficientes pares. Um padrao semelhante ao do tridngulo de Sierpinski deverd ficar evidente. Na Figura 13, é

um exemplo de como ficaria a tabela apds os coeficientes serem coloridos

Py 36 a4 126 126 a4 36

|P1yf 330 462 462 330

[Py ra| ese 176 | 176 286 73

Py 1L 264 200z 3432 2.00z 264 14

Figura 13 — Tabela com coeficientes coloridos.

Na Tabela 4.1, pode-se visualizar alguns padroes de figuras geométricas. E a medida que se aumenta
o nimero de linhas, esse padrao se tornard um fractal , ou melhor, o fractal Tridngulo de Sierpinski. Na
Figura 22 (Anexo 1), é possivel visualizar o Tridngulo de Sierpinski gerado apés esse aumento de linhas. Nesse
momento dessa atividade, uma outra estratégia pode ser abordada, pois existe a possibilidade de trabalhar
recursos tecnolégicos como programa de planilhas, EXCEL. Nos Anexos 1 , serdo apresentadas as orientagoes

para criar o Tridngulo de Sierpinski no programa de planilhas (EXCEL).
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CONSIDERACOES FINAIS

A idealizacao desse trabalho baseia-se em tornar mais acessivel o ensino dos conceitos basicos de operacéo
de polinémios aos alunos do Ensino Médio. Desta forma, inicialmente, usa-se o Tridngulo de Pascal como
ferramenta visual e recurso didéatico, pois com ele pode-se explorar a recursividade do binémio de Newton
e a relacdo com a autossimilaridade dos fractais. Durante a trajetéria deste trabalho, percorreu-se desde a
exploracao da autossimilaridade presente em estruturas naturais, como as folhas, até a definicio matematica
dos fractais. Ao abordar a série de Fibonacci, percebe-se como um processo recursivo simples pode resultar
em uma sequéncia cuja razdo entre termos consecutivos se aproxima da propor¢do durea. Em seguida, com a
introdugdo da Méquina de Cépia de Miltiplas Redugoes (MCMR) e das Méaquinas Retroalimentadas Aleatérias,
nota- se que estruturas complexas podem surgir a partir de processos iterativos e/ou aleatérios. Outro exemplo
de fractais criados por processos recurssivos, é o Conjunto de Mandelbrot , pois ilustra de forma clara a
complexidade especifica desses padroes. Desta forma, a proposta pedagogica elaborada neste trabalho nao se
limita apenas ao atendimento dos requisitos curriculares, mas alinha-se a filosofia da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), pois ao estimular a curiosidade dos alunos, promove-se a exploracao de conceitos como
intuicdo, légica, dedugao e processos iterativos. A atividade préatica proposta, representa uma contribuicao
para area da educacdo, principalmente no ensino de matemaética, tendo como ponto de partida o Tridngulo
de Pascal, que oferece uma abordagem diferenciada na introducao de conceitos dos padroes de um fractal.
Essa abordagem diferenciada pode ser vista quando se oferece uma experiéncia colaborativa e visual, na qual
estudantes tém a oportunidade de compreender conceitos mateméaticos abstratos, desenvolvendo habilidades
investigativas. A expansdo binomial e recursividade quando é apresentada com praticas e meios visuais é um
exemplo de contextualizagdo de conceitos mateméaticos abstrato, isso ndo apenas torna o contetido de fractais
mais acessivel para os alunos, mas, também, os incentiva a descobrir padroes, promovendo uma aprendizagem
mais auténoma. Adicionalmente, a coesdo entre teoria e pratica é fortalecida ao integrar o programa Excel
como uma ferramenta de exploracao visual. Essa inclusao destaca a importancia da tecnologia como uma
estratégia integral para melhorar o aprendizado dos alunos. Assim, a natureza visual e iterativa da atividade
nao apenas desperta o interesse dos alunos, mas, também, mantém um alto nivel de engajamento, isso destaca
a importancia de abordagens dinamicas e criativas no processo educacional, criando um ambiente propicio ao
aprendizado. Ao estabelecer a aplicagio prética dos fractais, que conecta o Tridngulo de Pascal ao Tridngulo
de Sierpinski, ndo apenas se consolida a compreensao de conceitos matematicos, mas os educadores, também,
ganham a oportunidade de explorar, junto aos alunos, a presenca dos fractais em diversas disciplinas, além de
destacar a existéncia deles na natureza. Essa abordagem nao apenas solidifica a relevancia da matematica em
diferentes contextos, mas, também, proporciona uma compreensao mais ampla e integrada, contribuindo para
uma educagdo mais abrangente e contextualizada.

Em sintese, este atividade pratica ndo apenas explora a mateméatica, mas também se torna uma ferramenta
util para os educadores, tornando o ensino mais interessante e relevante. Destacando a importancia de
abordagens criativas e tecnoldgicas, ele oferece uma visao de futuro do ensino de matematica, preparando os
alunos nao apenas para os desafios académicos, mas também para viverem em uma sociedade sempre em

mudanga.
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5 Anexo 1l

Neste anexo, serd apresentada uma complementagao a atividade proposta no Capitulo 4 usando o EXCEL.
A seguir segue o passo a passo para aplicagdo da atividade no EXCEL. Todas as figuras deste capitulo foram
feitas pela autora.

Como inserir as férmulas no EXCELL?

Inicia com a digitalizacdo dos coeficientes que foram obtidos das duas primeiras linhas da Tabela 4.1 .

Esses coeficientes serao digitalizados nas linhas 1 e 2, conforme a Figura 14.

-olacjiie NI S~ H~ -2

-

Area de Transferénda [ Fonte

L10 " I

oW -

Figura 14 — Figura mostrando tabela com primeiros coeficientes digitados.

Agora, com a ajuda de um mouse, as células Al e A2 serdo selecionadas. Apés a selecio, aparecerd a alga

de preenchimento como mostra a Figura 15:

1
2
3
4
5
A
Figura 15 — A Figura mostra a alga de preenchimento (sinal +)

O aluno deve clicar na alca de preenchimento e arrasta-la até a linha 22 4. Nesse momento, ficar atento para
manter a sele¢do na colunas A (Figura 16).

Préximo passo, clicando na célula B3, e digitar o seguinte comando(Figura 17):
= A2+4+B2

Com essa féormula, a célula B3 serd uma soma. Essa soma podera ser repetida para as outras células
usando a alga de preenchimento. Apds a digitacdo de qualquer férmula deve-se apertar a tecla ENTER, para
que a planilha aceite o comando.

Para preencher a tabela com a formula de soma de coeficientes, deve-se seguir os seguintes passos: Clicar

na célula B3, acionar a al¢a de preenchimento e arrastd-la até a célula V22(Figura 18).

4 Duvida de como wutilizar a alca de preenchimento, poderda acessar o video no @ site:
<https://www.youtube.com/watch?v=8bE71JVXEOQ >
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Figura 16 — A Figura mostra a coluna A que foi preenchida com o mesmo valor.

A
>
o}

=A2+82]

Nimlm‘h.m—x

R T

Figura 17 — A Figura mostra como aparecerd a férmula na digitagao.

Figura 18 — A Figura mostra tabela preenchida até V22.

e Como colorir as células?
Para colorir somente os niimeros impares, serd utilizado uma funcdo que se chama FORMATACAO CONDI-
CIONAL.

Primeiro, deve-se clicar na barra de ferramentas o icone Formatagio Condicional (Figura 19). Segundo
passo, aparecerda uma tela com varias informacoes como mostra a Figura 20.

Nessa tela mostrada na Figura 20, existe as opg¢des de ‘Selecione um Tipo de Regra’, nessa parte devera clicar
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Formatacdo |
Condicional ~

Figura 19 — Icone de Formatacio Condicional

Mova Regra de Formatacio ? X

Selecione um Tipo de Regra:

= Formatar todas as células com base em seus respectivos valares
=~ Formatar apenas células que contenham

= Formatar apenas os primeiros ou dltimos valores

+~ Formatar apenas valores acima ou abaixo da média

= Formatar apenas valores exclusivos ou duplicados

= Usar uma férmula para determinar quais células devem ser formatadas

Edite a Descricdo da Regra:

Formatar valores em que esta férmula € verdadeira:

=EIMPAR{AT)|

I

Visualizagao: Sem definicdo de formato Formatar...

Cancelar

Figura 20 — A Figura mostra a tela Nova Regra de Formatacao.

em ‘Usar uma férmula para determinar quais células devem ser formatadas’ Assim que clicar aparecerd uma

aba: ‘Formatar valores que esta férmula é verdadeira’, logo abaixo terd um espaco para digitar o comando:

=EIMPAR(A1) (Figura 20)

Depois clicar em ‘Formatar’ como mostra na Figura 20, selecionando a op¢do FONTE, e a cor dese-

jada(Figura 21). A Figura 22 mostra o inicio da construgdo do Tridngulo de Sierpinski, apds a utilizacdo dos

Forratar Célula

s

? x
Mamero Borda Preenchimento
Fonte: Estilo da fonte: Tamanho:
Calibri Light [Titulos) Regular 8
Calibri (Corpa) Italico El
Agency FB Megrito o
Alef Megrito italico 11
Algerian 12
Amiri 14
Sublinhado: Cor
Automatica ~

Efeitos Visualizagdo
|E|Ta(hago

Sobresaito Calibri

Subscrito

Para 'Formatacio condicional’ vocé pode definir 'Estilo da fonte’, 'Sublinhado’, 'Cor’ e ‘Tachado'.

Limpar

Figura 21 — Janela de formatagao de cor para célula Al.
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procedimentos (partindo da célula Al).

5 4E+00 = GE+00
1E+01 | 1E+01

2€-01

BE+00 | 3E+01

4E+00

-

GE+01  7E+01

0 4E+01 | BE+(1 1E+02 1E+02 8E+01 @ 4E+01
1 1E:02 | 2E:02 | 3E02 | 2E+02 | 1E+02
iz 3JE+02
13 1E+01 | 7E+01 | 2E+02 2E+02 | TFE+01 1E+01
H 8E+01 | 3E+02 3E+02 | BE+01
L 4E-02 4E-02
16
Figura 22 — Visualizagao inicial do Triangulo de Sierpinski.
Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibir Ajuda Diga-me o que vocé deseja
= % = — D —
Calibri oA A= EE@“ ab Geral - = i
D By ~ | || i 9“
Colar < N I s~ H-~ Q ~ A~ = = = e= 3= - 2 . of om0 oo Fom.'la.tagﬁo Formatar ¢
> Condicional ~ Tabela
Area de Transferéncia 1 Fonte [F] Alinhamento [Pl Nimero ] Estilos
AR114 T fe

Figura 23 — Triangulo de Sierpinski gerado através de uma tabela.

Na Figura 23, é possivel visualizar o Tridngulo de Sierpinski que foi gerado aplicando as orientagoes até a
linha 64.
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