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RESUMO

DI MARCO, Felipe da Costa. Uma jornada historica da meia e extrema razdo. 2023. 170 f.
Disserta¢do (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) —
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2023.

A matematica, entrelagada a astronomia, filosofia e outras disciplinas, desempenhou
um papel crucial, durante milénios, na resolu¢do de questdes essenciais & medida que a
sociedade evoluia. E a Meia e Extrema Razao, epicentro desse trabalho, foi frequentemente
estudada durante esse processo evolutivo. O objetivo desta pesquisa € transceder a simples
apresentacao das inumeras propriedades da Meia e Extrema Razao, buscando aprofundar-se
em sua concep¢do e desenvolvimento. No transcorrer do estudo, serdo explorados diversos
intervalos temporais em que a Meia ¢ Extrema Razao foi foco de pesquisas, contando com a
participagdo de figuras de grande relevancia historica. Ao final, busca-se desmistificar suas
aparicdes em areas aparentemente independentes da matematica, oferecendo uma
compreensdo mais clara do papel significativo que a Razdo desempenhou na historia, e que
continua a influenciar diferentes esferas do conhecimento geral.

Palavras-chave: Meia e Extrema Razdo. Historia da Matematica. Razio Aurea. Euclides e Os
Elementos. Sequéncia de Fibonacci.



ABSTRACT

DI MARCO, Felipe da Costa. 4 historical journey of the half and extreme ratio. 2023.170 f.
Disserta¢do (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) —

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2023.

Mathematics, intertwined with astronomy, philosophy, and other disciplines, has
played a crucial role for millennia in solving essential issues as society evolved. The half and
Extreme Ratio, at the epicenter of this work, has been frequently studied throughout this
evolutionary process. The aim of the research is to go beyond the mere presentation of the
numerous proporties of the Half and Extreme Ratio, seeking to delve into its conception and
development. Throughout the study, various temporal intervals will be explored when the
Half and Extreme Raztio was the focus of research, involving figures of great historical
relevance. Ultimately, the goal is to demystify its ocurrences in seemingly unrelated areas of
mathematics, providing a clearer understanding of the significant role that the Ratio has
played in history and continues to influence different spheres of general knowledge.

Keywords: Half and Extreme Ratio. History of Mathematics. Golden Ratio. Euclid and The
Elements. Fibonacci Sequence.



LISTA DE FIGURAS

Figura1—  Segmento de reta dividido em Meia e Extrema Razdo..........c.cccccceeueeeeens
Figura2 —  Construgdo geométrica da Proposi¢ao IL, 6.........cccceveriiriiiiiniineencnnene
Figura3 —  Construgdo geométrica da Proposi¢ao II, 11.......cccoveriiniiiiniiniincnnne
Figura4 —  Desenvolvimento da Proposicao II, 11........ccccceeviiiiiiinieniiiiiieeieeieeee,

Figura 5—  Construgdo de um tridngulo isésceles do tipo 36° - 72° - 72° (Parte 1)..
Figura 6 — Construcdo de um tridngulo isésceles do tipo 36° - 72° - 72° (Parte 2)..
Figura 7—  Construcdo de um tridngulo isésceles do tipo 36° - 72° - 72° (Parte 3)..

Figura 8 —  Construgdo de um pentadgono regular inscrito em uma circunferéncia
(PATE 1)ueiieeiiieeeeeee ettt e e e
Figura9 —  Construg¢do de um pentagono regular inscrito em uma circunferéncia
(PAITE 2)..ueiieeiiee ettt ettt e e ae e et e e e ta e e e rae e ereeeenaeeenes

Figura 10 — Construgdo geométrica da Proposi¢do VI, 29 (Parte 1)........cccceuveenennee.
Figura 11 — Construgdo geométrica da Proposi¢ao VI, 29 (Parte 2)........cccccuveeevnnne.
Figura 12 — Construcdo geométrica da Proposi¢do VI, 29 (Parte 3)........cccecueeeeenneee.
Figura 13 — Construcdo geométrica da Proposi¢do VI, 29 (Parte 4)........cccccveveeenneee.
Figura 14 — Construgdo geométrica da Proposi¢ao VI, 29 (Parte 5)........ccoeevveeevennnee.
Figura 15 — Construgdo geométrica da Proposi¢ao VI, 29 (Parte 6)..........cceeeeenee.
Figura 16 — Construgdo geométrica da Proposi¢ao VI, 30........cccceceviiniiviinicnennene
Figura 17 — Construgdo geométrica da Proposi¢ao XIII, 1 (Parte 1).........cccueenneeee.
Figura 18 — Construgdo geométrica da Proposi¢ao XIII, 1 (Parte 2).........ccccveeueeee.
Figura 19 — Construgdo geométrica da Proposi¢ao XIII, 1 (Parte 3).......c.ccccvveuneenee.
Figura 20 — Constru¢do geométrica da Proposi¢ao XIII, 1 (Parte 4).........ccccueeueeneee.
Figura 21 — Constru¢do geométrica da Proposi¢ao XIII, 8 (Parte 1).........ccceeeueeneee.
Figura 22 — Construgdo geométrica da Proposi¢ao XIII, 8 (Parte 2).........ccccueeuneeee.
Figura 23 — Segmento de reta unitario dividido em Meia e Extrema Razao..............
Figura 24 — Construgao do retangulo dureo (Parte 1)........cccceoeeviriiniininiinicncnene
Figura 25 — Construgao do retangulo dureo (Parte 2)........cccccoveeveriineineniicnicnennne
Figura 26 — Construcdo do retangulo aureo (Parte 3)........ccceevveviiienieeieenieeieeeeen,
Figura 27 — Construgao do triangulo dureo (Parte 1)........ccccoevveviiierienieenienieeienne,
Figura 28 — Construcao do triangulo dureo (Parte 2).........cccoeevevvieniienieeneecieeneenne,
Figura 29 — Construgao do tridngulo dureo (Parte 3)........ccoceevirviiniininiinicniiicnens

Figura 30 — Construgdo de um pentagrama.........c..ceceeeerueeiereenierneeneeneerueneeneseenne



Figura 31 —
Figura 32 —
Figura 33 —
Figura 34 —
Figura 35 —
Figura 36 —
Figura 37 —
Figura 38 —
Figura 39 —
Figura 40 —
Figura 41 —
Figura 42 —
Figura 43 —
Figura 44 —

Figura 45 —

Figura 46 —
Figura 47 —
Figura 48 —
Figura 49 —
Figura 50 —
Figura 51 —
Figura 52 —
Figura 53 —
Figura 54 —
Figura 55 —
Figura 56 —
Figura 57 —

Figura 58 —
Figura 59 —
Figura 60 —

Auto-propagacao de um pentagrama (Parte 1)........ccccceevveeiiienienieennnn. 53

Auto-propagacao de um pentagrama (Parte 2).........ccccceevveeiiienienieennnns 54
Construgdo de um decadgono regular............cceeveeeiienieeciienieeiecee e, 55
Relacionando o decagono regular a Meia e Extrema Razdo (Parte 1).... 56
Relacionando o decagono regular a Meia e Extrema Razdo (Parte 2).... 57
Defini¢ao do Angulo QUICO......cc.eeviieriieciieiiecie e 58
Apodtema de um pentdgono regular...........ocveeveevieeiiieniienieenee e 60
Construgao de triangulos retangulos do tipo 36° - 54° - 90°.................. 60
Demonstracdo da 4rea de um pentdgono regular............cceeceeviieneennee 62
Dodecaedro vazado............coeverireninirieiiiceee e 64
Dodecaedro separado em alguns solidos para calculo do volume.......... 65
Icosaedro com um dodecaedro inscrito, para calculo do volume........... 66
Comparacdo entre um pentagrama e a representacdo da deusa Hygeia.. 73

Divisdao de um segmento em Meia ¢ Extrema Razdo por Heron (Parte

L) ettt et ettt ettt a et et naeeteeaeen 90
Divisdao de um segmento em Meia e Extrema Razdo por Heron (Parte

) TSR PRRSUPSRRPRRR 90
Construgdo geométrica da Proposicdo II, 6 do Almagesto..................... 93
Construgdo geométrica da Proposicao I, 10 do A/magesto (Parte 1)..... 94
Construgdo geométrica da Proposicao I, 10 do A/magesto (Parte 2)..... 94
Construgdo geométrica da Proposicao I, 10 do A/magesto (Parte 3)..... 94
Mapa do reino de Frederico IL..........coovvveeiieiieniieiecieeeece e, 110
Retangulo dividido segundo a sequéncia de Fibonacci............c..c.......... 119
Logomarca do periddico The Fibonacci Association............................. 124
Ilustragcao de um dodecaedro em De Divina Proportione...................... 127
[lustragdo de um hexaedro em De Divina Proportione.......................... 127
O hOmMEM VITTUVIANO. .....erueeiieiieiierieeie ettt 129
Mysterium COSMOZIAPRICUN .............ccceeeveeeeiaiiaeiiesieee e 134
Tridngulo retangulo com segmentos proporcionais a Meia e Extrema

RAZAO. . 135
Paradoxo de Sam Loyde (Parte 1)........ccoevveevieniieniieniieieeieeeeeie e 139
Paradoxo de Sam Loyde (Parte 2)........ccceecveevieniieiiieniieieeieeiee e 140
Tiling formado por pentdgonos, pentagramas e decagonos.................... 141



Figura 61 — Retangulo dureo sobreposto ao Frontispicio do Partenon ...................... 145

Figura 62 — Representacdo de uma piramide e alguns elementos..............cccceeuvennnen. 148
Figura 63 — Retangulo dureo sobreposto a uma motocicleta............ccccveeeeveeveenennne.. 150
Figura 64 — Construcdo de uma espiral logaritmica (Parte 1).......ccccoveeviiiiiiennnnen. 155
Figura 65 — Construcdo de uma espiral logaritmica (Parte 2).........ccceeoveveveieeneennen. 156
Figura 66 — Construcao de uma espiral logaritmica (Parte 3)........ccceevvevvvierieennennnen. 156
Figura 67 — Espirais logaritmicas de raios diStintos...........ccceeeveerieriirenieenieenieennneenn. 157
Figura 68 — Retangulo dureo sobreposto a concha do Nautillus ...........ccccceeveieneenne 158
Figura 69 — Demonstra¢do do dngulo divergente dureo na filotaxia...........cccceenenne. 159
Figura 70 — Arvore genealdgica do Zangao............co.oveeveeueeeeeeeeeeeeeeeeseeeeseseeeseens 160
Figura 71 — O Sacramento da Ultima Ceia, de Salvador Dali..........c..cc.cccoevvrerernnes. 162

Figura 72 — MOAUIOT......cooiiiiiieiiee ettt 165



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

DMER  Divisdao em Meia e Extrema Razao
MER Meia e Extrema Razao

aEC Antes da Era Comum

EC Era Comum



1.1
1.2
1.3
1.3.1
1.3.2

1.3.3.
1.4
1.4.1
1.4.2
1.4.3
1.4.4
1.4.5
1.4.6
1.4.7
1.4.8
1.4.9
1.4.10
1.4.11
2

2.1

2.1.1.
2.1.2
2.1.3
2.2
2.2.1

SUMARIO

INTRODUQCAO. ... 17
EUCLIDES, OS ELEMENTOS E A MEIA E EXTREMA

RAZAO......ooiiiiete ettt 20
Euclides de Alexandria............c...coocooiiiiiiiiiiniiiicceeecceeee e 20
Os 13 livros que formam Os Elementos....................ccccccovvueevieeinceenncueennnn. 21
A Divisao de um segmento em Meia e Extrema Razdo.............................. 23
A dEFINICAO. ... et et 23
Proposi¢des  euclidianas  anteriores a  concepcdo  formal da

DIMER ... oottt ettt e r ettt ae et e ene e 24
O uso explicito da DMER em OS EleMeRntos. ..........cccueveeeeeenieieiieiieesiieeeeans 32
A DMER sob uma perspectiva moderna.................c.ccoccuevevieeniieeniiennnennns 42
O valor numérico da DMER: Phi (D).....cc.ccooeviiiiiiiiiieecieeeeeeeeeee e 43
Algumas curiosas propriedades algébricas de P.........cceevvveecvieeciieinciieenieenns 44
A progressao aritmética/geometrica AUIea..........eevveeverueeruereerieenieeiesieeneennens 47
O TEtANGULO AUTCO. .. .eeueeiieieeiieeiieieete ettt ettt e b e eaeens 47
O tHANGULO AUICO ... eeeutieiitetie ettt ettt ettt et e sttt e s te et esabeebeeseeeeneeas 50
O PENEAGIAMNA. ..eeueteeiiieeeiiieeeie ettt ettt e et e et e sttt e sttt e sbteesabeeesabeeenane 52
O deCAZONO TEZUIAT......cciiiieiieiieciieteee ettt 54
O ANGUIO QUICO. .. .eeueieeiieiie ettt sttt 57
O seno e cosseno de 54° e a area do pentdgono regular...........cceeceeeueenenennen. 59
O dOdECABATO. ... ittt e 63
O 1COSACATO. ...ttt ettt ettt ettt et st 65

MEIA E EXTREMA RAZAO ANTES DE EUCLIDES? UMA
INCURSAO NA HISTORIA DA MATEMATICA NA GRECIA

ANTIGA. ...ttt be e ae e e aeeeaeeeabeeree e 67
A Escola Pitagorica: o pentagrama, o dodecaedro e os

INCOMENSUIAVEIS.........ccuiiiiiiiiiieiieiiecte ettt et eseaeeaaesane e 68
Pitagoras e seus discipulos: uma breve histOria..........ceeveereerciierieerreenieeennene 68
Pitdgoras € 0 PeNtagrama.........cc.eeecuveeeiureeeiiieeeieeesieeeseeeeeeeeeereeeereeesseeennneeens 70
Hipaso de Metaponto: o dodecaedro e a incomensurabilidade........................ 73
Platao e os solidos: um ensaio para a concepcio da DMER..................... 76

Breve Biografia de PLatA0. ... ... e 76




222
223
224
2.2.4.1

2.2.4.2.
2.243.

2244

3.1
3.1.1
3.1.1.1
3.1.1.2
3.1.2
3.1.2.1
3.1.3
3.14
3.14.1
3.14.2
3.2
3.2.1
3.2.2
3.3
3.3.1
3.3.1.1
3.3.1.2
33.1.3
33.14
3.3.1.5
332
333
3.3.3.1
3332
3333

G NN T 6 1<) 4 1 T
Platdo, a Geometria € @ DMER........ueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e

As obras de Platdo sob a perspectiva da DMER........uueeeeeeeeeee
A REPUDIICA. ..ot e

Timaeus (TIMEW)........eeecveeeeiiee e eeee et e et et eeeaeeeeteeeeraeeeveeeseseeesnseeennseas
Hippias Meizon (HIpias Maior)..........cccuverieriieniienieeieeeie e
Phaedo (FEAA0).......cccuiiiiiiiiieieeiieee ettt et
DA ANTIGUIDADE AO RENASCIMENTO........ccccceviiiieeiieeeeiiieene

MEITICA. ...ttt
A DMER em outras obras de Heron............cccceevieniiiiiiniiiiieiceeeeeee
PLOLOMICU. ...ttt ettt ettt ens
Almagesto: Livro 11, PropoSiCA0 O........cceevvieiierieeiienieeieeriie e eve e

)10 10T e (e AN (S5, €20 1 e £ VO

Breve biografia........coooiiiiiiiiiee e
Comentarios a Euclides, Livro I: O Catdlogo dos Gedmetras........................
A DMER no mundo arabe..............cccceoiiiiiiiiiiniiiiceeeeeeen
ALK NWATISIN. c..veeeviieeiiee ettt et e et e e e e et e e e ae e e ebeeesabeeesaseeensseeens
ADBU KAMIL...oiiiiiiiiiiccee e e en
O RenasCimMento.............oooueiiiiiiiiiiiiiiei ettt
Leonardo Pisanus - A Sequéncia de FibonaccCi.......ccceeeveveeneeienienieniencenen.

LIDCF ADGCT ...t e e e et e e e e e e e e e e aeaaea e

Practica GeOMEITIQC. ..............ccuueeeeeciiieeeiiiie e eecee e esee e vae e aaee e
A Sequéncia de Fibonacci e suas conexdes com a DMER............ccccccvenee.
Principais proposi¢des que associam € D....oooiiiiiiiiiiiiiiiieeiieee e
Fibonacci QUArtely.............uoocueeeeeeeeeieeeeiee et

A Proporcao Divina: Luca Paciol.....ceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e




3334

4.1

4.1.1
4.1.2
4.13
4.14
4.1.5
4.2

4.2.1
422
423

MITOS E VERDADES ENVOLVENDO A RAZAO AUREA................ 143
IMIHEOS. ...ttt ettt et 143
PartenOon. ... .ceeiiieeiieeee et 143
PirAmide de QUEOPS.....couieiiiiiiieeiie ettt 146
Retangulo aureo ¢é esteticamente o mais agradavel..........ocoveeveriinienennnn. 149
A origem da utilizacdo da letra phi (D).....c.eeeeevveeecvieeciieeeieeeeeeeeeeeee e 152
A CONChA O NAULTITUS ..ot en 154
Verdades.........coouoiiiiiiiiiiiiee e 158
NA DATUIEZA. ..ottt ettt et beesaeeeae e 158
Na arte: O Sacramento da Ultima Ceid.................coooeeeoveeeereeeeeereeereeeeere. 161
NA ATGUITETUTA. ....vveeeveeeetee ettt et tee et e e st e e esabeeesaeeensaeessneeeesseeas 163
REFERENCIAS.........coooiiiiiiniieiie ettt 166

APENDICE - Origem da utilizagdo do adjetivo 4Ureo ...........c.ccceeuveeunnne. 168



17

INTRODUCAO

Quando questionados sobre a Divisdo de um segmento em Meia e Extrema Razdo
(DMER), ¢ comum notar que muitos professores e estudiosos da matematica estranham a
nomenclatura. No entanto, essa estranheza geralmente desaparece quando a divisdo citada ¢
redefinida como “razdo aurea”, e seu valor numérico como “numero de ouro”. Diversos
outros nomes sao atribuidos a DMER, como “propor¢do ou secdo aurea (ou dourada)”, e,
ocasionalmente, “divina propor¢ao”. A letra grega phi (P) também ¢ frequentemente adotada
para expressar seu valor numérico.

A pesquisa que se seguird abordara predominantemente a historia relacionada a Meia e
Extrema Razdo, abrangendo diversas épocas ao longo dos ultimos milénios e destacando os
personagens que se inserem nesse contexto.

Embora existam conjecturas acerca da sua origem, a oficializagdo ¢ pacifica: a Divisdo
de um segmento em Meia e Extrema Razdo (DMER) foi definida por aquele que
primeiramente orientou os estudos geométricos - Euclides de Alexandria. Quando ele a
enunciou em sua obra, Os Elementos, desencadeou uma cadeia revoluciondria de pesquisas
que culminou nesta dissertacao.

Enquanto algumas dessas pesquisas se concentram nas diversas propriedades da Razao
Aurea e adotam abordagens historicas mais superficiais, a perspectiva adotada nos capitulos
que se seguirdo trilha um caminho distinto. Nossa prioridade ¢ aprofundar-se na historia da
DMER, trazendo a luz detalhes menos conhecidos de sua jornada milenar até os dias atuais.
Este enfoque representa uma verdadeira imersao na histéria da matematica associada a essa
definicdo, a qual estd intrinsicamente ligada a outros campos cientificos.

Obviamente, a apresentacdo das proposicdes euclidianas, juntamente com as
implicagdes matematicas pertinentes, desempenha papel fundamental para a compreensao
histérica da DMER. O Capitulo 1 assume a responsabilidade de examinar a obra de Euclides
com concentracdo na Meia e Extrema Razao, analisando defini¢cdes e teoremas, ¢, ao final,
examinando as figuras geométricas e os resultados algébricos derivados sob uma linguagem
mais moderna.

Ademais, nesse capitulo, também serd debatida a utilizagdo implicita da DMER por
Euclides antes de sua defini¢ao oficial, encontrada nos primeiros livros de Os Elementos, e as

provaveis razdes que motivaram Euclides a adotar esse emprego antecipado.
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O segundo capitulo mergulha na sociedade grega dos séculos IV e V aEC., dando
énfase a dois dos mais importantes personagens histdoricos do periodo: Pitagoras e Platdo. Tais
figuras foram t3o influentes, que seus ensinamentos, principios filoséficos e modos de vida
foram seguidos de modo devoto por discipulos ao longo de séculos, mesmo apos suas mortes.

A Escola Pitagorica e a Academia de Platdo tiveram participacdo direta na evolugdo da
matematica, moldando a maneira como a estudamos atualmente, €, concernente ao tema,
estruturando a concepg¢do da DMER. O Capitulo 2 ndo apenas expora o contexto historico de
ambas, mas também descrevera como seus membros transformaram a matematica em uma
ciéncia presente em outras areas, condi¢do sine qua non para se chegar a compreensdo da
Meia e Extrema Razdo. H4, ainda, uma discussdo sobre as conjecturas que cercam a possivel
ciéncia da proporcao durea entre seus integrantes (anteriores a Euclides).

O Capitulo 3 contempla o mais amplo intervalo temporal nesta dissertagdo,
comecando na Grécia Antiga, apds a época de Euclides, passando pelo mundo arabe durante a
Idade Média, e chegando a Europa no Renascimento. Por quase 2000 anos, a Divisdo em
Meia e Extrema Razao foi estudada e aprimorada por inimeras mentes geniais, a ponto de sua
histéria se confundir com a prépria historia da matematica como um todo.

A primeira parte do terceiro capitulo se concentra na Antiguidade Classica, inquirindo
registros de importantes publicacdes matemadticas que forneceram teoremas tradicionais e
novas formas de demonstrar as proposi¢cdes de Os Elementos. A Meia e Extrema Razdo
assume destaque nesses estudos, conforme sera detalhado. Além disso, a contextualizagao
historica dos personagens explorados nesse periodo ¢ mencionada.

Saindo do cenario ocidental, direcionaremos nosso centro de atengdo para a
matematica arabe, exibindo figuras proeminentes que acabaram sendo os precursores do que
viria a aflorar no Renascimento, em consonancia com a matematica, e, em particular, com a
razao aurea. A ruptura da exploragdo historico-matematica da DMER sob o ponto de vista
unicamente europeu ¢ de suma importancia para o desenvolvimento do tema.

No terceiro e ultimo subtitulo, exploraremos o personagem mais iconico da historia da
DMER: Leonardo Pisanus, ou simplesmente, Fibonacci. A sequéncia numérica que carrega
seu nome ¢, sem duvida, a representagdo mais famosa da razdo 4urea nos dias de hoje, e ¢ a
responsavel por elevar a notoriedade desse estudo nos séculos posteriores a sua vida.

Ainda neste trecho, ¢ destacado que quando se fala sobre o carater divino incorporado
pela DMER, muito ¢ devido a Luca Pacioli e sua obra La Divina Proportione (A Divina

Propor¢do). Ha, ainda, uma por¢ao consideravel do texto dedicada a Johannes Kepler,
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astronomo alemao cuja biografia ¢ obrigatdria no terreno pesquisado, uma vez que contribuiu
ativamente para o refinamento das propriedades que envolvem a se¢do aurea.

O quarto capitulo ndo se concentra especificamente em um personagem, mas sim em
enquadrar varias narrativas equivocadas que se desenrolaram ininterruptamente ao longo da
historia moderna da DMER. O objetivo da primeira parte desse capitulo ¢ exatamente o
processo de desmistificagdo de algumas teorias relacionados & propor¢do aurea, citando
pessoas e publicagdes que foram responsaveis por gerar esse entusiasmo exacerbado.

Encerrando, sdo apresentadas algumas manifestacoes verdadeiras da DMER na
natureza, na arte € na arquitetura.

Ao final, é exposto um apéndice que investiga a origem da utilizagdo do termo “aureo”
associado a Meia e Extrema Razdo, incluindo uma incursdo na matematica alema do século
XIX.

E de se destacar as principais referéncias que utilizamos na pesquisa que serd
apresentada a seguir: do pesquisador canadense Roger Herz-Fischler, o livro 4 Mathematical
History of the Golden Number (Uma Histéria Matematica do Numero de Ouro), e do
astrofisico Mario Livio, Razdo Aurea: A histéria de fi, um numero surpreendente.
Evidentemente, varias outras fontes foram utilizadas para a construcdo desta dissertagao,

fornecendo a arquitetura que julgamos ser compativel com os principais topicos relativos a

historia da Divisdo em Meia e Extrema Razao.
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1 EUCLIDES, OS ELEMENTOS E A MEIA E EXTREMA RAZAO

Este Capitulo inicial sera dedicado a figura de Euclides e sua obra, Os Elementos,
onde se encontra a inscri¢ao oficial da Meia e Extrema Razdo na literatura geométrica.

De concreto, Os Elementos expde a DMER em varios de seus livros, definigdes e
proposi¢des, € nem sempre explicitamente. A abordagem que se segue mostrard como
Euclides ja utilizara a DMER antes mesmo de defini-la de modo convencional, convidando-
nos a reflexao sobre o porqué desse ordenamento.

Incluiremos também a apresentacdo das proposi¢cdes e defini¢des contidas na obra
euclidiana e que serdo citadas nos capitulos subsequentes, inclusive suas respectivas
demonstragoes.

Para concluir, realizaremos um estudo adotando uma terminologia atual no estudo de
figuras que fazem uso da propor¢do aurea, algumas das quais ndo catalogadas na obra
euclidiana. Esta adi¢do visa completar a analise tematica do trabalho, sob o ponto de vista

historico-matematico.

1.1. Euclides de Alexandria

Determinar o tamanho de Euclides de Alexandria para a Matematica, e, em particular,
para a Geometria, parece uma tarefa relativamente simples, quando consideramos que seu
nome virou adjetivo comum (geometria euclidiana) no estudo cléssico de figuras geométricas.

Pode nao ter sido o maior da histéria entre seus pares, mas foi o responsavel pela
primeira grande compilagdo organizada de pesquisas matematicas, causando uma revolucao
nos estudos da disciplina apds sua publicagdo. Além disso, também ¢é responsavel por
determinar axiomas ¢ documentar defini¢cdes e teoremas até entdo inéditos em seu tempo.

Sobre sua vida, s6 hd poucos recortes. Os principais encontram-se no Catdlogo dos
Geometras, uma pesquisa realizada pelo filosofo e historiador grego Proclo Licio (412 - 485),
baseando-se nos manuscritos de outro filosofo e historiador da matematica, Eudoxo de Cnido

(408 aEC - 355 aEC), a qual descreve Euclides brevemente.

(...) E nfo muito mais jovem do que esses ¢ Euclides, o que reuniu os Elementos,
tendo também, por um lado, arranjado muitas das coisas de Eudoxo e tendo, por
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outro lado, aperfeigoado muitas das coisas de Teeteto, e ainda tendo conduzido as
coisas demonstradas frouxamente pelos predecessores a demonstragdes irrefutaveis.
E esse homem floresceu no tempo do primeiro Ptolomeu; pois, também Arquimedes,
tendo vindo depois do primeiro, menciona Euclides, e, por outro lado, também
dizem que Ptolomeu demandou-lhe uma vez se existe algum caminho mais curto
que os Elementos para a geometria e ele respondeu ndo existir atalho real na
geometria (Bicudo, I. Os elementos. Sdo Paulo: Editora da UNESP, 2009. p.41)

Através dessa passagem de Proclo, deduz-se o periodo de vida de Euclides, embora
sem precisao nas datas de nascimento e morte.

Proclo ainda utiliza como referéncia temporal o discipulo platonico Teeteto (417 aEC
- 369 aEC), que, entre outros citados, fornece uma ideia do periodo produtivo de Euclides, por
volta de 300 aEC. A indicag¢do da contemporaneidade com o Primeiro Ptolomeu! (c. 367 aEC.
- ¢. 283 aEC) reforca essa data.

Além de Os Elementos, Euclides ¢ autor de outros tratados de expressdo dentro da
matemética. Optica, por exemplo, concentra-se na visdo humana a partir de uma perspectiva
geométrica, enquanto o tratado Phaenomena documenta observagdes astrondmicas a partir de
um olhar geométrico. Nao pode ser considerada uma eximia obra da antiga astronomia grega,
mas tornou-se conhecida por conta da fama e importancia do autor.

Pode-se argumentar que Conicas seja o trabalho desenvolvido por Euclides que
apresenta uma matematica mais aprofundada, oferecendo um estudo sobre curvas
matematicas com um zelo inexistente até entao.

Assim, Euclides e a Matematica acabam sendo indissociaveis, e, quando observamos

Os Elementos, essa conexao acaba se estendendo principalmente até a geometria.

1.2. Os 13 livros que formam Os Elementos

Antes de avancarmos na discussao do subtitulo, fazemos constar em assentamento a
referéncia bibliografica adotada para trechos retirados de Os Elementos neste trabalho:
Tradugao e Introducao de Irineu Bicudo, Sao Paulo: Editora UNESP, 2009.

Ao longo dos milénios, Os Elementos acabou sendo objeto de diversas tradugdes e

edi¢des, tornando desafiador encontrar alguma edicdo verdadeiramente fiel a original de

! General macedonio que lutou junto as fileiras do Exército de Alexandre, o Grande, e que em 305 aEC. se auto-
proclamou rei da Macedonia. Foi responsavel por elevar a cidade de Alexandria a capital de seu Império.
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Euclides. O professor Bicudo (2009) destaca que a versdao de Heiberg-Stamatis (1969) parece
ser a mais proxima do manuscrito genuino.

Escrita provavelmente em diversos papiros, seguindo a tradicdo grega da época, Os
Elementos ganhou forma por volta de 300 aEC. E comumente mencionado pelos historiadores
da matematica como a obra mais antiga e influente de estudos da érea, e, sendo assim, a mais
replicada na historia.

Euclides organiza definigdes matematicas de conhecimento geral e estabelece axiomas,
apresentando uma maneira sistematica de desenvolver raciocinios, de modo cadenciado e
gradativo, metodologia denominada por alguns autores como “método axiomatico-dedutivo”.
Ha4, inclusive, a defesa desses autores no vinculo euclidiano com a filosofia platonica, devido
a maneira de apresentar e desenvolver problemas e proposi¢des, seguindo uma progressao
paulatina e conexa da assuntos expostos.

Como mencionado, o tratado Os Elementos reuniu 13 partes, separadas em livros,
seguindo um critério tematico. Entretanto, muitos desses temas acabam se correlacionando de
maneira antecipada, ficando implicita suas respectivas utilizagdes ao longo das exposigdes.
Ilustrando muito bem essa aplicagdo prévia estd a Divisdo em Meia e Extrema Razao que,
apesar de definida somente no livro VI, aparece em proposi¢des do Livro II e do livro IV.

No que diz respeito aos livros que compdem Os Elementos, existe um certo
agrupamento de topicos discernivel entre eles. Os livros de I a VI tratam de geometria plana,
desde seus conceitos fundamentais até o aprofundamento no estudo das defini¢des e
proposi¢des de maior complexidade. Entre esses, o livro V ¢ atribuido a Eudoxo de Cnido e

apresenta a teoria das propor¢des como a conhecemos.

“Diz-se que quatro grandezas estdo na mesma razdo, a primeira para a segunda ¢ a
terceira para a quarta se, quando equimutiplos quaisquer sdo tomados da primeira e
da terceira e equimutiplos quaisquer da segunda e da quarta, os primeiros
equimutiplos sdo ambos maiores que, ou ambos iguais a, ambos menores que, 0s
ultimos equimutiplos considerados em ordem correspondentes”. (Elementos de
Euclides, Livro V, definigdo 6).

A formaliza¢do da Divisdo de um segmento de reta em Meia e Extrema Razdo seria
impossivel sem o registro dessa teoria, que agora abrangia grandezas comensuraveis e
incomensuraveis?.

Os livros VII, VIII, IX e X sdo dedicados a teoria dos nimeros. O famoso Algoritmo
de Euclides estd presente no Livro VII, e o estudo sobre os incomensuraveis, descoberta

recente até entdo, encontra-se no Livro X .

2 Nimeros incomensuraveis sdo aqueles que ndo podem sem expressos como uma razio de dois niimeros inteiros.
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J& nos livros XI, XII e XIII, o enquadramento ¢ dedicado a Geometria Espacial. Em
particular, o livro XIII investiga os poliedros regulares, tendo a DMER ocupado um papel de

destaque na analise do dodecaedro e icosaedro.

1.3. A Divisao de um Segmento em Meia e Extrema Razéo

1.3.1. A definicdo

A simplicidade com que ¢ apresentada a definicdo do segmento de reta dividido em
Meia e Extrema Razao em Os Elementos ¢ surpreendente, especialmente quando
consideramos suas inumeras possibilidades.

Presente na terceira defini¢cdo do Livro VI, Euclides a enuncia desta forma:

Defini¢ao VI, 3: “Uma reta é dita estar cortada em extrema e média razdo, quando

como o todo esteja para o maior segmento, assim o maior para o menor.”

Figura 1 - Segmento de reta dividido em Meia e Extrema Razdo

A B
O o @

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Em uma linguagem mais simples, ao marcarmos um ponto sob um segmento de reta,
de tal forma que a razio entre os pedagos maior ¢ menor ¢ a mesma do que entre todo o

segmento e o pedaco maior, esse segmento fica, assim, dividido em Meia e Extrema Razao.

Herz-Fischler (1987) diz que “O conceito matematico que estd no centro de todas as

discussdes contidas neste estudo ¢ enganosamente facil de definir.”
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Ja Livio (2006) apresenta a DMER da seguinte forma:

Quem poderia imaginar que essa divisdo de linha aparentemente tdo inocente, que
Euclides definiu com objetivos puramente geométricos, poderia ter consequéncias
em temas que vdo do arranjo de folhas em boténica a estrutura de galaxias que
contém bilhGes de estrelas, ou da matematica as artes? (Livio, Mario. Razdo aurea
(Portuguese Edition) (p. 10). Editora Record. Edigdo do Kindle.)

Definida a Meia e Extrema Razdo, adentraremos no estudo relativo a suas varias

aplicacdes em Os Elementos.

1.3.2. Proposicdes euclidianas anteriores a concepcao formal da DMER

Como pontuado anteriormente, Euclides reserva um trecho do sexto capitulo de sua
obra para delinear as no¢oes da Meia e Extrema Razao. Entretanto, ¢ importante notar que ele
previamente empregara, de maneira indireta, essa conceito em livros anteriores. Surgem,
entdo, questionamentos pertinentes: se o conhecimento sobre a DMER ja estava presente para
Euclides, por que ele optou por ndo introduzi-lo inicialmente? Ou seria possivel que ele ndo
tenha identificado esse principio em suas demonstragdes?

Um ponto crucial a ser assentado ¢ a auséncia de qualquer método algébrico
conhecido nas demonstracdes euclidianas. As argumentacdes empregam uma linguagem
estritamente geométrica, técnica pouco usual nos dias de hoje. H4, ainda, diferencas na
nomenclatura de alguns elementos, como destaca Carvalho (2004): “Para compreendermos o
que Euclides quer demonstrar, lembre-se, em primeiro lugar, que os matematicos gregos
chamavam de reta o que nos hoje chamamos de segmento de reta”. Entretanto, mesmo com
essas diferencas, o rodeio em torno da DMER nao parece fazer sentido, sob esse prisma.

Antes de avangarmos com o teor do inquérito € com as proposi¢des que utilizam a
DMER implicitamente, exploraremos outra proposi¢do do Livro Il de Os Elementos, que
servird como base para as futuras analises.

Proposicao I, 6: Se uma linha reta é dividida em duas partes iguais e se uma outra
linha reta lhe é adicionada, prolongando-a, (a drea do) o retdngulo determinado pela linha
reta e pela reta adicionada é igual, se lhe for adicionado (a drea do) o quadrado sobre a
metade da reta, (a area do) ao quadrado sobre a reta formada pela metade e pela reta

adicionada.
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Figura 2 - Construgao geométrica da Proposi¢ao II, 6.
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

A Figura 2 ¢ construida seguindo as instru¢des enunciadas na Proposigdo II, 6.
Iniciamos com um segmento AB, de ponto médio C. A partir do ponto B, prolongamos o
segmento até¢ um ponto D qualquer. Em seguida, sdo tragados: o retingulo ADEF, com DE =
BD; o quadrado CDGH; e o segmento BI, paralelo a CH e DG. Os pontos J ¢ K sdo as
interse¢des de EF com BI e CH, respectivamente. Como resultado da constru¢do, HIJK
também ¢ um quadrado e os retangulos ACKF, BCKJ e EGIJ sdo congruentes.

A érea do retangulo ADEF inclui dois desses retangulos congruentes mais o quadrado
BDEJ. Quando adicionamos a area do retangulo, a area do quadrado HIJK, obtemos
exatamente as figuras de mesma area contidas na formagao do quadrado CDGH.

Portanto,

Area (ADEF) + Area (HIJK) = Area (CDGH)

Dando continuidade ao estudo do Livro II, focaremos agora na Proposicao 11:

Proposicao II,11: “Cortar a reta dada, de modo que (a darea do)o retangulo contido
pela inteira e por um dos segmentos é igual (a drea do) ao quadrado sobre o segmento
restante.”

Nao ha uma mengao direta a Meia e Extrema Razao, mas se debrugando na proposicao

acabamos reconhecendo sua presenga. Esbogando a figura de acordo com o enunciado, temos:
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Figura 3 - Construgao geométrica da Proposi¢do II, 11
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Se partirmos de um segmento BC, prolongando-o de acordo com o formato de II, 6 até
um ponto A (construgdo realizada na Figura 2), visualizamos um segmento maior AB
dividido em C. A partir do segmento (maior) BC, desenhamos um quadrado, e utilizamos a
medida do segmento restante (menor) como lado de um retingulo de base AB (AC = AG).
Sendo valida a proposi¢do, o segmento AB fica dividido em Meia e Extrema Razao no ponto

C, uma vez que:

Area (ABFG) = Area(BCED)
AB.AG = BC?
AB.AC = BC?

AB _BC
BC ~AC

Para a demonstragdo da proposigdo II, 11, utilizaremos como base a proposicao II, 6.
A figura de partida ¢ o quadrado BCED, e marcaremos o ponto médio de BC como I. Em
continuagdo, prolongaremos o segmento BC, a partir de C, até o ponto A, de tal forma que a

medida do segmento Al seja congruente a medida de EI (Al = EI).
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Figura 4 - Desenvolvimento da Proposi¢do II, 11
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Pela proposigao II, 6, temos que:

Area (ABFG) + Area do quadrado de lado Cl = Area do quadrado de lado Al

AB.AG + CI2=AI> ()

Aplicando o Teorema de Pitagoras® (Euclides o enuncia na proposicdo I, 47) no

tridngulo CEI e recorrendo as igualdades AG = AC e EI = Al, temos:

EI? = CE? + CI?
Al2=CE?+CI> ()

Substituindo (IT) em (I):

AB.AC + CI2=CE2+ CI?

Adicionalmente, recorreremos a CE = BC

AB.AC =BC?

3 Teorema de Pitagoras: aplicado em triAngulos retangulos, traz que a medida da hipotenusa ao quadrado ¢ igual
a soma das medidas dos catetos também elevadas ao quadrado.
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AB _ BC
BC AC

Ficando assim demonstrada a apari¢do velada da divisdo do segmento AB em Meia ¢
Extrema Raz8o, a partir do ponto C, dentro da demonstra¢8o da Proposi¢éo II, 11.

Outra apari¢do oculta da DMER ¢ identificada no Livro IV, onde Euclides fornece
instru¢des para a constru¢do de um tridngulo isdsceles peculiar.

Proposi¢o 1V,10. Construir um tridngulo isosceles com cada dngulo da base o dobro
do angulo do veértice. (isto €, o tridngulo 72°-72°-36°)

Euclides expoe a ideia de construgdo do tridngulo a partir de um segmento de reta AB,
dividido por um ponto C de acordo com a proposicdo II, 11. E tragado, ainda, um circulo de
raio AB e centro A. Sob a circunferéncia, estabelece-se um ponto D, tal que sua distancia para

o ponto B seja a mesma distancia entre os pontos A e C. Ou seja, AC = BD.

Figura 5 - Construcao de um tridngulo isésceles do tipo 36° - 72° - 72° (Parte 1)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

O triangulo ABD ¢ construido, naturalmente isosceles, ja que AD também ¢ raio do
circulo. Em seguida, uma segunda circunferéncia é desenhada, passando pelos pontos A, C e

D, ou seja, circunscrita ao tridngulo ACD. Finalmente, o segmento CD ¢ tragado.
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Figura 6 - Construgao de um tridngulo isésceles do tipo 36° - 72° - 72° (Parte 2)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Como o segmento AB fora inicialmente dividido conforme a proposi¢ao II, 11, temos:

Como AC = BD, substituiremos a igualdade em (III)

De acordo com a equagdo (IV), idéntica a propriedade da poténcia de ponto
(apresentada em Os Elementos no Livro III), pode-se inferir que segmento BD ¢ tangente ao
circulo menor. O arco menor CD determina, entdo, que os angulos BAD e BDC sao
congruentes (indicados em verde). Além disso, os angulos ABD e ADB também sao

congruentes (indicados em vermelho), dada a natureza isosceles do triangulo ABD.
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Figura 7 - Construgao de um tridngulo isésceles do tipo 36° - 72° - 72° (Parte 3)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Portanto, considerando que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo ¢
constante, podemos concluir que o dngulo BCD possui a mesma medida do que o angulo
ABD, e, através disso, constatamos que o tridngulo BCD também ¢ isdsceles, com BD = CD
(= AQC).

Ressaltamos que a ado¢do de medidas angulares ndo foi utilizada no texto original
euclidiano, ficando registrado no manuscrito “construir um tridngulo isosceles com cada
angulo da base o dobro do angulo do vértice.

A conclusdo que se chega ap6s esta construgdo, ¢ que Euclides mais uma vez utiliza
implicitamente a DMER, agora para a construgdo do tridngulo isosceles 36° - 72° - 72°. Esse
triangulo desempenhard um papel fundamental na constru¢do de outras figuras diretamente
vinculadas a se¢ao aurea.

Ainda no livro IV, Euclides demonstra como construir um pentagono regular a partir
do triangulo 36° - 72° - 72°.

Proposi¢do 1V, 11. Inscrever um pentigono regular em um circulo dado.

J& com o molde do triangulo 36° - 72° - 72° inscrito em um circulo (IV, 10), Euclides

utiliza a bissec¢ao dos angulos de mesma medida para chegar a seguinte figura:
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Figura 8 - Construgao de um pentagono regular inscrito em uma circunferéncia

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Desta forma, a circunferéncia fica dividida em 5 pontos tais que os arcos formados por
dois consecutivos sdo congruentes. Em outras palavras, os arcos AE, BE, BC, CD e AD
possuem a mesma medida. Consequentemente, pela Defini¢do III, 114, os segmentos de reta

obtidos a partir desses arcos também terdo a mesma medida

Figura 9 - Constru¢do de um pentagono regular inscrito em uma circunferéncia

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Com isso, ¢ obtido um pentagono regular.

4 Os Elementos, Definigdo 111, 36: Segmentos semelhantes de circulos sdo os que admitem Angulos iguais, ou nos
quais os angulos sdo iguais entre si.
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1.3.3 O uso explicito da DMER em Os Elementos

Apos a formalizacdo da Meia e Extrema Razdo realizada por Euclides na terceira
definicdo no inicio do Livro VI, a utilizagdo da propor¢do passa a figurar abertamente.

Em destaque, Euclides utiliza a divisdo de um segmento em Meia e Extrema Razao,
agora explicitamente, principalmente em estudos que utilizam equivaléncias de areas. Na
proposicao VI, 30, estabelece um método para dividir um segmento em Meia e Extrema
Razao, justamente através dessa equivaléncia.

Para a correta apresentacao de VI, 30, € necessario entender a proposi¢do anterior,

Proposi¢io VI, 29. 4 reta dada aplicar, igual a retilinea dada, um paralelogramo
excedente por uma figura paralelogramica semelhante a dada.

Dada a figura C e um paralelogramo D, utilizaremos o segmento AB como referéncia

para a demonstragao.

Figura 10 - Constru¢do geométrica da Proposicdo VI, 29 (Parte 1)
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Sob o segmento AB, ¢ marcado seu ponto médio E e construida uma figura

semelhante ao paralelogramo D a partir de EB.
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Figura 11 - Constru¢ao geométrica da Proposi¢do VI, 29 (Parte 2)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

A fim de esclarecer exatamente o objetivo dessa construcao euclidiana, e até mesmo

para o entendimento do que seja um paralelogramo excedente, citaremos Roque (2012):

Sdo dadas a reta AB, uma figura C (com determinada area) e uma figura D (com
determinada forma). O problema consiste em aplicar a reta AB a figura AONG da
Figura 15, com area igual a de C e com um excedente dado pela figura BONP,
similar a D. Ou seja, queremos construir um paralelogramo com area igual a de uma
outra figura (C, no exemplo), mas a construcdo deve ser feita com algo sobrando em
relagdo ao segmento dado inicialmente (AB). (Roque, T. Histéria da Matematica:
Uma Visao Critica, Desfazendo Mitos e Lendas. p. 152. Ed. Zahar)

Dando prosseguimento, ¢ construido um outro paralelogramo semelhante a D, com
area equivalente a soma das areas de BEFJ e C. Consequentemente, teremos um

paralelogramo com medidas maiores do que BEF]J.
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Figura 12 - Constru¢ao geométrica da Proposi¢do VI, 29 (Parte 3)

/ Area (BEFJ) + Area C /

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Pondo o lado superior desse paralelogramo sob o lado FJ, teremos a seguinte figura:

Figura 13 - Constru¢do geométrica da Proposicao VI, 29 (Parte 4)

I

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

> @

Uma vez que nas construgdes dos paralelogramos foram obedecidas as condig¢des de
semelhanca entre eles, as diagonais de ambos acabam sobrepostas em virtude da inclinagdo
equivalente. A diagonal FN fica estabelecida; os segmentos EF, BJ, EB e FJ sdo prolongados

até os lados do paralelogramo maior, definindo os pontos M, P , O e L respectivamente.
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Destaca-se que a area do gnomon® formado ¢ equivalente a C, pois o paralelogramo maior

fora construido utilizando justamente C e o paralelogramo BEFJ.

Figura 14 - Constru¢do geométrica da Proposicdo VI, 29 (Parte 5)

i J L

> @

K = N

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

As areas de BEKP ¢ BJLO possuem a mesma medida, como ja demonstrado na
Proposigdo II, 6. Logo, se FKN e FLN sao iguais, BEF ¢ BFJ também sdo, além de BNP e
BNO.

A partir dos segmentos AO e ON, ¢ formado uma paralelogramo com um dos
segmentos sob KN, nomeado AGNO. Consequentemente, AEKG também assume a forma de
paralelogramo, sendo esse idéntico a BEKP (e a BJLO), uma vez que E ¢ o ponto médio de

AB fazendo com que AE tenha medida do que EB.

5 A figura “gnomon”, na geometria plana, é obtida quando removemos um paralelogramo menor, com um vértice
e dois lados coincidentes, de um paralelogramo maior.
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Figura 15 - Constru¢ao geométrica da Proposi¢do VI, 29 (Parte 6)

F ‘ L

K = N

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Ja que a area do gnomon ¢€ equivalente a area C fornecida, podemos inferir que a area
do paralelogramo AGON serd igual, pois BJLO e AEKG tém a mesma area.

Portanto, a area do paralelogramo excedente BONP, construido a partir de uma figura
C dada, sob o segmento de reta AB, ¢ semelhante ao paralelogramo D estabelecido

inicialmente.

Proposi¢do VI, 30. Cortar a reta finita dada em extrema e média razdo.

O método proposto por Euclides para dividir um segmento em Meia e Extrema Razao
baseia-se na utilizacdo da proposi¢do VI, 29. Todavia, ao aplicar essa proposi¢cdo na
demonstragdo a seguir, ¢ necessario que ocorra uma reconfiguragao, na qual o paralelogramo
em questdo seja representado como um quadrado.

Segue, desta forma: dado o segmento AB, constrdi-se um quadrado ABCD com base
nele. Com a finalidade de obter um quadrilatero (leia-se: retdngulo) de area equivalente a do
quadrado ABCD, prolonga-se o lado AD, a partir de A, até o ponto F (conforme obtido em II,
6 e Il, 10). Assim, as areas de ABCD e DFGH sao equivalentes.



Figura 16 - Construgdo geométrica da Proposi¢ao VI, 30

F

®

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
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]
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Por VI, 29, a figura excedente obtida pelo prolongamento de AD e que apresenta as

condicdes estabelecidas acima ¢ semelhante a figura construida com base no segmento

original AB. Em outras palavras, o quadrildtero AEFG também ¢ um quadrado, semelhante ao

quadrado ABCD.

Observando a equivaléncia entre areas de ABCD e DFGH, ¢ evidente que, ao remover

o retangulo ADHE das figuras, as areas de AEFG e BCHE também assumem o mesmo valor.

Ou seja:

Area (AEFG) = Area (BCHE)

Considerando que o segmento BC possui a mesma medida que AB.

Que é precisamente a divisdo de AB em Meia e Extrema Raz&o.
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A divisdo em Meia e Extrema Razdo volta a ser citada no Livro XIII, uma vez que os
livros posteriores ao VI nao abordam temas que poderiam se associar a DMER.

Logo no inicio do Livro XIII, Euclides enuncia a proposi¢do 1:

Proposicao XIII, 1. Caso uma linha reta seja cortada em extrema e média razdo, o
segmento maior, tendo recebido antes a metade da toda, serve para produzir o quintuplo do
quadrado sobre a metade.

Dado um segmento AB dividido em Meia e Extrema Razao pelo ponto C, prolonga-se,
a partir de A, o segmento dado, até o ponto D, de tal forma que AD seja equivalente a metade

do segmento AB.

Figura 17 - Construgao geométrica da Proposicao XIII, 1 (Parte 1)

D A (
o o o ©

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Sdo construidos os quadrados ABFE e CDIJI. Prolonga-se o segmento CI, a partir de C,
até o ponto K, sob o segmento EF. Consequentemente, K também divide EF em Meia e

Extrema Razdo, ja que as linhas AB e EF sdo paralelas.

Figura 18 - Constru¢ao geométrica da Proposicao XIII, 1 (Parte 2)
J |

— . ]
A (
© © @
E K F
6 I

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
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Traga-se a diagonal DI e o quadrado ADML, com o ponto M sob o lado DJ e L sob a
diagonal tragada. Sao estendidos os lados ML e AL até N e O, respectivamente, onde ambos

sdo fixados sob os lados do quadrado CDIJI.

Figura 19 - Construgao geométrica da Proposicao XIII, 1 (Parte 2)

J O I

@] &
M 1§ N
© O
) A
o2 —0— O- Q

.E Aé K .F

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Em virtude da divisdo dos segmentos em meia e extrema razio e da congruéncia dos
segmentos AB e BC, além de AC e LN, podemos concluir que:

I) As areas de BCKF e LNIO sao equivalentes. Pela DMER no segmento AB, temos:

Area (BCKF) = Area (LNIO)

IT) Sendo AB ¢ o dobro de AD, AB = AE ¢ AD = AL, entdo AE ¢ o dobro de AL.
Desta forma, ¢ mantida essa propor¢ao na area do retangulo ACKE, ou seja ¢ o dobro da area

de ACNL.
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IIT) Seguindo o raciocinio, a area de ACKE equivale a soma das areas de ACNL e
JMLO.

IV) Sendo AB o dobro de AD, a area do quadrado ABFE ¢ o quadruplo da area de
ADML.

V) Assim, a area do quadrado CDJI ¢ equivalente a cinco vezes a do quadrado ADML,

demonstrando a proposicao.

A fim de fornecer uma versao mais fluida do exposto acima, colocaremos as areas de

todas as figuras em funcdo de A e B, sendo A a 4rea de ACNL e B, de BCKF.

Figura 20 - Construgao geométrica da Proposi¢ao XIII, 1 (Parte 3)

J 0 |
® ®
A
.
O
A
& ®
2A B
E F
@ o O

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Proposicdo XIII,8. Caso retas estendam-se sob dois dngulos consecutivos de um
pentagono equildtero e equidangulo, cortam-se em extrema e média razdo, e os segmentos
maiores delas sdo iguais ao lado do pentdgono.

Tendo em vista a constru¢ao de um pentagono regular inscrito em um circulo presente
na proposicao IV, 10, sdo tracadas as diagonais AC e BE.

Como os lados do pentdgono possuem mesma medida, os triangulos ABE e ABC sao

isosceles e congruentes. Com isso, os angulos BAC e ABE também possuem a mesma medida.
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Utilizando a regra do angulo externo em AHB, o angulo AHE ¢ o dobro da medida

dos assinalados anteriormente.

Figura 21 - Construg¢ao geométrica da Proposicao XIII, 8 (Parte 1)

A

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Observando a figura, os vértices do pentdgono ABCDE dividem a circunferéncia em 5
arcos de mesma medida. Os angulos ABE e ABC “enxergam”, cada um, um desses arcos
provenientes do pentdgono. J4 o angulo CAE “enxerga” dois desses arcos, e, assim, possui 0
dobro da medida dos dngulos ABE e ABC. Com isso, o triangulo AEH ¢ isésceles, com AE =

AH. De modo andlogo, AH também possui mesma medida que o lado do pentagono.

Figura 22 - Construg¢ao geométrica da Proposicao XIII, 8 (Parte 2)
A

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
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Visto que os triangulos ABE ¢ ABH s3o semelhantes (angulos com mesmas medidas),

aplica-se a proporgao:

Justamente a defini¢do da divisao em Meia ¢ Extrema Razao.

A construcdo do icosaedro e dodecaedro utilizam algumas das proposi¢des expostas
acima, além de varias outras contidas ao longo dos treze livros de Os Elementos. Essas
construgdes sao destrinchadas nas proposi¢des XIII, 16 e XIII, 17, respectivamente, ¢ sdo
extremamente alongadas por Euclides. A fim de focar no que temos como temas centrais para
discussdo histérica da DMER, o poliedros de 12 e 20 faces serdo estudados de maneira breve
na subsecdo seguinte..

Ainda no Livro XIII, outros teoremas também sao enunciados (2 ao 6) com a Meia e
Extrema Razdo, e todos sdo preparativos para a construgdo dos poliedros regulares. Devemos
lembrar que Os Elementos carrega demonstracdes graduais, € os teoremas e defini¢cdes desse
livto acabam sendo uma preparacdo para o estudo seguinte, nesse caso, os poliedros

platonicos.

1.4. A DMER sob uma perspectiva moderna

Observamos anteriormente como Euclides emprega uma linguagem matematica
consideravelmente diferente da utilizada atualmente. A auséncia de unidades de medida acaba
implicando em um alongamento de muitas de suas defini¢cdes e proposicdes.

Portanto, a fim de ndo neglicenciar a propriedade central do tema, a Meia ¢ Extrema

Razdo, apresentaremos um repertorio de andlises sob a perspectiva matematica
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contemporanea. Isso proporcionarda um melhor e mais amplo entendimento matematico da

DMER.

1.4.1. O valor numérico da DMER: Phi (®)

Ao estudarmos novamente a definicio da DMER, desta vez adotando que o segmento

dividido possui uma unidade de medida, chegamos a um valor numérico para a razao entre os

. ..« 1+/5 . X .
segmentos definidos pela divisdo, +T\/—’ usualmente vinculado a letra grega ® (phi), sendo

popularmente conhecida como “nlimero de ouro”
Aplicando a divisdo em Meia e Extrema Razdo em um segmento AB de medida

unitaria, ¢ chamando o segmento maior encontrado ap6s a divisdo de , temos que:

Figura 23 - Segmento de reta unitario dividido em Meia e Extrema Razao

A X c 1-x B

.
I
I

1

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

-
1=
1.(1— )= 2
1— = 2
2+ —-1=0

A=12-41.(-1)=5

_—1+45
2

Descarta-se a raiz negativa da equacdo, ja que estamos tratando de medida geomeétrica.

_—1++5
2
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Calculando, entdo, a raz8o entre os dois segmentos dispostos na condigo:

11 2 o 205+1) _2(¥5+1) 1++5
T -1+v5 V5-1 (5-1)(5+1) 5-1 2
2

Ao adotar-se a letra grega phi (®P) na representagao:

1++5
¢ = 2\/_ 1,61803398...

1.4.2. Algumas curiosas propriedades algébricas de P:

O nUmero de ouro possui uma grande quantidade de propriedades matematicas que

sdo intrigantes.

Por exemplo, temos uma rela¢éo curiosa entre @, ®? ¢ 1/q3.

2
, _(1+V5)  1+2V5+5 6+2V5 3++5 1++5
b = > = 7 = 7 = 5 =1+ 5

Ou seja, ®2=1+d =2,61803398...

¢:1+\/§:1+\/§:(1+\/§),(1—\/§)_ —4 2 2
2

1 1 2 2.(1—+/5) _2.(1—\/3):\/5—1=1+x/§_1

Ou seja, /g, = ® — 1 = 0,61803398...
Logo, os trés nUmeros possuem o mesmo posicionamento das infinitas casas decimais,

com uma diferenca unitaria para mais ou menos, a partir de ®.

De uma forma mais ampla, podemos estabelecer a seguinte identidade:

d*P2=0p*+0



Demonstra¢do: Inicialmente, utilizaremos um tal que > 0.
PH+d =0 . O+D =0 (P+1)=P . P2=0@ *2
JApara <0, deveexistirum talque =— ,onde >0.

_ 9?2 1+ 1 ®
@ _q)+2_q)+2_cp+2+q)+2_cp +@

Substituindo — , temos:

® =0 2+0 1

Enfim, para =0, se ®*> =1 + ®, entdo

®2 = @0 + @l
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Algumas expressOes inusitadas s8o obtidas em decorréncia das propriedades

demonstradas acima.

A primeira que serd exposta €

1+\/1+\/1+\/1+\/1+...

Assumindo que ndo sabemos o valor numérico da expressdo, igualaremos a mesma a

. Logo,

= 1+\/1+\/1+\/1+\/1+...

Elevando ambos os lados ao quadrado
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2= 1+J1+J1+V1+V1+m)

2:1+J1+J1+V1+Jfrf

Equacédo do 2° grau que ja estudamos e que possui como raiz positiva (que € o caso da
expressdo acima), P.

Uma outra expressdo inusitada que € vinculada a @ é:

1
1
1

1
1+...

1+

1+

1+
1+

Para encontrar seu valor numeérico, utilizaremos um método analogo ao anterior, ou

seja,

1+ 11
1+ 1+
=1+—-
2— —-1=0

Novamente o resultado serd decorrente da equac¢éo quadratica de raiz positiva ®.
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1.4.3. A progressdo aritmética/geométrica durea

De acordo com a demonstra¢do da identidade ® *2 = ® *1 + & |, pode-se concluir que

a sequéncia numeérica

U« Y > I > I O L R > LS ¢ B

¢ aditiva e multiplicativa, concomitantemente.

Essa caracteristica peculiar da progressdo é fonte de estudos em diferentes &reas além da
matematica, gerando, como veremos no Capitulo 3, mais uma associa¢do a sequéncia de
Fibonacci, inclusive com aplicagdes na botanica. (CONTADOR, 2011).

Denominada como “progressdo geométrica durea”, a sequéncia pode ser reescrita
utilizando expressdes com coeficientes numéricos pertencentes a sequéncia de Fibonacci,
tornando mais leve a exposi¢do dos termos. Também sera apresentada essa forma sequencial

reformulada no terceiro capitulo.

1.4.4. O retangulo aureo

O retangulo que apresentaremos a seguir ¢ uma das figuras mais exibidas quando
tratamos da razdo aurea de forma geométrica.

A figura em questdo adota um molde de acordo com a Proposicdo II, 11. Um
segmento de reta AB ¢ dividido em Meia e Extrema Razao, um quadrado ACFD ¢ construido
a partir do maior pedago e um retdngulo BCFE ¢ formado a partir de um dos lados do

quadrado e o outro oriundo do pedago menor resultante da DMER.
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Figura 24 - Construgdo do retangulo aureo (Parte 1)

D

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Neste caso, de acordo com a condi¢@o de formagao da figura, temos que

Aplicando a DMER no lado maior do retangulo ABEF, e repetindo o processo adotado

acima, obtemos um novo quadrado e retangulo, EFGH e BCGH, respectivamente.

Figura 25 - Construgdo do retangulo dureo (Parte 2)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Dai,
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Ao aplicar o0 mesmo processo em cada novo retangulo formado, observamos uma
caracteristica chamada de auto-propagagdo, ou seja, uma repeticdo respeitando as mesmas
condi¢des iniciais, infinitamente. Em outras palavras, a DMER continuara ocorrendo
indefinidamente nos retangulos dureos oriundos de cada nova divisdo, e as proporgdes entre
os lados, sempre iguais a P.

A frente, veremos que a sequéncia de Fibonacci encaixa-se perfeitamente nos
quadrados formados a partir do conjunto inicial, proporcionado mais uma evidéncia da

associacao entre a sequéncia e a DMER.

Figura 26 - Construgdo do retangulo dureo (Parte 3)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Ao tragamos um arco de 90° de raio equivalente a medida dos lados dos sucessivos
quadrados formados no interior do retangulo 4dureo, obtemos uma espiral logaritmica
denominada espiral de Fibonacci ou espiral durea. Como serd abordado adiante, toda espiral

durea ¢ uma espiral logaritmica; porém, o oposto ndo ocorre.
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1.4.5. O tridngulo aureo

Figura 27 - Constru¢ao do tridngulo aureo (Parte 1)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Os triangulos obtidos a partir da Proposicao IV, 10 de Os Elementos sao chamados de

triangulos aureos (36° - 72° - 72°). Aplicando a semelhanca de triangulos entre os dois, temos:

Dividindo infinitamente um dos lados congruentes do tridngulo isdsceles em Meia e
Extrema Razdo, vdo sendo formados outros semelhantes e correlacionados a razdo aurea, com

uma razao de semelhanca equivalente a phi (®). A auto-propagacao volta a atuar.
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Figura 28 - Constru¢ao do tridngulo aureo (Parte 2)

A

Unindo os vértices de cada triangulo isosceles obtidos sob arcos de circunferéncia de
108°, sempre partindo daquele que possui o angulo distinto, obtemos uma outra espiral

logaritmica denominada espiral durea triangular.

Figura 29 - Construcdo do triangulo 4ureo (Parte 2)

A

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online



52

1.4.6. O pentagrama

A construgdo do pentagono na proposi¢do IV, 11, fornece um esbogo da formagdo de
um pentagrama, uma figura importantissima para o estudo da histéria da DMER.

Utilizaremos a Figura 8 como ponto de partida para o estudo do pentagrama. Ao tragar
a diagonal DE, teremos um pentagrama perfeito formado a partir das diagonais de um
pentagono regular.

Além disso, como indicado em IV, 10, a razdo entre os segmentos que formam o
pentagrama (diagonais do pentdgono) e o lado do pentagono regular que o origina esta em

Meia e Extrema Razo.

Outra caracteristica apontada (Proposi¢do XIII, 8) foi que as diagonais do pentagono

regular se interceptam em Meia e Extrema Razado. Algebricamente:

= = = = 1:(])

1 1 1 1 1

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
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Ao aplicarmos o fendmeno da auto-propagacdo, podemos replicar infinitamente a
inscricdo de pentagramas, visto que novos poligonos regulares se formam no centro dessas
figuras.

Na Figura 30, podemos observar que no pentagrama gerado, surge um novo pentagono
denominado A1B1CiD:E:. As diagonais tragadas nesse pentagono, de modo analogo, formam

um outro pentagrama, e assim sucessivamente.

Figura 31 - Auto-propagacao de um pentagrama (Parte 1)

A

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

A auto-propagagao fica evidenciada na Figura 32, onde pentagramas e pentagonos se

intercalam infinitamente, todos obtidos a partir do mesmo procedimento.
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Figura 32 - Auto-propagacao de um pentagrama (Parte 2)

A

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Devido a esse fendmeno e as caracteristicas singulares da figura, o pentagrama ocupa

a lideranga em segmentos divididos (e subdivididos) em Meia e Extrema Razao.

1.4.7. O decagono regular

O estudo do decagono regular ¢ de vital importancia quando analisamos a historia da
Meia e Extrema Razdo. O poligono desempenha um papel significativo em obras que
contribuem para a compreensao da evolucao histérico-matematica da defini¢ao de Euclides.

Apesar disso, Euclides ndo enuncia sua constru¢do em Os Elementos, ao contrario do
que fez com outras figuras. Em vez disso, ele apenas menciona o decagono em proposigdes

contidas no livro IV.
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Figura 33 - Construgdo de um decagono regular

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

O decégono regular pode ser construido a partir de tridngulos isosceles 36° - 72° - 72°,
Ao construi-los de modo que seja mantido um dos lados congruentes comum ao triangulo
adjacente, a construcdo tera como consequéncia o decagono regular.

O poligono de 10 lados mantém a presenca da DMER oriunda dessa construgdo. Por
exemplo, a razdo entre a metade da diagonal que passa pelo centro e seu respectivo lado €
equivalente a phi (P).

Também ¢ possivel relacionar o lado do decdgono regular estabelecido ao lado do

pentadgono formado interligando vértices alternados.
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Figura 34 - Relacionando o decadgono regular a Meia e Extrema Razao (Parte 1)

G F

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Para efeito de demonstra¢ao, denominaremos o lado do pentagono regular como s, €
do decagono regular como 1. Além disso, o apOtema do decagono regular serd apresentado
como g

Destacando os vértices J, A e B, além do ponto central do decagono regular (ponto O,
Figura 33), ¢ tracado seu respectivo apdtema, que, em virtude da usa propriedade
perpendicular e da natureza is6sceles do triangulo ABO, encontra o lado AB em seu ponto

médio M. Ainda, pelo exposto acima
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Figura 35 - Relacionando o decagono regular a Meia e Extrema Razao (Parte 2)

A M B

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

O ponto P, interse¢do entre os segmentos BJ e AO, produz efeito andlogo ao do

apotema, ou seja, AP ¢ altura e mediana do tridngulo ABJ. Dessa forma, temos os tridngulos

APJ e BMO semelhantes. Aplicando a propor¢ado resultante da semelhanga

10- P __ 10
5
10 /s
2. 10= 5@
2. 10 — ¢

5
Ou seja, a razdo entre o dobro do apotema do decagono e o lado do pentagono

correspondente também encontram-se em razao aurea.

1.4.8. O angulo aureo

Outra figura de regular utilizacdo envolvendo a Divisdo em Meia e Extrema Razdo ¢ o

angulo aureo.
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Um angulo &ureo ¢ encontrado quando dividimos uma circunferéncia em dois arcos
tais que a razdo entre suas medidas seja igual a ®. Isso resulta em uma medida aproximada de
137,5°, medida essa utilizada como angulo dureo.

Demonstrag¢do: Em um circulo de centro O e raio r, sdo marcados sob a circunferéncia
os pontos A e B. O arco menor AB, formado a partir da divisdo, é chamado de a e o maior, b.

O angulo central AOB tem medida igual a 0.

Figura 36 - Defini¢dao do angulo aureo

a

b

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

A partir da afirmagdo de que a razdo entre a ¢ b ¢ equivalente a @, os valores ficam

submetidos a proporg¢ao oriunda da defini¢ao euclidiana:

Seguindo uma andlise geométrica, infere-se que:

I)a+ b = 2.1.r (comprimento da circunferéncia)

__6.mr
b= 180°
IH) a= (360° —0).1.r

180°
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Substituindo as igualdades na propor¢éo obtida acima

(360°—0).1.r
2mr  _ 180°
(360°—0).m.1r 0.mr
180° 180°

2.180° 360°—6
360°—0 B

360°.0 = (360° — 6)2
360°.0 = (360°)2 — 2.360°. 6 + 62
62 — 1080.0 + (360°)2 =0

Ao resolver a equacdo do 2° grau obtida, temos como raizes:
1 9425° (descarta-se, ja que 0° < < 360°)
> 1375°

Portanto, chega-se & medida de 137,5° para definir um angulo aureo.

1.4.9. O seno e cosseno de 54° e a area do pentdgono regular

Retomando o estudo do pentagono regular, continuaremos a adotar o exemplo de um
pentagono com lados de comprimentos unitdrios. Conforme apresentando em IV, 11, a raz8o
entre a diagonal e o lado do pentagono equivale a razdo aurea. Com base nessa propriedade,
¢ definindo apdtema (Ap) como disténcia do centro da circunferéncia circunscrita ao poligono

até o ponto médio de seu lado correspondente, temos
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Figura 37 - Ap6tema de um pentdgono regular
D

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
Tragaremos a diagonal CE. De acordo com a construgdo, CE = ®. Dada a natureza
isOsceles do tridngulo CDE, a altura relativa ao vértice D, DH, também € bissetriz ¢ mediana

do segmento CE.

Figura 38 - Construcdo de tridngulos retdngulos do tipo 36° - 54° - 90°

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
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Consoante a construcdo, os tridngulos AFG e DEH s3o semelhantes. Aplicando a
razao de semelhanca entre eles:

Porém, a razdo entre FG () e AG () também equivale ao seno de 54° (Observar o
triangulo AFG). Ou seja,

Pela identidade trigonométrica

254°+ 254°=1
2

— 4 2 ° =

7 54° =1

254°—4_CD2
T4
*+ V4 — P2
54°=T

Descartando, para esse caso, o valor negativo

54°=——— (= 36

Ainda utilizando propriedades trigonométricas, o valor da tangente € dado pela razéo

entre o seno e o cosseno de um respectivo angulo. Portanto,

54°
54°

54° =
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@
54° = —2

4— 92

2

)
54° =

4— @2

Novamente observando o tridngulo AFG, vemos que a tangente também € equivalente

arazdo entre FG () e AF (1/2).

()]
1, Va—o2
_ ®
2.V4 — @2

Com os valores do seno, cosseno e tangente de 54°, bem como do apOtema, agora nos
concentraremos no célculo da &rea do pentdgono regular de lado unitario. Ao dividir o
pentdgono em cinco tridngulos congruentes, conforme ilustrado na Figura 39, pode-se
observar que a area do pentdgono € igual a cinco vezes a area de AFG, uma vez que as areas

dos outros tridngulos possuem o mesmo valor.

Figura 39 - Demonstracdo da 4rea de um pentdgono regular
D

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
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Area (ABCDE) = 5. Area (ABG)

Area (ABCDE) = 5. LA
Area (ABCDE) = > . _®
2 2N4—2
Area (ABCDE) = _>®
4N4 — »2

Podemos reescrever a igualdade substituindo o valor de ®?> =1+ ®

) 5.@
Area (ABCDE) =
4../4—(1+ D)
Area (ABCDE) = > ¢
43—

1.4.10. O dodecaedro

Adentrando ao universo dos poliedros regulares, analisaremos, primeiramente, o
dodecaedro.

Definimos um dodecaedro como um so6lido de 12 faces pentagonais, pentdgono que,
conforme apresentado, estd intimamente ligado 8 DMER. Portanto, para a constru¢do de um
dodecaedro regular, ¢ necessario o conhecimento de como construir um pentagono regular e,
por conseguinte, o conhecimento da DMER.

Outrossim, as relagdes entre o dodecaedro e o numero aureo também se manifestam ao

calcular a area total e o volume da figura tridimensional (com aresta unitaria).



64

Figura 40 - Dodecaedro vazado

\ /

FONTE: https://br.freepik.com/vetores-premium/ilustracao-em-vetor-de-dodecaedro-vazio-

isolado-no-fundo-branco 20251558.htm

Através da area do pentdgono regular com lados medindo 1 unidade, podemos
facilmente deduzir o valor de sua area total, uma vez que esse valor equivale a area de 12

pentadgonos congruentes ao exposto e que compdem as faces do poliedro. Dessa forma,

, 59
4.3=
15.®
3_

A =

©

Para o célculo do volume, divide-se o so6lido de tal forma que o resultado ¢ um cubo e

seis solidos congruentes.
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Figura 41 - Dodecaedro separado em alguns sélidos para céalculo do volume

FONTE: http://demonstrations.wolfram.com/RoofingACubeToProduceADodecahedron

Apds a sequéncia de célculos para encontrar os volumes das figuras resultantes da

divisdo do dodecaedro (Figura 36), chega-se ao respectivo valor:

_5—3
T 6—20

1.4.11. O icosaedro

O poliedro de 20 faces triangulares, icosaedro, também possui relagdo com a razao
aurea. Ao estabelecer os pontos centrais de cada face triangular e interliga-los, encontra-se um

dodecaedro regular.
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Figura 42 - Icosaedro com um dodecaedro inscrito, para calculo do volume

FONTE: https://pt.wikipedia.org/wiki/Icosaedro

Com o volume do dodecaedro ja estabelecido, restam calcular os volumes das figuras
restantes, pirdmides de bases pentagonais. Ao efetuar o célculo, encontra-se para o valor para

volume do icosaedro de aresta unitaria (em funcao de ®)

_ 5.05
6



https://pt.wikipedia.org/wiki/Icosaedro
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2 A MEIA E EXTREMA RAZAO ANTES DE EUCLIDES? UMA INCURSAO NA
HISTORIA DA MATEMATICA NA GRECIA ANTIGA

A discussdo sobre a possivel existéncia de alguma nocao, total ou mesmo parcial, da
DMER, anterior ao seu primeiro registro formal em Os Elementos tem sido objeto de
constantes debates nas ultimas décadas. Inclusive, muitas das lendas amplamente difundidas
estdo enraizadas neste periodo, que antecede o ano 300 aEC, como a constru¢do da Piramide
de Gizé pelos egipcios e o Partenon pelos gregos. Esses e outros mitos serdo especialmente
abordados no Capitulo 4 deste trabalho.

Com certa robustez, as principais teorias que poderiam antecipar a data de concepg¢ao
da razdo aurea estdo vinculadas a Pitdgoras e a Platdo. Na verdade, de acordo com as
principais fontes de investigacdo sobre o assunto, sdo os discipulos destes grandes
personagens os verdadeiros focos de exame quando se trata deste topico.

Ao tentar encontrar alguma evidéncia que reconhega algum dominio da DMER pelos
povos antigos (anteriores a Pitdgoras), ndo analisamos qualquer manuscrito, mas sim objetos
arqueologicos que contém figuras geométricas associadas a razdo aurea em alguma parte de
sua estrutura.

E provavel que a maior referéncia no assunto seja o canadense Roger Herz-Fischler
(1987), quando analisa de forma séria as especulacdes no terceiro capitulo de 4 Mathematical
History of the Golden Number.

Os objetos arqueoldgicos analisados sdo oriundos de civilizagdes que existiram em um
periodo entre a pré-historia até 550 aEC, e os pentagramas sobressaem no cenario tematico.
No entanto, Herz-Fischler (1987) destaca que muitos dos desenhos encontrados em objetos
trazem pentagramas completamente preenchidos, e sem qualquer rigidez geométrica, em uma
representatividade provavelmente vinculada a estrelas ou a algum fundamento mistico.

Em relagdo a origem desses objetos, sdo apresentados por Herz-Fischler (1987)
cerdmicas, moedas e outros, em barro ou pedra, oriundos do Egito Antigo, Mesopotdmia e
Babilonia. No entanto, at¢é o momento nao existe um arcabougo de provas que permita

associar esses povos a Meia e Extrema Razao.



68

2.1. A Escola Pitagorica: o pentagrama, o dodecaedro e os incomensuraveis

2.1.1. Pitagoras e seus discipulos: uma breve historia

Nao hd um estudante que conclua hoje o Ensino Fundamental que ndo tenha sido
apresentado em algum momento ao famoso Teorema de Pitdgoras. A importancia deste
teorema transcende o campo geométrico, uma vez que muitos indagam em sala de aula a
figura histérica de Pitdgoras. E a pergunta acaba sendo uma imersdo na historia, ndo s6 da
matematica, mas da propria humanidade.

A vida de Pitagoras € repleta de incertezas. As biografias escritas por contemporaneos,
se existiram, acabaram se perdendo, ¢ o que se sabe ¢ fruto principalmente de fildésofos e
historiadores de séculos posteriores. Ele proprio ndo deixou nenhum registro escrito
conhecido, transmitindo instrugdes e ensinamentos unicamente da forma oral.

A certeza sobre sua vida reside na forma como inspirou a sociedade que o cercava,
provocando questionamentos filos6ficos, impulsionando o aprofundamento da matematica
como ciéncia tedrica, ¢ estabelecendo um modo de viver alinhado ao misticismo de suas
crencas € a uma ética irrepreensivel. Inspirou tanto, que teve em vida, e depois desta,
discipulos que formavam uma auténtica irmandade, chamada de Irmandade ou Escola
Pitagorica.

Ainda sobre Pitagoras, ¢ destacado pelas fontes literarias que seu conhecimento foi
construido ao longo da vivéncia com diferentes mestres e civilizagdes, cada uma com
perspectivas matematicas, filoséficas e religiosas distintas. Nascido por volta de 570 aEC, na
ilha de Samos, hoje parte da Grécia e bem proxima a costa turca, ndo ha qualquer relato
difundido sobre sua infancia.

Alguns autores defendem que Pitdgoras recebeu instru¢do em Mileto, com Tales (c.
624 aEC - c. 546 aEC), o que poderia explicar parte da sua formagao filosofica e matematica,
uma vez que Tales foi um dos pioneiros em negar a mitologia grega como religido,
apresentando novas ideias para a origem do Universo. E relatado por esses que quando a ilha
foi tomada pelo tirano Policrates (c. 610 aEC - c. 522 aEC), em 538 aEC, Pitagoras acaba
migrando para o Egito, e depois, em algum momento, para a Babilonia, conforme mencionado

por Livio (2006):
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Talvez seguindo o conselho de seu suposto professor, o matematico Tales de Mileto,
Pitagoras tenha vivido durante algum tempo (uns vinte ¢ dois anos, segundo alguns
relatos) no Egito, onde ele teria aprendido Matematica, Filosofia e temas religiosos
com os sacerdotes egipcios. Depois que o Egito foi esmagado pelas forgas persas,
Pitagoras pode ter sido levado para a Babilonia com alguns membros do clero. La
ele teria travado contato com o conhecimento matematico mesopotamico. (Livio,
Mario. Razdo aurea (p. 30). Editora Record. Edi¢do do Kindle.)

A imprecisdo biografica também ocorre com os pitagéricos, assim denominados os
integrantes da Irmandade. Até mesmo a identificacio de membros ¢ alvo de controvérsia, ndo
havendo certeza sobre a participagdo de determinados nomes na Escola. Assim como
Pitagoras, ndo produziram material escrito e qualquer avango ou descoberta por um de seus
membros ndo era a ele atribuida, mas sim ao proprio Pitdgoras ou a irmandade como um todo.

Essa cultura do anonimato demonstra a devocdo quase religiosa que era dada a
Pitdgoras por parte de seus discipulos, como pode-se notar nos relatos do filosofo e escritor
grego Jamblico de Calcis (245 - 325), autor de 4 vida de Pitagoras, trabalho que se concentra
principalmente na filosofia e ética pitagdrica. Jamblico reproduz uma suposta fala dos
pitagoricos: “tudo pertence a Ele”, referindo-se a ele como figura central do conhecimento,
com um ar de divindade.

Entretanto, ¢ incontestavel que a matematica grega teve com os pitagéricos um salto
tedrico e intelectual. Na perspectiva da €poca, a matematica era uma ferramenta para calculos
voltados para comércio, medigdes e registros de contagens. Segundo Livio (2006), “Pitagoras,
por outro lado, foi um dos primeiros a compreender numeros como entidades abstratas que
existem por si mesmos”. Esta nova visdo foi determinante para estudos posteriores, e,
inclusive, para a elaboragao de Os Elementos.

Um dos primeiros a escrever sobre os pitagéricos foi o célebre filosofo grego
Aristoteles (384 aEC — 322 aEC). No seu conjunto de tratados filosoficos Metafisica,
Aristoteles cita como os pitagdéricos se conectavam a matematica de modo fundamental,

reconhecendo-a como base para a compreensao de todos os principios universais.

Ao mesmo tempo, porém, e ainda antes, os chamados pitagoricos se dedicaram a
matematica e foram os primeiros a desenvolver esta ciéncia; e, estudando-a,
passaram a acreditar que seus principios sdo os principios de tudo. (Aristoteles, -384
a -332, Metafisica 985b; Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden
Number (Tradug@o Propria). p.63. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Além disso, os numeros desempenhavam um papel vital no modo de vida pitagorico,
essenciais para a compreensao das questdes relacionadas a ordem e a harmonia do universo.

Tanto que, segundo Livio (2006), a frase “tudo ¢ arrumado de acordo com numeros” ¢
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atribuida ao proprio Pitagoras, destacando sua crenca em um significado Unico para cada
numero.

Ainda segundo Livio (2006), para os pitagdricos, por exemplo, “o nimero 6 era o
primeiro niumero perfeito, e o nimero da criagdo. O adjetivo perfeito era anexado a numeros
que eram exatamente iguais a soma de todos os seus divisores (nimeros que os dividem sem
resto) exceto ele mesmo, como 6 =1 +2 + 3.” e 0 “10 unia os nimeros que representam
todas as dimensdes, mas também combinava todas as propriedades de unicidade (como
expresso pelo 1), polaridade (expresso pelo 2), harmonia (expresso pelo 3) e espago ¢ matéria
(expresso pelo 4)”, uma vez que 10 =1+ 2 + 3 + 4 e, assim, chamado de fudo.

Adentrando ao tema do trabalho, a relacdo entre Pitagoras, pitagéricos e a divisdo em
Meia e Extrema razao ¢ objeto de inimeras pesquisas e varias vertentes, mas nenhuma delas
conseguiu encontrar uma prova cabal do dominio da escola pitagérica sobre a DMER. Isso
abre espaco para inlimeras conjecturas, amplamente discutidas até hoje. Herz-Fischler (1987)
dedica um capitulo do livro ja citado aos pitagéricos, reunindo varios registros documentais
que poderiam conectar a DMER a Escola Pitagoérica, o que, por sua vez, ergueria

questionamentos sobre a autoria de Euclides na DMER.

2.1.2. Pitagoras e o pentagrama

Como vimos anteriormente, o pentagrama ¢ a figura com a maior quantidade de
segmentos divididos em meia e extrema razdo. A figura foi (e ainda ¢) usada como simbolo
mistico em diferentes religides e seitas. Nao diferente com a Irmandade Pitagorica, o
pentagrama era diretamente relacionado a algo sagrado, um simbolo que representava os
cinco elementos da natureza: 4gua, ar, fogo, terra e o éter, que era um elemento associado ao
movimento dos corpos celestes, preenchendo o espaco acima da Terra, algo puro e celestial.
Essa relacdo dos cinco elementos com o pentagrama lhe conferia este carater sacro.

Além disso, algumas pesquisas afirmam que o pentagrama possuia um proposito de
saudacdo, chamada de “Satde”. Herz-Fischler (1987) traz uma passagem do escritor e
filosofo sirio Lucian (125 - 180), uma das fontes mais utilizadas em pesquisas sobre os

pitagoricos, explorando a relevancia do simbolo:

O divino Pitdgoras optou por ndo nos deixar nada proprio, mas se podemos julgar
por Ocellus, o Leucanian, ¢ Archytas e seus outros discipulos, ele fez ndo prefixo
“Alegria para voc€” ou “Faca bem”, mas disse-lhes para comecar com “Satide para
vocé€”. De qualquer forma, toda a sua escola em cartas sérias entre si comegou
imediatamente com "Satde para vocé", como uma saudagdo mais adequada tanto

para o corpo quanto para a alma, abrangendo todos os bens humanos. De fato, o
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Pentagrama, o triplo tridangulo de interse¢do que eles usavam como simbolo de sua
seita [literalmente, aqueles do mesmo ensinamento], eles chamavam de “Satde”.
(Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number (Tradugio
Propria). p.65. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Pelo fato de Lucian utilizar do sarcasmo em varios de seus trabalhos, ha um
entendimento convencional que existe certo comprometimento de suas obras, afastando-o de
ser uma fonte fidedigna da historia da matemadtica. Porém, Herz-Fischler (1987) apresenta um
outro trecho atribuido ao dramaturgo e filésofo grego Aristofanes (446 aEC - 386 aEC), que

reforca o uso do pentagrama como simbolo da sociedade pitagdrica:

“Primeiro, saudagdes™: eles dizem que Cleon, enviando mensagens aos atenienses de
Pilos e Sphacteria, comegou escrevendo “saudagdes”; de onde [a saudagdo] entrou
em uso. E os pitagdricos [usavam] “ser de boa satide”. E o tridngulo triplamente
auto-entrelagado, o pentagrama, que eles empregavam como sinal entre os colegas
de sua escola, foi chamado por eles de “saude”. (Herz-Fischler, R. A Mathematical
History of the Golden Number (Tradugdo Propria). p.65. Dover Publications, INC.
New York, 1987)

A partir destas duas passagens, infere-se que o pentagrama era, de fato, um simbolo
utilizado como saudagdo. Também podemos notar que ndo hé qualquer mengao de um estudo
geométrico da figura por parte dos pitagdricos, ou seja, segundo os relatos, ndo ha uma
abordagem do pentagrama do ponto de vista matemadtico. Diante disso, entram alguns
questionamentos:

- A constru¢do de uma figura, considerada até certo ponto sagrada para a Escola
Pitagorica, era feita sem maiores cuidados geométricos?

- E por que o pentagrama, e ndo outra figura, era usada?

Em relagdo a primeira pergunta, prevalecem as especulagdes, levantando ainda mais
dilemas. Se os pitagdricos possuiam o conhecimento para construir um pentagrama perfeito,
efetuavam por meio da DMER? Se ndo, qual outra técnica era empregada? Ou sera que o
pentagrama era construido sem exatiddo, mesmo diante de um grupo de individuos que
buscava a harmonia perfeita entre matematica e universo?

Ja em relagdo ao porqué do pentagrama, uma das versdes ¢ baseada na quantidade de
vértices da figura, cinco. Conforme exposto acima, cada niimero para os pitagdricos detinha

um significado, e o cinco ndo era excegdo. Livio (2006) aborda esta teoria:

A identificac¢@o original do nimero 2 com o feminino ¢ o 3 com o masculino pode
ter sido inspirada pelas configuragdes dos seios femininos e da genitalia masculina.
Essa argumentagdo tem suporte no fato de que o konso* na Africa Oriental faz a
mesma identificacdo. Na vida cotidiana, divisdo em duas categorias ¢ o mais comum:
bom e mau, em cima e embaixo, direita e esquerda. Geometricamente, o 2 era
expresso por uma linha (que € determinada por dois pontos), que tem uma dimensao.
Supunha-se que 3 era o primeiro numero masculino real e também o niimero da
harmonia, pois combina unidade (o numero 1) com divisdo (o nimero 2). Para os
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pitagoricos, 3 era, em certo sentido, o primeiro numero real, pois tinha um “come¢o”,
um “meio” ¢ um “fim” (diferentemente do 2, que ndo tem meio). A expressdo
geométrica do 3 era o tridngulo, pois trés pontos que ndo estejam na mesma linha
determinam um tridngulo, e a area do tridngulo tem duas dimensdes. (Livio, Mario.
Razdo aurea (p. 37). Editora Record. Edi¢do do Kindle.)

Como cinco corresponde a soma entre o numero dois (representando o feminino) e o
numero trés (representando o masculino), acabava sendo considerado o numero do amor ¢ do
casamento, ou seja, de uma unido sagrada. Todavia, como os pitagoéricos eram celibatarios, o
conceito de casamento poderia ter uma conotacdo mais simbolica, e, diante deste contexto,
podemos pensar que os mesmos “casavam” com a Irmandade, explicando a importancia do
numero ¢ do pentagrama.

Uma outra teoria também ¢ levantada pelo arquedlogo francés e coronel do exército,
Francois-Maurice Allotte de la Fuje (1844 - 1939). Os de la Fuje foram uma familia de
notaveis franceses, com destaque nos séculos XIV e XX. Por exemplo, Julio Verne,
considerado o inventor da ficcao cientifica ¢ autor das conhecidas obras 4 volta ao mundo em
oitenta dias(1872), Viagem ao centro da Terra (1864), Vinte Mil Léguas Submarinas (1870),
era filho de Sophia Allote de La Fujye, e primo-irmao de Frangois-Maurice. Autor de
inimeras obras, muitas com temas numismaticos, de la Fuje escreveu um livro intitulado
“Pentagramas Pitagoricos”: Le pentagramme pythagoricien. Sa diffusion, son emploi dans la
syllabaire cunéiforme, (1934). Por que um arquedlogo especialista em moedas acabou se
aprofundando em pentagramas? A resposta pode estar em outra sociedade, a magdnica, visto
que seu primo-irmao Verne era figura importante deste circulo, na época. Nao ha qualquer
registro oficial conhecido que vincule Frangois-Maurice & magonaria, entretanto,
considerando que o pentagrama também ¢ um simbolo usado entre seus membros e que o
tema desvia bastante da area de pesquisa de de la Fuje, a suposicio de uma possivel
influéncia da magonaria, também detentora de segredos ndo revelados a sociedade, ¢ aceitavel.

Livio (2006) expoe a versdo apresentada por de la Fuye:

Uma explicagdo imaginativa (embora talvez ndo totalmente solida) para a
associagdo do pentagrama com saude foi sugerida por A. de la Fuje em 1934, em
seu livro Le Pentagramme Pythagoricien, Sa Diffusion, Son Emploi dans le
Syllabaire Cuneiform (O Pentagrama Pitagdrico, sua difusdo, seu uso na cartilha
cuneiforme). De la Fuye sugeriu que o pentagrama simbolizava a deusa grega da
saude, Hygeia, através de uma correspondéncia das cinco pontas da estrela com uma
representacdo esquematica da deusa. (Livio, Mario. Razdo aurea (p. 39). Editora
Record. Edi¢do do Kindle)
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Figura 43 - Comparagdo entre um pentagrama ¢ a representacao da deusa Hygeia

A

A
Y

Fonte: Livio, M.

Aqueles que refutam esta ideia argumentam que Pitdgoras ndo seguia os fundamentos
da religido/mitologia grega e ndo destacaria como simbolo de sua escola algo ligado a algum
deus grego, mesmo com toda a influéncia destes na vida dos cidadaos da época.

O fato ¢ que ndo ha um indicio mais robusto que estabeleca uma conexdo entre o

pentagrama pitagorico e a divisdo em Meia e Extrema Razao.

2.1.3. Hipaso de Metaponto: o dodecaedro e a incomensurabilidade

Um dos discipulos mais citados de Pitagoras ¢ conhecido como Hipaso de Metaponto
(c.a. 500 aEC). A biografia de Hipaso, como a de qualquer pitagérico, esta longe de ser
extensa, sendo que até mesmo seu local de nascenca, Metaponto, € motivo de debate entre
alguns estudiosos. A parte mais intrigante de sua historia pessoal esta relacionada a sua morte,
ou melhor, nas varias versdes sobre como ela ocorreu.

Seu legado na area de estudos matematicos trouxe a Escola Pitagdérica uma verdadeira
revolugdo, desafiando seus métodos e subvertendo seus principios.

Jamblico destaca que Hipaso pode ter sido o pioneiro na constru¢ao de um dodecaedro.

E sobre Hippasus dizem, que ele foi um dos pitagoricos, e por ser o primeiro a
desenhar e publicar a esfera dos doze hexagonos [leia: pentagonos], ele pereceu no
mar tdo irreverente ¢ tomou a ideia como se fosse seu inventor, enquanto ela
pertence inteiramente a “aquele homem” - pois assim designam Pitagoras e ndo o
chamam pelo nome. (lamblichus, On Common Mathematical Knowledge, cap. 25
[lamblichus-Festa, 77]; Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden
Number (Tradugao Préopria). p.65. Dover Publications, INC. New York, 1987)

A esfera de doze pentdgonos citada por Jamblico nada mais ¢ do que o proprio
dodecaedro inscrito em uma esfera. Entretanto, de acordo com o explicitado neste trabalho,

sabe-se que construir um dodecaedro perfeito sem ter o conhecimento da divisdo em Meia e
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Extrema razdo ¢ desafiador. E levantam-se as suspeitas de que ndo somente Hipaso, mas toda
a Irmandade Pitagérica detinha tal nogdo. A ordem como ¢ colocada a histéria, com a
constru¢do do dodecaedro vindo antes do dominio da divisdo de um segmento em Meia e
Extrema Razdo €, no minimo, controversa.

O Catalogo dos Gedémetras de Proclus atrela a construcdo de figuras cosmicas a
Pitagoras que, como ja vimos, recebia os créditos por qualquer descoberta de discipulos.
Assim sendo, o texto abaixo pode ser mais um sinal de que os pitagoéricos realmente
dominavam a geometria dos solidos e, talvez, a DMER, uma vez que as tais figuras cosmicas

sd0, na verdade, os so6lidos platonicos e, entre eles, esta o dodecaedro.

Seguindo esses homens, Pitagoras transformou a filosofia matematica em um
esquema de educagdo liberal examinando seus principios de cima para baixo e
investigando seus teoremas de maneira imaterial e intelectual; foi ele quem
descobriu a teoria das proporg¢des [possivelmente irracionais] e a estrutura das
figuras cosmicas. (Proclus, A Commentary of the First Book Euclid's 'Elements',
"Catalogue of Geometers" [Proclus —Morrow, 52]; [Proclus—Friedlein, 65;
Thomas, 1939, I, 149; Van der Waerden, 1954, 90]; Herz-Fischler, R. A
Mathematical History of the Golden Number (Tradugdo Propria). p.65. Dover
Publications, INC. New York, 1987 )

Herz-Fischler (1987) apresenta uma contestagdo a estrutura do texto de Proclo.

Enquanto muito do resumo de Proclus parece ter sido tirado de um catalogo escrito
por Eudemus (c. -330), esta por¢do particular ¢ aparentemente tirada de Iamblico
(Q.7), como visto em Van der Waerden [1954, 91]; Burkert [1972, 411]; Heidel
[1940, 16]. E a opinido desses autores que Eudemus deu pouca ou nenhuma
informagdo sobre Pitagoras e assim Proclus preencheu a lacuna com o material de
lamblico. Assim, esta evidéncia de Proclus ndo ¢ confiavel. (Herz-Fischler, R. A
Mathematical History of the Golden Number (Tradugdo Propria). p.65. Dover
Publications, INC. New York, 1987)

Outra atribuicdo usualmente dada a Hipaso ¢ a descoberta da existéncia dos nlimeros
incomensuraveis, nimeros que nao podem ser expressados através de uma razdo entre
nimeros inteiros. A matematica grega ainda engatinhava no conceito teoérico dos numeros
quando os incomensuraveis comecaram a ser percebidos e estudados. Para os pitagéricos €
provavel que a incomensurabilidade tenha causado algum abalo em sua filosofia e visdo
cosmica de que tudo poderia ser expresso por numeros racionais.

Herz-Fischler (1987) destaca um trecho de Jamblico em On The Pythagorean Life

enfatizando, em sua parte final, justamente a revelacdo da incomensurabilidade.

E Pitagoras ndo achava apropriado falar ou escrever de tal maneira que [suas] ideias
fossem claras para todos que aparecessem, mas ele disse ter ensinado exatamente
isso primeiro aos seus discipulos, para que, livres de toda incontinéncia, guardem
em siléncio as palavras que ouviram. Eles dizem que o primeiro [homem] a revelar a
natureza da comensurabilidade ¢ incomensurabilidade para aqueles indignos de
compartilhar a teoria foi tdo odiado que ndo apenas ele foi banido da associacdo
comum ¢ do modo de vida [dos pitagéricos], mas até mesmo uma tumba foi
construida, como se [seu] ex-camarada tivesse partido da vida entre a humanidade.
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E alguns dizem que até o poder divino se irritou com aqueles que divulgaram os
[ensinamentos] de Pitagoras; para aquele que revelou a estrutura do icosagono [uma
figura de vinte lados; talvez haja confusdo com o icosaedro de vinte faces aqui] - e
este era o dodecaedro, uma das cinco figuras ditas solidas - para ser inscritivel
dentro de uma esfera, pereceu no mar como quem cometeu sacrilégio. Mas alguns
disseram que o homem que sofreu isso havia falado sobre irracionalidade e
incomensurabilidade. (lamblichus, On the Pythagorean Life, cap. 34, 246, 247,
lamblichus-Nauck [171]; lamblichus-Albrecht [239]; Herz-Fischler, R. A
Mathematical History of the Golden Number (Tradugdo Prépria). p.66. Dover
Publications, INC. New York, 1987)

Originalmente, ¢ discutido que a primeira percep¢do de um numero irracional se deu

através da diagonal de um quadrado. De fato, dado um quadrado de lado unitéario, sua

diagonal é equivalente a V2, um incomensuravel.

Nesse sentido, também se argumenta que as diagonais do pentagono sdo igualmente
irracionais. Dentro de um panorama da matematica pitagérica, se realmente houve uma
compreensdo de que a diagonal de um quadrado ndo era comensuravel, ¢ plausivel que as
diagonais de um pentdgono regular, que compdem o pentagrama, simbolo méaximo da
irmandade, tenham igualmente sido estudadas. Seria improvavel ndo encontrar a propor¢ao
aurea entre os lados e diagonais de um pentagono, de acordo com o conhecimento matematico
grego disponivel na época.

As literaturas disponiveis sdo confusas e contraditorias, dificultando uma pesquisa que
estabeleca um parametro. De fato, sem qualquer registro escrito contemporaneo dos
pitagoricos, produzir um estudo sério com base em conjecturas ¢ um tarefa impossivel. Se
considerarmos que Hipaso ou outro integrante da Escola pitagérica tenha realmente
descoberto a razdo aurea através dos estudos do dodecaedro e/ou da incomensurabilidade, ou
mesmo ao construir um pentagrama, o panorama da matematica grega alcanga um patamar
ainda mais elevado. No entanto, sem evidéncias historicas concretas, essas questdes
permanecem no campo da especulacao.

A fim de concluir o exposto, € com um toque de curiosidade em relagdo as versoes
sobre a morte de Hipaso, todas elas ilustram a insatisfacdo de Pitdgoras e outros membros de
sua Escola perante o comportamento ndo condizente com os ferrenhos principios por eles
defendidos. A eventual descoberta e revelagdo da incomensurabilidade, ruindo o mantra de
que “tudo poderia ser expresso por numeros” e expandindo conhecimentos para fora do
circulo da Escola, culminou na constru¢ao de uma lapide com seu nome.

As versdes para sua morte sdo variadas: um afogamento causado por outros membros

da Irmandade, com anuéncia do proprio Pitdgoras; outro afogamento, mas causado por um
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naufragio crimonoso; suicidio, devido a pressdo imposta pela Escola Pitagorica por conta dos

acontecimentos narrados; ou até mesmo em combate, algo bastante comum naqueles tempos.

2.2. Platao e os sélidos: um ensaio para a concep¢ao da DMER

2.2.1. Breve Biografia de Platdo

Considerado um dos trés grandes filosofos gregos da Antiguidade, Platdo (427 aEC —
347 aEC) e suas contribui¢des nao se limitaram a filosofia, envolvendo-se em discussdes que
se estendem até a geometria e, talvez, a divisdo em Meia e Extrema Razao.

Discipulo de outro grande filésofo, Socrates, Platdo, cujo nome real era Aristocles,
nasceu em Atenas, proveniente de familia grega aristocratica de destaque na sociedade
ateniense da época. Sua ascendéncia nobre lhe proporcionou uma educagdo de alta qualidade,
tanto em matematica quanto em escrita, gramatica e literatura, inicialmente aprendendo com
tutores particulares e, posteriormente, na escola dos gramaticos ateniense. Apesar de nao
existir uma riqueza de detalhes sobre sua infancia e estudos, este rito era 0 comum aos jovens
gregos de mesma condi¢do social do que Platdo.

Ainda jovem, foi tomado pela atmosfera politica em Atenas, ber¢o da democracia, e
resolveu se engajar nas discussoes que moldavam tomadas de decisdes politicas e sociais da
cidade. Havia um conflito em curso entre Atenas e Esparta, chamada de Guerra do
Peloponeso, que acirrava ainda mais as deliberagdes publicas.

Por volta de 407 aEC, provavelmente numa destas discussdes, conhece Socrates, ja
com uns 60 anos, ¢ acaba impressionado com seus questionamentos ¢ sagacidade filosofica.
Esta aproximagio acarreta no contato direto de Platdo com a dialética socratica®, método que
0 incentivou a examinar intimamente suas proprias crencas ¢ a desenvolver conclusdes
baseadas em investigacOes filoséficas e autocriticas. Era o inicio da sua formacdo como
filosofo.

Pouco tempo apo6s a sentenca de morte dada a Socrates, devido as acusacgdes de
“corromper a juventude” ateniense e por desestimular a crenca nos deuses gregos, em 399

aEC, Platdo deixa Atenas em busca de novas experiéncias. Durante esse periodo, entra em

6 Método de questionamento filosofico desenvolvido por Sdcrates no século V aEC.
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contato com sistemas politicos e correntes filosoficas distintas da vivéncia obtida por ele em
Atenas. As literaturas relatam que suas viagens rodearam o Mar Mediterraneo, encontrando
na Sicilia, provavelmente, a mais impactante de suas experiéncias.

Vale destacar que a Sicilia ¢ uma ilha localizada ao sul da Itdlia, e nos séculos IV e V
aEC, era dividida em algumas cidades-estado, cada uma com seu proprio governo. Uma delas,
Siracusa, foi governada por um tirano chamado Dionisio I entre 405 aEC e 367 aEC Por volta
do ano de 388 aEC, Platdo chega a Sicilia a convite da corte de Dionisio, deparando-se com
um sistema de governo oposto a “democracia ateniense”. Busca estabelecer uma aproximacao
com as autoridades locais, tendo a oportunidade de se encontrar com Dionisio em pessoa. No
entanto, apesar de apresentar uma retorica primorosa e argumentos bem fundamentados, o
soberano nao demonstra interesse pelas propostas de Platdo, baseados em uma governanga
mais justa e ideal. O fracasso dessa empreitada levou Platdo a profundas reflexdes sobre
politica em um formato tedrico e utdpico, além de impactar diretamente em sua investigacao
filosofica, a medida que testemunhava grandes injusticas nesses locais.

Uma notoria consequéncia da experiéncia em Siracusa foi o término do conjunto de
didlogos 4 Republica, em 387 aEC, onde apresenta o que chama de “Estado Ideal”. A obra
sera discutida adiante.

Platao ainda retorna a Siracusa em 366 aEC, ap6s a morte de Dionisio I, agora sob o
regime igualmente autocrata de seu jovem filho, Dionisio II. A intengdo era usar da
inexperiéncia de Dionisio II para convencé-lo a implementar as reformas politicas defendidas
em A Republica. No entanto, essa segunda viagem também acarreta em novo insucesso,
dadas as dificuldades de apresentar suas ideias junto ao conselho que cercava o governante,
bem como a préopria soberba do novo Dionisio. Alguns eventos sdo debatidos por bidgrafos
sobre o final dessa passagem, sugerindo que pode ter ocorrido uma prisdao de Platdo e até
mesmo uma venda como escravo, sendo necessaria intervengdo de pessoas proximas do
filésofo para resgata-lo.

De volta a Atenas apos sua primeira passagem pela Sicilia, Platdo funda a Academia,
no ano de 387 aEC, institui¢do que se transforma em um centro de amplas e variadas
discussoes filosoficas e estudos que também abrangiam matemdtica e ciéncias naturais.
Considerada por algumas fontes literdrias como um dos primeiros centros de ensino superior
da historia, a Academia resistiu por quase 900 anos, até a ordem de fechamento de instituigdes
que lecionavam ciéncia e filosofia pelo imperador romano Justiniano I, em 529, um dos

primeiros eventos que marcaria o inicio da Idade Média na Europa.
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Sobre sua morte, ndo ha consenso quanto a causa, data e local, sendo mais utilizado o
periodo entre 347 aEC e 348 aEC, em Atenas. Ha algumas teses que abordam que seu jazigo

foi construido no terreno da propria Academia, mas a informagao carece de fontes concretas.

2.2.2 A Academia

Conforme relatado, Platdo dirigiu a Academia até sua morte aos 80/81 anos de idade.
Durante seu periodo como escolarca’, inspirou e encorajou seus discipulos a reflexdes e
debates filosoficos, e ao mesmo tempo, introduziu uma metodologia de investigacdo profunda
na matematica e suas areas, criando condi¢des para avancos significativos da disciplina em
um intervalo temporal relativamente curto.

Durante os quase nove séculos de sua existéncia, a Academia desempenhou um papel
crucial no progresso filos6fico-matematico, ¢ mesmo com sua composi¢do sendo alterada
com o passar dos anos, o principal objetivo da instituicdo manteve-se sempre consoante com
as ideias de Platdo. Ainda hoje existem inlimeras pesquisas que podem revelar a existéncia de
mais contribui¢des por parte de seus membros, e, entre elas, alguns autores investigam se a
idealizag¢do da divisdo em Meia e Extrema Razdo poderia ter ocorrido dentro dos muros da
Academia.

Ao pesquisar sobre os associados da Academia, encontram-se inimeros personagens
de relevancia historica, incluindo Aristételes, mais famoso discipulo de Platdo. Na area da
matematica, Eudoxo de Cnido (c. 408 aEC - c. 355 aEC), Menécmo (séc. IV aEC), Teeteto (c.
415 aEC - c. 369 aEC), Filipo de Mende (séc. IV aEC), Menelau de Alexandria (c. 70 - 140),
entre muitos outros, também fizeram parte do centro de estudos fundado por Platdo, sendo
autores de inimeras pesquisas e estudos relacionados a teoria dos nimeros e & geometria,
que serviram como estrutura para alcancar a profundidade matematica (e geométrica)
existente atualmente.

A demonstracdo de como a geometria era extremamente relevante para a Academia e
em seus estudos reside no registro grafado acima da porta da institui¢do: “Que pessoa alguma
destituida de geometria entre por esta porta.” (LIVIO, 2006)

Além disso, a Academia proporcionou e facilitou a troca de conhecimentos com outros

pensadores contemporaneos, mesmo aqueles que ndo estavam diretamente associados a

" Nome dado ao diretor de uma escola de Filosofia na Grécia Antiga.
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instituicdo, incluindo membros da Escola Pitagorica. Alguns pesquisadores defendem que o
proprio pitagoérico Hipaso de Metaponto teve contato com a matematica platonica e a
Academia, contato esse que teria impulsionado a descoberta da incomensurabilidade e o
esbogo de alguns solidos regulares, incluindo o dodecaedro.

Outro pitagorico, Architas de Tarento (428 aEC — 347 aEC), ¢é citado por ter
estabelecido um vinculo de amizade com Platdo, tendo causado valiosa incitagdo a
matematica da Academia. Considerado destacado matematico por autores especialistas em
historia grega antiga, Architas pode ter sido usado por Platdo em seus didlogos como parte de
algum personagem, levantando conjecturas sobre a amplitude de seus ensinamentos aos
académicos.

Em relacdo a razdo aurea, essa nao seria possivel de ser desenvolvida sem a Teoria das
Proporgdes criada por Eudoxo e, conforme citado acima, foi membro da Academia. Além
disso, os solidos basicos ocuparam bastante das pesquisas realizadas pelos académicos, sendo
amplamente citados nos didlogos platonicos.

Nesse sentido, fica destacada a atua¢do da Academia em prol do desenvolvimento da

Matematica e, particularmente, da DMER.

2.2.3 Platio, a Geometria e a DMER

Considerar Platdo um matematico de exceléncia ndo parece ser uma afirmagdo
condizente com a realidade que chegou até nos através dos documentos histéricos. Apesar de
ter seu nome associado a varias contribui¢des matematicas, como nos soélidos platonicos, nao
existe uma assinatura fidedigna que o coloque neste sfatus. Porém, sua verdadeira e
importantissima contribui¢do matematica reside na fundacdo da Academia, onde, além de
aplicar sua habilidade na condu¢do das pesquisas oriundas dos seus membros, colaborou
indiretamente para a evolucdo da matematica através do estimulo aos processos investigativos
e na promoc¢ao de um ambiente propicio para o desenvolvimento intelectual de forma geral.

Segundo Herz-Fischler (1987), “se Platdo era um matemadtico em algum sentido da
palavra, entdo ele ndo era um chauvinista”.

Livio (2006) destaca este papel exercido por Platdo:

Considerando o papel de Platio na matematica em geral, e em relagdo a Razdo
Aurea em particular, temos de examinar ndo s6 suas contribuicdes puramente
matematicas, que ndo foram muito significativas, mas os efeitos de sua influéncia e
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de seu estimulo para a matematica de outras pessoas da sua e das geragdes seguintes.
(Livio, Mario. Razdo aurea (p. 76). Editora Record. Edi¢do do Kindle.)

Também ¢ registrado por Livio (2006) que Platdo obteve formacdo em matematica, o

que lhe assegurou condi¢des de sugerir problemas e questionamentos:

Dizem que Platdo estudou Matematica com o pitagérico Teodoro de Cirene, que foi
o primeiro a provar que, além do \2, nimeros como 3, V5, até V17 também eram
irracionais. (Ninguém sabe por que ele parou no 17, mas é dbvio que ele ndo tinha
uma prova geral.) Alguns pesquisadores afirmam que Teodoro também pode ter
usado uma linha cortada na Razdo Aurea para obter o que pode ser a prova mais
facil de incomensurabilidade. (Livio, Mario. Razdo aurea (p. 76). Editora Record.
Edicao do Kindle.)

Também ja citamos a ligagdo entre Platdo e muitos matematicos, o que certamente
causou uma expansao em seu dominio nas areas correlacionadas.

Mesmo ndo sendo considerado um matematico de alto nivel, Platdo aparece no
importantissimo “Catadlogo de Geodmetras”, do filosofo neoplatonico Proclo, seguindo os
registros de Eudomo de Rodes (c. 370 aEC - 300 aEC). Eudemo foi autor de alguns livros
sobre a historia da matematica grega e discipulo de Aristoteles. O Catdlogo de Geometras
estabelece o percurso da geometria at¢ Os Elementos, e foi publicado como parte da obra
Comentario sobre o primeiro livro de Euclides, no final do século V. A inclusdo do nome de
Platao no Catdlogo fornece a extensdo de sua participagdo no desenvolvimento da geometria
enquanto indagador de problemas e fornecedor de condi¢cdes propicias para estudos
académicos.

Por fim, ¢é correto afirmar que Platdo era um entusiasta da matematica, o que deixa
explicito em suas principais obras. Em Leis, por exemplo, ele alga a matematica como “arte
divina”.

Nenhum ramo isolado da educagdo detém uma influéncia tdo grande quanto o
estudo dos ntimeros. O principal beneficio que proporciona ¢ despertar o individuo
que ¢ por natureza indolente ¢ de mente preguigosa, tornando-o agil para o
aprendizado, detentor de boa memoria e sagaz, progredindo além de sua capacidade
natural pela arte divina... (Platdo, As leis. Livro V. p. 226. Disponivel em:
https://www.democracia.org.br/wp-content/uploads/2019/02/Plat%C3%A30-As-
Leis.pdf)

2.2.4. As obras de Platio sob a perspectiva da DMER

Conhecer e identificar as obras escritas por Platdo ¢ essencial para se debrucar na

historia da matematica e, até mesmo, da DMER.


https://www.democracia.org.br/wp-content/uploads/2019/02/Plat%C3%A3o-As-Leis.pdf)
https://www.democracia.org.br/wp-content/uploads/2019/02/Plat%C3%A3o-As-Leis.pdf)
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Suas produgdes literarias sdo formadas através de didlogos, ou seja, uma conversa
entre personagens, que geralmente envolvem seu mentor Socrates como figura central. Platao
explora diferentes questdes filosoficas, em uma o6tica moral, ética, politica, metafisica e a
parte que aqui debatemos, matematica.

E inevitavel ndo se envolver ao ler os coldquios apresentados nas publicagdes
platonicas, porquanto as reflexdes estimuladas a fim de dar luz a nossas proprias ideias. Ao
imaginar o impacto desta iteracdo face a face, encontramos o motivo pelo qual Platdo
continua a inspirar de forma tao poderosa.

A andlise, sob o ponto de vista do presente trabalho, serd realizada nos didlogos das

seguintes obras:

2.2.4.1 A Republica

Escrito provavelmente em 380 aEC, objetiva a discussdo de temas como justica,
educacdo e politica, defendendo a atuacdo do que chama de fildsofos-reis, figuras que
governariam num regime ideal que exaltaria virtudes individuais e coletivas, numa busca
incessante pela perfei¢do social.

Estd entre as obras mais conhecidas e estudadas de Platdo, A Republica ¢ composta
por 10 livros que envolvem sequéncias de didlogos entre Socrates e personagens como Glauco
e Adimanto, sempre concentrados no alcance de uma sociedade auspiciosa.

Em um dialogo do livro VI, Sécrates afirma a Glauco:

“Concebe entdo”, disse eu, “como estavamos dizendo, que existem essas duas
entidades, ¢ que uma delas ¢é soberana sobre a ordem e a regido inteligiveis e a outra
sobre 0 mundo do globo ocular, para ndo dizer o globo celeste, mas deixe isso
passar. Vocé certamente apreende os dois tipos, o visivel e o inteligivel.” “Eu fago.”
“Represente-os entdo, por assim dizer, por uma linha dividida em duas segdes
desiguais e corte cada se¢do novamente na mesma propor¢ao (a secao, que isto €, do
visivel e o da ordem inteligivel), e entdo, como expressdo da propor¢do de sua
clareza e obscuridade comparativas, vocé terda como uma das se¢des do mundo
visivel, as imagens.” (Platdo, Republica VI , 509D [Plato-Shorey, 11, 109]; [Plato-
Jowett, I, 771]) (Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number
(Tradugao Propria). p.84. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Um trecho da citacdo acima fala de “uma linha dividida em duas se¢des desiguais ¢
corte cada secdo novamente na mesma propor¢ao”, o que, para alguns autores, ¢ a descrigcao
da divisdo de um segmento em Meia e Extrema Razdo. Existe uma vastiddo de confrontos de
opinides sobre como interpretar o trecho sinalizado, alguns destacados por Herz-Fischler

(1987).
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Apesar de Platdo afirmar em A Republica que “a Matematica era absolutamente
necessaria na educagdo de todos os chefes de Estado e filosofos.”, ele ndo se aprofunda em
nenhum tema especifico da area neste conjunto de livros, fazendo com que a literalidade da
“linha dividida” seja fortemente contestada. Nunes (2000) ¢ um dos que defendem este ponto

de vista.

A opinido e a ciéncia se articulam entre si como dois distintos dominios, o do visivel
e o do inteligivel ou invisivel. E 0 que nos mostra a figuragdo das por¢des simétrica
de uma ‘linha cortada em duas partes desiguais, cada segmento dividido na mesma
proporgdo’, numa relagdo horizontal, constante do Livro VI. O primeiro segmento
representa o visivel e o segundo o invisivel. As imagens e as sombras alinham-se na
primeira se¢do e os seres € as coisas perceptiveis na segunda do primeiro segmento.
Simetricamente, no segundo segmento, as hipdteses estdo para os conceitos assim
como as sombras estdo para as coisas do primeiro. As hipdteses funcionam como
postulados, a maneira de apoios, ainda ligados ao sensivel, que facilitam a passagem
aos conceitos puros do inteligivel, que nada mais figuram ou imitam. (Platdo. A
Republica; tradugdo de Carlos Alberto Nunes. 3* Ed. Belém: EDUFPA, 2000. p.20)

Efetivamente, ndo hd uma constru¢do logica de acontecimentos que permita

estabelecer como correta e verdadeira uma ou outra versdo deste caso.

2.2.4.2 Timaeus (Timeu)

Datado de 360 aEC, o didlogo Timeu ¢ analisado como proeminente por parte
daqueles que estudaram as obras platonicas ao longo dos séculos posteriores a sua morte.

Construido com debates entre Socrates, Timeu, Critias e Hermocrates, Timeu enfoca
na cosmologia e na concepc¢ao do universo e suas caracteristicas. Destaca-se o personagem
Timeu, individuo que se destaca nos didlogos como “o mais entendido em astronomia e o que
mais se empenhou em conhecer a natureza do mundo” (PLATAO).

A inexisténcia de fatos que comprovem a existéncia de Timeu como sujeito factual da
origem a uma série de especulacdes sobre sua identidade. Numa delas, Lopes (2011) coloca
Architas como a pessoa por trds de Timeu; até mesmo cogita-se que o personagem na verdade
¢ um pseudonimo do proprio Platdo. H4 ainda uma certa confusao com seu homénimo, Timeu
de Tauroménio, filésofo e historiador grego que viveu aproximadamente um século apds a
publicagdo do dialogo.

De facto, dadas as sérias duvidas em relacdo ao Timeu historico, hd quem veja nele
uma mascara de outra personalidade. Cicero refere nos Academica (1.10.16) que
Platdo, quando foi pela primeira vez a Sicilia, conviveu muito de perto com Timeu
de Locride e também com Arquitas de Tarento. Se a existéncia do primeiro ¢
duvidosa, quanto a do segundo ndo restam duvidas: além de um politico exemplar,
Arquitas foi um matematico brilhante e mestre de ilustres matematicos, como o
proprio Eudoxo, conforme atesta Didgenes Laércio (8.86.1). Por isso, é possivel que
Timeu represente Arquitas; contudo, os dados disponiveis ndo permitem mais do
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que simples conjecturas. (Platdo, Timeu-Critias. Tradug¢do do grego, introdugédo e
notas: Rodolfo Lopes. 1* Ed. Centro de Estudos Classicos ¢ Humanisticos,
Faculdade de Letras, Universidade de Coimbra. Coimbra, 2011. p. 21)

A presenca dos solidos basicos em Timeu ¢ destacavel, ja que estariam intrinsicamente
ligados a estrutura da matéria de elementos-base do mundo, usando a estereométrica® como

fundamentagdo para o estudo.

E, por exemplo, através da estereometria que Timeu consegue deduzir as formas dos
elementos, atribuindo a cada um a figura correspondente de acordo com as suas
propriedades cinéticas: o cubo a terra, pois €, de entre os elementos, o que se move
mais lentamente (55d); o icosaedro a agua (55b, 56a); o octaedro ao ar (55a, 56a); a
pirimide ao fogo (55d). De forma analoga, a deducdo destas figuras depende
também de um raciocinio matematico: através da combinagdo dos tridngulos-base
(rectangulo, equilatero e isdsceles) mediada pela proporgdo, a geometria em plano
passa a estereometria tridimensional (54d-sqq), dando assim corpo as formas
representaveis mentalmente e de forma abstracta. (PLATAO, Timeu-Critias.
Tradugdo do grego, introdugéo e notas: Rodolfo Lopes. 1* Ed. Centro de Estudos
Classicos e Humanisticos, Faculdade de Letras, Universidade de Coimbra. Coimbra,
2011. p. 29)

Na discussdao de uma eventual familiarizacao entre Platdo ¢ a DMER em Timeu, a
questdo central situa-se na constru¢do do dodecaedro. Na verdade, em Timeu, vemos que
Platao utiliza a decomposi¢do em tridngulos retangulos dos tipos 30°, 60° e 90° e 45°, 45° e
90° para descrever montagem das faces triangulares e quadrangulares presentes no tetraedro,
hexaedro, octaedro e icosaedro.

Entretanto, em relagdo ao dodecaedro, ndo ha qualquer mengdo a montagem de sua
face pentagonal, levando a uma justaposi¢ao a questdo da familiarizacdo citada acima “Como
ainda restava uma figura composta, a quinta, Deus a usou para o todo, bordando-a com
desenhos” (Platao)

A quinta figura da citagdo acima ¢ justamente o dodecaedro, elevada ao status de
divina provavelmente por influéncia pitagorica, influéncia essa que marca presenga em Timeu.
Platdo ainda cria uma analogia entre o universo e o dodecaedro, pois, segundo ele, “deus o
usou para ornamentar as constelagdes de todo o céu”.

Em outra passagem de Timeu, mais precisamente na discussdo sobre a criagdo de

“alma do mundo”, alguns autores destacados por Herz-Fischler traduzem:

E o mais belo dos lagos ¢ aquele que mais perfeitamente une em um tanto a si
mesmo quanto as coisas que ele une; e ¢ da natureza de uma propor¢do geométrica
continua para efetuar isso mais perfeitamente. (Platdo, Timeu 31B-32% Herz-
Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number (Tradugdo Prépria).
p.84. Dover Publications, INC. New York, 1987)

8 Parte da Geometria que utiliza como base propriedades do universo tridimensional.
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A expressdo “propor¢do geométrica continua” acaba remetendo alguns estudiosos a
propor¢ao aurea. Na verdade, ndo ¢ improvavel que exista um problema exatamente na
traducdo, ja que outras versdes trazem uma versao diferente para a segunda parte da citagao
acima. Ademais, se realmente a colocagdo estiver correta quanto a transcricdo, associar a
propor¢ao do trecho a DMER parece ser uma perspectiva limitada do assunto. Herz-Fischler
(1987) utiliza algumas referéncias para trazer que as propor¢des de interesse da época ndo

estavam voltadas de nenhuma forma a DMER, fato que inviabiliza qualquer paralelo.

2.2.4.3 Hippias Meizon (Hipias Maior)

As literaturas consideram que o didlogo Hipias Maior foi concebido um pouco depois
da morte de Socrates, por volta de 390 aEC. Os didlogos sdo travados entre Socrates e o
sofista Hipias, um polimata que, entre outras habilidades, detinha profundos conhecimentos
matematicos.

Dentre as discussdes, esta a investigacdo da existéncia de um conceito de beleza

universal. Num dos didlogos, temos:

Para qual grupo, entdo, Hipias, faz o bonito parece que vocé pertence? Ao grupo
daqueles que vocé mencionou? Se eu sou forte ¢ vocé também, nos dois somos
coletivamente fortes, ¢ se eu sou justo e vocé também, nds dois somos
coletivamente justos, ¢ se ambos coletivamente, entdo cada um individualmente;
assim, também, se eu sou bonito e vocé também, somos ambos coletivamente belos,
e se ambos coletivamente, entdo cada um individualmente? ambos coletivamente
pares, eles podem talvez individualmente ser impares, ou talvez pares, e novamente,
quando as coisas sio quantidades individualmente irracionais, elas podem ser
coletivamente racionais, ou talvez irracionais, e inimeros outros casos que, vocé
sabe, eu disse que apareceram diante da minha mente? A que grupo vocé atribui o
belo? Ou vocé tem e a mesma visdo sobre isso que eu? Pois me parece uma grande
tolice que coletivamente sejamos belos, mas cada um de nds ndo seja assim, ou que
cada um de noés seja assim, mas ambos ndo sejam, ou qualquer outra coisa desse tipo.
Vocé escolhe desta maneira, como eu, ou de alguma outra maneira? (Platdo, Hippias
Major 303B [Plato-Fowler, 417] (grifo de Herz-Fischler); Herz-Fischler, R. A
Mathematical History of the Golden Number (Traducdo Propria). p.85. Dover
Publications, INC. New York, 1987)

Livio (2006) traz uma interpretacdo sobre o trecho grifado:

Platdo reconhece (em Hippias Maior) que, assim como um numero par pode ser a
soma de dois niimeros pares ou de dois nimeros impares, a soma de dois irracionais
pode ser irracional ou racional. Como ja sabemos que @ ¢ irracional, uma linha reta
racional (por exemplo, de comprimento unitario) dividida numa Segdo Aurea
fornece um exemplo desse ultimo caso, embora Platdo talvez ndo soubesse desse
fato. (Livio, Mario. Razao aurea (p. 79). Editora Record. Edi¢do do Kindle.)

Esta interpretagao feita por Livio parece ser de senso comum, ou seja, Platdo utiliza da

recente descoberta da incomensurabilidade que havia tomado ciéncia através dos pitagoricos,
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mais precisamente através de Hipaso, para promover uma reflexao envolvendo o conceito de
beleza atrelado a teoria dos nimeros. Como a razao aurea e a incomensurabilidade sdo objetos
de pesquisas que as relacionam, o trecho em si poderia certificar a familiaridade de Platdo

com a DMER, apesar da percep¢do geral ndo ser esta.

2.4.4.4 Phaedo (Fedao)

Neste, a discussdo gira entorno da imortalidade da alma, usando fundamentos da
filosofia como caminho para a libertagdo da mesma para alcance do conhecimento superior.
Escrita por volta de 360 aEC, o cenario do livro ¢ a prisdo onde se encontra Sdcrates, na
véspera de sua execucao.

Em um fragmento da obra, o personagem Socrates descreve o esplendor da verdadeira

terra:

Pois bem, meu amigo, em primeiro lugar diz-se que o carro, visto de cima, parece
uma daquelas bolas feita de doze pecas de couro, pintado em varias cores, de que as
cores que nos sdo familiares pelo seu uso pelos pintores sdo, por assim dizer,
amostras. La em cima, toda a terra exibe essas cores, € de fato muito mais brilhantes
e puras do que essas. (Platdo, Phaedo 110B [Plato-Hackforth, 176]; Herz-Fischler, R.
A Mathematical History of the Golden Number (Traducdo Propria). p.82. Dover
Publications, INC. New York, 1987)

A “bola feita de doze pecas de couro” lembra muito a esfera de doze hexagonos (leia-
se pentagonos) descrita por Pitdgoras, numa referéncia ao dodecaedro, ja reverenciado como
divino em Timeu, causando mais um furor por parte de alguns autores que defendem a

compreensao da proporg¢ao aurea por Platdo.
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3 DA ANTIGUIDADE AO RENASCIMENTO

O capitulo que se desenvolvera adiante abrangerd um longo periodo de quase 2000
anos, ¢ ¢ de vital importancia para a compreensao da evolugdo da DMER, tanto como
propriedade algébrica quanto geométrica. Além disso, os passos histdricos que levaram ao
misticismo extremo associados a propor¢ao também serdo apresentados.

Apos a publicagdo de Os Elementos, a DMER alterna entre momentos de estudos
aprofundados por figuras de destaque na histéria da matematica e outros de hibernagdo, com
séculos sem qualquer men¢ao conhecida.

A divisao em se¢des seguird um padrao regional/temporal,com foco naqueles que mais

se destacaram no contexto do tema.

3.1 Ainda na Antiguidade (de c. -300 a c. 500)

A Grécia Antiga manteve sua posi¢do de destaque no cendrio cientifico em geral
durante o intervalo entre 300 aEC. até o inicio da Idade Média, especialmente na matematica.
Isso ocorreu, em grande parte, devido a uma mudanga significativa na literatura da disciplina
apos a publicacao da obra euclidiana.

As principais mentes que viveram durante o Império Romano no periodo que
estudaremos adiante, estabeleceram Alexandria como capital do saber. Manuscritos contendo
novas pesquisas ¢ descobertas eram enviados a partir da Grécia rumo a outros locais da
Europa, Africa, Oriente Médio e Asia.

Alexandria ¢ uma cidade localizada no Egito, as margens do Mar Mediterraneo. Pode-
se causar uma confusdo nacionalizar seus cidaddos como gregos. Entretanto, a cidade
pertenceu ao Império Romano como provincia desde 30 aEC até meados do século VI. E com
uma populagdo predominantemente de descendéncia grega, a adocdo da nacionalidade para os
moradores ali nascidos acabou sendo algo natural.

Além disso, pela posicao geografica estratégica, Alexandria era um importante centro
comercial maritimo, o que facilitava o intercambio de conhecimentos e culturas.

Abrigou durante séculos a famosa Biblioteca de Alexandria, local com a maior

quantidade de manuscritos e textos da Antiguidade. A biblioteca passou por diversas
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destrui¢des parciais decorrentes de diferentes conflitos, fazendo com que declinasse ao longo
dos séculos posteriores ao nascimento de Cristo. Todavia, muitos dos citados a seguir
utilizaram seu acervo como fonte de conhecimento para o desenvolvimento matematico,
inclusive da DMER.

O primeiros matematicos que se destacaram logo apds Euclides foram Arquimedes de
Siracusa (c. 287 aEC - ¢. 212 aEC) e Apolonio de Perga (c. 262 aEC - ¢. 190 aEC). Para Livio
(2006), juntamente com Euclides, esses trés desencadearam uma verdadeira Era de Ouro da
matematica grega. De fato, o impulso provocado pelas pesquisas ndo ficou restrito a
matematica, mas também fomentou milénios de inovacdes cientificas, nas mais variadas areas.

Mesmo sem contribui¢des significativas conhecidas em relagdo a DMER, Arquimedes,
em particular, foi fundamental nos estudos dos personagens que se seguirdo, a comegar por

Heron de Alexadria (10 - 80).

3.1.1 Heron

Heron ¢ outro individuo com periodo de vida impreciso. Além de grande geometra,
destacou-se como inventor e engenheiro, atuando entre os séculos I e II. Algumas passagens
histéricas atribuidas a Heron oferecem uma nog¢ao do periodo em que viveu e do local de sua
producao literaria.

Por exemplo, Heron previu um eclipse no ano de 62 (STRUIK, 1982) e ¢ creditado
como autor do projeto da cheiroballistra, uma espécie de besta que foi colocada em uso na
segunda metade do século I pelo Império Romano. Ou seja, o periodo ativo de Heron ¢
centrado nestas décadas intermediarias e finais do século 1.

Algumas fontes citam que pode ter sido professor do Museu de Alexandria, dada a
similaridade de algumas de suas obras com notas de aulas. Além disso, a cidade de
Alexandria atraia estudiosos das mais diversas areas, na época. (CONNOR & ROBERTSON,
1999).

As obras matematicas de Hero sfo uma mistura de material tedrico e pratico-
computacional. Partes de seu trabalho parecem ser uma transmissdo de tradigdes
mais antigas, algumas das quais parecem remontar aos tempos babilonicos. (Herz-
Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number (Tradugdo Propria).
p-108. Dover Publications, INC. New York, 1987) )
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Eves (2011) destaca que 14 obras de Heron chegaram até os dias de hoje, apesar de
muitas delas apresentarem perceptiveis edi¢des. Entre essas obras esta Metrica, que traz, entre
outras aplicagdes geométricas, aproximagdes para calculo das areas do pentagono e decagono,
bem como dos volumes do dodecaedro e icosaedro. O dominio e a utilizagdo da DMER, além
de varias outras proposic¢oes euclidianas, ¢ evidente nesta obra.

Heron ¢ autor da férmula utilizada para calculo da area de um triangulo qualquer,
conhecidas as medidas de seus lados (Teorema de Heron). No campo da matematica, também
aprimorou um modelo de aproximacdo para raizes quadradas ndo-exatas. Como invetor e
engenheiro, projetou mecanismos avancados para a tecnologia da época, incluindo uma
turbina a vapor que também carrega seu nome. E evidente, portanto, que suas contribui¢des
abrangeram tanto a teoria matematica quanto a pratica aplicada a disciplina, com projetos

avangados e audaciosos para a época.

3.1.1.1 Metrica

Dividido em trés livros, Metrica ¢ um exemplo que ilustra o interesse da Grécia
Antiga no aprofundamento da geometria e seus respectivos problemas de mensuragdes, dando
praticidade aos estudos essencialmente teéricos em publicagdes de séculos anteriores. Foi
amplamente consultada pelos matematicos gregos dos séculos seguintes, ganhando tradugdes
para o arabe, principalmente apds o deterioragdo cientifico oriunda do inicio da Idade Média.
Foi citado por Pappus e por matematicos arabes, ¢ continua sendo uma referéncia de pesquisa
até hoje.

Vale destacar que ndo se tinha conhecimento de um manuscrito que preservasse a
versdo original (ou bem proxima) até o ano de 1896, quando o arquedlogo alemao Richard
Schoéne (1840 - 1922) o encontra em Constantinopla. (PAPADOULOS, 2007)

Sdo diversos os teoremas apresentados em Os Elementos que enriquecem o tratado de
Heron. A Meia e Extrema Razdo ¢é discutida diretamente em Metrica nos livros 1 e II,
vinculada com esses teoremas, principalmente os provenientes do Livro XIII de Euclides..

No Livro I, Heron apresenta um estudo sobre a area de pentagonos regulares. Utiliza
diretamente dois teoremas euclidianos presentes no livro XIII, o primeiro e o oitavo (ja
apresentados no Capitulo 1). Através de aproximagdes numéricas, deduz que a razdo entre a
area de um pentagono regular e o quadrado da medida de seu respectivo lado equivale a 5/3.

Por exemplo, se calcularmos a 4rea de um pentagono regular com lados de

comprimento 10 unidades, chegamos a um valor muito préximo de 172. A razdo entre a area
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do poligono (172) e o quadrado do lado (100) equivale a 1,72, relativamente proxima de 5/3.
Mesmo com uma margem de erro consideravel, a deducdo da razao aproximada utilizando os
teoremas do livro XIII de Os Elementos acabou guiando outros matematicos subsequentes a
buscar calculos mais precisos.

Ainda no primeiro livro de Metrica, Heron continua a aplicar as mesmas técnicas
citadas para encontrar a razao entre a area de um decagono e o quadrado de seu respectivo
lado. Chega ao valor de 15/2, uma margem de erro semelhante com a do pentagono, uma vez
que o valor real aproximado ¢ 7,69.

J& no segundo livro da obra, os volumes do dodecaedro e do icosaedro sdo discutidos.
Herz-Fischler (1987) destaca que Heron apresenta razdes entre as alturas e arestas dos so6lidos,
sem fornecer maiores explicagdes sobre a origem dos calculos. A partir das razdes fornecidas,
retoma a abordagem iniciada com os pentadgonos, utilizando as aproximacdes convenientes
aos seus calculos, e continuando a empregar teoremas euclidianos que envolvem diretamente
a DMER.

Além disso, Herz-Fischler (1987) observa que Pappus de Alexandria (c. 290 - ¢. 350)
usou deste método de Heron para aperfeigoar a formula de calculo do volume do icosaedro,

em seu manuscrito Synagoge.

3.1.1.2 A DMER em outras obras de Heron

Outra obra de Heron, intitulada Mensurae, traz um estudo para calculo aproximado
(mais uma vez) do didmetro do circulo circunscrito ao pentdgono regular. Heron da
seguimento a metodologia de Metrica, adotando aproximagdes peculiares, e conectando seu
estudo a mais um teorema do livro XIII de Os Elementos, desta vez o décimo, que envolve
indiretamente a DMER.

Mas ¢ em um trecho de Comentarios sobre Os Elementos de um matematico arabe
chamado al-Naiziri (865 - 922) que se destaca uma versdo alternativa de Heron para encontrar
a divisdo de um segmento em Meia e Extrema Razdo. Al-Naiziri registra trechos tnicos de
outros matematicos gregos que se debrucaram em esmiugar Os Elementos (HERZ-
FISCHLER, 1987).

Na apresentagdo de al-Naiziri, Heron parte de segmentos perpendiculares com razao

1:2. Um terceiro segmento ¢ tragado formando um tridngulo retangulo, conforme a figura 44.
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Figura 44 - Divisao de um segmento em Meia e Extrema Razao por Heron (Parte 1)

2k
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo ,com = 90°, temos
que AC = kv/5. Traga-se, a partir de , um arco de raio que intersecta o segmento em
. Outro arco ¢ tracado, agora com raio  , intersectando em

Figura 45 - Divisao de um segmento em Meia e Extrema Razao por Heron (Parte 2)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

= . Logo, = = 65—

Da forma que foi formada a figura, temos
Porfim, =2 —(+V5- )=3 — +5.
Heron, desta forma, dividiu o segmento em Meia e Extrema Razao no ponto . Se

aplicarmos a propor¢ao durea nos segmentos, fica demonstrada a DMER.

2 k/s-k
kvB—k 3k—kv5
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2 _ (V5-1)
(V56-1) (3-+5)
2(/5+1)  (V5-1)(3+5)
(\V5-1)5+1) (B-+5)(B3++5)
2(V5+1) (3V5+5-3—+5)
4 4

VE+1 2V5+2
2 4

Fica validada, dessa maneira, a divisao de Heron apresentada por al-Naiziri.
Desta forma, assentamos que Heron foi uma figura que contribuiu significativamente
para o desenvolvimento e propagacdo da DMER ao longo do tempo ¢ em distintas regides,

ocupando um lugar de destaque na historia da razio aurea.

3.1.2 Ptolomeu

A inclusdao de Ptolomeu neste estudo ¢ primordialmente atribuida a influéncia que
exerceu sobre Leonardo Fibonacci. Mais especificamente, ¢ destacado o desenvolvimento por
Ptolomeu da proposicdo VI, 30, e que posteriormente acabou sendo aplicado em Practica
Geometriae, uma das obras de Fibonacci, € com impacto também na matematica arabe.

Claudio Ptolomeu (c. 100 - 170) foi um matematico, astronomo e gedgrafo greco-
romano, hoje considerado um dos patronos da Astronomia. Herdeiro notavel da ciéncia grega
antiga e inspirado pela visdo universal aristotélica, atrelou o misticismo ao estudo dos cosmos,
e assentou sua teoria em uma das obras mais lidas durante os primeiros 1500 anos depois de
Cristo, 0 Almagesto, escrita por volta do ano 150.

Seu modelo geocéntrico, elaborado com auxilio da geometria na determinagdo do
posicionamento dos astros, acabou guiando a astronomia por mais de um milénio, até a
divulgacdo da Teoria Heliocéntrica elaborada por Nicolau Copérnico (1473 - 1543) ganhar
notoriedade pela Europa. Apesar disso, seu tratado catalogou 47 constelagdes que ainda hoje
sdo reconhecidas oficialmente pela Unido Astrondmica Internacional, institui¢do que atua nas

pesquisas astrondmicas globais.
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O Almagesto sobreviveu a varios percalgos ao longo dos séculos, incluindo a
destrui¢do da Biblioteca de Alexandria e a Idade Média na Europa. Foi traduzido para idiomas
ndo ocidentais e estudado continuamente, tendo suas ideias alcangado um impacto duradouro
na astronomia e na geometria. Embora algumas fontes sugiram que Hiparco tenha sido o autor
de iniimeras exposi¢des que nele se encontram, ¢ mais aceito que ele nao tenha sido autor
direto, mas sim um influenciador profundo e inegével das proposi¢des contidas ali.

Sobre a origem do nome Almagesto:

Ptolomeu sintetizou seu proprio trabalho astrondémico ¢ o de outros astrénomos
gregos (particularmente Hiparcos de Nicéa) em um livro enciclopédico, de treze
volumes, Hé Mathématiké Syntaxis (A sintese matematica). O livro se tornou
conhecido mais tarde como O grande astrénomo. No entanto, os astrdnomos arabes
do século IX se referiam ao livro invocando o superlativo grego “Megiste” (“O
maior”), mas pondo antes o identificador arabe de nomes proprios, “al”. O livro,
portanto, ficou conhecido até os dias de hoje como Almagesto. (Livio, Mario. Razdo
Aurea (Portuguese Edition), p.102. Edigéo do Kindle)

Adentrando a se¢do 4durea, Ptolomeu foi fundamental para estabelecer uma escala
trigonométrica, inclusive para os angulos de 36°, 72° e 108°, angulos esses partes integrantes
das figuras inerentes 8 DMER. Além disso, apresenta uma série de estudos interligados a Os
Elementos. E € o aprimoramento de uma proposicao do sexto livro da obra euclidiana que

representara o ponto focal que sera trazido a discussao.

3.1.2.1. A DMER em Almagesto

Ptolomeu apresenta um novo método para a proposicdo VI, 30 de Os Elementos,
justamente a demonstragdo de Euclides para a divisdo de um segmento de reta em Meia e
Extrema Razdo, que se encontra na Proposicao VI, Livro II, de A/magesto.

Relembrando o contexto do enunciado: a partir de um segmento AC, marca-se seu
ponto médio B e que, quando prolongado até um ponto D de tal forma que o quadrado
construido a partir de BC possui area equivalente a um retangulo de base CD, o segmento BD
fica em dividido em MER.

Além disso, por VI, 29, a o paralelogramo esbogado a partir do segmento excedente
AD ¢ semelhante ao paralelogramo formado inicialmente por BD, ou seja, ADIH também ¢

um quadrado.
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Figura 46 - Constru¢ao geométrica da Proposigao II, 6 do Almagesto
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Ainda de acordo com as proposi¢des euclidianas ja mencionadas, temos que os

retangulos ABKH, BCJK e FGHI sdo congruentes. Desta forma:

Area (CDI)) = Area Gnomom (BDGHK)
Area (CDI)) = Area (BDFE) — Area (GEKH)
CD.DI = BD? — HK?

Como HK = AB, temos
BD? = AB? +CD.DI
Ptolomeu utiliza desse fundamento em A/magesto para demonstrar um outro, também
objetivando encontrar a DMER.

No Livro I, Parte 10, ele apresenta uma constru¢ao a partir de um semicirculo de

diametro AC, com centro em B.
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Figura 47 - Constru¢ao geométrica da Proposi¢do I, 10 do Almagesto (Parte 1)
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Fica estabelecido E como ponto médio de BC. Traga-se, a partir do centro B, um raio

perpendicular ao didmetro, interceptando o arco em D.

Figura 48 - Constru¢ao geométrica da Proposi¢do I, 10 do Almagesto (Parte 2)
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Traga-se o segmento DE e, a partir de E e sob AC, desenha-se um segmento congruente

a DE. Por fim, ¢ tracado também o segmento DF.

Figura 49 - Constru¢ao geométrica da Proposi¢do I, 10 do Almagesto (Parte 1)

*‘ ,

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
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Pela proposi¢do euclidiana exposta acima, os pontos F, B, E e C obedecem a seguinte

relagdo:

EF2 = BE2 + CF.BF

Porém EF = DE, e, por Pitagoras, BE? + BD? = DE?. Substituindo na equacao

acima:

BEZ + BD? = BE? + CF.BF
BD?2 = CF.BF

Temos ainda que BD = BC.

BC2 = CF.BF

Desta forma, Ptolomeu estabelece que o ponto B divide o segmento CF em meia ¢
extrema razdo. Ele d4 seguimento as demonstragdes, avancando a partir da proposi¢ao
exposta, até chegar ao famoso Teorema de Ptolomeu. Aplicavel a quadrilateros inscritos em
uma circunferéncia, estabelece que a soma dos produtos dos lados oposto ¢ equivalente ao
produto das diagonais.

No contexto deste tema, reforca-se que a maneira como Ptolomeu chega a DMER, a
partir da proposicdo de Euclides, terd significativo efeito nas obras de Fibonacci, sendo

determinante para a evolucdo da se¢do durea a maneira como ¢ propagada atualmente.

3.1.3 Pappus de Alexandria

Pappus de Alexandria (290 - 350), tido como o tltimo grande matematico grego antes
do inicio da Idade Média, participou ativamente de pesquisas relacionadas a Divisdo em Meia

e Extrema Razao.
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Provavelmente Pappus também teve acesso a Biblioteca de Alexandria e, assim,
obtido acesso a diferentes estudos que ainda se mantinham conservados em seu acervo, no
inicio do século IV.

De concreto, Pappus teve a oportunidade de se aprofundar nos teoremas de Os
Elementos, elaborando e agregando demonstragcdes inéditas que fizeram parte da obra
Synagoge (Coletanea), publicada em 340. Composta por oito livros, cada um com um tema
distinto, ndo s6 abordou Euclides como também compilou e desenvolveu trabalhos de
matematicos gregos anteriores a ele.

Tendo como pano de fundo a razdo aurea, Pappus elaborou as construgdes do
dodecaedro e do icosaedro de forma extensiva a registrada em Os Elementos. Na verdade, ele
utiliza outros teoremas euclidianos para a construcao das figuras, mantendo a DMER como

peca fundamental nos respectivos tragados, além de aprimorar as aproximagdes de Heron.

Ha duas partes da obra de Pappus que nos interessam: primeiro, a constru¢do do
icosaedro ¢ dodecaedro por um método fundamentalmente diferente em espirito
daquele de Euclides e que como um subproduto d4 uma nova e elegante prova do
resultado principal (...) (Herz-Fischler, R. A Mathematical History of Golden
Number (Tradug@o Propria). p.115. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Em Colecdo (Synagoge; 340), Pappus apresenta um novo método de construcio do
dodecaedro e do icosaedro, e também comparagdes entre os volumes de todos os
solidos platonicos, sempre envolvendo a Razdo Aurea. (Livio, Mario. Razdo aurea
(p. 102). Editora Record. Edi¢ao do Kindle)

Outro material desenvolvido por Pappus em Synagoge estabeleceu um paralelo entre
volumes dos poliedros regulares cujas areas superficiais sdo equivalentes, também adotando a

razao aurea como principio.

Ha duas partes da obra de Pappus que nos interessam: (...) e, em segundo lugar, a
comparagdo dos volumes de poliedros regulares cuja area superficial é a mesma, por
meio de uma série de lemas que envolvem propriedades de DEMR e estimativas
numéricas obtidas a partir dessas propriedades. (Herz-Fischler, R. A Mathematical
History of the Golden Number (Tradugdo Propria). p.115. Dover Publications, INC.
New York, 1987)

Como o objetivo da dissertagdo ¢ explorar a histéria da DMER, ndo nos alongaremos
nas demonstragdes desenvolvidas por Pappus, concentrando-nos no tema histdrico.

A influéncia do trabalho de Pappus sobre a DMER vai ser explicitada ainda nesse
capitulo, j& que ¢ regularmente citada em novas pesquisas oriundas dos individuos que serao
apresentados. Ainda em relagdao a admiracao de Pappus a Euclides, temos um trecho de Livio

(2006)

A figura do autor que surge das paginas de Elementos ¢ a de um homem
consciencioso, respeitador da tradigdo ¢ muito modesto. Em nenhum lugar Euclides
procura obter o crédito por um trabalho que ndo seja originalmente seu. Na verdade,
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ele ndo reivindica qualquer originalidade, apesar do fato de que ¢ bastante 6bvio que
contribuiu com muitas provas novas, reorganizou totalmente o contetido
desenvolvido por outros em volumes inteiros e planejou todo o trabalho. A justica
escrupulosa e a modéstia lhe valeram a admiracdo de Pappus de Alexandria, que por
volta de 340 elaborou uma obra em oito volumes intitulada Cole¢do (Synagoge), que
fornece um registro inestimavel de muitos aspectos da matematica grega. (Livio,
Mario. Razio aurea (p. 90). Editora Record. Edi¢cdo do Kindle.)

3.1.4 Proclo

E peremptoria a inclusdo das obras e vida do filésofo grego Proclo de Licia (412 - 485)
para o teor da historia da DMER ser integral nesta dissertagdo. Nao ¢ exagero afirmar que a
verdadeira compreensdo da existéncia de certas autorias no campo da matematica foram
estabelecidas em virtude dos textos literarios deixados por Proclo.

Um dos mais importantes estudiosos e propulsores da filosofia do ponto de vista
neoplatdnico, recebe o titulo de Diddoco (Proclus Diadochus), que em grego e latim pode ser
traduzido como “sucessor”, quando assume a posi¢ao de escolarca da Academia em 437.

Muito do que sabemos da vida de Proclo ¢ derivado do registro de outro filos6fo
neoplatdnico, Marino de Neapolis (c. 450 - c. 500), curiosamente o sucessor de Proclo na
cadeira de diretor da Academia. A obra Vida de Proclo acaba transmitindo detalhes de sua
vida pessoal; usaremos esta como principal referéncia para apresentarmos uma breve
biografia. Outra referéncia utilizada serd o livro Proclo: Uma Introdugdo do filésofo Radek
Chlup (1972 - ), um estudo com uma abordagem mais teologica e filosofica de suas
respectivas obras, mas que contém trechos que se adequam ao correspondente tema. Em
relacdo as produgdes literarias relativas a razdo durea, manteremos Herz-Fischler como

referéncia.

Se eu meramente tivesse considerado a nobreza e valor de nosso filésofo
contemporaneo Proclo, a multiddo de documentos e as realizagdes oratérias dos
bidgrafos de tal homem, e, além disso, minha prépria insuficiéncia na pratica da
eloquéncia, eu acho que deveria ter sido sabio em me abster silenciosamente de
"pular o pogo", como o vulgar diz, precipitando-me nessa empreitada perigosa.
(Marino, A Vida de Proclo (Concernente a felicidade), tradug@o: Ruan Carlos, p. 2)

Sobre suas publicacdes, os comentarios aos didlogos platonicos sdo considerados o

género mais importante para os neplatonicos tardios’, € que ergue Platdo ao lugar mais alto

? Os denominados filosofos neoplatonicos tardios viveram apds o século III, j4 com a ascengdo do Cristianismo
como religido predominante na Europa, incorporando novos conceitos a corrente de pensamento dos platonicos
da Antiguidade Classica.
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entre os antigo filosofos. Nosso enfoque serd no livro Comentarios ao Primeiro Livro dos
Elementos de Euclides, com uma aten¢do especial a distinta parte intitulada “Catalogo dos

GeOmetras”.

3.1.4.1. Breve biografia

Nascido no ano de 412 em Constantinopla, antes incorporada ao Império Greco-
Romano, hoje territério de Istambul, na Turquia, seus pais detinham certa condi¢do social
nobre, utilizando desta para uma mudancga quase imediata ao nascimento de Proclo para a
cidade de Xhantus, em Licia, regido turca na costa mediterranea. Seu pai, Patricio, era um
conhecido advogado da regido, e lhe proporcionou condi¢des para lograr mudanga para
Alexandria ainda jovem, obtendo acesso a um ensino de exceléncia.

Outrossim, sua familia seguia os ritos da antiga religido grega, j4 decadente no inicio
do século V. Alias, a fé no politeismo foi um trago marcante da vida de Proclo, numa época
em que qualquer denominagdo religiosa diferente do cristianismo recebia a alcunha de
paganismo, heranga de Constantino (272 - 337), o imperador romano que instituiu a religido

crista como a oficial no Império Romano em 313.

Ao nascer, ele foi recebido pela deusa constantinopolitana Poliouchos [Atenas], que,
por assim dizer, ajudou sua mée no parto. Ela pode ter sido considerada a causa de
sua vida, porque ele nasceu na cidade que ela protege e salva; e que, quando chegou
a infancia e a juventude, o fez viver bem: pois ela lhe apareceu em um sonho
induzindo-o a seguir a filosofia. (Marino, A Vida de Proclo (Concernente a
Felicidade), traducdo: Ruan Carlos. p. 6)

E chamativo que muitas decisdes tomadas por Proclo eram baseadas em pressagios,
fato que também norteava outros intelectuais da época. Ao deixar Alexandria rumo a
Constantinopla, (sem data confirmada), na companhia de um de seus muitos mestres
eloquentes, Leonas (sofista, sem maiores informacgdes), acaba tendo uma revelagdo divina,

que alteraria seu rumo novamente.

Ele ainda estava estudando quando Leonas o convidou a compartilhar sua viagem a
Constantinopla, que ele havia empreendido como um favor a Teodoro, o governador
alexandrino, um homem de grande distin¢do, liberalidade e simpatia para com a
filosofia. O jovem acompanhou seu professor com muito prazer, para nao
interromper seus estudos. Mas, afinal, isso foi extremamente providencial, pois o
trouxe de volta a influéncia da deusa que havia sido a causa de seu nascimento
[Atenas]. Pois, ao chegar, a deusa o aconselhou a dedicar-se a filosofia ¢ a
frequentar as escolas atenienses. Entdo ele se despediu da retorica e de seus outros
estudos anteriores...(Marino, A Vida de Proclo (Concernente a Felicidade), tradugéo:
Ruan Carlos. p. 7)
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Marino expde, entdo, que o passo dado por Proclo rumo a filosofia foi baseado numa
visdo divina da deusa grega Atena. Verdade ou ndo, o fato ¢ que nascia ali um dos maiores
filésofos neoplatdnicos do século V. Além da influéncia platonica, seu retorno a Alexandria
acabou sendo acompanhado por outros mestres que possibilitaram sua introducao a filosofia
aristotélica, encontrando nesta uma vertente importante no desenvolvimento de uma visao que
possuia fundamentos de ambos, além de um aprego pela figura de Aristételes.

Outras mudancas acabam ocorrendo ao longo de sua vida, sempre inspiradas por
intervengdes misticas, sendo a principal a chegada a Atenas, tendo, ali, contato direto com
Plutarco, que na época era o escolarca da Academia, ja com idade avangada. O velho Plutarco
acaba impressionado com as habilidades de Proclo e o recomenda como substituto na dire¢ao
da Academia, cargo que exerceu por quase 50 anos. (de 437 a 485)

Durante sua gestdo, pode-se afirmar que a Academia retoma o status de principal
centro de estudos filos6ficos da Europa, com um alcance tdo grande que passa a incomodar o
Império Romano, dada sua esséncia politeista , distante dos preceitos cristdos. Proclo morreria

em 485, ja com a idade avancada, ¢ a Academia em 529.

3.1.4.2 Comentarios a Euclides, Livro I: O Catalogo dos Gedmetras

Nao haveria muitos detalhes da historia da matematica grega se ndo fosse pelo
Comentarios ao Primeiro Livro de Euclides, livro escrito no século V, um milénio apos a
morte de Pitdgoras. Em um primeiro impulso, perguntamo-nos como um escrito que carrega
uma histéria de cerca mil anos poderia deter tanta carga detalhista em relacdo aos antigos
matematicos?

Infelizmente, outros escritos que fundamentaram os Comentadrios foram perdidos ao
longo do tempo, mas, na época de Proclo, esse conhecimento escrito provavelmente ainda
existia, além daqueles repassados oralmente. Dada sua posi¢do como escolarca da Academia,
era natural que obtivesse acesso a estes.

Especificamente, o Catdlogo de Geometras ¢ um referencial importante e
amplamente utilizado quando tratamos da historia da geometria, particularmente daqueles
personagens vinculados (direta ou indiretamente) a Academia.

Um outro nome utilizado para o mesmo conjunto de paginas é Sumdrio Eudemiamo,

j& que Eudemo de Rodes (c. -370 - c. -300) foi amplamente empregado como fonte de estudo.

E por Proclus, preservando a memoria da obra Histéria da Geometria, de Eudemo,
importante discipulo de Aristoteles, ao citar um trecho do referido trabalho,
denominado o Catdlogo dos Gedmetras ou, como se tornou mais conhecido, o
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Sumario de Eudemo. (Ledo, A.F. Euclides e a Incomensurabilidade: O Profundo
tear das Abrangéncias - Os Sumos e Segredos do Livro X. Tese (Doutorado). Rio
Claro, 2017. p. 17)

Supde-se geralmente que o catdlogo contém grandes resumos de uma historia da
matematica escrita por Eudemus, um estudante de Aristoteles e, portanto, uma
pessoa que viveu pouco depois da época em questdo. (Herz-Fischler, R. A
Mathematical History of the Golden Number (Traducdo Propria). p.80. Dover
Publications, INC. New York, 1987)

Além de Eudemo, outro filosofo que ¢ defendido como essencial a composi¢ao dos
Comentdrios ¢ Jamblico de Calcis. A ele sdo atribuidas, sobretudo, as passagens historicas
relativas a Pitdgoras e seus discipulos, algumas j& destrinchadas no capitulo 2. Por exemplo,
vimos que foi por Proclo, através dos apontamentos (também perdidos nos dias de hoje) de
Jamblico, que a elevagdo do fazer matematico a categoria de ciéncia intelectual foi gracas a
Pitagoras, matematica essa ndo necessariamente conectada as necessidades humanas diretas,
como comeércio e agricultura. Além disso, a revelacdo da descoberta dos incomensuraveis pela

escola pitagodrica, presente em Comentdrios, também ¢ devida a Jamblico.

Admite-se geralmente que os primeiros passos no sentido do desenvolvimento da
teoria dos numeros e, ao mesmo tempo, do langamento das bases do futuro
misticismo numérico, foram dados por Pitagoras e seus seguidores movidos pela
filosofia da fraternidade. Assim é que Jamblico, um influente filésofo neoplatonico
que viveu por volta de 320 EC, atribui a Pitagoras a descoberta de certos numeros
incomensuraveis. (Gomes.C.R. Pitagoras de Samos: de Mistico a Precursor da
Teoria dos Numeros. Introdugdo. V Bienal da SBM. Universidade Federal da
Paraiba. 2010)

Sobre a natureza do Catdlogo, os individuos listados sdo dispostos cronologicamente,
anteriores e contemporaneos a Euclides. Além de Eudemo e Jamblico, ja aludimos alguns
deles, Eudoxo de Cnido, Platdo, Teeteto, Architas, Teodoro de Cirene, ... Ha inumeros outros
mencionados na obra, com destaque a Leodamas de Tasos, contemporaneo a Platdo, e
Hipoécrates de Quio (c. 470 aEC - c. 410 aEC), importante gedmetra grego que ¢ autor de
alguns teoremas notaveis.

Como nao poderia ser diferente, as evocagdes a Platdo sdo constantes em Comentarios,
dada a natureza filosofica neoplatonica de Proclo. Além de inclui-lo como matematico em
Catalogos, mesmo sem contribui¢des diretas conhecidas, Proclo aborda os estudos relativos a
“sec¢ao”, alvos de polémicas interpretacdes em relagdo a DMER por conta do contexto da
palavra, os poliedros platonicos e suas caracteristicas ¢ o aprofundamento da teoria dos

numeros € dos incomensuraveis.

Platdo, que apareceu depois deles, avancou muito a matematica em geral ¢ a
geometria em particular por causa de seu zelo por esses estudos. E bem sabido que
seus escritos estdo repletos de termos matematicos ¢ que em todos os lugares ele
tenta despertar a admiragdo pela matematica entre os estudantes de filosofia. Nessa
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época também viviam Leodamas de Tasos, Arquitas de Tarento e Teeteto de Atenas,
por quem os teoremas foram aumentados em numero e trazidos para um arranjo
mais cientifico. Mais jovens que Leodamas eram Neoclides e seu discipulo Ledo,
que acrescentaram muitas descobertas as de seus predecessores, de modo que Ledo
pdde compilar um livro de elementos mais cuidadosamente planejados para levar
em conta o nimero de proposi¢des que haviam sido provadas e sua utilidade. Ele
também descobriu o diorismi, cujo objetivo ¢ determinar quando um problema sob
investigagdo ¢ suscetivel de solucdo e quando ndo é. Eudoxo de Cnido, um pouco
mais tarde que Ledo ¢ membro do grupo de Platdo, foi o primeiro a aumentar o
nimero dos chamados teoremas gerais; as trés proporg¢des ja conhecidas acrescentou
mais trés e multiplicou o niimero de proposi¢des relativas a “se¢do” que tiveram sua
origem em Platdo, empregando o método de analise para sua solu¢do. Amyclas de
Heracleia, um dos seguidores de Platdo, Menecmo, um estudante de Eudoxus que
também estava associado a Platdo, e seu irmdo Dinostratus tornaram toda a
geometria ainda mais perfeita. Teudio de Magnésia tinha uma reputacdo de
exceléncia em matematica como no resto da filosofia, pois ele produziu um arranjo
admiravel dos elementos e fez muitos teoremas parciais mais gerais. Houve também
Athenacus de Cyzicus, que viveu nessa época € se tornou eminente em outros ramos
da matematica e principalmente na geometria. Esses homens viviam juntos na
Academia, fazendo suas indagacdes em comum. Hermo6timo de Cdlofon prosseguiu
as investigacdes ja iniciadas por Eudoxo e Teeteto, descobriu muitas proposi¢des
nos Elementos e escreveu algumas coisas sobre locus-teoremas. Filipo de Mende,
um aluno que Platdo havia encorajado a estudar matematica, também realizou suas
investigagdes de acordo com as instrugdes de Platdo e se pOs a estudar todos os
problemas que ele achava que contribuiriam para a filosofia de Platdo. (Proclus, A
Commentary on the First Book of Euclid's Elements, "Catalogue of Geometers"
(Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number (Tradugio
Propria). p.80. Dover Publications, INC. New York, 1987. [Proclus-Morrow , 54];
[Proclus-Friedlein, 66; Proclus-Ver Eecke, 59; Heath, 1921, I, 32; Van der Waerden,
1954, 90; Thomas , 1951, 151; ver também Burkert, 1972, 452])

No entanto, foi Teeteto que distinguiu as poténcias que sdo comensuraveis em
comprimento daquelas que sdo incomensuraveis e que dividiu as linhas irracionais
mais conhecidas de acordo com os diferentes meios, atribuindo a linha mediana a
geometria, o bindmio a geometria. aritmética e o apdtema da harmonia; como afirma
Eudemo, o Peripatético. (Herz-Fischler, R. A Mathematical History of Golden
Number (Traduga@o Propria). p.88. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Fica, desta forma, o registro da importantissima obra Comentdarios ao Primeiro Livro
de Euclides, com destaque a parte Catdlogo de Geometras. Ademais, apesar de conciso,
evidencia-se que fazer constar Proclo no nosso texto ¢ inerente ao tema do trabalho, tanto por
trazer até nos um conhecimento acerca da historia da matematica ndo visto em outro autor,
quanto por ter servido de inspiragdo a outros personagens que Serao essenciais ao

desenvolvimento da DMER, abrangendo, inclusive, regides fora do universo ocidental, como

veremos a SGngiI'.

3.2 A DMER no mundo arabe
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O inicio da Idade Média no mundo ocidental marcou uma redugao drastica no ritmo de
avancos no conhecimento cientifico, e na matematica ndo foi diferente. A transi¢do do modelo
de vida da sociedade romana para um caracterizado pelo sistema feudal, substancialmente
agricola, no qual a Igreja centralizava o poder e armazenava as antigas publicagdes
académicas em seus dominios, acarretou em campos de estudos, que outrora fluiam com
intensidade, praticamente estagnados. A teologia crista se tornou o principal objeto de ensino
a populagcdo ndo eclesidstica, em parte com a intengdo de controle ideoldgico, distante o
suficiente da ciéncia.

Houve um movimento em algumas instituicdes religiosas no sentido de reproduzir e
traduzir os escritos literarios existentes, tornando seus membros praticamente os Unicos que
conseguiam acesso as obras cientificas da Antiguidade Cléssica. Desta forma, os pensadores
matematicos estavam limitados a religiosos destas instituicdes, € ndo havia um movimento
constante para troca de conhecimentos entre membros de instituigdes diferentes.

Todavia, fora do ocidente europeu, a matematica continuava a progredir entre povos
como os arabes, persas, indianos e chineses. A morte de Maomé¢, o profeta do Isla, em 632,
deu origem a um periodo denominado Califado, ou Periodo Islamico, com os adeptos da
religido se espalhando por todo o Oriente Médio, além de parte da India e arredores, em um
momento que coincidia com os primeiros séculos da Idade Média.

Os califas!® exerciam muita influéncia dentro das regides que constituiram um
verdadeiro império isldmico, e, como veremos a seguir, esta influéncia acabou direcionando
seus matematicos a novas descobertas, com acesso a todo o acervo grego para auxiliar em

suas progressoes.

Depois da morte do profeta Maomé, em 632, o controle do mundo islamico passou
para uma série de califas. Em principio, os califas eram escolhidos por mérito, de
modo que o sistema de poder do califado ndo era exatamente uma monarquia. No
entanto, o califa tinha muito poder. Mais ou menos em 654, sob Otomao, o terceiro
califa, o califado tinha se tornado o maior império que o mundo ja vira. Seu
territério (na geografia atual) incluia a Peninsula Arabica, a Africa do Norte desde o
Egito, passando pela Libia até a Tunisia Oriental, o Levante, o Caucaso e grande
parte da Asia Central, do Ird ao Paquistdo, Afeganistdo e Turcomenistdo. (Stewart,
Ian. Desbravadores da matematica (pp. 37-38). Zahar. Edi¢ao do Kindle)

Marcado por um desenvolvimento amplo em diferentes campos cientificos, o Periodo
Islamico acabou mantendo vivos os estudos relacionados a propor¢do aurea. Nesta
perspectiva, focaremos em dois matematicos ndo ocidentais: al-Khwarismi e Abu Kamil.

Ambos obtiveram progressos fundamentais para estudarmos a matematica como a

10 Sucessor do profeta Maomé, na qualidade de guia ou lider temporal da comunidade islamica.
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conhecemos nos dias de hoje, garantindo a preservagdo e aperfeigoando os conhecimentos

provenientes da Grécia Antiga.

3.2.1 al-Khwarismi

Com uma biografia bem restrita, Muhammad ibn Musa al-Khwarismi (780 - 850) tem
como um provavel local de nascimento a antiga cidade de Khwariszm, atualmente Khorazm,
localizada no Uzbequistdo, proxima da fronteira com o Turcomenistdo. Essa regido integrava
a antiga Pérsia e também foi impactada pelo Periodo Islamico.

Com a decadéncia da biblioteca de Alexandria e o avanco do Isla, era natural que o
lider politico e religioso do mundo islamico almejasse também o dominio intelectual de seu
povo. Entre os anos de 813 e 833, o califa Al-Manum (786 - 833) tomou a iniciativa de erguer
uma estrutura semelhante a de Alexandria, na cidade de Bagda, capital do Império Islamico.

A empreitada recebe o nome de Beit al-hikma (Casa do Saber). O califa ainda
estabelece que deveriam ser traduzidas obras intelectuais de diferentes culturas para o idioma
arabe, entre elas as literaturas gregas. (LIVIO, 2006)

Em algum momento entre as décadas de 10 e 20 do século IX, al-Khwarismi decide se
dirigir a Bagda. Os registros conhecidos indicam que ele dominava o idioma grego e que, por
isso, acabou desempenhando papel fundamental nas traducdes de obras da Grécia Antiga que
a Casa do Saber detinha posse, entre elas, Os Elementos. Contudo, ndo ha uma confirmagao
de que al-Khwarismi tenha entrado em contato com a obra euclidiana diretamente, e, desta

forma, com a DMER.

Na verdade, existe alguma controvérsia sobre se Al-Khwarizmi tinha ciéncia dos
Elementos de Euclides. Devia conhecer, porque Al-Hajjaj, outro estudioso na Casa
do Saber, havia traduzido Euclides para o arabe quando Al-Khwarizmi era jovem.
Por outro lado, a principal tarefa da Casa do Saber era a tradugao, e as pessoas que 14
trabalhavam ndo eram obrigadas a ler as obras traduzidas por seus colegas. (Stewart,
Ian. Desbravadores da matematica (pp. 41-42). Zahar. Edi¢ao do Kindle.)

Agregando distintos conhecimentos no acervo existente na Casa do Saber, acaba
elaborando o Kitab al-Jabr wa-I-muqabala (O Livro da Restaura¢do e do Equilibrio), por
volta de 820. Com uma exposi¢do inédita, o livro estabelece pela primeira vez um pilar
algébrico semelhante ao estudado atualmente, explorando equagdes lineares e quadraticas, e

referindo-se a incognita como “coisa”. Al-Khwarismi acaba criando um prototipo do que viria
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se tornar o conceito causador de traumas de muitos jovens de hoje, o famigerado “x” (que s
tomaria essa forma no século XVI). Reitera-se que ele mesmo ndo utilizou qualquer simbolo,
mas estruturou a concep¢ao de sua aplicagao.

Diante da pertinéncia do livro no campo das equagdes, surge a nomenclatura Algebra
em virtude do nome al-Jabr, uma homenagem realizada por um tradutor inglés chamado
Roberto di Chester, ou Roberto de Ketton, que viveu no século XII. Ele também foi
responsavel pela tradugdo de obras arabes para o latim, inclusive do até entdo inédito livro
Alcorao, além de possibilitar e contribuir para a difusdo do Kitab al-Jabr wa-I-mugabala no
mundo ocidental.

Outra obra de al-Khwarismi, Kitab al-Jam’a wal-Tafreeq bi-Hisab al-Hind (Sobre o
calculo com nimeros hindus), também impactou a matematica e levou ao surgimento de
outras expressdoes matematicas, como “algarismo” e “algoritmo”. Publicado em meados de
825, foi fundamental para a propagacdo do sistema decimal através de algarismos hindus,
dentro do Império Islamico. Mais tarde, o sistema apresentado no livro seria introduzido no

Ocidente de modo efusivo, através do Liber Abaci de Fibonacci.

Sobre o calculo com numerais hindus, escrito por volta de 825, foi traduzido para o
latim como Algoritmi de numero indorum, e quase sozinho ele espalhou para a
Europa medieval a noticia dessa nova e impressionante maneira de fazer aritmética.
Ao longo do caminho, Algoritmi tornou-se Algorismi, ¢ métodos para calcular
usando esses numerais foram chamados algorismos. No século XVIII, a palavra
mudou para algoritmo. (Stewart, lan. Desbravadores da matematica (p. 38). Zahar.
Edigdo do Kindle)

Em relagdo a DMER, al-Khwarismi expde o seguinte problema algébrico em Kitab al-

Jabr wa-I-muqabala:

“Se alguém disser: ‘Dividi dez em duas partes; multipliquei uma por dez ¢ a outra
por si mesma, e os produtos foram o mesmo’; entdo o calculo ¢é este: vocé multiplica
uma coisa por dez; sdo dez coisas. Entdo, multiplique dez menos por si mesmo; é
100 e um quadrado menos vinte coisas, que ¢ igual a dez coisas. Reduza isso de
acordo com as regras que eu expliquei acima para vocé.” (Herz-Fischler, R. A
Mathematical History of the Golden Number (Tradugdo Proépria). p.123. Dover
Publications, INC. New York, 1987)

Desenvolvendo em uma linguagem algébrica o problema acima, obtemos:

10. =(10- ).(10- )
10 10—
10—

Equivalente a proporc¢ao originada da Meia e Extrema Razao.
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Herz-Fischler (1987) apresenta algumas opinides de autores acerca do real proposito
de al-Khwarismi sobre o problema proposto, analisando se sua verdadeira intencdo era
explorar a DMER, que acaba coincidindo com o posicionamento levantado por Stewart em

uma citacao anterior.

A questdo de interesse ¢ se al-Kwarizmi tinha ou ndo o DEMR em mente quando
apresentou esse problema. Uma resposta negativa ¢ dada por Gandz [1938, 531],
que diz que al-Khwarizmi ndo sabe nada da importancia especial deste problema que
¢ ensinado por Euclides II [11]. Deve-se notar que Gandz [por exemplo, pp 519, 524]
¢ da opinido de que al-Khwarizmi ndo foi influenciado por Euclides no
desenvolvimento de seus métodos e que enquanto “algebricamente” [al-Khwarizmi]
estd a frente de Euclides 1000 anos, “geometricamente” ele esta atras de Euclides
1000 anos. (Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number
(Tradug@o Propria). p.80. Dover Publications, INC. New York, 1987

Apesar da incerteza em relagdo ao propodsito original de al-Khwarismi no quesito
DMER, ficam as evidéncias de um matematico que foi imensamente estudado e celebrado por
seus homologos posteriores. Seu legado continuou a inspirar na elabora¢do de uma quantidade

incontavel de obras, consolidando seu nome entre os grandes da historia da matematica.

3.2.2 Abu Kamil

Abu Kamil Shuja ibn Aslam (ca. 850 — ca.930), matematico cuja biografia ainda
permanece envolta em mistério, teve como provavel local de nascimento o Egito, embora
alguns autores coloquem o Iraque como uma alternativa. Nao existem muitos registros
precisos sobre sua vida, contudo, seu trabalho ¢é reconhecido como crucial para o
desenvolvimento da matematica, especialmente no campo algébrico. Foi preponderante para a
retomada matematica no Renascimento ocidental, inclusive sendo citado diretamente por
Fibonacci.

Abu Kamil foi quase imediatamente posterior a al-Khwarizmi e que, nesta altura,
estava amplamente difundido no mundo arabe. Acaba dando sequéncia aos principios
contidos em seus manuscritos, reverenciando-o como “inventor da algebra”, além de “aquele
que foi o primeiro a ter sucesso em um livro de dlgebra e que foi pioneiro e inventou todos os
principios nele” (CONNOR & ROBERTSON, 1999)

Entre as obras que nao se perderam ao longo do tempo e sdo conhecidas, estdo: Book

on algebra (Livro sobre Algebra), Book on surveying and geometry (Livro sobre agrimensura
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e geometria) e Book of rare things in the art of calculation (Livro de coisas raras na arte do
calculo).

Duas dessas envolvem a meia e extrema razao, e em ambas Abu Kamil deixa explicita
a referéncia a proporg¢ao, apresentando dominio total da obra de Euclides, citando-o de modo
costumaz em seus livros. (HERZ-FISCHLER, 1987).

No manuscrito Book on surveying and geometry, o foco nao ¢ direcionado a
matematicos, mas sim a agrimensores. Apesar disso, os fundamentos geométricos expostos
estdo longe de serem simples e, em alguns deles, sdo utilizadas construgdes que envolvem a
DMER, principalmente aquelas envolvendo os poligonos regulares de 5 e 10 lados. Entretanto,
as demonstragoes algébricas foram documentadas em um outro tratado, que compde o Book of
algebra.

O Book of algebra ¢ dividido em 3 tratados: On the solution of quadratic equations
(Sobre a solu¢do de equacdes quadraticas), On applications of algebra to the regular
pentagon and decagon (Sobre aplicacdes da algebra ao pentagono regular e decagono) e On
diophantine equations and problems of recreations mathematics (Sobre equagdes diofantinas
e problemas de matematica recreativa). A parte que expusemos acima encontra-se em Sobre
aplicagoes da dlgebra ao pentagono regular e decagono, onde Abu Kamil deixa de lado as
construcdes das figuras e se concentra nos calculos de perimetros, areas ¢ diagonais dessas
figuras. Nesse teor, ha a utilizacdo da DMER de forma direta e indireta em alguns dos
problemas colocados.

Ainda em Book of algebra, Abu Kamil retoma a discussdo envolvendo a divisao de 10
em duas partes, seguindo critérios especificos, problema esse proposto anteriormente por al-
Khwarizmi. A apresentacdo de diferentes principios para essa divisdo resulta em resolugdes
distintas para cada problema, tornando-se uma caracteristica marcante nao apenas da obra em
si, mas também do proprio Abu Kamil. De fato, em Sobre equacoes diofantinas e problemas
de matematica recreativa ele “chega a descrever um problema para o qual encontrou 2.678
solugdes” (LIVIO, 2006).

Retornando ao tema, alguns problemas da divisao do 10 em duas partes apresentaram
a razao extrema e média como consequéncia dos critérios adotados, fato que parece ter sido
proposital, como o proprio Fibonacci aborda posteriormente (HERZ-FISCHLER, 1987).

A presenca de referéncias as obras de Abu Kamil por Fibonacci ndo apenas direcionou
sua forma de fazer matematica, mas também valorizou ainda mais a matematica arabe. Isso
manteve viva a discussdo da DMER em constru¢des geométricas e nas equagdes quadraticas,

perpetuando Abu Kamil no sumario da histéria da razao aurea.
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3.3 O Renascimento

3.3.1 Leonardo Pisanus - A Sequéncia de Fibonacci

Fibonacci certamente esta no topo dos matematicos mais famosos de todos os tempos.
Seu nome ¢ atrelado a tantas areas de pesquisa, que muitas vezes acaba passando
despercebido entre aqueles que o citam, numa espécie de substantivo comum. Por exemplo,
analistas em investimentos aplicam “fibonacci” para identificar uma projecdo ou retragdo de
um ativo financeiro.

Sua importancia na historia da razdo durea ¢ quase tdo vital quanto a de Euclides.
Ambos desempenharam papel primordial na compreensdo e divulgagdo da razdo 4urea,
mesmo que em momentos totalmente diferentes da histéria. O famoso “problema dos
coelhos™ assinalado em sua obra mais famosa, o Liber Abaci (1202), desencadeou um efeito
cascata de propriedades algébricas envolvendo phi (), muitas delas transcendendo o ambito

matematico.

O papel de Fibonacci na histéria da Razio Aurea é realmente fascinante. Por um
lado, nos problemas em que usava conscientemente a Razio Aurea, foi responsavel
por um progresso significativo mas nao espetacular. Por outro, simplesmente
formulando um problema que, em principio, nada tinha a ver com a Razio Aurea,
ele expandiu drasticamente o escopo da Razio Aurea e de suas aplicagdes. (Livio,
Mario. Razao aurea (Portuguese Edition) (p. 109). Editora Record. Edigdo do
Kindle.)

No ambito pessoal, ndo ¢ dificil encontrar uma literatura que revele que o nome
Fibonacci €, na verdade, uma alcunha. A pessoa por tras da lenda Fibonacci ¢ Leonardo
Bigollo, também conhecido como Leonardo Pisanus ou Leonardo de Pisa. Ele era filho de um
comerciante que, em decorréncia da sua atividade profissional, acabou influenciando a
historia da matematica, sem qualquer percepg¢do de tal impacto, como exposto a seguir.

O final do século XII ainda ruminava a restri¢ao cientifica imposta pela Igreja Catolica
em muitas regides da Europa. A transicdo para um paradigma que transcendesse os limites
teoldgicos estava apenas comegando a tomar forma. Em paralelo, algumas regides especificas,

especialmente as que tinham acesso ao mar Mediterraneo, o padrao de vida arabe exercia sua
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influéncia. Do ponto de vista de matematico, gerava um ambiente mais aberto a novos estudos,
em virtude da politica de valorizagdo da ciéncia iniciada no Califado.

O Renascimento batia a porta, entretanto, a matematica ocidental ainda estava muito
atrelada as atividades comerciais. Nesse contexto, os algarismos romanos eram amplamente
empregados como sistema numérico predominante, tornando qualquer operagdo aritmética
extremamente complicada, inclusive as comerciais. Essa realidade contrastava
consideravelmente com as praticas comerciais observadas do lado africano do Mediterraneo e
do Oriente, onde o sistema com algarismos indo-arabicos ja estava firmemente estabelecido.

Informagdes concretas sobre a infincia e juventude de Leonardo Fibonacci sdo
divergentes em alguns topicos, como 0 ano de seu nascimento, variando entre 1165 e 1170.
Contudo, ¢ conhecimento comum que seu local de nascimento foi a regido de Pisa, Italia.
Embora atualmente seja uma cidade italiana, a época de Fibonacci era um Estado
independente, a Republica de Pisa. Sua localizacdo proxima ao Mar Mediterraneo lhe conferia

um porto de importancia significativa, tornando-a um centro econémico na regiao.

A Pisa do século XII era um porto movimentado através do qual passavam
mercadorias que vinham do interior e do ultramar. Especiarias do Extremo Oriente
circulavam por Pisa a caminho da Europa setentrional, cruzando no porto com as
rotas do vinho, do dleo e do sal que eram transportados entre diferentes partes da
Italia, Sicilia e Sardenha. A grande industria de couro de Pisa importava peles de
cabras do norte da Africa, e curtidores podiam ser vistos preparando as peles nas
margens do rio de Pisa. A cidade, no rio Arno, também se orgulhava de seus
excelentes trabalhos de ferragem e dos estaleiros. Pisa ¢ mais conhecida hoje por sua
famosa torre inclinada, e a constru¢ao dessa torre de sino comegou durante a
juventude de Fibonacci. E claro que toda essa agitagdo comercial exigia muitos
registros de estoques e pregos. Leonardo seguramente teve oportunidade de observar
varios escribas enquanto listavam precos em numerais romanos € 0S somavam
usando um abaco. (Livio, Mario. Razao aurea (p. 107). Editora Record. Edi¢ao do
Kindle.)

Guglielmo dei Bonacci, seu pai, era notério mercador pisano e que atuou como uma
espécie de representante alfandegario em Bugia, Argélia. Acima citamos seu eventual
envolvimento na histéria da matematica, fato intrisicamente ligado a sua posicdo na Argélia.
Fibonacci possivelmente ndo teria contato com a matematica arabe e, consequentemente, com
os algarismos hindus, se ndo fosse a posi¢ao profissional de seu pai, ja que o acompanhou em
sua estada em Bugia.

Alids, como ¢ amplamente divulgado, o nome “Fibonacci” ¢ derivado da filiacdo,
“filho de (familia) Bonacci”. E apresentado pelas literaturas que o termo fora inicialmente
utilizado pelo matematico e controverso bibliotecério italo-francés Guillaume Libri, em 1838.

Leonardo provavelmente nunca tenha sido chamado por este nome em vida.
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O apelido Fibonacci (do latim filius Bonacci, filho da familia Bonacci, ou “filho da
boa natureza”) foi provavelmente introduzido pelo historiador de matematica
Guillaume Libri numa nota de rodapé em seu livro Histoire des Sciences
Mathematique en Italie (Histéria das ciéncias matematicas na Itdlia), de 1838,
embora alguns pesquisadores atribuam o primeiro uso do nome Fibonacci a
matematicos italianos do fim do século XVIII. Em alguns manuscritos e documentos,
Leonardo se refere a si mesmo e ¢ citado por outros como Leonardo Bigollo (ou
Leonardi Bigolli Pisani), em que “Bigollo” significa algo como “viajante” ou
“homem sem importancia” nos dialetos toscano e veneziano, respectivamente.
(Livio, Mario. Razdo aurea (Portuguese Edition) (pp. 106-107). Editora Record.
Edigdo do Kindle.)

Conforme destacado por Livio (2006), o acompanhamento Bigollo pode ter origem em
duas tradugdes distintas; porém, Leonardo foi, de fato, um viajante, uma das interpretagdes
tradutivas. Apds sua partida de Bugia, peregrina pela costa mediterranea, efetuando relagdes
mercantis e se aprimorando como matematico, obtendo contato com pares em regides como
Egito, Grécia, Siria e Sicilia, como o proprio Leonardo cita no prélogo da segunda edi¢ao de
Liber Abaci. Ao longo dessa jornada, aprende e domina o sistema numérico arabico, obtém
acesso as obras de al-Khwarizmi e Abu Kamil, entre outros mestres ndo ocidentais, € se
familiariza com Os Elementos de Euclides, além da antiga matematica grega. Com essa
riqueza de conhecimento acumulado, decide voltar a Pisa, em 1200, a fim de registra-lo e
dissemina-lo pelo territorio italiano.

Parece que os primeiros anos apos o retorno a sua terra natal foram realmente
dedicados a produgao literaria, uma vez que a primeira edigdo de Liber Abaci ¢ publicada em
1202. Ha um hiato temporal de 18 anos quando consideramos a publicagdo de sua proxima
obra conhecida, o Practica Geometriae. Sobre este periodo, ndo ha qualquer detalhe ou
mesmo relato biografico consistente. E plausivel que Leonardo tenha deixado Pisa novamente
em busca de aprimorar ainda mais seus conhecimentos matematicos, para, assim, embasar
suas futuras composicdes literarias.

A década que se inicia em 1220 revela-se muito produtiva para Fibonacci. Logo no
inicio, da forma ao Practica Geometriae, obra que apresenta um detalhado estudo geométrico
e trigonométrico e que abrange a DMER; em 1225, escreve o Liber quadratorum, que,
segundo Eves (2011), é “um trabalho brilhante e original sobre analise indeterminada, que o
guindou a posi¢do de matematico mais importante desse campo entre Diofanto e Fermat.”

Uma figura muito significativa na vida de Leonardo, principalmente nesta primeira
metade de década, foi o Imperador Sacro-Romano e Rei da Sicilia, Frederico II (1194 - 1250).
A fim de ilustrar a magnitude da posi¢ao de Frederico II, seu império se estendia pelas regides

demarcadas no mapa a seguir:
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Figura 50 - Mapa do reino de Frederico II
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De fato, no mundo ocidental, Frederico II partilhava a posicdo de homem mais
importante com a figura papal, a época, Gregorio IX (1145 - 1241). Inclusive, estes
mantiveram contrapontos politicos bem marcantes, que resultaram na excomunhdo de
Frederico II por parte de Gregoério IX, em 1227. Todavia, essa excomunhdo ndo o impediu de
se envolver nas famosas Cruzadas!' de 1228 (Sexta Cruzada), na qual Frederico utiliza de sua
sagacidade e retorica diplomatica para negociar acordos com os sultdes de Damasco e Egito e,
desta forma, conquistar Jerusalém por meio de uma abordagem ndo militar. Em troca,
ofereceu protecdo aos respectivos reinos ¢ liberdade de culto islamico em seus dominios.
Como consequéncia desses acordos, uma segunda excomunhdo foi dada, pelo sucessor de
Gregorio, Papa Honorio III, em 1239. A relagdo proxima de Frederico com o Isla foi decisivo

para revitalizagdo do pensamento cientifico na Europa.

' As cruzadas foram expedigdes militares arquitetadas pela Igreja Catolica para dominar terras consideradas
sagradas para a religido, e que se encontravam sob dominio dos mugulmanos. Ocorreram principalmente entre
séculos XTI e XIII.
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Assim sendo, ingressar na corte de Frederico II representava alcancar o mais alto
patamar de prestigio social e cientifico e, consequentemente, ter acesso a mais titulos restritos
e controlados pela Igreja no Ocidente. Leonardo teve a oportunidade de desfrutar desse
privilégio, muito em virtude da notoriedade adquirida através de seu Liber Abaci. Gragas a
indicacdo de outras figuras proeminentes da corte de Frederico Il e que obtiveram acesso ao
seu livro, Leonardo se apresenta como um matematico habil, capaz de resolver desafios
impostos por outros matematicos da corte, entre eles Michael Scotus (c. 1175 - c. 1232) e
Johannes de Palermo (séc. XIII). Os problemas propostos principalmente por Palermo
acabaram sendo incorporados em obras literarias desenvolvidas posteriormente por Leonardo.

A recomendacdo de Michael Scotus ¢ reconhecida no segundo volume de Liber Abaci,
escrito em 1228, onde Leonardo assenta que a revisdo era a ele dedicada. Essa dedicatoria
pode ter ido além da indicacdo a corte; Scotus possivelmente desempenhou um papel nas
revisdes realizadas em relacdo ao primeiro volume. Isso se justificaria pelo fato de que ele
detinha dominio do idioma arabe, inclusive com importantes tradugdes inéditas de obras

arabes para o latim, o que pode ter gerado observagdes no novo volume.

Vocé, meu Mestre Michael Scott, grande filésofo, escreveu ao meu Senhor
(Frederico II) sobre o livro dos ntimeros que ha algum tempo compus e transcrevi
para vocé; por isso, atendendo as suas criticas, a sua circunspec¢do examinadora
mais sutil, para honra sua e de muitos outros, corrigi com vantagem este trabalho.
(Liber Abaci, tradugdo propria

Um dos problemas solucionados por Fibonacci no desafio proposto por Palermo

resultou na cria¢ao de outro manuscrito, o Flos.

No segundo problema, pedia-se que se achasse uma solugdo da equagdo cubica
x3 + 2x2 + 10x = 20. Fibonacci tentou provar que nenhuma raiz da equagio

pode ser expressa irracionalmente na forma va+ vb ou, em outras palavras, que
nenhum a raiz pode ser construida com régua e compasso. Obteve entdo uma
resposta aproximada que, expressa em notagdo decimal, ¢ 1,3688081075 e que ¢
correta até a nona casa. A resposta aparece, sem nenhuma discussdo anexa, num
trabalho de Fibonacci intitulado Flos (“floracdo” ou “flor”) e tem provocado alguma
perplexidade. (Eves, H. Introdugdo a Historia da Matematica. Tradugao: Hygino H.
Domingues. 5% ed. p. 294)

Sobre este periodo e obras, Livio (2006) salienta outro dos problemas resolvidos por

Leonardo:

O Liber abaci deu a Fibonacci um reconhecimento consideravel, e sua fama chegou
até os ouvidos do imperador romano Frederico II, conhecido como “Stupor Mundi”
(“Maravilha do Mundo”) por patrocinar a matematica e as ciéncias. Fibonacci foi
convidado a comparecer diante do imperador em Pisa no inicio dos anos 1220, e foi
apresentado a uma série de problemas que eram considerados muito dificeis pelo
mestre Johannes de Palermo, um dos matematicos da corte. Um dos problemas pode
ser descrito da seguinte forma: “Encontre um ntimero racional (um niimero inteiro
ou fracdo) tal que quando 5 ¢ somado ou subtraido do seu quadrado, o resultado [em
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cada caso] também seja igual ao quadrado de um ntmero racional.” Fibonacci
resolveu todos os problemas usando métodos engenhosos. Mais tarde ele descreveu
dois deles em um livro curto chamado Flos (Flor) e usou o problema acima no
prologo de um livro que ele dedicou ao imperador: Liber quadratorum (Livrodos
quadrados). Hoje temos de ficar impressionados com o fato de que, sem a ajuda de
computadores ou calculadoras de qualquer tipo, simplesmente através de sua
manipulacdo virtuosa da Teoria dos Numeros, Fibonacci tenha sido capaz de ver que
a solugdo para o problema acima era 41/12. De fato, (41/12)> + 5 = (49/12)% ¢
(41/12)* — 5 = (31/12)%. (Livio, Mario. Razdo 4urea (Portuguese Edition) (pp. 108-
109). Editora Record. Edigao do Kindle.)

Fibonacci ainda possui outras obras que ndo chegaram até o presente, como o0s
Comentdrios ao Livro X de Euclides e Di Minor Guisa, uma espécie de manual aritmético
para o universo mercantil.

Ap6s este periodo de producdo literaria, a biografia de Fibinacci entra mais uma vez
em um periodo obscuro. A citacdo da concessdo de uma remunera¢do paga por Pisa em
virtude de contribui¢cdes contabeis, em 1240, ¢ praticamente a Unica referéncia a pessoa
Leonardo apos o segundo volume de Liber Abaci, e ndo se sabe ao certo o local e ano de sua

morte, muito menos a causa.

3.3.1.1. Liber Abaci

Amplamente reconhecido como um marco de extrema importancia na historia da
matematica medieval, uma vez que introduziu de forma didatica os algarismos indo-arabicos
no contexto europeu. A revolucdo desencadeada a partir deste manuscrito redefiniu a
abordagem para resolugdes de problemas matematicos que envolvessem operacdes aritméticas
basicas, devido a eficiéncia desses algarismos em comparagdo aos romanos, 0s mais
utilizados até entao.

Publicado em 1202, a primeira edi¢do deste livro ndo chega a ser conhecida na
modernidade. Leonardo publica uma segunda edicdo em 1228, esta sim estudada até hoje,

onde cita um aperfeicoamento do estudo em relagdo a primeira:

Nesta retificacdo acrescentei certas necessidades e eliminei certas supérfluas. Nele
apresentei uma instru¢do completa sobre niimeros proxima ao método indiano[3],
cujo excelente método escolhi para esta ciéncia. (Pisano’s. L. Liber Abaci, Book of
Calculation. Versdo: Sigler, L. E. A Translation Into Modern English of Leonardo
Pisano’s Book of Calculation. Prologo (Tradugdo Propria) Ed. Springer. Nova
Iorque. 2003)

E importante enfatizar que os algarismos indo-ardbicos ja eram conhecidos e
utilizados na Europa, mas sua ado¢do era bem restrita, desconhecida entre a populacdo em

geral. Conforme j4 mencionado, as regides com acesso ao Mediterraneo mantinham um
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contato mais proximo com o mercantilismo arabe e cultura mugulmana em comparacio a
outras regides mais ao norte do continente europeu. Consequentemente, a teoria numérica
herdada de al-Khwarizmi, e ja difundida no Império Islamico, também encontrava eco,
mesmo limitado, nestes territorios.

Por exemplo, numa destas regides se destaca como matematico, além de filésofo e
astronomo, Abraham bar Hiyya (c.1070 - c.1136). Embora nd3o se tenha certeza sobre seu
local de nascimento, sua atuacdo na Espanha, particularmente em Barcelona, é bem
documentada, exatamente uma dessas regides de marcante influéncia mugulmana.
Desempenhou um papel fundamental ao traduzir inimeros livros para o latim e o hebraico,
esta ultima devido a sua identidade judaica, além de também ser um autor reconhecido. Entre
suas publicagdes, estd Hibbur ha-Meshihah ve-ha-Tishboret (Tratado sobre medig¢des e
célculo), onde apresentou solugdes para equacgdes quadraticas do tipo ax?> + bx + ¢ = 0. As
solugdes utilizaram algarismos indo-ardbicos, servindo como ponte entre o conhecimento
arabe e europeu cristo.

Portanto, ¢ possivel que tanto o estudo das solugdes quadraticas, que também estdo
presentes no Liber Abaci de Leonardo, quanto a utilizagdo do sistema hindu de nimeros (de
maneira mais simples do que a apresentada em Liber Abaci), tenham sofrido influéncia dos
estudos de Abraham bar Hiyya.

J& o ineditismo de uma metodologia didatica para a transformagdo detalhada dos
algarismos romanos em hindus foi realizada através do Liber Abaci; esta sim ¢ uma afirmagao
solida.

O livro é composto de 15 capitulos onde, além da apresentacdo dos denominados
algarismos hindus, hé inclusdo do zero como algarismo, configurando o sistema numérico
decimal que ¢ o utilizado atualmente. O préoprio Leonardo inicia o primeiro capitulo do livro

com a apresentagao:

As nove figuras indianas sdo:
987654321

Com esses nove algarismos, ¢ com o sinal 0 que os arabes chamam de zephir [1]
escreve-se qualquer numero, conforme demonstrado abaixo. Um numero ¢ uma
soma de unidades, ou uma colegdo de unidades, e através da adi¢do delas os
nimeros aumentam em etapas sem fim... (Pisano’s. L. Liber Abaci, Book of
Calculation. Versdo: Sigler, L. E. A Translation Into Modern English of Leonardo
Pisano’s Book of Calculation. p. 17 (Traducdo Propria) Ed. Springer. Nova lorque.
2003)

A partir desta apresentagdo, a obra segue com uma exposicao de diversas questoes

matematicas, sempre utilizando os dez algarismos.
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Dos capitulos da obra, o 12° ¢ o que nos traz até aqui. Sendo um dos mais longos

capitulos da obra, ¢ dividido em 9 partes pelo proprio Leonardo:

Portanto, dividimos o capitulo doze sobre problemas de d&baco em nova partes.

Dos quais a primeira € sobre a soma de séries de numeros e alguns outros problemas
semelhantes.

A segunda ¢ sobre proporg¢des numéricas pela regra das quatro proporgdes.

A terceira é sobre problemas de arvores, e outros problemas semelhantes que tém
solugdo.

A quarta ¢ sobre a descoberta de bolsas.

A quinta é sobre a compra de cavalos entre membros de uma companhia, de acordo
com determinadas proporgdes .

A sexta ¢ sobre os viajantes e os problemas que se assemelham aos problemas de
viajantes.

A sétima ¢ sobre falsa posicao e regras de variagdo.

A oitava ¢ sobre certos problemas de adivinhacao.

A nona ¢ sobre a duplica¢do de quadrados e alguns outros problemas.

(Pisano’s. L. Liber Abaci, Book of Calculation. Versdo: Sigler, L. E. A Translation
Into Modern English of Leonardo Pisano’s Book of Calculation. p. 259 (Tradugdo
Propria) Ed. Springer. Nova lorque. 2003)

O famoso problema dos coelhos se encontra na sétima parte, uma parte repleta de

questdes que envolvem cambio e divisdo de valores de acordo com a respectiva apresentagao

nos enunciados. E impressionante como um trecho tdo curto, dentro de uma obra extensa e,

mais ainda, em meio a problemas tao diversos, mudou a histéria da matematica. Um olhar

menos atento a leitura deixaria passar despercebido o problema em questdo. Leonardo o

apresenta desta forma:

Um certo homem tinha um par de coelhos juntos em um certo local fechado, e
deseja-se saber quantos sdo criados a partir do par em um ano, quando ¢ da natureza
deles em um unico més gerar outro par ¢ no segundo més aqueles nascidos para
gerar também. Porque o par acima escrito no primeiro més gerou, vocé o dobrard;
havera dois pares em um més. Um destes, a saber, o primeiro, da a luz no segundo
més, ¢ assim ha no segundo més 3 pares; destas em um més duas ficam gravidas, e
no terceiro més nascem 2 casais de coelhos, e assim ficam 5 casais no més; neste
més, 3 pares estdo gravidas, e no quarto més, 8 pares, dos quais 5 pares geram
outros 5 pares; estes sdo adicionados aos 8 pares formando 13 pares no quinto més;
estes 5 pares que nascem neste més ndo acasalam neste més, mas outros § pares
estdo gravidas, e assim ha no sexto més 21 dores; a estes sdo adicionados os 13
pares que nascem no sétimo més; serdo 34 pares neste més: a isso se somam os 21
pares que nascem no oitavo més; havera 55 pares neste més: a estes se somam os 34
pares que nascem no nono meés; serdo 80 pares neste més; a estes sdo adicionados
novamente os 55 pares que nascem no décimo més; havera 144 pares neste més; a
estes sdo adicionados novamente os 89 pares que nascem no décimo primeiro més;
serdo 233 pares neste més. Vocé pode realmente ver na margem como operamos, ou
seja, que adicionamos o primeiro nimero ao segundo, ou seja, o 1 ao 2, ¢ o segundo
ao terceiro, ¢ o terceiro ao quarto, ¢ o quarto ao quinto, € assim, um apos o outro, até
que adicionamos o décimo ao décimo primeiro, ou seja, 144 a 233, e tivemos a soma
acima escrita de coelhos, ou seja, 377, e assim vocé pode encontra-la por um
numero intermindvel de meses. (Pisano’s. L. Liber Abaci, Book of Calculation.
Versao: Sigler, L. E. A Translation Into Modern English of Leonardo Pisano’s Book
of Calculation. p. 404 (Tradugdo Propria) Ed. Springer. Nova lorque. 2003)

Inicialmente, o foco da discussdo esta na existéncia do conhecimento de Fibonacci em

relag@o a sequéncia numérica e suas inimeras relagdes com a razdo aurea. Optamos por expor
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integralmente o problema com o propdsito de estimular essa discussdo, considerando a
extensdao do manuscrito e o curto trecho que € utilizado para a apresenta¢ao do problema.
Herz-Fischler (1987) menciona em duas ocasides de 4 Mathematical History of the
Golden Number que ndo ha uma indicacdo de que Fibonacci tivesse noc¢ao da conexdo entre
sua sequéncia ¢ a Meia e Extrema Razdo. Entretanto, Fibonacci detinha dominio da obra
euclidina, além da propria DMER. Como veremos a seguir, em Practice Geometriae ¢ele a
utilizou para encontrar as areas do pentagono ¢ decagono, entre outras demonstragdes, além
de uma possivel referéncia no proprio Liber Abaci.

No capitulo XV, intitulado De regulis proportionibus geometrie pertinentibus: de
questionibus aliebre et amulchabale (A regra da propor¢do geométrica e questdes de algebra e
almucabala), ha um verdadeiro aprofundamento dos estudos de Abu Kamil, principalmente
em relagdo a proporgoes.

Os problemas dispostos nesse capitulo abordam a questdo da divisdo de um numero
em partes proporcionais, conforme a indica¢do enunciada. Entre esses desafios, destaca-se o
problema da divisdo de 10 em meia e extrema razdo, problema esse formulado por Abu Kamil

e ja explorado na se¢do anterior.

“Ten is to be divided into two parts and the greater is divided by the smaller and the
smaller by the larger and I put together those things which come out of the division
and they were the root of 5 ‘denarii’.” (Pisano’s. L. Liber Abaci, Book of
Calculation. Versdo: Sigler, L. E. A Translation Into Modern English of Leonardo
Pisano’s Book of Calculation. p. 587. Ed. Springer. Nova lorque. 2003)

A traducio literal deste trecho ¢ um pouco confusa devido aos termos greater, smaller
e larger estarem dispostos em uma posi¢do conflitante, mas durante o discorrer de Leonardo,
fica evidente a associa¢do a Abu Kamil e, neste caso, a Meia ¢ Extrema Raz3o.

Além da resolugdo apresentada por Abu Kamil, Leonardo apresenta alternativas para o

mesmo problema, como destaca Herz-Fischler (1987):

Encontramos Fibonacci adotando as solugdes de Abu Kamil, mas com detalhes
adicionais (...) Fibonacci esta dizendo que ele nos mostrou trés maneiras de resolver
o problema dado, mas que ele reconhece que os niimeros tém a ver com EMR (...)
(Herz-Fischler, R. A Mathematical History of Golden Number (Tradugio Propria).
p-143. Dover Publications, INC. New York, 1987)

A observagdo intrigante reside na disparidade de tratamento dado a este problema (da
divisdo de 10 em partes proporcionais a razao extrema ¢ média) e o problema dos coelhos. A
impressdao gerada ¢ que Fibonacci realmente ndo tinha o menor conhecimento da conexdo
entre a sequéncia obtida pelo nascimento dos coelhos e a razdo aurea, mesmo ciente da

existéncia da proporgao.



116

3.3.1.2 Practica Geometriae

Publicado em 1223, o Practica Geometriae ¢ uma obra original de Fibonacci
composta de um numero mais curto de paginas comparada com o padrao da época. Dividida
em 7 capitulos, um deles ¢ inteiramente dedicado a razdo aurea, aplicada em diversas figuras
geométricas ao longo do capitulo e também do manuscrito. Eves (2011) define o Practica
geometriae de Fibonacci como “uma alentada cole¢do de material sobre geometria e
trigonometria, numa abordagem habil, feita com rigor euclidiano e alguma originalidade”.

O dominio de Leonardo sobre a propor¢do aurea fica claramente evidente nessa
publicagdo, através de calculos e constru¢des nas quais ndo apenas aprimora a proposi¢ao
euclidiana, mas também demonstram uma perfeita proficiéncia na geometria drabe que a
utiliza.

Por exemplo, numa subsecdo do capitulo 3 intitulada “On the Dimensions of Planar
Figures Having More than Four Sides” (Sobre as Dimensdes de Figuras Planas com mais de
quatro lados), Fibonacci apresenta um método para célculo da area de um pentagono regular
utilizando a técnica da divisdo da figura em triangulos retangulos (artificio muito utilizado por
Abraham bar Hiyya) e que necessita do dominio da divisdo em meia e extrema razdo para
conclui-lo. Volta a fazer uso de Abu Kamil, tanto para calculos de 4reas do pentdgono como

para outras aplicagdes da DMER em figuras de duas e trés dimensoes.

Em Pratica de Geometria, Fibonacci tomou a maioria dos problemas de Sobre o
Pentagono e Decagono de Abu Kamil, referindo-se a eles como “certas sutilezas
geométricas”. Observe que isso coloca esses problemas bidimensionais apos o
tratamento de Fibonacci dos problemas tridimensionais de seu Capitulo 6. Embora
muito do material de Abu Kamil seja mais ou menos retomado como estd, também
encontramos Fibonacci apresentando outras abordagens. Em particular, veremos que
ele as vezes aplica diretamente resultados envolvendo DEMR em problemas onde
Abu Kamil ndo o fez. (Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden
Number (Tradug@o Propria). p.141. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Fibonacci ainda, nesta mesma parte, utiliza da técnica de Ptolomeu para calcular as
medidas das diagonais de um pentagono regular a partir de seu lado, método que também
contém a utilizacdo da DMER em sua composicao. (HERZ-FISCHLER, 1987)

No sexto capitulo, Leonardo introduz uma sofisticado método que utiliza diretamente
a Razdo Aurea em procedimentos relacionados ao dodecaedro e ao icosaedro. De fato, ele
apresenta dois problemas envolvendo céalculos de volumes: do dodecadro inscrito em um

esfera, e do icosaedro também inscrito em uma esfera. O refinamento mencionado
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anteriormente se manifesta pela apresentacdo auténtica de segmentos divididos em meia e
extrema razdo. Ele explana a utilizagdo da técnica euclidiana, enriquecida com referéncias da
matematica arabe.

Fica assentado, desta forma, que Fibonacci detinha profundo conhecimento da DMER,
oriundo de Elementos, do Almageu de Ptolomeu e dos estudos relacionados a matematica nao

ocidental.

3.3.1.3 A Sequéncia de Fibonacci e suas conexdes com a DMER

Conforme observamos mais acima, a sequéncia recursiva 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, ... foi concebida a partir da solugdo do problema dos coelhos, onde cada novo termo ¢
obtido pela soma dos dois anteriores. A maneira mais clara de ilustrar a conexdo com a
DMER ¢ ao examinar a razdo obtida entre dois termos sucessivos, 0 maior pelo menor.
Quanto maiores numericamente os termos dispostos em razdo, mais casas decimais batem

com o valor numérico de ®. Lembrando que ® equivale a 1,61803398... .

1_
7=1
2_
T=2
3_
5=15

~=1,666
8_
==16
13

5 = 1625

2L~ 161538461
13"

34 _ 161904761
21 7

S _ 161764705
34

89 _ 161818181
55 s
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Se pegarmos, por exemplo, o 30° e 31° termos da sequéncia, 832.040 ¢ 1.346.269,
repectivamente, ¢ calcularmos a razio entre eles, obtemos 1,6180398875..., ou seja, com as
dez primeiras casas decimais idénticas a phi (®), acarretando numa margem de erro beirando
o desconsideravel.

Este, porém, ¢ s6 o comeco de uma série de elos entre os fibonaccis, numeros que
fazem parte da sequéncia, e a DMER.

A sequéncia de Fibonacci foi a primeira sequéncia recursiva elaborada na Europa. De
acordo com Lucas (1987), a notagdo matematica que utilizaremos na definicdo 4.1. foi
elaborada por Albert Girard (1595 - 1632).

Ja a terminologia “sequéncia de Fibonacci” passou por diferentes denominagdes
anteriormente. Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891), matematico francés de destaque
no século XIX, da forma ao termo em Recherche sur plusieurs ouvrages de Léonard de Pise
(Pesquisa sobre Diversas Obras de Leonardo de Pisa), publicacdo de 1877. Ao examinar o

3

texto percebe-se que a sequéncia era conhecida como “série de Lamé”, uma possivel
homenagem a Gabriel Lamé (1795 - 1870), outro matematico francés com contribuigdes
substanciais e que havia estabelecido uma relacdo entre o Algoritmo de Euclides e a
sequéncia de Fibonacci.

La série dite de Lamé, mais considérée pour la premiére foi por Léonard de Pise,
ainsi que nous venons de la dire, est une série (...) (A chamada séric de Lamé, mas
considerada pela primeira vez por Leonardo de Pisa, como acabamos de dizer, ¢
uma série recorrente (...) (Lucas, Recherche sur plusieurs ouvrages de Léonard de
Pise, p. 9)

Lucas viria a identificar a sequéncia como “série de Fibonacci” mais adiante, numa
nota de rodapé localizada na pagina 11 do livro analisado anteriormente: “Daus ce cas, on a,
pour la série de FIBONACCI” (Neste caso, temos, para a série de FIBONACCI).

Uma abordagem convencional para compreender geometricamente a sequéncia de
Fibonacci estd diretamente associada a DMER. Inicia-se com um retangulo cujas dimensdes
correspondem a dois fibonaccis consecutivos. O lado maior desse retangulo ¢, entdo, dividido
em duas partes, uma das quais de mesmo comprimento que o lado menor. Consequentemente,
a figura fica desmembrada em um quadrado (com lados iguais a0 menor dos fibonaccis
utilizados) e em outro retdngulo, que também tem dimensdes equivalentes a fibonaccis
sucessivos. Ao replicar esse mesmo processo ininterruptamente, cria-se uma figura
congruente a um retangulo aureo, cuja espiral logaritmica ja fora apresentada. Explica-se,

nesse caso, a nomenclatura “Espiral de Fibonacci”.
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Figura 51 - Retangulo dividido segundo a sequéncia de Fibonacci

5

8

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Retomando o contexto algébrico, a notagdo de um termo da sequéncia de Fibonacci
mais utilizada ¢ ,onde ¢ a posicdo do termo no desenvolver da sequéncia. Portanto, ; =

1, ,=1, 3=2, 4 =25, ¢ assim, sucessivamente.

E denominamos como “Sequéncia de Fibonacci” a sequéncia definida por = _;

+ _o,com ;=1 ,=1en>2e IN.

3.3.1.4 Principais proposi¢des que associam e @

Proposigao 1: Consideremos uma sequéncia (), N = 2, onde  sdo os elementos

obtidos pela razao entre dois fibonaccis, +q¢ g, respectivamente. Logo,

. 1
lim——= = &

— 00

Demonstragdo: De acordo com o enunciado da proposicgao:

Como
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Iim =Ilm _;=
- 00 — 00
Entao
. -1
lim =—
— 00
Segue, entdo, que
=14+—-

Equacdo que ja vimos que possui raiz positiva igual a ®.

A proposi¢do acima foi demonstrada por Robert Simpson, em 1753 (LUCAS, 1877).

Proposi¢cdo 2 (conhecida como “Teorema de Binet”): Jacques Philippe Marie Binet
(1786 - 1856) foi mais um matematico a se debrugar na associacdo entre a sequéncia de
Fibonacci e a DMER. Muito conhecido pelos estudos das matrizes, Binet recebeu o nome da
formula ndo-recursiva utilizada para encontrar um fibonacci de uma zn-ésima posigao.

A proposigdo, também conhecida como Teorema de Binet, recorre a razao aurea como
parte integrante de uma equagdo; na verdade, utiliza as raizes da equagdo x> -x - 1 = 0.

A proposi¢do define que para todo = 1, tem-se que

1 1++5 V5

1_
=5~

) ]

onde, () ¢ a sequéncia de Fibonacci.

Demonstracdao: Adotaremos como instrumento de demonstragao a inducao matematica:

.CasoBase:n=1.

_1 1+ 1460 1 1+v5-1+V5 1 25 _
1—£-[( )~ )]‘\/g'[ 5 ]—\/g.2 =1

Como Fi =1, o caso base esta verificado.
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. Hipotese de Indugdo: Se

=255 -5
entao
e
Utilizando a recorréncia .= + _y . temos:
B e N S
= 25D S0 1 D) ARy
—(1 f) A5y
- 215D - EDH 1 5D (Lot - 5D (e
- it - & f)]+%.[<“2£).(“52_1)—(1_2“5).(_6_1)]
- i 0 - L idgDH 1 a- B
- IS ¢ 51D
L e

NG

Validando, assim, a hipotese de indugao.

E justo o registro de alguns autores que esta formula ja era conhecida anteriormente,
especificamente por Abraham de Moivre (1667 - 1754), famoso pelas leis que relacionam
poténcias complexas e trigonometria. De qualquer forma, a importancia do teorema para o
trabalho reside justamente na relagdo entre a DMER e a sequéncia de Fibonacci.

Proposic¢do 3: Para qualquer n = 2 (n IN), tem-se que: ®" = F,_; + F,.®, em

que () ¢ a sequéncia de Fibonacci.
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Demonstrag¢do: Utilizaremos, mais uma vez, a indu¢do matematica.
. Caso Base:n=2
D2 = Fpy+ Fp. @
P2 =1+ 10
P2 -dp—-1=0

Equagdo que, de fato, tem como raiz @. Caso Base Verificado.

. Hipotese de Indugdo: Se ®" = F_; + Fp.®,n = 2(n IN), entdo ®"*! = F, +
I:n+1- ®

O™l = PO =(F_;+ Fp. @). O =F 1. &+ F, ®?
Analisando o numero ®?:

1++5 2_1+2\/§+5_6+2\/§_3+\/§_2+1+\/§_1+1+\/§

2 4 4 2 2
=1+

®? = (

Substituindo, desta forma, a analise encontrada:

O™l = F ;. o+ F.(1+ )
O™l = F . ®+ FL.®+F,
O™l = (Fp.+ ). @ +F,

O™l = F L D+ F,

Desta forma, verificada-se a hipotese de indugao.
Também poderiamos verificar a identidade acima através da recorréncia. Partindo da

propriedade ja demonstrada de que @2 = 1 + ®, temos:

P2=1+1P=1+0
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P =2 P=(1+P)P=0+P? =P +1+P=1+20
P =2 P2 =(1+D).(1+P)=1+20+P?=1+20+1+ D =2+30
PP =3 P2 =(1+20).(1+P)=1+30+20?=1+30+2+20 =3 +50
PO =P3 P =(1+2P).(1+20)=1+4P+4DP° =1+4D +4+4D =5+ 8P
P =" D3 = (2+3D). (L +2P) =2+ 7D +6P2 =2+ 7D +6+ 6P =8 + 130

Os coeficientes encontrados a cada nova poténcia ®" desenvolvida sdo fibonaccis,

sendo o termo independente equivalente a e o coeficiente que acompanha @ igual _;.

Proposi¢do 4: (conhecida como “Identidade de Cassini”): Giovanni Domenico Cassini
(1625 - 1712) foi um astronomo respeitado do século XVII e contém, além das varias
anotacdes conhecidas derivadas das observagdes astrondmicas, contribuigdes significativas na

matematica.

A proposi¢do ¢ assim enunciada: Para todon > 1,
2 —
-1 +1" =(-1
Demonstragdo: Novamente utilizando a indu¢o matematica:

.Caso Base:n=2

1~ 37 %Z(_l)2

12—12=(-1)?

2—-1=1
Caso Base € valido.
HipOtese de indugdo: Se para todo n > 1, 1. 41— 2=(—1) , entlo
+2 2+1 =(-1) L
_ 2
+2 +1 —
+2 7 41 +1—
w2~ +1.( + _—1)=
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+2 7 41 +1- -1 =
(2= 41— o =
ST w1 1=
(-D.C . — 4 -=
(-D.(-1) =
(-

Ficando, desta forma, comprovada a hipdtese de induGlo e, consequentemente, a

identidade de Cassini.
3.3.1.5 Fibonacci Quarterly

A popularidade conquistada ao longo dos ultimos séculos pela sequéncia de Fibonacci
(e, consequentemente, da razdo durea) levou um grupo de professores da Universidade do
Missouri, Estados Unidos, a fundar, em 1963, a The Association Fibonacci, com a

incumbéncia de organizar um periddico trimestral chamado de Fibonacci Quarterly.

Figura 52 - Logomarca do periddico The Fibonacci Association

r

| = J-::'}'t‘rj"’:‘; [
o L |

Fonte: https://www.mathstat.dal.ca/fibonacci/

Com o objetivo de avaliar, catalogar e publicar artigos dedicados aos mais variados
estudos que examinam a teoria dos nimeros de Fibonacci, o Fibonacci Quarterly vem sendo
publicado trimestralmente desde sua primeira edi¢do, também em 1963.

Revista de grande credibilidade na comunidade académica matematica, os artigos
submetidos passam por um rigor a fim de manter o indicativo de qualidade e reputacdo do

periddico.
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Na figura disposta acima, o simbolo do The Fibonacci Association é destacado por
inumeros pentagramas, que, como ja vimos inimeras vezes nesta dissertagdo, sdo diretamente
associados a DMER.

Fica assentado que as edigdes ficam liberadas para acesso, com exce¢dao das cinco
ultimas, exclusivas para assinaturas pagas do perioddico. Desta forma, podemos notar a
evolucdo continua do topico ao longo das ultimas décadas, ao acessar o acervo. Ou seja, o
legado de Fibonacci continua a despertar a curiosidade daqueles que sdo entusiastas de sua

sequéncia.

3.3.2 A Proporcdo Divina: Luca Pacioli

O que torna algo ser tdo impactante a ponto de ser classificado como divino? No ano
de 1509 foi publicado o primeiro volume (de um total de trés) de De Divina Proportione
(Divina Propor¢ao), escrito pelo matematico italiano Luca Pacioli (1447 - 1517), obra que
voltou a aquecer o interesse pelo estudo da DMER apds um longo periodo letargico.

O Renascentismo florescia em toda a Europa, com a ciéncia e a arte voltando a fazer
parte dos circulos abertos de discussdes e estudos, depois de séculos quase restrita aos
religiosos. Estudos simultineos de matematica, filosofia, astronomia e teologia eram
amplamente disseminadas em universidades e academias. Buscava-se harmonia e equilibrio
na arquitetura, esculturas e pinturas, ¢ uso de propor¢des, inclusive a durea, era uma das
formas de expressar esta busca. Permanecia, todavia, uma forte e insistente influéncia da
Igreja Catolica, acabando por levar muitos cientistas a conciliar suas pesquisas com as crencas
religiosas predominantemente cristas.

Analisando brevemente a biografia de Pacioli, ¢ de se destacar que foi ordenado frei
franciscano em 1470, tornando sua mente terreno fértil para encontrar padrdes naturais
ligados a uma denominacdo sagrada. Ao intitular seu livro como De Divina Proportione, ou
Divina Proporg¢ao, usou da sua fé crista para criar uma verdadeira devogao as aplicabilidades
da DMER. Livio (2006) destrincha os cinco motivos usados por Pacioli para atribuir a

termologia divina a proporcao, os quais estdo registrados no primeiro volume da obra:

l. “Que ela ¢ uma s6 e nido mais.” Pacioli compara o valor unico da Razio
Aurea com o fato de que a unidade “é o supremo epiteto do proprio Deus”.
2. Encontra uma similaridade entre o fato de que a defini¢do da Razdo Aurea

envolve exatamente trés comprimentos (AC, CB e AB na Figura 24) e a existéncia
da Santissima Trindade, do Pai, do Filho e¢ do Espirito Santo.
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3. Para Pacioli, a impossibilidade da compreensdo de Deus e o fato de a Razdo
Aurea ser um numero irracional sio equivalentes. Em suas proprias palavras:
“Assim como Deus ndo pode ser definido adequadamente nem entendido por meio
de palavras, nossa propor¢do também ndo pode ser designada por numeros
inteligiveis nem pode ser expressa por uma quantidade racional, e sempre
permanecera oculta e secreta, e ¢ chamada de irracional pelos matematicos.”

4. Pacioli compara a onipresenca e a invariabilidade de Deus com a
autossimilaridade associada a Razio Aurea — de que seu valor ¢ sempre 0 mesmo e
ndo depende do comprimento da linha sendo dividida ou do tamanho do pentagono
no qual quocientes entre os comprimentos sdo calculados.

5. A quinta razdo revela uma visdo ainda mais platonica da existéncia do que a
expressa pelo proprio Platdo. Pacioli sustenta que, assim como Deus conferiu
existéncia a todo o cosmo através da quinta esséncia, representado pelo dodecaedro,
a Razdo Aurea conferiu existéncia ao dodecaedro, ja que ndo se pode construir o
dodecaedro sem a Razio Aurea. Ele acrescenta que ¢ impossivel comparar os outros
quatro so6lidos platonicos (representando terra, 4gua, ar e fogo) entre si sem a Razéo
Aurea. (Livio, Mario. Razdo aurea (Portuguese Edition) (p. 159). Editora Record.
Edicao do Kindle.)

Além dos motivos apresentados acima, Pacioli possuia total dominio de Os Elementos,
visto que foi o primeiro a traduzir a obra para o italiano, baseado na versdao em latim de
Campano'?. Deixa explicita esta referéncia durante o primeiro volume de seu livro, salientada
pela recomendagdo presente durante os capitulos de sua obra de como Os Elementos deveria
ser um norte para o estudo e pesquisa.

J4 num segundo plano, a condi¢do de Pacioli como membro do clero lhe deu acesso a
manuscritos e livros que ndo circulavam entre o publico em geral. Além disso, lecionou em
instituicdes religiosas de diferentes localidades, estabelecendo um compartilhamento mutuo
de conhecimentos com outros estudiosos.

Em termos de magnitude, foi seu periodo em Mildo que acabou o colocando como um
renomado matematico do periodo. Mildo acabou por ser tornar a residéncia de inimeros
intelectuais no final do século XV, quando Ludovico Sforza alcanga o cargo de duque e
decide tornar Mildo a capital europeia das artes e da ciéncia. Livio (2006) traz uma breve

sintese deste cenario:

Em 1480, Ludovico Sforza se tornou efetivamente o duque de Mildo. Na verdade,
ele era apenas o regente do verdadeiro duque de sete anos de idade, apdés um
episddio de intriga politica e assassinato. Decidido a fazer da sua corte um lar para
estudiosos e artistas, Ludovico convidou Leonardo da Vinci em 1482 como um
“pintor e engenheiro do duque”. Leonardo tinha consideravel interesse por
geometria, especialmente por suas aplicagdes praticas em mecanica. Nas suas
palavras: “A mecanica ¢ o paraiso das ciéncias matematicas, pois por meio dela se
veem os frutos da matematica.” Consequentemente, foi Leonardo quem
provavelmente induziu o duque a convidar Pacioli para se juntar a corte, como
professor de matematica, em 1496. Sem duvida, Leonardo aprendeu um pouco de
geometria com Pacioli, enquanto infundia neste uma maior apreciagdo da arte.
(Livio, Mario. Razao aurea (pp. 158-159). Editora Record. Edi¢ao do Kindle.)

12 Campano de Novara (c.1220 - ¢.1296), matematico ¢ astrdnomo italiano, foi autor da tradugdo de Os
Elementos para o latim.
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E destacavel que Pacioli j& desfrutava de certo reconhecimento no inicio da década de
90 (do século XV), a ponto de receber um convite da corte milanesa costurado por Leonardo
Da Vinci. E essa parceria entre os dois, estabelecida ao longo dos anos que sucederam o
convite, rendeu a Divina Proportione desenhos geométricos extremamente precisos, feitos
pelo proprio Da Vinci, dando a obra um prestigio significativo, promovendo ainda mais o
nome de Pacioli. Vale ressaltar que os sélidos geométricos que ilustraram os volumes de
Divina Proportione foram representados de forma vazada pela primeira vez, contribuindo

para a disseminacao de suas propriedades.

Figura 53 - Dodecaedro ilustrado em De Divina Proportione
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Fonte: BERTATO, M.

Figura 54 - Hexaedro ilustrado em De Divina Proportione
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Fonte: BERTATO, M.
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Em relagdo aos trés volumes que compdem De Divina Proportione, o primeiro recebe

exatamente o mesmo nome da obra; neste, Pacioli reune as propriedades conhecidas da

DMER de maneira minuciosa ao longo de 71 capitulos, muitos com as novas ilustragcdes de

Da Vinci. Dedica este primeiro tomo ao proprio Ludovico Sforza, dado seu peso nas

condi¢des proporcionadas para a elaboracdo do projeto publicado € a quem chama de irmao.

EXCELLENTISSIMO PRINCIPI LUDOVICO MARIAE SFORCIAE ANGLO
MEDIOLANENSIUM DUCI, PACIS ET BELLI ORNAMENTO, FRATRIS
LUCAE PACIOLI EX BURGO SANCTI SEPULCHRI ORDINIS MINORUM,
SACRAE THEOLOGIAE PROFESSORIS, DE DIVINA PROPORTIONE
EPISTOLA. (Excelentissimo Principe Ludovico Mario Sforza, Duque dos Anglos e
dos Milanenses, Ornamento de Paz ¢ Guerra, do irmdo Luca Pacioli, natural da vila
de San Sepolcro, membro da Ordem dos Franciscanos Menores, Professor de
Teologia Sagrada, Epistola I sobre a Divina Proporgdo.) (BERTATO, M. Fabio. De
Divina Proportione: Tradugdo Anotada e Comentada. 2008. 322 f. Tese (Doutorado
em Filosofia))

O segundo volume intitulado Tracto de I'architectura (Tratado da Arquitetura) ¢ um

estudo de proporgdes aplicaveis na arquitetura € no corpo humano, utilizando as

interpretagdes renascentistas da obra do arquiteto romano Marcus Vitruvius Pollio (70 aEC —

25 aEC), De Architectura, como embasamento para criar uma espécie de guia para escultores

e arquitetos. E de ser enfatizar que Pacioli ndo cita em momento algum a DMER como uma

propor¢ao aplicavel nos contextos do volume, inclusive nas propor¢cdes da famosa

representagdo artistica de Da Vinci, O Homem Vitruviano'?.

13 Obra desenhada por Leonardo Da Vinci, por volta de 1490, que explicita propor¢des humanas que considerava

ideais.
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Figura 55 - O homem vitruviano

-H_‘-hg. ._a-..*,.f,n_,f,}"""

M

855
"_.-.!i
|

b e e

B T e

o plny

£ s F-H,.h..p;__ .3. .._r.,_,, = ‘._,__‘..:,.i.
"‘”"‘-‘?’1"'“- - *"1""'11'.__ B T
-» -.,,p-‘-. Tt - s ot _. -t ?,..u st J-|AFI.‘ ]
: _..,-%s.r;- - ,.: .‘r pc

L ...-..r.i. u.,.n.'...-: .p- B e s
o T PRE .in "'“",_' - .f._..l-..- -:?_-f_;.-' W
[ Rt 3

R o _:":'} by 88 S

T At oulaats A NS e |

Fonte: SCALA/Art Resource, NY

Ja o terceiro e ultimo tratado, intitulado Libellus, é alvo de polémica por parte de

muitos autores, ja que Pacioli literalmente publica uma copia de De quinque corporibus

(Cinco Solidos Regulares), escrito pelo pintor e matematico italiano Piero della Francesca

(1415 - 1492), e, por isso, ¢ acusado de plagio. Herz-Fischler (1987) descreve a imputacao:

Talvez nenhum matematico tenha plagiado tanto e com tdo pouca mudanca nos
detalhes e tenha suscitado tanta controvérsia ¢ reagdes tdo veementes como Luca
Pacioli... A terceira parte (volume) é o Libellus que, como mencionei acima, ¢é
apenas uma versao italiana do De quinque corporibus de Francesca. (Herz-Fischler,
R. A Mathematical History of Golden Number (Tradugdo Propria). p.150. Dover
Publications, INC. New York, 1987)

O fato de Pacioli nao ter citado em nenhum momento a autoria de P. Francesca acaba

abrindo espago para a discussdo de plagio por varios autores. Entretanto, temos de ter em

mente que P. Francesca foi verdadeiramente seu mestre e um amigo, como destaca Livio

(2006)

Luca Pacioli nasceu em 1445 no Borgo San Sepolcro (a mesma vila toscana em que
Piero della Francesca nasceu e manteve sua oficina). De fato, Pacioli teve sua
educagdo inicial na oficina de Piero. Contudo, ao contrario de outros alunos que
mostraram habilidade na arte da pintura e de alguns, como Pietro Perugino, que
estavam destinados a se tornarem grandes pintores, mostrou ser mais promissor na
matematica. Piero e Pacioli se tornaram muito proéximos mais tarde, como foi
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comprovado pelo fato de que Piero incluiu um retrato de Pacioli como S&o Pedro, o
Martir, em uma pintura de “Madona e crianga com santos e anjos”. (Livio, Mario.
Razdo aurea (p. 156). Editora Record. Edi¢do do Kindle)

Esta conexdo pode ter dado a Pacioli uma liberdade ou mesmo proporcionado uma
autorizacao oral para a publicacdo da obra de De quinque corporibus como parte de um
projeto maior.

De concreto, o impacto causado pela publicagdo de Divina Proportione em 1509 foi
enorme, uma vez que a razao aurea, até entdo conhecida por “divisdo em meia ¢ extrema
razao” ou “propor¢do que tem uma meédia e dois extremos”, acabou tendo seu interesse e
estudos retomados, alcangando inclusive um publico fora do meio matematico. Além da
qualidade dos desenhos de Da Vinci, o proprio nome “divino” despertou um entusiasmo em
um momento que ainda contava com dominio da Igreja nos costumes sociais. Por mais que
Pacioli ndo tenha trazido um estudo inédito, deve-se muito a ele no contexto da DMER como

objeto de pesquisa.

3.3.3 Kepler

Antes da origem de todas as coisas, a geometria coexistia com a mente de Deus. (Johannes
Kepler epud Gleiser, M. A harmonia do mundo (p. 296). Companhia das Letras. Edi¢cdo do
Kindle.)

Diferentemente da maioria dos personagens citados anteriormente, a biografia de
Johannes Kepler apresenta inimeras passagens detalhadas de sua vida pessoal, bem como
minucias das suas revolucionarias descobertas. Digno de figurar no pantedo dos grandes
génios da histdria, suas inovagdes relacionadas 8 DMER estdo no cerne desta dissertacao,
COMO Veremos a Seguir.

Reconhecido como o maior astronomo de seu tempo, € evidente que seus trabalhos
mais eloquentes residiram justamente nessa esfera de atuacdo. Mas a matemdtica era um
talento notavel de Kepler, o qual contribuiu diretamente para a evolug¢do e disseminagdo de
pesquisas, seja através de correspondéncias, seja na transmissao em sala de aula. Fora tudo
isso, Kepler foi, acima de tudo, um homem devoto e defensor da coexisténcia entre as
diferentes interpretacdes do cristianismo, postura rara em meio aos conflitos gerados diante da

Reforma Protestante’®.

14 Movimento do século XVI que contestou diversas praticas da Igreja Catodlica € teve como consequéncias
divisdes em religides protestantes dentro da fé crista.
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O importante filésofo alemdo Ernst Cassirer utiliza as seguintes palavras para

explicitar sua perspectiva sobre Kepler:

Talvez, em toda histéria da astronomia, ndo tenha existido alguém dedicado ao
calculo, de forma tdo infatigavel e persistente, tdo apaixonada e entusiastica, como
Kepler. (CASSIRER, Ernest. Tradugdo: O lugar de Kepler na historia intelectual
europeia. Cadernos de Filosofia Alema, v.25, n.1, pp.168. Universidade de Sao
Paulo. 2020, Sao Paulo)

A histéria da vida de Kepler se confunde com a histéria da ciéncia, entrelacando-se

com os acontecimentos pregressos e futuros envolvendo o nimero de ouro.

3.3.3.1 Infancia e formagao universitaria: O despertar para o cosmos

Nascido em 27 de dezembro de 1571, Kepler era o mais velho dos sete filhos de
Heinrich Kepler, um soldado mercenario que esteve ausente na maior parte de sua infancia
(Kepler nunca se lamentou por esta auséncia), e Katharina Guldenmann, figura constante em
sua biografia. Natural de Weil der Stardt, distrito inserido na regido de Stuttgart, sudoeste da
Alemanha, teve uma infancia impactada por provagdes no seio familiar, visto que
testemunhou a morte de trés irmaos em poucos anos, tendo a falta de recursos financeiros um
estado permanente durante esta fase. Outra marca que had de se destacar ¢ a religiosidade da
familia, que obedecia ao protestantismo cristao trazido ha pouco por Martinho Lutero (1483 —
1546).

Mesmo diante da inviabilidade financeira para o acesso a educagdo formal e
tradicional de qualidade, o menino Johannes Kepler frequentou a escola local, menos abastada,
concluindo a formagao basica, obtendo destaque em latim e matematica.

Aos 17 anos, ingressa na Universidade de Tiibingen, instituicdo que promovia o
ensino luterano na cidade de mesmo nome, sendo a teologia o mais proeminente dos cursos
oferecidos por esta ao final do século XVI. Com o objetivo de completar os estudos no curso
e, assim, seguir seu objetivo de tornar-se pastor em alguma regido posteriormente designada
pela administragdo da universidade, entra em contato profundo com a astronomia,
particularmente influenciado por Michael Maestlin (1550 — 1631), professor ¢ mestre da
universidade.

Maestlin era considerado um astronomo de primeira linha em seu tempo, muito em
virtude da publicacdo de registros peculiares nas observacdes da Supernova de 1572 (também

conhecida como a Supernova de Tycho — em homenagem ao astronomo dinamarqués Tycho
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Brahe (1546 - 1601) e do Grande Cometa de 1597, brilhante e visivel a olho nu em varias
regides do planeta, afastando o entendimento de Aristoteles acerca da imutabilidade dos céus
e, de certa forma, defendendo a adogao do sistema de Copérnico como o correto do ponto de
vista cosmolégico. Foi de vital importancia para a divulgagdo dos feitos de Kepler este
contato, intimo, com o mestre Maestlin, muito em virtude do posicionamento e analises sobre
o sistema de Copérnico.

Dentro do ambiente académico, Maestlin ndo podia coadunar com a visdo
cosmologica heliocéntrica, o que representaria uma afronta aos principios defendidos pelo

cristianismo, independente da denominacao seguida.

Tu, que fundaste a Terra sobre os seus fundamentos, para que nunca seja abalada.
(SALMO 104:5)

Entdo Josué falou ao Senhor: no dia em que o Senhor entregou os amorreus nas
maos dos filhos de Israel; e disse na presenga dos israelitas: Sol, detém-se dobre
Gibedo, e tu, Lua, sobre o vale do Aijalom. E o Sol se deteve, e a Lua parou, até que
o povo se vingou dos seus inimigos. Isto ndo esta escrito no Livro de Jasher? O Sol,
pois, se deteve no meio do céu e ndo se apressou a por-se, quase um dia inteiro. E
nao houve dia como aquele, nem antes nem depois dele, ouvindo o Senhor assim a
voz de um homem; porque o Senhor pelejava por Israel. JOSUE, CAP. 10, 12 — 14)

Estas passagens biblicas estabeleceram um robusto pilar sobre o estudo geocéntrico,
que acabou prevalecendo como verdade absoluta ao longo da historia, incapaz de ser
afrontada por fiéis a mitologia crista até aquele momento.

A antiga metafisica grega também fazia parte dos acalorados debates sobre a
cosmologia dentro (e nos arredores) do ambiente académico. Condicionados pelas
perspectivas de Ptolomeu e Aristoteles, onde os corpos permaneciam em Orbitas imutaveis e a
existéncia da chamada quintesséncia preenchendo o universo, visdo essa que também era
compartilhada entre os pitagdricos, encontrar um mero aluno que desafiava a posi¢ao
estabelecida ha milénios perturbava o corpo docente ¢ discente da instituicao. Alias, Kepler
mantivera a filosofia de Pitagoras, “Deus sempre geometriza”, presente em vdarias de suas
analises estelares posteriores.

Mais do que simplesmente desafiar os antigos sdbios gregos e os membros da
Universidade, Kepler se concentrava em estabelecer métodos para explicar os movimentos
celestes. O proprio Maestlin resistia em vincular a Astronomia a Fisica, insistindo na
interpretagdo biblica de que o transito entre os astros havia sido previamente determinado no
ato da criagdo e que ndo existia uma razao fisica para os deslocamentos. Ou seja, a posi¢ao

cientifica se confundia com a religiosa, limitando a astronomia a simples observacao.
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A passagem de Kepler na Universidade acabou sendo encurtada, uma vez que os
embates constantes com professores e colegas sobre os sistemas geocéntrico e heliocéntrico
acarretaram em uma transferéncia para a escola luterana de Graz, onde estava vaga a posi¢ao
de professor de matematica apds o falecimento do antecessor da cadeira, distante o suficiente
de Tiibingen para ndo voltar a perturba-los. A “indica¢cdo” acabou resolvendo o incomodo dos
gestores da Universidade diante das constantes intervencdes do pupilo, que tanta desafiava as
leis contidas no Livro da Concordia'.

Kepler deixa Tubingen sem o diploma de Teologia, decepcionado e contrariado com a

imposi¢cao de uma posi¢cdo que outrora nao cogitara exercer.

3.3.3.2 A dualidade de Kepler

Como podemos notar, a vida universitaria Kepler fora bem tribulada. Contudo, desde
sua chegada a Graz, o que ¢ percebido da vida de Kepler ¢ uma real dicotomia: sua vida
pessoal € acometida por perdas irreparaveis, as primeiras de muitas enquanto adulto, e suas
pesquisas ganham corpo e notoriedade.

O contragosto pela transferéncia se transforma em um jeito intimo e peculiar de
cultuar o deus cristdo, interpretando os céus como um meio divino de comunicagdo e
harmonia angelical.

“Queria ter sido tedlogo; durante muito tempo sofri com isso. Mas veja agora como
louvo a Deus em meu trabalho como astronomo.” afirma o proprio Johannes Kepler
numa carta a Michael Maestlin, em 1595. (Gleiser, Marcelo. A harmonia do mundo
(Portuguese Edition) (p. 63). Companhia das Letras. Edi¢cdo do Kindle)

Os primeiros anos como professor em Standische Schule (Escola Protestante de Graz)
acabam sendo os mais tranquilos diante do futuro penoso que o esperava a frente. Além disso,
sua ideologia de que o cosmo era o equilibrio entre o divino e a humanidade estava mais firme
do que nunca, gerando o aprofundamento em pesquisas sobre as causas dos movimentos
celestes, muito além das observagdes estritamente aplicadas para registros. Entraria em cena o
pitagorismo na mais pura esséncia.

Neste estagio temporal, somente havia conhecimento da existéncia de seis planetas:
Mercurio, Vénus, Marte, Jupiter, Saturno, além da propria Terra. Kepler, j4 com o modelo de
Copérnico completamente aceito em suas analises, tentava utilizar propriedades geométricas

(Deus sempre geometriza) para descrever as Orbitas dos planetas em torno do Sol e, neste

15 Colegdo de escritos teoldgicos que norteiam a Igreja Luterana, e que foi compilada no século XVI.
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sentido, refutar de vez o geocentrismo. Numa mistura de insanidade e genialidade, publica a

obra Mysterium Cosmographicum, entre 1596 e 1597 e nele, o novo modelo.

Figura 56 - Mysterium Cosmographicum

FONTE: Livio, M.

A esfera da Terra é a medida de todas as outras 6rbitas. Circunscreva um dodecaedro
em volta dela. A esfera que a envolver sera a de Marte. Circunscreva um tetraedro
em volta de Marte. A esfera que a envolver sera a de Jupiter. Circunscreva um cubo
em volta de Jupiter. A esfera que a envolver sera a de Saturno. Agora, inscreva um
icosaedro dentro da orbita da Terra. A esfera dentro dela sera a de Vénus. Inscreva
um octaedro dentro de Vénus. A esfera inscrita nela sera a de Mercurio. Assim se
obtém a base para o numero de planetas. (Livio, Mario. Razdo aurea (p. 178).
Editora Record. Edi¢do do Kindle.)

Perguntas que o incomodavam, como “por que existem exatamente seis planetas?” e

“como definir o espagamento entre as Orbitas destes?” se transformam em respostas utilizando

os solidos geométricos basicos. Entretanto, ndo houve uma aceitagdo generalizada da ideia,

mesmo com muitos dos estudiosos reconhecendo a originalidade da teoria e que tenderia a

evoluir.

Nao ¢ preciso dizer que o modelo cosmoldgico de Kepler, que era baseado nos
solidos platonicos, ndo so estava totalmente errado, mas era louco até mesmo para a
época de Kepler. A descoberta dos planetas Urano (que vem depois de Saturno em
termos da distancia crescente do Sol) em 1781 e Netuno (o seguinte apds Urano) em
1846 p6s um ponto final numa ideia ja moribunda. Mesmo assim, ¢ impossivel
superestimar a importancia desse modelo na histéria da ciéncia. Como disse o
astronomo Owen Gingerich no seu artigo biografico sobre Kepler: “Raramente na
histéria um livro tdo errado foi tdo fundamental para orientar o curso futuro da
ciéncia. (Livio, Mario. Razdo aurea (p. 180). Editora Record. Edi¢ao do Kindle.)

Devemos lembrar que La Divina Proportione de Pacioli ja circulava livremente na

Europa e ¢ certo que Kepler havia a lido, uma vez que cita o termo “divina propor¢ao”,

oriundo da obra, em pelo menos duas correspondéncias (HERZ-FISCHLER, 1987). Somando
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este fato com a heranga deixada pelos pitagoéricos da conex@o entre solidos geométricos e
misticismo, Kepler deixa se levar pelo conjunto de propostas.
Era o mito da razdo durea legada da Antiguidade Classica atuando, mais uma vez, em

um evento que marcaria a historia da ciéncia.

Apesar da beleza de seu modelo, ao confronta-lo com os dados, Kepler encontra
discrepancias que ndo sabia como explicar. Entretanto, ele atribui isso a erros nas
tabelas disponiveis e, inicialmente, ndo o abandona. O apego de Kepler a sua
construgdo tedrica revela que a relagdo do cientista com os dados nem sempre ¢€ tao
simples quanto fazem parecer os manuais de metodologia cientifica e os livros-texto,
que muitas vezes apresentam o método cientifico como um conjunto de etapas que
se seguem, linear e mecanicamente, sem espago para a incerteza, a ambiguidade, a
criatividade e a intuicdo. (Praxedes, G. & Peduzzi, L. Tycho Brahe e Kepler na
escola: uma contribuigdo a inser¢do de dois artigos na escola. Revista Brasileira de
Fisica. N. 3. Setembro, 2009)

Retomando o contexto da regular comunicacdo com Maestlin, através de cartas,
subentendendo-se que ali existia uma admiragdo mutua, concebida nos tempos de
universidade, sdo compartilhadas informagdes dos mais diversos assuntos. Numa destas, em

1597, Kepler propde o seguinte problema ao mestre:

(...) construir um tridngulo retangulo cujos trés lados sdo mutuamente e
continuamente proporcionais, de modo que, assim como o lado menor esta para o
maior ao redor do tridngulo retangulo, o Gltimo esta para o subtendido pelo angulo
reto. (Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number (Tradugao
Propria). p.159. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Na mesma correspondéncia, a solugdo para o problema ¢ destrinchada utilizando a

meia e extrema razao, como afirma o préprio Kepler.

Se em uma linha que ¢ dividida em razdo extrema e média, se constroi um tridngulo
de angulo reto tal que o angulo reto esteja na perpendicular construida no ponto da
secdo, entdo a perna menor sera igual ao segmento maior da linha dividida. (Herz-
Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number (Tradugdo Propria).
p-159. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Figura 57 - Triangulo retangulo com segmentos proporcionais a Meia e Extrema Razao

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online
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Ora, tomando o segmento AB na perspectiva da DMER, BC equivale a uma medida
que chamaremos de k e CB equivale a uma unidade de medida, obedecendo aos critérios da
divisdo. Tragando uma perpendicular a partir de C, ponto que dividiu AB em meia e extrema
razdo, encontra-se um ponto D, tal que a partir deste ¢ formado um tridngulo retdngulo ABD.
(Podemos sugerir a constru¢do de um semicirculo de diametro AB para facilitar a marcacao
de D, interse¢do entre o eventual semicirculo e a perpendicular tragada).

Os tridngulos retangulos ADC, BCD e ABD sdo todos semelhantes e aplicando a

proporcao entre estes:

Desta forma, temos que DB possui a mesma medida de k, j4 que a DMER do

segmento resulta numa propor¢do equivalente.

Novamente encontramos uma proporcionalidade, agora entre o cateto DA e a
hipotenusa AB.

O triangulo construido neste estilo ¢ de acordo com o enunciado proposto por Kepler
na correspondéncia ao mestre. Fica evidenciada a aten¢do que Kepler dava aos estudos de
Euclides, ndo obstante da DMER.

Ainda em 1597 ocorre o casamento com Barbara Miiller, filha de um comerciante de
posses razoaveis e viuva por duas ocasides. A unido acaba dando a Kepler certa estabilidade
financeira, sendo esse um dos motivos reais para o arranjo matrimonial. Nesta altura, sua
principal fonte de renda ndo eram os pagamentos da escola de Graz, que se encontravam
muitas vezes atrasados, mas sim a venda de mapas astroldgicos.

A astrologia atual afugenta os tedricos em ciéncias matematicas e da natureza, mas
nos séculos XVI e XVII representava erudicdo em relagdo aos corpos celestes. Nao havia uma
tendéncia a adivinhagdo, mas sim uma interpretacao da posi¢do dos astros, interpretagdo essa

que era utilizada de maneira tnica por cada pessoa ou situacao analisada.

Embora ciéncia ¢ misticismo sejam hoje atividades bem separadas e distintas, nem
sempre foi assim. Alguns conceitos e ideias da ciéncia tiveram sua origem na
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astrologia, no pensamento metafisico, em concepgdes esotéricas. Durante o
Renascimento houve a revitalizagdo de uma concep¢do mistica da natureza,
proveniente, em parte, de uma intensa releitura dos textos platonicos, neoplatdnicos
e herméticos. Esse interesse estd presente na obra de muitos pensadores
renascentistas, sendo apontado por Debus!'® como um dos elementos que atuaram na
génese da nova ciéncia que entdo se desenvolvia. (Praxedes, G. & Peduzzi, L. Tycho
Brahe e Kepler na escola: uma contribuicdo a insercdo de dois artigos na escola.
Revista Brasileira de Fisica. N. 3. Setembro, 2009)

Em casa, no mesmo ritmo que filhos eram gerados, eram enterrados. Heinrich, o
primogénito, morre apds dois meses, em 1598, colocando Barbara numa condi¢do
severamente depressiva. Apos alguma melhora do trauma, nasce Susanna, em 1599; deixa a
vida apos 38 dias de existéncia. A sequéncia de sepultamentos dos filhos parece condenar
também os sentimentos entre Kepler e a esposa.

No final do século XVI eclode o movimento antiluterano em Graz partindo do
governo catolico recém empossado e Kepler se vé for¢ado a deixar sua residéncia permanente,
em busca de seguranca. Neste momento, foi oferecida a conversdo ao catolicismo,
prontamente negada. O ato de se posicionar de acordo com sua convicgdo religiosa viria a

causar ainda outros transtornos ao astronomo.

3.3.3.3 Praga: As leis que mudaram a Astronomia

Mais uma vez com relutincia, Kepler se refugia, agora de maneira permanente em
Praga, capital do Sacro Império Romano-Germanico em 1600, junto de sua familia.
Aproveitando o convite conveniente com a ocasido, aceita o cargo de assistente de Tycho
Brahe, mas encontra certa rejeicdo dos outros membros da equipe do astrénomo e, de certa
forma, do proprio Tycho. Ser o assistente de alguém que ainda defendia um modelo
geocéntrico era desafiador, mas o exilio forcado ¢ a apuragdo com riqueza de dados
astronomicos realizados ao longo de décadas pelo préprio Tycho acabaram tornando aceitavel
a empreitada.

E importante assinalar como Tycho fora considerado no meio astronémico, sendo
responsavel pelos mais precisos dados obtidos até aquele momento, muitos destes oriundos do
observatdrio de Uraniborg, localizado na Suécia. Inclusive, ha um Museu em homenagem a
Tycho Brahe no local. Este fora o mais equipado observatério da época, ficando por alguns

anos a disposi¢ao do astronomo dinamarqueés.

16 Allen George Debus (1926 - 2009), importante pesquisador estadunidense na area da Historia das Ciéncias.
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Em um passado recente, Kepler havia se posicionado contra Tycho em discussoes
entre os modelosgeocéntrico e heliocéntrico. Como consequéncia da adogao desta posi¢ao, foi
gerada certa desconfianga por parte de Brahe em relagdo as verdadeiras intengdes de Kepler,
limitando seu acesso aos preciosos ¢ almejados registros. Adicionalmente, as concepgdes

distintas sobre os modelos de cosmos despertavam certa rivalidade.

A relagdo conflitante e as divergéncias conceituais entre Tycho e Kepler sdo
elementos que também podem ser explorados em uma situagdo de ensino que trate a
ciéncia como uma constru¢do historica e, portanto, humana. Kepler n3o era
discipulo, muito menos um simpatizante das ideias de Tycho; em verdade, cle era
um grande rival dessas ideias, ¢ ambos sabiam disso. No entanto, cada um
reconhecia e respeitava a competéncia cientifica do outro. Esses homens, tdo
diferentes em temperamento, personalidade e concep¢do de mundo, trabalharam
juntos; eles precisavam um do outro para corroborar ou invalidar os seus respectivos
modelos. A relacdo conflituosa entre esses dois cientistas exemplifica o duplo
carater, cooperativo e competitivo, da ciéncia. (Praxedes, G. & Peduzzi, L. Tycho
Brahe e Kepler na escola: uma contribuicdo a insercdo de dois artigos na escola.
Revista Brasileira de Fisica. N. 3. Setembro, 2009)

Kepler recebe a incumbéncia de consolidar os estudos sobre a orbita de Marte, tendo
acesso somente aos dados pertinentes a esta pesquisa. Paulatinamente, vai conquistando
credibilidade junto a Brahe, que enxerga seu brilhantismo, indicando-o como sucessor ao
cargo de matematico imperial da corte de Rodolfo II, imperador Romano-Germanico.

Parece que hd uma fuga do tema deste trabalho, mas sem esta sucessdo de
acontecimentos, Kepler ndo poderia se aprofundar ainda mais na matematica e,
consequentemente, na DMER e, especificamente, nas aplicagdes decorrentes da teoria
euclidiana e da sequéncia de Fibonacci.

Com o falecimento de Brahe em 1601, Kepler assume a cadeira de matematico
imperial e obtém o acesso irrestrito aos registros astronomicos anteriormente negados, o
combustivel que faltava para a elaboracdo das leis da astronomia moderna e que
posteriormente viriam a levar seu proprio nome.

Em 1608, uma carta destinada ao professor de medicina e anatomia, Joachin Tanckius
(1557 — 1609), da universidade de Leipzig, carrega o toque magistral em relacdo a sequéncia

de Fibonacci:

Dos dois soélidos regulares, o dodecaedro e o icosaedro... esses solidos, ¢ de fato a
estrutura do préprio pentagono ndo podem ser formados sem a propor¢do divina,
como os gedmetras de hoje a chamam. E arranjada de tal maneira que os dois termos
menores de uma série progressiva constituem juntos o terceiro, e destes, os ultimos
dois, quando somados, resultam no termo imediatamente subsequente, ¢ assim por
diante, até o infinito, enquanto a mesma propor¢do continua intacta... quanto mais
avancarmos a partir do primeiro nimero, mais perfeito fica o exemplo. Sejam os
menores numeros 1 e 1... some-0s, € a soma sera 2; some esse com o Gltimo dos uns,
resultando 3. Some 2 a isso, e tenha 5. Some 3, ¢ tenha 8; 5 ¢ 8, 13; 8 ¢ 13, 21.
Assim como 5 esta para 8, 8 esta para 13, aproximadamente, e 8§ esta para 13, assim
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como 13 esta para 21, aproximadamente. (Livio, Mario. Razdo aurea (pp. 184-185).
Editora Record. Edi¢do do Kindle. )

Como ja fora discutido anteriormente, Fibonacci ndo encontrou a relagdo entre sua
sequéncia e a razdo aurea. Coube a Kepler esta observagao, abrindo um leque de exploragdes
e aplicagdes que utilizamos ainda hoje em variadas areas de estudo.

Outra relagdo matematica ¢ evidenciada por Kepler nesta mesma correspondéncia: “o
quadrado de qualquer termo é sempre menor do que uma unidade do produto entre dois
termos adjacentes da sequéncia.” (LIVIO, 2006). A aparéncia de uma propriedade inocente
esconde, na verdade, um conceito que atualmente ¢ muita utilizado em trabalhos de logica e
em redes sociais: o paradoxo de Sam Loyde (1841 - 1911), famoso criador de quebra-cabecas.

Livio (2006) apresenta o problema:

Considere o quadrado com oito unidades no lado (4rea de 8% = 64) na Figura 57.
Agora, divida-o em quatro pedacos como indicado. Os quatro pedagos podem ser
reagrupados (Figura 58) para formar um retangulo de lados 13 e 5 com area de 65!
De onde veio o quadrado unitario extra? A solug¢do do paradoxo esta no fato de que
as pegas, na verdade, ndo se encaixam perfeitamente ao longo da diagonal do
retangulo — existe um espago estreito (um longo paralelogramo escondido sob a
linha grossa que marca a longa diagonal na Figura 64) com a area de um quadrado
unitario. Obviamente, 8 ¢ um niimero de Fibonacci, e seu quadrado (82 = 64) difere
por 1 do produto de seus dois nimeros de Fibonacci adjacentes (13 x 5 = 65) — a
propriedade descoberta por Kepler. (Livio, Mario. Razdo aurea (p. 185). Editora
Record. Edigdo do Kindle.)

Figura 58 - Paradoxo de Sam Loyde (Parte 1)
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Figura 59 - Paradoxo de Sam Loyde (Parte 2)
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FONTE: Livio, M.

Novamente, a sequéncia numérica desenvolvida por Leonardo Pisanus adquire um
contorno além das expectativas de seu criador. O paradoxo de Loyde ¢ uma falacia muito bem
elaborada com um contorno do misticismo oriundo da DMER. Além deste, a relagdo
matematica estabelecida por Kepler ¢ uma evidencia irrefutavel de como a propor¢ao divina
era objeto de estudo regular no periodo renascentista.

Em relag¢do a abordagem astrondmica, Kepler, em Praga, chega a brilhante conclusdo
de que as orbitas dos planetas em torno do sol ndo tinham formato circular, mas sim eliptico.
Sem os dados deixados por Brahe, seria impossivel para Kepler chegar a conclusdao. Mais
ainda, o Sol ndo se encontrava numa posi¢ao central, fazendo com que a velocidade dos astros
fosse alterada de acordo com seu posicionamento em relagdao a and amarela. Kepler nao sabia,
mas havia constatado a existéncia de uma forga de atragdo entre corpos, que chamamos de
gravidade.

As descobertas sdo catalogadas em uma nova obra, a Astronomia Nova, publicada em
1609. A metamorfose astrondmica ganha forma, e as primeiras leis de Kepler ganham o
mundo.

Os ultimos anos em Praga também se tornam funebres: Friedrich, outro filho do casal,
acaba falecendo aos seis anos. Depois, Barbara também parte em virtude da uma virose
trazida por tropas leais a Matias, irmao do imperador Rodolfo II, que viria a sucedé-lo no
trono. Em decorréncia desta mudanca, Kepler ¢ obrigado a deixar Praga em 1611 para, mais
uma vez, escapar das perseguigdes religiosas. O rumo agora era Linz, importante cidade

austriaca.
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3.33.4 Linz

O ano de 1619 ¢ marcado pela publicacdo de Harmonice Mundi (A Harmonia do
Mundo), obra que representa o apice do brilhantismo da vida de Kepler, na qual expde a lei
que daria forma a gravitagdo universal: a razdo entre o periodo ao quadrado e o semieixo
maior ao cubo é a mesma para todos os planetas (T?/R? é constante, onde T é o periodo € R o
raio médio da orbita).

Eu roubei as naves douradas dos egipcios para construir um tabernaculo para o meu
Deus com elas, muito longe das fronteiras do Egito. (Kepler, Johannes apud Livio,
Mario. Razio aurea (p. 192). Editora Record. Edi¢do do Kindle.)

Composta por cinco livros, Harmonice Mundi traz a DMER através da pratica que
utiliza espagos preenchidos por figuras geométricas de forma harmdnica e sem deixar lacunas,
pratica essa denominada de ladrilhamento. Uma das figuras analisadas ¢ formada por uma
série de poligonos diretamente vinculados a razdo 4urea, pentagonos, pentagramas e

decégonos.

Figura 60 - Ladrilhamento formado por pentagonos, pentagramas e decagonos

Fonte: Livio, M.

As evidéncias da devocdo a geometria ficam expostas neste conjunto de manuscritos.

E demonstrado ainda como o pitagorismo continuava a nortear as ideias de Kepler, ja que a
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nog¢ao de “harmonia” levantada pelo titulo e conteudo da obra ¢é coincidente com a visdao de
Pitdgoras de geometrizacdo das leis naturais.

Kepler volta a se casar, em 1613, com Susanna Reuttinger, com quem tem seis filhos e
vive até o momento de sua morte em 1630. Conforme expomos, a DMER ¢ companheira fiel
nas analises de uma das maiores mentes que ja pisaram em nosso planeta, cuja trajetoria &
exemplo de resiliéncia sobrecomum das convicgdes que sustentava, mesmo em face das
adversidades e desafios. Seu legado ¢ um dos fatores que nos trouxeram até a presente

compreensado de cosmos ¢ de vida.
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4 MITOS E VERDADES ENVOLVENDO A RAZAO AUREA

J4

O numero aureo, por si sd, ¢ extremamente intrigante. Suas aparicdes em equagdes, na
construcdes de figuras e em modelos matematicos diversos resultaram, como apresentamos
anteriormente, em uma historia riquissima, com a participacdo de diversas mentes geniais,

algumas das quais expusemos parcialmente nesta dissertacao.

4.1. Mitos

A presenca do nlimero 4dureo em obras de arte, arquitetura e natureza ¢ inegavel.
Apesar disso, ha um vasto oceano de mitos que frequentemente obscurecem a realidade sobre
a propor¢ao. Seja devido a afinidades filosoficas, visdo religiosa, ou ainda por extravagancia,
historias infundadas muitas vezes ganham mais compartilhamento do que os estudos reais e
rigorosos envolvendo a DMER.

O objetivo da presente secdo sera desvendar e certificar alguns dos mitos que
atrapalham a verdadeira jornada de pesquisas envolvendo a DMER, em uma analise auténtica

€ contemporanea.

4.1.1. Partenon

Ainda hoje € repetida incessantemente a falsa afirma¢do de que o Partenon!’ foi
construido nos moldes da propor¢do aurea. A imagem contendo o frontispicio original da
construcao “encaixada” de forma esdrixula em um retangulo 4ureo ¢ conhecida por qualquer
um que pesquise superficialmente o assunto. Compreender o ponto de partida dessa hipotese
erronea, além do seu compartilhamento em massa, ¢ relevante para desvendar a verdadeira

historia da DMER.

17 Templo grego construido na Acropole ateniense durante o periodo aureo da cidade, no século V aEC.
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Antes de adentrar no assunto, ha de se registrar o quao imponente ¢ a arquitetura do
antigo templo, construido para o culto a Atenas, deusa grega da sabedoria e da guerra. A
historia de Partenon ¢ marcada por diversos saques e ataques ao longo dos tempos,
impossibilitando-nos de visualizar sua forma arquitetonica original. Erguido no século V aEC
durante o governo de Péricles (c. 495 aEC - 429 aEC), considerado um dos “inventores da
democracia”, o Partenon, segundo Plutarco, teve como arquitetos os famosos Ictino (c. 470
aEC - c. 410 aEC) e Calicrates (dados desconhecidos), além de Fidias (480 aEC — 430 aEC)
como escultor principal, a quem ¢ atribuida a autoria da Estatua de Atenas, pega central que
adornava o prédio.

Talvez por toda esta grandiosidade e importancia historica, um simbolo da esséncia da
Grécia Antiga, ¢ que se busque encontrar uma forma de atribuir ao Partenon pitadas misticas,
encontrando na razao aurea uma fonte atrativa de falsas associagdes.

Ao que parece, surgiu do psicdlogo alemao e estudioso da matematica e da filosofia,
Adolf Zeising (1810 — 1876), a teoria que relaciona o Partenon a razdo aurea. Zeising se
debrugou no estudo sobre a DMER, enfocando sua pesquisa nas aplicagdes dessa propor¢ao
em animais e vegetais. Em 1800, publicou a obra Neue Lehre von den Proportionen des
Menschlichen Kérpers, aus einem bisher unerkannt gebliebenen, die ganze Natur und Kunst
durchdringenden (Nova doutrina sobre as propor¢des do corpo humano, de uma lei até entdo
ndo reconhecida e que permeia toda a natureza e arte), onde apresentou seus resultados e
observagoes da presenga da DMER no corpo humano, na natureza e na arte.

Muitas das teses apresentadas por Zeising ndo apresentam evidéncias concretas. Ao
afirmar, por exemplo, que a razao entre a altura de um ser humano e a distancia do umbigo até
os dedos do pé segue um padrdo tendendo a phi (®), vemos mais um forte entusiasmo em
identificar padroes inexistentes do que uma validadagao cientifica solida. Porém, as teorias
lancadas por Zeising ganharam notoriedade e serviram de insporagdo para pesquisadores
posteriores. O matematico e professor da Universidade de Stanford, autor de inimeros livros
cientificos, Keith Devlin (1947 - ), comenta:

Mas ndo importava se era inventado ou ndo. As teorias de Zeising tornaram-se
extremamente populares, “o equivalente do século 19 ao Efeito Mozart”, segundo
Devlin, referindo-se a crenca de que ouvir musica classica melhora sua inteligéncia.

E nunca realmente foi embora. (Devlin, K. Mathematics. Nova York: Columbia
University Press, 1999.)

Retomando o raciocinio da eventual constru¢do do Partenon sob o molde da
propor¢ao aurea, a ficgdo repetida por milhares de anos ¢ de que o frontispicio do prédio,

ainda com o frontdo superior triangular, destruido em 1687, numa das muitas batalhas que se
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sucederam entre a Republica de Veneza e o Império Otomano, possuia medidas em
conformidade com a DMER. Tragando uma linha temporal, observamos que o periodo de
construcao do prédio (447 aEC — 433 aEC) ocorreu mais de um século antes da publicagao de
Os Elementos, e, como vimos no Capitulo 2, ndo existe qualquer evidéncia concreta do

dominio dos gregos sobre a DMER anterior a obra euclidiana, apesar dos pressupostos.

Figura 61 - Retangulo dureo sobreposto ao Frontispicio do Partenon
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Fonte: https://gizmodo.uol.com.br/wp-content/blogs.dir/8/files/2015/04/Partenon-e-

proporcao-aurea.jpg

Sdo diversos os autores que ja publicaram estudos contradizendo a hipdtese.
Markowsky (1992), Fischler (1987), Livio (2006) trazem varias medi¢des do prédio que nao
se enquadram em phi (P), nem mesmo dentro de uma margem de erro aceitavel.

Chama a aten¢do um artigo intitulado Applications of the Golden Mean to Architeture
(Aplicagdo da Razdo Dourada a Arquitetura), de Nikos A. Salingaros, fisico ¢ matematico

estadunidense e professor de arquitetura da Universidade do Texas, onde afirma

Como ¢é bem sabido, uma das maravilhas do Partenon ¢é sua curvatura
cuidadosamente calculada, ou “entasis”. Nao faz sentido procurar retdngulos em um
edificio que ¢ essencialmente curvo. Sua fachada frontal ndo € retangular — ¢ um
retangulo distorcido em degraus curvos e com um tridngulo curvo no topo. Néo ¢
possivel definir um retdngulo exato nas faces frontal ou traseira do Partenon. Mesmo
que o Partenon seja construido com especificagdes extremamente precisas, sua
curvatura impede medi¢des retangulares de qualquer precisdo maior que 1%. Esse
erro embutido impede a localizagdo de qualquer retdngulo dourado, uma vez que a
precisdo exigida simplesmente ndo ¢ atingivel. (Salingaros, N., Applications of the
Golden Mean to Architeture, University of Texas, 2012)
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Ao contrario dos argumentos matematicos que examinaram diferentes medi¢des em
busca de uma possivel propor¢ao de acordo com phi (®), essa ¢ uma evidéncia geométrica de
que ndo ha qualquer compatibilidade entre o retangulo dureo e o Partenon. Salingaros (2012)
ainda cita outras verificagdes que continuam a refutar qualquer tipo de ligacdo entre o Partenon
e a DMER. De qualquer forma, cada teoria que os conecte ndo passa de mera conjectura e,
como afirma Salingaros (2012), introduzir um retdngulo em algo curvo ¢ verdadeiramente um

malabarismo geométrico.

4.1.2. PirAmide de Quéops

Outra disseminacdo irresponsavel vinculada a DMER envolve as medidas usadas na
construcdo da conhecida Pirdmide de Quéops, no Egito, frequentemente referida como a

Grande Piramide. Livio (2006) conduz um estudo acerca da constru¢do da piramide:

Em um artigo publicado na revista Nature em novembro de 2000, Kate Spence, da
Universidade de Cambridge, propds outro método de datagdo, que da a Grande
Piramide de Khufu a data de 2480 aEC, com uma imprecisdo de apenas cinco anos,
aproximadamente. O método de Spence foi inicialmente sugerido pelo astrénomo sir
John Herschel em meados do século XIX, e é baseado no fato de as pirdmides serem
sempre voltadas para o Norte com extraordinaria precisdo. Por exemplo, a dire¢do
da Grande Piramide em Gizé se desvia do Norte exato por menos de trés minutos de
arco (apenas 5% de um grau). (Livio, Mario. Razéo aurea (p. 66). Editora Record.
Edicao do Kindle.)

Vemos, entdo, que a data 2480 aEC ¢ mais de dois séculos anterior a publicagdo de
Os Elementos, mesmo enquadrados os intervalos de erros de 5 anos. Todavia, entre as
inimeras teses misticas que envolvem a Piramide, a preseng¢a da se¢do durea ndo poderia estar
ausente, mesmo existindo um hiato de dois milénios entre sua construgdo ¢ Os Elementos.

Um dos primeiros historiadores conhecidos, Herodoto (484 aEC — 425 aEC), acabou
desempenhando, mesmo que acidentalmente, um papel significativo na propagacao de lendas
envolvendo a Grande Piramide e a DMER, que surgiram a partir do século XIX. Considerado
como “Pai da Histéria”, Her6doto narra uma série de eventos que envolveram as Guerras
Greco-Persianas, ocorridas entre os séculos V e VI aEC, bem como informagdes sobre as
diferentes civilizagdes que conheceu ao longo de suas extensas viagens. O resultado desta
pesquisa gerou a obra “Os Nove Livros de Histéria”, uma referéncia importante sobre a

historia do mundo antigo.
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Dentro da perspectiva do trabalho, temos um trecho do segundo livro (dos nove),
destacado por Livio (2006), que acabou por gerar toda esta controvérsia relacionada a
Piramide de Gizé: “Sua base ¢ quadrada, cada lado tem oito plethra de comprimento e sua
altura ¢ a mesma.”

Convertendo a unidade plethra para medidas atuais, uma unidade sua equivale a
aproximadamente 30,8 metros. Ou seja, a base da pirdmide, de acordo com o texto de
Herédoto citado acima, ¢ quadrada, com lados medindo aproximadamente 246,4 metros. E ¢
exatamente a partir desse ponto que se iniciam as contradigoes.

Em primeiro lugar, os lados da base da pirdmide ndo formam um quadrado perfeito,
apresentando variagdes significativas em suas medidas. E, em segundo lugar, a medida média
dos lados ¢ de cerca 230 metros, uma distor¢ao de 7,1% em relagcdo a medida apresentada por
Herddoto.

E impossivel saber o porqué dessa distor¢do apresentada por Herodoto. Afinal, o
segundo livro de sua coletanea foi publicado cerca de 2000 anos apds a construgdo da
piramide, com instrumentos mais modernos para verificacdo de medidas.

Além disso, os recentes devaneios ganharam forga com escritor britdnico John Taylor
(1781 - 1864), e seu conflituoso livro The Great Pyramid, Why Was It Was Built and Who
Built It? (A Grande Pirdmide: Por que foi construida? E quem a construiu, publicado em 1859,

uma verdadeira efusdo de ideias baseadas na imaginagdo e nacionalismo desenfreado do autor.

Taylor tinha tanta convic¢do de que as pirdmides continham varias dimensdes
inspiradas por verdades matematicas desconhecidas dos antigos egipcios que
concluiu que sua construgdo era consequéncia de intervenc¢do divina. (Livio, Mario.
Razdo aurea (p. 67). Editora Record. Edi¢ao do Kindle.)

Por fim, acaba-se atribuindo uma falsa afirmagdo a Herddoto, o que, por sua vez,

acarreta na discussao da presenca de @ na Pirdmide de Gizé:

Herddoto relatou numa passagem que os padres egipcios lhe disseram que as
dimensdes da Grande Piramide foram tdo escolhidas que a area de um quadrado
cujo lado era a altura da grande piramide igualava a area de um tridngulo facial.
(Misconceptions about the Golden Ratio. Markowsky, George. College
Mathematics Journal, v23 nl p.7 Jan 1992)

Interpretando e desenvolvendo geometricamente a frase supracitada, temos a figura:
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Figura 62 - Representacdo de uma piramide e alguns elementos

Figure 4
A square pyramid

Fonte: Markowsky, G.

Ao analisar matematicamente a figura acima, percebe-se que a razdo entre a altura
inclinada de uma das faces (S) e a metade do comprimento da base (b) é equivalente a phi (P).

Demonstra-se, a partir da igualdade entre a 4rea de uma das faces e a area de um quadrado,

cujo lado é igual  (altura), a implicagdo em 2 = . Pelo Teorema de Pitagoras, 2 +
2 = 2

Ao adotar-se um  (razdo) tal que = / . Dividindo ambas as equagdes por 2 e

substituindo os resultados em fun¢do de ,temosque ( / )= e(/ )>+1 = 2. Uma

nova substitui¢do na primeira equagdo, agora trazendo o termo idéntico da segunda, obtém-se
que 2 — — 1=0, equagdo essa que ja estudamos inimeras vezes nesse trabalho e, ao ser
resolvida, possui como Unica raiz positiva phi (P).

O malabarismo matemadtico usado para encontrar a DMER na piramide foi suficiente
para viralizar a tese, que, relembrando, surgiu de uma extravagancia de Taylor. Herz-Fischler
(1987) denominou a situacdo como “uma das mais engenhosas prestidigitacdes da historia
cientifica”, ja que, desde entdo, repete-se incessantemente a falsa teoria.

Logo apo6s a publicacgao do livro The Great Pyramide, Why Was It Was Built and Who
Built It?, o Astronomo Real da Escécia e professor de astronomia da Universidade de
Edimburgo, Charles Piazzi Smyth (1819 - 1900), inspirado pela obra, saiu em expedi¢do rumo
a Piramide de Quedps, encorajado a obter medidas detalhadas para compor uma publicagao
propria.

Assim como Taylor, Smyth acreditava religiosamente no toque divino que os
britanicos possuiam. Ambos acreditavam que a unidade de medida conhecida como polegada
inglesa era divinamente inspirada, € que, teoricamente, teria sido empregada na construcao da

Grande Piramide como uma manifestacdo de Deus no projeto. Taylor via esse carater sagrado
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da unidade como o diferencial mistico que conferia a presenga de razdes especiais como a
aurea. Devemos lembrar de Pacioli e a denominacao divina proporg¢ao.

Em sua expedicdo, Smyth utiliza um método de medicdo semelhante ao de Taylor,
mas termina encontrando razdes entre as medidas da piramide bem proximas ao valor de pi,
afastando-o um pouco da se¢do aurea.

Markowsky (1992) também se debrucou nos falsos vinculos a prédios famosos. Sobre

a Piramide de Queops ele escreve:

A versdo distorcida da histoéria de Herddoto faz pouco sentido. Mesmo os autores
que o citam nao ddo uma razdo pela qual os egipcios iriam querer construir uma
piramide de modo que sua altura fosse o lado de um quadrado cuja area ¢
exatamente a area de uma das faces. Essa ideia soa como algo inventado para
justificar uma coincidéncia em vez de uma descri¢do realista de como as dimensdes
da Grande Piramide foram escolhidas. Ndo parece que os egipcios sequer soubessem
da existéncia ou muito menos a incorporaram em seus edificios. (Misconceptions
about the Golden Ratio. Markowsky, George. College Mathematics Journal, v23 nl
p.7 Jan 1992)

Portanto, ndo hé qualquer base cientifica ou mesmo histdrica tangivel que sustente o
argumento da associagdo entre a DMER e a Pirdmide de Quedps, desconstruindo o mito

envolvendo essa relagao.

4.1.3. Retangulo dureo € esteticamente o mais agradavel

E bastante comum encontrar nas literaturas que tratam da DMER a afirmagdo de que a
proporcao aurea ¢ a mais harmoniosa e esteticamente agradavel entre todas as proporgdes.
Essas afirmacdes sdo frequentemente respaldadas por meio de inimeras imagens que incluem
estrategicamente o retangulo aureo. No entanto, ¢ importante apresentar que a esmagadora
maioria dessas imagens ¢ manipulada para causar essa impressao.

Figura ja destrinchada anteriormente nesta dissertagdo, o retdngulo dureo ¢ o principal
ator das falacias existentes nesse contexto estético, uma vez que ¢ “encaixado”

esdruxulamente nas imagens em que se deseja associar a razdo 4urea, ignorando

completamente critérios adequados nas marcagdes de suas bordas e limites.
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Figura 63 - Retangulo aureo sobreposto a uma motocicleta

Fonte: Dominio Publico

Um exemplo atual que reflete o apresentado no paragrafo anterior € o caso dos
cartdes de crédito ou débito. E comumente divulgado que o formato do cartdo segue os
moldes do retangulo dureo, justamente sob a alegacdo de proporcionar uma visdo harmonica e
atraente do objeto. Entretanto, as medidas reais dos cartdes ndo estdo em propor¢do aurea, €
isso € previsto pela Organizagdo Internacional para Padronizacdo — ISO (International
Organization for Standartdization), através de uma de suas normas, a ISO 7810. Seguindo a
norma, as medidas padronizadas dos cartdes sdao 85,60 mm por 53,98 mm, o que representa
uma razao de 1,58577, aproximadamente, entre elas, consideravelmente diferente do valor de
fi, 1,618.

Se houvesse verdadeiramente a inten¢ao de produzir cartdes nos moldes de phi (P), a
industria e suas maquinas avanc¢adas nao teriam problema em confecciond-los. Por
conseguinte, ndo ha qualquer compatibilidade entre cartdes de crédito e DMER.

E fundamental explorar o ponto de partida desta teoria, ¢ George Markowsky, ph.D.
em Matematica pela Universidade de Harvard e professor da Universidade de Maine, parece
té-lo encontrado. Em seu artigo Misconceptions about the Golden Ratio (Equivocos acerca da
razdo durea), Markowsky apresenta uma pesquisa realizada em 1860 por Gustav Theodor
Fechner (1801 — 1887), filésofo alemao e considerado pai da Psicometria, area da psicologia
que utiliza matematica e estatistica.

Nessa pesquisa, Fechner solicita aos participantes que escolham um entre varios
retangulos de diferentes proporcdes, objetivando encontrar o mais agradavel aos seus olhos.
Os resultados revelaram que os retdngulos com propor¢des muito proximas ao valor de phi (P)
foram os mais citados, levando a conclusdo de que o retdngulo dureo era o visualmente mais

harmonioso.
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O procedimento de Fechner consistia em colocar 10 retdngulos diante de um sujeito
e pedir-lhe para selecionar o retdngulo mais agradavel. Os retangulos variavam em
suas proporg¢oes altura/comprimento de 1,00 (quadrado) a 0,40.... O retangulo modal
tinha uma relacdo altura/comprimento de 2, ou seja, a secdo aurea, com 76% de
todas as escolhas centradas em trés retdngulos tendo as proporcdes 0.57, 0.62 ¢ 0.67.
Embora todos os outros retangulos tenham recebido menos de 10% das escolhas
cada, os resultados de Fechner ainda indicaram que muitos outros retdngulos além
do retangulo de secdo durea foram considerados os mais agradaveis por um numero
razoavel de sujeitos. (Misconceptions about the Golden Ratio. Markowsky, George.
College Mathematics Journal, v23 nl p.13 Jan 1992)

Embora o teste de Fechner tenha sido constantemente citado como prova cabal em
favor da teoria relacionada ao retangulo aureo, Markowsky contesta essa versdo. De fato, o
teste continha limitagdes. Inicialmente, a quantidade de figuras foi restringida (somente dez),
e, além disso, a disposicdo das figuras pode ter desempenhando papel significativo nos
resultados, pois teriam sido arranjadas em ordem crescente (ou decrescente) de proporcao,
direcionando os participante a selecionar os retdngulos posicionados mais ao centro, gerando
uma selegdo obvia.

Livio (2006) também cita a metodologia usada por Fechner:

A experiéncia era bastante simples: dez retangulos foram colocados em frente a um
individuo, a quem se pedia que escolhesse o mais agradavel e o menos agradavel. Os
retangulos variavam no quociente entre comprimento e largura de um quadrado
(uma razdo de 1,00) até um retdngulo alongado (uma razdo de 2,5). Trés dos
retangulos eram mais alongados que o Retangulo Aureo, e seis eram mais proximos
de um quadrado. Segundo a descri¢do feita pelo proprio Fechner do ambiente da
experiéncia, os voluntarios frequentemente esperavam e hesitavam, rejeitando um
retangulo apds outro. Enquanto isso, o responsavel pela experiéncia explicaria que
eles deveriam escolher cuidadosamente o retdngulo mais agradavel, harmonico e
elegante. Na experiéncia de Fechner, 76% das escolhas se concentraram em trés
retangulos que tinham as razdes 1,75, 1,62, 1,50, com o pico no Retangulo Aureo
(1,62). Cada um dos outros retangulos foi escolhido por menos de 10% das pessoas.
(Livio, Mario. Razao 4urea (p. 221). Editora Record. Edi¢do do Kindle.)

A apuracdo das respostas ainda revela outra informagao relevante, como descrito na
propria afirmacdo de Markowsky: houve uma quantidade aceitdvel de cidaddos entrevistados
(24%) que ndo escolheu o retdngulo dureo, ou mesmo os retangulos que possuiam uma
proporgdo mais proxima a phi (). E significativo esse dado, pois contradiz a ideia, defendida
na literatura de Fechner, de que a atrag@o pela propor¢do durea seria uma caracteristica inata e
inconsciente aos seres humanos. Na realidade, a percep¢ao de beleza e atragdo sdo
caracteristicas subjetivas e variaveis, inexistindo um padrdo universal que agrade a 100% das
pessoas.

Um outro teste semelhante ao de Fechner foi aplicado pelo proprio Markowsky, na
tentativa de investigar mais a tese relacionada a preferéncia de retdngulos. Nesse novo teste,

havia 48 opgdes de retingulos, ou seja, uma quantidade bem superior aos 10 do teste de
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Fechner. As razdes entre os lados dos retingulos eram diversas, com os participantes
passando por duas rodadas de escolha. Na primeira, com uma disposigao aleatéria das figuras,
a escolha deveria ser que no retdngulo que mais atraisse o participante. Na segunda, diante de
uma apresentacdo em ordem crescente das propor¢des dos retidngulos, o mesmo objetivo.

Os resultados do teste de Markowsky apresentaram diferencas importantes entre as
duas rodadas, refor¢ando a hipotese supracitada de que no teste de Fechner poderia ter
acontecido uma “manipulacdo” das escolhas, focadas nos retangulos mais centrais. Além
disso, a apuracao dos resultados mostrou que a razdo mais selecionada foi 1,83, uma
proporg¢ao suficientemente distante de phi (P), rebatendo a teoria de Fechner.

E interessante registrar que o maior interesse em encontrar um retangulo contendo
uma harmonia perfeita se origina na psicologia, em vez da matematica. Provavelmente por
estar ligada ao subconsciente, padronizar uma caracteristica geométrica que agrade a maioria
acabou lancando outros pesquisadores a elaborar testes semelhantes ao de Markowsky.

Um dos mais intrigantes foi produzido pelo psicologo canadense Michael
Godkewitsch. Em 1974, atuando como professor da Universidade de Toronto, publicou o
artigo “The 'Golden Section': An Artifact of Stimulus Range and Measure of Preference” (A
“Se¢do Dourada”: Um Artefato de Estimulo e Medida de Preferéncia), apresentando os resultados
de uma pesquisa realizada com retangulos divididos em trés faixas, posicionando o retangulo dureo
estrategicamente para uma escolha mais chamativa. Nem mesmo assim o retingulo aureo
configurou como escolha primaria da maioria, sendo, na verdade, uma escolha intermedidria,
selecionado como segunda ou terceira op¢ao pela maioria dos entrevistados. Ele conclui a pesquisa
da seguinte forma:

A conclusdo ¢ que a preferéncia pela se¢do durea ¢ um artefato de sua posicdo na
gama de estimulos apresentados e das medidas de preferéncia, e ndo de qualquer
qualidade estética intrinseca. (Godkewitsch, M., “The ‘Golden Section’: An Artifact of
Stimulus Range and Measure of Preference”’, American Journal of Psychology, 1974)

4.1.4. A origem da utilizacdo da letra phi (P)

Ora, se expusemos que o Partenon fora erguido sem qualquer relagdo fundamentada
com a razdo aurea, ¢ natural que surja a indagacdo: como, entdo, podemos utilizar a letra
grega phi (), que, de acordo com as literaturas mais famosas, fora arranjada em homenagem

a Phidias (Fidias), o escultor citado como responsavel em adornar o templo?
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Originalmente, a letra grega fau (1) era (e ainda ¢, em alguns trabalhos) a utilizada
para representar o nimero de ouro. Conforme registra Livio (2006), “Na literatura matematica
profissional, o simbolo habitual para a Razdo Aurea ¢ a letra grega fau (t, do grego tops, to-
mi, que significa “o corte” ou “a se¢do”)”.

A adogdo de @ vinculada a se¢do durea parece ter sido idealizada pelo engenheiro,
inventor e matematico estadunidense, James Mark McGinnis Barr (1877 - 1950). Pelo menos,
isso foi inicialmente documentado pelo jornalista inglés Theodore Andrea Cook (1867 - 1928).

De gosto bastante eclético, T. Cook publicara sobre uma ampla gama de topicos, indo
desde castelos franceses até esportes olimpicos, inclusive explorando uma eventual conexao
entre Leonardo Da Vinci e um projeto arquitetonico francés. Em relagdo ao terreno tematico,
uma parte especifica de seu tempo foi dedicado a pesquisas envolvendo espirais (entre elas, a
aurea), e suas possiveis relagdes com a natureza ¢ a arte.

A primeira publicagdo de T. Cook com referéncia a espirais foi publicada em 1903,
sob o titulo de Spirals in Nature and Art (Espirais na Natureza e na Arte). Nesse trabalho, a
espiral durea ndo ¢ citada. O estudo sobre a se¢do durea e sua respectiva espiral viria a estar
presente no livto The Curves of Life (As Curvas da Vida), langado em 1914. Uma
significativa expansdo da pesquisa publicada na primeira publicacdo foi apresentada, marcada

pela inclusdo de citagdes trazidas por pesquisadores sobre o assunto. Entre eles, Mark Barr.

The Formula for Growth now suggested in this book is here called the ® spiral, or
Spiral of Pheidias, a new mathematical conception worked out from an ancient
principle by Mr. Mark Barr and Mr. Willian Schooling. (A foérmula para o
crescimento agora sugerida neste livro ¢ aqui chamada de espiral, ou Espiral de
Fidias, uma nova concep¢do matematica desenvolvida a partir de um principio
antigo do Sr. Mark Barr e do Sr. Willian Schooling) (Cook, T. A. The Curves of
Life. prefacio, p. ix. Londres, 1914.)

A citada “Férmula do Crescimento”, na verdade ¢ uma padronizagdo da razdo aurea
encontrada em algumas manifestacdes da filotaxia, cuja relagdo sera abordada mais a frente. T.
Cook adota a letra grega ® como notagdo para secdo aurea, além de intitula-la como Espiral
de Phideas, seguindo o que denomina como novo conceito matemdtico de Mark Barr e
Willian Schooling.

E discutido pelas literaturas relacionadas que os detalhes dessa intitulagdo foram
apresentados a Cook pelo outro personagem presente na citagdo, Willian Schooling (1860 -

1936). O proprio Cook faz alusdo a Schooling em relacdo a essa apresentacao.

I received a letter from Mr. William Schooling pointing out that if, in a geometrical
progression, the sum of any two terms equals the next term, the values of the ratio
are (1 +V5)/2 = 1,61803398875 (nearly) : or (1 - \5) /2 = - 0,61803398875 (nearly).
(Cook, T. A. The Curves of Life. p. 419. Londres, 1914.)
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Destaca-se ainda que o entendimento de Schooling acerca da razdo &urea ja

incorporava tragos mais modernos, além dos tradicionais puramente geométricos.

Um outro contributo na explora¢ao das propriedades da sec¢do aurea importante de
referenciar serd o de William Schooling. O seu trabalho é incorporado na obra
publicada em 1914 de Theodore Cook (...) O factor mais relevante do contributo de
Schooling reside precisamente no facto de néo se olhar apenas para a sec¢8o de ouro
como uma constru¢do geométrica isolada ou como uma rela¢lo independente de
entidades baseada em p, para se passar a encarar uma progressdo geométrica
continua. (Gomes, V. Sistemas Proporcionais como metodologia de sistematizagéo
projectual. Dissertacdo de Mestrado Integrado em Arquitectura. Faculdade de
Arquitectura da Universidade do Porto, 2011/2012)

Retomando a teoria da homenagem de Barr a Phidias, um artigo de sua autoria,
publicado em 1929, e intitulado Parameters of Beauty (Parametros de Beleza), revela que a
retorica difundida em relacdo a adocdo da notagdo em homenagem a Phidias era, na verdade,
irreal. Barr (1929) expressa sua crenca de que Phidias ou qualquer outro escultor e arquiteto
presente na construcao e decoragdo do Partenon tenha utilizado a razdo aurea. Portanto, surge
a questdo de vincular phi (®) a DMER; alguns autores relatam que Barr teria a intengdo de
dar um reconhecimento sonoro ao nimero de ouro de modo semelhante ao de pi.

Fica, assim, desmistificada a historia da utilizagdo de ® como uma homenagem a

Phidias, escultor principal do Partenon.

4.1.5. A concha do Nautillus

Outra imagem frequentemente reproduzida entre os apreciadores da raz8o Qurea € a
concha que envolve o molusco marinho conhecido como Nautillus, enquadrada em um
retangulo de ouro. A beleza da concha e seu formato espiral atraiu a aten¢do de inUmeros
analistas, os quais sugerem que a espiral da concha estd alinhada & espiral 4urea.

Huntley (1985) é um dos autores que estabelece essa conexdo entre a concha e a

DMER por meio da espiral aurea:

A propriedade matemdtica fundamental da espiral equiangular (ou logaritmica)
corresponde exatamente ao principio biolOdgico que governa o crescimento da
concha do molusco (...) A Unica curva matematica que acompanha esse padrdo de
crescimento é a espiral logaritmica. Bernoulli a descreveu como spira mirabilis.
(Huntley, H. E. A divina propor¢do: Um ensaio sobre a Beleza na Matemaética.
Tradug8o: Luis Carlos Ascéncio Nunes. p. 164 -165. Ed. Universidade Brasilia.
1985)
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Até mesmo Livio (2006) endossa a comparacdo como valida: o crescimento das
conchas espirais também obedece a um padrdo que é orientado pela Razdo Aurea.

Entretanto, analises geométricas comprometidas em estabelecer a realidade sobre a
espiral da concha do Nautillus refutam veementemente esta tese.

Antes de adentrar as especificidades dessa teoria, faremos um apanhamento das
propriedades gerais de uma espiral logaritmica.

As espirais logaritmicas, de uma forma geral, iniciam a partir de um ponto central.
Segmentos de reta, denominados raios (), irradiam desse ponto de acordo com um angulo
predefinido. Os pontos de encontro entre esses raios com a espiral, interligados ao centro,
desencadeiam em uma série de tridngulos semelhantes, respeitada uma razdo () constante
entre as figuras.

Seja a a medida do maior raio de uma espiral logaritmica, a razdo q deve estar no

intervalo ]0, 1[ para que o critério de proporcionalidade seja coerente.

Figura 64 - Constru¢ao de uma espiral logaritmica (Parte 1)

a

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Repetindo o mesmo procedimento, traga-se mais um raio, mantendo a

proporcionalidade e o angulo 6.
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Figura 65 - Construg¢ao de uma espiral logaritmica (Parte 2)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

E, seguindo o rito ininterruptamente, temos que o n-€simo raio tracado equivale a

Figura 66 - Construg¢ao de uma espiral logaritmica (Parte 3)

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o programa Geogebra Online

Reescrevendo a formula obtida por meio da recorréncia para a formacao de raios em

um sistema de coordenadas polares, temos:
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r(8) = a.q®

De acordo com essa formula, a espiral assume formatos distintos em fun¢ao de g, uma

vez que os valores de a e 8 sdo constantes.

Figura 67 - Espirais logaritmicas de raios distintos

9
q=10,6 q=0.8 0. =095

Fonte: Spira, M. A espiral logaritmica e o logo da SBM.

A espiral de Fibonacci possui uma razdo q equivalente a 1/®, e seus respectivos
raios sdo espagados por /2 , conforme ilustrado na Figura 25.

Em relagdo a concha do Nautillus, o crescimento em forma de uma espiral logaritmica
se justifica biologicamente para adaptacdo a forma do animal, caracteristica peculiar da
evolucdo da espécie. Ao averiguar a razdo e o espacamento do raio que compdem sua
respectiva espiral, os resultados se distanciam significativamente dos valores da espiral 4urea,
tanto diametralmente quanto no espaco angular entre os raios.

Analisando diferentes animais da espécie, precisa-se levar em consideragcdo que a
variabilidade natural de tamanhos ¢ comum entre quaisquer seres, tornado impossivel
estabelecer um tunico padrao de raio e espagamento. Entretanto, ndo se encontra um unico
Nautillus cuja concha se sobrepde a uma espiral durea. A Figura 68 ilustra uma sobreposi¢ao

das respectivas espirais.
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Figura 68 - Retangulo aureo sobreposto a concha do Nautillus

FONTE: https://aledesigner.com.br/os-mitos-da-proporcao-aurea/

Apresenta-se, assim, os argumentos para refutar a teoria que relaciona a DMER e o

Nautillus.

4.2. Verdades

A partir do momento que rechacamos algumas das interpretacdes equivocadas da

razao aurea, chegamos a analise onde ela verdadeiramente se manifesta.

4.2.1. Na natureza

A natureza apresenta algumas formas que exibem a DMER, seja através de figuras

correlacionadas a proporcao, seja através da sequéncia de Fibonacci.


https://aledesigner.com.br/os-mitos-da-proporcao-aurea/
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O primeiro exemplo a ser apresentado ¢ a filotaxia. Originada do grego phyllotaxis
(“arranjo de folhas™), a filotaxia investiga o crescimento e a disposi¢ao das folhas de plantas
ao longo dos ramos e caules. Nao existe uma exatiddo nas amostras analisadas, mas, de fato,
um certo padrao.

As folhas precisam ser organizadas de forma a garantir a maximizagao da exposi¢ao
solar, bem como o alcance a agua e ao ar, essenciais para seu desenvolvimento. Para isso, ¢
essencial que haja espacamento entre elas, conhecido pelos botanicos como angulo de
divergéncia.

A filotaxia, a partir de um ponto de vista matematico, teve como marco de discussdes
os comentarios de Da Vinci e Kepler (LIVIO, 2006). Mais recentemente, no século XIX,
algumas obras especificas comecaram a ser publicadas na Europa. Entre elas esta Ensaio
sobre o arranjo de folhas curvas (1837), dos irmdos Bravais, Auguste (1811 - 1863) e Louis
Francois (1801 - 1843), na qual ha a observincia de que a razdo filotaxica em algumas
espécies segue a presenc¢a de fibonaccis de maneira uniformizada.

Ao analisar o angulo de divergéncia de certo grupo de plantas, também observamos
alguma regularidade do valor 137,5°. Esse angulo, como visto no Capitulo 1, ¢ chamado de
angulo aureo, e sua presenca na filotaxia ¢ uma das manifestagcdes curiosas da DMER na

natureza.

Figura 69 - Demonstragdo do angulo divergente aureo na filotaxia

Fonte: desenho feito a mao pelo autor
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Outra questdo na relagdo bastante comentada entre a sequéncia de Fibonacci e a
natureza reside na arvore genealdgica de um zangdo. Biologicamente, um zangio ndo pode
ser gerado de um ovo fertilizado por outro zangdo, mas sim de um ovo ndo fertilizado
colocado por uma abelha operaria. Ou seja, ele ndo possui um “pai”.

J4 uma abelha operaria ¢ gerada justamente pela fertilizagdo de um zangdo em um ovo
colocado pela abelha rainha. Dessa forma, uma abelha possui um “pai” ¢ uma “mae”.

Analisando, entdo, a arvore genealogica de um zangdo (bolinhas azuis representando o

zangao e amarelas, abelhas):

Figura 70 - Arvore genealdgica do zangdo

FONTE: Elaborada pelo autor no Microsoft Word

Observando atentamente o namero de individuos em cada geracdo do zangao, notamos
a equivaléncia com a sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...), e, de uma maneira similar a
apresentacao do problema dos coelhos por Fibonacci. Dessa maneira, fica identificada outra
presenca do niimero de ouro na natureza.

Alguns autores buscam vincular particularidades de alguns tipos de flores aos nlimeros
de Fibonacci. Porém, podemos afirmar que ha uma euforia generalizada em muitos desses
estudos. Por exemplo, ¢ bastante repetido que a quantidade de pétalas em uma margarida esta
sempre relacionada a um fibonacci, sendo o 34 o mais citado. Mas qual espécie de margarida
¢ analisada para se chegar & conclusdo? E importante destacar que existem mais de 20 mil
espécies diferentes de margaridas, algumas com caracteristicas bem distintas entre si.

Assim, a atribui¢do do niimero 34, ou qualquer outro, as pétalas da margarida para ser

uma constata¢ao equivocada ou imprecisa.
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J& o girassol realmente parece seguir um padrao na disposi¢do de suas sementes.
Apresentando formatos em espirais, tanto em sentido horario, quanto anti-horario, essas
sementes sdo usualmente contabilizadas em conformidade com dois fibonaccis sequenciais.
Se uma das espirais em determinado sentido contém 34 sementes, a outra pode conter 21 ou
55, nimeros que, como ja discutimos, sdo pertencentes a sequéncia. De acordo com Livio
(2006), ha a relatos de observagdo em alguns exemplares de girassol com 89 e 55 sementes
em suas espirais, ¢ até mesmo 144 ¢ 8§9.

Como seres vivos apresentam diversas caracteristicas proprias, mesmo pertencentes a
uma mesma espécie, a discussdo de uma padronizagdo numérica entre essas peculiaridades

acaba sendo abstrata.

4.2.2. Na arte: O Sacramento da Ultima Ceia

Entre todas as teorias conspiratdrias envolvendo obras de arte e a respectiva presenca
da propor¢do aurea, torna-se reticente a crenga da utilizagdo verdadeira da propor¢do em
algumas delas. Contudo, ha artistas que realmente utilizaram a DMER de modo deliberado em
suas obras, e objetivo do infracitado sera apresentar a mais famosa delas.

Salvador Dali (1904 - 1989) foi um renomado pintor surrealista do século XX,
conhecido também por sua ampla produ¢do artistica que abrangia ndo somente quadros: mas
também esculturas, roteiros de filmes e até mesmo poesia. Entre essas obras, destacaremos

para o tema, a pintura “O Sacramento da Santa Ceia”, de 1955.
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Figura 71 - O Sacramento da Ultima Ceia, de Salvador Dali

Fonte: National Gallery of Art, Washington D.C. The Sacrament of Last Supper, 1955.
Disponivel em https://www.nga.gov/collection/art-object-page.46590.html

Dali teve uma relagdo alternante com a religiosidade ao longo de sua vida. E relatado
que, em sua juventude, concentrou-se numa arte mais inclinada ao racionalismo, ou seja, sem
tracos religiosos. Ao observar os devastadores efeitos da Guerra Civil Espanhola e,
posteriormente, da Segunda Guerra Mundial, decide se aproximar de uma fase mais
espiritualizada.

Além disso, ¢ influenciado por artistas renascentistas, e naturalmente, entra em contato
com o pitagorismo. O quadro “O Sacramento da Santa Ceia” ¢, justamente, uma referéncia a
outra obra, “A Santa Ceia”, de Da Vinci, incorporando também o simbolismo mistico da
antiga geometria grega. A descri¢do e a historia do quadro sdo fornecidas pela pagina oficial
da Galeria Nacional de Arte de Washington D.C. (National Galley of Art - Washington D.C.),

onde a pintura se encontra em exposi¢ao desde 1956.

A Alta Renascenca italiana do inicio de 1500 foi outra fonte importante do novo
classicismo de Dali. Tal como na apresentagio harmoniosa dos esquemas
renascentistas, a composigdo de Dali esta claramente dividida: ac¢do em primeiro
plano e cenario de fundo. A disposi¢do dos homens ao redor da mesa ¢ simétrica, a
mesma figura repetida em perfeita imagem espelhada em ambos os lados de
Cristo. Além disso, todo o quadro de quase trés metros de comprimento é construido
de acordo com propor¢des matematicas complexas eclaboradas por cientistas da
Renascenca e por filosofos gregos antigos como Pitagoras. (National Gallery of Art,
Washington D.C. The Sacrament of Last Supper, 1955. Disponivel em:
https://www.nga.gov/collection/art-object-page.46590.html)
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Dando destaque a descri¢ao do quadro, “O Sacramento da Santa Ceia” revela um saldo
com caracteristicas mais modernas em comparacdo com os eventos de 2000 anos atras,
incluindo elementos como aparentes vitrais € uma paisagem ao fundo (de acordo com Galeria
Nacional de Arte de Washington D.C., essa paisagem seria a vista da casa de Dali). No
quadro, Jesus de Nazaré ocupa uma posi¢ao central a mesa, com seus discipulos distribuidos
simetricamente ao longo das laterais em relacdo a sua figura. Dali os retrata com cabegas
baixas, apenas com o rosto de Jesus visivel, enquanto aponta para o alto, onde se destaca uma
figura com peito a mostra e bracos abertos, fazendo alusdo ao Divino.

O formado do saldao claramente ¢ um dodecaedro, ¢ o simbolismo associado ao
numero doze ndo se limita nesse detalhe, como explica o proprio Dali, em um registro

também presente na pagina da Galeria Nacional de Arte:

Queria materializar o0 maximo da instantaneidade luminosa e pitagorica a partir da
comunhio celeste do niimero doze: doze horas do dia - doze meses do ano - os doze
pentagonos do dodecaedro - doze signos do zodiaco em torno do sol - o doze
apostolos ao redor de Cristo. (National Gallery of Art, Washington D.C. The
Sacrament of Last Supper, 1955. Disponivel em:
https://www.nga.gov/collection/art-object-page.46590.html)

Além das referéncias a DMER em vista das presencas do dodecaedro e da simetria
geométrica, as dimensdes do quadro, que medem 268 cm por 167 cm, quando colocadas em
razdo, resultam em um valor aproximado de 1,61, proximas o suficiente de phi (P ) para
excluir qualquer possibilidade de coincidéncia. Existem outras mengdes a DMER defendidas
por alguns autores, porém, a maioria dentro de um ponto de vista mais proximo ao mitico. E
pode-se facilmente dispensé-los, j& que a pintura, em si, ¢ uma demonstracdo explicita da

razdo aurea no campo das artes.

4.2.3. Na arquitetura

Reconhecido como um dos arquitetos modernistas mais importante do século XX,
Charles Edouard Jeanneret-Gris (1887 - 1965), conhecido sob o pseudonimo Le Corbusier, foi
um dos pioneiros em adotar um sistema matematico baseado na propor¢do em projetos

arquitetonicos.

Le Corbusier ¢ um dos raros arquitetos, ndo s6 do século XX, mas de toda a Historia
da Arquitetura, que propds uma teoria de proporgdes e forneceu descrigdes de como
foram aplicadas em seus projetos. Mais ainda, pretendeu e propds que sua teoria
fosse utilizada por outros. Seus desenhos ¢ projetos sdo, por esta razdo, um fértil
terreno para o estudo da Geometria na sua conexdo com a Arquitetura. (Possebon, E.
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O Modulor de Le Corbusier: Forma, Propor¢ao ¢ Medida na Arquitetura. p. 68,
2004)

Além de arquiteto, atuou como urbanista e foi autor de esculturas e pinturas
destacaveis. Nascido na Suica mas naturalizado francés, Le Corbusier adota o pseudénimo
aos 29 anos de idade (POSSEBON, 2004), ja desfrutando de uma visibilidade internacional
no campo da arquitetura como referéncia para constru¢des modulares em larga escala.

Grande parte desse idealismo em relagdo aos méddulos foi moldado pelo testemunho da
destruicdo completa de cidades nas duas guerras mundiais, acarretando, posteriormente, em
um custo altissimo de reconstrucdo das residéncias locais. Dessa forma, os projetos
comportariam mais pessoas com um custo menor, dando oportunidade as familias mais
pobres de possuir uma residéncia. Um exemplo de projeto com esse intuito foi a Unité
D’habitation, construido em 1947 na cidade de Marselha, Franca.

Ainda em relagdo a sua biografia, ha duas curiosidades: primeiro, em 1929 visita o
Brasil, passando por Rio de Janeiro e Sdo Paulo, retornando ao Rio em 1936. Nessas visitas,
Le Corbusier apresenta suas ideias modernistas em conferéncias realizadas principalmente na
Escola de Belas Artes, Rio de Janeiro. (ZAKIA, 2015)

E a outra foi um encontro com Albert Einsten, no ano de 1946, onde lhe apresenta sua
teoria de proporg¢des aplicaveis a arquitetura, ja com a Meia e Extrema Razao em foco (LIVIO,
2006).

Entre as propor¢des matematicas aplicadas nos projetos de Le Corbusier, a DMER
estava no nucleo desse estudo. Dois livros de alcance consideravel sdo publicados, o Modulor
1, em 1948, e o Modulor 2, em 1953. A palavra Modulor ¢ obtida pela jun¢do de Module
(Modulo) + Section D ’or (Se¢ao de Outro).

A ideia de Le Corbusier era desenvolver espacos adequados no interior desses
moédulos a homens que possuiam uma estatura média (1,82m, segundo sua propria pesquisa),
elegendo “a propor¢do durea como principio estruturador do seu enredado de proporgdes”.
(POSSEBON, 2004).

Para encontrar essas medidas em harmonia com a DMER, Le Corbusier parte da
figura do homem com um brago levantado, e a partir dai, estabelece divisdes em sua cabeca e
em seu umbigo, mantendo uma ideia semelhante ao Homem Vitruviano de Da Vinci (que nao
possui ligagdo com a DMER). Essa figura ¢ apresentada em seus livros Modulor como um

principio fundamental para encontrar outras medidas arquitetonicas em seus projetos.
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Figura 72 - Modulor

Fonte: Livio, M.
Entretanto, apesar das inumeras tentativas de Le Corbusier em estabelecer a DMER
como uma via estrutural na Arquitetura, nos calculos expostos tanto no Modulor 1, quanto no
2, sdo encontrados equivocos, apontados por pares e outros analistas matematicos. O esfor¢o

em corrigir essas falhas parecem ter desestimulado o autor ao longo do tempo.

Com o passar dos anos o interesse se esmaeceu ¢ o proprio Le Corbusier acabou
pondo de lado sua obsessdo inicial ¢ o uso persistente e sistematico do sistema. E,
desafortunadamente, também deixou de ser estudado com a profundidade que
merece 0 que representou esse importante processo surgido dentro da obra de um
dos mais representativos arquitetos do século XX. (Possebon, E. O Modulor de Le
Corbusier: Forma, Propor¢ao e Medida na Arquitetura. p. 74, 2004)

E inegavel que os livros Modulor tenham representando mais uma importante fonte de
visibilidade da Meia e Extrema Razdo em areas correlatas a matematica, sendo seu registro

importante para a histdria da razdo aurea no século XX.
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APENDICE - Origem da utilizagio do adjetivo 4ureo

Nao hé discordancia de que a expressao mais famosa e usada para a Divisdo em Meia
e Extrema Razdo seja “razdo 4urea”. Mesmo entre aqueles com formacdo em matematica, a
DMER ¢ uma termologia pouco conhecida, geralmente sendo citada somente no cerne da
geometria euclidiana. Portanto, diante da importancia do adjetivo “dureo” para este trabalho,
dois questionamentos sao levantados:

a. Quando e por quem foi registrado o uso do termo aureo para definir a DMER ?

b. Qual ¢ a razdo para atrelar a DMER ao adjetivo “4ureo”?

Em relagdo a primeira indagacdo, as pesquisas mais relevantes ndo chegam a um
consenso exato sobre a apari¢do do termo “aureo” e/ou “dourado”. Inclusive, essas pesquias
indicam a existéncia de uma disparidade entre a criagdo do tempo e sua primeira aplicagao
publicada. Herz-Fischler (1987) reuniu varios desses estudos, trazendo uma analise minuciosa
dos registros que abordam as primeiras publicdes em que a termologia ¢ empregada.

De fato, ndo ¢ conhecido um registro mais antigo para a expressdo “secdo aurea” do
que a nota de rodapé da proposi¢do 5, pagina 194, da 2° edicdo do livro Die reine Elementar-
Mathematik, publicado em 1834, do matematico alemdo Martin Ohm (1792 — 1872). E
importante destacar que Martin Ohm ndo deve ser confundido com seu irmao mais famoso,
George Simon Ohm (1789 — 1854), conhecido por formular a inestimavel Lei de Ohm,

aplicada a eletricidade.

Diese Zertheilung eine beliebigen Linie r in 2 solche Theile, nennt man wohl auch
den goldenen Schnitt; auch sagt man in diesem Falle zuweilen: die Linie r werde in
stetige Proportion getheilt (Tem-se o habito de chamar essa divisdo de uma linha
arbitraria em duas partes de corte de ouro [ou “se¢d0”’]; as vezes também diz neste
caso: a linha r ¢ dividida em proporg¢do continua) (Ohm, M. 1938 apud Herz-
Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number (Tradugdo Propria).
p-168. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Presente na nota de rodapé, “goldenen Schnitt” foi o batismo oficial da expressdo
“secdo durea”. A tradu¢do da nota ainda indica que havia o costume de se atribuir o adjetivo
“aureo” a secdo, dando a entender que Martin Ohm provavelmente ndo foi o autor original da
expressao. Levando em consideracdo que a expressao so foi usada na 2 edi¢do, publicada em
1835, hd um hiato temporal longo em relagdo a primeira, de 1822, levantando a suspeita de
que a expressao tenha se popularizado durante esse intervalo de 13 anos entre as edigdes.

A pesquisa de Herz-Fischler (1987) também corrobora que o adjetivo “aureo” circulou

inicialmente na Alemanha. Além disso, ela traz transcrigdes detalhadas de obras posteriores a
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de Ohm e que utilizam o adjetivo “4ureo”, todas no circulo matematico alemao. Destas, a
primeira ocorréncia em titulos é encontrada em Der Goldene Schnitt in der Natur (“A Secao
Aurea na Natureza™), do filosofo e psicologo Ernst F. F. Zeising (1819 — 1866). Foi Zeising
quem deu inicio a era de interpretagdes equivocadas da DMER na arte e arquitetura. Apesar
dessas concepgdes equivocadas, o livro de Zeising conferiu grande visibilidade 8 DMER,
resultando em uma série de pesquisas que sao objetos de discussdes ainda hoje.

No que diz respeito ao segundo questionamento mencionado acima, a razao pela qual
o adjetivo dureo (ou dourado) foi escolhido para descrever a DMER, ndo ¢ uma questdo
pacificada. Herz-Fischler (1987) realiza um levantamento das apari¢des do termo “dourado”
em aplicacdes matematicas ¢ acaba se deparando inicialmente com um vinculo entre o

adjetivo e a regra de trés.

A chamada “regra de trés” para resolver problemas de propor¢do da forma a: b = x:
¢ (ver Sanford [1927, 17]; Smith [1923, II, 483]) era frequentemente chamada de
“regra de ouro”. O primeiro uso deste termo parece ser de Johann Boschensteyn em
1514; (Herz-Fischler, R. A Mathematical History of the Golden Number (Traducdo
Propria). p.169. Dover Publications, INC. New York, 1987)

Outras presengas das palavras “4aurea” e “dourada” sdo enunciadas por Herz-Fishcler
(1987), como nos calendarios franceses impressos que continham o nome “nombre d’or”
(niumero de ouro) para se referir ao ciclo usado na localizagdo das datas da Pascoa; na obra
The Great Art, publicada em 1545, por Cardano, onde intitula um de seus capitulos, “sobre a
regra de ouro”, tratando de solu¢des aproximadas para equacgdes polinomiais; ¢ ainda na
chamada “lei fraca dos grandes niimeros da teoria da probabilidade”, elaborada por J.
Bernoulli e rotulada como “teorema de ouro”.

Apesar da verificacdo destrinchada acima, afirmamos que nao foi possivel identificar
um trabalho que efetivamente explique o porqué da terminologia ter sido usado em referéncia
a DMER, sendo possivel afirmar somente que sua apari¢do mais antiga conhecida ¢ em Die

reine Elementar-Mathematik, onde foi gerado o costume de utiliza-la.
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