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Resumo

Este trabalho examina a aritmética das somas de digitos no processo de ensino e aprendi-
zagem no ensino fundamental e médio. A aritmética das somas dos digitos equivale ao
moédulo aritmético 9, sendo a diferenga o nimero 9 com resto 0. Criamos padroes (figuras
geométricas) com as somas dos digitos, com a ajuda do GeoGebra. Mostramos também que
algumas figuras podem ser feitas em papéis quadriculados. Embora o ensino dos padroes
o seja um desafio para os professores, este trabalho tem como objetivo compartilhar a
metodologia adotada a fim de contribuir com a experiéncia pratica no ensino de algebra

em sala de aula.

Palavras-chave: Soma dos digitos, Padroes, GeoGebra.



Abstract

This work examines the arithmetic of digit sums in the process of teaching and learning in
middle and high schoool. The arithmetic of digit sums is equivalent to arithmetic module
9, the difference being the number 9 with remainder 0. We create patterns (geometric
figures) with the digit sums, with the help of GeoGebra. We also showed that some of
the figures can made using square papers. Although teaching the o patterns is a challenge
for teachers, this work aims to share the methodology adopted in order to contribute to

practical experience in the teaching of algebra in classroom.

Keywords: Digit Sums, Patterns, GeoGebra.
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Introducao

Neste capitulo de introdugao, eu vou falar um pouco da minha trajetéria como
professor da educacao bésica e das inquietagoes vividas por mim e provavelmente por
muitos outros professores de matematica desse mesmo nivel de ensino. Neste capitulo

também sera explicitado os objetivos e justificativas para a escolha dessa tema.

Esta dissertacao visa desenvolver um produto educacional que atende os objetivos
de um mestrado profissional para profissionais da educacao basica. E tal produto pode
ser utilizado como uma alternativa para material didatico ou um material de apoio para
os discentes que estudam a soma dos digitos de um nimero inteiro, divisibilidade e a

importancia dos restos de uma divisao.

Eu estou na docéncia da educagao béasica desde 2003, tanto na rede particular
quanto na rede publica, e tenho atuado na efetiva regéncia todos esses anos letivos,
principalmente com alunos do ensino fundamental 2, e como a soma dos digitos de um
numero natural ja faz parte da divisibilidade por trés e por nove, muitos alunos ja tém o
costume de fazer essa soma na trajetoria deles como alunos. A introducao de congruéncia
modulo 9 ja é uma excelente associacao do que no passado ele aprendeu como “tirar a
prova dos nove” (noves fora). E os restos da divisao de modo geral me chamou muito a
atencao, pois recentemente foi incorporado aos assuntos dados para os discentes do 7°
ano. Isso ocorreu devido a nova Base Nacional Curricular Comum — BNCC, pois a mesma
propoe um ensino espiralado, ou seja, que em cada ano o aluno veja o mesmo assunto,
mas de forma mais aprofundada. Percebi também que os livros didaticos ainda estao
apresentando poucas explicagoes sobre esse assunto, mas tem uma boa gama de exercicios

que exigem tal habilidade para a resolucao.

Em vista do que foi dito, os alunos também tinham grande dificuldade na resolugao
dessas questoes, por isso eu comecei a mudar minha metodologia no ensino de divisibilidade
do 7° ano para inserir a soma dos digitos de um ntimero inteiro e um pouco de congruéncia
em decorréncia disso, os discentes conseguiram resolver as questoes do livro didatico com

mais facilidade e outras questoes de outras fontes.

Aritmética da soma dos digitos é bastante liudico para criancas entre 12 a 14
anos, além de ser algo que ja foi visto por ele na “prova dos noves” no fundamental 1. E
associar com o resto da divisao fica algo bem interessante pois os estudantes nesse nivel de
ensino estao muito mais acostumados a olhar para o quociente da divisao e a partir dessa
introdugao comegaram a perceber a importancia do resto e também a analisar que isso ja

era feito na prova dos noves que eles ja faziam para tirar a prova de varias operagoes.

A utilizagao de atividades que necessitam de teoria dos restos vem sendo introduzi-
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das em alguns livros didaticos do 7° ano, O que deixa um gancho bem interessante para
ser ensinado congruéncia de outros ntimeros que nao seja o nove e para a resolugao de

iniimeras questoes que necessitam desse conceito.

O objetivo deste material é ser um apoio para que os professores possam utilizar
para minimizar as dificuldades dos discentes na resolucao de varias questoes de soma dos
digitos, divisibilidade e congruéncia. Acredito que a insercao de soma dos digitos para
divisibilidade e o estudo dos restos facilite bastante o entendimento dos educandos, mesmo

que seja apenas uma parte introdutoria desses contetdos.

No primeiro capitulo falaremos sobre a soma dos digitos e a congruéncia médulo 9,
com isso iremos definir uma fungao para associar a soma dos digitos de niimeros inteiros
aos restos da divisao por 9, que é um pouco dos “noves fora” visto na prova dos noves.
No capitulo dois iremos mostrar o comportamento das operagoes adi¢ao, subtracao e
multiplicagao do uso da funcao definida no capitulo anterior e com isso iremos mostrar
também a praticidade de usar a prova dos noves para saber se sua operagao esta ou nao

correta.

Os capitulos 3 e 4 sdao propostas de ensino para alunos do fundamental dois, o
terceiro capitulo é voltado mas para a parte geométrica e mostrar ciclos que ocorrem com
os restos, ja o quarto e ultimo capitulo é para mostrar algumas atividade de alunos do
sétimo ano na utilizagdo de prova dos noves com o uso de congruéncia médulo 9 e soma

dos digitos dos niimeros inteiros.
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1 Congruéncias

Ao fundamentarmos a aritmética das somas dos digitos, faz-se interessante apre-
sentar os principais resultados referentes a congruéncia modulo m, ou “a aritmética dos

restos de uma divisao por n € Z.

Para isso,utilizaremos como base a bibliografia [2]. Como bibliografia complementar

utilizamos [3].

Definig¢ao 1.1. Sejam a,b,n € Z com n # 0. Dizemos que a é congruente b médulo n e
escrevemos

a=b (modn) ou a=,b

se, e somente se, a — b é um multiplo de n, isto é, se, e somente se a — b = kn, para algum
kelZ.

Observacao 1. Como (a —b) = kn <= (a — b) = (—k)(—n) nos restringiremos ao
cason > 0. O caso n = 1 € trivial pois qualquer 2 inteiros sdo congruentes modulo 1.

Geralmente, os casos interessantes sao n > 1.
Exemplo 1.2.
1. 13=18 (mod 5) pois (13—18)=5=5-1
2. 152 =75 pois (152 —5) =147 =7-21.
3. 7=g15 pois (7T—15)=—-8=8-(—1).
4. =101 =31 pois (=101 —1) = —102 =3 - (—34).
5. 16 = —1 (mod 17) pois (16 —(—1)) =17=17-1.
Proposicao 1.3. Considere a,b € 7. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
(a) a =b (mod n);
(b) n(a—b);
(c) a eb dio o mesmo resto, na divisio por n.

Demonstracao.
(a) = (b) : Suponha que a = b (mod n). Entao

a—b=nk, kelZ

:>n‘(a—b).
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(b) = (c¢) : Suponha que n‘ (a —b)

Fazendo as divisoes de a e b por n, temos

(1) a=qn+rmr, g1, 71 €Z, com 0<r; <n

(2) bIQQn+T2, QQ,T’QEZ, COIIIOST2<’N,

Suponha que 7y < rq. Portanto 0 < ry —ry <7r; < n.
Subtraindo (2) de (1) temos,

a—b=(q —q@)n+ (r —nr) (*)

Desse modo, 0 <r; —71y <n é o resto da divisdo de (a — b) por n.

Portanto (1 —r2) =0 =1 — 12 pois (a — b) é multiplo de n.
(¢) = (a) : Suponha que a e b deixam o mesmo resto na divisao por n, entao

(1) a=qn+r, q, 7" €Z, com0<r<n
(2) b= C]QTZ+T, g2 € Z7

Subtraindo (2) de (1) temos,
a—b=(q —q)n
Portanto, a diferenga (a — b) é um multiplo de n

= a =0b (mod n).

A congruéncia modulo n é uma relagao de equivaléncia. Isto é
Proposicao 1.4. Seja n € N. Para todos a,b,c € 7, tem-se:
(a) a =a (modn) (reflexiva)
(b) Se a =b (mod n) entdo b =a (modn) (simétrica)

(¢c) Se a=b (modn) eb=c (modn) entio a =c (modn) (transitiva)
Portanto =,, € um relacao de equivaléncia.

Demonstragao.

(a) a = a (mod n).

De fato, (a —a) =0=0"-n.
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(b) Suponha que a = b (mod n). Entao 3 k € Z tal que

a—b = kn
=b—a = (—k)n

Como (—k) € Z, temos que b = a (mod n).
(¢) Suponha que a = b (mod n) e b = ¢ (mod n).Entao

a—b = kn, ki €7
b—c = kon, ko € Z

Somando, temos que

(a—b)+(b—c) = kn+kon
= (a—c) = (ki+k)n

4
S
Il

¢ (mod n)

Como =,, é reflexiva, simétrica e transitiva, logo temos que é uma relagao de

equivaléncia. O

1.1 Propriedades basicas de congruéncias

Teorema 1.5.
(a) Sea=b(modn) ec=d (modn) entio a+c=0b+d (modn)
(b) Se a =b (mod n) e c=d (modn) entao a —c=0b—d (modn)
(¢c) Se a =b (mod n) e c é inteiro nao negativo, entio ac = be (mod n)
(d) Se a =b (modn) ec=d (modn) entio ac = bd (mod n)
(e) Se a=b (modn) e k é um inteiro positivo, entdo a® = b* (mod n)
(f) Se a+c=b+c (mod n) entdo a =b (mod n)

(9) Se da = db (mod dn) entio a =0b (mod n).

Demonstracao.
(a) Suponha que @ = b (mod n) e ¢ = d (mod n). Entao

a—b = kn, ki €7Z
c—d = kon, ko € Z
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Somando, temos que

) = kin+kon

) = (k1 +ko)n

) = ksn, onde ks = (k1 + ko) € Z
) (b+d) (mod n)

(b) Suponha que a = b (mod n) e ¢ = d (mod n). Entao

a—b = kln, /ﬁEZ
c—d = kgn, kQEZ

)
) = (ki—ka)n

d) = ksn, onde k3 = (k1 — k) € Z
) = (b—d) (mod n)

(¢) Suponha que a = b (mod n). Entao 3 k € Z tal que

Multiplicando por ¢ temos

a—b=Ekn

ac—be = (kc)n

=ac—bc = kn

Como ki = (kc) € Z, temos que ac = be (mod n).

(d) Suponha que a =b (mod n) e ¢ = d (mod n). Entao

a—b = k:m, k1€Z
c—d = kon, ko € 7Z

Queremos provar que ac — bd = ksn, sendo k3 € Z. Observe que

ac — bd
= ac — bd
= ac

ac —bc + bc —bd
—0

(a—"Db)c+ (c—d)b

kien + kobn

(kic + bko)n

ksn  sendo k3 = (kic+ kob) € Z
bd (mod n)
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(e) Vamos provar usando (d)

a=0b (mod n)
a=b (mod n

k vezes ( ) peg(d) a® = b* (mod n).
a =b (mod n)

Podemos provar(h) também por indugao. Faga como exercicio.

(f) Suponha que a + ¢ =b+ ¢ (mod n). Entao 3 k € Z tal que

(a4+¢c)—(b+¢c) = kn
=a—b = kn

=a = b (mod n)

(g) Suponha que da = db (mod dn). Entao 3 k € Z tal que

da —db = kdn
=a—b = kn
=a = b (modn)



19

2 Aritmética das somas dos digitos

Seja N um inteiro positivo com n digitos, isto é
N =ana, 1---a; emque 0<a; <9, ea, #0.

Se somamos o digitos de N, a, + a,_1 + ---+ a; obtemos um inteiro positivo Ny, com K

digitos, sendo que K menor do que n isto é,
Ny = biby_q - - 'bl, sendo 1<k <n.

Se k = 1, isto é N; possui um tunico digito, terminamos o processo. Caso contrario,
somamos os digitos de Ny, obtemos um inteiro positivo Ny com digitos menor do que
k. Apdés,um numero finito de iteragoes deste procedimento termina em um tnico digito

diferente de zero d.

Apresentamos a seguinte terminologia para ajudar a formalizar esses conceitos

baseada no artigo [6].

Definicao 2.1. Seja N um inteiro positivo, e seja Ny o unico inteiro positivo obtido
somando os digitos de N. Diremos que a soma dos digitos de N é Ny e escrevemos
Observe que S ¢ um fungdo de S : Z+ — Z*. Chamamos S a fun¢io da soma dos

digitos.

Definicao 2.2. A representacdao digital de um nimero inteiro positivo N, denotado por
dr(N), € o dnico digito diferente de zero d que resulta apés um nimero finito de iteragoes
da func¢ao da soma dos digitos S.
Ezpressamos isso simbolicamente por dr(N) = d.

Como dr é uma fungio dr : Z+ — D = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} chamamos dr a

fungdo da representacao digital.

Definicao 2.3. Sejam N um inteiro positivo e k o menor inteiro nao negativo tal que
S*¥(N) = dr(N) (sendo S°(N) = N). Entdo dizemos que N tem representacio digital de

ordem k.
Exemplo 2.1.

(a) S(518) =5+ 1+8=14; S?*(518) = S(14) =1+ 4 =5, logo dr(518) = 5.

Portanto 518 tem representacao digital de ordem 2.
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(b) S(429469131689392296378329984) =4 +2+9+4+6+9+14+3+1+6+8+9+
3+9+24+2494+6+3+7+84+3+2+94+94+8+4=117;
S%(429469131689392296378329984984) = S(146) = 1+ 4 +6 = 11,
S$3(429469131689392296378329984) = S(11) =1+ 1 = 2,
logo dr(429469131689392296378329984) = 2.

Portanto 429469131689392296378329984 tem representacao digital de ordem 3.

(c) dr(7) =17, logo 7 tem representacao digital de ordem 0.

2.1 Equivaléncia entre aritmética das somas dos digi-

tos e congruéncia modulo 9

Teorema 2.1. Se N € um inteiro positivo, entdo N = S(N) (mod 9).

Demonstracao. Seja N = a,a,_1---a;---a1ag um numero inteiro positivo escrito na base
decimal onde ag,aq,- - ,a, sdo os algarismos que compoe o nimero (0 < a; < 9, i =
0,1,---,r). Entao

N =a,10" +a,110" " + -+ + 10%a; + - - - + 10a; + ao.
Como 10" =1 (mod 9) para qualquer inteiro positivo k, temos que
N =10"a, + 10" 'a,_y + -+ - + 10°a; + - - - + 10%az + 10a; + ag
=a,+a 1+ -+a+--+a +a (mod9)
= S(N) ( mod 9)

Corolario 2.1. Se N é um inteiro positivo, entio N = dr(N) (mod 9).
Demonstragdo. Seja N com representagao digital de ordem k, isto é S*(N) = dr(N).

e Se k = 0, entao S°(N) = N. Neste caso S(N) = dr(N). Logo pelo Teorema 2.1,
temos que N = S(N) (mod 9). Mas como S(N) = dr(N), concluimos que

N =dr(N) ( mod 9).
e Se k > 1, entdo pelo Teorema 2.1
N = S5(N) ( mod 9)
S(N) = S(S(N)) = S*(N) (mod 9)
S*(N) = S(S*(N)) = S*(N) (mod 9)

SEL(N) = S(SF1(N)) = S¥(N) = dr(N) ( mod 9)
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Portanto pela transitividade da relacao de congruéncia modulo 9, temos que N =
dr(N) (mod 9).

Corolario 2.2. Sejam N e d inteiros positivos, com 1 < d < 9. Entao

(a) N =d (mod 9) se, e somente se, dr(N) = d.

(b) N é um maltiplo de 9, se, e somente se, dr(N) = 9.

Demonstracao.

(a) N = dr(N) (mod 9) pelo Coroldrio 2.1. Como 1 < dr(N) < 9 e N é coéngruo a

exatamente um unico elemento do conjunto {0, 1,2,3,4,5,6,7,8} segue que

N =d (mod9) se, e somente se, dr(N) = d.

(b) Se N =0 (mod 9) entao dr(/N) = 0 (mod 9) pela transitividade de congruo modulo
9 e pelo Corolario 2.1. Mas como 1 < dr(N) <9, temos que dr(N) = 9.

[l
Exemplo 2.2.
(a) Como 152 = 8 (mod 9), temos que dr(152) = 8.
(b) dr(9) =9, dr(18) =9, dr(27) =9, dr(36) =9, assim por diante.

Observacao 2. O Corolario 2.2 nos diz que a Fung¢do da Representagdo digital dr €

simplesmente o resto da divisGo mdédulo 9, isto ¢,
dr(N) = (N mod 9).

Deve-se notar que no cdlculo da dr, um valor de 9 é dado como 9, enquanto na aritmética
do médulo 9, um valor de 9 € dado como 0, isto ¢ 9 = 0( mod9).
Na tabela abairo, mostramos a relagio de dr(N) e (N mod 9) para 1 < N < 18.
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N | dr(N) | (N mod 9)
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 4
53 5 53
) 6 6
7 7 7
8 8 8
9 9 0
10 1 1
11 2 2
12 3 3
131 4 4
1yl s 5
15 6 6
16 7 7
17 8 8
18 9 0

Podemos expressar a relagao entre dr(N) e (N mod 9) por
dWW:«N—DImd®+1

ou

(N mod 9) =dr(N+1)—1.
Por exzemplo, sabemos que dr(512) =8, que podemos calcular usando a férmula
dr(512) = <(512 —1) mod 9) +1
:Qmmrmd®+1

—7+1
=38

FEste relagao entre dr(N) é (N mod 9), nos permite estender a definicio da func¢ao da

representacao digital para todos os inteiros 7.
Definicao 2.4. A func¢do da representacao digital entdo pode ser definida como
dr:7 — D ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

sendo
dr(N) = d <= d € o resto da divisao de N mddulo 9.
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Pode entao estender a Defini¢ao 2.3 no seguinte sentido:

Definicao 2.5. Sejam N um inteiro positivo e k o menor inteiro nao negativo tal que
S*(N) = dr(N). Entdo
dr(—N) = ( — S¥(N) mod 9)

Exemplo 2.3.
(a) dr(—=2) =7 pois —2=—-1-9+7
(b) dr(—25) =2 pois —25=—-3-9+2

(¢) Seja N =123978. Entio S(N) = 1424349+7+8 = 30, S*(N)=S(N)=3+0=3.
Logo dr(—123978) = (— 3 mod 9) = 6.
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3 Propriedades da Funcao Soma dos
digitos

Vamos usar a equivaléncia entre a funcao soma dos digitos e congruéncias moédulo
9 para analisar algumas propriedades da funcao soma dos digitos. As propriedades da

soma dos digitos ¢ baseada no artigo [4].

3.1 Adicao

Lema 3.1. Sejam Ny e Ny dois inteiros. Entao
dr(Ny + Ny) = dr(dr(Nl) + N2> - dr(]\G + dr(N2)> _ dr(dr(Nl) + dr(N2)>.
Demonstracao. Pelo Corolario 2.1, temos
Ny =dr(Ny) +9j, para algum inteiro j, e Ny = dr(Ns) + 9k, para algum inteiro k.
Entao
Ny 4+ Ny = (dr(Nl) + 9j) F Ny = N+ (dr(Ng) 4 9k>

(dr(Nl) + 9j> + (dr(Ng) + 9k:>

(dr(Nl) + dr(N2)> 93 + k).

E segue entao que
N1+ Ny =dr(Ny) + Ny = Ny +dr(Ny) = de(Ny) + de(Ny)  ( mod 9).
Portanto,
dr(N, + Np) = dr <dr(N1) 4 NQ) = dr (N1 4 dr(N2)>
= dr(de(V)) + de(My)) - (mod 9)

Logo pelo Corolario 2.2, temos o resultado. O
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Exemplo 3.1.
dr(786) = 3
dr(152) = 8
dr(786 + 152) = dr(938) = 2
dr(dr(786) 4 152) — dr(3 + 152) = dr(155) = 2
dr(786 + dr(152)> — dr(786 + 8) = dr(794) = 2
dr<dr(786) + dr(152)> — (3 +8) = dr(11) = 2,
Portanto

dr(786 + 152) = dr(dr(786) n 152) - dr(786 + dr(152)> - dr(dr(786) + dr(152)).
Lema 3.2. Sejam Ny e Ny dois inteiros. Entao
(N, — N) = dr(dr(Nl) _ dr(Ng)).
Demonstragao. Pelo Corolario 2.1, temos
Ny =dr(N7) 495, para algum inteiro j, e Np = dr(Ny) + 9k, para algum inteiro k.
Entao

dI‘(N1> — dl'(NQ)

Ny =N, = (dr(Nl) + 9j> _ (dr(Ng) + Qk)
( ) +9(j — k).

E segue entao que
Ny — Ny =dr(Ny) —dr(Ny)  (mod 9).

Portanto,
dr(Ny — N) = dr (dr(Nl) - dr(N2)>.
m
Exemplo 3.2.
dr(962) = 8
dr(151) =7
dr(962 — 151) = dr(811) =
dr(dr(962) _dr(151)) = dr8 —=T) = 1
Portanto,

(962 — 151) = dr(dr(962) - dr(151)>.
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Observacgao 3. A propriedade de Lema 3.2 deve ser interpretada corretamente quando a

diferenca das somas dos digitos for negativa ou zero no sentido de Definicao 2.4.

Exemplo 3.3.
dr(152) = 8,
dr(786) = 3.
dr(152 — 786) = dr(— 634) —5 pois —634=—T1-945.
dr(786 — 152) = dr(634) =
dr<dR(786 — dr(152)) = dr(3 —8) = dr{(—5) = 4 pois —5—=—1-9+4.

—3) = dr(5) = 5.

dr<dr(152 — dr(786) >
Portanto
dr(152 — 786) — dr(dr(152) _ dr(786)>

dr(786 — 152) = dr(dr(786) - dr(152)>.

3.2 Multiplicacao

Lema 3.3. Sejam Ny e Ny dois inteiros. Entao
(N, - Ny) = dr(dr(Nl) - NQ) _ dr(N1 . dr(N2)> _ dr(dr(Nl) - dr(N2)>.
Em geral,
dr(Ny - Ny - Ny - - Ny)) = dr(dr(Nl) dr(N) - dr(Ny) - - dr(Nk))
Demonstracio. Pelo Corolario 2.1, temos
Ny =dr(Ny) +9j, para algum inteiro j, e Ny = dr(Ns2) + 9k, para algum inteiro k.
Entao
N, N, = <dr(N1) + 9j> Ny = N - (dr(Nz) + Qk)
_ (dr(Nl) n 9j> - (dr(N2) + 9k>
_ (dr(Nl) - dr(N2)> 4 9<dr(N1) ke dr(Ny) - j 4+ - k)
E segue entao que

Ny - Ny =dr(Ny) - Np = Ny - dr(Ny) = de(V,) - de(Na) - ( mod 9).
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Portanto,
dr(Ny - Ny) = dr <dr(N1) - NQ) — dr (N1 - dr(NQ))
- dr<dr(N1) - dr(NQ)) ( mod 9)
Logo pelo Corolario 2.2, temos o resultado. O]

Corolario 3.1. Seja N um inteiro e k um inteiro positivo entdao

dr(N*) = dr ((dr(N)>k> .

Demonstragao. Segue da Lema 3.3. [
Exemplo 3.4.

dr(786)
dr(152)
dr(786 - 152)

3
8
dr(119472) = 6
dr

dr(dr (786) 152) — dr(3-152) = dr(456) = 6
dr(786 dr(152) > — (786 -8) = dr(6288) = 6
dr (dr (786) - dr(152) ) - — dr(24) = 6.

Portanto
dr(786 - 152) — dr(dr(786) . 152) - dr(786- dr(152)> - dr(dr(786) - dr(152)>.

Exemplo 3.5. Determine a soma dos digitos de 4.

Resolugao: dr(43) = dr(64) = 1. Portanto
dr(4%) = (dr(43)) =10=1.
Logo a soma dos digitos de 4% é igual a 1.
Lema 3.4. Sejam P(z) = 2% + 21 +--- + 2+ 1 um polinémio e N um inteiro. Entdio

dr(P(N)) = dr(P(dr(N))

Demonstracao. Segue das Lemas 3.1 e 3.3. O

Exemplo 3.6. Seja P(x) = 2* + x. Entdo
P(11) =117 + 11 = 121 4+ 11 = 132 e portanto

dr(P(11)) = dr(132) = 6.

dr (P(dr(11)) = dr(P(2)) = dr(2* +2) = dr(6) = 6.
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4 Produto Educacional

Aqui sao propostas atividades a serem desenvolvidas do ensino e aprendizagem

da soma dos digitos/mddulo 9, com os alunos em sala de aula com a ajuda do Software
GeoGebra.

4.1 Produto Educacional - 1 - Observando padroes

das Soma dos digitos de Miltiplos de Nimeros

A Atividade 1 tem carater introdutério e visa oportunizar aos estudantes uma

andlise os padroes que podem observar nas somas dos digitos em multiplos de nimeros.

A fundamentacao teédrica desta atividade é o seguinte proposigao:
Proposicao 4.1.

(a) Se MDC(9, N) =9 entdo dr(N) = 9. Portanto dr de miltiplos de N é sempre 9. Isto
¢ dr(kN) € {9},k=1,2,--- . Logo dizemos que dr(kN) é uma sequéncia repetida de
comprimento 1.

(b) Se MDC(9, N) = 1 entao dr(N) € {1,2,3,4,5,6,7,8}. Portanto dr de multiplos de N é
um valor do conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Isto é dr(kN) € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, k =

1,2,--- . Logo dizemos que dr(kN) é uma sequéncia repetida de comprimento 9.

(¢) Se MDC(9,N) = 3 e N nao é maltiplo de 9 entao dr(N) € {3,6}. Portanto dr
de maltiplos de N é um valor do conjunto {3,6,9}. Isto é dr(kN) € {3,6,9},k =

1,2,--- . Logo dizemos que dr(kN) é uma sequéncia repetida de comprimento 3.

Demonstragao.

(a) Como N = 9¢q + dr(V) para algum inteiro ¢, temos que se MDC(9, N) = 9 entao 9
divide dr(N). Portanto dr(N) = 9. Logo dr(kN) =9 para k =1,2,3,--- .

(b) Como N = 9q + dr(N) para algum inteiro ¢, temos que se MDC(9, N) = 1 en-
tao 9 nao divide dr(N). Portanto dr(NV) € {1,2,3,4,5,6,7,8}. Logo dr(kN) €
{1,2,3,4,5,6,7,8,9) para k = 1,2,3, - - .

(c) Como N = 9q + dr(N) para algum inteiro ¢, temos que se MDC(9, N) = 3 e N nao ¢

multiplo de 9 entdo N s6 pode ser 9g + 3 ou 9¢ + 6. Portanto dr(V) € {3,6}. Logo
dr(kN) € {3,6,9} para k =1,2,3,--- .

]
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Atividade 1: Construir uma tabela (18 por 18) dos miltiplos dos nimeros 1,2,3,--- , 18.
Resposta:

[ N[N 2N 3N[4N 5N 6N [7N 8N ON [[10N 1IN 12N [13N 14N 15N [ 16N 17N 18N |
11 2 3[4 5 6[7 8 910 11 12]13 14 15[ 16 17 18
22 4 6|8 10 12|14 16 18| 20 22 24 | 26 28 30 | 32 34 36
303 6 912 15 18|21 24 27 | 30 33 36 |39 42 45 | 48 51 54
474 8 1216 20 24 |28 32 36| 40 44 48 [ 52 56 60 [ 64 68 72
515 10 15|20 25 30|35 40 45| 50 55 60 | 65 70 75 | 80 85 90
6|6 12 18|24 30 36 |42 48 54 || 60 66 72 | 78 84 90 | 96 102 108
T 7 14 20|28 35 42[49 56 63| 70 77 8 [ 91 98 105|112 119 126
8|8 16 24|32 40 48 | 56 64 72| 8 88 96 | 104 112 120 | 128 136 140
9|9 18 2736 45 54|63 72 81 || 90 99 108 | 117 126 135 | 144 153 162
1010 20 30[40 50 60 [ 70 80 90 [ 100 110 120 [ 130 140 150 [ 160 180 190
1111 22 33|44 55 66 | 77 88 99 || 110 121 132 | 143 154 165 | 176 187 198
1212 24 36 |48 60 72 | 84 96 108 | 120 132 144 | 156 168 180 | 192 204 216
13113 26 39[52 65 78 | 91 104 117 | 130 143 156 | 169 182 195 | 208 221 234
14|14 28 42 |56 70 84 | 98 112 126 || 140 154 168 | 182 196 210 | 224 238 252
15|15 30 45|60 75 90 | 105 120 135 | 150 165 180 | 195 210 225 | 240 255 270
16 |16 32 48[ 64 80 96 [112 128 144 || 160 176 192 | 208 224 240 | 256 272 288
17|17 34 51|68 85 102|119 136 153 || 170 187 204 | 221 238 255 | 272 289 306
18 |18 36 54 [ 72 90 108|126 144 162 || 180 198 216 | 234 252 270 | 288 306 324

Tabela 1 — Multiplos de N

Atividade 2: Construir uma tabela (18 por 18) das somas dos digitos da Atividade 1.

Resposta
[ N[N 2N 3N[4N 5N 6N[7N 8N ON[10N 1IN 12N [13N 14N 15N [ 16N 17N 18N
11 2 3[4 5 6[7 8 91 2 3[4 5 67 8 9
242 4 6|8 1 3|5 7 92 4 6|8 1 3|5 7 9
33 6 93 6 93 6 93 6 9|3 6 9|3 6 9
44 8 3[7 2 6|1 5 9|4 8 3|7 2 61 5 9
505 1 6|2 7 3|8 4 95 1 6|2 7 3|8 4 9
66 3 9/6 3 9/6 3 9|6 3 9|6 3 9|6 3 9
77 5 31 8 64 2 9|7 5 3|1 8 6|4 2 9
8fs8 7 6|5 4 3|2 1 98 7 6|5 4 3|2 1 9
99 9 99 9 919 9 99 9 9 ]9 9 9|9 9 9
ofr 2 3[4 5 6[7 8 9] 1 2 3[4 5 67 8 9
1mfy2 4 6|8 1 3|5 7 9|2 4 6|8 1 3|5 T 9
1213 6 9|3 6 9|3 6 9|3 6 9|3 6 93 6 9
B4 8 3|7 2 6[1 5 9] 4 8 3[7 2 61 5 9
45 1 6|2 7 3|8 4 9|5 1 6|2 7 3|8 4 9
506 3 9|6 3 9/6 3 9] 6 3 9|6 3 96 3 9
67 5 3|1 8 6[4 2 9|7 5 3[1 8 6|4 2 9
7|8 7 6|5 4 3|2 1 9|8 7 6|5 4 3|2 1 9
B89 9 9/9 9 9]/9 9 99 9 9|9 9 9|9 9 9

Tabela 2 — dr de multiplos de N
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Atividade 3: Com base na Tabela 2, construir uma tabela indicando o ciclo repetitivo

dos niimeros e seus comprimentos.

Resposta
N | Ciclo repetitivo de dr de miltiplos de N | Comprimento do ciclo
1 {2,4,6,8,1,3,5,7,9} 9
2 {2,4,6,8,1,3,5,7,9} 9
3 {3, 6, 9} 3
4 {4,8,3,7,2,6,1,5, 9} 9
5 {5,1,6,2,7, 3,8, 4,9} 9
6 {6, 3, 9} 3
7 {7,5,3,1,8,6,4,2 9} 9
8 {8,7,6,5,4,3,2,1, 9} 9
9 {9} 1
10 {1,2,3,4,5,6,7,8, 9} 9
11 {2,4,6,8,1,3,5, 7,9} 9
12 {3, 6, 9} 3
13 {4,8,3,7,2,6,1,5,9,4} 9
14 {5, 1,6, 2,7, 3,8, 4,9} 9
15 {6, 3, 9} 3
16 {7,5,3,1,8,6, 4,2 9} 9
17 {8,7,6,5,4,3,2,1, 9} 9
18 {9} 1

Agora considere a tabela (9 por 9), isto é

Tabela 3 — Sequéncia ciclica de dr de multiplos de N

|

N[N 2N 3N[4N 5N 6N |7N 8N ON |

141 2 3] 4 5 6 7 8 9
212 4 6|8 1 3 5 7 9
313 6 913 6 9|3 6 9
414 8 3 7T 2 6 15 9
21 5 1 6 2 7 3|18 4 9
616 3 9,6 3 9|6 3 9
TT7T 5 3 1 8 64 2 9
8|8 7 6 5 4 3 2 1 9
919 9 9179 9 919 9 9

Tabela 4 — dr de multiplos de N
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Atividade 4: Com base na Tabela 4, quais padroes vocé pode observar nas Linhas 1 a 97

Resposta:

Linha || Padrao observado

1 Todos os nove digitos, aumentando consecutivamente.

2 Todos os nove digitos, agrupados por pares e depois por
impares.

3 Somente 3 , 6 e 9 sao presentes

4 Todos os nove digitos, organizados em ordem alternada
(podem ser chamados de "contagem de saltos").

5! Todos os nove digitos, inverso da linha 4.

6 Somente 6 , 3 e 9 sao presentes.

7 Todos os nove digitos, agrupados por impares e depois
por pares.

8 Todos os nove digitos, diminuindo consecutivamente.

9 Somente 9 é presente.

Tabela 5 — Descricao das padroes da linhas.

Atividade 5: Observando a descri¢oes das linhas 1 e 8, das linhas 2 e 7, das linhas 3 e 6

e das linhas 4 e 5, quais semelhancas existem? Qual é a soma dos niimeros desses pares de
linhas?

Resposta: As sequencias desses pares de linhas se inverte. Alem disso a soma dos

numeros desses pares de linhas sao iguais.

Atividade 6: Muitas vezes, um padrao numérico pode se tornar mais significativo se for
possivel “seu grafico”. Isto equivale apenas a desenhar um grafico linear para representar a
tendéncia geral dos nimeros.

Faca os graficos para as linhas 4 e 5, e observar as tendencias em Atividade 4.

Resposta: As figuras sao apresentados nas Figuras 1 e 2.
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Figura 1 — Gréafico da Linha 4

Ntmero

29 3Q 4Q 5Q 6@ 7Q
Posi¢ao do Numero

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 2 — Grafico da Linha 5

8Q

Ntmero

29 39 49 59 6Q 79
Posicao do Numero

Fonte: Produzido pelo autor
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Atividade 7: Trabalhar com matrizes.

A Tabela 4, permite localizar “padroes entre os padroes”. Para ilustrar isso, adota-
mos a seguinte notacao. Observe que a Tabela 4 esta dividida em nove segoes principais,
cada uma contendo nove digitos. Cada uma das nove se¢des pode ser nomeada com uma
matriz 3 x 3, usando as letras maiusculas A, B,C, D, E, F,G, H, I, conforme mostrado na
Tabela 6.

Tabela 6 — Representagao matricial da Tabela 4

aix aiz Az

Sendo por exemplo, a matriz A = |ay; a9 ags| = e assim para as outras

W N =
[Sr R \V]
O O W

a31 aszz G33

matrizes B,C, D, E, F, G, I.
Vamos podemos construir dependendo que cada professor varios padroes de matrizes a

partir das matrizes A, B,C, D, E, F,G, H,I. Alguns do exemplos sao a seguir:

(a) Construir a matriz com os elementos aja, by2, ¢12, d12, €12, f12, g12, h12, i22. Isto daria

a2 bz ci2 2
dia en f12 =18
5

gi2 hia 12

co DN Ot
N Ot 0o

(b) Construir a matriz com os elementos Agy, Bag, Cag, Dag, Fag, Foo, Gag, Hag, Io. Isto

daria
azy bay  coo

4
day  ego f22 =11
7

g2z hay g

N
= =7
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4.2 Produto Educacional 2 - Observando Padroes

Espirais das Soma dos digitos

Como vimos na Secao 4.1, a funcdo soma dos digitos dr de multiplos de N é
uma sequéncia repetida de comprimento de 9 ou 3. Podemos construir padroes (figuras
geométricas) com a fun¢ao soma dos digitos. Nesta Atividade 2, vamos construir alguns

destes padroes, manualmente e também usando GeoGebra.

4.2.1 Construcgao dos Padroes Usando GeoGebra

Atividade 8: Construir padroes (figuras geométricas) com angulos en-
tre 0 e 360° wusando GeoGebra para a soma dos digitos de 2. Isto é
(2,4,6,8,1,3,5,7,9,2,4,6,8,1,3,5,7,9,2,- -+ ).

Resposta

o Passo 1: Marcacao do Ponto Inicio
Inicialmente deve-se colocar o primeiro ponto no GeoGebra que pode ser escolhido
em qualquer local. Nessa demonstragao sera escolhido o ponto (0, 0).
Para isso basta clicar no botao que tem a letra “A” e um ponto ( segundo botao da
esquerda para a direita) e depois clica na opgao ponto, depois clica-se no centro dos

eixos coordenados.

r s . ~u || 3 s il i i
R I PO O£ ||\ =2 4
® A = Intersegio(EixoX, Ep =

= (0, 0)

+

Figura 3 — Marcando o ponto inicio

« Passo 2: Criacao dos Controles Deslizantes para os dngulos
Do lado esquerdo agora, onde tem escrito entrada, digita-se controle deslizante, logo

depois escolhe a opcao Angulo e faz uma variacio de zero a 360 graus e escolhe uma
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letra para esse angulo. Isso dard uma escolha para o dngulo do primeiro segmento

(1Pl

em relacao ao eixo “z”.

DR PN EE

A = Interse¢do(EixoX, Ei» =

= (0,0)

a = 312° :
0°  e—=  360° (5)

O

+

Figura 4 — Criacdo do controles deslizantes do angulo

« Passo 3: Criacao das diregbes (vetores unitarios)
Agora deve-se construir um vetor “u” unitario, em coordenadas polares, em que
o angulo seja aquele criado anteriormente com o controle deslizante, isso dara o
direcionamento do primeiro segmento. Para isso usa o comando “u = vetor((1;a))”,
sendo que “a”, foi a letra escolhida para o angulo do controle deslizante que foi

criado em Passo 2.

[ ofo) <) N =) 4

A = Intersecdo(EixoX, EixoY) =N
@ 5
= (0,0)
O a=105 : 4
0@ 360 (®
3
u = Vetor((1;a)) :
S _ (05 2
- \0.87
; u
+ Entrada...

Figura 5 — Criagdo dos vetores diregoes
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« Passo 4: Criacao dos angulos internos
Agora sera criado outro controle deslizante de dngulo de maneira andloga a Passo 2,
mas com a escolha de outra letra, esse angulo serd o angulo interno que sera utilizado

na rotacao de cada segmento.

[~ olo) 4N =]+

A = Intersecdo(EixoX, EixoY) N
@ 5
= (0, 0)
a=105 : 4
O
0@ 360 (®
3
u = Vetor((1;2)) :
@ _ (05 2
—\0.87
: u
b = 60" H
0 @ 360 (®

Figura 6 — Criacdo dos dngulos internos

o Passo 5: Planilha para exibir as contas
Agora clica no canto superior direito onde tem trés tracos horizontais, depois clica
em exibir e por final em planilha. Onde aparecera uma planilha & direita onde serd

utilizadas 3 colunas para utilizarmos as férmulas para gerar os pontos.

U
L
[

- A B G -
—@& -

CO ~N OO 0 BsWwN =

i 10

R ~ 22 -a

Figura 7 — Planilha para exibir as contas
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o Passo 6: Preenchimento da coluna A da Planilha
Na coluna A a partir da segunda linha deve-se escrever as somas dos digitos que
estamos fazendo na sequencia, sem importar se o comprimento do ciclo é 3 ou 9. No
exemplo feito aqui serd utilizado um ciclo de comprimento 9, isto é estamos fazendo
a soma dos digitos de 2, (2,4,6,8,1,3,5,7,9,2,4,6,8,1,3,5,7,9,2,--).

OO N W=

-
-
O N O W = 0O &N O N W= 0O &N

LT

Figura 8 — Planilha para exibir as contas

o Passo 7: Preenchimento das colunas B e C da Planilha

As colunas B e C' devem ser feitas em conjunto. Na célula C2 coloca-se o ponto (0, 0)
e na célula B3 coloque o vetor “u”. Na célula B4 use a férmula = Girar(B3, —b),
lembrando que “b” é o angulo do segundo controle deslizante. Agora selecione a
célula B4 e arraste para baixo, logo depois clique com o botao direito, propriedades
e depois desmarque a opcao “exibir objeto", para que os pontos da coluna B nao
aparecam no grafico.

Na célula C'3 use a férmula: = C2 + A3 x B3. A partir dai selecione a célula C3 e
arraste para baixo, para que todas as células da coluna C' estejam com os pontos
do poligono a ser formado. Logo depois clique com o botao direito, propriedades
e depois desmarque a opgao “exibir objeto", para que os pontos da coluna C' nao

aparecam no grafico
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a3

A = Intsrsecio{EixoX, EixoY] =N ECS
@
= (0.0)
O a = 60° H
1 — 20626.48° () |
o
u = Vetor((1;a))
@ _ fus
= \0.87
O b = 60° : |
e 2062648 (3) T
@ Soma
2 E oR 2 3 5
@) Vetor |
@ Ponto |
2|
+
-+
=]
-2

an

A B [
Soma Vetor Ponto
(0,0)
(0.5,0.87) (1,1.73)
(1,0) (5,1.73)

2
4
6
8
1
3
5
E
9
2
4
6
8
1
3
5
T
9
2
4
6
8
1
3
5
T
9
2
4
6
8
1
3
5
T
9

Figura 9 — Planilha para exibir as contas

o Passo 8: Construcao da Figura

(05, -0.87)| (8,-3.46)
(-05,-087)| (4,-10.39)
-1,0)| (3,-10.39)

(-0.5,0.87)| (1.

5, -1.79)

(0.5, 0.87) (4, -3 46)

(1,0 Q1

1,-3.48)

(05, -0.87) (15 5, -11.26)
(-0.5, -0.87)| (14.5, -12.99]
(1. 0)[ (105, -12.98]

05,087) (7

(0.5,0.87)| (1.
(1,0 (12.

(05,-087) (1

(-0.5,-0.87)| (1.
-1.0) 4

(-0.5,0.87)

(05, 0.87)
(1,0)

5, 779)
5, -0.87)
5, -0.87)
4, -3.46)
5,-7.79)
5, -7.79)

(1,1.73)
(5,1.73)

(05, -0.87)) (8,-3.46)
(-05,-087) (4,-10.39)
-1,0)| (3,-10.39)

(-0.5,0.87)| (1.5,-71.79)
(0.5,087) (4, -3 46)
(1,0)| (11,-3.46)

(0.5, -0.87)|{15.5, -11.26)
(-0.5, -0.87) | (14.5, -12.99]
(-1, 0)|(10.5, -12.99]

(05,087) (7
(0.5, 0.87) (1.
(1,0)] (12
(05, -087) (1
(-0.5,-0.87)| (11.
-1.0) 4
(0.5, 0.87)

5,-7.79)
5, -0.87)
5,-0.87)
4.-3.45)
5,-7.79)
5,-7.79)

(0,0

Aproveitando que a coluna C' esta toda selecionada, clique com o botao direito e

depois clique na opc¢ao criar lista de pontos.

Agora do lado esquerdo escreve caminho poligonal e entre parentese coloca o nome

da lista de pontos que foi criada anteriormente.

e X

° A = Intersegio(EixoX, EixoY) =N —d
= (0.0 8
a= 60 :
O - s
[ YO
u = Vetor((1;2)) d 4
® _ (o5
= \0s7, A
10
Ie) b=60° H
¢ @ 2062648 @ |y TR TR TR T ST  NNEE ENEE ENEEENEED
® Soma :
-2
@ Vetor
@  Poo +
f
® 11 = {2, €3, C4, C5, C6, C7, C8, &, ( -
= {(0. 0), (1, 1.73), (5, 1.73), (8, -3.46), (4,
-
f = CaminhoPoligonal(11)
@
= 180 10
@
s
Q

A B
2
3 2 (05087
4 4 (1,0)
5 6 (0.5,-087)
6 8 (05,087
7 1 (-1,0)
8 3 (-05,087)
9 5 (05,087
0 7 (1,0)
1 9 (05,-087)
12 2 (05,-087)
13 4 (-1,0)
14 6 (05087
15 8 (05087
16 1 (1,0)
7| 3 (05-087

18 5 (05,-087)
197 1,0)
20 9 (05087
21 2 (05087)
2 4 (1,0)
23 6 (05-087)
24 8 (-05,-087)
25 1 1,0)
26 3 (0508)
27 5  (05,087)
8 7 (1,0
29 9 (05-087)
30 2 (05-087)
M 4 (1,0)
& inmaan

Figura 10 — A Figura Montada com angulo interno 120°

« Passo 9: Construcao de outros poligonos

c
©,0)
(1,173)
(5,1.73)
(8,-3.46)
(4,-10.39)
(3,-1039)
(15,-7.79)
(4,-346)
(11,-3.46)
(155, -11.26)
(145, -12.99;
(105, -12.99
(75,779
(115,-0.87)
(125,087)
(14,-346)
(115,-7.79)
(45,-7.79)
©.0)
(1,1.73)
(6.173)
(8,-3.46)
(4,-10.39)
(3,-10.39)
(15,-7.79)
(4,-3.46)
(11,-3.46)
(155, -11.26)
(145,-12.99
(105, -12.99;

A figura montada tem um &angulo interno de 120° para a soma de digitos de 2
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Para mudar o angulo interno e fazer um novo poligono, basta mudar o valor de b no

controle deslizante e colocar o angulo suplementar ao angulo interno que se deseja

colocar.

Resposta: Seguir os passos da Atividade 8.

4.2.2 Analises dos Padroes criados

Neste subsecao, propomos varias atividades em relacdo aos padroes criados na

subsegao 4.2.1.
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Resposta: Vamos mostrar as figuras do comprimento 9 e angulo 90°.

1. Angulo 90° com ciclo de comprimento 9 - miltiplos de 2

Figura 11 — Espiral da Soma digito de miltiplos de 2 com rotagao de 90°.

Inicio v

A

Fonte: Produzido pelo autor

2. Angulo 902 com ciclo de comprimento 9 - miltiplos de 4

Figura 12 — Espiral da Soma digito de multiplos de 4 com rotacao de 90°.

Inicio

Fonte: Produzido pelo autor
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3. Angulo 902 com ciclo de comprimento 9 - multiplos de 5

Figura 13 — Espiral da Soma digito de multiplos de 5.

A 4

Inicio
<

Fonte: Produzido pelo autor

4. Angulo 90° com ciclo de comprimento 9 - miltiplos de 7

Figura 14 — Espiral da Soma digito de multiplos de 7.

Inicio

Fonte: Produzido pelo autor
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5. Angulo 902 com ciclo de comprimento 9 - miltiplos de 8

Figura 15 — Espiral da Soma digito de miltiplos de 8.

[

A

Inicio

Fonte: Produzido pelo autor

Agora vamos responder as questoes:

(a) Todas as figuras de comprimento 9 e dngulo 90° sdo formadas por varios “quadrilateros”,

pois o poligono regular que tem angulo de 90° graus tem 4 lados.
(b) Todas as figuras fecham um ciclo com exatamente 36 tragos.

(¢) Observamos que o Minimo Miltiplo Comum entre o comprimento 9 e os 4 lados do

quadrilatero é igual 36, quantidade de tracos para a figura fechar, isto é MMC(9,
4)=36.
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Resposta: Vamos mostrar somente duas figuras do comprimento 9 (de multiplos e 2 e 4 )

e angulo 120°. Os alunos podem construir os restantes e fazer os analises.

1. Angulo 1202 com ciclo de comprimento 9 - multiplos de 2

Figura 16 — Espiral da Soma digito de multiplos de 2 com rotacao de 120°.

Inicio

Fonte: Produzido pelo autor

2. Angulo 120° com ciclo de comprimento 9 - miltiplos de 4

Figura 17 — Espiral da Soma digito de miltiplos de 4 com rotagao de 120°.

Inicio

Fonte: Produzido pelo autor

Agora vamos responder as questoes:

(a) Todas as figuras de comprimento 9 e d&ngulo 120° sdo formadas por vérios “hexagonos",

pois o poligono regular que tem angulo de 120 graus tem 6 lados.

(b) Todas as figuras fecham um ciclo com exatamente 18 tragos.
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(¢) Observamos que o Minimo Miltiplo Comum entre o comprimento 9 e os 6 lados do

quadrilatero é igual 18, quantidade de tragos para a figura fechar, isto é MMC(9,
6)=18.

Resposta: Vamos mostrar as figuras do comprimento 3 (de multiplos e 3 e 6 ) e angulo
90°.

1. Angulo 90° com ciclo de comprimento 3 - multiplos de 3

Figura 18 — Espiral da Soma digito de multiplos de 3 de rotacao 90°.

\ 4

Inicio

<
<

Fonte: Produzido pelo autor
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2. Angulo 902 com ciclo de comprimento 3 - miltiplos de 6

Figura 19 — Espiral da Soma digito de multiplos de 6.

»
>

Inicio

A

Fonte: Produzido pelo autor

Agora vamos responder as questoes:

(a) Todas as figuras de comprimento 3 e angulo 90° sdo formadas por varios quadrildteros,

pois o poligono regular que tem angulo de 90 graus tem 4 lados.
(b) Todas as figuras fecham um ciclo com exatamente 12 tragos.

(¢) Observamos que o Minimo Miltiplo Comum entre o comprimento 3 e os 4 lados do

quadrilatero é igual 12, quantidade de tracos para a figura fechar, isto é MMC(3,
4)=12.

Resposta: Vamos mostrar somente a figura do comprimento 3 (de multiplos de 3 ) e

angulo 120°. Os alunos podem fazer de multiplos de 6.

1. Angulo 1202 com ciclo de comprimento 3 - multiplos de 3



Capitulo 4. Produto Educacional 46

Figura 20 — Espiral da Soma digito de multiplos de 3 com rotacao de 120°.

»
>

Inicio

Fonte: Produzido pelo autor

Agora vamos responder as questoes:

(a) Todas as figuras de comprimento 3 e angulo 120° sdo formadas por varios hexdgonos,

pois o poligono regular que tem angulo de 120 graus tem 6 lados.
(b) Todas as figuras fecham um ciclo com exatamente 6 tragos.

(¢) Observamos que o Minimo Multiplo Comum entre o comprimento 3 e os 6 lados do

quadrilatero é igual 6, quantidade de tragos para a figura fechar, isto é MMC(3,
6)=6.

Resposta: Vamos mostrar somente a figura do comprimento 9 (de multiplos de 2 ) e

angulo 108°. Os alunos podem fazer para os miiltiplos de 4, 5, 7 e 8.
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1. Angulo 1082 com ciclo de comprimento 9 - multiplos de 2

Figura 21 — Espiral da Soma digito de multiplos de 2 com rotacao de 108°.

5

F~— LT 1 /M

Fonte: Produzido pelo autor

Agora vamos responder as questoes:

(a) Todas as figuras de comprimento 9 e angulo 108° sdo formadas por varios pentagonos,

pois o poligono regular que tem angulo de 108 graus tem 5 lados.
(b) Todas as figuras fecham um ciclo com exatamente 45 tragos.

(¢) Observamos que o Minimo Multiplo Comum entre o comprimento 9 e os 5 lados do
quadrildtero é igual 45, quantidade de tragos para a figura fechar, isto ¢ MMC(9,
5)=45.
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Resposta: Vamos mostrar somente a figura do comprimento 3 (de multiplos de 3 ) e

angulo 108°. Os alunos podem fazer para os multiplos de 6.

1. Angulo 1082 com ciclo de comprimento 3 - multiplos de 3

Figura 22 — Espiral da Soma digito de multiplos de 3 com rotagao de 108°.

.............. — - - -
i Em. NS5 AIEEEEON SEEEEEE
0 ? 10 19

-2 Sy immsmEmEaman (mm !

-6

-8

Fonte: Produzido pelo autor

Agora vamos responder as questoes:
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(a) Todas as figuras de comprimento 3 e dngulo 108° sao formadas por varios pentdgonos,

pois o poligono regular que tem angulo de 108 graus tem 5 lados.
(b) Todas as figuras fecham um ciclo com exatamente 15 tragos.

(¢) Observamos que o Minimo Multiplo Comum entre o comprimento 3 e os 5 lados do

quadrilatero é igual 15, quantidade de tragos para a figura fechar, isto é MMC(3,
5)=15.

Resposta: Vamos mostrar somente a figura do comprimento 9 (de multiplos de 2 ) e

angulo 135°. Os alunos podem fazer para os multiplos de 4, 5, 7 e 8.

1. Angulo 1352 com ciclo de comprimento 9 - miltiplos de 2
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Figura 23 — Espiral da Soma digito de miltiplos de 2 com rotagao de 135°.

Fonte: Produzido pelo autor

Agora vamos responder as questoes:

(a) Todas as figuras de comprimento 9 e angulo 135° sao formadas por varios octégonos
(dificil de perceber), pois o poligono regular que tem angulo de 135 graus tem 8

lados.
(b) Todas as figuras fecham um ciclo com exatamente 72 tragos.

(¢) Observamos que o Minimo Multiplo Comum entre o comprimento 9 e os 8 lados do
quadrildtero é igual 72, quantidade de tragos para a figura fechar, isto é MMC(9,
8)=T2.

Atividade 16: Analisando os padroes dos ciclos de comprimento 3 (isto é, as somas dos
digitos de 3 e 6) e angulo de 135°:

Y

(a) Qual é o “poligono regular ” que compoe a figura? Observe sua resposta com o

poligono regular de dngulo interno 135°.

(b) Ap6s quantos tragos a figura fecha?
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(c) Qual é a relagdo entre a quantidade de tragos para a figura fechar e o comprimento 3

do ciclo e os lados do poligono regular de angulo interno 135°.

Resposta: Vamos mostrar somente a figura do comprimento 3 (de multiplos de 3 ) e

angulo 135°. Os alunos podem fazer para os miiltiplos de 6.

1. Angulo 1352 com ciclo de comprimento 3 - miltiplos de 3

Figura 24 — Espiral da Soma digito de multiplos de 3 com rotacao de 108°.

Fonte: Produzido pelo autor

Agora vamos responder as questoes:

(a) Todas as figuras de comprimento 3 e dngulo 135° sdo formadas por varios octégono,

pois o poligono regular que tem angulo de 135 graus tem 8 lados.
(b) Todas as figuras fecham um ciclo com exatamente 24 tracos.

(¢) Observamos que o Minimo Multiplo Comum entre o comprimento 3 e os 8 lados do
quadrilatero é igual 24, quantidade de tragos para a figura fechar, isto é MMC(3,
8)=24.
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Conclusao

Notamos que a fungdo dr(N) é essencialmente a mesma coisa que N modulo 9,
no entanto, descobrimos que os alunos sao mais rapidos em entender a adi¢ao de digitos

repetidamente do que encontrar restos apos divisao longa.

E bom lembrar que as pesquisas recentes demonstram que hd um abandono no
ensino de geometria em nosso pais e o uso de uma ferramenta como o GeoGebra incentiva
discentes e docentes para o manuseio com esse importante eixo tematico da matematica
do ensino basico. Além disso provoca os alunos a perceberem padroes geométricos através
de sequencias numéricas simples. Desse modo o tema desse trabalho também ajuda no
engajamento de alunos e professores para que se trabalhe mais ainda com o GeoGebra,
para que em um futuro nao tao distante as pesquisas sobre o abandono da geometria nao

seja mais um problema da educagao basica.

Sugere-se entao que esse material seja uma alternativa didatica para ser utilizada na
introducao de alguns assuntos do ensino fundamental 2 de matematica como divisibilidade
e teoria dos restos e principalmente para a construgao de poligonos, nao esquecendo
da provocacao de verificar padroes que ja deve ser inserida nas séries finais do ensino

fundamental.

Nossa expectativa com o produto educacional, lancando mao da construcao de
padroes, é propor uma atividade diferente das usuais, optamos por um viés criativo, cola-
borativo, participativo, tecnolégico e aberto a criticidade. Esperamos promover discussoes
e levar nossos estudantes a olharem a Matematica de um jeito diferente, como uma ciéncia

mais humana, dindmica e presente em nossas vida.
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APENDICE A - Papel quadrado

de 2mm

Figura 25 — Papel quadrado de 2mm.

Fonte: http://www.nelsonnet.com.au



APENDICE B - Papel quadrado

de 5mm

Figura 26 — Papel quadrado de b5mm.

Fonte: http://www.nelsonnet.com.au
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APENDICE C - Papel quadrado
pontilhado

Figura 27 — Papel quadrado pontilhado.

4 & B F & B & B O+ O+ B 0+ # B F & = & F B O+ ® B F B + # B & F B+ F B & F B E * & * #
# 4% B O+ B B & B 4 F B & 0 B O+ & B & B B ¥ & B F B O+ F B & # B £ B B & & B & & & = #

# % B % & B & F 4 # B & ® B F & ® & # B + # B * B+ # B O+ F B + F B & * B ° * & = 4

B F & B & F 4 ¥ B & # B F & B ¥ F B O+ F B ¥ B & ¥ B F F B £ B & & F B & & & ® #

4 % B B B B % B 4 F B 4 # B B R B ¥ B B O+ B B & B & ¥ B £ ¥ B = B B & ¥ ®B & = ® = @
+ % B O+ ® B & F O # F & & & + # B & # B # # B * B+ # ® 2+ # B + F B 2 # ® ° * # * &

Fonte: http://www.nelsonnet.com.au
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