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Resumo

Esta dissertacdo investiga a aplicacdo dos Modelos de Barras de Singapura
(MBS) na resolucdo de problemas matematicos de primeiro grau em escolas
brasileiras. Adotando uma metodologia qualitativa e uma revisdo bibliografica, o
trabalho foca na transi¢cado da aritmética para a algebra, destacando a importancia de
um ensino de matematica equilibrado que integre conceituagcdo, manipulagédo e
aplicacdes. Discute-se a eficacia dos MBS em facilitar a compreensao dos alunos e a
traducdo de enunciados da linguagem corrente para a linguagem matematica. A
pesquisa propde uma nova abordagem pedagdgica para o ensino de matematica no

Brasil, visando melhorar a competéncia e o interesse dos alunos pela matéria.

Palavras-chave: Modelos de Barras de Singapura, Resolu¢do de Problemas, Ensino

de Matematica, Transicdo da Aritmética para a Algebra, Educacéo Brasileira.



Abstract

This master's thesis delves into the utilization of Singapore Bar Models (SBM) for
solving first-degree mathematical problems within the Brazilian educational context.
Employing a qualitative methodology alongside a comprehensive literature review, the
study concentrates on the pivotal transition from arithmetic to algebra, underlining the
necessity for a harmonious mathematical education that melds conceptual
understanding, skillful manipulation, and practical application. The thesis examines the
effectiveness of SBM in enhancing student comprehension and their ability to
transform common language statements into mathematical expressions. It proposes
an innovative pedagogical approach for mathematics instruction in Brazil, aimed at

elevating student proficiency and fostering a deeper engagement with the subject.

Keywords: Singapore Bar Models, Problem Solving, Mathematics Education,

Transition from Arithmetic to Algebra, Brazilian Education.
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1. Introducao

Como professor de Matematica com mais de 25 anos de experiéncia em sala
de aula, minha jornada com essa disciplina ndo pode ser descrita por uma fungao
continua e, muito menos, crescente. Desde os primeiros anos do ensino basico, onde
as notas altas mascaravam a falta de uma compreensao real, até as dificuldades
enfrentadas com conceitos como numeros negativos e equagdes, minha trajetéria
académica foi pontuada por desafios significativos. Essas experiéncias iniciais,
especialmente durante a transicdo para a 5% série (atual 6° ano), onde enfrentei
dificuldades com equagbes simples, marcaram o inicio de uma série de obstaculos

educacionais que quase culminaram em reprovagéao.

Essa dificuldade inicial, somada a minha luta com Desenho Geométrico,
catalisou uma transformagdo na minha abordagem ao aprendizado. A quase
reprovagao serviu como um despertar, levando-me a revisitar minhas bases e adotar
uma postura mais ativa em meus estudos. No ano seguinte, embora tenha enfrentado
novos desafios com problemas do primeiro grau, comecei a perceber a importancia de

entender os procedimentos matematicos e sua aplicagao pratica.

A verdadeira virada ocorreu em 1985, durante um curso pré-militar, sob a tutela
do professor Jorge Temistocles. Suas aulas de Algebra ndo apenas exigiram raciocinio
l6gico, mas também me ensinaram a pensar de forma critica e organizada. Os testes
semanais, que ele aplicava como uma forma de avaliagdo continua, foram
fundamentais nesse processo. Foi durante esse periodo que comecei a desenvolver a
habilidade de fornecer solugbes detalhadas e bem-organizadas, uma habilidade que

tento incutir nos meus alunos até hoje.

No entanto, a transferéncia dessa abordagem para os alunos tem sido
desafiadora. Enfrento regularmente a falta de interesse, a desorganizagédo e,
principalmente, uma desconexao entre o que os alunos estao fazendo e o raciocinio
por tras disso. Essa desconexdo entre a pratica e a compreensao € o cerne da minha
preocupacgao pedagdgica e o foco principal da minha dissertagdo. Ao explorar este
tema, busco ndo apenas entender melhor os desafios enfrentados pelos alunos na

aprendizagem da Matematica, mas também desenvolver estratégias que possam
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facilitar uma compreensao mais profunda e engajada da matéria, inspirada nas minhas

préprias experiéncias de aprendizado.

1.1 Justificativa

A resolugdo de problemas matematicos € uma habilidade fundamental no
curriculo educacional, desempenhando um papel crucial no desenvolvimento cognitivo
dos estudantes. No entanto, o ensino de Matematica, especialmente no que diz
respeito a resolugcao de problemas, frequentemente apresenta barreiras tanto para
educadores quanto para alunos. Diante desse desafio, esta dissertagcdo propde um
meétodo para o ensino de resolugdo de problemas do primeiro grau, inspirado nos

reconhecidos Modelos de Barras de Singapura (MBS).

Desde os tempos de aluno, sempre tive interesse pelas obras russas de
matematica, que conheci por meio dos concursos militares. Esses materiais eram
basicamente livros de problemas, com quase nenhuma exposicao tedrica. Depois de
me tornar professor, meu interesse passou a ser compreender como a matematica era
ensinada aos alunos. Passei, entdo, a buscar livros desse tipo. Nao queria apenas
resolver os problemas, mas descobrir como ajudar os alunos a desenvolverem

habilidades de resolu¢cao de problemas no nivel mostrado nos livros russos.

Em um dos cursos do PAPMEM (Programa de Aperfeicoamento de Professores
de Matematica do Ensino Médio), comentou-se sobre a qualidade didatica dos livros
alemaes e japoneses. Foi quando encontrei um projeto de obras traduzidas pela
American Mathematical Society e adquiri o livro "Mathematics 1: Japanese Grade 10".
Esse foi o primeiro livro didatico estrangeiro que li, e fiquei impressionado com a
simplicidade e objetividade didaticas, bem como com o rigor adequado e o alto nivel

dos exercicios apresentados.

Ainda nessa busca, encontrei referéncias ao professor russo Andre Toom, que
lecionava na Universidade Federal de Pernambuco (UFPE). Lendo um de seus artigos,
publicado na Il Bienal da SBM (TOOM, 2004), vi seus elogios aos livros didaticos de

Singapura, comparando-os aos livros didaticos russos.

Singapura € conhecida por seu alto desempenho em Matematica no cenario
internacional, conforme demonstrado pelos resultados do TIMSS (Trends in

International Mathematics and Science Study). O pais desenvolveu uma metodologia
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unica que utiliza modelos de barras para facilitar a compreensdo de conceitos
matematicos complexos. Este trabalho visa adaptar e integrar essa abordagem no
contexto educacional brasileiro, com o objetivo de melhorar a compreensao dos alunos

em relagao a resolugao de problemas do primeiro grau.

O foco desta pesquisa recai sobre a implementagao desta metodologia em um
ambiente de sala de aula. A pesquisa busca investigar como os MBS podem ser
utilizados para aprimorar as habilidades de resolugdo de problemas dos alunos,
especialmente naqueles problemas cuja resolugdo necessita de uma representagao

na forma de equacdes.

A metodologia de pesquisa foi adaptada devido a restricbes praticas, que
limitaram a realizagdo de observagdes detalhadas em sala de aula, entrevistas com
professores e analises de desempenho dos alunos. Em vez disso, o estudo
concentrou-se na analise tedrica e na revisao bibliografica sobre os MBS e seu uso na
resolugdo de problemas do primeiro grau. Esta abordagem incluiu a revisdo de
literatura existente sobre praticas pedagdgicas Matematicas eficazes e estudos
anteriores sobre a aplicagdo dos MBS. Além disso, a dissertagao explora as possiveis
implicagdes da integracdo desta metodologia no sistema educacional brasileiro, com
base em evidéncias teoricas e comparagdes com praticas pedagogicas reconhecidas
internacionalmente. Embora a pesquisa de campo direta ndo tenha sido possivel, este
estudo proporciona uma analise aprofundada e fundamentada teoricamente,

oferecendo insights valiosos para futuras pesquisas e praticas educacionais.

1.2 Objetivo geral

O objetivo geral desta dissertagcdo € desenvolver e avaliar uma proposta
metodoldgica inovadora para o ensino de resolugdo de problemas matematicos de
primeiro grau, utilizando os MBS. Esta abordagem visa proporcionar aos alunos,
principalmente na transicdo da Aritmética para a Algebra, uma ferramenta eficaz e
intuitiva para entender e resolver problemas matematicos, melhorando assim a sua
competéncia e confianga em matematica. Através deste estudo, busca-se explorar
como a integracdo desta metodologia especifica pode enriquecer o processo de

aprendizagem matematica no contexto educacional brasileiro, contribuindo para o
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aprimoramento das estratégias de ensino de Matematica nas escolas. Além disso, a
pesquisa tem o intuito de investigar os potenciais impactos desta abordagem no
engajamento e no interesse dos estudantes pela Matematica, visando a promogao de

uma aprendizagem mais significativa e duradoura.

1.3 Objetivos especificos

o Fazer uma revisao bibliografica sobre as pesquisas desenvolvidas e que
tratam do ensino de resolugao de problemas;

o discorrer sobre a metodologia de resolugao de problemas, apontando as
suas principais nuances;

o elaborar uma proposta de ensino de resolugao de problemas do primeiro

grau que utilize os MBS como aukxilio.

1.4 Metodologia

Esta pesquisa adota uma abordagem qualitativa para explorar a aplicagao dos
MBS na resolugdo de problemas matematicos do primeiro grau. Dada a natureza
subjetiva e exploratéria do objeto de estudo, que envolve a teoria e a metodologia dos
MBS, a pesquisa segue uma linha investigativa interpretativa. O foco estda em
compreender como essa abordagem especifica pode ser integrada e adaptada ao
ensino de Matematica no contexto educacional brasileiro, enfatizando a interpretagao

e a aplicagao pratica desses modelos em problemas de primeiro grau.

Segundo GIL (2017), pesquisas exploratorias visam aumentar a familiaridade
com o problema, a fim de torna-lo mais claro ou para a formulagdo de hipéteses.
Portanto, como uma pesquisa exploratéria, o estudo busca oferecer novas
perspectivas sobre o uso dos MBS, analisando-os de forma comparativa e
complementar em relagdo aos métodos tradicionais de ensino. Uma vantagem desta
abordagem € a capacidade de avaliar a pertinéncia e a contribuicdo potencial da

metodologia proposta antes de sua implementacéao pratica.

Quanto aos procedimentos técnicos, a pesquisa € classificada como

bibliografica, baseando-se na coleta de dados através de um levantamento
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bibliografico. Esse levantamento inclui livros e artigos cientificos, com o objetivo de
reunir informacdes e dados relevantes sobre metodologia de resolugéo de problemas.
Além disso, foram selecionados problemas matematicos de diferentes niveis de
dificuldade e interpretagao para ilustrar como a metodologia de Singapura pode ser

aplicada em diversos contextos de resolugédo de problemas do primeiro grau.

1.5 Divisao do trabalho

O trabalho é constituido de trés capitulos: este primeiro capitulo, intitulado
“Introducao ao tema de pesquisa” traz a apresentagao de uma proposta metodoldgica
para o ensino de resolucdo de problemas de primeiro grau utilizando-se da
metodologia dos MBS, e € composto por cinco seg¢des: Justificativa, Objetivo geral,
Objetivos especificos, Metodologia e Divisdo do trabalho. O segundo capitulo,
‘Fundamentacéo Tedrica”, tem as seguintes seg¢des: “O ensino de Matematica e os
documentos oficiais”, enfatizando a algebra e o raciocinio algébrico, “A importancia da
transicdo entre a pré-algebra e a algebra”, mostrando a necessidade de métodos
pedagogicos eficazes para facilitar a compreensao dos conceitos algébricos e
enfatizando a importancia de estratégias visuais e concretas na transi¢ao da aritmética
para a algebra. A terceira sec¢édo, “O elo perdido entre pré-algebra e algebra”, destaca
a metodologia de Singapura como uma ponte entre ambos. O terceiro capitulo trata do
equacionamento e resolucao de problemas”, e tem trés sec¢des. A primeira apresenta
“A regra da falsa posi¢éo”, uma antiga técnica de resolugao de problemas, a segunda
€ “Resolucido de problemas como ensinada em dois livros russos” e mostra
orientacbes dadas aos alunos quanto a esse aspecto. A terceira secdo apresenta
“Aspectos tedricos do MBS”. No quarto capitulo o MBS é esmiugado e praticado com
alguns exemplos; e, finalmente, a metodologia proposta de interligagdo entre o MBS e
a algebra é apresentada, sendo resolvidos problemas de livros didaticos brasileiros.
Isso sera feito em dois momentos. Primeiro com problemas de aritmética de uma obra
que era indicada para alunos que se preparavam para o antigo “Exame de Admissao”.
Depois, serdo resolvidos problemas de Algebra usando equacdes; porém, o

equacionamento sera feito com o auxilio dos MBS.
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2. Fundamentacgao tedrica

2.1 O ensino de Matematica e os documentos oficiais

A Algebra, um pilar fundamental da educacdo Matematica, € amplamente
reconhecida nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) e na Base Nacional
Comum Curricular do Brasil (BNCC). Esses documentos regulatérios, que servem
como diretrizes para o curriculo educacional brasileiro, destacam a Algebra nao
apenas como um componente crucial para a aprendizagem Matematica, mas também
como uma ferramenta essencial para o desenvolvimento cognitivo e a formagéo

integral dos estudantes.

Nos PCNs, a Algebra era parte do bloco numeros e operacdes. As
representacbes algébricas serviam para “expressar generalizagbes sobre
propriedades das operagdes aritméticas e regularidades observadas em sequéncias
numericas a compreensao da nogao de variavel pela interdependéncia da variagéo de
grandezas e a construgdo de procedimentos para calcular o valor numérico de
expressoes algeébricas simples” (NOVA ESCOLA, 2024). Contudo, isso aparecia a

partir do 7° ano, sem qualquer preparo; ou seja, faltava a um elemento de transigao.

Por sua vez, a BNCC (Brasil, 2018) nao foca nas operagdes algébricas. Tanto
€ verdade que ela deve ser apresentada desde os anos iniciais do Ensino Fundamental
(NOVA ESCOLA, 2024). De fato, “é imprescindivel que algumas dimensdes do
trabalho com a algebra estejam presentes nos processos de ensino e aprendizagem
desde o Ensino Fundamental — Anos Iniciais” (Brasil, 2018 - p.270). Desse modo, a
Algebra integra-se como uma competéncia central no curriculo matematico. A BNCC
promove a Algebra como uma ferramenta que “tem como finalidade o desenvolvimento
de um tipo especial de pensamento — o pensamento algébrico — que é essencial para
utilizar modelos matematicos na compreensao, representagao e analise de relagdes
quantitativas de grandezas e, também, de situagdes e estruturas matematicas”
(BRASIL, 2018, p.270). A BNCC também destaca a importancia de conectar a Algebra
a outras areas da Matematica, como a Aritmética e a Geometria, visando a uma
compreensao mais holistica e aplicada da disciplina. Além disso, enfatiza a

necessidade de metodologias de ensino que facilitam o entendimento abstrato e I6gico
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inerente a Algebra. Isso inclui o uso de recursos didaticos inovadores e estratégias

pedagdgicas que promovam uma aprendizagem significativa e engajada.

2.2 A importancia da transicao entre a pré-algebra e a algebra

A Algebra possui uma complexidade que |lhe é inerente, e para supera-la é
essencial que esta seja abordada de formas que facilitem a compreensédo de seus
conceitos, particularmente durante a transigao da aritmética para a algebra (BALDIN,
2018).

Apesar das recomendacdes da BNCC (Brasil, 2018), o ensino da Algebra
frequentemente se concentra em métodos procedimentais (BALDIN, 2018).
Especificamente em relagdo a Algebra, ela é frequentemente ensinada como um
conjunto de formulas e expressodes simbdlicas, cujos significados mudam dependendo
do contexto - seja matematico puro ou na resolugédo de problemas. Contudo, esses
significados variaveis raramente s&o explorados ou conectados de maneira efetiva no

processo de ensino.

O desenvolvimento do pensamento algébrico em alunos do ensino fundamental
€ um aspecto crucial da Educacdo Matematica, e um dos meios de superar a
complexidade da linguagem algébrica é pela utilizagao de estratégias pedagdgicas que
utilizam a visualizagdo dos conceitos matematicos (BALDIN, 2018). E como nos
mostra QUEIROZ (2014)

A metodologia do Modelo de Barras € muito importante e util para os alunos
na resolugao de problemas que envolvem comparagodes, parte-todo, razbes e
proporgbes fazendo com que os alunos possam aprimorar seus
conhecimentos anteriores da aritmética, e adquirirem novos olhares para a
abstragao da algebra que vira nos anos seguintes.

A modelagem pictérica, como praticada na Matematica de Singapura, é
destacada como uma ferramenta eficaz para o ensino e aprendizagem de conceitos
algébricos. Esta abordagem visual é essencial para o desenvolvimento do pensamento
algébrico, permitindo que os alunos internalizem os conceitos de forma mais

significativa.
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BALDIN (2018) nos mostra que um aspecto fundamental é a necessidade de
estabelecer conexdes claras entre a Aritmética e a Algebra. A utilizacdo de materiais
concretos e representagdes visuais ajuda os alunos a “enxergarem” e compreender a
transicdo entre esses dois dominios matematicos, facilitando a superagdo da

complexidade caracteristica da linguagem algébrica.

A fase intermediaria da pré-algebra é identificada como um momento critico no
desenvolvimento do pensamento algébrico (BALDIN, 2018). E nesta fase que os
alunos comegam a trabalhar com conceitos mais abstratos e desenvolvem habilidades
de generalizagdo e formalizagdo. Conceitos como variaveis, expressdes algebricas,
equacdes e sistemas de equacgdes sdo introduzidos, marcando a transicdo da

aritmética para a algebra.

Esta fase também é vital para o desenvolvimento de habilidades de raciocinio
I6gico e de resolucéo de problemas. Os alunos sao desafiados a pensar de forma mais
abstrata e a aplicar conceitos matematicos em situagdes-problema complexas,

preparando-os para o sucesso em Matematica e outras areas do conhecimento.

2.3 O elo perdido entre pré-algebra e algebra

Um dos muitos obstaculos encontrados pelas criangas ao usar a algebra
simbdlica é entender o significado das letras (NG e LEE, 2009). Essa dificuldade leva
a questionar se ndo ha alguma outra forma de representagdo. Segundo NG e LEE
(2009), “muitos estudos tém mostrado que o uso de representagdes visuais e
concretas melhora a performance na resolugdo de problemas verbais” — tradugao
minha). LEWIS (1989, apud NG e LEE, 2009) conduziu uma pesquisa com 96
estudantes universitarios americanos, apresentando-lhes um método com o uso de
diagramas para solucionar problemas verbais que envolvem a no¢gdo de comparagao.
O método consistia em os alunos posicionarem um valor numérico conhecido em uma
reta numeérica. Depois, deviam posicionar um valor desconhecido associado ao valor
anterior. Os resultados do estudo mostraram que as capacidades dos estudantes em
representar problemas melhoraram significativamente apds essa intervencao

educacional.
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Pesquisas sobre o curriculo elementar russo, desenvolvidas por DAVYDOV
(1962; DAVYDOV & STEFFE, 1991; FREUDENTHAL, 1974, apud NG e LEE, 2009),

fornecem evidéncias adicionais. Em NG e LEE (2009), lemos

In this curriculum, children learn to use lines to model part-whole relationships
between quantities in their 1st year of primary schooling. They also use letters
to express relationships between quantities and solve for missing wholes and
parts using addition and subtraction. Children then learn to use equations to
represent and solve two-step word problems. By the 3rd year of primary
school, they are able to represent and solve word problems requiring
proportional reasoning. |

O método educacional desenvolvido por Davydov foca em aprimorar a
competéncia dos alunos para resolver problemas verbais complexos. Isso € alcancado
ao encorajar os estudantes a aplicar modelos visuais no processo de entendimento e
representacdo das relagdes entre diferentes quantidades. Além disso, o curriculo
incentiva os alunos a transformar essas relagdes quantitativas em expressdes
simbdlicas, fortalecendo assim sua habilidade de abstragcdo e manipulagcao simbdlica

em contextos matematicos.

Como mostrado por NG e LEE (2009), o aspecto central da resolugdo de
problemas € a representacao, e € ai que o método de Singapura enfoca. Além disso,
o método conduz os alunos a utilizarem trés formas de representagdo. Séo elas: a
textual, a pictorica e a simbdlica. Como veremos na sec¢éo 3.3 deste trabalho, o método
de Singapura tem sua base no entendimento dos alunos sobre a relagao parte-todo
dos numeros. Uma ferramenta basica usada antes da apresentagdo dos modelos de
barras sao as “familias de somas e diferengcas” e as “familias de produtos e
quocientes”. Nos primeiros anos escolares, sdo empregados objetos, desenhos e
simbolos para ilustrar diferentes combinagdes numéricas. Depois os alunos sao
estimulados a representar as informagdes de problemas verbais utilizando retangulos
de tamanhos proporcionais. Em problemas de palavra que envolvem aritmética, estes

retangulos simbolizam numeros especificos. Modificando a fun¢ao dos retédngulos para

! Neste curriculo, as criancas aprendem a usar linhas para modelar relagdes de parte-todo entre quantidades ja
no primeiro ano do ensino fundamental. Elas também utilizam letras para expressar relagdes entre quantidades e
resolvem partes ¢ totais faltantes utilizando adigdo ¢ subtracdo. Posteriormente, as criancas aprendem a usar
equagdes para representar e resolver problemas de duas etapas expressos em palavras. Até o terceiro ano do ensino
fundamental, elas ja sfo capazes de representar e resolver problemas de palavras que requerem raciocinio
proporcional. (Tradugdo minha.)


Ney
Coloquei em nota de rodapé sua tradução, pois é o padrão a ser usado.
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representar quantidades desconhecidas, o método de modelagem se torna eficaz

também na representacéo de problemas de palavra algébricos.

O estudo conclui que o método de modelagem pode ser uma ferramenta eficaz
para ensinar habilidades de resolugao de problemas em Matematica, especialmente

para criangcas com habilidades médias.

A estrutura tedrica do método

A hipotese de NG e LEE (2009) é de que “criangas que utilizam o método de
modelagem para resolver problemas verbais sdo guiadas através de trés fases de

solugéo do problema”, apresentadas esquematicamente na Figura 1.

Figura 1 - Possiveis fases da solugao de um problema

Leia o Texto (T)

o \

Represente a informagao na forma de Represente a informacdo
expressdes numeéricas/equagdes (P) na forma de um modelo (E)

A
A J

Possiveis fases da solugdo de um problema por criangas que utilizam o modelo.

Na rota TE, as criangas representam as informagdes contidas no texto na estrutura de
um modelo. Na rota SP (a linha continua), para resolver o problema, as criangas
representam as relagdes embutidas no modelo em uma série de equagdes aritméticas.
Na rota TP, algumas criangas contornam a rota TSP, movendo-se diretamente de T
para P. Na rota TPS, as criangas representam as informagdes textuais em um conjunto
de expressbes ou equagdes aritméticas, que em seguida usam para desenhar o
modelo. Essa rota alternativa é representada pelo caminho em linhas pontilhadas. Setas
de duas pontas sdo usadas para significar que as criangas podem alternar entre
representacdes para verificar a precisdo das representagdes. (p. 290 — tradugao minha)

Fonte: NG e LEE (2009)

1. Fase Textual: Nesta fase, as informagdes do problema sao extraidas e organizadas
em uma estrutura macro que destaca conceitos pertinentes e relagdes entre conjuntos

de informacgdes.
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2. Fase Estrutural: Nesta fase, as informacdes extraidas na fase textual sao
representadas visualmente por meio de um desenho ou modelo, que captura as

entradas, as relagdes entre as entradas e a saida do problema.

3. Fase Procedimental-Simbdlica: Nesta fase, as informagbes representadas
visualmente na fase estrutural sdo traduzidas em uma série de expressoes aritméticas

gue podem ser resolvidas para encontrar a solugao do problema.

Segundo NG e LEE (2009), todos os livros didaticos usados nas escolas de
Singapura apresentam o método de modelagem como uma estratégia de resolugao de

problemas, e os professores sio treinados para ensinar o método em sala de aula.

Os professores de Matematica em Singapura sao incentivados a ensinar o
método para criangas do ensino fundamental. O método € ensinado em conjunto com
outras estratégias de resolugdo de problemas, como a estratégia de "adivinhar e

verificar" e a estratégia de "trabalhar para de tras para frente".

Os professores também sao incentivados a fornecer feedback aos alunos sobre
o uso do método de modelagem, ajudando-os a identificar erros e aprimorar suas
habilidades de resolugédo de problemas. Além disso, os professores sdo encorajados
a adaptar o método de modelagem para atender as necessidades individuais dos

alunos.

Quanto a eficacia e utilidade, os professores em Singapura percebem o método
de modelagem como uma ferramenta eficaz para ensinar habilidades de resolugéo de
problemas em Matematica. Em um estudo realizado com 14 professores de
Matematica do ensino fundamental, todos relataram que ensinavam o método de

modelagem em suas salas de aula.

Os professores relataram que o método de modelagem é particularmente Uutil
para ajudar os alunos a visualizar e compreender as informag¢des do problema, bem
como para ajuda-los a identificar as relagdes entre as informagdes do problema. Além
disso, os professores relataram que o método de modelagem é uma ferramenta util
para ajudar especialmente aqueles que tém dificuldade em entender a linguagem
matematica. O estudo descobriu que o método de modelagem pode ser uma

ferramenta util para criangas que ndo tém acesso a algebra simbadlica, permitindo que
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elas resolvam problemas verbais sem precisar usar incognitas e simbolos

matematicos.

No entanto, os professores também relataram que o método de modelagem
pode ser desafiador para alguns alunos, especialmente aqueles que tém dificuldade
em visualizar as informagdes do problema ou que tém dificuldade em traduzir as

informacdes visuais em expressdes aritméticas ou equacgoes.

Minhas observagdes pessoais em sala de aula sugerem que ha problemas
sérios na matematica ensinada nos anos iniciais. Uma colega, que leciona para turmas
dos anos iniciais, relatou-me que “os professores dos anos iniciais”, em sua grande
parte, “ndo gostam de Matematica”. Na verdade, segundo ela, a maioria tem
dificuldades com a disciplina. Essa dificuldade pode transmitir aos alunos,
inconscientemente, uma aversao a Matematica. Essa aversao se reflete na relacao
gue muitos tém com a Matematica a partir do 6° ano e se intensifica no 7°, quando
passam a ter contato com a Algebra. E aquilo que o professor Toom chama de “Efeito
Domind” (TOOM, 2001).

Um exemplo simples daquilo que costumamos chamar nas salas de professores
de “falta de base” é o seguinte. Pergunte a um aluno qual operagéo deve ser feita para
descobrir o numero que multiplicado por 8 da 48. A maioria dira “multiplicacao”. Poucos
(quase nenhum) responde que deve ser feita uma divisdo. Isso € uma indicagcéo de
que as relagdes entre os numeros nao estao claras. Ou seja, 0 pensamento algébrico

preconizado pela BNCC néo esta sendo desenvolvido nos alunos.
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3. Etodos de resolugio de problemas

Este capitulo dedica-se a explorar diversos métodos de resolugao de problemas
matematicos, uma habilidade essencial no ensino e aprendizado da Matematica. Ao
longo da historia, diferentes estratégias foram desenvolvidas para abordar desafios
matematicos, refletindo a evolugao do pensamento humano na area. A capacidade de
resolver problemas é central para a compreensao da Matematica e serve como uma
ponte entre o tedrico e o pratico, permitindo aos alunos aplicarem conceitos em

situagdes do mundo real.

Inicialmente, examinaremos abordagens histéricas, como a "regra da falsa
posicao", uma técnica antiga encontrada no Papiro de Ahmes, que demonstra a
engenhosidade dos matematicos egipcios. Essa metodologia, embora distante das
modernas praticas algébricas, ilustra a evolugdo do pensamento matematico e sua

aplicagao pratica em problemas cotidianos.?

Avancgando no tempo, chegamos as abordagens pedagdgicas contemporaneas,
particularmente as enfatizadas nos curriculos de matematica russos. Estes métodos,
exemplificados pelos trabalhos de Vygodsky e Litvinenko & Mordkovich, destacam a
importancia de equacionar problemas e de desenvolver um raciocinio algébrico,

marcando uma transigao significativa da aritmética para a algebra.

Finalmente, esta jornada nos leva a inovadora metodologia dos MBS, que sera
o foco principal deste capitulo. Veremos como os MBS representam uma abordagem
visual e intuitiva para a resolugcdo de problemas, facilitando a compreensédo de
conceitos abstratos e promovendo um raciocinio matematico mais profundo. Através
da analise detalhada e de exemplos praticos, exploraremos como os MBS podem ser
aplicados em uma variedade de contextos matematicos, desde as operacdes

fundamentais até conceitos mais complexos de fragdes, razdes e porcentagens.

Este capitulo, portanto, ndo apenas apresenta um panorama histérico e tedrico

dos métodos de resolucao de problemas, mas também prepara o terreno para uma

2 Hoje em dia, reconhecemos a regra da dupla falsa posicio como um processo de aproximacio, em que o
arco de uma curva ¢ substituido por um segmento de reta secante e exige, no caso nao linear, cuidados especiais
para que a solugdo obtida seja realmente uma “solu¢io aproximada”. E o que chamamos de processo da
interpolagdo. (GUELLI, 2004, p.213)


Ney
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analise aprofundada dos MBS, demonstrando sua relevancia e eficacia no ensino de
Matematica.

3.1 A regra da falsa posigao

O professor Oscar Guelli apresenta em GUELLI (2004) “regra da falsa posigao”.
Essa antiquissima maneira de resolver problemas é encontrada no Papiro de Ahmes,
também conhecido como Papiro de Rhind.

Figura 2 - Pagina do Papiro de Rhind
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Fonte: GUELLI (2004)

No Papiro de Ahmes estéo oitenta problemas de algebra, cada um deles com
sua solugao. GUELLI (2004), resolve o seguinte problema:

"Um montéo, seus dois tergos, sua metade, todos ao juntar-se fazem treze. Qual é a
quantidade?"

Como citado no artigo, obviamente os matematicos egipcios n&do resolviam o
problema acima usando equacdes, pois a linguagem algébrica sé surgiria milénios
mais tarde. Como entdo esse problema era resolvido? Através do processo chamado
regra da falsa posigéo.

A ideia era a seguinte. Primeiro atribuia-se um valor ao montgo. No nosso caso,

um bom valor deveria ser divisivel por trés e por dois. O valor escolhido foi doze.



30

Assim temos:

2 1
12+ -%x12+-X12 =126
+3 +2

Se o valor encontrado correspondesse ao resultado correto, o problema estaria
resolvido. Caso contrario, como aconteceu conosco, devemos fazer um ajuste no valor
inicial. Isso sera possivel comparando o resultado encontrado (26) com o resultado
esperado (13). Como 26 é o dobro de 13, devemos tomar como valor do montéo a

metade do valor “chutado”. Ou seja, o montéo vale 6.

N&o nos ateremos explicando por que a regra da falsa posi¢ao funciona, e nem
quando ela nao vai funcionar. O fato é que, para problemas de primeiro grau, essa é
uma estratégia que poderia ser mostrada aos alunos por curiosidade historica e para

fins didaticos.

Por exemplo, suponhamos que o valor falso inicial tenha sido 16. Esse valor
conduziria a uma dificuldade, que seria o fato de ele nao ter tergos inteiros. Permitindo
qgue os alunos fagcam algumas tentativas, é possivel que apds um tempo eles percebam
que o valor falso escolhido deve ser multiplo de 3 e de 2. Isso ja € um ganho

consideravel.

Depois, ao observar os resultados produzidos pelas tentativas com numeros
que satisfacam a essa condicdo, isso devera leva-los a perceber algo curioso.

Vejamos:

Tabela 1: Usando a regra da falsa posigao

Valor “chutado” do montao Valor da expressao
30 65
24 52
18 39

Os alunos podem perceber que a cada redugao de 6 unidades no valor falso, o
valor da expressao cai 13 unidades. Partindo, entdo, de um valor falso 30 (que produz
65 como resultado da expressao), quanto devemos escolher para o valor falso de

modo que o valor da expresséao seja 137?
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Como de 65 para 13 temos uma reducao de 52 e a redugdo € de 13 em 13, 0
valor da expresséo deve sofrer 4 redugdes (por 52 dividido por 13 € 4). O valor falso
também deve sofrer 4 redugdes, s6 que como a redugédo € de seis em seis, deve
reduzir 24 unidades (4 x 6). Reduzindo 24 unidades de 30, temos 6, que é o valor

correto do montao.

Caso os alunos ja tenham o conceito de proporcionalidade, uma regra de trés

simples conduzira ao resultado buscado.

3.2 Resolucao de problemas como ensinada em dois livros russos

Em VYGODSKY (1979, p.149), a segao 79 tem o titulo “Por que precisamos de
equacdes?”.

A segao comega tratando dois tipos de problemas: os diretos e os indiretos. Um
exemplo de problema direto é:
Qual é o peso de um pedaco de liga que contém 0,6 dm?® de cobre (peso especifico:
8,9 kg/dm?) e 0,4 dm? de zinco (peso especifico: 7,0 kg/dm?3)?

O problema é resolvido por uma sequéncia de operagdes implicita no proprio
enunciado.

89x06+70x0,4

Um problema indireto baseado no problema direto é:
O peso de um pedago de liga de 1 dm?® é¢é 8,14 kg. Calcule os volumes de cobre (peso
especifico: 8,9 kg/dm? e de zinco (peso especifico: 7,0 kg/dm?)

VYGODSKY (1979) diz que no problema indireto as operagdes que conduzirdo
a solugao nao estao claramente indicadas. Ele diz que esse tipo de problema tem uma
solugdo aritmética, mas que essa solugao exige uma dose consideravel de criatividade
para encontrar o caminho que conduzira a ela. Ele continua dizendo que foi para
racionalizar o processo de calculos que o método das equacdes, que € o assunto

basico de estudo em Algebra, foi criado.

A esséncia do método algébrico é a seguinte:
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1. Atribua simbolos aos valores desconhecidos. Normalmente os simbolos s&o
letras.

2. Usando esses simbolos e os sinais das operagdes (+, -, etc) traduza as
condicbes do problema em linguagem Matematica. Ou seja, expresse as
relagdes entre as quantidades dadas e as quantidades desconhecidas usando
simbolos no lugar de palavras. Cada afirmagéo é uma equagao.

3. O proximo passo € resolver a(s) equagao(des) e verificar a coeréncia das

respostas de acordo com o contexto do problema.

Portanto, de acordo com VYGODSKY (1979), se chegarmos a ter as equagdes
do problema, o restante é um trabalho quase mecanico. “A dificuldade de resolver um
problema reside no seu equacionamento” (VYGODSKY, 1979, p.159 — traducéao
minha). E como se equaciona um problema? O equacionamento de um problema é
uma tradugdo, palavra por palavra, da linguagem corrente para o simbolismo

matematico.

VYGODSKY (1979, p.150) nos diz, a respeito do equacionamento de
problemas, que frequentemente acontece de a relacdo entre as quantidades
conhecidas e desconhecidas nao ser explicita. Ao contrario, precisa ser deduzida a
partir do enunciado do problema. Isso torna impossivel dar orientagdes exaustivas

sobre como equacionar um problema. Entretanto, sdo dados os conselhos a seguir.

Para o valor da incognita, tome aleatoriamente algum(uns) numero(s) e faca
uma checagem, verificando se o valor atribuido € o correto. Se for, caso encerrado; se
nao for, pelo menos teremos “recebido de presente” a equacdo que resolve o

problema. VYGODSKY (1979) resolve o problema abaixo como modelo.

O peso de um pedaco de liga de 1 dm?®é 8,14 kg. Calcule os volumes de cobre (peso

especifico: 8,9 kg/dm?) e de zinco (peso especifico: 7,0 kg/dm?)
Suponhamos que o volume do cobre seja 0,5 dm>. Assim temos:
Peso do cobre: 0,5 x 8,9
Peso do zinco: (1 -0,5) X 7

Peso da liga: 0,5%x89+ (1 —-0,5) x7 =795
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Como o valor é diferente de 8,14, o valor “chutado” esta errado, mas
“‘ganhamos” a equagéo que resolve o problema. Basta reescrevemos a expresséo do

peso da liga trocando 0,5 pela incognita (x, por exemplo), e igualando a 8,14 obtendo:
89x +7(1—x) = 8,14

Resolvendo a equacao temos x = 0,6. Portanto ha 0,6 dm?* de cobre e 0,4 dm?

de zinco na liga.

Em LITVINENKO; MORDKOVICH (1987, p.81,82), lemos que “a solugao de
problemas verbais é normalmente realizada em quatro passos subsequentes”, que saéo

0s seguintes:

(1) representar a quantidade desconhecida por uma letra (x, vy, z, ...);

(2) equacionar o problema com uma equacéo ou um sistema de equagdes;
(3) resolver a equagéao (ou o sistema)
(

4) escolha as solugdes que sejam compativeis com o problema.

Sendo um livro de problemas, LITVINENKO; MORDKOVICH (1987) foca na
abordagem dos métodos de solugdo de alguns tipos especificos de problemas. Esses
tipos de problemas, bem como algumas orientagdes especificas para resolvé-los, sao
dadas a seguir (LITVINENKO; MORKKOVICH, 1897, p.82-95):

1. Problemas sobre relagbes numéricas
Ao resolver tais problemas, usam-se os seguintes fatos:

e Se adicionarmos a direita de um numero natural x um numero y de n digitos,
entdo obtemos o numero 10™x + y.

e Se a e b sdo numeros naturais, onde a > b e a ndo € multiplo de b, entao existe
apenas um par de numeros naturais q e r tal que a =bg +r,onde r < b (a

dividendo, b divisor, g quociente, r resto)

2. Problemas sobre progressoes (aritmética e geométrica)

Esses tipos de problema s&o resolvidos usando as propriedades e

caracteristicas das progressoes.
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3. Problemas sobre movimento
Ao resolver tais problemas, devemos partir dos seguintes pressupostos:

e O movimento é uniforme, a menos que seja indicado de outra forma.

e A velocidade é uma quantidade positiva.

e As mudancas de diregdao dos corpos em movimento e as mudancgas nas
condi¢gbes de movimento ocorrem instantaneamente.

e Se um corpo com velocidade propria x se move ao longo de um rio cuja
correnteza tem velocidade y, entdo a velocidade do corpo com a correnteza é

igual a (x + y), e contra a correnteza é (x — y).

4. Problemas sobre operagao conjunta

O conteudo de problemas desse tipo geralmente se resume ao seguinte. Algum
trabalho cuja quantidade nédo é indicada e ndo é procurada (por exemplo, digitar um
manuscrito, cavar um buraco, encher um reservatoério etc.) é feito por varias pessoas
ou mecanismos operando uniformemente (ou seja, com uma produgao constante para
cada um deles). Nesses problemas, a quantidade total de trabalho a ser feito é

considerada como 1 (como uma unidade de medida).

5. Problemas sobre Ligas e Misturas.

Problemas deste tipo estao relacionados com a composi¢éo de misturas, ligas,
solugdes etc. A solucido desses problemas esta conectada com nog¢des como
concentragdo, porcentagem, amostragem, umidade, e assim por diante, e é baseada

nas seguintes suposicoes:

o Todas as misturas (ligas, solu¢des) obtidas sdo homogéneas.
o N&o se faz distingdo entre um litro como unidade de capacidade e um litro como

unidade de massa.
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3.3 A metodologia dos MBS na pratica

Veremos nessa se¢ao como aplicar os MBS se aplica na pratica. Veremos
também que existem algumas estratégias na aplicacdo dos MBS dependendo do tipo
de problema que se quer resolver. Nao significa, contudo, que existem “varios
métodos”, mas que o principio basico pode ser implementado de diferentes modos

dependendo do tipo de problema que se pretende resolver.
O modelo de barras ¢é utilizado na resolugao dos seguintes tipos de problemas:

¢ Problemas sobre as quatro operacgdes.
e Problemas envolvendo fragdes.
¢ Problemas envolvendo porcentagens.

e Problemas envolvendo razoes.

Nas duas sec¢des seguintes veremos as estratégias na resolugdo de cada um
desses tipos de problemas. A referéncia principal sao os videos do canal Merlion
Maths.

3.3.1 Os MBS nos problemas @/olvendo as quatro operagoes
Tomemos um exemplo de MATHS (2020, Parte 1).

Marcos tem 8 carros de brinquedo. Luis tem 6 carros de brinquedo. Quantos carros de

brinquedo tém juntos? (tradugéo minha)

Conforme o vemos na Figura 3, no primeiro ano primario tudo € mostrado de
modo concreto. Podem ser usados carros de brinquedo realmente ou cartdes com
carros desenhados. Depois, os carros sao juntados e contados. Os alunos somaram
as quantidades de Marcos e Luis. E interessante perceber que a adigcdo é feita de

modo a completar uma dezena. Ou seja:

8+6=(8+2)+4=10+4=14


Ney
Resolvi usar um verbo para tornar mais claro o tema da seção.

Marcio Rocha
Obrigado. Ficou bem melhor realmente.
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Figura 3 - Adigcao (representagao concreta)

MAREDS
MARCOS
b4
LIS e, | s, | ot | —
i | it | i | i | i
LUIS
—

(b)

(a)

Legenda: (a) Marcos tem 8 carros e Luis, 6 carros (3 min 50 s).; (b) Marcos e Luis tém, juntos, 14 carros
(3 min 57 s)

Fonte: MATHS (2020, Parte 1)

A partir do 2° ano primario os alunos passam a representar o problema usando

um modelo (MATHS, 2020, Parte 1). O modelo mostra as duas partes e o todo.

Figura 4 - Representagao parte-todo

-

MARCOS LUuIS

Legenda: Representagéo da adicdo com o modelo de barras (4 min 18 s)
Fonte: MATHS (2020, Parte 1)
Agora os alunos tém condicdo de usar a operagcao de adicdo com seus

simbolos:
8+6=14

O problema s6 se considera resolvido quando o aluno é capaz de responder a

pergunta. Esse, alias, € um habito saudavel a ser desenvolvido desde tenra idade.

Como vemos no video, o modelo parte-todo apresenta uma relacao quantitativa
entre trés numeros: duas partes e um total. Para calcular o total, os alunos devem
somar os valores das duas partes. Representando o total por T e as partes por P; e

P,, temos aigualdade:

T=P1+P2
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MATHS (2020, Parte 1) mostra, a seguir, um exemplo usando o modelo de

comparagao.

Em uma caixa ha peras e laranjas. Sabe-se que ha duas peras mais que laranjas. Se

ha seis peras na caixa, quantas laranjas ha? (tradu¢do minha)

No 1° ano primario, o objetivo é que os alunos entendam bem o conceito de
comparacao. Para isso, pede-se que eles estabelecam uma correspondéncia

biunivoca entre peras e laranjas.

As criangas comegam desenhando seis peras e seis laranjas. Porém, como
sabemos que ha duas peras mais que laranjas, as laranjas em excesso devem ser

retiradas. Para calcular o numero de laranjas, portanto, deve-se efetuar 6 — 2 = 4.

Figura 5 - Correspondéncia um a um para comparagao

PERAS

(a)
ws G000 O

PERAS

—TY Y

Legenda: (a) As criangas estabelecem a correspondéncia a partir do nimero de peras

(b)

(5 min 12 s); (b) As criangas corrigem a quantidade de laranjas sabendo que ha duas
peras mais que laranjas (5 min 20 s).

Fonte: MATHS (2020, Parte 1)
No segundo ano, os alunos passam a representar a situagao utilizando

retdngulos de diferentes tamanhos conforme os valores a que se refiram, conforme

indicado na Fig. 6.

Usando os MBS para comparar quantidades, fica claro qual a maior, qual a

menor e quanto maior ou menor.

Outra observagao importante em MATHS (2020, Parte 1) € que a representacao

usando os MBS evita um vicio comum dos alunos, que € a busca por palavras que
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transmitam a ideia de qual operagao utilizar. No caso acima, os alunos que tentassem
resolver o problema buscando essas palavras acabariam errando por ndo saberem o
que estao fazendo. No problema, como é dito que ha 2 peras mais que laranjas, muitos

alunos seriam induzidos ao erro somando 6 com 2.

Figura 6 - Passagem do concreto para o pictérico

e
(a) (b)

Legenda: (a) A representagdo é concreta, mas comega a ser introduzida a representagédo das
quantidades por meio de retdngulos de modo que os tamanhos dos retangulos guardem alguma
correspondéncia com as quantidades que representam (5 min 30 s); (b) Abandona-se a

representagao concreta (5 min 32 s).

Fonte: MATHS (2020, Parte 1)

Fica um aviso aos professores: se queremos que nossos alunos resolvam
problemas sabendo explicar o procedimento adotado, nao devemos tentar ensinar as

operagdes usando palavras-chave.

Aqui também temos uma relacdo entre trés quantidades: a quantidade maior
(Q), a menor (q) e a diferenga (d) entre elas. Essa relagao pode ser escrita de trés

maneiras diferentes (mas equivalentes):

Q—-q=d
Q—d=q
qg+d=20Q

MATHS (2020, Parte 1) destaca que na Matematica de Singapura isso €&
conhecido como familias de somas e diferencas. Neste trabalho nao falaremos sobre

isso, mas basicamente consiste em escrever numeros como somas, por exemplo:

Figura 7 - Familia de somas

7
g Ty,

Fonte: O autor
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Temos as seguintes equivaléncias:

7=3+4
3=7-4
4=7-3

MATHS (2020, Parte 1) mostra que o modelo parte-todo também pode ser
usado em problemas de multiplicagdo (embora a terminologia mais correta fosse fator-
produto). Nesse caso, temos um total que se divide em partes iguais. Por exemplo, no

modelo abaixo temos uma quantidade dividida em 4 partes iguais.

F F F F

Aqui também temos uma relagao entre trés quantidades: o total (P), quanto vale
cada parte (F) e o numero de partes (f) As relagdes equivalentes entre esses valores

podem ser representadas de trés maneiras:

P=FXf
F=P~+f
f=P=+F

Nesses problemas, tendo os fatores, o “total” é encontrado multiplicando-os.
Tendo o total e um dos fatores, o outro fator pode ser encontrado dividindo o “total”

pelo fator conhecido.

As relagdes entre multiplicacao e divisdo também podem ser estabelecidas com
o modelo de comparacao. Nesse caso, temos uma parte maior que € multipla da parte
menor. No exemplo acima, podemos dizer que a parte maior é quatro vezes maior que

a parte menor, ou que a parte menor é a quarta parte da maior.

As trés quantidades envolvidas nesse caso sdo a quantidade maior (Q) a
quantidade menor (q) e o fator de multiplicidade (f) que indica quantas vezes Q € maior

qgue g, ou seja, podemos escrever:
Q=qxf q=0Q~+f f=Q+q

Aqui também temos as chamadas familias de multiplicacbes e divisdes,

similares as familias de somas e diferencas.
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Observacao: O uso dos MBS para ensinar as quatro operagdes faz com que o aluno
compreenda o sentido da operacao que esta sendo realizada ao resolver um problema.
Infelizmente, muitos professores dos anos iniciais tentam “adestrar” seus alunos ao
invés de fazer com que eles internalizem o significado das operagdes. Isso acaba
criando neles um habito de, ao resolver um problema, tomarem os dados numéricos e

com ele realizarem as operagdes a esmo.

3.3.2 Os MBS nos problemas de fragoes, razdes e porcentagem

Como mostrado em MATHS (2020, Parte 2) o modelo parte-todo é indicado
para ilustrar o conceito de fragdo, pois uma fragao indica uma parte de um total. Se
uma unidade é dividida em quatro partes iguais e tomamos uma delas, a situagao é
representada como abaixo. O numero 1/4 representa uma de quatro partes iguais € o

numero 3/4 representa trés de quatro partes iguais (Figura 8).
Figura 8 - Os MBS e as fragbes
1 UNIDADE

o el

Fonte: Autor. Adaptada de MATHS (2020, Parte 2, 1 min 22 s)

MATHS (2020, Parte 2) destaca que as fragdes 1/4 e 3/4 estédo se referindo a
mesma unidade. Esse detalhe por vezes passa despercebido dos alunos e mesmo de

alguns professores. Por isso, ndo sao poucos que afirmariam, sem titubear, que

<

I
S w

Porém, a afirmacao acima so é verdadeira se ambas as fracdes se referirem a
mesma unidade. Esse conceito de unidade sera muito importante na resolugao dos

problemas, como veremos no proximo capitulo.
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As fracbes também estdo relacionadas com a operagcdo de divisdo. Desse
modo, se tomamos trés unidades e as dividimos em quatro partes iguais, cada uma
dessas quatro partes corresponderao a 3/4 da unidade. Vejamos a seguir (Figura 9).

Figura 9 - Fragcbes nao equivalentes com valores iguais

1 UNIDADE

3 UNIDADES

Fonte: Autor. Adaptada de MATHS (2020, Parte 2, 1 min 58 s)
Na Figura 9, sendo a unidade inicial u e a nova unidade u’de modo que
!

u' =3u

a parte verde é 1/4 de u’ enquanto a parte laranja corresponde a 3/4 de u. Como u' =
3u

0 que comprova a igualdade.

Isso mostra que 1/4 pode ser igual a 3/4 desde que as unidades ndo sejam
iguais.
MATHS (2020, Parte 2) vai mostrar a eficacia do modelo de comparagao nos

problemas com fragdes. Vejamos o exemplo a seguir.

Figura 10 - Modelo de comparagéao nas fragdes

~ R
A 8
5 UNIDADES 1UNIDADE

Fonte: MATHS (2020, Parte 2, 3 min 30 s)
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Podemos comparar A e B de duas formas:

1. Usando B como unidade
Nesse caso, dizemos que A é o quintuplo de B, ou seja,
A=75B

2. Usando A como unidade
Nesse caso, dizemos que B é a quinta parte de A, ou seja,

B=—_xa4
5

MATHS (2020, Parte 2) mostra uma outra situagao de comparacgao (Figura 12).

Figura 11 - Expressando uma quantidade em relagdo a outra

P @
S UNIDADES 3 UNIDADES

Fonte: MATHS (2020, Parte 2, 4 min 5 s)
Nesse caso temos:
e Tomando P como unidade, podemos dizer que Q é % de P. Ou segja,
= 3 X P
¢= 5
e Tomando Q como unidade, podemos dizer que P é g de Q. Ou seja,
P—SxQ
K
e Se tomarmos a barra maior como unidade, podemos dizer que P = g da barra

. 3 .
maior e Q = - barra maior.

Veremos a seguir como MATHS (2020, Parte 2) apresenta o conceito de razao

e propor¢ao usando os MBS.

Quando comparamos duas quantidades, essa comparagdo pode ser

estabelecida por meio de uma subtracéo entre seus valores (uma € um tanto mais que
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outra) ou por meio de uma divisdo (uma é tantas vezes a outra). Quando usamos a

divisdo para fazer a comparagao estamos lidando com o conceito de raz&o.3
Em DANTE (2018, p.207), temos a seguinte
Definigao
A razao entre dois numeros racionais a € b com b + 0€ 0 quociente de a por b

expresso por a: b ou % (lemos: a esta para b), ou qualquer outra maneira equivalente.

Para comparar quantidades usando uma razao, elas precisam estar na mesma

unidade.

Observando o esquema abaixo, temos quatro macas e dez laranjas. Entretanto,
como as duas quantidades podem ser agrupadas de duas em duas, estabelecendo 2
como unidade, podemos dizer que o numero de magas € duas unidades e o numero

de laranjas é cinco.

Figura 12 - llustrando a razdo entre quantidades

- - - -
YY)
- (@O0 0|0 [0 0/0®

I

Fonte: MATHS (2020, Parte 2, 6 min 17 s)

Assim, a razdo entre o numero de macgas e em relagdo ao de laranjas € 2:5 de
modo que “a cada duas unidades de macgas ha cinco unidades de laranjas” MATHS
(2020, Parte 2).

MATHS (2020, Parte 2) destaca que a unidade utilizada podia ter sido cada as
quantidades individuais de frutas. Desse modo, a razao entre o numero de magas € o

numero de laranjas seria 4: 10, que € equivalente a 2:5.

3 Como observou o professor Cesar Felipe, no estudo das progressdes o nome “razio” ¢ utilizado tanto para
uma diferenga (no caso da PA) quanto para um quociente (no caso da PG). E interessante que em ANTONOV,
VYGODSKY, et al., (1982), aquilo que chamamos “razdo da progressao aritmética” ¢ apresentado como common
diference of arithmetic progression, ¢ a nossa “razdo da progressdo geométrica” & common ratio of geometric
progression (p.32).

Sera que seria 1til, para evitar confusdo, adotarmos o termo “diferenga comum” ou “diferenga constante”
quando lidamos com as progressdes aritméticas?
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MATHS (2020, Parte 2) aponta que a razéo entre duas quantidades A e B ndo
€ a mesma que a razao entre B e A. De fato, na razdo entre A e B, usamos B como
unidade, de modo que A é expresso em fungéo de B. No outro caso, A é usado como

unidade e B é expresso em termos de A.
Passa-se a resolver o seguinte exemplo:

A razao entre o numero de bolas vermelhas, verdes e azuis é 3:1: 4. Se ha 30 bolas

vermelhas, quantas sdo as bolas azuis? (tradugéo minha)

O exemplo é resolvido estabelecendo primeiro quem sera a unidade. A escolha
recai sobre a quantidade menor de bolas, que é encontrada analisando as razoes.
Como para cada 3 bolas vermelhas ha 1 bola verde e 4 azuis, a quantidade menor é

de bolas verdes.

Essa quantidade sera representada por um retangulo, e assim, o numero de
bolas azuis sera representada por 4 retangulos e o de bolas vermelhas, por 3

retangulos. E como temos 30 bolas vermelhas, o problema esta modelado.
Figura 13 - Modelo de divisdo proporcional

30

YVERMELHAS

VERDES

AEUIS

Agora podemos garantir que um retangulo vale 30 +~ 3 = 10. O numero de bolas

azuis corresponde a quatro retangulos. Logo, ha 4 x 10 = 40 bolas azuis.

A seguir, MATHS (2020, Parte 2) mostra um problema de razdo usando o

modelo parte-todo.

Se temos uma barra dividida em 7 unidades, essa barra é formada por outras
duas: uma com 4 unidades e outra com 3 unidades. Para representar o tamanho de
uma parte em relagdo a outra, podemos usar o conceito de razdo. Podemos dizer que

a barra maior esta dividida pelas duas menores na razao 4: 3.
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Figura 14 - Modelo de barras na divis&o proporcional

7

a .
w g

a L‘ .
- L L

b 2

Fonte: MATHS (2020, Parte 2, 8 min 37 s)

Essa maneira de visualizar o conceito de razdao é muito util ao resolver
problemas de divisdo proporcional, que podem aparecer em Aritmética ou em
Geometria, ja que varios resultados geométricos sdo apresentados usando a
linguagem de razdes. Por exemplo, quando o baricentro divide cada mediana na razao

2:1 (a partir de cada vértice do triangulo).

Vejamos agora como os MBS sao usados nos problemas de porcentagem em
MATHS (2020, Parte 2).

Sabemos que uma parte de um todo pode ser representada como uma fragao
e, portanto, também como uma porcentagem. Quando um inteiro é segmentado em
100 pedacos iguais, cada pedaco representa um centésimo do conjunto, equivalente
a 1% do valor total. Esse conceito pode ser ilustrado através do método de

representacéo parte-todo.

Figura 15 - Representando porcentagem no modelo de barras

100 ¥

A 4

"
-

< b
4O ¥

Fonte: MATHS (2020, Parte 2, 11 min 58 s).

No desenho acima, o modelo mostra que a parte laranja é 40% do todo. O todo,
a barra maior, € usado como base de comparacgao, constituindo-se, portanto, em
100%. Podemos dizer que o todo corresponde a 100 unidades e a parte laranja, de 40

unidades. Ou seja,

10 _ 40%
100 °7°
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MATHS (2020, Parte 2) passa a mostrar que o modelo de comparagéo pode ser
usado em situagdes que envolvem a porcentagem. No modelo abaixo temos duas

quantidades A e B, de forma que A é 80% de B.
Figura 16 — Porcentagem baseada no valor maior

80 %

A

Fonte: MATHS (2020, Parte 2, 14 min 23 s).
Assim, tomamos B como base de comparagéao, ou seja, B corresponde a 100%.

Quando A é comparado a B, dizemos que A corresponde a 80% de B. Isso significa

que A vale 80 unidades das 100 unidades em que B foi dividido.

Desse modo:
A =80%deB

e podemos dizer, também, que A é 20% menor que B.
MATHS (2020, Parte 2) mostra agora o mesmo modelo, mas com uma alteragao

na base de comparacao. Nesse novo caso, A é tomado como base, 100% e B é

“‘medido” em relacao a A.
Figura 17 — Porcentagem baseada no valor menor

100 &

125 &

Fonte: MATHS (2020, Parte 2, 14 min 58 s)
Neste caso, B € 125% de A. Significa que A foi dividido em 100 partes iguais e

125 dessas partes correspondem a B. Entdo podemos dizer:
B =125% de A

ou, equivalentemente, que A é 25% menos que B.
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A relagdo acima pode ser mostrada, como sugere MATHS (2020, Parte 2) a

partir de uma equivaléncia entre fragdes, decimais e porcentagens.

80% = 80 _2_ s
°~100 5
]25W-—125—5-125
°~ 700 4

MATHS (2020, Parte 2) chama a atengao para um fato muito importante e que

causa confusdo em pessoas com pouca educacao Matematica.

Muitos diriam que se A é 20% menos do que B entao B € 20% mais que A. Mas

esse equivoco fica comprovado nas igualdades acima.

Os MBS também podem ser usados para mostrar isso. Por questdao de
comodidade, vamos mostrar visualmente que se X € 50% mais que Y isso ndo significa
que Y é 50% menos que X.

Figura 18 - Usando os MBS para comparar porcentagens

Y [ 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% [ 10% [ 10% |

X [ 10% | 10% | 10% | 10% | 10% [ 10% [ 10% | 10% [ 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% [ 10% |

()

Y[ 10% [ 10% [ 10% | 10% | 10% | 10% | 7 |

XL 10% | 10% [ 10% | 10% [ 10% | 10% | 10% | 10% 10% 10%

(b)

Fonte: O autor

Vemos na Figura 18a que X tem 50% mais que Y, sendo Y a base de
comparagao (100%). Cada 10% significam 10% de Y. Por outro lado, na Figura 18b, a
mesma quantidade Y corresponde a algo entre 60 e 70% de X (que foi tomado agora
como 100%).

Isso pode ser confirmado considerando que se X = 150% = % de Y, ou seja
X=2vy
2

entao
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Y=2X
3
Portanto, sendo g = 66,7%, tem-se Y = 66,7% X.

Fica bem visivel no modelo que cada 10% na Figura 18a é menor que cada 10%
na Figura 18b. A razao para isso é o fato de, em cada caso, estarmos nos referindo a

uma base de calculo diferente.

Aos 52 segundos de MATHS (2020, Parte 3), vemos como os MBS podem ser
usados para resolver problemas que apresentam situagcbes em que ocorre uma
mudanca. “Nesses problemas, podemos desenhar um modelo que representa a
situagédo ‘antes’ e um modelo que representa a situagcédo ‘depois’ para nos ajudar a
visualizar a relagdo entre as duas situagdes” MATHS (2020, Parte 3, tradugao minha).
Como mostrado no video, a mudancga mais basica que aparece nos problemas leva
em conta trés elementos:

1) O valor inicial de uma quantidade.

2) A mudanga, que pode ser um aumento ou uma diminuig&o.
3) O valor final da quantidade.

No exemplo mostrado em MATHS (2020, Parte 3, 1m 26 s), temos uma situagao
em que ha oito pessoas em um grupo e cinco delas saem do grupo. No primeiro ano
primario, os alunos podem representar essa situagdo usando blocos encaixaveis.
Depois, os blocos séo substituidos por retangulos para fazer o modelo de barra como

mostrado a segquir.

ANTES

DEPOIS I_. {:] .__I_l

+

¥

sairam do grupo

Fonte: MATHS (2020, Parte 3, 1 min 56 s)

A diferenca entre as quantidades antes e depois representa a mudanca.

Mais a frente os blocos sao substituidos por retdngulos, como se mostra abaixo,

caracterizando os MBS.
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-+

sairam do grupo

Fonte: Adaptada de MATHS (2020, Parte 3, 2 min)

MATHS (2020, Parte 3) vai mostrar como o modelo antes-depois pode ser
usado na resolugdo de problemas com fragdes. Ao resolver esses problemas,
devemos observar que se uma quantidade aumenta ou diminui, esse aumento ou
reducao deve ser representado por um aumento ou reducdo no comprimento da barra
que representa essa quantidade. Por exemplo, a Figura 19a esta representado um
aumento de 4 unidades no valor da variavel, e a Figura 19b, uma reducdo de 4

unidades.

Figura 19 - Modelo antes-depois nas fragdes

VARIAVEL 1 VARIAVEL
ANTES ANTES
VARIAVEL I ] } VARIAVEL _
DEPOIS — DEPOIS -
H Iy
(a) (b)

Fonte: MATHS (2020, Parte 3, 6 min 53 s)

A mudanga também pode ocorrer em relagdo a quantidade inicial, como quando

uma quantidade é reduzida pela metade. Isso é representado como se mostra a seguir.
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VARIAVEL ANTES

VARIAVEL DEPOIS

Fonte: MATHS (2020, Parte 3, 7 min 4 s)

As vezes, acontece mais de uma mudanca. MATHS (2020, Parte 3) apresenta

0 seguinte exemplo:

Suponha que temos uma quantidade inicial. Primeiro removemos 2/7. Do que resta,

removemos 3/5. Quanto resta no final?

Como vemos na Figura 20a, a variavel é representada por uma barra, e como
a primeira mudancga consiste em remover 2/7, dividimos a barra inicial em sete partes
iguais e removemos duas. Restam 5 partes iguais. A segunda mudanga, mostrada
pela Figura 20b, envolve remover 3/5, ou seja, das 5 partes iguais vamos remover 3.
Por coincidéncia, ja temos 5 partes iguais. Entdo, podemos remover 3 sem maiores

problemas, restando apenas 2 partes iguais.

Essas 2 partes iguais representam 2/7 da barra inicial. Essa é a resposta do
problema.

Figura 20 - Modelos mostrando duas mudancas seguidas

VARIAVEL ANTES

VARIAVEL DEPOIS

(a)

(b)
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Legenda: (a) Variavel antes e depois de ter sido reduzida em 2/7 (7 min 50 s); (b) Variavel ja reduzida

sofrendo uma nova redugao de 3/5 (8 min)

Fonte: (a) MATHS (2020, Parte 3)

MATHS (2020, Parte 3) passa a mostrar o modelo antes-depois em problemas

de porcentagem.

Costumamos usar uma porcentagem para descrever uma mudanga. Podemos

dizer que uma quantidade aumentou em 25%, como mostra o0 modelo abaixo.

VARIAVEL ANTES

VARIAVEL DEPOIS |

Fonte: MATHS (2020, Parte 3, 11 min 55 s)

A mesma situacao poderia ter sido representada como mostrado abaixo. Neste
caso, como sabemos que 4 vezes 25 € 100, entdo a barra que representa 100% pode
ser dividida em quatro partes iguais que representam 25% cada. Entdo, se houve um
aumento de 25%, isso significa que a situagdo depois da alteragdo € composta por

cinco partes de valor 25%.

VARIAVEL ANTES

VARIAVEL DEPOIS ‘

Fonte: MATHS (2020, Parte 3, 12 min 5 s)

Pensando em uma reducéo de 20%, a representagcdo € mostrada na figura a

seqguir.
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VARIAVEL ANTES

VARIAVEL DEPOIS

Fonte: MATHS (2020, Parte 3, 12 min 25 s)

Ou, considerando que 5 vezes 20 € 100, a barra que representa 100% pode ser
dividida em 5 partes iguais que representam 20% cada. Ja que houve uma diminuigao
de 20%, isso significa que a situagao posterior € composta por quatro partes de valor

20%, como mostra a Figura 21.

Figura 21 - Porcentagem no modelo antes-depois

VARIAVEL ANTES

VARIAVEL DEPOIS

Fonte: MATHS (2020, Parte 3, 12 min 35 s)

OBSERVACAO: Alguns alunos podem abordar esses problemas de antes-depois
usando modelos parte-todo ou 0 modelo de comparagao. Nao importa. O importante é
que o aluno seja capaz de atuar frente ao problema sendo capaz de compreender a

estratégia que preferiu usar.

Em MATHS (2020, Parte 4) sao tratados problemas mais complexos. Nestes

casos veremos situagdes em que ha uma mudanga em mais de uma quantidade. Duas
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estratégias serdo usadas: mover partes e cortar partes. Um exemplo de aplicagéo é o

seguinte:

Marcos tem trés vezes os quadrinhos que Luis tem. Depois que Marcos da 14
quadrinhos para Luis, ambos ficam com a mesma quantidade de quadrinhos. Quantos

quadrinhos Luis tinha antes e depois?

Marcos tem 3 vezes os quadrinhos de Luis. Essa situacdo pode ser

representada com o modelo abaixo.

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 2 min 3 s)
Essa é a situacido antes. Porém, depois que Marcos da 14 quadrinhos a Luis,

ambos ficam com quantidades iguais (Figura 22).

Figura 22 — Estratégia “movendo a barra”

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 2 min 11 s)

Repare que para que a condigdo mostrada acima se cumpra, devemos passar

uma parte de Marcos a Luis, como mostra a figura abaixo.

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 2 min 24 s)
De acordo com o enunciado, uma parte representa 14 quadrinhos. Assim, o

problema ja esta modelado e uma parte vale 14.

Antes de receber algo de Marcos, Luis tinha 1 parte. Entdo ele tinha 14

quadrinhos. Depois que Marcos deu os quadrinhos, Luis tem 2 partes, ou seja, 2 X 14
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= 28 quadrinhos. Portanto, antes, Luis tinha 14 quadrinhos e depois tem 28

quadrinhos.

MATHS (2020, Parte 4) passara a discorrer sobre a segunda estratégia: cortar

partes. E apresentado o seguinte problema:

Santiago gasta 1/3 do seu dinheiro em adesivos e 3/4 do que sobrou em material
escolar. Um total de € 70 foi gasto em adesivos e material escolar. Quanto dinheiro ele

tinha no inicio?
Um possivel modelo é o seguinte.

Santiago tinha uma quantia desconhecida. Representemos essa quantia por

uma barra.

Figura 23 - Estratégia "cortar partes"

ANTES

Santiago

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 3 min 44 s)

E dito que 1/3 do seu dinheiro é gasto em figurinhas. Ent&o dividimos a barra

em 3 partes iguais e uma delas representa o que foi gasto.

DEPOIS figurinhas
Santiago

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 3 min 46 s)

Como representar o que foi gasto em material escolar?

Vemos que temos 2 partes restantes das 3 em que dividimos a barra.



figurinhas

Santiago

sobra

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 4 min 8 s)
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Como 3/4 do que sobrou foi gasto, temos que dividir a sobra em quatro partes.

Para isso, podemos dividir cada uma das partes em duas e assim teremos 4 partes.

Essa ¢ a ideia de cortar a barra. (Figura 24)
Figura 24 — Estratégia “cortar a barra”

DEPOIS

figurinhas

Santiago

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 4 min 29 s)

Sabemos que trés dessas partes representam o que foi gasto em material

escolar (figura abaixo).

material figurinhas

Santiago

Fonte: MATHS (2020 - Parte 4, 4 min 44 s)

Como o gasto total foi de 70 euros, vemos que isso representa 5 partes.

5 partes correspondem a 70 euros
1 parte corresponde a 70-+5 = 14 euros

A quantia de Santiago corresponde a 6 partes. Portanto, Santiago tinha 6 x 14

= 84 euros.
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MATHS (2020, Parte 4) observa:

Normalmente, os alunos tentam aplicar o que acabaram de estudar ao
problema que precisam resolver. Ou seja, se estdo estudando divisao,
tentardo aplicar a divisdo ao problema, mesmo que o problema nao precise
disso. Mas os problemas desempenham um papel importante em ajudar os
alunos a consolidar habilidades basicas. Por exemplo, neste caso, eles estao
gerando fragdes equivalentes quando-estdo cortando a barra, MATHS (2020,
Parte 4, 5 min 11 s - tradugdo minha)

Por vezes, como indicado em MATHS (2020, Parte 4), sera necessaria uma

combinagao de estratégias. Ele da o seguinte exemplo:

Temos dois recipientes de agua A e B. No recipiente A ha 4 vezes a quantidade de
agua que esta no recipiente B. Apos despejar 18 litros do recipiente A para B, os dois
recipientes contém a mesma quantidade de agua. Qual era o volume de agua no

tambor A no inicio?

Temos dois recipientes, A e B. Nao sabemos a quantidade de agua de qualquer
deles, mas com certeza B tem menos, pois a quantidade de agua em A é 4 vezes a

quantidade em B (Figura 25)
Figura 25

ANTES
Tambor A

Tambor B

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 6 min 31 s)

Apds despejar 18 litros do tambor A para o B, ambos ficam com a mesma

quantidade de agua. Podemos representar a situagdo com o modelo abaixo.

DEPOIS

Tambor A

Tambor B

Fonte: MATHS (2020 - Parte 4, 6 min 34 s)


Ney
Não consegui retirar a cor amarela...

Marcio Rocha
Retirada.
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A chave para resolver o problema é encontrar uma relagado entre as duas
situagdes, conforme mostra MATHS (2020, Parte 4), e essa relagdo é que ao todo,

antes, temos 5 retangulos, como mostra a figura abaixo.

Figura 26

Tambor A

Tambor B

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 6 min 52 s)

Como a agua foi transferida de um tambor para outro, apos a transferéncia a
quantidade total de agua sera a mesma. Portanto, depois ainda teremos 5 retangulos.
Como as quantidades nos dois tambores ficam iguais, a quantidade de agua em cada
tambor equivale a 2 retdngulos e meio. MATHS (2020, Parte 4) destaca que a

@resséo ‘e meio” é a pista para resolver o problema.

Figura 27
ANTES DEPOIS
Tambor A Tambor A
|
Tambor B
Tambor B

(a) (b)

Legenda: (a) Cada um dos cinco retangulos é cortado ao meio (7 min 6 s); (b) Situagdo em

que as quantidades sdo iguais (7 min 6 s)
Fonte: MATHS (2020, Parte 4)
Se dividirmos cada retangulo na Figura 26 ao meio, teremos a situagdo como a

mostrada na Figura 27a. Essa é a estratégia de “cortar a barra”.

Para chegar a situagao atingida na Figura 27b, devemos mover trés partes de

A para B. Eis a estratégia de mover partes!


Ney
Resolvi colocar “expressão” para dar mais clareza ao “e meio”.

Marcio Rocha
Obrigado. Ficou melhor mesmo.
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Figura 28 - Combinando as estratégias "cortar" e "mover"
barras

il e, R
I I !
] ] ]
] ] V

- . e

Fonte: MATHS (2020, Parte 4, 7 min 14 s)

Sabemos que transferimos 18 litros do tambor A no B. Portanto, as trés movidas

partes representam 18 litros.
Entao:

3 partes correspondem a 18 litros
1 parte corresponde a 18 + 3 = 6 litros
Como o tambor A é formado por 8 dessas partes, isso corresponde a 8 X 6 =

48 litros. Portanto, no tambor A havia inicialmente 48 litros.

Os exemplos anteriores servirdo como base para 0s exercicios que serao

resolvidos no proximo capitulo.
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4. Resolvendo problemas do primeiro grau com auxilio do método de barras

No capitulo anterior, vimos como os MBS podem ser utilizados para resolver
alguns tipos de problemas. Aqui vamos exemplificar o método resolvendo alguns
problemas selecionados de livros brasileiros. Vamos resolver problemas aritméticos
(sem recurso de equacgdes) e algébricos, mas sempre apoiados no método das barras.
Os problemas aritméticos foram selecionados de um livro voltado para preparar alunos
para o antigo “exame de admissao”. Ja os problemas “algébricos” foram escolhidos de

livros atuais. As referéncias bibliograficas serdo dadas no texto.

4.1 Problemas classicos de aritmética
Os problemas resolvidos a seguir foram retirados de Quintella; O’'Reilly (1957)

Figura 29 - Capa de "Exercicios de Aritmética"
ARY QUINTELLA e NEWTON O'REILLY

EXERCICIOS DE
ARITMETICA

| para o
CURSO DE ADMISSAOQ

1I7s EDIGRD

Exemplar N9 13696

COMPANHIA EDITORA NACIONAL
SA0 PAULD

Fonte: Arquivo pessoal do autor

Problema 1: %\do 867 a soma de dois numeros e 253 a diferenga, quais séo eles?

(Problema 1, pagina 29)

Resolucgéo:.


Ney
Você não indexou os problemas na sua dissertação. Faça isso, tipo: PROBLEMA X.

Marcio Rocha
Feito!
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Esse tipo de problema era resolvido “de memdria”: o numero maior € dado pela
semissoma dos valores dados no problema e o menor € dado pela semidiferenca dos

valores. Assim,
NuUmero maior =867+2532=11602=560
Numero menor =867-2532=6142=307

Um aluno que tenha um minimo dominio da algebra nao tera dificuldades em
formar um sistema de equacgdes. No entanto, usando os MBS, esse classico problema
pode ser resolvido sem recursos mais “avangados” e de modo que a solugéo faga

sentido para os alunos. Vejamos:

Namero menor | |

Nimero maior | | 253 |

O numero menor sera a unidade. Como a soma corresponde a duas
unidades e mais 253, retirando 253 da soma teremos duas partes. Logo, 2

partes equivalem a 867 — 253 = 614.

2 partes equivalema 614

1 parte equivalea 614+2=307
Resposta: O numero menor vale 307 e o maior vale 560.

O problema a seguir envolve a nogao de numeros consecutivos.

Problema 2: A soma de trés numeros inteiros e consecutivos € 1353. Calcular esses

numeros. (Problema 4, p.29)
Resolugéo:

Como os numeros sao consecutivos, a diferenca entre ele € de uma unidade.

Vamos usar a representacio de barras.

Primetro nimero |:|

Segundo mimero | [ 1 ]

Terceiro mimero | | 1] 1 |
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Tomando o primeiro numero como unidade, a soma corresponde a 3 unidades
e mais 3. Sendo a soma 1353, removendo 3 de 1353, sobram trés partes iguais,

correspondentes ao primeiro numero. Portanto:
Primeiro numero = (1353 — 3) + 3 = 450
Segundo numero =450 + 1 = 451
Terceiro numero =450 + 2 = 452

Resposta: Os numeros sao 450, 451 e 452.

Problema 3: Um radio e duas vitrolas custam Cr$ 6.900,00. Aquele custou Cr$
2.000,00 mais que as vitrolas e uma destas vale Cr$ 200,00 mais que a outra. Calcular

o preco de cada um. (Problema 11, p.30)
Resolucgéo:.

Vamos comegar representando os valores dos “personagens” do problema

usando barras do mesmo tamanho e vamos ajustando.
Radio [ |
Vitrola 1 |:|
Vitrola 2 |:|

De acordo com o enunciado, o radio custou 2100 mais que as vitrolas e uma
delas vale 200 mais que a outra. Na escolha da unidade, podemos observar as

relagcdes entre os valores. Tomemos uma das vitrolas (Vitrola 2) como unidade. Entéao

temos:

Radio | | | 200 | 2100 |

Vitrola 1 | | 200 |

Vitrola 2 [T




62

O preco da Vitrola 2 é a unidade. Como o total gasto foi de 6900, entdo temos

podemos escrever:

| | [ 200 | 200 [ 2100
-+ >
6900

O preco da vitrola 2 pode ser encontrado subtraindo de 6900 a soma 200 com

200 e 2100, dividindo-se, depois, o resultado por 4. Ou seja:
Vitrola 2 = (6900 — 2100 — 2 x 200) + 4 = 4400 + 4 = 1100
A partir dai é imediato encontrar os outros valores:
Vitrola 1 = 1100 + 200 = 1300
Radio =2 x 1100 + 200 + 2100 = 4500

Resposta: Uma das vitrolas custou 1100, a outra custou 1300 e o radio custou
4500.

Vejamos mais dois problemas da mesma pagina.

Problema 4: E igual a 66 a soma de dois nimeros. O menor é igual & quarta parte do

maior, mais 16. Quais s&o os numeros? (Problema 17, p.30)
Resolucéo:.
Vamos usar o modelo de comparagao.

Representando o numero menor por uma barra, 0 numero maior sera

representado por 4 barras e mais 16.

Nimero maior | | | |

Nimero menot | | 16 |

Soma | | | | 16 |

il
.

L 4

66

A soma é equivalente a cinco barras e mais 16. Portanto:
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Numero menor = (66 — 16) + 5 =10
Numero maior =4 x 10 + 16 = 56

Resposta: O numero menor € 10 e o maior € 56.

Problema 5: Um individuo tem 31 anos e outro, 13. Ha quantos anos a idade do

primeiro foi o quadruplo da do segundo? (Problema 16, p.30)

Resolucéo:.

Aqui temos momentos diferentes: agora e antes.

AGORA
Individuo 1 | 31
18
Individuo 2 | 13 |+ o
ANTES
Individuo 1 | | | | |

18

Individuo 2 [ | >

A diferenga entre as idades permanece a mesma. No caso “antes”, essa

diferenga equivale a trés vezes a idade do individuo 2. Ou seja:
Idade do individuo 2 (antes) =18 + 3 = 6 anos.
Idade do individuo 1 (antes) =4 x 6 = 24 anos.
O tempo passado até a época “agora” foi de 31-24, ou seja, 7 anos.

Resposta: A idade do primeiro foi o quadruplo da idade do segundo ha sete

anos.

Veremos agora alguns problemas envolvendo fragdes.
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Problema 6: O terco de um numero adicionado aos seus 3/5 é igual a 28. Calcule o
numero. (Problema 15, p.74)

Resolucgéo:

Representamos o0 numero e sua terga parte.

-

1/

i

Para representar 1/5 do numero, vamos dividir cada terga parte em cinco partes
iguais. Assim, o numero fica dividido em 15 partes iguais. Para encontrar 3/5 do

numero devemos tomar trés das cinco partes em que foi dividido cada tergo. Ao todo
sao nove partes das quinze.

-— - -—»
375 /5 3/5

Lad

Ou seja, foram tomadas quatorze partes iguais.

b 9

Y

28
Logo,

14 unidades correspondem a 28
1 unidade corresponde a 28 +14=2

15 unidades correspondem a 15 x 2 =30

O numero é formado por 15 unidades. Logo, ele é 30. Este valor também

poderia ter sido encontrado somando 28 com a parte restante, que vale 2.

Nao vamos nos preocupar com a verificagcao.
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Resposta: O numero é 30.

Problema 7: Rosali adquiriu 4/7 de um terreno por Cr$ 5.960,00. Quanto pagaria se
adquirisse 4/5? (Problema 10, p.74)

Resolucéo:.

Considerando a primeira frase no enunciado do problema, podemos escrever

Terreno

>
5960

Cada uma das sete partes em que o preco do terreno foi dividido vale
5960+4=1490. Entao, o preco do terreno é 7x1490=10430.

10430
-

parte a ser paga

A parte que seria paga é dada por 10430+5%x4=8344

Resposta: Pagaria 8344 cruzeiros.

Problema 8: Uma pessoa gasta 3/5 de seu ordenado com despesas de casa e 1/4 do
resto com despesas pessoas. Economiza Cr$ 300,00. Qual o ordenado? (Problema
56, p.78)

Resolucgéo:.

O problema pode ser representado como mostra o esquema abaixo.

Ordenado
-
| | | | |

%

L )

v

Desp. de casa Eesto
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Como o gasto com despesas pessoais foi de 1/4 do resto, devemos dividir a

parte restante em quatro partes iguais.

Ordenado

Desp. de casa
Despesas Pessoaits

Fica claro que o gasto com despesas pessoais se torna a unidade conveniente.

Para isso, vamos dividir cada quinta parte do ordenado em duas partes iguais.

Ordenado

L

1 1 1 $| 1
> L

Desp. de casa

Despesas Pessoais
Entao:
3 unidades correspondem a 300 cruzeiros
1 unidade corresponde a 300 + 3 = 100 cruzeiros
10 unidades correspondem a 100 x 10 = 1000 cruzeiros

Resposta: O ordenado é de 1000 cruzeiros.

Problema 9: A soma de trés numeros é 30. O primeiro corresponde aos 2/3 do
segundo e este, aos 3/5 do terceiro. Calcular o produto destes trés numeros. (Problema

27, p.75)
Resolucgéo:.

As relacdes entre os trés numeros sdo mostradas abaixo.

.

X 2/3 X 3/5

1° 2° 3°
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A representacdo mais conveniente € comecgar com o terceiro numero e, a partir
dele, representar o segundo. Assim, o segundo numero € representado dividindo o
terceiro em cinco partes e tomando duas delas. Ja o primeiro é representado dividindo

0 segundo em trés partes (coincidentemente ja temos isso) e tomando duas delas.

30
20
10

Assim, a unidade natural € a quinta parte do 3° numero (o retangulo azul). Entdo
podemos escrever que o terceiro numero equivale a 5 unidades, o segundo equivale

a 3 unidades e o primeiro, a duas.

Logo,

10 unidades correspondem a 30
1 unidade corresponde a 30 ~ 3 =10
Portanto, os numeros valem 6, 9 e 15, e seu produto vale 810.

Resposta: O produto dos numeros vale 810.

Para encerrar essa coletdnea nao exaustiva de situacdes problema, temos o

seguinte desafio aos alunos.

Problema 10: Nilza e Leonor receberam 35 kg de castanhas do Para. A primeira deu
2/3 de sua parte aos irmaos e a segunda, 1/2 aos pais, ficando, assim, ambas com
quantidades iguais. Quantos quilogramas haviam sido entregues a cada uma?
(Problema 84, p.81)

Resolugéo:

Vamos resolver comegando com o fato de que apds as doagdes, ambas ficam

com quantidades iguais. Ndo vamos nos preocupar com quem tinha mais.
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Nilza
- >
. Dado - Sobra »
Leonor
- >
. Dado be Sobra .

Nilza tinha trés unidades e Leonor, duas. Ao todo, tinham cinco. Logo:
5 unidades correspondem a 35 kg
1 unidade corresponde a 35 +~5 =7 kg
Portanto, Nilza tinha 3 unidades (21 kg) e Leonor tinha 2 unidades (14 kg).

Resposta: 21 kg e 14 kg, respectivamente.

Observagao: Como os problemas anteriores podem ser resolvidos por alunos
do 5° ano, é fundamental enfatizar no processo de resolucéo as expressées numéricas
que conduzem a resposta. A importancia dessa pratica € que ajudara a construir o
pensamento algébrico dos alunos ao mostrar as relagdes que existem entre os valores

dados no enunciado.

4.2 Problemas de livros atuais

Passaremos agora a resolver problemas de livros atuais voltados para o 7° ano

e que tratam, principalmente, de fragdes, proporcionalidade e porcentagem.

Os modelos de barras serdo usados como apoio ao equacionamento dos
problemas e veremos que com o uso desse recurso, a escolha das incognitas sera

facilitada, e as equacdes dos problemas se tornardo mais simples.

As obras escolhidas foram:
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e GIOVANNI JUNIOR, José Ruy; CASTRUCCI, Benedicto. A conquista da
matematica: 70 ano — Editora FTD — 2018

e MODERNA, Editora (Org.). Arariba mais: matematica: manual do professor. 12
ed. Sdo Paulo: Moderna, 2018.

e DANTE, Luiz Roberto. Telaris matematica, 7° ano: ensino fundamental, anos
finais. 32 ed. Sao Paulo: Atica, 2018.

4.2.1 Problemas selecionados de JUNIOR e CASTRUCCI (2018)

Problema 11: Guilherme e Tiago compraram 200 figurinhas. Dessas, 36 foram
rasgadas e ndo puderam ser aproveitadas. Das figurinhas restantes, Guilherme ficou

com 20 a mais que Tiago. Com quantas figurinhas cada um ficou? (Problema 2, p. 159)
Resolugéo:.
A situacao inicial pode ser representada da seguinte forma:

Figurinhas de Ge T

&
L )

Bestantes 36

200

As nao rasgadas séo 200 — 36 = 164. Dentre essas, Guilherme ficou com 20 a

mais que Tiago.

&
L

&
¥
'
¥

Do esquema acima temos, a parte amarela corresponde ao que coube a
Guilherme e a parte laranja é o que coube a Tiago. Repare que a parte amarela pode
ser dividida em dois pedagos: um do mesmo tamanho do pedacgo de Tiago e o restante

correspondendo a 20.
A incégnita natural da equagéao representada acima € T. Portanto

2T+20=164=2T =144 =T =72


Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.
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Como G =T + 20, entdo G = 92

Resposta: Guilherme ficou com 92 e Tiago com 72 figurinhas.

Problema 12: Uma tabua tem 120 cm de comprimento e deve ser dividida em duas
partes, de tal forma que o comprimento da menor seja igual a 3/5 do comprimento da

menor. Qual sera, em metros o comprimento da menor parte? (Problema 4, p. 159)

@o/ugéo:

Modelando o problema:

120 cm
- >
- >« - >
Menor Maior

Tomando como incdgnita x cada um dos retangulos, podemos escrever:
8x =120
x =15

A menor parte tem comprimento equivalente a 3x. Logo, mede 45 centimetros
ou 0,45 m.

@posta: A menor parte mede 0,45 m.

OBSERVACAO: Repare que a modelagem do problema com o recurso das barras
simplificou a equagcao. Se o problema fosse resolvido usando como incégnita o
comprimento da maior, isso conduziria a equagao

+3 =120
x 5x—

que apresentaria uma dificuldade a alunos nao familiarizados com calculos com

fracoes.


Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.

Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.

Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.
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Problema 13: Em uma eleicdo com dois candidatos, A e B, uma pesquisa mostra que
40% dos eleitores votardo no candidato A e 35% no candidato B. Se entre os

pesquisados ainda ha 3500 indecisos, quantos eleitores participaram dessa pesquisa?
(Problema 6, p.159)

Resolucéo:

Um modelo natural do problema € o seguinte.

40% 35%

A B | Indecisos |

-+ L) e

3500

[
i

Pelo diagrama, o percentual de indecisos é (100 — 40 — 35)% = 25%. Portanto,
sendo E o total de eleitores, temos:

25 E = 3500
100~

25E = 350000

- 350000
25

E =14000
@posta: Participaram da pesquisa 14 mil eleitores.

Observagéao: Usando os MBS, a solugéo fica mais imediata. Vejamos.

25%
-+ 4 rd—»
| A | B | Indecisos |
-+ L) L L
3500

Para calcular o total de eleitores basta multiplicar 3500 por 4, obtendo 140 mil.

Problema 14: Um reservatorio estava totalmente cheio de agua inicialmente, esvaziou
se 1/3 da capacidade desse reservatorio e depois foram retirados 400 litros de agua.
O volume de agua que restou no reservatoério corresponde a 3/5 da capacidade do

reservatorio. Quantos litros de agua cabem esse reservatério? (Problema 2, p. 159)


Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.

Ney
Não consegui adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.
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Resolucéo:.
Vamos modelar o problema.

Inicialmente é retirado 1/3 da capacidade do reservatoério. Representando a

capacidade por uma barra, dividimo-la em trés partes iguais.

Capacidade do reservatorio

1* retirada Sobra
- -

L 2

Feito isso, sabemos s3o retirados 400 litros e sobram 3/5 do reservatério. E
possivel representar o que restou apos a retirando de 400 litros dividindo em 5 partes

iguais os dois tergos restantes tomando 3 partes de cada divisdo. Assim, a barra que

representa a capacidade do reservatorio ficou dividida em 15 partes iguais.

Capacidade do reservatorio

L

=obra apos a 1® retirada

'
| J

Podemos reorganizar o modelo da seguinte forma.

Tomando como incégnita cada uma das partes menores, temos a equagao
x = 400

Como a capacidade do reservatério corresponde a 15x, temos nossa resposta.

@posta: Cabem 6000 litros no reservatorio.

Observacao: Em todos os problemas em que as equagdes envolveriam fragoes,
0s @S ajudou a escolher a unidade (a incognita) de modo a evitar isso. Volto a afirmar
que, para alunos que apresentam uma dificuldade na manipulagcéo de fracbes em
equacdes, isso pode ser um bom recurso. E claro que a representacdo dos modelos
exige uma certa engenhosidade, mas o equacionamento do problema também. A
diferenga € que o modelo envolve algo mais visual, e é esse apelo visual que torna

essa ferramenta tao util.


Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.

Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.

Ney
Não consegui tirar a cor...

Marcio Rocha
Corrigido.
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Problema 15: Em um torneio de futebol, uma equipe venceu 3/5 dos jogos que
disputou, empatou 1/3 dos jogos e perdeu apenas 2. Essas informagdes nos mostram

que a equipe venceu: (Problema 8, p.162)
a) 30 jogos. b) 24 jogos. c) 20 jogos. d) 18 jogos. e) 10 jogos.
Resolugéo:

Um modelo do problema pode ser.

| v | V | v | |

Para representar os empates, vamos dividir cada quinto em trés partes.

v A" v
| el | el | T[Tl | [E] | I'E

Desse modo, o total de jogos disputado fica representado por uma barra dividida

igualmente em 15 barras menores. Redesenhando o modelo, temos:

| i | v | i |E|JE]JE|E]E][ |

Representando cada uma dessas partes menores pela incégnita x, cada vitéria
corresponde a 3x. Portanto, temos a seguinte equacgéo:

15x =5x+9x + 2
x =2
O numero de vitorias foi 9 x 2 = 18.
@posta: Alternativa D

Problema 16: Os gerentes de uma empresa entrevistaram 420 candidatos a
determinado emprego e rejeitaram um numero de candidatos igual a 5 vezes o numero

de candidatos aceitos. Entdo, o niumero de candidatos aceitos foi:(Problema 12, p.163)
a) 84 b) 75 c) 70 d) 65 e) 60
@olugéo:
Podemos iniciar modelando o problema da seguinte forma:

Eejeitados Aceitos



Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.

Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.

Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.
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Sabendo que o numero de rejeitados corresponde a 5 vezes o de aceitos, nosso

modelo agora fica assim:

Rejertados Aceitos
- -

L

Representando os aceitos por x, temos:
6x =420
x =70

Resposta: Alternativa C.

4.2.2 Problemas selecionados de EDITORA MODERNA (2018)

Problema 17: De 32 criangas que foram acampar, 10 sdo meninas. Qual € a
porcentagem de meninas em relagdo ao numero total de criangas? (Problema 5, p.
264)

Resolucgéo:

Modelo:

32

ol
-«

-

10

Y

Tomemos 32 como 100%. Entao % de 32 vale 10. Portanto,

X .32=10
100 B

Dai, 32x = 1000 e x = 31,25

Resposta: 31,25%.


Ney
Não consegui tirar a cor e nem adentar...

Marcio Rocha
Corrigido.
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Problema 18: A quantia de R$ 288,00 sera repartida entre trés criangas em partes
diretamente proporcionais a idade delas. Quantos reais recebera a crianga de 8 anos?

E ade 10 anos? E a de 12 anos? (Problema 10, p. 288)

Resolucgéo:.

Modelo:

8 anos 10 anos 12 anos

268

-
i

Considerando cada ano como uma unidade, 288 correspondem a8+ 10 + 12 =

30 unidades. Entdo a equacéo fica:

30x = 288
288
=30
x =96

Portanto:

Ao filho de 8 anos caberéo 8 x 9,6 = 76,80

Ao filho de 10 anos caber&o 10 x 9,6 = 96,00
Ao filho de 12 anos caber&o 12 x 9,6 = 115,20

Resposta: O filho de 8 anos recebera R$ 76,80, o de 10 anos recebera R$ 96,00
e ode 12, R$ 115,20.

Problema 19: Os 78% do total de figurinhas de Mariana correspondem a 156

figurinhas. Qual é a quantidade total de figurinhas que Mariana tem? (Problema 3,

p.281)
Resolucéo:.

Modelo:
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78% ~

L J

r

156

L J

-~

Total

Representando o total pela incégnita x, podemos escrever:

78 =156

100 *~

78x = 15600
x =200

Resposta: Mariana tem 200 figurinhas.

Problema 20: Um empresario investiu R$ 8.400,00 em um projeto. Depois de um ano,

seu lucro foi de R$ 1.680,00. Qual foi a porcentagem do lucro em relacdo ao
investimento? (Problema 10, p.288)

Resolugéo:

Modelo:

8400

v

F 3

1680

?
-

r

1008

Epresentando pela incégnita x a porcentagem buscada, de acordo com o
modelo podemos escrever:

X
100 8400 680

Dai,
_ 1680

X _— =

84

Resposta: 20%.


Marcio Rocha
A incógnita da equação não estava identificada.

Marcio Rocha
Corrigido.

Marcio Rocha
A incógnita da equação não estava identificada.

Marcio Rocha
Corrigido.


77

4.2.3 Problemas selecionados de DANTE (2018)

Problema 21: O terreno de Rosa é retangular e a largura tem medida de comprimento
de 18 m a menos do que a profundidade. O perimetro do terreno mede 84 m. Qual é
a medida de comprimento da profundidade do terreno? E qual € a medida de

comprimento da largura? (Problema 72, p.122)
Resolugéo:

Modelo:

18
Largura | -—

Profundidade |

Vamos chamar a largura de x. Assim, a profundidade sera representada por x +
18. Como o perimetro mede 84 m, a soma Largura + Profundidade é 42 m. Portanto,

a equacao e
Xx+x+18 =42
2x =42 —18
2x = 24
x =12

Resposta: A profundidade tem 30 m e a largura tem 12 m.

Problema 22: Em uma gaveta ha garfos e facas na razédo de 3 para 5. Sabendo que

sdo 12 garfos, quantas facas ha na gaveta? (Problema 26, p.211)
Resolucéo:
Modelo:

A cada 3 garfos ha 5 facas.
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Garfos Facas

12

F
F
L J

F
4

Considerando cada unidade como x, temos:
3x =12
x =4
O numero de facas corresponde a 5x. Logo, ha 5 x 4 = 20 facas.

Resposta: Ha 20 facas.

Problema 23: A professora Julia reservou 10 folhas de papel crepom para cada aluno
do 7° ano. Como naquele dia faltaram 5 alunos, foi possivel dar 12 folhas para cada
aluno que compareceu. Qual foi o numero de folhas de papel crepom distribuidas pela

professora Julia? (Problema 78, p.122)
Resolucgéo:.

Para modelar o problema vamos representar o numero de folhas por uma barra.
Nao sabemos em quantas partes vamos dividi-la pois ndo sabemos quantos sao os
alunos, mas sabemos que em cada parte podemos escrever o numero 10,
correspondendo ao numero de folhas que cada aluno receberia. Estamos em um

problema no estilo “antes-depois”.

ANTES (com todos os alunos presentes)

10 /10 10 10|10 ... 10 10 10 10

Sabemos que, no dia da divisao, 5 alunos faltaram, fazendo com que cada aluno
pudesse receber 12 folhas. Como o numero de folhas ainda é o mesmo, vamos fazer
uma barra do mesmo tamanho que antes, mas com 5 retangulos a menos, o que

causara um aumento no tamanho de cada retangulo.
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DEPOIS (com 5 alunos a menos)

12 12 12 12 ... 12 12 12

Dizendo que, depois, temos x alunos, podemos dizer que o numero de folhas &
12x.

No caso “antes”, o numero de alunos é 5 unidades maior. Portanto, o nUmero

de folhas é dado por 10(x + 5). Portanto, podemos escrever:
12x = 10(x + 5)
12x — 10x =50
x =25
O numero de folhas é 12 x 25 = 300.

Resposta: Foram distribuidas 300 folhas de papel crepom.

Problema 24: Joaquim repartiu R$ 65,00 entre os 3 filhos, Paulo, Jodo e Lauro, de

modo que Paulo ficou com a metade da quantia de Jodo e Lauro ficou com 2/3 da
quantia de Jo&o. Quanto cada um recebeu? (Pagina 128, p.1)
Resolugéo:

Para modelar o problema tomaremos a quantia recebida por Jodao como

unidade, ja que as outras duas quantias estao referidas e ela.

Jodo | |

Paulo |

Lauro | | |

Como Lauro recebeu 2/3 da quantia de Joao, a barra que representa a quantia
de Joado foi dividida em 3 partes iguais. Assim, cada uma das trés partes que
representam a quantia de Jo&o é igual a cada uma das duas partes que representa a

quantia de Lauro.
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Jodo | |

Paulo | \

Lauro | | |

A barra que representa a quantia de Paulo € metade da de Jodo. Entdo vamos

dividir ao meio cada uma das trés barras que representam a quantia de Joao.

Joao \ \ \ ’ ‘ ’ ‘

Paulo | |

Lauro | | |

Fazemos o0 mesmo com cada uma das duas barras que representam a quantia

de Lauro.

Jodgo | | | | | |

Paulo | |

Lauro | | | | |

Ainda ndo temos uma unidade. Porém, como Paulo tem metade da quantia de
Jodo (representada agora por 6 retdngulos menores), a quantidade de Paulo pode ser

representada por 3 retangulos menores.

Joao \ \ \ \ ‘ ’ ‘

Paulo | | \ |

Lauro | | | | |

Representando cada uma das partes por x, teremos:
13x = 65
x=05

Portanto, Jodo recebeu 6x, ou seja, 30 reais, Paulo recebeu 3x, ou seja, 15

reais e Lauro recebeu 4x, que corresponde a 20 reais.
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Resposta: Jodo recebeu R$ 30,00, Paulo recebeu R$ 15,00 e Lauro recebeu
R$ 20,00.

Caracterizagcao das faixas etarias e séries

Na tabela abaixo, caracterizamos as séries escolares e as faixas etarias para

as quais os problemas selecionados sao indicados.

Tabela 2: Caracterizagdo dos problemas

Problema Fonte / Obra didatica Série Faixa etaria tipica
1 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
2 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
3 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
4 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10 — 11 anos
5 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
6 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
7 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
8 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
9 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
10 Quintella; O’Reilly (1957) 5° ano 10— 11 anos
11 JUNIOR e CASTRUCCI (2018) 6° ano 11 -12 anos
12 JUNIOR e CASTRUCCI (2018) 6° ano 1112 anos
13 JUNIOR e CASTRUCCI (2018) 6° ano 11 —12 anos
14 JUNIOR e CASTRUCCI (2018) 6° ano 11 —12 anos
15 JUNIOR e CASTRUCCI (2018) 6° ano 11 —12 anos
16 JUNIOR e CASTRUCCI (2018) 6° ano 11-12 anos
17 EDITORA MODERNA (2018) 7° ano 12 — 13 anos
18 EDITORA MODERNA (2018) 7° ano 12 — 13 anos
19 EDITORA MODERNA (2018) 7° ano 12 — 13 anos

20 EDITORA MODERNA (2018) 7° ano 12 — 13 anos
21 DANTE (2018) 7° ano 12 — 13 anos
22 DANTE (2018) 7° ano 12 — 13 anos
23 DANTE (2018) 7° ano 12 — 13 anos
24 DANTE (2018) 7° ano 12 — 13 anos
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CONCLUSAO

Para a maioria das pessoas, a simples mencgao da palavra “problema” provoca
dor de cabega. Dificiilmente alguém vé um problema como oportunidade de diversao,
um desafio ou como uma possibilidade de aprender algo novo. Isso € verdade, de
modo geral, quando temos que encarar os problemas da vida diaria, mas essa € a
postura psicoldgica que devemos buscar: que nossos alunos sejam capazes de ver 0s
problemas de matematica com uma atitude positiva. De fato, como dito em LUCENA
(2020), a solugao de problemas no contexto do ensino de Matematica ndo so permite
que os alunos pratiquem os conhecimentos e algoritmos ja adquiridos, mas também
fomenta o desenvolvimento do raciocinio l6gico. Além disso, estimula a reflexao e a

capacidade de elaborar estratégias criativas.

Em FAYOL, TOOM, et al. (2010), o professor russo André Toom diz que é uma
experiéncia inestimavel na vida de um aluno quando este consegue discernir, em um
enunciado, o que deve ser levado em conta na resolugdo de um problema. Portanto,
privar 0s meninos € as meninas da experiéncia de resolver problemas é retirar uma
parte importantissima da sua formacgao, pois ao resolver problemas verbais, alunos de
todas as idades desenvolvem a capacidade de traduzir para a matematica uma
“variedade de verbos, advérbios e palavras sintéticas que indicam agdes e relagdes
entre objetos, tais como por, dar, tomar, trazer, encher, escoar, mover, encontrar,
ultrapassar, mais, menos, mais tarde, mais cedo, antes, depois, a partir de, para, entre,
de encontro, afastar de etc” (FAYOL, TOOM, et al., 2010)

Em varias culturas, o ensino de Matematica se desenvolveu (e ainda se
desenvolve) por meio de problemas. Egito antigo, Babilénia e China sdo alguns
exemplos nos quais problemas matematicos aparecem em documentos histéricos,
seja em papiros ou em tabletes de argila. Em AVERBACH e CHEIN (2000) lemos:

O interesse pela matematica recreativa remonta a muitos séculos. Por
exemplo, o Problema 3.2 abaixo é retirado da Antologia Grega, uma colegao
de problemas numéricos em forma epigramatica, que foi montada por
Metrodorus por volta do ano 500. Segundo Eves [14], ha razdes para acreditar
que muitos desses problemas sao ainda mais antigos em origem. Na época
em que foram originalmente propostos, a maioria desses problemas era
resolvida por tentativa e erro" (AVERBACH; CHEIN, 2000, p. 170-171,
tradugéo minha).
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A antiga Uni&do Soviética & conhecida por seus livros de matematica recheados
de problemas. Classicos s&o os livros de Yakov Perelman. Em seu prefacio, Martin
Gardner descreve (KORDEMSKY, 1992) como “o melhor e mais popular livro de

quebra-cabegas matematicos ja publicado na Unido Soviética”.

Os problemas verbais nos livros didaticos russos apresentam um crescimento
regular em sua dificuldade ao longo das séries escolares (TOOM, 2004). Muitos destes
problemas serviram como inspiracao na infancia de matematicos e cientistas. Em
FAYOL, TOOM, et al. (2010), cita-se uma entrevista de Vladimir Arnold4, na qual ele
lembra do seguinte problema: Duas mulheres idosas comegam a caminhar ao nascer
do Sol e cada qual caminhou a uma velocidade constante. Uma foi de A para B e a
outra foi de B para A. encontraram-se ao meio-dia e, continuando a andar sem parar,
chegaram a B as 16 h e a A as 21 h, respectivamente. A que horas foi o nascer do Sol

naquele dia?

Arnold resolveu esse problema de forma autbnoma aos 12 anos, e disse que
essa foi sua primeira verdadeira experiéncia matematica e conclui dizendo que esse

tipo de experiéncia ndo € incomum na Russia, como confirma (TOOM, 2004).

No artigo mencionado, o professor Toom destaca os livros didaticos de
Singapura, dizendo que sao “escritos segundo parametros claros logicos, tal que
repeticdes inuteis sao excluidas; alunos avangam todo o tempo” (p.15). Nesse aspecto
sdo comparados por ele aos livros didaticos russos, embora tenha algumas diferengas

em termos de grau de dificuldade.

O professor Elon Lima escreveu:

A fim de familiarizar gradativamente os alunos com o método matematico,
dota-los de habilidades para lidar desembaragadamente com os mecanismos
de calculo e dar-lhes condigbes para mais tarde saberem utilizar seus
conhecimentos em situagdes da vida real, o ensino da Matematica deve
abranger ftrés componentes fundamentais, que chamaremos de
Conceituagao, Manipulagéo e Aplicagdes. (LIMA, 2003)

O processo de aprendizagem s6 ocorrera de maneira equilibrada se houver uma

dosagem adequada de cada uma dessas trés componentes. O exagero de alguma

# Vladimir Arnold (12 de junho de 1937 - 3 de junho de 2010), foi um matematico soviético e russo.
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dessas componentes é o que faz surgir modismos pedagdgicos e é responsavel por

uma visao equivocada da propria matematica.

Por exemplo, como a componente mais difundida €, sem duvida, a manipulagao,
a maioria das pessoas (inclusive muitos professores e alunos) pensam que
matematica se resume a ela. Por outro lado, a predominancia na conceituacéo foi
responsavel, nas décadas de 60 e 70, pelo periodo da chamada Matematica Moderna,
quando nao havia quase lugar para as manipulagcbes e menos ainda para as
aplicagdes (LIMA, 2003). Contudo, também ¢é possivel exagerar nas aplicagdes. Esse
exagero pode ser visto na “febre” da contextualizag&o. A apresentacdo da matematica
em sala por meio da resolugéo de problemas deveria estar apoiada pelas outras duas

componentes.

Quando se trata de ensinar a resolver problemas, também nao se pode perder

de vista o que disse o matematico hungaro George Polya:

A resolugédo de problemas é uma habilidade pratica como, digamos, o é a
natagao. Adquirimos qualquer habilitagao por imitagao e pratica. Ao tentarmos
nadar, imitamos o que os outros fazem com as maos e 0s pés para manterem
suas cabegas fora d'agua e, afinal, aprendemos a nadar pela pratica da
natacdo. Ao tentarmos resolver problemas, temos de observar e imitar o que
fazem outras pessoas quando resolvem os seus e, por fim, aprendemos a
resolver problemas, resolvendo-os. (POLYA, 1995)

O comentario acima indica que ha uma “técnica” na resolugao de problemas,
sejam eles de que natureza forem. Mas quando se fala de problemas de Matematica
na escola, essa técnica ou “metodologia” deve ser apresentada de forma clara. Mesmo
que de forma sutil no comego, aos poucos vai ficando claro para os alunos que existe
um caminho, e isso vai ajudando a formar habitos de raciocinio que serao uteis para

além da vida escolar.

Considerando tudo o que foi dito, uma das maiores dificuldades na resolugao
de problemas esta em se traduzir o enunciado da linguagem corrente para a linguagem
matematica. Na minha experiéncia, isso se deve por dois motivos: (1) a pouca
capacidade de interpretar textos e (2) a dificuldade de traduzir as relagdes
matematicas que existem entre os dados e a incognita do problema. A segunda
dificuldade tem sua raiz no pensamento algébrico pouco desenvolvido. Na verdade,
como vimos, ocorre um salto entre a matematica ensinada nos anos iniciais (que se

concentra na parte operacional) e 0 ensino de algebra, e se for possivel construir uma
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“‘ponte” entre essas duas etapas do ensino, penso que a nossa tarefa de professores
seja facilitada e o aprendizado dos alunos se dara de forma mais significativa e menos

traumatica.

Entdo existe uma “técnica infalivel” para resolver problemas? Certamente, nao.
Porém, como pretendi mostrar com o trabalho, existe uma metodologia bastante eficaz
e a intencdo foi apresentar essa metodologia e mostrar alguns exemplos de como

aplica-la.
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