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Resumo

O estudo de polindmios comeca desde o Ensino Fundamental II, com a ideia de
"letras” e "ntiimeros” na matemética, um conceito que inicialmente nao faz sentido para
o estudante, mas que com o passar do tempo e com o aprofundamento em seus es-
tudos ele percebe que essa jungao nos fornece uma ferramenta que pode ser utilizada
para moldar fendmenos em diversas areas, como na economia, engenharia, no calculo
de areas e volumes, além de outras aplicagoes. Neste trabalho estudaremos sobre po-
linémios, tentando relacionar fatoracao com calculo aproximado de raizes por métodos
numéricos. Para isso, falaremos um pouco sobre os conceitos algébricos como anel,
corpo e afins. Exploraremos alguns métodos de fatoracao e métodos de aproximagao
de raizes como o método de Newton e o método das secantes. Ainda, abordaremos
o ensino de polindmios no ensino médio e como objetivo principal vamos sugerir uma

unidade curricular eletiva sobre o ensino de polinémios.

Palavras-chave: Polinomios, Raizes, Calculo Numérico, Ensino.



Abstract

The study of polynomials begins in Elementary School II, with the idea of “letters”
and “numbers” in mathematics, a concept that initially makes no sense to the student,
but with the passage of time and the deepening of their studies he realized that this
discovery provides us with a tool that can be used to shape publications in various
areas, such as economics, engineering, areas and volumes calculation, in addition to
other applications. In this work we will study polynomials, trying to relate factorization
with approximate calculation of roots using numerical methods. To do this, we will talk
a little about algebraic concepts such as ring, field and related. We will explore some
factorization methods and root approximation methods such as Newton’s method and
the secant method. Still, we will talk about teaching of polynomials in high school and

as the main objective we will teach a unit curricular elective on teaching polynomials.

Keywords: Polynomial, roots, Numerical Calculation, Teaching.
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1 Introducao

Os polinémios tém uma origem rica na histéria da matematica. O termo "po-
linémio"deriva do grego "poly"(muitos) e "nomos" (termos), referindo-se a expressoes
algébricas formadas por multiplos termos. O estudo dos polin6mios remonta aos mate-
maticos babilonios e egipcios, que usavam conceitos rudimentares de algebra. Segundo
Roque e Pitombeira (2020), "a mateméatica desta época é vista como essencialmente
pratica, marcada pelo uso de receitas e algoritmos de calculo". A formalizacao dos
polinémios, como os conhecemos, ocorreu durante o desenvolvimento da algebra abs-
trata na Idade Média e na Renascenga, com contribui¢oes de mateméticos como René
Descartes e Carl Friedrich Gauss.

Com o tempo, a aplicacao dos polinémios evoluiu consideravelmente. Na ciéncia
moderna, eles desempenham um papel essencial em disciplinas como programacao de
computadores e modelagem de fenémenos naturais. Por exemplo, em programacao,
polinémios sao usados para criar algoritmos que simulam eventos climaticos, como a
previsao de padroes meteorologicos e a analise de variaveis complexas. Modelos polino-
miais ajudam a prever mudangas no clima, considerando variaveis inter-relacionadas, e
sao fundamentais para a pesquisa em ciéncias ambientais e engenharia. A capacidade
dos polinémios de representar relacoes matematicas complexas é crucial para avangos
tecnologicos e cientificos.

Diante disso, é crucial que o ensino de polinémios seja abordado com profundidade
nas escolas. A compreensao desses conceitos é vital para formar alunos capacitados,
alinhados as praticas educacionais de paises desenvolvidos. Integrar o estudo dos po-

linébmios na educacao basica nao s6 prepara os alunos para desafios académicos e pro-
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fissionais, mas também promove a formacao de cidadaos criticos. As escolas devem
adotar métodos e tecnologias que reflitam a importancia dos polindémios e preparem os
estudantes para contribuir significativamente em campos cientificos e tecnologicos.

Esta dissertacao explora o conceito e a aplicacao dos polinémios de forma abran-
gente, comegando com uma introduc¢ao aos niimeros inteiros e nogoes basicas de algebra.
O estudo se aprofunda na defini¢ao e propriedades dos polinémios, abordando anéis de
polindmios e técnicas de divisao. A analise inclui a fatoracao dos polinémios, determi-
nacao das raizes reais e o Método de Briot-Ruffini, complementada por um esquema
pratico. A dissertacao também examina métodos numéricos para localizar raizes, como
o Método de Newton-Raphson e o Método das Secantes, com énfase em interpretacoes
geométricas, algoritmos e convergéncia. Por fim, conecta o estudo dos polinémios com
as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), destacando a importéncia
de integrar esses conceitos no curriculo escolar.

Além disso, esta dissertacao visa criar uma fonte de recurso para a elaboracgao de
uma cadeira de eletiva matemaética para o Ensino Médio, com um enfoque aprofundado
no estudo dos polindémios. No Novo Ensino Médio, as disciplinas eletivas permitem aos
estudantes escolher areas de interesse especifico, promovendo uma educagao personali-
zada. A proposta é que essa cadeira seja destinada a turmas olimpicas ou a institui¢oes
com alta demanda por cursos em éareas exatas, como engenharia e programacgao. A in-
clusao de uma disciplina eletiva sobre polindmios permitird um aprofundamento no
tema, preparando melhor os alunos para desafios académicos e profissionais futuros,

alinhando-se as necessidades do mercado e tendéncias educacionais contemporaneas.
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2 Preliminares

2.1 Numeros inteiros 7

Os ndmeros inteiros surgiram quando os niimeros naturais ji& nao eram mais su-
ficientes para satisfazer todas as necessidades. Os numeros negativos apareceram na
China, mas os chineses nao aceitavam a ideia de té-los como solugao de uma equagao.
Na India, os nimeros negativos foram descobertos quando tentavam formular métodos
para resolver equacgoes do segundo grau.

Ja no Século III, Diofanto de Alexandria manipulava facilmente os ntimeros negati-
vos, porém alguns problemas como 4z +20 = 4 e 3z — 18 = 5 que tém como solucao
valores negativos eram classificados como niimeros absurdos.

Os nameros inteiros sao:

L, =3, -2, -1,0,1,2, 3, ...

Eles sao representados pela letra Z que vem do alemao Zahl que significa nimero.

Em conjunto podemos escrever assim

Z={.,6-3 -2 -1,0 1,2 3 ...}

2.2 Nocoes basicas de algebra

Seja P um conjunto nao vazio munido de duas operagoes, as quais poderemos
chamar de soma e produto e representadas por + e -, respectivamente.
Assim, a Soma em P:
+:PxP—P

(a,b) —a+b
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E o Produto em P:
+:PxP—P
(a,b) —a-b
Um conjunto P, com no minimo dois elementos, munido da soma e produto seréa

representado por (P, +, -).

Definigao 1 (Anel). Um anel é uma estrutura algébrica, indicada por (P, +, -),
quando satisfaz as sequintes propriedades:

S1. Associatividade da soma: (a+b)+c=a+ (b+c¢), Ya, b, ¢ € P;

S2. Comutatividade da soma: a + b = b + a, Va, b € P;

S3.  FExisténcia do elemento neutro em relacao a soma: a + O0p = 0p +a =
a, Va, Op € PeOp = 0;

S4. Inverso aditivo: a+ (—a) = (—a)+a=0, Va€e P;

P1. Associatividade do produto: (a-b)-c=a-(b-c), YV a, b, ¢ € P;

P2. Comutatividade do produto: a-b=0b-a, ¥V a, b € P;

P3. Distributividade do produto em relagio a soma: a-(b+c¢) =a-b+a-ce
(b+c)-a=b-a+c-a, Va, b ceP;

P4. Emisténcia do elemento neutro em relagao ao produto: a-1, =1,-a=a, Va €

Observagoes:

a) Se P éum anele a € P entao a-0 = 0. De fato, pois a-0 = a-(0+0) = a-0+a-0 = 0,

dai somando —(a - 0) em ambos os membros, chegamos a - 0 = 0.

b) (—a)-b=a-(—b) = —(ab), de fato, pois, (—a)-b+a-b=(—a+a)-b=0-b=0,
logo (—a) - b= —(ab)
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Definicao 2 (Dominio de integridade). Um anel (P, +, -) é chamado de Dominio
de Integridade, se ele satisfaz a condigao

P5. Sejam a,b € P, sea# 0 eb# 0 entao a-b+# 0.

Definigao 3 (Corpo). Um anel (K, +, -) é chamado Corpo quando todo elemento de
K, diferente de zero, possui um inverso em rela¢do ao produto.

Va e K,a# 0,3b € K, tal que a-b=1
Proposicao 1. Todo corpo é um dominio de integridade.

Demonstracao. Seja a,b € K tal que

ab=0

Vamos mostrar que a = 0 ou b = 0. Vamos supor a contradigao, isto é, a # 0 e b # 0.

Como K é um corpo, a tem o inverso multiplicativo a~!. Assim,

a'(ab)=a'0=0

o que implica b = 0, uma contradi¢ao, pois b £ 0

[]

Exemplo 1. O conjunto dos nimeros inteiros, com as operagoes soma e produto, é

um exemplo de anel, (Z,+,-).
Exemplo 2. O anel (Z,+,-) é dominio de integridade, pois cumpre a condigio P5.

Mas nao é um corpo, pois se a € Z,a # 1, nao existe b € Z tal que a-b = 1.

-

Exemplo 3. O conjunto dos nimeros racionais com a soma e produto, (Q,+,-), é

corpo.

18



Exemplo 4. Assim como o conjunto dos nimeros reais e o conjunto dos niumeros

complezos com a soma e produto, (R,+,-), (C,+,-) sao corpos.
Proposicao 2. Todo dominio de integridade finito € um corpo.

Demonstragao. Seja a # 0. Vamos considerar o conjunto

{a,a* d®, ..}

Assim, pelo dominio de integridade ser finito, existem m,n € N, com m < n tal

que a™ = a™. Com isso,

Como, a™ # 0, temos que

1—a""™=0
Logo,
a-a""m =1,
ou seja, a” ™1 é o inverso multiplicativo de a. O

19



2.3 Polinomios

Ha diversas situagoes nas quais os polinomios sao aplicados, em areas diferentes,
como no calculo de area e volume, na Economia, na Fisica e em outras areas.

Observe as figuras abaixo:

2x + 3

r+1

Figura 2.1: Retangulo e prisma quadrangular

Exemplo 5. A figura a esquerda € um retingulo de dimensoes x+1 e 2x+3 e a figura
a direita € um prisma de base quadrangular de dimensoes x e x + 4, quais expressoes
determinam o perimetro, as dreas e o volume dessas figuras?

Temos que o perimetro do retdngulo é dado por

2(r+1)+2(2x+3) =6x+8

A drea do retingulo € dada por

(x+1)- (20 +3) =22+ 5z + 3

Para a drea do prisma temos que calcular a drea das bases e a drea das faces laterais

e somd-las

20



Ap=22% A =4z (z+4)) = 42? + 16z, A, = 62° + 162

E o volume do prisma é dado por

z-x-(v+4) =2+ 42°

Exemplo 6. Na economia hd funcoes que modelam o custo, o lucro e outras varidveis
na producdo de objetos em gerais, como automdveis, pegas, bicicletas e afins. Como
exemplo podemos tomar uma fdbrica de motocicletas que utilizou a func¢ao L(x) =
0,42* 4+ 2022 + 1000 como indicadora do lucro, em real, na fabricagio de x unidades

por dia, para 1 < x < 10.
Todas as expressoes mostradas acima sao expressoes polinomiais ou polinémios.

Definigao 4 (Polinomio). Polindmio ou fungdao polinomial na varidvel complexa x é

toda expressio P: C — C da forma P(x) = a,z™ + ap_12™ 1 + -+ + a92? + a1 + ag,

ara todo v € C, comn € N e a,,a,_1,...,as, a1, ag numeros complexos.
’ ny Un—1, ) ) » WO
Os numeros complexos a,, G,_1, ..., a2, a1, ag sao chamados de coeficientes do
polinémio P(z). Os monoémios a,z", a, 12", ..., az? aix, ay sdo os termos do

polinémio, em que ag € o termo independente.

Exemplo 7. O polinémio f(z) = ..., 0x7 + 02% — 22° + 4x* — 023 + T2? + 2 — 12
pode ser reescrito como f(z) = —22° + 4x* — 02 + T2 + x — 12, ou ainda, f(x) =
—22° 4 42* + 722 + o — 12, onde termos com os coeficientes a; = 0 ndo precisam ser

escritos.

Exemplo 8. Os polinémios f(z) = —z* 432> —x+2, g(z) = 32° — 523 — 1222 +4x+3 e
h(x) = —8x"—4x3+2x pertencem a Z[z], pois os coeficientes —12, —8, =5, —4,—1,0,2,3

e 4 pertencem a 7.
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1 4 1 2
Exemplo 9. Os polinémios i(x) = x3+§x2+x+g, j(z) = —§x5+4x2—5x pertencem
. . 2 14
a Q[z], pois os coeficientes 3 T 0, 35 1 e 4 pertencem a Q.

2 4
Exemplo 10. O polinémios k(x) = /27 + ?x‘:’ + 2t + 5953 +7, l(z) = —22° + 32 +

1 4
Va3 + 4x? — 37 pertencem a R[x], pois os coeficientes —2, —3 0, et 1,vV2,V5, 7, e
4 pertencem a R.
Quando temos a, = a,_1 = -+ =as = a; = 0 e ag # 0 dizemos que o polindémio é

constante.
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Exemplo 11. Determine os valores dos coeficientes a, b e ¢ para que o polinémio
P(z) = ax® + (b — 20)2° + (¢ + 5)x® — ((20 — 44) - 2)2* + a seja nulo. Temos que para o

polinémio P(x) ser nulo, precisa-se que todos os coeficientes sejam iguais a zero.
e a=0
e (b—2))=0=b=2i
e (c+5)=0=>c=-5
e (26—4i)-2)=0=4b—-8i=0=b=2i
Logo, quando a =0, b =2i, ¢ = =5, P(x) serd nulo.

Temos ainda também a igualdade de polinomios, que dados dois polinémios, P e
@, na variavel complexa x, sdo iguais quando os coeficientes de P(x) e Q(z) forem

ordenadamente iguais.

P=Q & Pr)=Q(x),
para Vz € C.

Teorema 1 (Polindmios idénticos). Dois polindmios P e Q sdo idénticos se , e somente

se, 0s coeficientes de P e QQ forem ordenadamente iguais. Seja,
n

P(x) = apz" + ap 12"+ -+ agz? + a1+ ag = E a;x’
i=0
e

Q(x) = bpa™ + by 12" 4+ box® + by + by = Z bt
i=0
temos,

Demonstracao. Temos que para todo x € C:

1=0
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iaixi - ibixi =0& iaixi = ibixi & P(z) = Q(x)
i=0 =0 i=0 i=0
[

Valor numérico - raiz: Dado o polindmio P(z) = a,a™ + a, 12" '+ - -+ agz? +
a1x + ag € o nimero complexo r chama-se valor numérico de P em r a imagem de r

pela fungao P, isto é:
P(r) = anr™ 4 a1+ -+ agr? +arr + ag

Assim, tomando como exemplo P(z) = 5% + 222 — x + 2, temos:
e P(2)=5-2°42.22 —-242=148
e P(—3)=5-(-3P%+2-(=3)?—(=-3)+2=—112
e P(1+4)=5-(1+d+2-(1+4)?*—(1+i)+2=—-9+13i

Um caso particular ¢ quando um nimero complexo r é tal que P(r) = 0, dizemos
que r ¢ uma raiz ou um zero do polindbmio P. Por exemplo, r = —1 é uma raiz real do

polinomio P(z) = 5x3 + 22% — x + 2, pois:
e P(—1)=5-(—1p3+2-(-1)>=(=1)+2=0

Teorema 2 (Polinomio nulo). Um polindmio P é dito nulo se, e somente se, todos o0s
seus coeficientes forem nulos, isto €, seja P(x) = apa™ + -+ - agz® + ayz' + ag, temos

que

Demonstracao. O
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2.4 Anéis de Polindmios

Seja P um anel comutativo. O conjunto anel de polinébmios sobre P na incognita x

¢é definido como:
Plz] = {ana" + ap 12" "+ ap02™ 7 + -+ ag2® + a1z + ag | a; € P,n € N}

com as seguintes operagoes: sejam os polind6mios

P(2) = apa™ + ap_12™ "+ ... + ag
Q(z) = by @™ + by 1 2™ 1 4 .+ bo
definiremos:
i) Soma:

P(x) + Q(x) = (an + by)x" + (an-1 + bn—l)xn_l + -+ (ao + bo),

onde a; = 0 para todo ¢ > n e b; = 0 se ¢ > m. isto é,

n

(P+Q)(x) =) (a;+b)a’

1=0

Definigao 5 (Soma de polinémios). A soma define em A uma estrutura de grupo

comutativo, valendo as sequintes propriedades:

o Al - Associatividade da soma
o A2 - Comutatividade da soma

o A3 - Elemento neutro

25



e A/ - Inverso aditivo

Demonstragao. Sejam P, () e R polindmios pertencentes a A.

Al. P+ (Q+R)=(P+Q)+R.

n

Tomando, P(x Zaﬂ:’, Q(x be e R(x ch ,
=0

n

(P+(Q+ R)(x Zd ‘e (P+Q)+ R)(z) = Zeix,dai:

i= =0

dz:az+(bl+cz):(az—i—bz)—kczzez,‘v’ze{(), 1, 2, }
A2. P+Q = Q+P
Tomando, P(x Zam Q(x be

(P+Q)(x ch (Q+ P)(x de daf:
Clzaz+bz:bz+az:d27VZ€{0> 17 27 }

A3. Existe Ej € A|P+ Ey= P, VP € A.
Tomando, P(x) = Zaixi e Ey(z) = Zeimi, dai:

=0 =0
P+E0:P<:>ai+ei:ai,w€{0, 1, 2, }

entdao, e; =0, Vi € {0, 1, 2, ---}, portanto Ej precisa ser o polinoémio nulo, sendo
assim o elemento neutro para a adicao.

A4. Para todo P € A, 3 P_I\P + Pt = EO.

Tomando, P(x) = Zazx e P! Za 2%, dai:

=0

P+Pl'=Esata' =¢=0Yec{0 1,2 -}
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entdo, a; ' = —a;, Vi € {0, 1, 2, ---}, logo:

n
P Hz) =) (—a)z" = —ap,a" — -+ — apx® — a17 — ag, ¢ o inverso aditivo de P.
i=0

]

i1) Produto:

P(Z‘) : Q(.I) = cm+nxm+n + Cm+n_1l’m+n_1 + -+ ¢,

onde
k

¢k = arby + ag—101 + - - - + a1by—1 + apoby = Z a;by—;.
i—0

para k=0,...,m +n.
Exemplo 12. Podemos realizar a multiplicacao de polindémios separando cada termo
de um polinomio e multiplicando pelo outro polinémio. Tomemos os polinémios f(x) =

323 —1 e g(x) = 2* — 2x + 1. Faremos, f(x)- g(x)

g(x)
—~
3% - (2% — 224+ 1) =32% - 2® + 32 - (—22) + 32 -1 = 32° — 62 + 327
g(z)
——t
—1-(@*-2z+1)=-1-22~1-(-22)—1-1 = —2*+2r—1

Com isso, basta somar os resultados das duas linhas

f(iU)'g(CU)=3$5—6x4+3x3—x2+2x—1.

Definigao 6 (Produto de polindomios). O produto define em A uma estrutura de grupo

comutativo, valendo as sequintes propriedades:
o A5 Associatividade do produto

o A6 Comutatividade do produto
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e A7 Elemento neutro

e A8 Distributividade do produto em relagao a soma.

Demonstracao. Sejam P, () e R polindbmios pertencentes a A.

A5 - Associatividade do produto.
(P-Q)-R=P-(Q-R)

Tomando, P(x Zax Q(x Zb:z: e R(x ch ,

(P-Q)-R)(x)) = ((apz™ + -+ -+ agz® + a1zt + ag) - (bpx™ + - - + box* + byx' + by)) -
(Co™ + -+ + cox?® + 12t + ¢) =

((anbp)x®™ + - + (agby + a1by + agbe)x* + (arby + agby)x' + agho) - (cpx™ + -+ +
cow? + 1t + ¢) =

((anbn - cn)x®™ + -+ ((agbo) - 2 + (asby + a1by + agbs) - co + (ar1bo + aghr) - 1)z +
((aybo + aghy) - co + agbo - 1)zt + aghy - ¢p) =

(@ - bncn)z®™ 4+ (ag - boca + ag - baco +ag - bicy +ay - bico +ay - boey + as - boco)x? +
(ag - bocy + ag - bico + arboco)xt + ag - bocy =

(@ (bncn))z® + -+ + (a0 - (bocz) + a0 - (baco) + ao - (brcr) + a1 - (bico) +ar - (boer) +
as - (boco))x? + (ag - (boey) + ag - (bico) + aq - (boco))xt + ag - (bocy) =

(@ - (b)) + -+ + (ag - ((boca) + (baco) + (bicr)) + ay - ((bico) + (bocy)) + as -
(boco))x? + (ao - ((bocr) + (bico)) + ay - (boco))x' + ag - (boco) =

(an@™ + -+ aex® + a1zt + ag) - ((bncn)z®™ + -+ + (agbo + a1by + agbo)z? + (arbo +
aoby )zt + aghy)- =

(ana™+ - 4 apx® + a1z’ + ag) - (bnx" + - - -+ box? + by +by) - (cpa™ 4+ - - + cox® +
ar' +¢)) = (P-(Q - R)(z)).
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A6 - Comutatividade do Produto.

P-Q=Q-P

Tomando, P(x) = iaixi e Q(z) = i bix', temos

PE)-Q)=

(anx™ 4 -+ + agz? + 12" + ag) - (byz™ + - - + b + bzt + bg) =
(@nbp)x®™ + -+ + (agby + a1y + agbs)z® + (a1by + apby)zt + agby) =
(bpan)x*™ + -+ + (boag + bray + boaz)x?® + (brag + boay )zt + boag) =
(bpx™ 4 -+« + bz + byt + bo) - (apa™ + -+ + agx® + ayzt +ag) =
Q(x) - P(x)

A7 - Elemento Neutro.

P-Ey=P

n

Tomando, P(z) = g a;x" e o polinémio Ey(z) como sendo um polinémio constante

=0
com ag = 1, temos que, Ey(z) = 02" + - - - + 023 + 022 + 0z + 1, assim

(anx™ 4 - - + ag2® + eyt + ag) - (02" + -+ + 02% + 022 + 0z + 1) =

(apz™ 4 -+ + apx® + a2t + ag) - 1 = (apx™ + - - + ax2® + ayzt + ag) = P(z).
Logo, Eo(z) = 02"+ - - + 023+ 022 + 0z + 1 é o polinémio neutro da multiplicacao.

A8 - Distributividade do produto em relagao a soma.

P (Q+R) =P-Q+P-R
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Tomando, P(x Z a; ', Q(x Z bir' e R(x Z c;x’, temos que

i=0
(P-(Q+ R)(x)) = (ana™ 4 - 4 agx® + a1z’ + ag) - (bnx" + - -+ + bya® + by’ +
bo)) + (Coz™ + -+ + 22 + 1t + ¢p)) =
(apx™+- - Far?+arxt +ag) ((bp+cn)x™+- - -+ (batco)x* + (by+c1)xt + (bo+cp)) =
(an (b + cn)2®™ + -+ 4 ag - (by + co)x® + ag - (b1 + 1)zt + ag - (b + o)) =
b + apcpx®™ + - 4 agbox® 4 agcax? 4 apbixzt 4 agerxt 4 agby + agcy =
Apbnx®™ 4 -+ agbax® + aghiz! + agby + anchx® + - - + agcar? + apcixt + agey =
2" (bpx™ -+ box? + byt +bg) ++ - +ag(bpr" 4 - +box® +byxt +bg) +anx™ (e z" +
ot er® ot o)+ ag(ea ™ + -+ x4 et +¢) =
(@px™+ - +agr® + arx' +ag) - (bpx™ + -+ -+ box® + byx' +bg) + (apz™ + - - - + axx® +

amxt +ag) - (cpx" 4+ rt + et + ) = (P-Q+ P - R)(x))
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Dispositivos praticos
Os dispositivos apresentados abaixo sao mostradas no livro Fundamentos da Mate-
matica Elementar volume 6, de (Iezzi 2013). Trataremos aqui da maneira mais didatica

possivel, de forma que fique compreensivel para alunos de nivel médio.

Exemplo 13. Dados os polinémios f(x) = 32° + 52>+ x e g(x) = 22° — x + 1, vamos

obter o produto f(z) - g(x) em cada um dos dispositivos.

Dispositivo 1. Disporemos os polinomios f(z) e g(x) um abaixo do outro, espagados
e organizados. Faremos uma linha de separagao entre os polindmios e o resultado das
operacoes necessarias que serao feitas.

Com isso, multiplicaremos o primeiro termo de g(x), que é 222, por f(z) e escreve-
remos os resultados de maneira espacada e organizada. Em seguida, multiplicaremos o
segundo termo de g(z), —x, por f(z) e escreveremos os termos obtidos de acordo com
o expoente da incognita, —3z* sob 10x* e assim por diante.

Apos realizadas todas as multiplicages de cada termo de g(z) por f(x) e organiza-

dos os resultados, basta somé-los de acordo com o que aparece, termo abaixo de termo.

flz) — 3z°  + 527 4w
g(x) — 202 -« +1
22° - f(x) = | 62° + 102 + 22°
—z- f(z) = =3zt —b1P  —a? +
1-f(x) — + 32 + 52 +x
f(x)-g(x) = | 62° + 72* +02° +42° +=z

Logo,

f(z) - g(z) = 62° + 72" + 42* + 2.

Dipositivo 2. Vamos dispor em uma tabela os coeficientes de f(z) na primeira

coluna e os de coeficientes de g(z) na primeira linha. Faremos entdo a multiplicagao
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de cada linha por cada coluna, obtendo assim os valores mostrados.

flg[2]1]1
3 6 |-3
5 10

1

0 0

Em seguida, somaremos os valores obtidos, em diagonal, de baixo para cima, da

esquerda para a direita, tal qual as cores nos orientam.

cg = 0

cg=04+1 =1
co=0—14+5 = 4
cs=2—-5+3 = 0

cy=10—-3 = 7

Com isso, os ¢; Vi € {0, 1, 2, --- ,n} obtidos sao os coeficientes do polinémio gerados
pelo produto f(x) - g(x).
Logo,

f(x) - g(x) = 62° + 7o' + 42* + z.

Definicao 7 (Grau). Seja P(z) = a,a™ + -+ + agz® + ayz' + ag um polindmio nao
nulo. Chamamos de grau de P, e representamos por gr(P) o nimero natural n tal que

an, #0 e a; =0 para todo i > n.

gr(P)=n<a, #0,a; =0,Vi > n.
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observacao 1. Em outras palavras, grau de um polindmio € o maior expoente da
varidvel x dentre todos os termos ndao nulos. Mais ainda, se P(x) é um polinémio
constante e nao nulo, seu grau € zero. O coeficiente dominante € aquele coeficiente do

termo que determina o grau do polindmio.

Teorema 3 (Grau da soma). Temos que se P, QQ e P+ @Q sao polindmios nao nulos,

entio o grau de P+ Q) é menor ou igual ao maior dos nimeros gr(P) e gr(Q).

gr(P + Q) < maz {gr(p),gr(Q)}

Demonstragao. Sejam P(x) = Zazx Q(x ZCLJIJ e gr(P) =negr(Q) =m
=0
com m # n.

Vamos supor n > m, assim n = max{gr(P),gr(Q)}. Sen >m = gr(P+ Q) =n.

Sen =m, temos ¢; =a; +b; =0+0=0,Yi >m e ¢, = a,, +b,, pode ser nulo entao:

gr(P +Q) < maz {gr(p), gr(Q)}

]

Teorema 4 (Grau do produto). Sejam P e Q) polinémios nao nulos, entdo o grau de

P -Q ¢ igual a soma dos graus de P e Q).
gr(P-Q) = gr(P) +gr(Q)

Demonstragao. Sejam P(z Za ', Qx Zaj:cj egr(P)=negr(Q) =me

seja cp = aogbptaibp_1+- - +akbo coeﬁmente de (P- Q)( ). Temos que ¢,y = Gy by # 0,
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¢, =0, Yk > n 4+ m, entao

gr(P-Q) = gr(P)+ gr(Q)

]

Exemplo 14. O polinémio f(x) = -+ + 02" + 02"t + - -+ + 0z — 2 € um polinémio

constante e pode ser escrito como f(x) = —2.

Apresentaremos também outra forma de escrever polinémio, que é por meio da

notagao de uplas ordenadas. Onde um polindémio

p(m) = anxn + an—lxn_l +...+as+a;+ag

pode ser representado da seguinte maneira

p=(..,0n,0,_1,...,02,a1,00)

onde a; # 0 para um ntmero finito de indices, com a defini¢do candnica de igualdade

de uplas temos:

flx) =402+ 02 + 02 + 02> + sz + ap & f = (...,0,0,0,0,ay,ao)

flx) = +02° + 02 + 02® + avz®* + az +ap < f = (...,0,0,0,as,a;,ag)

flx) = +02° + 0z + azz® + ax* + ayz +ag < f = (...,0,0,a3,as, a1, ap)
f(x) =" +02° + ay2? + a3z + ap2®> + ayv +ag & f = (...,0,a4,a3,a2,a;,ag)
flx) =+ asz® + agx* + azx® + apx? +ayx +ao & f = (..., a5, a4, a3, as,a1,a)
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flx) =+ a2 + ap 2™+ -+ asp® + oagrt + a3 +ar? +ar+ag & f =

(...,an,Qn_1,...,0a5,0a4,0as,as,a1,ap), onde a; € P.

Exemplo 15. Os polinémios f(z) = 42° —3x3 + 22 +5x+1 e g(x) = 72"+ 5a2° —32* +
2x—6, podem ser representados como f = (4,0,-3,1,5,1) eg = (7,0,5,—3,0,0,2, —6).
Agora, vamos aplicar a soma usando a notacao de uplas.

Temos que,

f@)+9(x)=f+g

Assim, escrevendo em uplas, de maneira a facilitar o entendimento vamos comple-

tar com 0 os coeficientes nulos, convenientes, para que todas as somas tenham pares.

f: (Oa Oa 4a Oa _3a 1a 5a 1)

g= (7> 07 57 _37 07 07 27 _6)

Agora somando membro a membro

f4+9g=0+7 040,445 0-3, —=3+0, 140, 5+2, 1 —6)

f+g: (77 Oa 97 _37 _37 17 77 _5)

Logo, f(x) +g(x) = f+g=Te" +92° — 3z* — 323 + 22 + Tx — 5.

Agora vamos tomar f(z) =22 +z e g(x) = 32> + 2? — 4 e fazer a multiplicagao
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Para melhorar o entendimento tomaremos as posicoes de cada termo

f = (CL3, G2, a1, Go)

g = (b37 b27 b17 bo)

Assim, utilizando a defini¢ao de Produto, multiplicaremos os coeficientes e somare-
mos os resultados dos produtos que tenham mesma soma dos indices. No caso, teremos
que ter soma de indices igual a 6, resultando em as - by, soma de indices igual a 5,

resultando em as - by + as - bs, e assim por diante.

f-9=10(0,2,1,0)-(3, 1,0, —4) =

(0-3, 0-142-3, 0-042-141-3, 0-(=4)+2:041-140-3, 2-(=4)+1-0+0-1, 1-(—4), 0-0) =
(0, 6, 5, 1, —8, —4, 0)

Logo f(x) +g(x) = f g = 625 + bzt + 2® — 822 — 4x.

2.5 Divisao de Polino6mios

Definigao 8 (Divisao de polindémios). Dados os polinémios f e g com f sendo o
dividendo e g o divisor, com g # 0, assim dividindo f por g obteremos outros dois
polinomios, q sendo o quociente da divisao e r o resto da divisao, satisfazendo as

sequintes condicoes:

e q-gtr=1J;

o gr(r) < gr(g), (our =0, caso em que a divisio é dita exata,).
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3 Fatoracao

De forma geral, um polindémio de grau n é escrito na forma
—1
pn(T) = apz™ + ap12" " + -+ ap, an #0

Desejamos determinar & tal que p(§) = 0. As raizes de p(x) podem ser reais ou
complexas. Mas, nem sempre a determinacao dessas raizes é uma tarefa facil. Se
n = 2, sabemos da algebra elementar como achar zeros de po(z). Existem formulas
fechadas, semelhantes & formula para polinomios de grau 2, mas bem mais complicadas,
para zeros de polindmios de grau 3 e 4. Para n > 5, em geral, nao existem formas
explicitas para determinarmos as raizes dos polinémios em termos de seus coeficientes.

Neste caso, utilizaremos métodos iterativos para encontrar zeros de polinémios.

Exemplo 16. No polinomio, p(x) = 72> + 22? —x — 9, temos ag = —9,a1 = —1, a5 =

2,a3 =17, onden =3 € o grau do polindomio.

Exemplo 17. Dois polinémios p(x) e q(x) sao iguais se seus graus e coeficientes $ao

1guais. Sejam os polindmios:
p(x) = apa” + an_12" ' 4 -+ ag

q(x) = bpa™ + by 12"+ 4 by

Com igualdade p(z) = q(z),Vr < a; =b;, 1=0,---,n

Exemplo 18. Seja p(x) um polindmio de grau n > 1. Dizemos que & é uma raiz de
multiplicidade m se:
P& =p"(€) =---=pm D) £0 e p™ (&) =0, onde p™ ¢ a m-ésima derivada

de p(z), no ponto .
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Exemplo 19. Considere o polinomio p(x) = 3. Temos que £ = 0 € uma raiz de p(x),

note que p'(0) = p”(0) =0 e p”'(0) = 6 # 0. Neste caso, entendemos que £ =0 é uma

ratz com multiplicidade 3.

Teorema 5 (Teorema Fundamental da Algebra). A equagio polinomial dada por
p(z) = aa™ +a,_ 12"+ dag =0, com coeficientes reais ou complexos, possui pelo

menos uma raiz, ou seja existe pelo menos uma raiz real ou complexa tal que p(x) =0

observagao 2. Seja p(z) um polindmio de grau n > 1. A equagdo p(x) = 0 possui

ezatamente n raizes (reais + complexas + multiplicidade)
observagao 3. Seja p(x) um polinémio de grau n > 1, entdo para qualquer o € R

existe um unico polinomio q(z) de grau (n — 1) tal que

p(x) = (x = a)q(z) + p(a)

Onde p(a) € o resto da divisao de p(z) por (v — «) (Teorema do Resto).

Exemplo 20. A divisio do polinomio p(z) = 62> — 4z + 2 pelo polinémio (x — 4)

resulta q(x) = 6x + 20 e o resto dessa divisao, p(4) = 82.

3.1 Determinacao das raizes reais

Para se obter raizes de equacoes polinomiais, pode-se aplicar qualquer um dos
métodos numéricos estudados anteriormente, porém veremos aqui o método de Newton
com o método de Briot-Ruffini, o qual avalia o polinémio e sua derivada num ponto z;

com um nimero minimo de equagoes aritméticas.
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3.2 Meétodo de Briot-Ruffini

Dado um polinémio p(x), e € R, existe um tnico polinomio ¢(x) de grau (n — 1)
tal que p(z) = (x — a)q(x) + p(a). Vale notar, que p(«a) é o resto da divisao de p(x)
por (x — «).

O que o método de Briot-Ruffini nos diz ¢, como determinar os coeficientes de ¢(z)

e p(a) diretamente, como segue.

p(x) = @™+ an 12"+ -+ ag
q(x) = ba" by by

pla) = by (resto da divisao)

temos:

[anl‘n + a/n_lxn_l + e + ar + a,()] = (I' — O{) [bnfpn_l + bn_ll‘n_g + . e + b1i| e

bpx"™ + (by_1 — b))zt + (by_g — abp_)x" 2 4 -+ + (by — aby)x + (by — aby)

pela igualdade dos polinémios, temos que:

a, = b,

ap-1 = bnfl - abn = bnfl =0Qp-1+ Oébn
a; = b1 — O./bg = b1 =a; + Oébg
ap = bo — Oébl = bo =ag + Oébl

39



Note que, dessa forma, p(a) = a,a™ + a,_1a" ' + -+ + ay pode ser calculado com n

operacoes de adi¢oes e n operagoes de multiplicagao.

3.3 Esquema pratico de Briot-Ruffini

Podemos obter facilmente os coeficientes de ¢(z) e o resto da divisao de p(a) con-

forme esquema pratico que segue

Exemplo 21. Seja p(z) = 623 + x — 1 calcule p(3) e encontre g(x).

Temos,

b3 = a3:6
b2 == a2+ab3:0+3(6) =18
by = aj+aby, =1+ 3(18) =55

bo = ap+aby =—1+3(55) =164 = p(3)
e ao mesmo tempo temos g(x) = 622 + 18z + 55, de tal forma que vale
p(x) = (z — 3)(62% + 18z + 55) + p(3)
Que estd de acordo com o esquema prdatico de Briot-Ruffini

6 0 1 -1

316 18 55| 164 =p(3)
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4 Um pouco de Calculo Numérico

4.1 Localizagao de Raizes

Algumas vezes nos deparamos com polindémios que a primeira vista nao surge ideia
de como serao as suas raizes, a localizacao dessas raizes, se serao raizes positivas ou
negativas. Pré-requisitos esses que nos pouparia tempo e raciocinio no trabalho em
uma decomposicao de polindmios e afins. Dito isto, veremos alguns resultados que nos
auxiliam na investigacao da localizacao de raizes de uma equagao polinomial.

Primeiramente utilizaremos a Regra de Sinal de Descartes para determinarmos o
numero de zeros reais positivos de um polindémio com coeficientes reais. Vamos tomar

como exemplo o polinémio
P(z) = 2* + 2* — 222 — 22 + 40

que aparentemente nao temos como saber nada sobre suas raizes. Percebemos que

3. 40 tem sinal positivo

alguns termos tem sinais diferente dos outros, como z*, =z
(+) e os termos 2222 e 2z tem sinal negativo ( — ).
O que vai importar é a mudanca de sinais diferentes de um termo para o outro, que

ocorre do termo + z°

para — 2222 e do termo — 2z para + 40. No caso, temos duas
mudancas de sinais, que vamos chamar de variagoes (v).

A Regra de Sinal de Descartes diz que o ntimero de raizes reais positivas (z) ¢
menor ou igual ao nimero de variagdes de sinais (v), e além disso, a diferenga entre o
nimero de variagoes e a quantidade de raizes positivas é um inteiro par, nao negativo,

(v—2)€2Zy.

Assim, retomando ao exemplo, temos que o nimero de variagoes v = 2, dai
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v—z=0, z=2 ou
Sv=2=r:

v—z=2, z=0
Portanto, concluimos que o polinémio P(z) = z* + 23 — 2222 — 22 + 40 tem duas
ou nenhuma raiz real positiva.
Nem sempre é simples obtermos a forma fatorando de um polinémio, mas vamos
expor a forma fatorada do polinémio P(z) para visualizarmos de maneira mais facil a

utilidade da regra de Descartes.

P(z) = (2* — 2)(z — 4)(x + 5)

que tém como raizes —5, —\/5, V2 e 4, onde \/5, 4 sao as duas raizes reais positivas.
Graficamente, podemos ver como se comporta o polinémio P(z)

500 4

-500 4

Figura 4.1: P(z) = 2" + 2® — 2222 — 22 + 40

Teorema 6. (A Regra de Sinal Descartes) Seja P(z) = a,az’ + -+ + a;z” + agz®
um polindmio com coeficientes, a;, reais diferentes de zero, onde o0s b; sao inteiros que
satisfazem b, > --- > by > by > by > 0. FEntdo o nimero de zeros reais positivos
de P(x) € tanto igual ao nimero de variagoes de sinais da sequéncia dos coeficientes
Qp, **+, G2, a1, Ay ou menor que isso. Além disso, a diferenca entre o mimero de

variagoes de sinais e a quantidade de raizes positivas é um numero inteiro par.
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Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade assumiremos que by = 0 e vamos usar in-

ducao sobre n.

e Paran=1

Visualize que o polinémio se reduz para P(z) = a1 + a¢ e temos os seguintes

CasS0os:

e a; - ap > 0, quando nao ha variagao de sinais, pois para o produto ser maior que

Qo
zero tem-se que a; > 0eayg >0oua; <0eay<0. E,ax+ay=0=>2r=——,
ay

. . . Qo . , .
raiz negativa, assim como —a;x — ay = 0 = r = ——, raiz também negativa.

ai
Como nao houve mudanca de sinais, nem raizes positivas, logo, v =0e¢ 2 =0, e

o resultado ¢ valido, v > z.

e a;-ag < 0, quando hé variacao de sinais, pois para o produto ser menor que zero
ao .
tem-se que a1 > 0eag<Ooua; <0eayp>0. E,a1x2 —ag=0= 2= —, raiz
a

.. . Qo . , ..
positiva, assim como —a,x + ag = 0 = x = —, raiz também positiva. Houve
ay

mudanca de sinais, e uma raiz positiva, logo, v =1 e z = 1, e o resultado ¢ valido,

v >z

e Vamos supor que o resultado vale para n — 1, assim v > z, e mais v ¢ z ou ambos

sao pares ou ambos sao fmpares.

e Agora vamos verificar se o resultado vale para n, isto é, mostrar que v e z tem a

mesma paridade.

Vamos seperar em dois casos

]

Lema 1. Seja P(x) = ap,ab + -+ + a12% + apx® um polinémio como no teorema

acima. Se ag - a, > 0 entao z € par, se ag - a, <0 entdo z € impar.
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Exemplo 22. 1) ps(z) = 22° — 32* — 423 + 2 + 1

Os sinais dos coeficientes alternam da seguinte forma (Do grau maior para o menor)

h& mudanga de sinal do primeiro para o segundo e do terceiro para o quarto.

v—p=0, p=2 ou
=v=2=p:

v—p=2, p=0

2) ps(x) = 42° — 2° + 42? — x — 1 os sinais dos coeficientes alternam da seguinte forma

(Do grau maior para o menor)

entao temos: do primeiro sinal para o segunda h& uma mudanca de + para —, do
segundo sinal para o terceiro ha outra mudanca, e do terceiro para quarto muda nova-
mente. Do quarto para quinto nao ha mudancga de sinal. Dessa forma temos 3 variagoes
no sinal, isto é v = 3.

Para determinar as raizes reais negativas, neg, tomamos p,(—x) e usamos a regra

para raizes positivos, isto é, basta calcular o nimero de variagoes de sinis do polinémio

pn(_aj)'

Exemplo 23. Dada a equacio polinomial p(x) = x® + 22? — 2 — 2 = 0, aplicando o
teorema da regra de Descartes, temos:
A troca de sinais nos coeficientes de p(x) é v = 1. Como (v — p) € inteiro par,

temos:
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v=1=p=1, entao o polinémio deve possuir uma raiz real positiva.

Teorema 7. Dado o polinomio p,(x) de grau n, se o desenvolvermos por Taylor em

torno do ponto x = «, temos

" (n)
p"Q(‘(l)(x— a)2+ ‘l‘pn (Oé)

Pn(x) = pu(@) + p(a)(z — @) +

Se fizermos * — @ = y, ao acharmos o numero de raizes reais de p,(y) = 0 que
sdo maiores que zero, estaremos encontrando o numero de raizes de p,(x) = 0 que sao
maiores que q.

Podemos usar este resultado juntamente com a regra de sinal de Descartes para

analisar as raizes de um determinado polinémio.

Teorema 8. (Teorema de Sturm) Dado o polindémio p(x) e um nimero real o, seja
v(a)) o numero de variagoes de sinal na sequéncia go(a), g1(a), -+, gn(@), tgnorando-
se os zeros, em que go(x) = p(x),q1(x) = p'(z) e que para k > 2, gp(z) € o resto
da divisao de gx—o(x) por gp—1(x), com sinal trocado. Se os nimeros o e  nao sao
raizes do polinomio p(x), entdo o niumero de raizes distintas de p(x) = 0 no ntervalo

a < x <[ € exatamente v(a) — v(B).

Dado o polinémio p,(x) e um nimero «, vamos vamos definir o(«)) como sendo o nu-
mero de variagoes de sinal em {g;(«) } onde construimos asequéncia go(«), g1 (@), - - - , gn(@),
ignorando os zeros, assim

go0(x) = pn(z)
g1(x) = p()

e, para k > 2, gr(x) é o resto da divisao de gx_» por gx_1, com sinal trocado.
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Exemplo 24. p3(z) =2® + 2% —z + 1

go(z) =ps(z) =2’ +2* -z +1

g1(z) = ph(x) = 32% + 2z — 1

vamos determinar ga(x) utilizando o método da chave, temos:

w4 —r+1|322+2c -1

2 2z x
3 3 3
22
%—g—kl 322 + 22 — 1
8x 10 z 1
9 9 3 9
8 10
Com isso, ga(x) = g -3

Agora vamos determinar gs(z)

10
322 +2x—1 9 "9
23x 27x
4 8
23x Sz 1
4 9
99 27x 207
16 8 32
99
LOgO; g3(x) = _E
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Assim, se a = 2, por exemplo, temos:

90(2) =11>0

para go(x) e gs(x) aplicados em o = 2, temos:

Hd aqui 01 variacao, logo

Exemplo 25. Dado o polinémio p(x) = a3+ 22? — 2 — 2 =0, e usando o teorema de

Sturm, temos:

go(r) = plx)=2"4+22% -2 -2

g(z) = p(r)=32"+42 —1

() = E:16 + E

92 = 9 9
81

g3(z) = 19
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Assim, para o« =0 e f = —1.5, temos:

g0(0) = =2, e go(—1.5)=0.625

g1(0) = -1, e g(~1.5)=0.25
16

%0) = o e g(-15) =055
81 81

g3(0) = 9 © gg(—1.5)_4—9

Sendo v(0) = 1 e v(—1.5) = 2, temos que v(—1.5) —v(0) = 1, portanto, eziste uma

raiz no intervalo (—1.5,0).

4.2 Métodos numéricos para determinar raizes de poliné6mios
4.2.1 Método de Newton-Raphson

O método das aproximacgoes sucessivas consiste em transformarmos a equacao

dada na forma equivalente

T = p(r)

onde ¢ é uma funcao de uma variavel a qual denominamos fungao de iteracao. Do

método das aproximagoes sucessivas, sabemos que, se |¢’(z)| < 1, para x nas vizinhan-
da rai Thendo- "boa" imacao inicial énci da pel

cas da raiz, e escolhendo-se xy uma "boa'"aproximacao inicial, a sequéncia gerada pelo

processo iterativo

Th+1 :SO(:U"C)? k:()al?

é convergente para a raiz &.
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O Método de Newton consiste em determinar uma funcao ¢(z) tal que

©'(E) =0

Neste caso, para x numa vizinhanga de £, temos ¢'(z) = 0 e, portanto, |¢'(z)] <1 e a
convergéncia é garantida.

Considere uma funcdo J(z) : R — R, continua e tal que ¥(Z) # 0 para todo z.
Multiplicando 9J(x) na equagao f(z) = 0 e somando z em ambos os lados, temos a

forma equivalente

r+9(x)f(z) =2

de modo que uma funcao de iteragao pode ser tomada como

p(z) =z +9(x) f(z)

ou seja, © = p(z) é equivalente a f(x) =0

Procuramos agora uma fungao ¥(z) tal que:

P'(§) =1+ 96 f(&) + ['(§)9(E) =0

Como f(&) =0 e, supondo f'(§) # 0, temos que:

-1
I(E) = 1
Assim, uma escolha para ¥(z) é tomada por J(§) = #i) e, portanto, de

p(z) =z + () f(z)
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temos

f(z)
T _
PO =
Dai, o processo iterativo é dado por
f(zi)

() = 25 —
f' (i)
Dessa forma o método de Newton consiste em tomarmos

f(x:)
f'(xi)

Lit1 = Ti —

4.2.2 Interpretacao geométrica do método de Newton

Consideremos o problema de calcular a raiz de uma fungao f conforme a figura

&

Queremos calcular z; em funcao de zg, sabendo que x; ser4d um ponto no eixo das
abcissas interceptado pela reta tangente a curva, originada por z.
A equagao da reta tangente ao grafico da func¢do f no ponto (zg, f(xg)) tem incli-

nacao m = f’(xy) e é dada por

Yy — f(-’on) = f/(-To)(ZE - -750)
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Sabendo que essa reta passa por (z1,0), temos que

0 — f(zo) = f'(z0)(21 — m0)

Portanto,
. f(x0)
1 = X f,($0)
De modo geral, temos
f(xn)

Tyl = Tp —
Analisando o seguinte grafico, em relacao ao angulo formado pela reta tangente em
seus pontos

fx)

Definindo como « o angulo formado com o eixo das abcissas através da reta tangente

a funcdo f(z) no ponto x;, temos

f(x)

tan(a) =
( ) (l'z - 371'+1)
ou seja
/ L
T — Tiy1
Assim, temos




J'(;)

Tit1 = Ti
O método de Newton também é conhecido como Método das tangentes

Exemplo 26. Considere f(x) =2 +x -6, & =2 e g = 1.5. Aqui, temos

o f=) 7x_x2+x—6
plr) == fllx) 2¢ + 1

E assim

Ty = 1.5
r1 = () = 2.0625
re = (x1) =2.00076

x3 = @(xz) = 2.00000

Trabalhando com 5 casas decimais de aproximacao, temos & = x3 = 2.00000. Esse
exemplo, feito como o método do ponto fixo anteriormente, obtivemos x5 = 2.00048

com cinco casas decimais.
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4.2.3 Convergéncia do Método de Newton

Teorema 9. Sejam f(x), f'(x) e f"(x) continuas num intervalo I que contém a raiz

r=¢ de f(x) =0 e f'(§) # 0. Entao, existe um intervalo J C I, contendo a raiz

&, tal que se xg € J, a sequéncia xy gerada pela formula i1 = ) — ;/(é’;)) converqird

para a raiz.

Demonstrag¢ao. O método de Newton é um Método de ponto fixo com fungao de ite-
ragdo (), que é dada por p(z) = = — % Assim, para provar a convergéncia do
método, basta verificar que, sob as hipoteses acima, as mesmas hipéteses no método do

ponto fixo sdo satisfeitas para p(z). Isto é, precisamos provar que existe um intervalo

J C I centrado em &, tal que:
i) p(z) e ¢'(x) sao continuas em J;
i) | (z)| <M <1, Vzel.

Temos que

B (25 Y (07,0
A= U O

Por hipotese, f/(§) # 0 e, como f'(x) é continua em I, é possivel obter I; C [ tal
que f'(x) # 0,Vx € I;. Dai, no intervalo I, C I, tem-se que f(x), f'(x) e f"(x) séo
continuas e f'(x) # 0. Portanto, ¢(x) e ¢'(x) sdo continuas em ;.

Seja agora, ¢'(x) = %ﬂggx) Como ¢'(x) é continua em I; e ¢/'(§) = 0, é possivel
escolher Iy C Ih tal que |¢/(z)| < 1,Vz € I, e, ainda mais, tomamos de tal forma que

15 tenha o centro em €.

Conseguimos obter um intervalo I, C I, centrado em &, tal que p(z) e ¢'(z) sejam
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continuas em I e |¢'(z)| < 1,Vz € Iy, Dai J = I.

Portanto, se zo € J, a sequéncia {z;} gerada pelo processo iterativo dado por

Trt1 = T — ;/((Z’;))

converge para raiz &. O

observacao 4. Em geral, o método de Newton converge desde que xqy seja escolhido

"suficientemente proximo "da raiz €.

Exemplo 27. Seja f(x) = x° — 9z + 3 que possui trés zeros: & € I} = (—4,-3),

& el =(0,1) e& € I3 =(2,3) e sejaxg = 1.5. A sequéncia gerada pelo método é:

Iteracao X f(x)
1 -1.6666667 | 0.1337037x102
2 18.3888889 | 0.6055725x10%
3 12.3660104 | 0.1782694x10"
4 8.4023067 | 0.051205716x10?
5 5.83533816 | 0.1491821x10%
6 4.23387355 | 0.4079022x10*
7 3.32291096 | 0.9784511x10
8 291733893 | 0.1573032x10
9 2.82219167 | 0.7837065x10~*
10 2.81692988 | 0.2342695x10°

Analisando a tabela acima, observamos que inicialmente parece haver uma diver-
géncia da regiao onde estao as raizes, mas, a partir do x7 os valores aproximam-se cada
vez mais de &. A causa da divergéncia inicial ¢ que z, esta proximo de v/3 que é um
zero de f'(z) e esta aproximacao inicial gera x; = —1.66667 = —+/3 que é o outro zero

de f'(z) pois

fl(x)=32>—9= f(z) =0 <=z =+V3

O Algoritmo
Considere a equagao f(z) = 0. Suponha que vale as hipoteses do teorema de con-

vergéncia. Temos os seguintes passos:
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1) Dados iniciais:
a) xp; aproximagao inicial;
b) & e &; precisoes

2) Se |f(zo)| < &, tome & = T = . Fim.

k=1

4) x1 = 20 — J{,((i%));

5) Se |f(z1)| < & ou se |x1 — x| < &, faga £ = & = x1. Fim.

6) zo = x1;

7) k =k + 1, volte ao passo 4.

Exemplo 28. f(z) =2 —92+3; ez =0.5; £ =1x 1074 e £ € (0,1)

Os resultados obtidos ao aplicar o método de Newton sao:

Iteragao X f(x)
0 0.5 -0.1375x10
1 0.33333333 | 0.3703703x10~!

2 0.337606838 | 0.1834054x10~*

dessa forma ¢ = 7 = 0.337606838 e f(£) = 1.8 x 107°
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Podemos fazer o algoritmo no Excel facilmente, como

ilustrado na figura a seguir

D6 vl Jx ¢=CE(E6+FB<0;B6;(B5+C5)/2)

A B D E F G H
1 f(x)=x"3-9x+3
2 f'(x)=3x"2-9
3 f"'(x)=6x
4
5 k a X f(a) (b) f(x) £(x)
6 | 0 2 -2 13 -5 13 3
7 1 0,5 7,3750000000 |-8,2500000000
8 2 0,3939393939 -0,4843197818|-8,5344352617
9 3 0,3371904976 0,0036232150 |-8,6589077050
10 4 0,3376089355 0,0000001772 |-8,6580606200
11 5 0,3376089560 0,0000000000 |-8,6580605786
12
13

Note que definimos na tabela o intervalo de a até b, e aplicamos o teorema do valor

intermediario analisando o produto f(a)f(b) < 0, no Excel, usanos a fungao "SE",

onde descrevemos

Dai, seguindo o algoritmo descrito acima, podemos fazer toda a etapa do processo de

uma sé vez.

4.2.4 O Meétodo das Secantes

Uma grande desvantagem do método de Newton é a necessidade de se obter f'(x)

e calcular seu valor numérico em cada iteragao.

Uma alternativa para isso é substituir a derivada f’(xy) pelo quociente das diferen-

cas.
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onde x e x;_1 sao duas aproximacoes para a raiz. Temos entao a fungao de iteracao

plow) = —M S f(xk)f—(xszxk—l) e =)

ou ainda,
. $k—1f(l“k) - $kf(93k—1)

o) = =)~ Tlee)

4.2.5 Interpretacao geométrica do método das secantes

Partindo das aproximacgoes xj;_1 € xx, 0 ponto xr1 € obtido como sendo a abcissa
do ponto de intersegao do eixo Ox e da reta tangente que passa por (xg_1, f(xg_1)) €

(g, f(xr)), conforme podemos ilustrar na figura abaixo:

1ix)

Designando por «a o angulo entre o eixo da abcissa e a reta secante, temos

f () flar) — fon—1)

tan(a) = =
( ) Tp — Tt T — T

o que nos da

Cpy = Tp—1f(xr) — T f (Tr-1)
i Flxn) = f(xr)

(Método das secantes)
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Confira com o gréafico acimal

O Algoritmo Dada a equagao f(x) = 0, seguimos os passos:

1) Seja f(z) continua e € > 0 uma tolerancia fixa.

2) Escolha xy e 1, duas aproximagoes iniciais; E €; e €y precisoes:

3) Se | f(zo)| < €1, faga & = T = xy, FIM.

4) Se |f(z1)| < €1 ou se |x1 — x| < €9, faga £ = T = 1, FIM.

5) k=1

6) 2 =21 — 71y gy (41 = %0)

7) Se |f(z2)| < € ou se |zy — x1] < €9, faca & = o, FIM.

8) xg =1 € T3 = T

9) Tome k = k + 1, e volte ao passo 6.
Exemplo 29. f(z) =2 —92+3, 20 =0,21 =1, e e =€, =5 x 1074

Usando o método das secantes, obtemos

Daf, £ = Z = 0.337634621 e f(¢) = —2.2 x 1074,

observagao 5. O método da secante € uma aprorimacao para o método de Newton.
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Iteracao X f(x)
1 0.375 -0.322265625
2 0.331941545 0.0491011376
3 0.337634621 | -0.2222052x 1073

observagao 6. O método pode divergir se f(xy) ~ f(xg_1).

observagao 7. A ordem de convergéncia do método da secante nao € quadrdtica como

a do método de Newton, mas também nao € linear.
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5 O Ensino de Polindbmios no Ensino Médio

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é o documento que tem o carater
normatizador do conjunto das aprendizagens essenciais que todo aluno deve desenvolver
ao longo das etapas e modalidades da Educacao Basica. De maneira que seus direitos
de aprendizagem e desenvolvimento sejam garantidos, assim como diz o Plano Nacional
de Educagao (PNE).

As unidades curriculares eletivas do ensino médio, comumente conhecidas como ele-
tivas, fazem parte dos itinerarios formativos, que compoem o curriculo, aplicados nas
escolas de tempo integral no estado do Ceara, as EEMTI. Além das eletivas, os itine-
rarios formativos contam ainda com Formacao para a Cidadania, Ntucleo de Trabalho,
Pesquisa e Praticas Sociais - NTPPS, Lingua Estrangeira, Estudo Orientado, Aprofun-
damento em Lingua Portuguesa, Aprofundamento em Matematica, Cultura Digital,
Projeto Integrador e o Clube Estudantil. Para as turmas do terceiro ano, algumas
dessas disciplinas deixam de fazer parte do curriculo para dar lugar a formacao para o
ENEM, como Linguagens, Ciéncias Humanas, Ciéncias da Natureza e Matematica.

O foco no ensino de Matematica para o ENEM, muitas vezes, deixa de lado temas
importantes da Matemaética que, por vezes, sao importantes em graduacgoes nas areas
exatas e/ou tecnologicas. E nesse sentido que este trabalho tenta resgatar conceitos
importantes em relagao ao ensino de polindmios, fazendo uma conexao com seu uso em

calculo numérico, visando dar mais usabilidade para o contetido em situagoes aplicaveis.

5.1 Uma Abordagem para o Ensino Basico

Uma desvantagem do uso do método de Newton para encontrarmos zeros de po-

linébmios é a necessidade de se usar a derivada, conceito que nao é ensinado no ensino
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basico. Desse modo, qualquer método que fuja da aplicacao de derivada e utilize apenas
conceitos mais geométricos se torna mais interessante para o estudante. Nesse sentido,
um método bastante interessante é o método de Miiller, que é similar ao método da
secante, enquanto o método da secante utiliza uma reta que liga dois pontos na curva
para aproximar a raiz, o método de Miiller utiliza uma parabola que liga trés pontos
na curva para determinar uma aproximacao.

No ensino bésico, a introducao a métodos para encontrar zeros de polindmios pode
ser desafiadora, especialmente quando se considera a necessidade de conceitos mais
avancados, como derivadas, que nao sao abordados até o ensino médio. O método de
Newton, por exemplo, embora poderoso, requer o cilculo da derivada, o que pode ser
uma barreira para alunos que ainda nao aprenderam esse conceito.

Diante dessa limitagao, métodos que nao envolvem derivadas e que se baseiam em
conceitos mais intuitivos e geométricos sao mais apropriados para o ensino basico.
Uma alternativa interessante ¢ o Método de Miiller, que pode ser mais acessivel
para estudantes.

O Método de Miiller é uma extensao do método da secante e oferece uma abordagem
geométrica para a aproximacao das raizes de polinéomios. Em vez de usar uma reta
que conecta dois pontos na curva, como faz o método da secante, o Método de Miiller
utiliza uma parabola que passa por trés pontos na curva do polindmio. Isso permite
uma aproximagao mais precisa da raiz ao ajustar a parabola para que ela se adeque
melhor & forma da funcao em questao.

O método de Muller comega considerando um polinémio quadratico da seguinte forma

p(z) = a(z — a)® + bz — az) + ¢ (3)

e consiste em deduzir os coeficientes da pardbola que passa por trés pontos. Esses
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coeficientes podem ser substituidos na férmula quadratica para obter o ponto onde
a parabola intercepta o eixo z, ou seja, a estimativa da raiz. E uma generalizacdo
do método secante, onde, em vez de uma linha secante usando dois pontos, obtemos
um "ajuste parabolico"para trés pontos, e isso consiste na tunica diferenga. Quere-
mos que essa parabola intercepte os trés pontos (ao, f(ag)), (a1, f(a1)) e (ag, f(az)), os

coeficientes da equacao (3) podem ser avaliados substituindo cada um dos trés pontos
plag) = a(ag — az)? + blag — as) + ¢

plar) = a(a; — az)? +b(ay — as) + ¢
plas) = alay — az)?® + blay — az) + ¢
da ultima equagao, obtemos p(as) = ¢, dai
plag) — plaz) = alag — as)® + b(ag — az) (4)
play) — plag) = ala; — az)® + b(a; — as)
Com as substituicoes tg = a1 — ag € t1 = as — a1, e também

Sy = P(al) - p(ao) ¢ 6 = p(%) - p(a1)
ay — Qo a2 — g

substituindo agora nas equagoes , obtemos
(to + tl)b — (to + t1>2CL = t050 + t151 (5)

e por consequéncia

tib + t3a = 110, (6)
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que pode ser resolvida para a e b e assim

01 — do
a =
t + o

b=uat;+0; e c=play)
Para determinar as raizes, substituimos em para encontrarmos

—2c
/ "
e 7
v b+ Vb2 —4dac ()

Observamos que a substituicao em pode ocorrer erros de arredondamento, e dai
muitas vezes é preferivel usar a forma padrao.
O método consiste em um processo iterativo onde a iteracao z;;, é calculada como

uma func¢ao das trés ultimas aproximagoes:

Tiy1 = 90($1, Ti—1, xi—Q)

onde definimos z;,1 como a raiz mais proxima de x; do polindémio quadratico p(z) que

interpola os pontos (s, ), (Ti-1,¥Yi-1) € (Ti—a, Yi—2)-

Exemplo 30. Usaremos o método de Muller com xo = 4,5, x1 = 5,5 e x9 = 5,0 para
determinar uma raiz de

flz) =2* 132 — 12

Primeiramente, note que as raizes de f(x) sao —3, —1 e 4. Aplicando f nos valores
Lo, L1, T2

f(4,5)=20,625 f(5,5) =80,875 f(5) =48
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e usando esses valores, obtemos tg =5,5—4,5=1,t;, =5,0—5,5=—0,5 e também

80,875 — 20, 625 48 — 80,875
Sy = — 0 62,25 e b = ——— 0 =
VT T 55 45 e eh Ty s TN
€ assim

69,75 — 62,25

—15 b=15(—0,5)+ 69,75 = 62,25 c= 48
0,5+ 1 (=0,5) +69, e

a

e dai a raiz quadrada do discriminante pode ser calculada

V/(62,25)2 — 4(15)48 = 31, 54461

Como |62, 25+31,54461] > |62,25—31, 54461|, usamos o sinal positivo no denominador
da equagao ([7)), e assim uma nova raiz pode ser determinada da seguinte forma

—2(48

_ — 3.9764
62,25 + 31, 54461 3976487

e estimando o erro, temos

B ‘—1.023513

— 1 = 25,74
3.976487 ‘ 00% 5, 74%

Como o erro foi muito grande, faz-se necesséario novas estimativas, xq é trocado por x1,
x1 é trocado por x5 e x5 € trocado por x3. Assim uma nova iteracao deve ser feita com
xo = 5,5, X1 =5 e xy = 3.976487. Analisando os resultados em uma tabela, vemos
que o método converge rapidamente em x4

Comparacao com o Método da Secante

- Método da Secante: Utiliza uma linha reta que conecta dois pontos da fungao. A

64



T, (%)

5)
3,976487 25,74
4,00105 0,6139

4 0,0262
4 4 0,0000119

W N = Of -

Tabela 5.1: Iteragoes no Método de Muller

inclinacao dessa reta fornece uma aproximacao da derivada e ajuda a encontrar a raiz.

- Método de Miiller: Usa uma parabola ajustada para passar por trés pontos da
funcao. A intersecao da pardbola com o eixo x fornece uma estimativa da raiz, e a
abordagem parabolica geralmente resulta em uma aproximacao mais precisa do que a
reta usada no método da secante.

Vantagens do Método de Miiller

- Precisao: A utilizacao da parabola para aproximar a raiz permite uma melhor
adaptagao a curva da funcao, o que pode levar a uma estimativa mais precisa da raiz.
- Independéncia de Derivadas: Nao requer o calculo de derivadas, tornando-o acessivel
a alunos que ainda nao aprenderam célculo diferencial.

Portanto, o Método de Miiller representa uma alternativa pedagogica eficaz para
o ensino basico, ao fornecer uma abordagem geométrica e intuitiva para encontrar as

raizes de polindmios sem a necessidade de conceitos avancados como derivadas.
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6 O Ensino de Polinémios e a BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) do Ensino Médio é um documento que
orienta e padroniza o curriculo das escolas brasileiras, garantindo que todos os alunos
tenham acesso a uma formacao basica comum. A BNCC estabelece as habilidades e
competéncias que devem ser desenvolvidas ao longo da educagao basica, abrangendo

diferentes areas do conhecimento, incluindo a Matematica.

6.1 O que é a BNCC

A BNCC é uma diretriz nacional que define o conjunto de aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver ao longo da Educagao Bésica, da Educagao
Infantil ao Ensino Médio. Seu objetivo é assegurar uma formagao equitativa e de
qualidade para todos os estudantes, promovendo uma educacao que contemple tanto

conhecimentos académicos quanto habilidades para a vida.

6.2 O Ensino de Polinémios no Ensino Fundamental e Médio

O estudo de polindémios é fundamental tanto no Ensino Fundamental quanto no
Ensino Médio, pois fornece uma base para a compreensao de conceitos mais avanc¢ados
em Matemética. A BNCC especifica habilidades relacionadas ao estudo de polinémios,
que sao introduzidas gradualmente ao longo dos anos escolares.

No Ensino Fundamental, o foco estd em polinomios de grau 1 e 2, principalmente
no contexto de equagoes lineares e quadraticas. A BNCC exige que os alunos sejam

capazes de: - Resolver equacoes do primeiro grau:

ar+b=0
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- Resolver equacoes do segundo grau:

ax’+br+ec=0

Exemplos: - Para uma equacao do primeiro grau, como 3z —7 = 0, os alunos devem
encontrar a solucao r = % - Para uma equacao do segundo grau, como x*> —5x+6 = 0,
os alunos devem encontrar as solugoes z = 2 e x = 3 por fatoragao.

No Ensino Médio, o estudo é expandido para polinémios de grau n, com foco em: -
Fatoracao de polindmios: Identificagao e fatoracao de polindmios em fatores lineares e
quadraticos. - Analise de raizes e coeficientes: Uso de técnicas algébricas para encontrar
e analisar as raizes de polindmios de grau maior.

Exemplo: Para um polinémio de grau 3, como 3 — 322 — 4z + 12, os alunos devem
ser capazes de fatora-lo em (z —2)(z + 1)(z — 6), encontrando as raizes x = 2, v = —1,

ex =0.

6.3 Habilidades sobre Polindmios na BNCC

A BNCC especifica diversas habilidades relacionadas a polinémios que devem ser
desenvolvidas no Ensino Médio. Algumas das principais habilidades incluem:

- Compreensao e manipulagao de polinémios: Capacidade de identificar o grau de
um polindémio, realizar operagoes algébricas, e fatorar polinémios. - Analise de raizes
e comportamento de fungoes polinomiais: Uso do teorema de Gauss e outras técnicas
para determinar a natureza das raizes e o comportamento grafico dos polindémios. -
Resolucao de problemas e modelagem: Aplicacao de polindémios para modelar e resolver
problemas praticos e matematicos, incluindo otimizacao e modelagem de fenomenos

reais.
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6.4 Proposta de Eletiva

O Ensino Médio oferece diversas eletivas que podem complementar o estudo de
polindbmios. Muitas dessas disciplinas ja abordam tépicos relacionados a equacgoes
polinomiais, tanto de grau 1 e 2, quanto de graus superiores. As eletivas tipicas incluem:

- Matematica Avangada: Exploracao de conceitos avancados de édlgebra e polind-
mios. - Matematica Aplicada: Aplicagoes praticas de polinomios em diferentes contex-
tos, como modelagem matematica e estatistica. - Preparagao para Vestibulares: Foco

em problemas de polindémios que sao comuns em exames de admissao.
Proposta de Eletiva "Polin6mios e Suas Aplicagoes"

Esta eletiva seria focada no estudo aprofundado de polinémios, incluindo:

- Teoria Avancada de Polindmios: Anélise detalhada das propriedades dos poliné-
mios, como raizes multiplas e polindmios irredutiveis. - Aplicagoes Reais: Uso de
polinémios para resolver problemas reais em areas como engenharia, economia e cién-
cias. - Projeto de Modelagem: Desenvolvimento de projetos que utilizam polinémios
para modelar e resolver problemas complexos.

A proposta visa ampliar o conhecimento dos alunos sobre polinémios e suas aplica-

¢oOes praticas, preparando-os para desafios académicos e profissionais futuros.

e Matematica Avancada: Explora conceitos avancados de algebra, incluindo
polinémios de grau superior, operacoes com polinémios e teoremas importantes,

como o Teorema Fundamental da Algebra.

e Matematica Aplicada: Examina as aplicagoes préticas de polinémios em di-
versos contextos, como modelagem matemética, estatistica e problemas de oti-
mizagao. Os alunos aprendem a usar polindmios para modelar fen6menos reais e

resolver problemas complexos.
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e Preparagao para Vestibulares: Foca na resolucao de problemas tipicos de
polinémios encontrados em exames de admissao. Inclui a pratica de exercicios
e questoes de provas anteriores, além de estratégias para resolver problemas de

forma eficiente.

6.4.1 Conteudo Programatico (15 Semanas)

e Semana 1-2: Introducao aos Polinémios

— Defini¢ao e propriedades dos polinémios.

— Operagoes bésicas com polindmios: adigao, subtracao, multiplicacao e divi-

s20.
— Exemplo: Dado o polinémio P(z) = z* — 32% 4+ 4 — 2, calcular P(2) e
P(-1).

e Semana 3-4: Teoria Avancada de Polinémios

— Analise das raizes de polindémios: raizes multiplas, polindmios irredutiveis.

— Teorema Fundamental da Algebra e suas implicacoes.

— Exemplo: Encontrar as raizes do polinémio P(x) = 23 —62?+112—6 usando
a fatoracao.

e Semana 5-7: Aplicagcoes Reais de Polindmios

— Modelagem de fenémenos reais com polinémios.
— Aplicagoes em engenharia, economia e ciéncias.

— Exemplo: Modelar a trajetéria de um projétil usando um polinémio qua-

dratico.
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e Semana 8-10: Métodos Iterativos e Planilhas de Excel

— Introducao aos métodos iterativos para encontrar raizes de polinémios.

— Uso de planilhas de Excel para implementar e visualizar métodos como o

método de Newton e o método de Miiller.

— Exemplo: Utilizar o método de Newton para encontrar uma raiz do polind-
mio P(x) = z® — 222 — 5z + 6 em uma planilha do Excel.

e Semana 11-13: Projeto de Modelagem

— Desenvolvimento de um projeto que utilize polinémios para modelar e re-
solver um problema complexo.

— Apresentacao dos projetos e discussao dos resultados.

— Exemplo: Criar um modelo polinomial para prever a demanda de um pro-
duto com base em dados histéricos de vendas.

e Semana 14-15: Revisao e Avaliagao

— Revisao dos principais conceitos abordados durante o semestre.
— Avaliacao dos projetos e do conhecimento adquirido.

— Exemplo: Resolver um problema complexo de polindmios e discutir diferen-
tes abordagens e solucoes.
6.4.2 Sugestao de Roteiro de aula

e Semana 5-7: Aplicagcoes Reais de Polinémios

Tema: Aplicagoes Reais de Polindmios.

Objetivo: Associar polinomios com a modelagem de fendmenos reais.
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Duragao: 6 aulas. Turma: 3% série do ensino médio.

Material: Quadro, pincel, apagador, notebook e projetor.

Metodologia: A aula pode ser iniciada com indagacoes sobre se ji associaram
algum fenémeno real com polinémios, se alguma equacao polinomial poderia descrever
um evento, uma acao, até mesmo como modelo de previsao do que poderia ocorrer
observando fatores antecedentes.

A primeira situagao sugerida é muito simples e serve para estimular o pensamento
dos alunos. Suponha que pela manha Joaozinho saia para comprar pao na padaria do
Zeca, onde 14 o quilograma do pao francés esta custando R$ 22,54, e ele compra 500
gramas desse pao. Peca para os alunos construirem uma tabela com duas grandezas,

peso e valor total a ser pago.

Peso (kg) | Valor a ser pago (R$)
0.5 11,27
1,0 22 54
1,5 33,81
2.0 45,08
n P(n) =22,54-n

Tabela 6.1: Situacao 1

Com isso, é para eles perceberem uma grandeza em fungao da outra e conseguirem
esbogar o polindémio de grau 1, P(n) = 22,54 -n que modele essa situagao. Em seguida,
esbocem a reta determinada por esse polindmio no GeoGebra, e destaquem os pontos
em evidéncia na tabela.

Na segunda situagao teremos dois problemas retirados do livro Matemdtica : ciéncia
e aplicagoes: ensino médio do Gelson Iezzi et. all.

Problema 1.

Estima-se que, para um exportador, o valor v(x), em milhares de reais, do quilo-
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Figura 6.1: Polindmio de grau 1, P(n) = 22,54n

grama de certo minério seja dado pela lei: v(x) = 0,62 — 2,4x + 6, sendo x o ntimero

de anos contados a partir de 2010 (x = 0), com 0 < z < 10.

a) Entre que anos o valor do quilograma desse produto diminuiu?

Solugao: Nessa situacao o aluno tem que perceber que se trata de um polinémio

de grau 2 e o coeficiente a; = 0,6, indicando que a abertura da parabola é para cima,

logo ele tem um ponto minimo, e para encontrar o intervalo de decrescimento basta

calcular o x do vértice.

—b
Ty = —
2a
_(_274)
2-0,6
Ty = 2
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Logo, o valor do quilograma diminuiu do ano de 2010 para 2011 e de 2011 para
2012.
b) Qual é o valor minimo atingido pelo quilograma do produto?

Solugao: Para determinar o valor minimo atingido pode-se calcular v(2), assim

v(2)=0,6-22—2,4-2+6

v(2) = 3,6

Portanto, o menor valor atingido do quilograma do minério foi de R$ 3.600,00.

¢) Em que ano o prego do quilograma do produto serd maximo? Qual seré esse
valor?

Solugao: Por se tratar de um polindmio de grau 2, admite-se que o aluno entenda
do grafico, e como o intervalo da situagao esté definido de 0 < x < 10, e o vértice esta
nele, logo basta o aluno obter v(0) e v(10), extremos do intervalo, e comparar qual

maior e qual o menor valor.

v(0) =0,6-0*—2,4-0+6 =6,

v(10) = 0,6 - 10> —2,4-10 + 6 = 42

Como, v(0) = 6 < v(10) = 42, logo o aluno deve perceber que no ano de 2020 foi
obtido o pre¢o maximo do produto, sendo esse de R$ 42.000,00. Sugere-se o esbogo do
grafico no GeoGebra.

Problema 2.

Um bidlogo desejava comparar a agao de dois fertilizantes. Para isso, duas plantas
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(10,42)

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20

Figura 6.2: Polinémio de grau 2 v(z) = 0,62? — 2,4z + 6

A e B da mesma espécie, que nasceram no mesmo dia, foram desde o inicio tratadas
com fertilizantes diferentes. Durante véarios dias ele acompanhou o crescimento dessas
plantas, medindo, dia a dia, suas alturas. Ele observou que a planta A cresceu linear-
mente, a taxa de 2,5 cm por dia; e a altura da planta B pode ser modelada pela fungao
dada por y(z) = 2OxT—x27 em que y(x) é a altura medida em centimetros e x o tempo
medido em dias.

a) Determine o polindmio que representa a altura (y) da planta A em fungao de x
(nimero de dias)?

Solugao: Por se tratar de um crescimento linear o polindmio em questao pode ser
determinado por y(z) = 2,5z, onde  é o ntmero de dias.

b) Determine o dia em que as duas plantas atingiram a mesma altura e qual foi

essa altura.

Solugao: Para isso, o aluno deve igualar os dois polinémios que determinam as
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alturas da planta A e da planta B, e determinar as raizes,

20x — 2

5 = 2,5z
—22 4+ 200 — 152 =0

2 —5r=0

z(r—5)=0

Assim, elas terao a mesma altura em x = 0 dias que representa o dia de nascimento

ou x = 5 dias. A altura das plantas sera y(x) =2,5-5=12,5, 12,5 cm.

Com o esbog¢o do grafico o aluno deve perceber que a planta B cresce mais réapido

do que a planta até o quinto dia, mesma altura, a partir dai a planta A supera em

crescimento.

Grafico da planta A

Grafico da planta B

-2 (0,0) 2

-10

4

Figura 6.3: Crescimento das plantas A e B

Avaliagao: A avaliacao sugerida sera formativa, pois se daria em todo o decorrer da

aula, visto que o processo de aprendizagem requer uma construcao de aprendizagens,

desde o aluno dominar a nocao de polinémio, valor, raiz, operagoes béasicas,indo até a
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construgao de graficos no GeoGebra.

6.4.3 Exemplo e Solucao: Método de Newton em Excel

Vamos usar o método de Newton para encontrar uma raiz do polinémio P(x) =

23 — 22% — 52 + 6. O método de Newton ¢ dado por:

Passos:

1. Crie uma planilha no Excel: - Coloque o valor inicial o em uma célula. - Calcule
P(z) e P'(x) em células separadas usando formulas do Excel. - Calcule o proximo valor
Zna1 usando a féormula do método de Newton.

2. Configuragao: - Al: Valor inicial g - B1: Féormula para P(z) = A1 — 2% A12 —
5% Al + 6 - Cl: Formula para P'(z) = 3 % A1> — 4 x A1 — 5 - D1: Férmula para
Tpe1 = Al — (B1/C1)

3. Iteracao: - Copie as féormulas para novas linhas para realizar varias iteragoes até
que a diferenca entre z,, e x,,1 seja suficientemente pequena.

Resultado:

Apos algumas iteragoes, a planilha mostrara uma aproximagcao da raiz do polindémio.
Isso ilustra a aplicacao préatica do método de Newton e a capacidade do Excel para
resolver problemas mateméticos complexos.

Esta abordagem pratica e interativa prepara os alunos para aplicar o conhecimento
tedrico de polinomios em situagoes reais, aumentando sua compreensao e habilidades

na matematica.
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7 Conclusao

A exploragao dos polindmios revelou a profundidade e a relevancia desses conceitos
matemaéticos, demonstrando como eles sao essenciais para a resolucao de problemas e a
modelagem em diversas areas. O entendimento das propriedades dos polindmios, como
suas raizes e suas aplicacoes, é fundamental para o desenvolvimento de habilidades
analiticas e a aplicagao pratica em contextos reais.

A integracao desses conceitos no curriculo do Ensino Médio é crucial para preparar
os alunos para desafios académicos futuros. A estrutura oferecida pela Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) e a proposta de eletivas especializadas proporcionam uma
base solida e avancada para o estudo dos polinémios, equilibrando teoria e pratica e
utilizando ferramentas modernas para facilitar o aprendizado.

Métodos alternativos de ensino, que nao dependem de conceitos avancados como
a derivada, podem oferecer aos alunos uma compreensao mais intuitiva e acessivel.
Essas abordagens inovadoras, juntamente com o desenvolvimento de novas propostas
curriculares e o uso de ferramentas didéticas, tém o potencial de enriquecer a educacao

matematica e equipar os alunos com habilidades valiosas para o futuro.
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