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Resumo

A Regra de Cramer é usada para resolver sistemas de equagoes lineares. Essencial-
mente, exigirmos que o sistema tenha o mesmo nimero de equacoes e incognitas. Em
seguida, analisamos o determinante da matriz dos coeficientes que é obtida através da
representacao matricial do sistema. Para encontrar a solugao de um sistema linear é
necessario exigir que determinante seja nao nulo. Caso o determinante seja nulo te-
mos duas situagoes: o sistema nao tem solu¢oes ou possui infinitas solu¢oes. Vamos

estender esses conceitos para os anéis Z,,.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Regra de Cramer, Anéis



Abstract

Cramer’s Rule is used to solve systems of linear equations. Essentially, we require
that the system has the same number of equations and unknowns. Then, we analyze the
determinant of the coefficient matrix that is obtained through the matrix representation
of the system. To find the solution of a linear system, it is necessary to require that
the determinant is non-zero. If the determinant is zero, we have two situations: the
system has no solutions or it has infinite solutions. Let’s extend these concepts to the

rings Z,.

Keywords: Linear Systems, Cramer’s Rule, Rings.
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1 Introducao

A resolucao de sistemas lineares é uma das principais ferramentas da algebra linear,
utilizada em diversos campos da matematica e da ciéncia. Em particular, a resolucao
de sistemas lineares no Z,,, onde Z,, denota o anel dos inteiros moédulo m, sendo um
problema comum e relevante para diversas aplicagoes.

O conjunto matematico Z,, ¢ um conjunto de ntimeros inteiros modulares, onde m
¢ um namero inteiro positivo. Ele é amplamente aplicado em criptografia, uma vez
que as operagoes matematicas realizadas nesse conjunto sao reversiveis. Isso permite
o uso de sistemas lineares para codificar e decodificar mensagens de forma segura.
Além disso, no contexto das redes de computadores, sao utilizados algoritmos lineares
eficientes para a transmissao e recepcao de

dados.

Outro exemplo de aplicacao de sistemas lineares no conjunto Z,, é a resolugao de
problemas de logistica em transportes. Nesse caso, as equacoes lineares representam
as restricoes relacionadas a capacidade dos veiculos, demanda dos clientes e disponi-
bilidade de recursos. Resolvendo o sistema, é possivel determinar o plano 6timo de
distribuicao, minimizando custos e otimizando a eficiéncia do transporte.

Além disso, os sistemas lineares no 7Z,, tém aplica¢oes na teoria dos ntmeros, es-
pecialmente na resolucao de congruéncias lineares. Congruéncias lineares sao equagoes
da forma axr = b(modm), onde a,b e m sdo numeros inteiros. Através da resolucao
de sistemas lineares no Z,,, é possivel determinar os valores de = que satisfazem a
congruéncia.

Vale salientar que os sistemas lineares de equagoes da forma em que estudamos
hoje teve seu inicio em 1678, com Gottfried W. Leibniz (1646 - 1716). KLINE (1927:

p.606) afirmou em seu livro, em 1693, que Leibniz usou um conjunto sistémico de
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indices como coeficiente de um sistema de trés equacgoes lineares com duas incognitas,
x e y. Reescreveu as equagoes eliminando as incognitas e resultou em uma regra a qual
conhecemos como determinante de um conjunto de equagoes lineares.

Apenas 60 anos depois uma aplicacao mais precisa e abrangente foi proposta por
Gabriel Cramer para a Resolucao se Sistemas Lineares. O que conhecemos hoje como a
regra de Cramer que foi publicada no livro Introduction & L’analyse des lignes courbes
algébriques.

O presente trabalho vem portanto buscar informagoes que tratam da resolugao de
sistemas lineares no Z,,, sendo prioritaria a resolucao através da regra de Cramer.
Estaremos em busca de informagoes que determinem os casos de sistemas lineares no
Z,, para a regra de Cramer: sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e
indeterminado (SPI), e sistema impossivel (SI).

Traremos no capitulo 1 a definicdo de Anéis, Dominios e Corpos. Nesse capitulo
traremos as propriedades dos Anéis, consequéncias dos axiomas de Anéis, mostraremos
que todo corpo ¢ um dominio de integridade e se este for finito demonstraremos que é
um corpo e ainda alguns exemplos de Anéis.

No capitulo 2 traremos informacoes referentes aos Anéis Z,, como a defini¢dao e
propriedades do conjunto Z,,, definicao de classes e operagoes que estas podem realizar
dentro do conjunto Z,,.

No capitulo 3 definiremos Subanéis, Subdominios e Subcorpos. Mostraremos quando
um Subconjunto é Subanel e traremos alguns exemplos. Demonstraremos as solugoes
de determinada equagao num dominio de integridade. Mostraremos ainda quando te-
remos um subanel unitario. Definiremos quando um Subanel é Subdominio e alguns
exemplos, quando um corpo é subcorpo de outro corpo.

No capitulo 4 traremos A Regra de Cramer e o Sistema Linear em Z,,, nele abor-
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daremos a resolugao de sistemas lineares no Z,, através da Regra de Cramer.

No caso especifico da resolugao de sistemas lineares no Z,,, buscaremos as possibi-
lidades de podermos utilizar a regra de Cramer ! para encontrar uma solucao. A regra
de Cramer é uma férmula que nos permite encontrar a solu¢ao para cada variavel do
sistema linear, usando determinantes. Para isso, devemos calcular o determinante prin-
cipal da matriz A e os determinantes obtidos ao substituir cada coluna de A pelo vetor
b. A resposta do sistema serd entao os valores obtidos divididos pelo determinante
principal.

E importante ressaltar que a regra de Cramer s6 pode ser aplicada em sistemas
lineares completos, ou seja, sistemas em que a matriz A seja quadrada e nao singular,
ou seja, seu determinante é diferente de zero. Além disso, ao trabalhar com anéis,
devemos ter cuidado com a existéncia de solugoes multiplas ou solugoes inexistentes,
uma vez que a nao existéncia de inverso multiplicativo limita o espaco de possiveis
solugoes.

J& no capitulo 5 : Resolugao de sistemas lineares no Z,, através da regra de Cramer,
traremos as questoes que evidenciam as possibilidades de resolucao de sistemas lineares
em Z,,, sendo ela sistemas possiveis e determinados, sistemas possiveis e indetermina-
dos e sistemas impossiveis.

Em resumo, a resolucao de sistemas lineares no Z,,, onde Z,, ¢ o anel dos inteiros
modulo m, é um problema relevante e comum em diversas aplicacoes. Para resolvé-lo,
podemos utilizar a regra de Cramer, que nos permite calcular a solucao para cada
varidvel do sistema. No entanto, devemos ter cuidado com a existéncia de solucoes

multiplas ou inexistentes quando trabalhando com anéis.
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2 Anéis, Dominios e Corpos

Uma estrutura algébrica é uma (n + 1) - upla ordenada

(A, *1,...,%n)

onde A é um conjunto nao vazio com n operagoes i, ..., *, em A.

Um anel é uma estrutura algébrica (A, +, -), satisfazendo as seguintes propriedades:
1. A estrutura algébrica (A, +) satisfaz as seguintes propriedades

(a) Associatividade: (a +0b)+c=a+ (b+c)Va,b,c € A4,

(b) Comutatividade: a +b = b+ aVa,b € A;

(c) Existéncia do elemento neutro: Existe um elemento 04 € A tal que a + 04 =
04+ a=aVa € A;

(d) Inverso aditivo: Para cada a € A, existe um elemento (—a) € A tal que

a+ (—a) =(—a)+a=04.

2. A estrutura algébrica (A, -) satisfaz a associatividade do produto:

(a-b)-c=a-(b-c)

para todo a, b, c € A; 3. Distributividade do produto em relacao a soma: para todo
a,b,c € A temos

(a)a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

(b) (b+c)-a=(b-a)+ (c-a).

Quando nao houver risco de confusao, vamos escreveremos ab em lugar de a - b. A
diferencga de dois elementos a e b do anel A sera denotada por a — b := a + (—b).

Seja (A, +, ), um anel. Dizemos que A é
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. Um anel comutativo se a operacao e ¢ comutativa;

. Um anel com unidade se a operagao - tem um elemento neutro 14 € A, isto é,

a-1lp=14-a=a,Va € A;

. Um corpo se for um anel comutativo, com unidade tal que para todo a € A—{0},

existe a=! € A — {0}, chamado de inverso multiplicativo, satisfazendo

. Um anel de integridade (ou dominio de integridade) se for um anel comutativo,
com unidade e sem divisores de zero, isto é, satisfazendo uma das duas condigoes

abaixo (que sdo equivalentes):

Va,b € A,ab=0=a=00ub=0

Va,be A;a#0eb# 0= ab# 0.

Seja A um anel comutativo com unidade. As unidades desse anel, é o conjunto
u(A)={aec A|3Ibe A;ab = ba = 1}.

Observagao 1. Corpo é qualquer anel comutativo com unidade satisfazendo a igual-

U(A) = A— {04}

Exemplo 1. Nem todo dominio é corpo. De fato, note que Z é um anel comutativo

com unidade e
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W(Z) = {£1} £ Z — {0}.

Proposigao 1 (Consequéncias dos axiomas de Anéis). Seja (A, +, ) um anel. Para
todo a,b € A temos

i)a-0=0-a=0.

ii) (—a)-b=a-(=b) = —(ab).

iii) (—a) - (=b) =a-b.

Demonstracao: i) De fato,

a-0=a-(04+0)=a-0+a-0
=a-0=0.

ii) Note que

(—a)-b+a-b=(—a+a)-b=0-0=0

Portanto,

iii) Segue do item anterior.

Um dominio de integridade e um corpo serao denotados, salvo o contrario, por D e
K, respectivamente.

Pelo o que foi visto acima, temos que todo corpo é anel e que todo dominio é anel.
Vamos agora estabelecer a relagao entre corpo e dominio.

Observacdo 2. E comum escrever ab ao invés de a - b.

Proposicao 2. Todo corpo é um dominio de integridade.
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Demonstracao: Seja a,b € K tal que

ab = 0.

Mostremos que a = 0 ou b = 0. Vamos supor a contradi¢ao, isto é, a # 0 e b # 0.

Como K & um corpo, a tem o inverso multiplicativo a™!. Assim,

atab) =a'0=0
=b=0
o que é uma contradic¢ao, pois b # 0.
Portanto, K nao contém nenhum divisor zero e sera um dominio integracao.
Proposi¢ao 3. Todo dominio de integridade finito é um corpo.
Demonstracao: Seja D um dominio de integridade e a € D coma # 0. Considere o

subconjunto de D

{a,aQ,a?’,...}

Pela finitude do dominio de integracao, existem m,n € Ncomm < n tal que

Assim,

O:am—a”:am(l—a”_m).

Como a™ # 0 temos que



Portanto,

n—m—1 __ 1
-

ou seja, a” ™1 é o inverso multiplicativo de a.

Exemplo 2. Seja n € Z. O conjunto (n-Z,+,-), onde

n-Z={na|aé€Z},

¢ um anel com as operagoes usuais de soma e produto de Z.

Exemplo 3. Com as operagoes usuais, (Z,+,-) ¢ um dominio de integridade, mas
nao é um corpo. De fato, a unidade do produto é 1 e se a € Z — {1}, néo existe b € Z
tal que ab = 1.

Exemplo 4 . O conjunto dos numeros reais (R, +, -) munido com as operagdes usuais
de soma e produto é um corpo.

Exemplo 5. O conjunto da matrizes de ordem n com entradas reais M,,(R) munido
das operagoes usuais de adicao e multiplicacao de matrizes ¢ um anel com unidade
I = Id,(R) igual a matriz identidade de ordem n. No entanto nao ¢ um anel comutativo
e possui divisores de zero, isto é, existem elementos A e B satisfazendo A # 0, B # 0

e AB = 0. Exemplo 7. No conjunto Z defina as operagoes:

—ax1b=a+b
—CL*QbIO.

Como a operagao *1 é a adigdo usual, os axiomas da soma 1.(a) - (d) sdo verificados.

Vejamos agora os axiomas 2. e 3. dos anéis. Tome a,b,c € Z
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ax*y (b c) =0 = (axgb)*yc,
axy(bx1¢)=0=04+0=(a*b)+ (a*3¢) = (a*b) % (a*20),
(ax1D)%0c=0=04+0=(a*yc)+ (bxa¢c) = (a*y¢) % (b*y¢).
Segue que (Z, *1,*2) é anel.
E mais, A é um anel comutativo, pois

a*gb:(J:b*ga,

para todo a,b € Z.
Note que (Z, *1, *2) nao tem unidade. Com efeito, suponha que nao e seja x € Z

sua unidade. Em particular,

d=a %305 =0,

o que é um absurdo. Isso prova também que (Z, *;,*;) nao é dominio. Observe

ainda que (Z, 1, *2) possui divisores de zero, pois 2 # 0,3 # 0e2 %, 3 = 0.

3 Anéis 7Z,,

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B, denotado por A x B, é

Ax B={(a,b) | a€ Abe B}

Uma relagao R entre o conjunto A é um subconjunto do produto cartesiano A x A,
isto é, uma relagdo em A é um subconjunto R C A x A.

Sejam a,b € A. Se (a,b) € R dizemos que a esta relacionado com b e denotamos a ~
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b ou aRb. Quando a ndo esta com b denotaremos aRb. Vamos denotar R simplesmente
por ~.

Dizemos que uma relacao ~ em A é

1. Reflexiva se a ~ a para todo a € A;

2. simétrica se a ~ b implica em b ~ a para todos a,b € A;

3. transitiva se a ~ b e b ~ ¢ implicam em a ~ ¢ para todos a, b, c € A.

Caso ~ seja reflexiva, simétrica e transitiva, dizemos que ~ é uma relacao de equi-
valéncia.

Exemplo 8. Dados a,b € R. Defina a relagao

a~b<=a—-beZ
Mostraremos que é uma relagao de equivaléncia. De fato,
1. (reflexiva) Claramente, a —a = 0 € Z;
2. (simétrica) Sea —b=c € Z, entdo b —a = —c € Z;

3. (transitiva) Sea—b=ky € Zeb—c=ky € Z,entdo a —c = (k1 +b) — (b — ko) =

ki +ky € Z.

Sejam a, b € Z. Dizemos que a é congruo a b moédulo m, e escrevemos

a = b mod m,

se m | (a — b), ou seja, se existe k € Z tal que mk = a — b.
Exemplo 9. A relagdo de congruéncia moédulo o inteiro mé uma relagao de equiva-

léncia denotada por ~,,. De fato, fixado m € Z, para todos a,b,c € Z,
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1. Reflexiva: sempre temos a ~ a.
De fato, a = a mod m, pois m | 0.
2. Simétrica: se a ~ b, entao b ~ a.

Suponha que a = b mod m. Noteque b = a mod m, pois se m | (a — b), entdo

m | (b—a).
3. Transitiva: Se a ~ beb ~ ¢, entao a ~ c.

Suponha que m | (a —b) e m | (b — ¢). Dessa maneira, m | [(a — b) + (b — ¢)], ou
seja, m | (a — ¢).
Em um conjunto A munido de uma relacao de equivaléncia. Definimos a classe de

equivaléncia de um elemento a € A,com respeito a relacao de congruéncia , como sendo

laj=a={be A|a~ b}

Note que a classe de equivaléncia de um elemento a € A nunca é vazio, ou seja,
[a] # () para todo a € A. Isto é consequéncia da reflexividade. Uma outra consequéncia

que vem agora da transitividade das classes de equivaléncia é

a=b<an~b

Uma particao de um conjunto A é uma familia de conjuntos Ay, A, ..., A, tais que

ANA; =0, sei#j.
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Teorema 1. Seja uma relacao de equivaléncia em um conjunto A. As classes de equi-
valéncia definidas por sao uma particao de A. Em outras palavras, temos as afirmacoes

abaixo
1. Sea#b, entdio anNb =10
2. Ugeafar =4
Demonstracao:

1. Sejac € anb. Assim, a ~ c e ¢ ~ b. Dessa maneira, teriamos a ~ b, o que é uma

contradicdo. log,anb = 0.

2. A uniao de todas as classes de equivaléncia é o proprio A. Para ver isso, basta
notar que todo elemento de A pertence a uma classe de equivaléncia e em todas

as classes tem apenas elementos que pertencem a A.

Quando A é munido de uma relacao de equivaléncia, podemos definir o quociente

de A por ~ como sendo o conjuntos das classes de equivaléncia
A ~={a|a€ A}
Exemplo 10. A aplicagao
T A— Al ~

ar—a

define uma relagao de equivaléncia em A da seguinte maneira: Dados a,b € A,

entao

a~b=7(a)=m(b).
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O conjunto das classe de congruéncias moédulo m ou inteiros médulo m é o conjunto

quociente

7] ~pm=7/)=modm ={a | a € Z},

onde @ ={b€Z|b=amodm}.

Observacao 3. Uma outra maneira de associar a classe a € Z,, é

a=a-+miz

Proposicao 4. Fixado m € Z,m > 2, temos que 0,1,...,m — 1 é uma particao de

L, OU S€E]jA,

Loy ={0,1,...,m —1}

e cada classe acima ¢é duas a duas disjuntas.

Demonstracao: Dado a € Z, temos que a = r mod m, sendo r o resto da divisao
euclidiana de a por m. Lembre-se que, 0 <r <m — 1.

Assim, temos @ = 7. Portanto,

Provemos agora que as classes 0, 1, ..., m — 1 sdo duas a duas distintas. Seja 7,7y €

Z satisfazendo 0 < r; < ro < m — 1. Se 73 = 7| entao r; = ro mod m, ou seja,

m | (r; — r2). Isso ndo acontece, pois ro — r; < m.

Observacao 4. Quando n =0 ou n = 1 temos
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pois

a=a+0-Z e 0=0+1-2Z.

As operagoes de adi¢ao e multiplicagdo em Z,, sao definidas por:

+: L X1 — L L XL — 1

(@,b) — a-+b (@,b) —>a-b

onde @a+b="bea-b="
Teorema 2. As operagaes de adi¢ao e multiplicacao em Z,, estao bemdefinidas.

Mais precisamente, se a,b,a’,t/ € Zcoma = a’eb =V, entao

at+ ad+
b
a- a
by

Em resumo, as classes de congruéncia em Z,, que definem a+ bea - b nao dependem
dos inteiros a e b que representam essas classes.
Demonstracao: Sejam a,b,a’,0’ € Z. Como a = a’ e b =V, ou seja, a = o’ mod m

e b = b mod m temos

a+b=(a +b") modm

a-b=d -V modm
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loggym+b=n""ter-b=n"-V
Proposigao 5 . O terno (Z,,, +,-) é anel comutativo com unidade.
Demonstracio: Sejam @, b, ¢ € Zy,.

1.(a) Comutatividade da soma

i+b=atb=b+a=b+a

1.(b) Associatividade da soma

a+(b+é)=a+b+c)=a+(b+c)=(a+b)+c=(a+b)+c=(a+b)+cC

1.(c) A classe 0 é o elemento neutro de Z,,, pois @ = a

_|_
1.(d) A classe (—a) ¢ o simétrico de @, pois 0 = (—a) +a = (—a)+ael0=a—a=

a—+(—a).

2. Associatividade do produto

3. Distributividade da soma com o produto

a(b+¢e) =alb+c)=a(b+c)=ab+ac=ab+ac=ab+ac

(b+¢&)a= (b+c)a= (b+c)a=ba+ ca=ba+ca=ba+ca

4. Comutatividade do produto

=]
S
I
o
S



5. Unidade
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Proposigao 6. Seja m € N. O espago quociente Z,, é corpo se, e somente se, mé
primo.
Demonstracao: Suponha que Z,, é corpo. Seja a € N um divisor de m. Vamos

mostrar que

a=1 ou a=m.

Como a | m, existe b € N tal que m = ab. Assim,

Em particular, do fato de Z,, ser dominio, temos que

Ql
Il
ol
o)
<
SH
Il
ol

05}

e a =0, entdo

a=0modm=m|a.
Como m | a e a | m temos a = m.
Caso b = 0, entdo

b=0mod m = mt =20,

para algum ¢t € N
Substituindo o valor de b em m = ab vem que m = amt. Portanto, at = le,

consequentemente, a = 1.
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Suponha agora que m é primo. Vamos mostrar agora que todo elemento a € 7Z,, com
a # 0 tem inverso em Z,,. Para isso, primeiramente, note que a € {1,2, mdc(m,a) = 1,
a identidade de Bezout, garante a existéncia de r, s € Z tais que mr+as = 1. Tomando

classes modulo m vem que

l=mr+sa=mr+sa=mr+as=0F+as=0+as =as

Portanto, § é o inverso de a e Z,, é corpo.

4 Subanéis, Subdominios e Subcorpos

Seja (A, +,-) um anel e seja B C A um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que

B é um subanel de A se

1. O conjunto B ¢é fechado nas operagoes +e - deA, isto é, para todo a,b € B temos

a+beBea-beB.

2. A estrutura algébrica (B, +,-), onde +e- sdo as restrigoes das operagoes de A ao

subconjunto B, é um anel.

Exemplo 12. Todo anel possui dois subanéis triviais: {0} e A.
Observagao 5. Alguns dos axiomas de anel valem automaticamente nos seus sub-

conjuntos. Sao elas:
e Comutatividade da adigao
e Associatividade da adicao
e Associatividade da multiplicacao

e Distributividade
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Proposi¢ao 7. Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Entao B é

subanel de A se, e somente se, para todos a,b € B tem-sei) a —b € B
ii)a-be B

Demonstracao: Suponha que B um subanel de A. Para todo a,b € B, temos

a—b=a+(-b)€B
——

a-be B

Reciprocamente, suponha que para todo a,b € B, temos

a—be B

a-beB
Assim
1. 0e B, poisb—be B.
2. =be B, pois0—b € B.
3.a+b=a—(-b)€e B, poisac Be -be B.

Isto implica que B é fechado na operagao + do anel A. Restringindo essas operagoes

ao conjunto B, a propriedades comutatividade da adigao, associatividade da adigao,
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associatividade da multiplicacao e distributivas sao herdadas de A. Resta provar que
vale as propriedades: existéncia do elemento neutro e elemento simétrico.

1.(c) Elemento neutro: Seja a € B. Como

O, =a—a€B

é o elemento 04 é elemento neutro para adi¢do em A, também serd em B. Portanto,
04 =0pg.

1.(d) Inverso aditivo: Seja b € B. Como 04 € B tem-se 04 —b = —b € B. Desde
que —b é o simétrico de b em A, segue que —b é o simétrico de b em B.

Observagao 6. Seja B um subanel do anel A. Se A é comutativo, é claro que B é
comutativo. Além disso, se A é um anel sem divisores de zero, entao B também é um
anel sem divisores de zero.

Exemplo 13. A unidade de um subanel pode nao ser a do anel. Para ver isso,

considere o anel Z;, e defina

B = {0,3,6,9).

E facil verificar que B é um subanel de Zs.

Note que 15 = 9, pois

9-3=3
9-6=06
9-9=9

O subanel B do Anel A é chamado de subanel unitario do anel com unidade A

quando B tem unidade e
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1 =14

Exemplo 14. Seja n um inteiro com n > 1. O conjunto n - Z é subanel de Z e nao

tem unidade.

Exemplo 15. Consideremos o anel A = My(R). Vamos mostrar que B = { conjuntos

das matrizes antisimétrica}

a b
B = |a,b,c € R

-b a

¢ um subanel de My(R). De fato, se

a b c d
X = €eB e Y= € B,
-b a —d c
entao
i)
a—-c b—d
X-Y= € B
—(b—d) a—c

ii)

ac—bd  ad+ be
X Y = € B

—(ad +bc) ac—bd

Logo, B é um subanel do anel My(R).

Exemplo 16. Com as operagdes usuais, (Z,+, -) é subanel de (Q,+,-) e (Q,+,-) é

subanel de (R, +, ).
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Exemplo 17. O conjunto dos ntimeros impares nao é subanel de Z, enquanto o
conjunto dos nimeros pares ¢ um subanel de Z.

Exemplo 18. O conjunto 2 - Z; = {0,2} é subanel de Z,. Para ver isso, note que

0:0=2-0=2-2=0€2-%4
0-0=2-2=0€2-%Z4
0-2=2-0=2€2-%Z4

Lema 1. Num dominio de integridade (A, +, ), as tnicas solugoes da equacao x> = x
sao el .

Demonstracao: Note que

P —zr=z-2—-2-1=x-(z—1).

Assim, 22 —x = 0 implica em z- (x —1) = 0. Como A ¢ um dominio de integridade,
segue que x =0ouxz —1=0.

log O

r=0 ou x=1.

Proposi¢ao 8. Seja A um dominio e B um subanel com unidade. Se 14 é a unidade
de A e 15 a unidade de B, entao 14 = 15.

Demonstracao: Note que 1p é raiz de 22 =z e 15 # 0.

Corolario 1. Um subanel com unidade de um dominio ¢ um subanel unitario.

Seja A um dominio e B um subanel de A. Dizemos que B é um subdominio de A

quando
1. B é subanel unitario de A;
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2. B é um dominio.

Corolario 2. Sejam A um dominio e B um subanel de A. Entao B é subdominio de
A se, e somente se, B tem unidade.

Demonstracao: Se B é subdominio de A, é claro que B tem unidade, pois em
particular B é dominio. Reciprocamente, suponha que B é um anel com unidade. O
corolario acima garante que B é unitario e 14 = 1z. Como B é subanel do dominio A

(comutativo e ndo tem divisores de zero), segue que B comutativo e nao tem divisores
de zero. Logo, B é subdominio de A. Exemplo 19. Como Z,Q, Z[,/p|eQ[,/p| possui

unidade, segue que
e 7 & subdominio de Q.
e 7 é subdominio de Z[,/p].
e Z[\/p] ¢ subdominio de Q[,/p].
e Q[\/p] é subdominio de R.
¢ Q é subdominio de Q[,/p].

e (Q é subdominio de R.

Seja A um corpo e B é um subanel de A. Dizemos que B é um subcorpo de A

quando
1. B é subanel unitario de A;
2. B é um corpo.

Observagao 7. Note que se A é corpo, B C A e B é corpo com as operagoes de A,

entao B é subcorpo de A.
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Proposigao 9. Seja A um corpo e B um subanel de A. Entao B é um subcorpo de
A se, e somente se, B tem unidade e para todo b € B com b # 0, existe b~ € B.

Demonstracao: Suponha que B é um subcorpo de A. Por defini¢ao, dado b € B
com b # 0, existe b=! € B. Além disso, 15 = 14. Reciprocamente, suponha que B tem
unidade e que para qualquer b € B com b # 0, existe b~! € B. Como B é um subanel
de Ae A

é comutativo, segue que B é comutativo. Além disso, como B tem unidade e A é
dominio (pois A é corpo), segue que B é unitario (e portanto tem unidade). Exemplo

20. O conjunto Q[,/p], com p primo,é um subcorpo de R.33 Defato,

1=1+0,/p € Q[\/p] é aunidade e se x = a + by/p # 0, seu inverso é

a_ (e N (b
v _(az—plﬂ) (az—pbz)\/ﬁ

Proposi¢ao 10. Sejam A um anel e By, By C A.

1. Se B; e B, sao subanéis de A, entao By N By é subanel de A.
2. Se By e By sao subdominios de A, entao B; N By é subdominio de A.

3. Se By e By sao subcorpos de A, entao By N By é subcorpo de A.

Demonstracao:

1. Sejam a,b € By N By. Como a,b € By e By e subanel, segue que a — b,ab € B;.
Da mesma forma, temos que e a — b,ab € By. Portanto a — b,ab € B; N By e

By N By é subanel de A.

2. Supondo que B; e B, sao subdominios de A, temos que By e By tém a mesma

unidade de A. Entao 14 € By N By,. Como By N By é um subanel do dominio A,
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segue que By N By é subdominio de A.

3. Suponha que B; e By sao subcorpos de A. Em particular, B; e By sao subdo-
minios de A, o item anterior garante que By N By tem unidade 14. Seja agora
b€ BiNBy,b+# 0. Como b € Bye B; é corpo, temos que b~! € B;. Analogamente

=

5 A regra de Cramer e o Sistema Linear em Z,,

A ideia de determinante como polinémio que associa a um quadrado de nimeros,
surgiu em 1683 com o matematico japonés Seki Kowa (1637-1708), porém o mesmo
nao demonstrou para os casos gerais. Logo depois em 1683, o matematico Leibniz
(1649-1716) usou combinagoes de coeficientes para resolver sistemas de coeficientes para
resolver sistemas de equagoes lineares e organizou em forma de indices os coeficientes
com numeros.

Em 1750, no livro "introdugao a anélise de curvas algébricas", o suico Gabriel
Cramer (1704 - 1752), apresentou resultados para matrizes de ordem n sendo uma
forma de resolucao através de determinante de sistemas de equagoes lineares. Muir
(1890: p 9), a regra de Cramer, como hoje a conhecemos, foi apresentada como um
apéndice de sua Introduction a L’analyse e visava simplificar o tratamento algébrico

necessario para a soluc¢ao do sistema de n equagoes lineares com n incognitas (ao qual

01 Cramer. Gabriel Cramer, born at Geneva in 1704, and died at Bagnols in 1752, was professor at
Geneva. The work by which he is best known is his treatise on algebraic curves 1 published in 1750,
which, as far as it goes, is fairly complete; it contains the earliest demonstration that a curve of the
nth degree is in general determined if 12n(n + 3) points on it be given. This work is still sometimes
read. Besides this, he edited the works of the two elder Bernoullis; and wrote on the physical cause of
the spheroidal shape of the planets and the motion of their apses, 1730, and on Newton’s treatment
of cubic curves, 1746.
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foi reduzido o problema das conicas).

Vamos nesse capitulo estudar um pouco de sistemas lineares aplicados a resolugao
de equagoes lineares no conjunto Z,,. Essa abordagem trard a definicao de equagoes
lineares no Z,,, solucao de equagoes definida no conjunto Z,, e sua abordagem através

da regra de Cramer.

5.1 Equacao linear em 7,,

Chamamos de equacao linear em Z,,, nas incognitas x1, 9, T3, x4 ... T, toda equa-
cao do tipo @rizy + Graxs + G1as + . . . + Grpxn = b.

As classes 11, @12, @13, . - . , Gin € Zpy, sao chamados coeficientes e be Loy, € O termo
independente da equagao.

Exemplos:

a) 3ry + 4xe — by — x4 = 5 em Zg

b)z+y=1em Z;

c) Oxy + O0xy — 0wz = 5 em Zyy

d) le —|—6$2 —6$3 +6$4 = 6 em Z5

5.2 Solucao de Equacao linear em %Z,,

Dizemos que a sequéncia de classes (aqy, aiz, aqs, .. ., 01,) em Z7

» . € uma solucao

da equacao linear ajix, 4+ @222 + G303 + ... +a1,2, = b em Z,, se a;1x1 + G202 +
a13T3 + ...+ aGipx, = b for uma série de classes verdadeira.
Exemplo:

a)br+3=2 em Z;
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O inverso de 5 em Z; é 3, veja na tabela abaixo:
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Portanto

5r =6
r=6-3
r =18
r=4

Portanto a solucao desse sistema linear em Z; ¢ 4

b)z+y=1em Z;

Perceba que se = 0 entdo y = 1. Se z = 1 entdo y = 0,

se x = 2 entdo y = 2,

entdo as possiveis solugoes desse sistema linear em Z3 sao (0,1), (1,0) ou (2,0).

c)2x —5=1em Zg

[Nel|
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O inverso de 2 em Z; nao existe, veja na tabela abaixo:
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Mas pela perceba ainda que apesar de nao haver seu inverso, podemos encontrar a

solucao, pois 2x = 0 os valores para x podem ser 0 ou 3.

5.3 Sistema linear em 7Z,,

E um conjunto solugdo de n(n > 1) equagoes lineares em Z,,, nas incognitas

T1,T2,L3,Tg...Tp.

Assim o sistema:

E linear em Z,,.

C_L11$1 + C_llgxg + C_L13$3 + .-
&lel + ELQQIQ + C_ngzg + -

C_Lgl$1 + ELng’Q + C_ng$3 + -

Qn1T1 + GpaTa + Ap3xs + - - -

+ A1p Ty = 01
+ Q2,Ty = b2

+ a3 Ty = b3

+ Gpnn = by,

Pela defini¢ao de produto de matrizes, notemos que o sistema linear S em Z,,. pode

ser escrito na forma matricial.

Exemplos:
matricial:
21 x i
. _ (i)
_ 10
6 3 Y
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2r+y =3
, em Zz , pode ser escrito na forma matricial:

r—y=4

L x 3
4

Y

VR
]
[l Ll

5.4 Solugao de um sistema linear em 7Z,,

Dizemos que a sequéncia de classes (@1, 0qz, 13, - . ., Q1) €m Z,,, € uma solu¢ao

do sistema linear S, se for solugao de todas as equagoes de S.

C_Lll$1 + &12582 + C_ng$3 + -+ &1n93n = bl
Q2171 + A20%2 + A23%3 + -+ + Qop Ty = by

C_L31$1 + 632@ + C_L33$3 + -+ C_lgn$n = b3

Ap1T1 + Gp2T2 + Ap3®3 + -+ + QppTp = bn
Exemplos:

a) O Sistema linear em Zj

20 +2y=1
2r+y=2

Vamos isolar o termo x na segunda equagao:

2r+y=2
y=2-2x

Substituindo na primeira equac¢ao temos:
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20 +2y=1

2r+22—-2z)=1

2r+4—4dr=1
2r+r=1-4
3r=1+1
3r=2

Precisamos achar o inverso de 3 em Zs

[\
wl
|

0 1

-
N
rol

3

ol

3

Portanto o inverso de 3 é 2. Portanto continuando a resolucao temos que:

3r=2
r=2-2
r=4

Como x ¢é 4 substituindo na segunda equacao teremos:

20 +y =2
y=2-2x

y=2-3.7

ool

2 _

Y

<
Il
(\]]
_|_
ol

<
Il
N



Portanto os valores de x e y no Zs, respectivamente sao 4 e 4. Conferindo que os

resultados sao verdadeiros:

20 +2y=1
2r+y=2
20 +2y =1
2:4+2-4=1
8+8=1
16=1

1 =1 (sentenga verdadeira)

A segunda sentenca:

2r+y=2
2-44+4=2
8+4=2
12=2

2 = 2 (sentenga verdadeira)

b) O sistema linear em Z;

r+y=4
br +6y=3

Vamos utilizar a primeira equacao linear e isolar a incognita x

8
_I_
<
I
|

8
I
N

[
<
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Agora vamos substituir o valor de x na segunda equagao linear:

wl

5z + 6y =

Encontrado o valor de y, voltamos a primeira equacao linear para descobrir o valor

de x :

S 8 8
8 I | Il
I AL
=+ | |
Wl o <

I
I
ol

Portanto os valores de (x,y) sdo (0,4)

Conferindo que esse valor é valido em ambas as equagoes lineares em Zr; :

A primeira equagao linear:

r+y=4
0+4=14
4 = 4 (sentenga verdadeira)

A segunda equacao linear:
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0
3 = 3 (sentenga verdadeira)
c¢) O sistema no Zi;

2r+y=5

6xr +3y =1

Vamos utilizar a primeira equagao linear e isolar a incognita y:

2r+y=5
y=>5—2x

Agora vamos substituir o valor de y na segunda equagao linear:

Nesse caso o sistema ¢ impossivel que encontremos uma solucao dentro do Z;.
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5.5 Sistema linear possivel e sistema linear impossivel em 7Z,,

Se um sistema linear S tiver pelo menos uma solugao, diremos que ele é possivel ou
compativel (é o caso do exemplo a e b do item 4.4.); caso nao tenha nenhuma solugao,

diremos que S é impossivel ou incompativel (é o caso do exemplo ¢ do item 4.4.).

5.6 Sistema linear homogéneo em 7,

Chamamos de sistema linear homogéneo todo aquele em que o termo independente

de todas as equagoes em Z,, iguais a zero.
r+y=0 r+y+2=0

Exemplos: a) ¢ 22 +y+2=0 b) r—y—2=0

dr +3y+2=0 2 —y+2=0

4.7. Resolugao de sistemas lineares em Z,, através da regra de Cramer.

Considere o sistema de equagOes lineares Axr = b em Z,,, suponha que A seja
uma matriz invertivel ( det A # 0 ) de ordem n,z = ( Ty,73,%3,T4...,%,) € b =
(bl, ba, b3, by . .. ,bn) elementos do Z! A regra de Cramer nesta situagao, afirma que:

bl a2 ... Qip a1 b1 AT

bg agy ... Qap a1 bg .. Qop
det det

bn Ap2 ... QApp Qn1 bn Qnn

T = Ty = >

ayjpr a12... Qip a1 Ar12... Qipn
o1 A929 ... QA9pn o1 A92 ... QA9pn
det
det
Ap1 Apo ... QApp Ap1 Ap2 ...
QAnp
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ay; aio.. bl
o1 QA99 .. bg
det
Ap1 Qpo .. bn
Ty =
ap; Qg A1p
A21 Q22... G2p
det
Apn1 Ap2 ... QApp
Agora considere as matrizes:
T 0.. 0
i) 1.. 0
Xl - = [x762> aen] )
z, 0... 1
1 7. 0
0 73. 0
X2 - - [elaxa aen]a
0 =z,. 1
1 0.. T
Xn: 0 1 ) :[61,62,...,j'],

Note que:
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ai; a2 Q1n 0 a2
az1 Q22 Q2n, 1 Q22 o
A €2 = - = Qasy,
Ap1 Qp2 - .. Qpn 0 o
Portanto temos:
a1 a_12 .. a_ln I'_l 0 0
921 a_22 ... Qop I_Q 1 0
A- X, =
Qp1  QAp2 Ann .’,C_n 0 o1
a11r1 + a2 + -+ 1Ty, Q1270 Aig
= A1 X1 + AooTo + -+ - + AopXy, Aoz -+ Gon
Ap1T1 + ApoTo + -+ Qpp®y Apa ... Apn
=\| Az, ay,...,a, | = | b, as,...,a, | =M
apx Qaiz... Qin
1 x1 . 0
Ao A22 ... QG2p
A Xy = 0 ... 0
ZTp.o.. 1
Ap1 Ap2 ... QApp
aix a1 +aply+ -+ a1y ... A
az1 1121 + 1222 + + -+ A1 T, A2
Ap1 Ap1T1 + ApaTa + - + AppTp ... App
= [a1, Ax, ..., a,) = [a1,b,...,a,) := My
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a1y a12... Qip
1 0... o7
o1 A922 ... Q9p
AX, = 0 1... &3
0 0... =,
Ap1 Ap2 ... Qpp
a1 QA19... Q11T1 + A12T2 + -+ + A1pTh
ao1 Q29 ... Q11T1 + A12T2 + *++ + A1pTh
Qp1 QAp2 ... anlxl+an2x2+"'+annxn
= | ay,aq,...,Azx] =lay,aq,...,b] =M,

Portanto temos que: det M; = det A - det X

det X7 = 9M " det My = det A - det X,

__ det M.
det X2 = detAz’

det M,, = det A. det X,

det X,, = —dgzt]\i”

observagao: como no conjunto Z,, nao admite a divisao de classes entao esta seréa
substituida pela multiplicagao com o inverso do determinante de A, veja:

det M,, = det A. det X,

det X,, = dgé%’l

det X,, = det M,, - (det A)~*

Para o sistema de equagodes lineares em Z,,,temos:

a) Quando o determinante de A possuir inverso em Z,,, teremos um sistema possivel
de solugao, sendo esta tnica ou seja ¢é sistema possivel e determinado (SPD).

b) Quando o determinante de A nao possuir inverso em Z,,, mas existir solugao

para os det X,, em det M, = det A. det X,, teremos um sistema possivel e com véarias
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solugoes, ou seja um sistema possivel e indeterminado (SPI)
¢) Quando o determinante de A ndo possuir inverso em Z,,, e ainda a0 menos um
dos det X,, em det M, = det A. det X,, nao existir teremos um sistema impossivel

(SI).

6 Resolugao de sistemas linear no 7Z,,

Os exemplos abaixo evidenciarao as trés possibilidades de resolugao dos sistemas
lineares no Z,,. Sao elas sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e

indeterminado (SPI) e sistema impossivel (SI).

EXEMPLO 1 : RESOLVA O SISTEMA EM Z;

r+y=4
br +6y=3
TEMOS QUE
11 T 4
5 6 Y 3

Vamos encontrar os de terminantes:

11 - -
det|  [=6-5=6+2=8=1

5 6

41 -
det| | =24-3=3+1=7=0

3 6

14 - -

5 3

determinando o inverso de 1 no Z;
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01 23 456
1/0 1 2 3 4 5 6
Portanto o inverso de 1 é ele proprio.
Agora vamos determinar o valor de xey.
11
det (3‘0)
det <1£) 1
V=~ 1=

A solucao possivel ¢ (0, 4)
EXEMPLO 2: RESOLVA O SISTEMA NO Z,

r+y=1
dr +2y =2
TEMOS QUE
11 x 1
42 y 2
11 o
Det =2—-4=248=10
4 2
11 o
Det =2—-2=2410=12=0
2 2
11 o
Det =2—-4=248=10
4 2

Agora encontraremos o inverso de 10
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Nesse caso como o 10 nao possui inverso no Zjs.
Para determinar os valores de x e y temos que avaliar através da regra de Cramer
os possiveis valores por eles assumidos. Temos entao que:

det M =detAx e detN =detA-y

Os valores assumidos em x sao:

Portanto x s6 podera ser 0 ou 6

Os valores assumidos em y sao:

Portanto y s6 podera ser 1 ou 7

Perceba que ha possibilidades para as incognitas x e y tornando assim o sistema
possivel e indeterminado (SPI), pois apresenta mais de uma solugao.

Fazendo as devidas substitui¢oes no Sistema linear em Z;, temos que os pares
ordenados para (z,y) sdao: (0,1) e (6,7)

EXEMPLO 3 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zg

20 —y+z2=3
r+2y—z2=1
br—y="17

Temos:

52



Do
|
—_
=
5]
wl

3 2 -1 y | =11
5 -1 0 2
Encontrando os determinantes :
2 -1 1
det | 3 2 =7 |=0+5-3-2-10=545+6+6=22=6
5 -1 0
3 -1 1
det| T 2 =1 |=7T-1-3-14=7+7+5+2=21=5
7T L 0
2 3 1
det| 37 =71 | =7+14+5=26=2
5 0
2 -1 3
det| 3 2 7T | =28-5-9+21+2-30
5 -1 7

6/0 6 4 2 06 4 2

Perceba que nao existe inverso de 6 em Zg, portanto analisando a regra de Cramer

para os valores acima citados temos que:
det M = det A .x

6-2=5
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Portando nao podemos determinar os valores possiveis para x em Zg,

det N = det Ay

6-y=2

Portando os valores possiveis para y sao 3 ou 7,

det P = det A.z

3-2=3

Portando nao podemos determinar os valores possiveis para z em Zg, Como nao
sabemos os valores para x e z temos entao uma indeterminagao desse Sistema linear

em Zsg, tornando o sistema impossivel (SI).

EXEMPLO 4: RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Z;

r+y=0
r—y=4
TEMOS QUE
11 T 6
1 -1 | Y - 4

Encontrando os valores dos determinantes:

Det(%_ll):—_l—TzéJrG:l_:S
6 1\ . _ _
Det - —6-4=1+3=1
-1
16\ - _ _ _
Det =4—-6=4+1=5
11

Determinando o inverso de 5 no Z;
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Portanto o inverso de 5 é 3 e isso ja nos mostra que o sistema ¢ possivel e determi-
nado (SPD).

Agora vamos determinar o valor de xey.

20 1
Det
4_1 _Tl — L o _ Det(
TeTeEs =5=1.3=12=5y=

1 -1

X =

OH’“‘
eS|
N——"
allen]
I
&l
wl
I
i
ot
I
Il

==
[~

-

S~—

Det(

Portanto o valor de x e y sao respectivamente 5 e 1

EXEMPLO 5 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zq

TEMOS QUE :

10 x 0

=

I
I
ol

21 Y

4 3

Por Cramer temos:

1 10

|

z

Det =14440-2-3-0=5474+6=18=0

= ol
wl
—| —

ol
=
|

Det

ol
—_
=
Il
ol

ol
wl

—
ol
|

Det

o
ol
=
Il
ol

N
ol
—_
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ol

1

—|

Det|] 2 1

|
Il
ol

430

Como os determinante acima sao zero temos que o sistema nao apresentara inverso
para o determinante A. Analisando pela regra de Cramer temos que:
det M = det A.x

0-z=0

Portando os valores possiveis para x sao 0,1,2,3,4,5,6,7,8 det N = det A.y

0-y=0
Portando os valores possiveis para y sao 0,1, 2,3,4,5,6,7,8
det P=det A. =z

2=T

ol

Portando os valores possiveis para z sao 0,1,2,3,4,5,6,7,8

O Sistema linear apresenta mais de uma solugao para as incégnitas x, y, z, tornando
assim o sistema possivel e indeterminado (SPI). Duas solucoes possiveis sao (0,0,0) e
8,1,7).

EXEMPLO 6 : RESOLVA O SISTEMA EM Z;

20—y =2
—z+3y=-3
TEMOS QUE
2 -1 T _
)
-1 3 Y
T |
Det | =6-1=6+4=10=0
3



Nesse caso como o 0 nao possui inverso no Zs entao vamos analisar os possiveis
valores de zey.

Para determinar os valores de = e y temos que avaliar através da regra de Cramer
os possiveis valores por eles assumidos. Temos entao que:
det M =detA-x e

det N =det A -y
Os valores assumidos em x sao:

l

8

Il
wl

Portanto x nao assumira valores no Zs

Os valores assumidos em y sao:

l
<

Il
=

Portanto y nao admitira valores no Zs
Temos entao que os valores para x e y neste sistema nao sao possiveis, com isso o
sistema ¢ impossivel (SI).

EXEMPLO 7: RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zj;

5r+y=206
TEMOS QUE

o7



2 3 x 7
51 y 6
2 3 _
det =2-15=247=9
51
73 -
det =7T—-18=7T+4=11=0
6 1
2 7 o
det =12—-35=1+9=1
56

Agora precisamos saber quem é o inverso de 9 no Zi;

5 6 7 8 9 10

AN
Ne]|

012 3

2

A~

6

ool

1 10

=~
—_
wl

9

ol

11

Determinamos que o inverso de 9 no Z;; é 5, portanto o sistema é possivel e deter-

minado (SPD), em seguida iremos determinar os valores para xey.

wlw [SAEN]

=10-5=50=6

1
1 1
1

ol

y et
Portanto o valor de x e y sdo respectivamente 0 e 6.

EXEMPLO 8: RESOLVA O SISTEMA EM Zs

2r +3y =4

x—y=2

o8



TEMOS QUE

[ B V]
[ wl
—_
|
< 8
Il
-
NI EN|

Det (22) ==2-3=342=5=0

Det (1) ==1-6=T+1=5=0
23\ -

Det =4—-4=24+1=5=0
13

Nesse caso como o 0 nao possui inverso no Zs.

Para determinar os valores de x e y temos que avaliar através da regra de Cramer
os possiveis valores por eles assumidos. Temos entao que:

det M =det A-detx e det M =detA-dety

Os valores assumidos em x sdo:

|
8
Il
ol

Portanto x podera ser 0,1,2,3,4,5

Os valores assumidos em y sao:

|
<

Il
ol

Portanto y poderé ser 0,1,2,3,4,5

Portanto temos valores assumidos para as incognitas x e y, sendo assim o sistema é
possivel e indeterminado (SPI).

Fazendo as devidas substituigoes no Sistema linear em Z;, temos que os pares

ordenados para (x,y) sao: (1,4),(2,0),(3,1), (4, 2),(0,3)
EXEMPLO 9 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zg
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20 +3y—2=0

r—2y+z2=5
—r+y+z=-2
Temos:
2 3 -1 x 0
T =31 ||y ]|=] 53
-1 1 1 2 —2
Encontrando os determinantes :
2 3 -1
Det| T =2 1 |=-2-3-1-3-2+42
—1 1

0 3 -1
det| 5 =3 1T |=0-6-5-15—-0+4
-2 1 1
=1+3+4=8=2
$$
\operatorname{det }\ left(
2 0 -1
1 2% 1
-2 1

\right)=\overline{10}+\overline{2}+\overline{4 } +\ overline{5 }="overline{21 } =\ overline{3}
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$$ det =8—-154+6+10=8+3+6+10=27=3

encontrando o inverso de 3 no Zg

IN]
[&a]

0123

ol
wl
o
w
ol
wl

3

Perceba que nao existe inverso de 3 em Zg, portanto analisando a regra de Cramer
para os valores acima citados temos que:

det M = det A - x

3-x=2

Portando nao podemos determinar os valores possiveis para x em Zg,

det N = det Ay

3.y=3

Portando os valores possiveis para y sao 1,3 ou 5,

det P = det Az

3-2=3

Portando os valores possiveis para z sdao 1,3 ou b,

Como nao sabemos os valores para x temos entao uma indeterminagao desse Sistema

linear em Zg.

EXEMPLO 10 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zy,

r—2y—2z=—1
rT—y+z=-2
2r+y+3z=1

Temos:
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T 3 32 . 7
T 1 1 y =1 =
71 3 . i

Encontrando os determinantes:

Det

—I
IR
.|
[\

N—— ~ _

—

=

=
3 | =T1+8-T+4343-3
21 1
+

encontrando o inverso de 3 no Zi;
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O inverso de 3 ¢ 4 em Z;;, tornando o sistema possivel e determinado (SPD)

Agora para encontrar o valor de z,y e z temos:

A solucao possivel ¢é (1,2,10)
EXEMPLO 11 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Z,4

Tr+z=
Temos:
1 1 0 T 1
=3 3| |y]|=]2
1 0 1 z 1

Encontrando os determinantes :
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=
=
ol

det| 2 3 =3 |=3-3+0-2+0+0=3+1+2=6=2
1 0
110

det| 33 23 [=3-340-2-0-0=3+14+2=6=2
10 1
1 1 0

det| —2 2 =3 | =2-34+0+2+3+0=2+14+2+3=8=0

I 1
I 11

det| =3 392 | =3+24+0+24+0-3=3+2+24+1=8=0
1 01

encontrando o inverso de 2 em Z,

Perceba que nao existe inverso de 2 em Z,, portanto analisando a regra de Cramer
para os valores acima citados temos que:

det M = det A - x

2.0=2

Portando os valores possiveis para x sdo 1 ou 3,

det N = det Ay

2-y=0

Portando os valores possiveis para y sdao 0 ou 2, det P = det A.Z
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2.2=0

Portando os valores possiveis para z sao 0 ou 2,

Sabendo os possiveis valores para x,y e z, temos que o sistema linear é possivel
e indeterminado (SPI), pois apresenta mais de uma solugdo. Através da substitui¢ao
encontramos as possiveis solugoes sao (1,0,0) e (3,2,2).

EXEMPLO 12 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Z;

r+y—2=0
r—y—2z=1
xr—2y+z2=4
Temos:
1 1 =1 x 0
1 =1 =2 gy =11
1 =2 1 z
Encontrando os determinantes:
1 1 =3
Det ! =—1-242-1-4-1
1 =L =
- 1

—l

<l
I

—_

det

=
=
&l
I
=
|
N
+
o]
+
=
I
—
+
wl
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=
I
—_
I
=]

=l
—
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—|

det

I|I
DN | ==

—I
=

=4+1+3+2=10=3

Perceba que nao existe inverso de 0 em Z;, portanto analisando a regra de Cramer
para os valores acima citados temos que:

det M = det A.x

0-z=3

Portando nao podemos determinar os valores possiveis para x em Zr,

det N =detA. y

0-y=2

Portando nao podemos determinar os valores possiveis para y em Zr,

det P = det Az

0-2=3

Portando nao podemos determinar os valores possiveis para z em Z;

Como nao sabemos os valores para x, y e 2z temos entao uma indeterminagao desse

Sistema linear em Zs.

EXEMPLO 13 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zs

2r +3y =4
r+5y=2

TEMOS QUE
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determinando o inverso de 2 n

Determinamos que o inverso de 2 no Zs é 3. em seguida iremos determinar os

valores para x e y.

Q.

[}

-+
N

i vl

(SIS
N———"

y =

Il
[N [fes]
Il
ol
wl
Il
ol

det(

™l
[S[ov]
~—

Portanto o valor de x e y sao respectivamente 2 e 0.

EXEMPLO 14 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zg

2r+y+z=4
r+2y+22=2
T—y—2=2

Temos:
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2 1 x 1
1 2 2 y | =1 2
1 2 = 2z

Encontrando os determinantes:

21 1\ - - _ _ _ _
Det [ = —44+2—-1+4144-2
=24+24+5+4+14+44+4=18=0
141 1 o
det o = -8+44—-2+2+8—-14
=444444+24+24+2=18=0
2 4 1
Det| 72 9 |=-4+8+24+4-8-2
12 2
=248+4+24+44+4+4=24=0
2 1 4
Det | T % 5 | =8+2-4-2+4-38
1 =1 2

=8+2+2+4+44+4=24=0
Como os determinantes acima sao zero temos de pela regra de Cramer os possiveis

valores para X,y e z :
det M =det A -x

0.x=0
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Portando os valores possiveis para x sao 0,1,2,3,4,5 det N = det A.y

@]

.y:ﬁ

Portando os valores possiveis para y sao 0,1,2,3,4,5
det P = det A.z
0.2=0

Portando os valores possiveis para z sao 0,1,2,3,4,5

O Sistema linear apresenta mais de uma solugao, tornando-o possivel e indetermi-

(4,1,1), (4,5,3), (4,3,5).

EXEMPLO 15 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Z;,

2r—y+z=-3

3r+2y —2=1

—2r —4y+32=38

Temos:

2 -1 1 x -3
3 03 ST ||y =] T
-2 —4 3 z 8

Encontrando os determinantes :
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2 =3 1
Det | 3 11 =1 | =66—6+24+27+16+22
-2 8 3
=6+6+3+4+10=29=5
2 —1 =3
Det| 3 32 11 |=32+22+36+24+88—12
B
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Perceba que nao existe inverso de 3 em Z;,, portanto analisando a regra de Cramer
para os valores acima citados temos que:

det M = det A - x

3-x=11

Portando nao podemos determinar os valores possiveis para x em Zqo,
det N =detA. y

3-y=5

Portando nao podemos determinar os valores possiveis para y em Zs,
det P=detAz3 - z=10

Portando nao podemos determinar os valores possiveis para z em Zq»,

Como nao sabemos os valores para x, y e z temos entao uma indeterminacao desse

Sistema linear em Z

EXEMPLO 16 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Z;
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Temos:
1 1 1 T 6
1 -1 =1 y | =| =4
2 = 1 2 1
1 1 1
Det | 1 ::} T |l==1-2-1-1-1+2
5 1
=6+5+6+6+6+2=31=3
6 1 1
Det | * " ' | ==6-T+4+1-6+1
1 =21
=146+4+4+1+1=17=3
1 6 1
Det| T =24 =1 |=—4-1241-6+1+38
2 1

=6+6+1+6+34+12=34=6
encontrando o inverso de 3 no Z,
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O inverso de 3 é 5.

Agora para encontrar o valor de x, y e z temos:

ol
|~

Det

N |~ ==
—|

Det

N = ==
—_
—

A solugao possivel ¢ (1,3,2) EXEMPLO 17: RESOLVA O SISTEMA EM Z;

2r+y=3
r—y=4
TEMOS QUE
21 T 3
1 -1 Y 4
2 1 -
Det =—2—-1=54+6=11=4
1
31 -
Det =—-3—-4=44+3=7=0
4 -1
2 3 _
Det _8-3-T+41-=5
1 4

Encontrando o inverso de 4 no Z

72



ol
=
ol
wl
N
(&1
ol

N
ol
N
=
(&
ol
ol
wl

O inverso de 4 é 2.

Agora para encontrar o valor de x e y temos:

|

AN [R=]
I
ol
ol
I
ol

A solucao possivel ¢ (0, 3)
EXEMPLO 18 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zs

r+y+z=1
—r—y+z=1

204+ 3y+22=0

L~
[a—

| —|
—
=l
< 8

I
=l

|
ol
|
N

ol

L 11
?1 [ — — — — —
Det = 24+2-34+2-3+2
2 31
=3+2+2+2+2+2=13=3
1 1 1
Det| T =1 1 [|=-2+0+3-2-3-0=3+3+4+3+2=
0 3 2
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encontrando o inverso de 3 em Zs
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O inverso de 3 em Z; é 2.

Agora para encontrar o valor de x, y e z temos:

[ L
=
|~

Det

(]
wl

|
|
—|

Det

[N

A solugao possivel ¢ ( 2,3,1 ) EXEMPLO 19 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR

EM Z;
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Temos:

-1 1 -1
1 2 4
3 1 =2

Encontrando os determinantes:

-

@D

-+
+ —
| H|||
—_
—| Do —
Lo L

=44+124+6+2+14
5 1 —1

det| 2 2 1
-3 1 :ig

wl
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y
=
[L)| winl OV
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Det
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wl

O inverso de 6 é 6.
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6(0 6 54 3 21

Agora para encontrar o valor de z,y e z temos:

det

X =

5

1

1
2

det
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A solucao possivel é (5,3,0)

EXEMPLO 20 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Z-

—z—4y=0

§x+§y:5
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TEMOS QUE

-1 —4 x 0

3 2 Yy 5

Det [ =—2+12
3 2

10 S

Det =-5-0=2
3 5

I
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Agora encontraremos o inverso de 3 em Z;

0
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wl
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wl
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O inverso de 3 em Z; é 5.

Agora para encontrar o valor de x,y e z temos:

A solugao possivel para x e y ¢ (2, 3)

EXEMPLO 21 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zsg

Temos:
§ — p— x
= 1 -1
- - _ Y
—1 - 1
z

-3

2r+y—z=4

3x+2y—52=1

—r—y+z=-3
4
1 Encontrando os determinantes:

7

S
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2 1 —7
Det( 2 )Z+5—§+§—1_—§
- = I
-1
=4454+54+34+6+6=29=5
1 1 =1
det | T _23 5 | =8+15+1-1-20—-6
-1 1
=84154+14+7+4+2=37=5
2 7 g
-3 — —_— — _— —_— —
Det( - >2+ 0-94+12-30-1
2 =507
-1 =3
=2420474+124+24+7=50=2
2 1 4
Det| @2 2 ' | =Z12-7T4+412-9+2+8
5 5
=44+T74+12474+24+8=40=0

510 5 2 7 41 6 3

O inverso de 5 é 5.

Agora para encontrar o valor de x,y e z temos:
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2 1 I
| 2
-1 =21 -
y = =2=2.5=10=2
2 1 -1
| 2
T = 1
2 1 4
det -3 27 ;
- i = _
7 = 2/ -5-0-5=0
2 I =
w| 32
T = T

A solugao possivel é (1,2,0)
EXEMPLO 22 : RESOLVA O SISTEMA LINEAR EM Zq

20 —y+z2=3

3r+2y—2=1

fr—y="7
Temos:
2 -1 1 x 3
33 1 v l=11
5 -1 0 z
Encontrando os determinantes:
2 -1 1
Det| 3 3 —1 |=0+5-3+0-2-10
5 -1 0

3 -1 1
det| 7 2 7 |=7T-1-3-14=74+8+46+4=25=T7
720
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det

det

[\l
wl

ol Wl Dol ol Wl
=

1
1 | =-15+21414-5=34+21+14+4=
0

3

1 [=28-5-9+21+2-30

7

encontrando o inverso de 8 no Zg

01 23456 78
80 8 7 6 5 4 3 2 1
O inverso de 8 é 8.
Agora para encontrar o valor de x,y e z temos:
5 -
5003 3
1 15
£ = 0
det 57 L -
det(% -1 L
3
- P o ~5-6-5=
y = 5 =8=6-8=
2 7 3
det 3
5 2 1 -
2= — L =T1=7.8=56=2
2 -1 1
det . B L

80
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A solugao possivel é (2,3,2)
EXEMPLO 23 : RESOLVA O SISTEMA EM Zg

—r—4y=0
3r+2y=5
TEMOS QUE
-1 —4 x 0
3 2 Y 5
-1 —4 o
Det =-2412=44+12=16=14
3 2
0 —4 o
Det =04+20=20=2
5 2
-1 0 -
Det | = | =5-0=T
3 5

Agora encontraremos o inverso de 4 em Zg

INy]
(&l

012 3

]}
(@]
N
V]

4

ol

4

Nesse caso como o 4 nao possui inverso no Zg entao vamos analisar os possiveis

valores de xey.

Para determinar os valores de x e y temos que avaliar através da regra de Cramer os

possiveis valores por eles assumidos. Temos entao que: det M = detA-x e det N =

det A -y

Os valores assumidos em x sao:

IN]
8
Il
]



Portanto x s6 podera ser 2 ou 5

Os valores assumidos em y sao:

IN]
<

Il

=

Portanto y nao admitira valores no Zg

Temos ent@o que os valores para este Sistema é impossivel (SI).

7 CONCLUSAO

Um dos conceitos centrais na matemaética é o estudo de sistemas lineares, que
sao conjuntos de equacoes lineares envolvendo as mesmas variaveis. Esses sistemas sao
amplamente utilizados em diversos campos, como engenharia, fisica e economia, devido
a sua aplicabilidade pratica. Em alguns casos, é necessério resolver sistemas lineares
em um conjunto de nimeros especifico, como o conjunto dos ntimeros inteiros moédulo
m, também conhecido como Z,,. Nesses casos, a Regra de Cramer pode ser aplicada
para encontrar as solugoes do sistema.

A Regra de Cramer é uma técnica poderosa utilizada para resolver sistemas lineares.
Ela é baseada na determinante da matriz dos coeficientes do sistema e das determi-
nantes das matrizes obtidas substituindo uma coluna da matriz dos coeficientes pelos
termos independentes do sistema. No entanto, quando aplicamos a Regra de Cramer
no Z,,, precisamos fazer algumas adaptacgoes.

A aplicacao da Regra de Cramer no Z,, pode simplificar a resolugdo de sistemas
lineares em conjuntos especificos, como o conjunto dos Z,,. Essa técnica oferece uma
abordagem clara e direta para encontrar as solugoes do sistema, desde que o médulo

inverso exista para todos os coeficientes do sistema.
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Em resumo, a Regra de Cramer é uma ferramenta muito 1til para resolver sistemas
lineares e, quando aplicada no Z,,, oferece uma solugao precisa para sistemas nesse
conjunto numérico especifico. E importante lembrar que a existéncia do modulo inverso
é essencial para aplicacao da Regra de Cramer no Z,,, caso esse inverso nao exista a
solucao para este sistema linear podera ser indeterminada ou impossivel a depender
dos valores obtidos para as incognitas a serem encontradas através da regra de Cramer
(det A . det X,, = det M,,). Portanto, ao utilizar essa técnica, é necessario verificar se

o conjunto dos Z,, permite a resolucao do Sistema.
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