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APRESENTACAO

Carissimo legente;

O presente documento € resultado da dissertacao intitulada “Equilibrio de Nash no Ensino
Médio”, desenvolvido junto ao Programa de P6s-Graduacdao Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional - PROFMAT, no Centro de Ciéncias Tecnoldgicas da Universidade
Estadual de Santa Catarina, sob orientacdo do professor Dr. José¢ Rafael Santos Furlanetto.

O objetivo deste material € oferecer a vocé€, docente do Ensino Médio, sugestdes de
atividades que possam ser trabalhadas em suas aulas, cujo tema € a Teoria dos Jogos. Essas
atividades trabalham os conceitos de 16gica, operacdes bdsicas, conjuntos, operagdes entre
conjuntos, fun¢des e matrizes. Em cada atividade proposta neste caderno haverd uma secao
destinada aos exercicios a serem aplicados em sala de aula e uma se¢do com as resolugdes das
mesmas.

As préticas existentes neste trabalho sdo mutdveis, ou seja, podem ser modificadas a todo
momento por vocé. Sinta-se a vontade para utilizd-las do modo que achar mais conveniente,
integralmente ou em partes se assim preferir.

Espera-se que esse produto possa contribuir com a sua atividade docente e que desperte
em voce a usabilidade e as potencialidades que a Teoria dos Jogos pode proporcionar ao ensino

de matematica.

Atenciosamente
Matheus Bett
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1 INTRODUCAO

A palavra jogo corriqueiramente € empregada no cotidiano das pessoas. Alguns exemplos
disso sdo nas brincadeiras de criancas ou adultos, no meio empresarial ou politico, produtos
lidicos ou eletronicos, entre outros. Porém, todas essas situagdes, a principio, sdo bem diferen-
tes, mas empregam essa palavra, pois possuem caracteristicas em que se assemelham. Essas
caracteristicas sdo: ter uma quantidade de pessoas que tomam alguma decisdo de modo a obter o
melhor resultado possivel, obedecendo as regras preestabelecidas. Ou seja, pode-se entender que
um jogo é uma atividade que tem um grupo de jogadores, um conjunto de estratégias, posicoes e
regras.

Desse modo, desconstruindo o pensamento que relaciona somente os jogos a brincadeiras
com finalidades recreativas, pode-se correlaciond-los a situacdes que ocorrem no cotidiano das
pessoas. Atividades como um grupo de amigos escolher entre ir ao cinema ou a uma festa; uma
pessoa escolher usar certa roupa para ir a um determinado lugar; ou um individuo adotar a a¢do
de flertar uma outra pessoa pode aumentar, ou nao, as chances de terem um caso romantico e
virarem namorados, ou simplesmente ficarem somente amigos, sdo considerados jogos também.

Assim, ao realizar pesquisas, encontrou-se que o ente matematico que sistematiza essas
situagdes sdo a Teoria dos Jogos. Por conta disso, o autor desse caderno produziu uma dissertagao
intitulada Equilibrio de Nash no Ensino Médio, na qual aborda toda formulacdo matematica e os
principais resultados da Teoria dos Jogos, assim como documentos que indicam a aplicabilidade
da Teoria dos Jogos no Ensino Médio.

A Teoria dos Jogos € uma drea de estudos na matemadtica cujo objeto de estudo sao
situacdes nas quais uma ou mais pessoas devam tomar alguma decisdo, de modo a obter o melhor
resultado possivel no problema dado. Ou seja, busca-se entender qual é a melhor jogada inicial
em um determinado jogo, quais sdo as agdes mais desejdveis a se adotar a uma acdo do oponente,
a probabilidade de obter €xito na estratégia escolhida, entre outras situacdes. Portanto, a Teoria
dos Jogos pretende encontrar a racionalidade dos agentes envolvidos nos jogos.

A Teoria dos Jogos pode ser dividida em dois ramos: a Teoria Combinatoria dos Jogos e
a Teoria Economica dos Jogos.

A Teoria Combinatdria dos Jogos estuda jogos em que os jogadores fazem jogadas
alternadas e sabem todas as informagdes que o jogo tem, como posi¢des, jogadas, pecas, €
o ndmero de movimentos € finito; ndo podem ter nenhum dispositivo que ocorra situagdes
aleatdrias ou sorte, como dados e sorteio de cartas; existe uma posi¢do na qual nao pode ocorrer
nenhum movimento, gerando o término do mesmo; e no final do jogo haverd um resultado
bem definido: a vitéria para um dos participantes ou um empate. Alguns exemplos de jogos
combinatdrios sdo: Xadrez, Mancala, Jogo da velha, Jogo de Nim, Damas, Jogo da Vida, entre
outros.

Ja a Teoria Econdmica dos Jogos investiga a inter-relacdo de um grupo de pessoas

racionais que se comportam e tomam alguma acdo de modo estratégico. Ou seja, a Teoria



Econdmica dos Jogos busca compreender a tomada de decisdo, em especial a decisdo estratégica,
em situacdes de conflito.

Neste trabalho o foco é a Teoria Econdmica dos Jogos, especialmente no Equilibrio de
Nash, e serdo apresentadas propostas de atividades a serem trabalhadas no Ensino Médio. Assim,
este documento serd divido em cinco capitulos.

O primeiro capitulo € essa introducdo apresentada. No segundo capitulo seréd apresentada
uma breve histéria da Teoria dos Jogos e os conceitos importantes que fundamentam essa drea
da matemética. J4 no terceiro capitulo haverd propostas de atividades para o Ensino Médio. No
quarto capitulo terd a resolucdo dos exercicios propostos para o Ensino Médio. Por fim, no quinto
capitulo serdo apresentadas as consideracdes finais sobre esse material.

Vale salientar que esse material € construido através das pesquisas apresentadas na
dissertacdao Equilibrio de Nash no Ensino Médio, sendo assim, vocé leitor, necessitard dominar

os conteudos apresentados na dissertacdo para ler e entender esse caderno.



2 TEORIA DOS JOGOS

Neste primeiro capitulo serd apresentado um pouco da histéria da Teoria dos Jogos. Em
seguida serd explanado, de maneira sucinta, os conceitos mais importantes da Teoria Economica

dos Jogos. Também seréd explanado um pouco sobre os jogos e a educacao.

2.1 UM POUCO DE HISTORIA

Dados histéricos apontam que primeiros sinais de jogos, mais precisamente jogos de
saldo, sdo por volta de 2600 A.C. Em diversas culturas ancestrais essas brincadeiras eram
utilizadas para rituais religiosos, adivinhacdo ou para simulacdes de batalhas (SANTOS, 2016).

Estudar os jogos, até por volta do século XVII, gerava uma certa desconfianca ou descaso,
por conta que muitas vezes, essas brincadeiras envolviam dispositivos aleatdrios e imprevisiveis
que poderiam favorecer mais um participante do que outro. Essa visdo comec¢ou a mudar com
o surgimento da teoria das probabilidades, e assim podendo resolver varios problemas que
envolviam os jogos de acaso, mais precisamente, os jogos de azar.

O primeiro registro de estudo de um jogo de azar foi feito por volta do século XVIII com
Pierre Rémond de Montmort e Nicolaus Bernoulli. Eles trocavam correspondéncia sobre o jogo
de cartas chamado Le Her (SARTINI et al., 2004).

Le Her € um jogo de azar e estratégico em um baralho de 52 cartas, com quantidade
minima de participantes sendo dois e a mdxima a quantidade de cartas do baralho. Para ilustracao,
considere apenas dois jogadores, Pierre e Paul. Pierre entrega uma carta do baralho para Paul e
depois pega uma carta para si. Paul pode ficar com essa carta ou trocar pela do Pierre (Pierre s6
pode negar a troca se a sua carta for um rei). Apos Paul tomar a sua decisao de ficar ou trocar de
carta, Pierre escolhe entre ficar com a carta que possui ou trocd-la por uma do baralho. Se Paul e
Pierre tem carta de mesmo valor, Pierre é considerado perdedor. O jogador com a carta de maior
valor ganha a partida, caso haja um empate, como Pierre deu as cartas ele ganhara o jogo. Vale
destacar que a sequéncia dos valores das cartas, em ordem crescente é A, 2,3, 4,5,6,7, 8,9, Q,
J, K(BELLHOUSE; FILLION, 2015; TODHUNTER, 1985).

Fica claro que as cartas de valores menores que sete terdo mais chances de serem trocadas
e as de valores maiores que sete terdo a possibilidade de permanecer na mao. A duvida fica
justamente para a carta de valor sete, que € a intermedidria desse baralho.

Montmort escreveu esse problema para quatro pessoas. A sua pergunta para esse grupo
foi: quais sdo as chances de cada jogador em relacdo a ordem de suas jogadas? Apds varias
correspondéncias trocadas de modo a solucionar o problema, conseguiram chegar em algumas
conclusdes, sendo-as bem parecidas. Contudo esses resultados continham alguns erros, que
foram detectados por James Waldegrave (BELLHOUSE; FILLION, 2015).

Ap6s algumas correspondéncias entre Waldegrave e Montmort de modo a mostrar o erro,
Waldegrave envia uma carta com a sua conclusdo sobre o problema. Para ele, para que tanto

Paul quanto Pierre possam ganhar no jogo, deve-se escolher uma estratégia que contenha uma



certa aleatoriedade, e ndo uma regra fixa. Assim Pierre deve adotar uma estratégia de manter
cartas com valor igual a oito ou superior (e trocar cartas menores) numa probabilidade de % e
trocar cartas de oito ou abaixo com probabilidade de %. Ja Paul deve utilizar as probabilidades
contrérias, ou seja, trocar com probabilidade de % e manter com probabilidade de % (SANTOS,
2016). Segundo Sartini, et.al (2004), essa solucdo apresentada por Waldegrave fornece uma
resposta através de um equilibrio de estratégias mistas, porém ndo se estendeu no estudo para
uma teoria mais geral.

O primeiro a desenvolver e expor informacdes sisteméticas para a Teoria dos Jogos foi
Antoine Augustin Cournot. No seu livro Recherches sur les Principes Mathématiques de la
Théorie des Richesses, de 1838, hd um modelo de mercado no qual duas empresas dividem entre
si toda uma produgdo, ou seja, um duopdlio, que leva seu nome: o duopélio de Cournot. A sua

proposta consiste em considerar que:

* As empresas oferecem produtos iguais ao mercado, sendo assim, os consumidores nao

conseguem diferenciar os produtos por sua procedéncia;
* A tnica varidvel de controle € a quantidade produzida por cada empresa;

* Cada empresa decide, de forma independente e simultanea, a quantidade de produtos que

produzird;

* O custo de produgdo é uma fung¢io definida como C(g;) = cq;, com i € {1,2}; donde g;

¢ a quantidade produzida pela industria i e a constante ¢ € o custo de producdo de uma

peea,

* As fébricas podem atender toda demanda que forem receber, ou seja, a sua producao é

“infinita”;

* As empresas vendem o produto por um mesmo prego, uma vez que os compradores

tendem sempre a comprar o produto mais barato;

* Opreco € a funcdo P = a—bQ, na qual Q = ¢q| + ¢», € a € o maior valor que os individuos
pagariam pela unidade do produto (SANTOS, 2016).

Baseado nesses pontos e sabendo que as empresas pretendem maximar os seus lucros,
Cournot indica que as empresas devem decidir que a quantidade de produgdo de suas féabricas
tenham que ser compativeis entre si, ou seja, ambos devem produzir a mesma quantidade.

Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo ajudou na fundamentacao da Teoria dos Jogos. Em
1913, ele demonstrou que em cada rodada do xadrez, ao menos um dos jogadores possui uma
estratégia que lhe dard a vitéria ou um empate.

Alguns anos depois, Félix Edouard Justin Emile Borel fez uma grande contribui¢do. O

seu interesse era nos jogos que dependiam da habilidade do jogador e da sorte, ou seja, jogos



estratégicos. Por conta disso, foi o primeiro a formular o conceito de estratégia, sendo esse
utilizado até os dias de hoje.

Mesmo havendo vérios autores que estudaram os jogos e ajudaram a formular a Teo-
ria dos Jogos, o seu vinculo de surgimento e criacao estd ligada a John Von Neumann. Sua
primeira divulgacao sobre o estudo dos jogos foi através do livro Mathematische Zur Theorie
der Gessellchaftsspiele, de 1928, que trazia um teorema referente a todos os jogos que possui
um ganhador e um perdedor. Esse tipo de jogo é conhecido como jogo de soma zero com dois
jogadores. Esse resultado indica que todos os jogos de soma zero com dois jogadores possui
uma solugdo estratégica em estratégias mistas. Através de uma parceria com Oskar Morgenstern
saiu o livro The Theory of Games and Economic Behavior, de 1944. Nesse manuscrito, além de
trazer jogos de soma zero, também indicava a representacao dos jogos em sua forma extensiva.
Por conta desse livro, a Teoria dos Jogos foi conquistando a economia e a matemadtica aplicada.
Segundo Fiani (2006) muitos estudiosos da Teoria dos Jogos consideram a leitura desse livro
como primordial para compreender e seguir no ramo da Teoria dos Jogos.

Os estudos de Von Neumann e Morgenstern se limitam apenas a jogos de soma zero, €
1Sso gera uma restricao séria uma vez que ha mais jogos que ndo sdo de soma zero. Essa situagcao
comeca a mudar por volta de 1950, pois surgem ferramentas que investem nessa limitacdo. Essas
ferramentas proporcionaram a trés pessoas ganharem o Prémio Nobel de Economia de 1994.

Um desses ganhadores foi Jonh C. Harsanyi. A sua contribui¢do para a teoria estd presente
em trés artigos, intitulados Games with Incomplete information Played by “Bayesian” Players,
Part I, Part Il and Part I11. Nesses textos, ele indica que muitas vezes os agentes possuem alguma
informacao que os privilegia em relagdo aos demais.

Reinhard Selten foi o outro ganhador. Em suas pesquisas, foi capaz de aprimorar a ideia
de equilibrio, sendo conhecida como Equilibrio Perfeito em Subjogos. Para que uma estratégia
seja Equilibrio Perfeito em Subjogos ela tem que ser a melhor entre todos os casos de interagdo
entre os jogadores. Através dessa nog¢ao fica facil detectar quais sdo as chances de ocorrerem ou
ndo os compromissos e ameacas nos jogos. Esse resultado estd presente em seu artigo intitulado
Spieltheoretische Behandlung eines Oligopolmodells mit Nachfragetrgheit.

O ultimo ganhador do prémio foi John Forbes Nash Jr.. Em seus trabalhos foi capaz de
produzir grandes contribuicdes para jogos ndo-cooperativos. Em uma dessas contribuicoes ele foi
capaz de englobar e expandir os estudos de Von Neumann e Morgenstern, mostrando a existéncia
de um equilibrio em estratégias mistas, atualmente chamado de Equilibrio de Nash. Esses
resultados estdo presentes nos artigos Equilibrium Points in n-Person Games € Non-cooperative
Games. A outra contribui¢do esta presente nos artigos The Bargaining Problem e Two Person
Cooperative Games, na qual indica uma teoria de barganha e prova uma existéncia de solucao
para o problema da barganha de Nash. “Isto revolucionou a Teoria dos Jogos, trazendo a ideia de
interagoes estratégicas considerando-se todas as possiveis jogadas do oponente” (SOBRINHO,
2013, p.17).



2.2 RESUMO DOS CONCEITOS IMPORTANTES DA TEORIA DOS JOGOS

Nessa secdo serdo apresentadas de forma sucinta os conceitos mais importantes da Teoria
dos Jogos. Para um melhor aprofundamento de cada ente matematico apresentado nesta parte,
indica-se a leitura da dissertacdo Equilibrio de Nash no Ensino Médio.

Lembre-se que jogo € compreendido como sendo as situacdes que possui interacdo de
um grupo de agentes (ou jogadores) racionais que se comportam estrategicamente, obedecendo
certas regras que possam existir. Desse modo, a primeira no¢do € a de quantidade de jogadores.
Essa quantidade se supdem finita e natural, e define-se como sendo n a quantidade de jogadores.
Os jogadores sdo representados por g;, com i € {1,2,3,...,n}. E o conjunto de todos os jogadores
presentes no jogo é definido por G = {g1,82,83,---,&n}-

Cada jogador escolhe uma estratégia que pode ser aplicada no jogo. As estratégias sao
representadas por s;;, com j € {1,2,3,...,m} e m € N . Haverd sempre mais de uma estratégia
a ser escolhida pelo jogador, pois caso contrério ficaria nitido qual acdo a pessoa iria adotar.
O conjunto das estratégias de cada jogador ¢ representando por S; = {s;1,5:2,5i3,. - .,Sij}, com
ie{l,2,3,....n}.

A escolha das estratégias pode ser feita por meio da escolha sob a certeza ou a incerteza,
principalmente se o jogo for de uma pessoa.

Na escolha sob a certeza, o individuo possui todas as informagdes possiveis sobre o jogo,
assim como possui preferéncia em tomar alguma decisdo. Ja na escolha sob a incerteza, a adog@o

das estratégias se baseia em tomar atitudes que possam ser:

* Conservadoras: Nesse cendrio o jogador escolhe o melhor resultado no pior cendrio

possivel. Esse caso é conhecido como Maximin;

* Otimista: Nessa situacdo o jogador escolhe o melhor resultado no melhor cendrio possivel.

Esse caso € conhecido como Maximax; ou

* Arrependida: Nesse caso a pessoa escolhe uma a¢do de modo a minimizar o quao
arrependido fica ao descobrir o verdadeiro estado da natureza. Esse caso € conhecido

como Minimax Arrependimento.

As possiveis estratégias que podem ser adotadas por todos os agentes, chamado de Espaco
de Estratégia, € definido por S = ﬁ Si =81 X8 x - xS, ou seja, é a realizagdo do produto
cartesiano entre os conjuntos. =

O Espaco de Estratégias pode ser feito por Estratégias Puras ou Estratégias Mistas. As
Estratégias Puras sdo as estratégias que os agentes tomam no jogo. As Estratégias Mistas sao as
possiveis estratégias que podem ser adotadas no jogo, ou seja, € aplicada uma distribuicao de

probabilidade.
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Para determinar os ganhos dos agentes envolvidos, existe uma fun¢do, chamada funcao
Utilidade, que associa o ganho! do jogador g;, chamado de u;, a cada perfil de estratégia s que

pertence a S. Ou seja:

u : S—R (1)
s — u;(s).
E, por fim, todos os jogos podem ser escritos na forma tabular. Na Teoria dos Jogos, essa

tabela € chamada de matriz de payoff. A tabela 1 indica como ficaria um jogo de duas pessoas,

g1 € g2, com as suas estratégias, n para o jogador g; e m para o jogador g, e seus ganhos.

Tabela 1 — Matriz de payoff de um jogo com dois jogadores e com as suas respectivas estratégias
e fungdes utilidades.

82
821 S2m
st | (ui(si1,801),u2(811,821)) | ==+ | (wi(s11,50m),u2(s11,52m))
s12 | (u1(s12,521),u2(s12,821)) | - | (u1(512,52m),u2(8512,52m))
g1 .
Stn | (u1(S10,521),u2(S10,521)) | ==+ | (U1(S10,52m), U2 (S10,52m))

Fonte: Acervo do autor

Vale salientar que todos os jogos aqui descritos possuem solu¢@o, sendo que a mais
desejada a se encontrar € a solugdo estratégica. Essa solucdo estratégica é conhecida como
Equilibrio de Nash.

Para determinar o Equilibrio de Nash pode-se utilizar dois processos. O primeiro € o
Teorema Minimax de Von Neumman. Para isso, deve-se pegar o minimo de cada linha e o
méximo de cada coluna da tabela de ganhos de um jogador. Determinados esses valores, do
resultado do minimo de cada linha, deve-se escolher o maior valor, e do maximo de cada coluna
deve-se adotar o menor valor. Se os valores forem iguais, entdo esse ponto serd o Equilibrio de
Nash.

O segundo processo é o método de Pereira®. Para realizar esse processo, deve-se conside-
rar a matriz de payoff, representada pela Tabela 2.

Para encontrar o Equilibrio de Nash analisa-se os seguintes aspectos:

e sex > e B> A entdo o ponto (S,E) é um Equilibrio de Nash em estratégias puras;
e sel > ae o > @entdo o ponto (I,E) é um Equilibrio de Nash em estratégias puras;

e se Y>Te A > f3 entdo o ponto (S, D) é um Equilibrio de Nash em estratégias puras;

' Na Teoria dos Jogos usa-se a palavra payoff para designar os ganhos dos jogadores.

2 O método de Pereira estd presente na dissertacdo Equilibrio de Nash no Ensino Médio na pagina 58.
Também pode encontrd-lo em Pereira (2014,p. 77).
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Tabela 2 — Matriz de payoff de um jogo com dois agentes

J
E D
5 S (,B) | (v,A)
I|(u0)](7,9)

Fonte: Adaptado de Pereira (2014, p.76)

* se T>7Ye @ > o entdo o ponto (1,D) é um Equilibrio de Nash em estratégias puras;

» considerando p € [0,1] e g € [0,1] entdo o Equilibrio de Nash em estratégias mistas é

- _ 90 - Y
dado por p = Bito—c €9~ a—uriy

A aplicacdo desses resultados € indicada no Capitulo 4.

2.3 OS JOGOS NO MEIO EDUCACIONAL

Jogar € algo inato nas pessoas, ou seja, desde quando nascemos até os tltimos dias de vida
estaremos envoltos por brincadeiras e tomadas de decisdes. Desse modo, no meio educacional

também ha jogos, gerando contribui¢des tanto para a Teoria dos Jogos quanto para a educacao.

Uma contribuicio, indireta, é o trabalho The moral judgment of the
children publicado em 1932, de Jean Piaget (1896-1980), no qual faz uma
comparacio da aplicagdo real das regras pelas pessoas e a consciéncias
das mesmas. O objetivo da comparacao € definir a natureza pela qual os
individuos atuam, em um sentido psicoldgico, ou sejam tomam decisdes
ou condutas frente a outros. Nos termos da atual Teoria dos Jogos seria a
forma como as pessoas interagem nas situacdes estratégicas (os jogos)
(SANTOS, 2016, p.11).

Segundo Grando (2000), pensar em uma aula em que aplica jogos e a Teoria dos Jogos
aprimora e facilita o aprendizado, em especial dos conhecimentos matematicos dos estudantes,
pois serdo construidos os conceitos envolvidos e memorizados por eles. Ainda afirma que o seu
uso em sala de aula torna o ambiente mais agraddvel e eficiente do que uma lista de exercicios.

D’ Ambrosio (2009) afirma que a matemadtica importante para a sociedade, em um futuro
ndo tdo distante, sera Matematica Discreta, Teoria do Caos, Fractais, Fuzzies, Teoria dos Jogos,
Pesquisa Operacional e Programacao Dinamica. Portanto, inserir topicos de Teoria dos Jogos
ja na educacgdo bdsica ndo seria utépico, mas desejivel, uma vez que iria trazer a tona uma
matematica que muito provavelmente o estudante ird encontrar na vida fora da escola.

Pensando em qualidade de ensino, em 2013 foi produzido um documento oficial e nacio-
nal que se preocupa com esse tema. Esse documento s@o as Diretrizes Curriculares Nacionais
da Educacio Bdsica. Por conta desse fato esse material considera a educag@o como sendo um

processo de socializacio entre as diferentes culturas presentes no ambiente escolar, sendo que se
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constroem, mantém e transformam os conhecimentos e os valores de cada individuo (BRASIL,
2013).

Ou seja, para que a educacao seja de qualidade os estudantes devem ser capazes de
interagir e tomar decisdes que afetem a sociedade ao seu redor. Com isso, € perceptivel a acao
presente dos jogos e da Teoria dos Jogos na vida dos estudantes.

Para que os estudantes sejam capazes de tomar as decisoes, eles devem adquirir habili-
dades que possam solucionar problemas. Essas habilidades sdo adquiridas durante toda a vida
escolar, juntamente com as competéncias definidas pela Base Comum Curricular. Através das dez
competéncias gerais da Base Comum Curricular, os estudantes devem tomar atitudes e valores
que possam resolver problemas complexos da vida cotidiana, do exercicio da cidadania e do
mundo do trabalho. (BRASIL, 2018).

Portanto, para que os estudantes resolvam os problemas que possam aparecer, estes
devem tomar uma ac¢ao de modo a receber um resultado positivo, negativo ou nulo. Novamente
fica perceptivel a influéncia dos jogos e da Teoria dos Jogos no cotidiano dos educandos.

Um modo de resolver esses problemas é “transforma-los” em jogos. Realizar esse
processo € uma forma interessante, pois admite que os problemas possam ser vistos de uma
maneira mais atrativa, favorecendo a criatividade na hora de produzir as estratégias para soluciond-
lo (BRASIL, 1998).

Desse modo, os documentos oficiais indicam a possibilidade da aplicacio dos jogos e da
Teoria dos Jogos na Educagdo Basica. Portanto, elaborar e aplicar atividades, em especial no
Ensino Médio € concebivel, uma vez que utiliza conteidos abordados nesse nivel para solucionar
os jogos e reforca aos estudantes escolherem as melhores op¢des em uma situacio de conflito.
Assim, no préximo capitulo serdo expostas propostas de atividades a serem abordadas no Ensino
Meédio.
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3 ENSINO MEDIO

Essa ¢ a tltima etapa do Ensino Bdsico, por isso os estudantes ja possuem uma bagagem
matematica grande. Por conta desses fatores, é possivel estudar e compreender os conceitos da
Teoria dos Jogos como jogadores, estratégias, espaco de estratégias, estratégias puras e mistas,
representacio tabular (matriz de payoff) e Equilibrio de Nash.

Para esse nivel é proposto uma sequéncia didatica, ou seja, uma aula que possui um
encadeamento de passos, etapas e atividades interligadas e de forma sequencial de modo a tornar
o ensino-aprendizagem mais eficiente.

Para essa sequéncia, as habilidades a serem adquiridas pelos estudantes estdo presentes
na Tabela 3, os conceitos estruturantes da area de Matematica utilizados sao Algebra; Geometria;
Probabilidade e Estatistica e os objetos de conhecimentos empregados sdo Funcdes; Tabelas e
Gréficos, Planilhas Eletronicas e Probabilidade. O tempo estimado para a sua aplicacdo € de 10 a
11 aulas (aulas de 45 a 50 minutos).

O objetivo geral desse plano de aula € compreender os conceitos que dao base a Teoria
dos Jogos, identificando-os nas mais diversas dreas do conhecimento, como economia, politica,
guerras, e no cotidiano das pessoas.

Os objetivos especificos a serem alcangados pelos estudantes sdo: compreender os concei-
tos de jogador(es), estratégias, racionalidade, espaco de estratégias, funcao utilidade e matriz de
payoff; aplicar os conceitos da Teoria dos Jogos em situacdes-problemas; identificar e solucionar
jogos de uma pessoa; identificar jogos de varios jogadores em diversas situagdes; encontrar o
Equilibrio de Nash nos jogos; solucionar situacdes que sao modeladas como jogos de soma zero
com dois jogadores, utilizando como ferramenta o Teorema Minimax de Von Neumman ou o
Método de Pereira’.

A metodologia a ser utilizada nessa sequéncia é uma aula expositiva, com explica¢io do
professor trazendo exemplos praticos e concretos presentes no dia a dia, e explanativa, através da
participacdo dos estudantes nos topicos abordados. Os recursos utilizados para a sequéncia sao
textos, material impresso ou projetado, lousa e materiais para escrita.

Pensando em uma metodologia e recursos para a educacao inclusiva, sugere-se que 0s
textos e atividades elaboradas sejam adaptados de modo a utilizar gravuras e elementos ludicos
que representem o conteudo trabalhado, respeitando, sempre que possivel, a especificidade de
cada estudante.

A avaliacdo pode ser feita através das participagdes dos alunos nas aulas, execucao das
atividades propostas pelo ou pela docente realizadas em sala e nas tarefas para casa, assim como
uma avaliagdo realizada em sala. A recuperacdo dos contetidos acontecerd sempre que houver a
necessidade de melhoria da aprendizagem, podendo ser em forma de recuperacao de conteuido,
avaliacdo substitutiva ofertada aos alunos com dificuldades de aprendizagem, ou na forma de
1

O método de Pereira esta presente na dissertacdo Equilibrio de Nash no Ensino Médio na pagina 59.
Também pode encontrd-lo em Pereira (2014, p. 77).
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trabalho realizado em sala de aula, servindo como nota complementar.

Tabela 3 — Tabela das habilidades que os estudantes do Ensino Médio adquirem ao estudarem a
Teoria dos Jogos

Caédigo Habilidades

(EMI13MAT101) | Interpretar criticamente situacdes econdmicas, sociais e fatos relativos
as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela
andlise dos graficos das func¢des representadas e das taxas de variagao,
com ou sem apoio de tecnologias digitais.
(EM13MAT102) | Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apresen-
tadas em relatorios divulgados por diferentes meios de comunicagao,
identificando, quando for o caso, inadequagdes que possam induzir a
erros de interpretacdo, como escalas e amostras ndo apropriadas.
(EM13MAT106) | Identificar situagdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer es-
colhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele
método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento
de outro etc.).
(EM13MAT203) | Aplicar conceitos matemadticos no planejamento, na execucao e na anélise
de a¢cdes envolvendo a utilizac@o de aplicativos e a criacdo de planilhas
(para o controle de orcamento familiar, simuladores de célculos de juros
simples e compostos, entre outros), para tomar decisoes.
(EM13MAT301) | Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.
(EM13MAT302) | Construir modelos empregando as fun¢des polinomiais de 1° ou 2° graus,
para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.
(EM13MAT311) | Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatdrios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo da probabilidade.
(EM13MAT401) | Converter representacoes algébricas de fungdes polinomiais de 1° grau
em representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os
casos nos quais o comportamento € proporcional, recorrendo ou ndo a
softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dindmica.
(EM13MATS501) | Investigar relacdes entre nimeros expressos em tabelas para representa-
los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizag@o, reconhecendo
quando essa representacdo € de funcdo polinomial de 1° grau.
(EM13MATS511) | Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais, discre-
tos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicacdes
no célculo de probabilidades.

Fonte: Adaptado de Brasil(2013, p. 543-546)
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3.1 PRIMEIRA ATIVIDADE: AREA DE ESTUDOS E CONHECIMENTOS PREVIOS
SOBRE A TEORIA DOS JOGOS

Nessa primeira atividade, cujo objetivo € compreender a formacao e aplicagdao da Teoria
dos Jogos, sugere-se iniciar a aula colocando no quadro as perguntas a seguir, pedindo que os

estudantes respondam cada uma:
* O que sdo jogos para voceés?
* Quem sdo os jogadores?
* Quantos jogadores podem ter em um jogo? H4 uma quantidade minima ou maxima?
* O que sdo as estratégias?
 Para escolher uma estratégia € necessario saber a estratégia do outro jogador?
* Seria possivel quantificar a preferéncia de um jogador?

* Quais seriam os possiveis ganhos dos jogadores nos jogos? Esses ganhos podem ser

quantificados?

» Existem estratégias em um jogo de modo que todos os jogadores podem obter o melhor

ganho dentro de todas as combinacdes de estratégias possiveis?

Realizar essa atividade fard com que voce, educador, diagnostique os conhecimentos
prévios que cada estudante possui. Em seguida, para cada item apresente e defina os conceitos
importantes da Teoria dos jogos, como o que € jogo, jogadores, estratégias, ganhos e Equilibrio
de Nash. Para isso, utilize como base para explicacdo o texto apresentado na Secdo 2.2 e a
dissertacdo Equilibrio de Nash no Ensino Médio do autor desse caderno.

A resposta de cada um desses itens feitos pelos estudantes, mais a explanag¢ao do professor
com os conceitos importantes citados anteriormente visa resultar na compreensao dos conceitos
fundamentais da Teoria dos Jogos. Para a pergunta Quem sdo os jogadores?, seria interessante,
perguntar se os animais poderiam ser considerados jogadores.

Ap6s essa atividade, apresentar uma breve histéria da Teoria dos Jogos, a sua finalidade,
objetivo, algumas 4reas do conhecimento que a utilizem e a noc¢ao de jogos de soma zero. Uma

sugestao de texto ou topicos a serem abordados em sala de aula € a seguinte:

- A Teoria dos Jogos tem seu inicio vinculado a John von Neumann, por conta de suas
publicacdes intituladas Mathematische Zur Theorie der Gessellchaftsspiele de 1928 e The

Theory of Games and Economic Behavior de 1944. Este ultimo ele escreveu em parceria com

Oskar Morgenstern.
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- Porém, hd registro de estudo de jogos por volta de 2600 A.C. Como Neumann fundamentou
e apresentou maneiras de solucionar jogos, em especial os jogos com dois jogadores em que
resulta em um vencedor, entdo foi dado a ele esse titulo de “pai da Teoria dos Jogos™.

- John Forbes Nash aprimorou os conhecimentos apresentados por Neumann e Morgenstern
de modo a generalizar a busca pela melhor solucdo, ou seja, Nash trouxe meios e ferramentas
que apresenta a melhor estratégia a ser adotada por cada jogador de modo a obter o melhor
resultado possivel dentro de todos os casos. Esse resultado é chamado de Equilibrio de Nash.
- Essa teoria foi desenvolvida com a inten¢ao de analisar situagdes que envolvam interesses
conflitantes entre pessoas; empresas; organizacoes; entre outros; de modo que cada jogador
deseja maximizar os seus ganhos ou minimizar suas perdas.

- A aplicacdo da Teoria dos Jogos pode ser vista nas dreas da economia, da ciéncia politica, da
psicologia, da sociologia, das finangas, da guerra e na evolucao bioldgica que possui fatores
quantificdveis.

- Os jogos podem ser classificados em jogos de soma zero ou jogos de soma nao zero.

- Os jogos de soma zero sao jogos que necessariamente precisa haver um vencedor e um
perdedor ou empatar. Recebe esse nome, pois ao somar os ganhos dos jogadores em cada
situacdo sempre resultard em zero.

- Os jogos de soma ndo zero sdo jogos que podem resultar em ganhos positivos, negativos
ou nulo para cada jogador. Recebem esse nome, pois ao somar os ganhos dos jogadores em
cada situacao ndo resultard em zero em todos os casos. Nesses jogos podem haver mais de

um vencedor ou perdedor.

3.2 SEGUNDA ATIVIDADE: RECONHECER OS JOGOS DE SOMA ZERO E OS JOGOS
DE SOMA NAO ZERO

A segunda atividade pretende distinguir os jogos de soma zero dos que ndo tem essa
carateristica. Através desse exercicio, o educando serd capaz de perceber que hd diversos jogos
e identificar quando um jogo é de soma zero. Essa habilidade serd importante para o decorrer
desta sequéncia.

Para esse exercicio, relembre o que define um jogo ser de soma zero e coloque no quadro,

ou entregue em uma folha impressa, a seguinte atividade:

Sabendo que os jogos de soma zero sdo jogos em que deve existir sempre um vencedor € um
perdedor, classifique os jogos abaixo como sendo Jogos de Soma Zero (Z) e jogos de Soma
Nao Zero (N) .

(___) Jogo de Cara ou Coroa: Dois jogadores decidem em escolher Cara ou Coroa de uma
moeda. Em seguida lanca-se a moeda para o alto de modo a obter um dos dois resultados.

Ganha o jogador que escolheu a face voltada para cima da moeda;
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(___) Jogo de Pedra, Papel ou Tesoura: Dois jogadores optam escolher entre Pedra, Papel ou
Tesoura. Em seguida apresentam a estratégia escolhida. Os resultados sao: Pedra ganha de
Tesoura, Tesoura ganha de Papel, Papel ganha de Pedra e se houver estratégias iguais havera
um empate;

(___) Jogo da Galinha (covarde): Dois participantes posicionam os seus automaéveis em uma
pista reta, com cada um em lados opostos da pista, ou seja, frente a frente, e devem arrancar
ao mesmo tempo. Os jogadores possuem duas opcdes: desistir, desvia do caminho, ou nao
desistir, segue em frente. Caso os dois oponentes nao desistam, perdem tudo, inclusive a vida.
Se apenas um desiste, o que nao desiste ganha, e o outro perde. Se ambos desistem, ambos
perdem o respeito dos amigos, mas ainda t€ém seus carros e suas vidas;

(___) Game show Sete ou Meio: Duas pessoas se posicionam um de frente ao outro e recebem
duas placas que contém: 7 e meio. A dupla tinha que conversar e assim convencer, um ao
outro, a escolher a carta meio, para que ele escolha a 7. Ou seja, se um deles escolhesse
7 e o outro meio, aquele que escolhesse 7 levava sozinho uma grande quantia de dinheiro
conquistado por ambos. Se ambos escolhessem meio, cada um ficava com metade da soma e
se escolhessem 7 ninguém levava;

(___) Duas pessoas combinam em trocar malas fechadas, com o acordo de que uma delas
tenha dinheiro e a outra um objeto que estd sendo comprado. Cada jogador pode escolher
entre seguir o acordo, colocando o que foi combinado dentro da mala, ou enganar e entregar
uma mala vazia.

(___) Duas pessoas jogam um jogo com um baralho de 13 cartas de um mesmo naipe que sao
embaralhadas. Cada jogador recebe uma carta que sé ele vé e uma terceira carta é colocada
virada para baixo que ninguém vé o valor. O jogador 1 deve decidir se mantém a sua carta ou
a troca com a carta do jogador 2. O jogador 2 deve decidir se mantém a sua carta ou troca
com a carta que estd virada na mesa. Ganha quem tiver a carta de maior valor.

(___) Dois cagadores se reuniram e combinaram de cacar um cervo. Como esse animal € de
grande porte muito rdpido e dgil, nenhum dos dois cagadores teria condicdo de cagar esse
animal sozinho, sendo assim, € necessdria a ajuda de uma outra pessoa. Para que a cagcada
tenha maiores chances de sucesso, cada um vai para uma dire¢do da mata, ndo conseguindo
se comunicar entre si. Porém, nessa mata também € possivel cacar lebre, porém a carne da
lebre € de menor valor, uma vez que a quantidade de carne de uma lebre ndo chega a metade
da de um cervo. Dessa forma cada cacador pode escolher entre cacar o cervo ou cagar lebre.
(___) Duas empresas concorrentes produzem um mesmo produto e tém custos fixos por més,
independente de quanto conseguem vender. Ambas competem pelo mesmo mercado e devem
escolher entre um prego alto ou um preco baixo. Se uma empresa vender a preco alto e a outra
a pre¢o baixo, a que tem preco baixo ird vender todo o estoque e terd um ganho positivo em
relagdo ao concorrente. Se ambos venderem a preco baixo ou a preco alto, ambos terdo que

dividir o valor, e desse modo receberdo nenhum ganho em cima do oponente.
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Ap6s a realizacdo da atividade, socialize os resultados obtidos pelos estudantes e discuta
cada item.
Estima-se que o tempo de aplicacdo da primeira e segunda atividades juntas seja de

aproximadamente 45 a 50 minutos, ou seja, uma aula.

3.3 TERCEIRA ATIVIDADE: DETERMINAR OS JOGADORES E ESTRATEGIAS ATRA-
VES DO JOGO CARA OU COROA

Essa atividade tem como objetivo determinar os conjuntos dos jogadores e das estratégias,
assim como distinguir as estratégias puras das mistas. Com isso, o estudante relembra, ou é
introduzido, os conceitos de conjuntos e produto cartesiano.

Para esse exercicio, relembre os conceitos de estratégias com os estudantes (que foram
apresentados na primeira atividade).

Neste exercicio, peca para que os estudantes formem duplas, de modo a jogarem entre
si 0 jogo Cara ou Coroa”. Para isso, peca para os alunos fazerem alguma marcagio em um dos
lados de sua borracha para definir esse lado como sendo Cara. Em seguida, entregue uma cépia

para cada estudante da seguinte atividade:

Vamos jogar Cara ou Coroa. Para isso, formem duplas e joguem apenas uma rodada. Lem-
brem-se, para jogar esse jogo um de vocés devem escolher Cara, e o outro deve escolher

Coroa. Em seguida complete a tabela abaixo com os resultados obtidos nessa partida tnica.

EU MEU PARCEIRO RESULTADO QUAL FOI O
ESCOLHI ESCOLHEU (GANHEI OU MOTIVO DE
PERDI) ESCOLHER ESSA
ACAQ?

Agora vamos jogar mais cinco partidas desse mesmo jogo. Anote os resultados obtidos na

tabela abaixo.

2 Lembre-se que o jogo Cara ou Coroa é uma brincadeira com dois jogadores que decidem em escolher

uma das faces Cara ou Coroa de uma moeda. Em seguida lanca-se a moeda para o alto de modo a
obter um dos dois resultados. Ganha o jogador que escolher a face voltada para cima da moeda.
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RODADA EU MEU PARCEIRO RESULTADO
ESCOLHI ESCOLHEU (GANHEI OU
PERDI)
1
2
3
4
5

Ap6s anotar os resultados, responda as seguintes perguntas:

1) Vocé adotou a mesma estratégia para cada rodada?

2) Como voceé poderia narrar a sua estratégia para vencer o jogo?

3) Qual € o conjunto dos jogadores?
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4) Qual € o conjunto de estratégia de cada jogador?

5) Seria possivel quantificar os seus ganhos, ou seja, d4 para indicar um ndmero para vito-

ria e outro para a derrota? Se sim qual valor vocé acha melhor para colocar?

Ap6s todos realizarem a atividade e explanarem os resultados, vocé, docente, oriente e
explique a diferenca entre as Estratégias Puras e Estratégias Mistas. Lembre-se que as Estratégias
Puras sdo as a¢des adotadas em cada situagdo possivel e as Estratégias Mistas consistem na
alternancia das a¢Oes através do uso de probabilidade em cada estratégia escolhida.

Também estimule discussdes sobre os ganhos (fun¢do Utilidade) que esse e outros jogos
possuem. Para isso, a atividade a seguir propdem que os estudantes elenquem as suas preferéncias
musicais, atribuindo valores de 1 a 5, sendo 1 “ndo gosta tanto” e 5 “gosta mais sobre de todas
as op¢des”. Discuta com os estudantes que em determinadas situagdes geralmente ndo aparece
a preferéncia de seu maior gosto ao realizar alguma acao, e por isso deve escolher “a menos
pior”’. Também, pergunte se foi facil elencar as preferéncias e se houve alguma dificuldade,

questionando as suas escolhas.

Nos parénteses abaixo, elenque de forma numérica as suas preferéncias de gosto musical,
sendo a escala de 1 a 5 na qual 5 € o ritmo musical que mais prefere ouvir e 1 para o que

menos prefere.

(___)Rock; (___) Pagode; (___) Sertanejo; (___) Funk; (___) Eletronica.

ApOs a realizacdo da atividade, socialize os resultados obtidos pelos estudantes e discuta
com eles os resultados.
O tempo estimado para a aplicacdo desse exercicio é de aproximadamente 45 a 50

minutos, ou seja, uma aula.

3.4 QUARTA ATIVIDADE: DETERMINAR OS CONCEITOS DE JOGADOR, ESTRATE-
GIA, PERFIL DE ESTRATEGIAS E OS GANHOS DE UM JOGO

Para essa atividade serdo retomados os conceitos de conjuntos, produto cartesiano e

tabelas que os estudantes ja aprenderam. Caso deseje aplicar para as turmas do primeiro ano, esse



21

tema pode servir como sendo uma introdugdo ao conteiido de conjuntos. Sugere-se relembrar
com os estudantes os conceitos aprendidos na Atividade 1.

A atividade que se sugere para aplicar e compreender esses conceitos € a seguinte:

(Batalha dos Sexos) Suponha que um casal, Cris e Eli, estdo decidindo qual serd o programa
da noite. Ambos valorizam, mais do que qualquer outra coisa, passar juntos a noite. Eles t€m
a op¢io ir ao jogo de futebol ou ir a um show de miisica. Cris gosta de ir e assistir um jogo
de Futebol. Eli gosta de assistir um show de miusica. Suponha uma escala de 0 a 10 em relacdo
ao gosto de ir ao jogo de futebol ou a ir a um show de musica. Se ambos forem ao jogo de
futebol, Cris terd um ganho de 10, pois gosta muito de futebol e estd em casal no evento, e Eli
terd um ganho de 5, pois estd em casal mas ndo gosta muito de futebol. Se ambos forem ao
show, Eli terd um ganho de 10, pois gosta muito de show e estd com a pessoa amada, e Cris
terd um ganho de 5, pois estd em casal no evento mas nao gosta muito do show. Se Cris for
para o jogo de futebol e Eli for para o show ou Eli for para o jogo de futebol e Cris for para o
show, ambos terdo ganho de 0 pois ndo gostam de estar sozinhos nos eventos, mas sim juntos.
Analisando essa situagao, responda as seguintes questoes:

a) Qual € o conjunto que representa os jogadores nesse jogo?

b) Qual é o conjunto da estratégia que Cris pode escolher? E de Eli?

¢) Qual € o perfil de estratégias desse jogo? Ou seja, qual € o conjunto “combinagdo” dos

conjuntos estratégias dos jogadores?

d) Qual € o conjunto dos ganhos de cada jogador?

e) As Tabelas 9 e 10, representam os ganhos dos jogadores em cada situacdo. Complete essas
tabelas, inserindo os ganhos de cada jogador em cada situa¢do que pode acontecer nesse jogo.
f) A tabela 11 é conhecida como Matriz de payoff. Complete a Tabela 11 para representar

esse jogo na forma tabular, considerando «, ¥, U e 7, sendo os ganhos do Jogador 1 ¢ B, A,0

e ¢ os ganhos do Jogador 2.
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g) Se voce fosse escolher um perfil de estratégias, qual vocé escolheria? Por qué?

h) Vocé indicaria se existe pelo menos uma solu¢do que seja boa para ambos? Por qué?

Ap6s a realizacdo da atividade, socialize os resultados obtidos pelos estudantes e discuta
cada item, em especial no item (h), pois € uma questdo para introduzir a nocdo de Equilibrio
de Nash. A atividade que ird abordar mais a fundo esse tema € proxima atividade. Espera-se
que os estudantes cheguem nos perfis (Futebol, Show) e (Show, Futebol) pois esses perfis sao
Equilibrios de Nash.

Tabela 9 — Tabela de ganhos de Cris

Eli
Futebol Show

Futebol
Show
Fonte: Acervo do Autor

Cris

Tabela 10 — Tabela de ganhos de Eli

Eli
Futebol Show

Futebol

Show
Fonte: Acervo do Autor

Cris

Estima-se que o tempo dessa atividade seja de aproximadamente uma aula, cerca de 45 a

50 minutos.
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Tabela 11 — Matriz de payoff do jogo Batalha dos Sexos

Jogador2:___
Estratégia 1:_____ Estratégia2:_____
Estratégia 1: (a,B) (7,4)
Jogador 1:___ ( , ) ( )
Estratégia 2: (un,o) (T,9)
( ; ) )

Acervo do Autor

3.5 QUINTA ATIVIDADE: DETERMINAR O EQUILIBRIO DE NASH EM JOGOS DE
SOMA NAO ZERO PELO METODO DE PEREIRA

O objetivo dessa atividade € perceber e aplicar um método de resolucdo de jogos que
facilite a busca da determinacdo do Equilibrio de Nash. Para isso, o estudante ira utilizar o
método de Pereira®. Vale destacar e salientar que esse processo s6 é véilido em jogos de duas
pessoas.

Para isso, retorne ao jogo da atividade anterior e traga a tona as respostas que os estudantes
elencaram nos itens (g) e (h). Em seguida, traga novamente o conceito do Equilibrio de Nash que
foi apresentado na primeira atividade. Apds, coloque no quadro a matriz de payoff desse jogo,

que estd representada na Tabela 12, e a matriz de payoff genérica, representada pela Tabela 13.

Tabela 12 — Matriz de payoff do jogo Batalha dos sexos

Eli
Futebol Show
Futebol | (10,5) | (0,0)
Show 0,00 | (5,10)
Fonte: Acervo do Autor

Cris

Tabela 13 — Matriz de payoff genérica

J
E D
5 S (a,B) | (1,4)
I (u,0)](7,9)

Fonte: Acervo do Autor

Em seguida, faca os seguintes questionamentos:

3 O método de Pereira estd presente na dissertacdo Equilibrio de Nash no Ensino Médio na pagina 59.

Também pode encontrd-lo em Pereira (2014, p. 77).
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1) Compare a tabela de ganhos do jogo anterior com a genérica e responda os seguintes itens:
a) Qual é o valor de ., 3,7y, A, 1, 0,T e @?

o=
B =
’y =
A=
‘LL =
O =

T =
(p =
b) Classifique as sentencgas a seguir em verdadeiras ou falsas.

)a>uef>2

L u>aec>¢

()y>teA>p

()t>yep>o0.

¢) Alguma dessas quatro sentencas € verdadeira? Se sim, o perfil de estratégias encontrado

por esse método € o mesmo discutido no inicio da aula? Por qué?

d) E possivel inferir e concluir que esse processo resulta na obtengio do Equilibrio de Nash?

Ap0s a realizagdo desse exercicio, discuta em sala de aula os resultados obtidos pelos
estudantes. Apés terem realizado essa conversa, retome os conceitos de estratégias puras e mistas
e mostre que o Equilibrio de Nash encontrado nos exercicios anteriores € uma estratégia pura.

Para encontrar o Equilibrio de Nash em estratégias mistas, realize o seguinte exercicio:

Um modo de encontrar o Equilibrio de Nash em estratégia mistas é determinar as probabi-

lidades que irdo ser aplicadas em cada estratégia. A “férmula” que indica qual € o perfil de

estratégias mistas que € Equilibrio de Nash, é dada por p = B*f;g* seq= a_:;’;_ 7 donde

p €10,1] e g € [0,1]. Caso os valores encontrados por p ou g estiverem fora deste intervalo,

nao “ha” um perfil de estratégia mistas que soluciona o problema.
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Desta forma, voltando ao problema anterior, qual serd o perfil de Estratégias Mistas que

soluciona esse problema?

Ap6s a realizacdo da atividade, socialize os resultados obtidos pelos estudantes e discuta
cada item.

Afirme para os estudantes que esse processo de determinar o Equilibrio de Nash em
Estratégias Puras e Mistas funciona nos jogos de soma ndo zero, como € a Batalha dos Sexos, e
os de soma zero. E importante salientar esse fato pois sendo os estudantes cairiam na faldcia de
usar esse método nos jogos de soma nao zero, uma vez que a proxima atividade ird abordar o
Teorema Minimax de Von Neumann que s6 se aplica nos jogos de soma zero.

Estima-se que o tempo de aplicacio dessa atividade é de aproximadamente uma aula, ou

seja, 45 a 50 min.

3.6 SEXTA ATIVIDADE: DETERMINAR O EQUILIBRIO DE NASH EM JOGOS DE
SOMA ZERO USANDO O TEOREMA MINIMAX DE VON NEUMANN

O objetivo dessa atividade € compreender de forma prética a aplicabilidade do Teorema
Minimax de Von Neumann em jogos de soma zero a fim de determinar o melhor resultado.
A realizacdo desse exercicio proporciona nos educandos aprimorar a leitura e interpretacao
de problemas, assim como compreender a utilizacdo da matriz de pagamentos como uma
simplificagdo do problema.

Inicie a aula fazendo os seguintes questionamentos aos estudantes:

* Se pudesse tomar uma decisdo em cima dos resultados de um jogo, vocé preferiria
escolher dentro de todos os piores resultados o melhor (Pessimista-Otimista), ou dentro

de todos os melhores resultados o pior (Otimista-pessimista)? Por qué?

* Vocé acha que se em uma situacdo o melhor resultado dentro de todos os piores for
igual ao pior resultado dentro todos os melhores, entdo essa estratégia serd melhor a ser

adotada por ambos jogadores? Por qué?

Ap6s responderem e discutirem as respostas, entregue em uma folha, ou escreva no

quadro, a seguinte situagao:
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Sejam duas empresas que estdo disputando lugar no mercado, de modo que se uma ganha
espaco a outra perde. A primeira € a empresa Von que tem a possibilidade de langar quatro
tipos diferentes de produtos, que sdo chamadas pelos codinomes A, B, C e D. A segunda
empresa ¢ a Neumann e também pode langar 4 tipos diferentes de produtos, que sdo conhecidos
como X, Y, Z e T. Cada empresa s6 pode langar um produto de cada vez. A Tabela 17 abaixo

indica a matriz de payoff de cada combinacdo dos lancamento dos produtos:

Responda as questdes a seguir:

1) Qual € a matriz de payoff da empresa Von?

2) Complete a Tabela 18, determinando o valor minimo de cada linha (pior cendrio) e maximo
de cada coluna (melhor cendrio). Em seguida responda:

a) Entre os valores minimos de cada linha, qual é o maior valor? (Este

valor € chamado Maxmin).

b) Entre os valores maximos de cada linha, qual € o menor valor ?

(Este valor € chamado Minimax).

¢) Qual deve ser a solucao 6tima neste jogo?
d) O minimax € igual ao maximin? Se sim, esse seria o melhor resultado, ou seja, o Equilibrio
de Nash?

Tabela 17 — Tabela de ganhos das empresas

Neumann
X Y Z T
(- 10, 10) | (20,-20) | (-15,15) | (30,-30)
(40,-40) | (30,-30) | (50,-50) | (55,-55)
(35,-35) | (-25,25) | (-20,20) | (40,-40)
(25,-25) | (-15,15) | (35,-35) | (-60,60)
Fonte: Acervo do Autor

Von

OO w»

Ap6s a realizacdo da atividade, socialize os resultados obtidos pelos estudantes e discuta
cada item. Nesse momento, vocé€ docente deve apresentar o Teorema Minimax de Von Neumann
e explicar que sé funciona para os jogos de soma zero.

Estima-se que o tempo de aplicacao dessa atividade é de aproximadamente uma aula, ou

seja, 45 a 50 min.
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Tabela 18 — Tabela dos ganhos da empresa Von - Minimo de cada linha e maximo de cada coluna

Neumann
X Y Z T Minimo linha

Von

o aw >

Maximo coluna

Fonte: Acervo do Autor

3.7 SETIMA ATIVIDADE: DETERMINAR O EQUILIBRIO DE NASH NO JOGO DILEMA
DOS PRISIONEIROS

Nesta atividade o objetivo € encontrar o Equilibrio de Nash no jogo Dilema dos Prisio-
neiros. Para isso serd realizada uma atividade lddica com esse jogo, ou seja, os estudantes serdo
os “prisioneiros” e terdo que tomar a decisdo de “confessar o crime” ou “negar o crime”.

Peca para que todos os estudantes saiam da sala e esperem fora. Prepare o ambiente da
maneira que achar mais conveniente, e deixe reservado dois lugares de modo a ficarem distantes
um do outro. Chame dois estudantes e peca para irem a esses locais reservados que, cada um,

conterd um pedaco de papel com a seguinte informacao:

Vocé e seu parceiro que estd nesta sala de aula estdo sendo acusados de um mesmo crime.
Vocé pode escolher entre negar o crime ou confessar o crime. Saibam que se ambos negarem,
terdo uma pena de 1 ano. Se ambos confessarem, entdo ambos receberdo uma pena de 5 anos.
Se um negar e outro confessar, entdo o que confessou serd libertado e o que negou ficard preso
por 10 anos.

Qual ser4 a sua escolha?

(__) Confessar (___) Negar

Por que tomou essa decisdao?

Ap6s todos participarem dessa dindmica, mostre os resultados obtidos em cada rodada,

indicando a justificativa da escolha. Em seguida, questione se as duplas agiram estrategicamente
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ou ndo, e peca para que os estudantes criem a matriz de payoff do jogo e indique qual serd o
Equilibrio de Nash em Estratégias Puras e Mistas. Espera-se que os alunos cheguem no perfil
(Confessar, Confessar).

Estima-se que o tempo dessa atividade serd de duas aulas de cerca de 45 4 50 min.

3.8 OITAVA ATIVIDADE: AVALIACAO

Neste exercicio o objetivo € avaliar os estudantes em relacdo a aprendizagem obtida com
as atividades anteriores. Para isso, peca para os estudantes que formem grupos, de até quatro
pessoas, e produzam jornais sobre o jogo que cada equipe ird receber.

A sugestao é que essa atividade final seja interdisciplinar, ou seja, possa conversar e se
relacionar com as dreas de conhecimentos.

Como a intencao é produzir um jornal, entdo ja estaria se relacionando com a area das
Linguagens. Os jogos propostos para os estudantes solucionarem serdo situagdes de guerra, em
especial da Segunda Guerra Mundial. Assim, esses jogos estardo interligados com a disciplina
de Historia.

O jornal devera conter, no minimo, a descricdo da situacao (jogo), mapa da localidade
onde ocorreu o jogo, a matriz de ganhos e os Equilibrios de Nash em Estratégias Puras e Mistas.

As propostas de situagdes sdo as seguintes:

Batalha do Mar de Bismark*

Em dezembro de 1942 o alto comando japonés decidiu transferir refor¢cos da China e do Japao
para Lae, em Papua-Nova Guiné. Isso permitiria que os japoneses se recuperassem da derrota
de Guadalcanal e se preparassem para a proxima ofensiva aliada. Para isso os japoneses
reuniram oito destroieres, oito transportadores de tropas e mais cem avides de escolta para
a operacdo. A frota japonesa partiu de Rabaul, também em Papua-Nova Guiné, em 28 de
fevereiro de 1943, transportando cerca de 6.900 soldados para reforcar suas linhas de defesa
em Lae.

O comboio japonés poderia adotar duas rotas: a rota pelo sul, que apresentava tempo bom
e boa visibilidade, e a rota pelo norte, que apresentava tempo ruim e baixa visibilidade. As
forgas aliadas possuiam, avides de reconhecimento para pesquisar uma rota por vez. Cada
pesquisa consumia um dia inteiro de busca. Dessa forma, se as forcas aliadas enviassem seus
avides de reconhecimento para a rota certa, poderiam comecar o ataque em seguida, mas se

mandassem os avides para a rota errada, perderiam um dia de bombardeio. O tempo para

realizar essa operacdo € de no méaximo trés dias.

4 Adaptado de Fiani (2006).
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Assim, se os aliados e os japoneses escolhessem a rota sul, os aliados teriam trés dias de
bombardeios pois foram localizados de imediato e ha sempre um bom tempo. Se os aliados
mandassem os avides para o sul mas os japoneses tivessem escolhido a rota norte, os aliados
teriam um dia para realizar os bombardeios, pois erraram o local da busca e nesta rota sempre
hd uma baixa visibilidade.

Agora, se os aliados mandarem seus avides para a rota norte, independente da escolha dos
japoneses, sempre haverd dois dias de bombardeios, pois se mandarem os avides para o local
errado a outra rota terd boa visibilidade, mas se mandarem para o local certo a rota terd uma

baixa visibilidade, fazendo assim perder um dia de bombardeio.

Batalha de Fornovo di Taro’

Na tarde do dia 27 de abril de 1945, um dia antes da ofensiva a Fornovo di Taro, o major
brasileiro Cordeiro Oeste convenceu um vigario que levasse aos alemdes a sugestdo de se
renderem. O vigdrio caminhou seis quilometros até o local onde se encontrava os oficiais
alemaes. Indagado sobre o poderio e a localizacdo das tropas brasileiras, o vigario afirmou
que os alemaes estavam cercados e deviam se render. Um desses oficiais, pediu ao vigario
que obtivesse por escrito condi¢des para a rendi¢do e voltasse com elas.

Desta forma, na manha do dia seguinte o oficial brasileiro redigiu o ultimato de rendicao e
o vigario levou esse ultimato aos alemaes, retornando com uma mensagem dizendo que a
resposta seria dada depois de consulta a seus superiores.

Como combinado entre os aliados, no dia 28 comecou o ataque a cidade, porém a noite deste
mesmo dia, oficiais alemaes cruzaram as linhas brasileiras para negociar os pormenores da
rendicao.

Desta forma, os oficiais brasileiros poderiam aceitar condi¢des dos oficiais para a rendi¢do ou
negar as condicdes. E por sua vez os oficiais alemdes poderiam se render ou ndo.

Se os brasileiros aceitassem as condi¢des e os alemaes se rendessem, os brasileiros teriam um
ganho de valor um, pois as condicdes iriam favorecer os alemaes. Caso os alemaes nao se
rendessem, mesmo os brasileiros aceitando as condi¢des, os brasileiros receberiam um valor
negativo de uma unidade, pois acreditaram nos alemaes e deram a eles beneficios.

Agora se os brasileiros ndo aceitam condicdes, em ambas as situacdes os seus ganhos teriam
um valor de dois, pois caso os alemdes se rendessem o moral das tropas iria aumentar
drasticamente, e se os alemaes ndo se rendessem, as tropas brasileiras iriam destruir toda a

resisténcia, também assim aumentando o moral das tropas.

> Produzido pelo Autor.
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Dia D°

No ano de 1944 os aliados comecaram a elaborar um plano de invasio a Franga, a fim de retirar
os alemaes desse local. Para isso, os aliados comecaram a realizar algumas movimentagdes
na Gra-Bretanha, mais precisamente na regido de Kent e Sussex. Essa regido da Gra-Bretanha
¢ a mais proxima da Franga, tendo cerca de quatrocentos quilometros de distancia. A cidade
francesa mais perto é Calais.

Sabendo desse fato, o alto comando aliado planejava invadir a Franca em junho, ou pela
cidade de Calais ou na regido da Normandia, sendo esta bem distante de Calais. J4 os alemaes
teriam a opcao de reforgar as tropas em Calais ou nao, uma vez que acreditavam que seria por
essa rota a invasdo aliada.

Se os aliados atacarem em Calais e os alemaes reforcarem a cidade, os aliados teriam um
prejuizo no valor de dez, pois a cidade estaria bem preparada e esperando o ataque aliado. Se
os alemaes nao reforcarem a cidade de Calais, o ganho dos aliados seria no valor de cinco,
pois como € a cidade mais proxima da Gra-Bretanha entdo ela estd bem fortificada.

Se os aliados atacarem a Normandia, em qualquer decisdo que os alemaes adotarem, o ganho
dos aliados serd de 10, pois os alemaes acreditam fielmente que os aliados fardo uma incursao

em Calais, e deste modo ndo esperam que haja um ataque na Normandia.

6
7

Batalha de Avranche ’

Em agosto de 1944, o exército estadunidense estava transportando cerca de 100 mil soldados
por uma passagem ao sul da Normandia, ap6s o dia D. Essas forcas se deslocavam nas direcdes
sul, leste e noroeste da Franca. Porém, a passagem podia ser fechada caso o exército alemao
alcancasse a cidade de Avranches, no sul da Normandia, isolando toda a peninsula na qual as
tropas aliadas se encontravam instaladas na Franca.

Desta forma, o oficial alemao sofria com o seguinte dilema: atacar as tropas aliadas para tentar
fechar a passagem de suprimentos, isolando as tropas estadunidenses que se moviam no inte-
rior da Franga ou recuar, para fortalecer e consolidar suas defesas. Ja o oficial estadunidense

tinha duas opcdes: avancar para atacar o exército alemao em seu flanco ou aguardar com as

forcas de reserva até que os alemaes adotassem escolher atacar ou recuar.

Produzido pelo Autor.
Adaptado de Fiani (2006).
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Assim, se os alemaes recuassem e os aliados avancassem entdo os aliados poderiam exercer
uma forte pressao sobre a retirada alema e sofreriam algumas baixas, obtendo assim um ganho
no valor de cinco. Porém, se os aliados avangassem e os alemaes atacassem a passagem,
a linha de suprimentos seria totalmente danificada e muito provavelmente seria fechada a
passagem, deixando os aliados em situacdo muito dificil. Desta forma, os aliados sofreriam
um prejuizo de um valor de dez.

Agora se os aliados aguardassem com as forcas reservas, haveria a possibilidade de deslocar
as tropas para defender a passagem, caso os alemaes atacassem, tendo a chance de cercar
as forcas inimigas e impor-lhes uma severa derrota, sendo assim, ganhando valor de oito.
Também os aliados poderiam exercer alguma pressao, ainda que moderada, sobre uma retirada

alema. Neste cendrio, receberiam um ganho no valor de sete.

Vale salientar que o professor tem a autonomia de adotar as situagdes que achar mais
conveniente. Sendo assim, pode trazer questdes de economia ou outras batalhas das diversas
guerras.

O tempo estimado para a realizacdo dessa atividade € de trés a quatro aulas de aproxima-

damente 45 a 50 min.
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4 SOLUCOES DAS ATIVIDADES PROPOSTAS

4.1

4.2

Neste capitulo serdo apresentados as solucdes das atividades propostas.

SOLUCAO DA PRIMEIRA ATIVIDADE
As possiveis respostas para cada item, que o estudante possa responder, podem ser:

* O que sdo jogos para voces?

R: Sao situacdes na qual ha interagdes entre entidades de modo a gerar um bonus.

* Quem sdo os jogadores?
R: As entidades que participam de maneira racional em cada situacio, que podem ser

pessoas, empresas, governos, entre outros.

* Quantos jogadores podem ter em um jogo? H4 uma quantidade minima ou maxima?
R: Pode ter a quantidade que a situag@o permitir, ou seja, desde uma entidade até varias,

podendo ser infinitos jogadores.

* O que sdo as estratégias?

R: Sdo as ac¢des que cada agente toma no jogo.

 Para escolher uma estratégia € necessario saber a estratégia do outro jogador?
R: Ndo € obrigatdrio, mas se estd buscando o melhor resultado possivel é melhor saber

ou prever a estratégia do oponente.

* Seria possivel quantificar a preferéncia de um jogador?
R: Sim € possivel, pois cada jogador tem preferéncia em cima de algo, elencando as que
prefere mais das que prefere menos. Dessa forma, € possivel associar um nimero a cada

preferéncia obedecendo as relagdes de ordem.

SOLUCAO DA SEGUNDA ATIVIDADE
A solucdo da segunda atividade € a seguinte:

* (Z) Jogo de Cara ou Coroa;
* (Z) Jogo de Pedra, Papel ou Tesoura;
* (N) Jogo da Galinha (covarde) ;

* (N) Game show Sete ou Meio;
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* (N) Duas pessoas combinam em trocar malas fechadas, com o acordo de que uma delas
tenha dinheiro e a outra um objeto que esta sendo comprado. Cada jogador pode escolher
entre seguir o acordo, colocando o que foi combinado dentro da mala, ou enganar e

entregar uma mala vazia.

* (Z) Duas pessoas jogam um jogo com um baralho de 13 cartas de um mesmo naipe que
sdo embaralhadas. Cada jogador recebe uma carta que sé ele vé e uma terceira carta é
colocada virada para baixo que ninguém vé o valor. O jogador 1 deve decidir se mantém
a sua carta ou a troca com a carta do jogador 2. O jogador 2 deve decidir se mantém a sua
carta ou troca com a carta que estd virada na mesa. Ganha quem tiver a carta de maior

valor.

* (N) Dois cagadores se reuniram e combinaram de cacar um cervo. Como esse animal é
de grande porte muito rapido e 4gil, nenhum dos dois cacadores teria condi¢io de cacar
esse animal sozinho, sendo assim, € necessdria a ajuda de uma outra pessoa. Para que a
cacada tenha maiores chances de sucesso, cada um vai para uma dire¢ao da mata, nao
conseguindo se comunicar entre si. Porém nessa mata também é possivel cacar lebre,
porém a carne da lebre € de menor valor, uma vez que a quantidade de carne de uma
lebre ndo chega a metade da de um cervo. Dessa forma cada cagador pode escolher entre

cagar o cervo ou cagar lebre.

* (Z) Duas empresas concorrentes produzem um mesmo produto e tém custos fixos por
meés, independente de quanto conseguem vender. Ambas competem pelo mesmo mercado
e devem escolher entre um prego alto ou um prego baixo. Se uma empresa vender a preco
alto e a outra a preco baixo, a que tem preco baixo ird vender todo o estoque e terd um
ganho positivo em relagido ao concorrente. Se ambos venderem a preco baixo ou a preco
alto, ambos terdo que dividir o valor, e desse modo receberao nenhum ganho em cima do

oponente.

4.3 SOLUCAO DA TERCEIRA ATIVIDADE

As respostas dessa atividade sdo pessoais, mas algumas possiveis respostas de cada item

podem ser:

* Qual foi o motivo que fez vocé adotar essa escolha?

R: Tenho 50% de acerto em todas as chances; aleatério; Gosto mais da cara; ...

* 1) Vocé adotou a mesma estratégia para cada rodada?
R: Nio, pois ficaria mais facil de identificar minha estratégia; Sim, pois tentei enganar

meu oponente para ele achar que eu mudaria em algum momento; ...

 2) Como vocé poderia narrar a sua estratégia para vencer o jogo?

R: Pensei na estratégia que o adversario fosse jogar e usei um numero contrario do
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que supostamente ele iria jogar; Usei o nimero contrario do que falei, para enganar o
oponente; ...

3) Qual € o conjunto dos jogadores?

R: G = {Eu, Meu parceiro}

* 4) Qual € o conjunto de estratégia de cada jogador?

R: Sgy = {Cara, Coroa} e Syeu parceiro = {Cara, Coroa}

* 5) Seria possivel quantificar os seus ganhos, ou seja, d4 para indicar um nimero para
vitdria e outro para a derrota? Se sim, qual valor vocé acha melhor para colocar?
R: Sim, € possivel quantificar e ordenar as estratégias em relacdo as preferéncias. Um

possivel valor para representar a vitoria seria 1 e a derrota - 1.

SOLUCAO DA QUARTA ATIVIDADE
As respostas das questdes dessa atividade sdo:

* a) Qual € o conjunto que representa os jogadores nesse jogo?
R: G = {Cris, Eli}

* b) Qual € o conjunto da estratégia que Cris pode escolher? E de Eli?
R: Scyis = {Futebol, Show} e Sg;; = {Futebol, Show}

* ¢) Qual € o perfil de estratégias desse jogo? Ou seja, qual é o conjunto “combina¢do” dos
conjuntos estratégias dos jogadores?
R:
S = Scris X Sgii = {(Futebol, Futebol), (Futebol, Show), (Show, Futebol), (Show, Show)}

* d) Qual € o conjunto dos ganhos de cada jogador?
R: Pcyis = {0,5,10} e Pg;; = {0,5,10}

* ¢) As Tabelas 9 e 10, representam os ganhos dos jogadores em cada situacdo. Complete

essas tabelas, inserindo os ganhos de cada jogador em cada situagdo que pode acontecer

nesse jogo.
R:
Tabela de ganhos de Cris
Eli
Futebol Show
Futebol 10 0

Cris

Show 0 5
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Tabela de ganhos de Eli
Eli
Futebol Show
. Futebol 5 0
Cris
Show 0 10

 f) A tabela 11 € conhecida como Matriz de payoff. Complete a Tabela 11 para representar
esse jogo na forma tabular, considerando @, ¥, 1 e T, sendo os ganhos do Jogador 1 e f3,
A,0 e ¢ os ganhos do Jogador 2.
R:

Jogador 2: Eli
Estratégia 1: Futebol Estratégia 2: Show

Jogador 1: Cris Estratégia 1: Futebol (a,B) (7,1)
(10, 5) (0, 0)

Estratégia 2: Show (u,o) (7,0)

(0, 0) (5, 10)

* g) Se vocé fosse escolher um perfil de estratégias, qual vocé escolheria? Por qué?
R: Escolheria (Futebol, Futebol) ou (Show, Show) pois s@o os melhores resultados que

pode-se obter.

* h) Vocé indicaria se existe pelo menos uma solucao que seja boa para ambos? Por qué?
R: Sim existem solu¢des, pois nos perfis (Futebol, Futebol) ou (Show, Show) nenhum dos
jogadores se sente motivado a trocar a sua estratégia, uma vez que trocando de estratégia

iriam receber ganhos menores.

SOLUCAO DA QUINTA ATIVIDADE
As respostas dessas questdes sdo as seguintes:

* 1) Analisando essa tabela de ganhos, a escolha de lancar os produtos B e Y continua
sendo a melhor decisao? Por qué?
R: Sim, continua a melhor decisdo, pois nenhuma empresa tem interesse em lancar outro

produto, uma vez que esse resultado d4 melhores ganhos a todos.

* 2)a)Qual éovalorde o, B,7,A,u,0,7¢ @?
a=10
B=5
Y=0
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A=0
u=20
oc=0
T=35
o =10

b) Classifique as sentengas a seguir em verdadeiras ou falsas.

Voa>pep=>A2

Fu>aeoc>¢

F)y>ted>p

V)T>vep>o.

¢) Alguma dessas quatro sentengas € verdadeira? Se sim, o perfil de estratégias encon-
trado por esse método é o mesmo discutido no inicio da aula? Por qué?

R: Sim, tem-se duas sentencas que sao verdadeiras e estas resultaram nos perfis (Fute-
bol,Futebol) e (Show,Show) que foram discutidos e apontados como melhores solug¢des
no inicio da aula.

d) E possivel inferir e concluir que esse processo resulta na obtencio do Equilibrio de
Nash?

R: Sim, € possivel concluir isso pois sabe-se que os melhores resultados esperados em

um jogo sao as estratégias que sdo Equilibrios de Nash.

* Um modo de encontrar o Equilibrio de Nash em estratégia mistas € determinar as proba-

bilidades que irdo ser aplicadas em cada estratégia. A “férmula” que indica qual € o perfil

¢o—0o _ T—Y
B—A+¢— c 4= o—U+T—y

donde p € [0,1] e g € [0, 1]. Caso os valores encontrados por p ou g estiverem fora deste

de estratégias mistas que € Equilibrio de Nash, é dada por p =

intervalo, ndo “ha” um perfil de estratégia mistas que soluciona o problema.
Desta forma, voltando ao problema anterior, qual serd o perfil de estratégias mistas que

soluciona esse problema?
R:

10-0 10 2

P=520510—0 15 3

. 5-0 5 1
= 70-0+5-0 15 3

Portanto, o perfil (%, 3 %) ¢ um Equilibrio de Nash.

4.6 SOLUCAO DA SEXTA ATIVIDADE

As respostas dessas questdes sdo as seguintes:
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* Se pudesse tomar uma decisdo em cima dos resultados de um jogo, vocé preferiria

escolher dentro de todos os piores resultados o melhor (Pessimista-Otimista), ou dentro

de todos os melhores resultados o pior (Otimista-pessimista)? Por qué?

R: Qualquer um dos dois, pois ndo teria tanta diferenca escolher uma ou outra se for

adotar a escolha estratégica.

* Vocé acha que se em uma situacdo o melhor resultado dentro de todos os piores for

igual ao pior resultado dentro todos os melhores, entdo essa estratégia serd melhor a ser

adotada por ambos jogadores? Por qué?

R: Sim, pois mostra que se adotar uma escolha mais conservadora-otimista ou mais

otimista-pessimista ndo resultard em ganhos melhores para qualquer jogador.

* Responda as questdes a seguir:

1) Qual € a matriz de payoff da empresa Von?

R:

Tabela dos ganhos da empresa Von

Neumann
X Y Z T
A|-10] 20 | -15 | 30
B| 40 | 30 | 50 | 55
Von
C| 35 |-25|-20 | 40
D| 25 |-15| 35 | -60

2) Complete a Tabela 18, determinando o valor minimo de cada linha (pior cendrio) e

maximo de cada coluna (melhor cendrio). Em seguida responda:

Tabela dos ganhos da empresa Von - Minimo de cada linha e mdximo de cada coluna

Neumann
X Y Z T  Minimo linha
A -10| 20 | -15 | 30 -15
B 40 | 30 | 50 | 55 30
Von
C 35 | -25 | -20 | 40 -25
D 25 | -151] 35 | -60 -60
Maximo coluna | 35 | 30 | 50 | 55

a) Entre os valores minimos de cada linha, qual é o maior valor?
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R: 30.

b) Entre os valores mdximos de cada linha, qual é o menor valor ?

R: 30.

¢) Qual deve ser a solugdo 6tima neste jogo?

R: A melhor solucgdo seria a empresa Von langar o produto B e a empresa Neumann
lancar o produto Y

d) O minimax € igual ao maximin? Se sim, esse seria o melhor resultado, ou seja, o
Equilibrio de Nash?

R: Sim, sdo iguais e seria o melhor resultado, pois dentro de todos os cendrios possiveis,

esse € o que resulta nos melhores ganhos para ambas as empresas.

4.7 SOLUCAO DA SETIMA ATIVIDADE

A resposta dessa questdo € pessoal de cada estudante. Abaixo segue a matriz de payoff

do jogo e o Equilibrio de Nash.

Tabela 24 — Matriz de payoff do jogo O Dilema dos Prisioneiros.

Jogador 2
Confessar ~ Negar
Confessar | (—5,-5) | (0,—10)
Negar (—10,0) | (—1,—1)

Jogador 1

O Equilibrio de Nash em estratégias puras desse jogo é o perfil (Con fessar,Confessar) =
(=5,=5),poisa=B=-5>-10=u=A7A.
O Equilibrio de Nash em estratégias mistas ¢ dado por:

B 1-0 1
Ly Yy iy Gy,
€
1-0 1
q =

T 55— (-10)+-1-0 4
Como os resultados deram valores negativos, entdo nesse jogo ndo hd uma distribui¢do

de probabilidade sobre as estratégias puras. Sendo assim, o tinico ponto que é Equilibrio de Nash
€ (-5,-5).

4.8 SOLUCAO DA OITAVA ATIVIDADE

Nesta secao serdo apresentados as matrizes de payoff dos jogos propostos e o Equilibrio
de Nash de cada jogo.
No jogo Batalha do Mar de Bismark, a matriz de payoff € a seguinte:



39

Tabela 25 — Matriz de payoff do jogo A batalha do Mar de Bismark

Japao
Sul Norte
Sul | (3,-3) | (1,—1)
Norte | (2,-2) | (2,-2)
Fonte: Acervo do Autor

EUA

O Equilibrios de Nash em Estratégia Pura do jogo Batalha do Mar de Bismark é dada
por (Norte, Norte) = (2,-2), por causa do Minimax de Von Neumanne por T =—-2> —1 =7ye

¢ = —2 > —2 = 0. O Equilibrio de Nash em Estratégias Mistas é dada por:

o o R
L ) e R
2—1 1

=305

1] ) é o Equilibrio de Nash. Assim, conclui-se que que os japoneses

1202
teriam 50% de chance de escolher a rota sul, enquanto os americanos teriam 0% de chance de

Ou seja o perfil (0, 1

escolher a rota sul.

Ja no jogo Batalha de Fornovo di Taro, tem-se que a matriz de payoff € a seguinte:

Tabela 26 — Matriz de payoff do jogo Batalha de Fornovo di Taro

Alemaes
Render Naio se render
Aceitar condi¢oes | (1,—1) (—1,1)
Nao aceita condi¢des | (2,—2) (2,-2)
Fonte: Acervo do Autor

Brasileiros

O Equilibrio de Nash em estratégias puras para o jogo Batalha de Fornovo di Taro é (Nao
aceitar condi¢des, Render) = (2,-2). Chega-se neste resultado pelo Teorema Minimax de Von
Neumannoupory =2>1=oe o =—-2> —2 = ¢.JaoEquilibrio de Nash deste jogo é dado
por

—2—(-2 0
b= —1—1+(—(3)—(—2) =50
B 2—(-1) 3
1-2+42—(—-1) 2

Como ¢ deu resultado maior que 1, entdo esse jogo ndo terd uma distribuicio de probabi-

lidades.

q
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Tabela 27 — Matriz de payoft do jogo Dia D

Alemaes
Reforgar Calais Nao reforcar Calais
Atacar Calais (—10,10) (5,-5)
Atacar Normandia (10,—10) (10,—10)

Aliados

No jogo Dia D, a tabela de ganhos é representado pela seguinte matriz de payoff acima.
O Equilibrio de Nash deste jogo em estratégias puras € (Atacar Normandia, Reforcar
Calais) = (10,—10). Para encontrar esse resultado usa-se o Teorema minimax de Von Neumann

ouu=10>—-10=aeoc=—10> —10 = ¢. Ja o Equilibrio de Nash em estratégias mistas ¢

dado por:
—10—(—
b 0—(-10) :220
10— (=5)+(—10)—(—10) 15
10-5 5 1

T —10-10+10-5 —15 3’
Portanto, como g deu um valor negativo, entdo esse jogo ndo possui uma distribui¢do de

q

estratégias que resulte no Equilibrio de Nash.
A matriz de payoff do jogo Batalha de Avranche € a seguinte:

Tabela 28 — Matriz de payoff do jogo Batalha de Avranche

Alemaes
Atacar  Recuar
Avangar | (—10,10) | (5,-5)
Esperar | (8,—-8) | (7,—7)

Aliados

O Equilibrio de Nash da Batalha de Avranche em estratégias puras é (Esperar, Recuar) =
(7,—7). Para encontrar esse resultado usa-se o Teorema minimax de Von Neumann ou 7 =7 >
5=Ae@=—-7>—-8=0.JaoEquilibrio de Nash em estratégias mistas é dado por:

—7—(-8) 1

P=Tl0=(=5)+—7-(=8) ~ 16

7—=5 2 1

~10-8+7-5 —16 8
Como o valor de g deu resultado negativo, entdo ndo h4 uma distribuicao de probabilidade

q:

sobre as estratégia neste jogo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esse documento se propdem a trazer de forma sucinta conceitos e teoremas da Teoria
dos Jogos, assim como indicar ferramentas e meios de inserir esse conteido nas aulas do Ensino
Médio. Sendo assim espera-se que este material possa servir como motivagao e incentivo aos
educadores em suas praticas pedagdgicas.

As atividades propostas para o Ensino Médio utilizam conhecimentos, habilidades e
competéncias que os estudantes adquirem durante toda a sua vida escolar, em especial os desse
nivel da Educac¢do Basica. Sendo assim, aplicar esses exercicios pode ser como um meio de
iniciar ou reforcar os assuntos de relacdo de ordem, conjuntos, produto cartesiano, funcoes,
matrizes e probabilidade.

Também, aplicar essas atividades no Ensino Médio introduz outros conhecimentos
matemdticos como relagdo de preferéncia, estratégias, jogadores e jogos. Portanto, os exercicios
propostos para esse nivel tem a finalidade de trazer os arcabougos matemaéticos presentes na
Teoria dos Jogos, de modo que os estudantes adquiram essas ferramentas, para assim poderem
resolver situacdes que podem ser modeladas como jogos.

Vale destacar que aprender a Teoria dos Jogos pode ajudar no desenvolvimento da
inteligéncia emocional e das tomadas de decisdes do dia a dia, uma vez que todas as nossas

acoes geram ganhos ou prejuizos, e dessa forma vivemos dentro de um “jogo”.
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