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Esse material apresentado como produto educacional é fruto da pesquisa de Dissertacao
de Mestrado intitulada Isometrias em Geometrias Euclidianas e nao Euclidianas sob o
ponto de vista da Geometria Analitica, desenvlvida no Programa de Mestrado Profissinal
em Matematica em Rede Nacional, PROFMAT, do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
da Universidade Estadual Paulista ”Julio de Mesquita Filho”, UNESP, campus Rio Claro, SP,
sob orientacao do Prof. Dr. Jamil Viana Pereira.

Na dissertagao, investigamos as isometrias inicialmente no plano Euclidiano, posteriormente
na esfera unitdria, e por tltimo no plano hiperbdlico, sempre analisando as mesmas pelo ponto
de vista da Geometria Analitica. Importante destacar que, em todo esse percurso, procuramos
utilizar um tratamento vetorial & Geometria Analitica.

E é exatamente nesse ponto que buscamos desenvolver tal atividade. Uma que buscasse
construir as isometrias no plano cartesiano utilizando esse ferramental que desenvolvemos na
dissertacao. Aliada a essa preocupacao, utilizamos o aplicativo Geogebra, em sua versao online,
para desenvolvermos a mesma. Partimos de uma primeira e bésica transformacao, a reflexao
por uma reta. A atividade em si consistia de, dado um tridngulo, em que as coordenadas dos
vértices eram conhecidas, obtinhamos a imagem do mesmo pela reflexao. Dispondo entao das
ferramentas proprias do Geogebra mostravamos que eram congruentes o triangulo dado como
sua respectiva imagem pela transformag ao.

Em seguida, dadas duas reflexées por retas paralelas resultava em uma translagao pela reta
perpendicular comum as retas paralelas. Além disso, foi possi vel discutir se tais transformacoes
eram, ou nao comutativas. Mas o importante, novamente, era que quando um triangulo era
submetido a tais transformacoes, o resultado ainda era um triangulo congruente ao dado.

Agora uma composicao de duas reflexdes por retas concorrentes mostrou que obtinhamos
uma rotagao ao redor de um ponto, exatamente o ponto de concorréncia das retas. E por dltimo
a reflexdo com deslizamento.

Cabe ressaltar que, pela prépria estrutura curricular do ensino médio no estado de Sao
Paulo, tal atividade destina-se a alunos do terceiro ano do ensino médio, etapa que contempla
em seus conteidos a Geometria Analitica.
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1 Introducao

A Geometria Analitica no ensino médio geralmente é abordada no terceiro ano desse ciclo da
educagao basica. Por exemplo, no livro didatico Matemdtica: Contexot e aplicagoes, de autoria
de Luis Roberto Dante (Editora Atica, Sao Paulo, 2013) a Geometria Analitica é apresentada
no volume 3 da colecao.

Nessa apresentacao, é escolhida pelo autor uma forma muito comum em tais livros didaticos
em que, a partir de um sistema de coordenadas cartesianas, e consequentemente, das coordenadas
de um ponto, sao deduzidas vérias expressoes algébricas que permitem, por exmeplo, calcular
distancia entre pontos, condicao de alinhamento de trés pontos, equacdao de um areta, entre
outros aspectos da Geometria Analitica.

Nesse trabalho optou-se por uma outra aobrdagem. Uma que toma por base um tratamento
vetorial para a Geometria Analitica. Em particular, est

vamos interessados em isometrias no plano, e, em como, a partir desse tratamento vetorial,
obtermos transformacoes no plano que nos permitissem vizualizar tais isometrias.

Assim, consideramos inicialmente, a reflexdo por uma reta. A partir da composicao ade-
quada de reflexoes por retas, foi possi vel obtermos as translacoes, rotacoes e as reflexdes com
deslizamento.

Para desenvolver todas as atividades, utiliza-se plataforma online
Geogebra (geogebra.org/classic).

Dividimos a atividade toda em cinco partes distintas. A primeira tem por objetivo ambien-
tar o aluno com a plataforma Geogebra, por exemplo, constuindo vetores e realizando operagoes
com o mesmo. Na segunda, abordou-se a reflexao por uma reta, utilizando uam expressao ve-
torial para a mesma. Em seguida, abordamos as translacoes, para posteriormente obtermos as
rotagoes ao redor de um ponto. Finalmente, realizamos a atividade relativa as reflexdes com
deslizamento.

Cabe aqui dizer que, a plataforma Geogebra, contém em suas bibliotecas todas essas operacoes.
Entretanto nosso objetivo era analisar, do ponto de vista vetorial tais operacoes.

2 Transformacoes no plano

A primeira aula foi utilizada para ambientar os alunos com a plataforma Geogebra. Assim,
desenvolvemos a sintaxe prépria da plataforma para,

a) definirmos um vetor a partir de dois pontos dados, e calcularmos sua norma;

b) realizarmos operagoes com vetores, como soma, diferenca, produto por escalar e produto
escalar de dois vetores, além de determinarmos o angulo entre vetores;

¢) escrevermos equagoes de reta, e consequentemente, obtermos tanto o vetor diretor da reta,
bem como um vetor unitario normal & reta dada;

d) utilizarmos ferramentas préprias da plataforma Geogebra para medirmos segmentos de retas
e angulos;

e) construirmos figuras geométricas no plano, em particular, triangulos;

f) e, finalmente, para definirmos e operarmos com transformagoes no plano.
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Ainda observamos que, em todas as atividades subsequentes, sempre tom&vamos como
ponto de partida um triangulo retangulo adequadamente construido, para entao aplicarmos as

respectivas transformagoes, e posteriormente, compararmos as figuras anters de apds as trans-
formacoes.

3 Reflexao por uma reta

Diante de todo o ferramental discutido na aula anterior, definimos, nessa segunda aula, a reflexao
por uma reta. Iniciamos, na realidade, com a construcao geométrica da reflexao por uma reta.
Ou seja, dada uma reta qualquer, r, e um ponto, A fora dessa reta,

i) tragamos a reta, s, perpendicular a reta dada passando pelo ponto A,
ii) em seguida determinamos o ponto, () de interseccao das retas r e s,

iii) finalmente, determinamos o ponto A’ da reta s que estd a mesma distancia do ponto @ que
o ponto A estd de Q.

Essa construcao da refelxdo do ponto A pela reta r remonta a construcdo com régua e
compasso, realizada, nesse caos, na plataforma Geogebra. Aqui fixamos os pontos A(3,1), B(7,1)
e C = (7,4), os quais determinavam um triangulo retangulo, e a reta r tinha pro equagao,
y =m, -z, onde m, = tan 60°, como podemos ver na Figura 1

Figura 1: Determinagao geométrica da reflexdo de um ponto por uma reta.
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Mas tal procedimento, apesar de tornar possivel visualizar todas as construgoes concreta-
mente, era um tanto quanto demorado e tortuoso. Assim, fizemos uso das defini¢cbes e propri-
edades estudadas no corpo do trabalho para determinar a reflexdo por uma reta por meio da
expressao:

2,X=X-2(X—-PN)N, (1)

onde X é o ponto em questao, P é um ponto da reta, que nesse caso, adotamos como sendo a

origem, e N um vetor unitario normal & reta. Aqui consideramos os pontos A, B e C, e, como

afirmamos anteriormente, P = (0,0). Para calcularmos o produto escalar (X, N), bem como as

coordenadas do ponto €2, X utilizamos as ferramentas do préprio Geogebra. Entretanto, caso

se queira dar enfase ao produto escalar, devemos lembrar que, dados dois vetores no plano,
ul U1 /

u = ev = ( >, o produto escalar de u e v serd dado por (u,v) = uy - vy + ug - v3. O
Uz V2

resultado de tal operagao, pode ser visto na Figura 2.

53.13°

Figura 2: Reflexao aplicada ao triangulo ABC

Comparamos, entao, os triangulos ABC e A’B'C’ a partir de ferramentas do Geogebra,
determinando medidas de lados e agulos correspondentes para determinarmos que os triangulos
em questao sao congruentes. Ou seja, essa transformacao preserva tanto distancias como medidas
de angulos.

4 Translacao

Na terceira aula da sequéncia, abordamos a translacao. Tomamos os pontos A(—1,0), B(—5,0)
e C(—1,-3), também determinando um triangulo retangulo. Também consideramos a reta t,
de equacao y = z. Mas agora, tomamos as retas s e r, de equagdes y = —x e y = —x + 2,
respectivamente, de modo que s Lt e r L t.

Aplicamos primeiro a reflexao pela reta s, e em seguinda, a reflexao pela reta r, como
mostra a Figura 3.
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90°
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Figura 3: Translagao, €2,.{2s ao longo da reta t.

As retas s e r tem a reta t como perpendicular comum a reta t, e, portanto, sdo paralelas.
Logo o vetor N é um vetor unitario normal, comum a ambas as retas, r e s. Como observamos
da Figura 3, o vetor u, o qual tem origem no ponto B e extremidade no ponto B’, é paralelo
ao vetor N. Tanto para o ponto A e sua imagem A’, como para o ponto C e sua imagem C’,
o mesmo acontece. Dessa maneira o triangulo A’B’C’ é congruente ao triangulo ABC, e, fica
determinado pelo deslocamento do triangulo original por esse vetor wu.

Mas aqui surgiu uma outra questao levantada pelos prépriios alunos. E se considerdssemos
a transformacao composta ;0,7 OU seja, se aplicissemos primeiro a reflexao pela reta r, e
posteriormente pela reta s? O resultado seria diferente?

N

S, r

Figura 4: Translagao, €22, ao longo da reta t.

Da figura 4 vemos que o resultado é diferente, mas apenas o sentido de deslocamento do
tridngulo DEF', o qual é imagem, pela translacao 2,82, do tridngulo ABC. Mas, ainda assim
tais triangulos sao congruentes.
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5 Rotacao

Para tratarmos a rotacdo, consideramos a retas r e s, de equagoes y = tan(30°) e y = tan(75°),
respectivamente. Além disso, tomamos os pontos A(3,0), B(7,0) e C(7,—3), os quais determi-
navam, mais uma vez, um triangulo retangulo.

Consideramos inicialmente a reflexao pela reta s, e em seguida aplicamos a reflexdo pela
reta r, para cada um dos pontos A, B e C, como mostrado na figura 5

Figura 5: Rotagao ao redor da origem no sentido anti-horério.

Mais uma vez, o tridngulo obtido, A” B”C"” é congruente ao triAngulo ABC, mas apresenta-
se rotacionado, no sentido anti-hordrio de um angulo de medida dada por 2 - (75° — 30°) = 90°.
Como no caso da translagao, as reflexdes foram aplicadas em ordem inversa, ou seja, primeiro
a refelxao pela reta r, para em seguida a reflexao pela reta s. Obtivemos, agora, um triangulo,
DEF, congruente ao triangulo dado, ABC', mas agora rotacionado de 90° no sentido horério,
como mostrado na figura 6.

53.13° [ go°

36.87
-5

(0, -7)

Figura 6: Rotagao ao redor da origem no sentido horério.
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6 Reflexao com deslizamento

Finalmente a ultima transformacao, a reflexdo com deslizamento. Para essa transformacao,
consideramos mais uma vez as retas t, r e s, cujas equagoes sao dadas por y =z, y = —x + 2
e y = —ux, respectivamente. Além disso, consideramos o tridngulo retangulo ABC, de vértices
A(—4,-2), B(—4,1) e C(-8,-2).

Para essa transformacao, devemos primeiro considerar a reflexao pela reta t, e, em seguida
aplicarmos a translacdo dada pela composicao 24€2,.. Como nos casos anteriores, o triangulo,
A" B"C" . obtido apds essas operacoes, é congruente ao tridngulo ABC, como mostrado na
figura 7. Dessa mesma figura, além de observarmos a congruéncia dos triangulos, observamos
que A" B"C" encontra-se refletido pela reta t e deslocado pelo vetor u, paralelo ao vetor unitario
normal as retas r e s.

Figura 7: Reflexdo com deslizamento.

7 Comentarios

Em todas essas atividades, partimos de um triangulo base, e efetuamos as transformacoes in-
dicadas, obtendo ao final, um triangulo congruente ao dado. Nada impede, obviamente de se
trabalhar com outras figuras planas, ou mesmo um conjunto qualquer de pontos no plano. O
importante aqui é verificar que todas essas transformagoes, a saber, refelxdo por uma reta,
translacao ao longo de uma reta, rotagao ao redor de um ponto e refelxao com deslizamento,
sao isometrias. Ou seja, distancias e angulos serao sempre preservados.

Também deve ser pontuado o carater nao comutativo desssa operagoes como mostrado nas
atividades.
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