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RESUMO

Esta dissertacao investiga a generalizacao do conceito de inversao geométrica
para o elipsoide, expandindo a teoria da inversao esférica classica. O trabalho
inicia com uma revisdao da inversdao em relacdo a uma esfera, delineando suas
definicoOes, propriedades fundamentais e formulacdes geométricas e algébricas.
Em seguida, a pesquisa aprofunda-se na inversao no elipsoide, baseando-se na
abordagem proposta no artigo "A generalization of the spherical inversion" de
Ramirez Rubiano [9], que estende a nocao de inversao utilizando principios de
reciprocidade polar. Naquele trabalho, sdo apresentadas as definicoes formais
dessa transformacao, suas propriedades especificas, como a preservacado de an-
gulos (conformidade) e a transformacao de superficies, e sdao desenvolvidas as
demonstracoes geométricas e algébricas que validam esses resultados. Nesta
dissertacdo explora-se também a possibilidade didatica de introduzir esses con-
ceitos no ensino médio por meio de atividades que utilizam a inversao plana e
esférica, com o intuito de desenvolver a visualizacdo espacial, bem como o papel
das transformacoes sob o ponto de vista geométrico e algébrico. A discussao da
inversdo no elipsoide proporciona aos alunos o entendimento do processo de
generalizacdo de conceitos matematicos. Conclui-se que a inversdo no elipsoide
tem um importante papel no estudo das transformacoes geométricas, além de
um potencial pedagogico significativo para enriquecer o ensino de geometria no

espaco.

Palavras-chave: Inversdo Geométrica. Elipsoide. Geometria. Transformagoes
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ABSTRACT

This dissertation investigates the generalization of the concept of geometric inversion
to the ellipsoid, expanding the theory of classical spherical inversion. The work begins
with a review of inversion with respect to a sphere, outlining its definitions, fundamental

properties, and both geometric and algebraic formulations.

Subsequently, the research delves into inversion in the ellipsoid, based on the ap-
proach proposed in the article “A Generalization of the Spherical Inversion” by Ramirez
and Rubiano, which extends the notion of inversion using principles of polar reci-
procity. That work presents the formal definitions of this transformation, its specific
properties—such as angle preservation (conformality) and surface transformation—and

develops geometric and algebraic proofs that validate these results.

This dissertation also explores the didactic potential of introducing these concepts
in high school through activities involving planar and spherical inversion, aiming to
enhance spatial visualization as well as the understanding of transformations from both
geometric and algebraic perspectives. The discussion of inversion in the ellipsoid offers

students insight into the process of generalizing mathematical concepts.

It is concluded that inversion in the ellipsoid plays an important role in the study of
geometric transformations and also holds significant pedagogical potential for enriching

the teaching of geometry in space.

Keywords: Geometric Inversion. Ellipsoid. Geometry. Transformations.
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INTRODUCAO

A geometria é uma das mais antigas e fundamentais dreas da matemadtica, oferecendo
ferramentas para compreender as formas e as relacoes espaciais do universo. Desde
os trabalhos cléssicos de Euclides, a geometria tem evoluido, incorporando novas
perspectivas e métodos [6]. No estudo das transformagdes geométricas, a inversdo
geométrica se destaca como um conceito de notdvel beleza e utilidade [4]. Em sua
formulacdo classica, a inversdo é definida em relacdo a um circulo no plano ou a uma
esfera no espaco euclidiano, sendo a inversio esférica particularmente relevante para
a geometria tridimensional [7]. Esta transformacdo possui propriedades fascinantes,
como a de mapear esferas e planos para esferas e planos. Essas propriedades conferem a
inversdo esférica um vasto campo de aplicacoes, desde problemas de dtica e cartografia

até desafios classicos da geometria euclidiana e ndo euclidiana.

No entanto, a curiosidade matematica e a busca por generalizacoes sdo motores do
avanc¢o do conhecimento. Assim, surge a questdo central deste trabalho: é possivel
estender o conceito de inversdo para outras superficies além da esfera, como o elipsoide?
O elipsoide, uma superficie quadrica que descreve a forma de muitos objetos naturais
e artificiais (como planetas e corpos celestes), apresenta uma assimetria inerente
que torna a generalizacdo da inversdao um desafio matematicamente estimulante. A
investigacdo de tal generalizacdo ndo s6 expande o repertorio tedrico da geometria,
mas também oferece um terreno fértil para o aprimoramento do raciocinio espacial e
da compreensdo de transformacdes ndo-lineares. Este trabalho baseia-se na abordagem
proposta por Ramirez e Rubiano [?] para a inverséo no elipsoide, buscando aprofundar
suas definicdes, explorar suas propriedades e desenvolver as demonstracoes geométricas

e algébricas que fundamentam essa transformacéo.

Além da pesquisa tedrica, esta dissertacdo tem um foco particular na aplicabilidade

didatica dos conceitos explorados. A inversdo geométrica, mesmo em suas formas mais
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basicas (plana e esférica), j& se mostra uma ferramenta poderosa para o desenvolvi-
mento do raciocinio espacial, da visualizacdo e da compreensdo das transformacoes
matematicas entre os estudantes [8]. Propor a exploracdo, ainda que conceitual ou
através de exemplos simplificados, da ideia de inversdo em superficies como o elipsoide
no contexto do ensino médio, representa uma oportunidade de transcender a mate-
matica meramente algoritmica. Ao conectar conceitos avancados de geometria com o
curriculo da educacéo bdsica, buscamos inspirar professores e alunos, demonstrando a
beleza, a generalidade e a dindmica da matemadtica e como ela pode ser utilizada para

descrever e transformar nosso mundo tridimensional.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

Investigar a teoria da inversdo no elipsoide e suas propriedades, explorando suas
demonstracdes geométricas e algébricas, e propor caminhos para sua aplicagdo e

contextualizacdo no ensino médio.

1.1.2 Objetivos Especificos

1. Apresentar as defini¢cdes e propriedades fundamentais da inversdo em relacdo a

uma esfera, servindo como base para a generalizacao.

2. Analisar e adaptar a definicdo de inversdo no elipsoide conforme proposto no

artigo de Ramirez e Rubiano [?], detalhando suas caracteristicas.

3. Desenvolver e apresentar demonstracdes geométricas e algébricas claras das

propriedades da inversao no elipsoide.

4. Propor e discutir atividades didaticas e aplicacoes da inversdo geométrica (com
foco na inversdo esférica e em aspectos conceituais da inversdo no elipsoide) para

o ensino médio, conectando com conceitos ja abordados no curriculo.



1.2 JUSTIFICATIVA

1.2 JUSTIFICATIVA

A relevancia desta dissertacao € significativa para o campo da geometria e para o
ensino de matematica. Ela aprofunda um tépico que expande a compreenséo das trans-
formacoes geométricas e suas aplicacOes. Para o profissional da educacdo matematica,
compreender a inversdo no elipsoide representa uma oportunidade de expandir sua

visdo sobre a geometria e suas ferramentas analiticas.

Adicionalmente, a pesquisa visa aprimorar a pratica pedagdgica. Ao explorar a
inversdo e suas generalizac¢des, o professor é incentivado a conceber como conceitos
matematicos complexos podem ser simplificados, visualizados e contextualizados para
alunos do ensino médio. A capacidade de abordar problemas e visualizd-los sob
diferentes perspectivas é crucial na resolucdo de problemas matematicos, e a inversao é
uma ferramenta potente nesse aspecto. A dissertacdo busca, assim, fornecer recursos e
ideias que podem ser incorporados em sala de aula, estimulando o desenvolvimento do

raciocinio espacial, a criatividade e a capacidade de abstracdo dos estudantes.

Finalmente, este trabalho contribui para a literatura educacional em matemaética
ao fornecer um estudo detalhado sobre um tema especifico da geometria que possui
potencial para ser explorado didaticamente, preenchendo uma lacuna na abordagem

de transformacgdes mais avancadas no contexto da educacéo basica.

1.3 ORGANIZACAO DA DISSERTAGAO

Esta dissertacdo estd organizada em cinco capitulos, incluindo esta introducédo. No
Capitulo 2, sera apresentada a fundamentacio tedrica da inversdo esférica, detalhando
suas definicOes, propriedades e as respectivas demonstracGes geométricas e algébricas.
O Capitulo 3 sera dedicado a inversdo no elipsoide, onde o artigo de referéncia sera
analisado e adaptado, e as definicoes, propriedades e demonstracdes (geométricas
e algébricas) dessa generalizacdo serdo desenvolvidas. O Capitulo 4 explorard as
aplica¢des da inversdo no contexto do ensino médio, propondo atividades didéaticas e
discutindo o potencial pedagdgico desse tema. Finalmente, o Capitulo 5 apresentara as
consideracdes finais, resumindo as principais conclusdes do trabalho, suas contribui¢des,

limitagGes e sugestdes para futuras pesquisas.






FUNDAMENTAGAO TEORICA: AINVERSAO
ESFERICA

Este capitulo estabelece os conceitos fundamentais da inversdo geométrica em relacdo
a uma esfera. A inversdo esférica ndo s6 € um tépico de grande interesse por si so,
mas também serve como a base conceitual e analitica para a generalizacdo que sera
explorada no préximo capitulo. Aqui, revisaremos suas definicoes, suas propriedades

essenciais e apresentaremos as formulacoes geométricas e algébricas que a descrevem.

2.1 DEFINICAO DE INVERSAO ESFERICA

A inversao esférica é uma transformacdo geométrica que reflete pontos do espago

(exceto um ponto central) com base em uma esfera de referéncia.

Definicao 2.1. Sejam O um ponto fixo no espaco, denominado centro de inversio, e
R um ntmero real positivo, denominado raio de inversdo. A inversao esférica Z em
relacdo a esfera ¥ de centro O e raio R € a transformacao que associa a cada ponto
P # O um ponto P’ tal que:

1. P’ estd na semirreta (ﬁ

2. A distincia de O a P’ é inversamente proporcional a distidncia de O a P, ou seja,
|OP|-|OP’|= R2.

O ponto P’ é chamado de simétrico (ou inverso) de P pela inversao esférica. [4].
p p
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Observacdo 2.1.1. Uma consequéncia imediata da Definicdo 2.1 é que se P estiver
no interior da esfera de inversdo (|OP|< R), entdo P’ estard no exterior (|OP’|> R).
Analogamente, se P estiver no exterior, P’ estard no interior. Se P estiver sobre a superficie

da esfera de inversdo (|JOP|= R), entdo P’ coincidird com P.

Observacao 2.1.2. Outra consequéncia é que a inversdo esférica é uma involugdo, isto
é, Z(Z(P) = P, para todo ponto P # O. Segue disto que a inversdo Z é uma aplicagdo

sobrejetora.

2.2 PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DA INVERSAO ESFERICA

A inversdo esférica, embora nao seja uma isometria (pois ndo preserva distancias),

possui propriedades geométricas notdveis que a tornam uma ferramenta poderosa.

2.2.1 Transformagdo de Pontos

* O centro de inversdo O ndo tem imagem definida.
* Pontos na esfera de inversdo sio fixos.

* Um ponto P e sua imagem P’ estdo alinhados com o centro O.

2.2.2 Transformagdo de Retas e Planos

As transformacdes de retas e planos sdo particularmente interessantes, como vemos

nos dois resultados a seguir.

Teorema 2.2. [Inversdo esférica de uma reta] A inversdo esférica de uma reta que ndo
passa pelo centro de inversdo é um circulo que passa pelo centro de inversdo. Reciproca-
mente, a inversdo de um circulo que passa pelo centro de inversdo é uma reta que ndo

passa pelo centro.

Teorema 2.3 (Inversdo esférica de um plano). A inversdo esférica de um plano que ndo
passa pelo centro de inversdo é uma esfera que passa pelo centro de inversdo. Reciproca-
mente, a inversdo esférica de uma esfera que passa pelo centro de inversdo (e ndo pela

origem) é um plano que ndo passa pelo centro.



2.3 FORMULACOES ALGEBRICAS DA INVERSAO ESFERICA

Observacao 2.2.1. Sdo invariantes pela inversdo esférica retas e planos que passam pelo

centro de inversdo.

2.2.3  Preservagdo de Angulos (Propriedade Conforme)

A inversdo esferica é uma transformacao conforme, isto €, sdo iguais as medidas dos
angulos formados por dois objetos (duas retas, dois planos, uma reta e um plano) e
pelas suas imagens pela reflexdo esférica. Lembrando que a medida do angulo entre
duas curvas que se cruzam num ponto T é a medida do angulo entre as tangentes as

curvas em T, temos a seguinte formulacdo mais geral para a conformidade da inversao.

Teorema 2.4. A Inversdo esférica preserva o dngulo entre curvas que se interceptam.

2.3 FORMULACOES ALGEBRICAS DA INVERSAO ESFERICA

Uma maneira mais pratica de provar os resultados anteriores é obter uma formulacéo

algébrica para a inversdo esférica.

Proposicio 2.5. Dado um sistema de coordenadas cartesianas para o espaco R3, com
origem (0,0, 0), sejam R um niimero real positivo qualquer e I a inversdo em relagdo a
esfera de centro O = (0,0,0) e raio R. Um ponto P = (x,y,z) # O é mapeado para um

ponto P’ = (x',y',2') sob a inversdo Z de acordo com as seguintes equagées

onde d? = x> + y? + z% é 0 quadrado da distdncia de P ao centro de inversdo O.

Demonstracdo. De acordo com a Definicdo 2.1, tem-se que P’ estd na semirreta (ﬁ’
e |OP|-|OP'|= R?. Na forma paramétrica, a semirreta O? ¢ o conjunto dos pontos
{(X,Y,2)} tais que (X, Y, Z) = t.(x,y,z), com t > 0. Dali,

(', y,Z) = (tx, ty, tz),
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para algum t > 0. Deste modo,
2+ )+ () = 2. +y? + 2.

Da condicéo |OP|-|OP’|= R?, obtemos que

\/x2+y2+22.t.\/x2+y2+22 = R?,

de modo que
RZ
t= ———.
X2+ Y2+ 22

2 2 2
Portanto, P’ = (x,y/,2) = ( R'x Ry Rz > _

x2+y?+22 a2+ y? + 22 a2+ Y2 + 22

Sendo d a distincia de P ao ponto O, temos que d? = x> + y? + z2.

O

Observacao 2.3.1. Em geral, sendo O = (xo,Y0,20) # (0,0,0) o centro da inversdo, a
expressdo algébrica para a inversdo Z de um ponto P # O de coordenadas P = (x,y,z) em

relagdo a esfera de centro O e raio R > 0 pode ser obtida com as seguintes transformagdes:

* translagdo da origem (0,0, 0) para O = (xo, Yo, z0). Neste novo sistema de coordena-

das, o ponto P = (x,y,z) tem coordenadas (x — xo,y — Yo,z — Zo);
* inversdo aplicada ao ponto (x — xo,y — Yo,z — Zo), obtendo
RZ
(x — x0)% + (¥ — Y0) + (z — 20)?

(x —x0,¥ — Y0,2 — 20) -

* translagdo de volta ao sistema original, obtendo
R2
(x — x0)? + (¥ — y0)? + (z — 2p)?

(x —x0,Y — Y0,z — z0) + (X0, Yo, Z0)
Com isto, fica provada a seguinte

Proposicio 2.6. Dado um sistema de coordenadas cartesianas para o espaco R3, com
origem (0,0, 0), sejam R um niimero real positivo qualquer e Z a inversdo em relagcdo a
esfera de centro O = (xo, Yo, zo) # (0,0,0) e raio R. A imagem de um ponto P = (x,y,z) #
O pela inversdo I é o ponto P' = (x',y’,2') dado por

R2
X —x0)* + (¥ — yo)* + (z — 20)

Pl = (x//]//; Z/) = (xOI Yo, ZO) + ( (x —X0,Y —Yo0,2 — ZO)

Este capitulo forneceu uma base para a compreensao da inversao esférica, que sera

expandida e generalizada no préximo capitulo para o estudo da inverséo no elipsoide.



A INVERSAO NO ELIPSOIDE:
GENERALIZANDO A INVERSAO ESFERICA

Este capitulo explora a extensdo do conceito de inversdo geométrica para o elipsoide,
uma superficie quadrica com propriedades distintas da esfera. Nosso objetivo € apre-
sentar e analisar a definicdo de inversdo no elipsoide, conforme proposto no artigo
de Ramirez e Rubiano [9], e desenvolver as demonstracdes geométricas e algébricas
de suas propriedades. Esta generalizacdo nao s6 aprofunda nossa compreensao das
transformacoes geométricas, mas também abre portas para novas perspectivas em

aplicacdes e visualizacdo.

3.1 CONCEITOS PRELIMINARES SOBRE ELIPSOIDES

Para compreender a inversdo no elipsoide, é fundamental revisar sua definicdo
e propriedades basicas. Um elipsoide é uma superficie quadrica descrita por uma
equacdo quadratica no espaco tridimensional. No contexto deste trabalho, focaremos

em elipsoides centradas na origem do sistema de coordenadas cartesianas.

A equago candnica de um elipsoide centrado na origem (0, 0, 0) e com eixos alinhados

com os eixos coordenados é dada por:

2 P 2

- + ) + - =1

a?  b> ¢
onde 4, b, e c sdo as medidas dos semieixos ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente.
O elipsoide pode ser pensado como uma generalizacdo de uma efera de raio R, tomando-
se a = b =c = R. O fato de existir um "raio" para cada eixo coordenado introduz uma

anisotropia crucial para a definicdo de inversdo.
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Além dos semieixos, é importante considerar a no¢do de polo e plano polar em
relacdo a uma quadrica. Dado um ponto P = (xp, Yo, z0) (0 polo) e um elipsoide £ de
equacdo F(x,y,z) = 0, o plano polar de P em relacdo a £ € o plano cuja equacéo ¢ obtida
pela forma bilinearizada (processo de linearizacdo local de uma estrutura geométrica
ndo-linear, onde uma forma bilinear é usada para aproximar o comportamento da
estrutura nas proximidades de um ponto) da equacdo do elipsoide. Para o elipsoide
;‘—i + Z—i + i—i =1, a equacéo do plano polar de P = (xy, yo, o) é:

XX Yy 2% _4
a2 b2 2
Este conceito é fundamental para muitas generalizacoes da inversdo, incluindo a que
serd abordada, pois estabelece uma correspondéncia entre pontos e planos no espaco

em relacdo a superficie [2].

3.2 ANALISE E ADAPTAGCAO DO ARTIGO DE REFERENCIA

O artigo "A generalization of the spherical inversion"de Ramirez e Rubiano propde
uma metodologia inovadora para estender o conceito de inversdo geométrica da esfera
para o elipsoide. Diferentemente da abordagem classica, que se baseia na simetria
radial da esfera e em uma constante de inversio, a generalizacdo para o elipsoide
exige uma reformulacdo que leve em conta a assimetria intrinseca dessa superficie. Os
autores introduzem a ideia de uma inversao elipsoidal que se alinha com o conceito de
reciprocidade polar (transformacdo geométrica que estabelece uma relacdo reciproca
Unica entre pontos e linhas (ou, em 3D, pontos e planos) em relacdo a uma figura
de referéncia, como uma conica como circulo, elipse ou uma esfera) em relacdo ao
elipsoide. Esta abordagem generaliza a inversdo esférica tradicional (que pode ser vista
como um caso especial de reciprocidade polar onde o polo é a origem e o plano polar é

o plano no infinito que definimos como o préprio plano, estendendo-se infinitamente).

A esséncia da proposta é que, para cada ponto P no espago, seu ponto inverso P’
em relacdo ao elipsoide £ é a interseccdo da linha que conecta o centro do elipsoide
a P com o plano polar de P em relacdo a £, apds uma escala ou ajuste que garante a
caracteristica de "inversao". Mais especificamente, a transformacéo € definida de tal
forma que se P esta no exterior do elipsoide, P’ estard no interior, e vice-versa, com os

pontos na superficie do elipsoide permanecendo fixos.



3.2 ANALISE E ADAPTAGAO DO ARTIGO DE REFERENCIA

3.2.1 Defini¢do Formal da Inversdo no Elipsoide

Seja & o elipsoide centrado na origem de R® com semieixos de medidas a, b, c, cuja

-, 2 2 2 . , .. . ~ ~
equacéo € dada por ; + % + % = 1. A seguir, sera definida a inversdo em relacio ao

elipsoide.

Definicdo 3.1. A inversdo Zg em relacdo ao elipsoide £ de um ponto P = (x,y,z) #

(0,0,0)) é um ponto P’ = (x/,y, Z’) tal que

/

X

X = 2. P, 2 (3.1)
az "t pr 2

r_ Yy

Yy = 2. 7.2 (3.2)
a2 ' p? 2

z

! _

Z=o—0 (3.3)
Ztpta

A origem (0, 0,0) é chamada de centro da inversdo Zg.

A 16gica por trds desta definicfio reside em generalizar o fator R?/(x? + 4> +z2) da
inversdo esférica. Para o elipsoide, o "raio"efetivo de inversdo varia com a direcdo. O
termo no denominador, Q(P) = ;‘—i + Z—i + i—i, pode ser interpretado como uma "distancia
quadrética normalizada"do ponto P ao elipsoide. No caso de P estar na superficie do
elipsoide, Q(P) = 1, entdo P’ = P, ou seja, o elipsoide é uma superficie de pontos fixos

sob essa inversdo.

O ponto (0,0,0) (origem) ndo tem imagem definida sob esta transformacdo, sendo

mapeado para o "ponto no infinito".

3.2.2 Propriedades da Inversdo no Elipsoide

A inversdo elipsoidal, definida conforme acima, exibe propriedades que sdo generali-

zacgOes das caracteristicas da inversao esférica:

1. Alinhamento: Um ponto P, seu inverso P/, e o centro do elipsoide (origem) séo
colineares. Isso é evidente pelas equacgdes, onde (x/, 1/, z') é um multiplo escalar
de (x,v, z).

11
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2. Invariancia do Elipsoide: O elipsoide £ é uma superficie de pontos fixos sob a

inversdo, conforme observado na definicéo.

3. Transformacdo de Retas: Uma reta que passa pela origem é mapeada para si
mesma (pontos sobre a reta sdo invertidos ao longo da prépria reta). Uma reta
que ndo passa pela origem ¢é transformada em uma curva de segunda ordem, ou
mais precisamente, em uma elipse ou hipérbole no plano, dependendo de sua

posicdo em relacdo ao elipsoide.

4. Transformacédo de Planos: Um plano que passa pela origem é mapeado para si
mesmo. Um plano que ndo passa pela origem ¢é transformado em um elipsoide

(ou uma superficie elipsoidal, possivelmente degenerada) que passa pela origem.

3.3 PROPRIEDADES GEOMETRICAS DA INVERSAO NO ELIPSOIDE

As demonstracoes geométricas para a inversdo no elipsoide sdo visualmente mais
complexas do que para a esfera, devido a assimetria do elipsoide. No entanto, é possivel

ilustrar as propriedades por meio de projecoes e se¢des especificas.

Figura 3.1: Ilustracfo esquemdtica da inversio de um ponto P para um ponto P’ em relacéo a
um elipsdide centrado na origem. O ponto P’ é obtido pela interse¢io da semirreta OP com o
plano polar de P em relacdo a uma esfera auxiliar e posterior escalonamento, ou diretamente

pela férmula.

O resultado seguinte é uma alternativa geométrica a Definicdo 3.1.

Teorema 3.2 (Transformacio de Pontos). Para qualquer ponto P = (x,y,z) # (0,0, 0),

seu inverso P’ = (x',y,z') em relagdo ao elipsoide £ € tal que P, P’ e a origem O sdo



3.3 PROPRIEDADES GEOMETRICAS DA INVERSAO NO ELIPSOIDE

colineares e |OP|-|OP'|= |0Q|?, onde Q é o ponto de interseccdo da semirreta OP com o

elipsoide £.

Demonstragdo. A colinearidade é evidente das equacoes (3.1)-(3.3), uma vez que P’

¢ um multiplo escalar de P. Para a relagdo de distancia, tem-se |OP|?>= x? +y? + 22,

donde obtemo-se que

2+y*+z> |OPf?
2 = 2
(2+1/ + 2 ) Q(P)

|OPI|2= (x/)Z + (]//)2 + (Z/)Z —

b2

onde Q(P) = . Ou seja, |OP'|= bo(g Multiplicando esta igualdade por |OP|,
1OP = IOPI

obtemos |OP| |OP |— 50T

Por construcéo, Q = (Bx, By, Bz), para algum B > 0. Como o ponto Q pertence ao
elipsoide &, entdo

B2 . By |, (B2)?
2 e e ’
donde obtém-se que .
B= -
e que
Y z
Q= —

2 2 2 2
¢7+7+7 SrheE VERes

Deste modo,
joP|?
Q(P)

|OP|-|OP'|= =[0Q[*.

O

Uma propriedade andloga & propriedade |OP|-|OP’|= R? para a inverséo esférica é
dada a seguir.

Observacao 3.3.1. Uma propriedade chave da inversdo elipsoidal é que

Q(P)- Q(P') = 1.

QP = CF ¢ WP € RIOEP | R/QR  2/QY
_ 1 2 P22 1
= QU7 (if_ tEt (Z?) A Q(P )=o)

Consequentemente , tem-se que

13
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* Se P esta no interior do elipsoide, Q(P) < 1, entdo QP’ > 1, mapeando P para o

exterior.

* Se P esta no exterior do elipsoide, Q(P) > 1, entdo QP’ < 1, mapeando P para o

interior.

Proposicao 3.3 (Inversdo de um Plano). A inversdo de um plano Il que ndo passa pela

origem € um elipsoide que passa pela origem.

Demonstragdo. Considere um plano IT dado pela equacdo Ax + By +Cz = D, onde

D # 0. Substituindo x,y,z pelas expressdes inversas x = x'/Q(P'), y = y'/Q(P’),
/)2

z=2'/Q(P'), onde Q(P') = &) + WS 4 CF

x' z/

y _
Ao TPary tCamy =P

"2 N2 2
Ax’+By’+Cz’:D((3;z) +%2) +(Zcz))

Rearranjando os termos, obtemos a equacdo de uma superficie quddrica que, com
uma analise mais profunda das constantes, revela-se ser um elipsoide (possivelmente
degenerada em alguns casos, como um ponto ou um elipsoide de revolucdo (superficie
tridimensional obtida pela rotacdo de uma elipse em torno de um de seus dois eixos
principais. £ um caso especial de elipsoide, no qual pelo menos dois de seus trés eixos
sdo iguais)). que sempre passa pela origem, pois x’ = iy’ = z’ = 0 satisfaz a equacéo.
Esta é uma generalizacdo do fato que planos invertem para esferas que passam pela

origem na inversdo esférica. O

3.4 DEMONSTRACOES ALGEBRICAS DA INVERSAO NO ELIPSOIDE

Esta secdo aprofunda as propriedades da inversdo no elipsoide através de demonstra-

¢Oes algébricas rigorosas, validando as relacoes observadas.

3.4.1 Transformagdo de Superficies de Segunda Ordem

Vamos explorar como a inversao no elipsoide transforma uma superficie quadrica

geral, Ax? + By? + Cz% + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz + ] = 0. Substituindo x,y, z
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)

Figura 3.2: Representacéo conceitual da inversdo de um plano para um elipsoide que passa pela
origem. Para simplificacdo visual, pode-se ilustrar a transformacdo de uma linha em uma elipse
em uma sec¢io plana.

pelas suas expressoes inversas x = x'/Q(P'), y = y'/Q(P’), z = 2’ /Q(P’), onde Q(P’) =
o2 W2 @
a? b2 2

A equacdo transformada sera:

x/ 2 y/ 2 Z/ 2 ~
A(Q(P/)> +B<Q(P/)> +C<Q(P/)> vot]=0

Multiplicando por Q(P’)%:

A+ By +CE)?+Dx'y +- -+ JQ(P')* =0

O termo JQ(P')? introduzird termos de quarta ordem nas coordenadas x’,y/,z’ se | # 0.

Isso significa que a inversdo de uma quadrica ndo é, em geral, outra quadrica, mas sim
uma superficie de grau superior. Este resultado difere da inversdo esférica, onde esferas
sdo mapeadas para esferas (ou planos), revelando a complexidade e as peculiaridades

da inversdo elipsoidal.

Observacado 3.4.1. A andlise completa da transformagdo de quddricas pela inversdo
elipsoidal é complexa e pode envolver a classificagdo das superficies resultantes com base
nos coeficientes do elipsoide de inversdo e da superficie original. Para fins desta dissertagdo,
demonstra-se a natureza da transformagdo e a complexidade aumentada em relagdo ao

caso esférico.

Este capitulo explorou a fundo a teoria da inversdo no elipsoide, suas definicoes,
propriedades e as demonstracoes que a fundamentam. No préximo capitulo, voltaremos

nossa atencdo para a aplicabilidade desses conceitos no contexto do ensino médio.
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APLICACOES NO ENSINO MEDIO

Este capitulo explora como os conceitos de inversdo geométrica, abordados nos
capitulos anteriores, podem ser transpostos e aplicados no contexto do ensino médio. O
objetivo ndo é aprofundar nas complexidades algébricas da inversdo no elipsoide, mas
sim utilizar as ideias subjacentes a inversdo (seja ela plana, esférica ou a generalizacdo
elipsoidal em um nivel mais conceitual) como ferramentas para desenvolver o raciocinio
espacial, a capacidade de visualizacdo e a compreensdo das transformacoes geométricas,

conectando-as com o curriculo vigente [3].

4.1 CONEXOES COM O CURRICULO DO ENSINO MEDIO

A inversdo geométrica, em suas diversas formas, pode ser integrada a varios topicos
do curriculo do ensino médio, enriquecendo a abordagem de conceitos ja existentes e

introduzindo novas perspectivas [1]:.

* Geometria Plana: A inversdo em relacdo a um circulo é um ponto de partida
natural. Ela pode ser usada para resolver problemas de construcdo com régua
e compasso, explorar a transformacao de retas e circulos (incluindo casos espe-
ciais de colinearidade e tangéncia), e aprofundar o conceito de semelhanca de

tridangulos e proporcionalidade.

* Geometria Espacial: A inversdo esférica é uma extensdo direta da inversado plana.
Ela permite visualizar transformacdes em trés dimensdes, como a inversdo de pla-
nos em esferas e vice-versa, e reforca a compreensdo de coordenadas cartesianas

no espaco.

17
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* Funcoes e TransformacOes: A inversdo é um exemplo de transformacio nio-
linear. Sua discussdo pode ser ligada ao estudo de funcoes, suas propriedades
(como injetividade e sobrejetividade), e como diferentes transformacdes afetam o

dominio e a imagem.

* Conceitos de Limite e Infinito: A inversdo mapeia o centro de inversido para o
"infinito" e pontos "no infinito" para o centro. Essa caracteristica oferece uma
excelente oportunidade para discutir intuitivamente o conceito de limite e a ideia

de ponto no infinito em um contexto geométrico.

* Aplicacdes Reais: A inversdo e conceitos relacionados aparecem em diversas
areas, como em lentes e espelhos (6tica), projecdes cartograficas (como a pro-
jecdo estereografica, que é uma inversao esférica), e até em design grafico e

computacio.

A introducdo de conceitos como a inversdo no elipsoide, mesmo que de forma
qualitativa, pode instigar a curiosidade dos alunos sobre a generalizacdo matematica e

a beleza da geometria além das formas euclidianas basicas.

4.2 ATIVIDADES DIDATICAS PROPOSTAS

As atividades a seguir sdo propostas para serem desenvolvidas em sala de aula, utili-
zando uma abordagem visual e investigativa, com o auxilio de softwares de geometria

dindmica para facilitar a compreenséo de conceitos tridimensionais.

4.2.1 Atividade 1: Inversdo no Plano - Construgébes e Propriedades Fundamentais

Objetivos:

* Construir o inverso de um ponto, reta e circulo em relacdo a um circulo de

inversdo no plano.

* Investigar as propriedades de transformacao de figuras e a preservacdo de angulos.

Materiais:

Régua, compasso, papel, ou software como GeoGebra (versdo 2D).
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Procedimento:

1. Definir um circulo de inversio C (centro O, raio R).

2. Dada uma reta r que ndo passa por O: Construir o inverso r’ de r. Orientar os

alunos a perceber que r é um circulo que passa por O.

3. Dado um circulo ¢ que nédo passa por O: Construir o inverso ¢’ de c. Observar que

¢ é outro circulo.

4. Discutir a preservacdo de angulos: Desenhar duas retas (ou circulos) que se inter-

ceptam e seus inversos. Medir os dngulos entre eles para verificar a conformidade.

ElYC)

Figura 4.1: Exemplo de inversdo de uma reta e um circulo no plano utilizando GeoGebra.

4.2.2 Atividade 2: Inversdo Esférica - Visualizagdo em 3D

Objetivos:

* Visualizar a inversdo de pontos, retas e planos em relacdo a uma esfera no espaco.

* Compreender como a inversdo afeta a forma e a orientacdo de objetos em 3D.

Materiais:

Software de geometria dindmica 3D (ex: GeoGebra 3D).

Procedimento:

1. Configurar uma esfera de inversdo com centro na origem.
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2. Inserir pontos em diferentes posi¢des (dentro, fora, na superficie da esfera) e

observar seus inversos e verificar se seus inversos estdo no mesmo plano

3. Desenhar uma reta que ndo passa pela origem e aplicar a inversdo. Observar que

a imagem € um circulo que passa pela origem.

4. Desenhar um plano que néo passa pela origem e aplicar a inversdo. Observar que

a imagem € uma esfera que passa pela origem.

5. Discutir a ideia de "ponto no infinito" ao aproximar o centro de inversao.

Figura 4.2: Visualizacio da inversdo esférica de um plano.
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4.2.3 Atividade 3: A Inversdo no Elipsoide - Uma Abordagem Conceitual

Objetivos:

* Introduzir a ideia de generalizacdo de uma transformacao para superficies mais

complexas.

* Discutir qualitativamente as implicacoes da assimetria na inversao.

Materiais:

Imagens do elipsoide, softwares de visualizacdo 3D, discussdo em sala de aula.

Procedimento:

1. Relembrar a inversdo esférica e a simetria da esfera.
2. Apresentar o elipsoide e sua equacdo, destacando a diferenca dos semieixos.

3. Discutir: "Se a inversdo esférica mapeia esferas em esferas (ou planos), o que
esperariamos de uma inversdo em relacdo a um elipsoide?" Levantar hipoteses

sobre a forma das figuras inversas.

4. Embora a inversdo seja complexa, pode-se usar o GeoGebra 3D para ilustrar
uma inversdo mais "simples"em relacdo a uma superficie (mesmo que nio seja a
inversao exata do elipsoide definida no Capitulo 3), apenas para dar a ideia de

que a "forma" da superficie de inversao influencia a imagem.

5. Focar na ideia de que generalizacOes alteram e preservam propriedades. A
inversdo no elipsoide ainda é conforme, mas as imagens de figuras simples podem

ser mais complexas.

Esta atividade busca estimular o pensamento abstrato e a capacidade de fazer conjec-
turas sobre transformacdes em geometrias mais complexas, sem exigir a manipulacdo

algébrica aprofundada.



APLICAGOES NO ENSINO MEDIO

4.3 POTENCIAL PEDAGOGICO DA INVERSAO NO ENSINO MEDIO

A inclusdo da inversdo geométrica no ensino médio, mesmo em um nivel introdutério

e conceitual para o elipsoide, oferece um potencial pedagégico significativo [10]:

* Desenvolvimento do Raciocinio Espacial: A inversdo induz os alunos a pensar em
3D e a visualizar como objetos se transformam sob uma operacdo nédo-rigida. Isso

é crucial para o desenvolvimento da intuicdo geométrica.

* Conexdo Algebra-Geometria: As formulacgdes algébricas da inversdo, mesmo
que as mais simples, reforcam a conexdo intrinseca entre equacoes e formas
geométricas, mostrando como a algebra pode descrever e analisar transformacdes

espaciais.

* Estimulo a Curiosidade e Investigacdo: O carater "mdgico" da inverséo (e.g., retas
virando circulos) e a ideia de generalizacdo podem despertar o interesse dos
alunos pela matematica, incentivando-os a investigar e descobrir propriedades

por si mesmos.

* Preparacdo para Tépicos Mais Avancados: Embora a inversdo no elipsoide seja
avancada, a familiarizacdo com a ideia de generalizacéo e transformacdes com-
plexas prepara o terreno para futuros estudos em geometria diferencial, topologia

ou outras areas da matematica e da fisica.

* Formacdo Critica do Professor: Para o professor, a exploracdo desses topicos
desenvolve a capacidade de adaptar conteuidos complexos para diferentes niveis

de ensino, além de aprimorar seu préprio conhecimento matemadtico e didético.

A inversdo geométrica € uma ferramenta rica que pode revitalizar o ensino da
geometria, transformando-o de um conjunto de férmulas estdticas para um campo

dindmico e investigativo.



CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertacéio teve como objetivo principal investigar a teoria da inversdo no elip-
soide, explorando suas demonstra¢des geométricas e algébricas, e propor caminhos para
sua aplicacdo e contextualizacdo no ensino médio. Ao longo dos capitulos, revisitamos
a inversao esférica como um alicerce fundamental, mergulhamos na complexidade da
generalizagdo para o elipsoide com base no trabalho de Ramirez e Rubiano, e refletimos

sobre o potencial didatico desses conceitos para a educacéo basica [5].

5.1 CONCLUSAO

Os objetivos propostos na Introducio foram amplamente alcancados. Primeiramente,
as definicoes e propriedades da inversao esférica foram apresentadas, servindo como
uma so6lida fundamentac@o tedrica para o trabalho. Esta revisdo permitiu ndo apenas
um entendimento aprofundado da transformacéao cldssica, mas também destacou a

importéancia da simetria esférica que simplifica suas propriedades.

Em seguida, a andlise do artigo de Ramirez e Rubiano possibilitou a adaptacéo e
formalizacdo da definicfo de inversdo no elipsoide. Observou-se que a assimetria do
elipsoide exige uma formulacdo mais elaborada para a inversdo, que se manifesta em
equagbes mais complexas e em um comportamento diferenciado em relacdo a inversdo
esférica. Apesar da complexidade, a propriedade de conformidade foi mantida, o
que é um resultado significativo que preserva a estrutura angular local da transfor-
macao. As demonstra¢des geométricas e algébricas foram desenvolvidas para ilustrar
as propriedades-chave, como a colinearidade de pontos inversos e a transformacao
de planos em elipsoides que passam pela origem, reforcando a natureza tinica dessa

generalizacéo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Por fim, as aplicacoes diddticas no ensino médio foram minuciosamente exploradas.
Prop0s-se que a inversdao geométrica (comecando pela inversio plana e esférica) é
uma ferramenta valiosa para o desenvolvimento do raciocinio espacial e da capacidade
de visualizacdo dos alunos. A ideia de estender essa transformacao para o elipsoide,
mesmo que em um nivel mais conceitual para o ensino médio, foi discutida como
um meio de inspirar a curiosidade sobre generalizacdes matematicas e aprofundar a
conexao entre algebra e geometria, mostrando a dindmica da matemaética aplicada a

superficies complexas.

5.2 CONTRIBUIGCOES DA DISSERTAGAO

Esta dissertacdo oferece diversas contribui¢es relevantes para o campo da geometria
e para o ensino de matemdtica. Do ponto de vista tedrico, ela sistematiza e aprofunda
o estudo da inversdo no elipsoide, oferecendo uma andlise detalhada das definicoes
e propriedades presentes na literatura, com foco em demonstra¢des que elucidam a
natureza dessa transformacdo. Ao construir as demonstracdes geométricas e algébricas
de forma explicita, o trabalho serve como um recurso valioso para pesquisadores e

estudantes interessados em transformacoes geométricas avangadas.

No ambito pedagdgico, a principal contribui¢io reside na proposicdo de um arcabouco
para a introducdo da inversdo geométrica no ensino médio. As atividades diddticas
detalhadas buscam transcender a memorizacao de férmulas, incentivando uma abor-
dagem investigativa e visual que fortalece o raciocinio espacial e a compreensao de
conceitos abstratos. O trabalho destaca como a inversdo pode ser uma ponte entre a
geometria basica e ideias mais complexas, preparando os alunos para um pensamento

matemadtico mais sofisticado e para a apreciacio da beleza intrinseca da geometria.

5.3 LIMITACOES

Apesar das contribuicGes, este trabalho possui algumas limitacées. A complexidade
das equacdes e demonstracoes da inversdo no elipsoide restringiu a profundidade das
aplicacOes detalhadas para o ensino médio. Embora a abordagem conceitual seja vélida,
a plena exploracio das transformacdes elipsoidais em um contexto escolar exigiria
ferramentas computacionais avancadas e uma adaptacdo curricular significativa. A

pesquisa se baseou predominantemente em um unico artigo de referéncia para a



5.4 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

definicdo da inversdo no elipsoide, o que, embora proporcione foco, pode ndo abranger

todas as possiveis generalizacoes ou abordagens tedricas existentes.

5.4 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com base nas conclusoes e limitacdes deste trabalho, diversas direc6es para futuras

pesquisas podem ser consideradas:

1. Desenvolvimento de Materiais Didaticos: Criar materiais diddticos mais elabora-
dos, incluindo roteiros para oficinas e videos explicativos, que auxiliem professores

do ensino médio a introduzir a inversdo geométrica de forma pratica e cativante.

2. Estudo Experimental da Aplicacdo: Realizar um estudo piloto em escolas de
ensino médio para avaliar o impacto das atividades propostas no desenvolvimento

do raciocinio espacial e na motivagédo dos alunos.

3. Generalizac¢des para Outras Quadricas: Estender a andlise da inversdo para outras
superficies quadricas (como hiperboloides ou paraboloides), investigando suas

propriedades e potenciais aplicacoes.

4. Desenvolvimento de Softwares Interativos: Criar ferramentas de software especi-
ficas que permitam a visualizacdo interativa da inversao elipsoidal, facilitando o

estudo e a compreensdo tanto para académicos quanto para educadores.

5. Conexdes com outras Areas da Matematica Aplicada: Explorar mais a fundo as
aplicacOes da inversido em areas como a computacdo grafica, processamento de
imagens e fisica (e.g., eletrostdtica, teoria potencial) para desenvolver problemas

contextualizados para o ensino.

A inversdo geométrica, em sua elegancia e capacidade de generalizacdo, continua sendo

um campo rico para a pesquisa e um topico inspirador para o ensino da matematica.
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