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RESUMO

Os sistemas dinamicos discretos sao utilizados em andlises de comportamento e evolucao
dos fendmenos ao longo do tempo, a partir de uma regra deterministica. Estudos de populacoes,
circuitos eletronicos, sistemas econdmicos e processos biologicos, podem ser modelados como
sistemas dindmicos discretos.

Neste trabalho foram abordados conceitos relacionados ao funcionamento e o comporta-
mento dos sistemas dinamicos discretos. Através de ferramentas matematicas os conceitos
foram apresentados e, com exemplos verificamos a aplicabilidade desses conceitos. A motivacao
da escolha deste tema foi a facilidade em conectd-lo a outros componentes curriculares, como
biologia, fisica, economia, etc.

Além disso, foram elaborados planos de aula de acordo com as habilidades que constam
na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Na elaboracao destes planos, buscamos inserir
recursos tecnoldgicos para demonstrar teoria e pratica de maneira mais atrativa, a fim de gerar
uma aprendizagem significativa para os estudantes.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos; Mapa logistico; Planos de aula; Geogebra.



ABSTRACT

Discrete dynamical systems are used to analyze the behavior and evolution of phenomena
over time based on deterministic rules. Studies involving populations, electronic circuits, econo-
mic systems, and biological processes can be modeled as discrete dynamical systems.

This dissertation explores concepts related to the functioning and behavior of discrete dy-
namical systems. Using mathematical tools, the theoretical foundations are demonstrated, and
examples are provided to illustrate their applicability. The choice of this topic was motivated by
its potential to connect with other curricular components, such as biology, physics, economics,
and more.

Additionally, lesson plans were developed in alignment with the competencies outlined in
the Brazilian National Common Curricular Base (BNCC). These plans incorporate technological
resources to present theory and practice in a more engaging way, aiming to foster meaningful
learning experiences for students.

Keywords: Discrete dynamical systems; Logistic map; Lesson plans; GeoGebra.
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INTRODUCAO

O estudo dos sistemas dinamicos tem seus primeiros registros a partir do século XVI nas
obras de Johannes Kepler (1571 - 1628) e Isaac Newton (1643 - 1727), que formalizaram a meca-
nica cléssica e contribuiram para o desenvolvimento da modelagem matemadtica, modelando
fendmenos fisicos, que serviram de base para que Lagrange (1736 - 1813) e Hamilton (1805 -
1865) interpretassem, num contexto matematico, a teoria da Mecénica Cléssica.

No final do século XIX, Henri Poincaré (1854 - 1912) prop6s um estudo sobre o movimento
dos planetas, no qual ele questionava o que aconteceria se fosse acrescentado um corpo com
massa gravitacional a um sistema com dois corpos. Esse problema, que consiste em determinar
0 movimento de trés corpos com massa, considerando que eles interagem gravitacionalmente
entre si, conhecidas as suas posicoes e velocidades iniciais, ficou conhecido como o Problema
Restrito dos Trés Corpos. Poincaré é considerado um dos precursores da teoria dos sistemas
dinamicos e, a sua obra Les Méthodes Nouvelles de La Mecdnique Céleste, publicada entre 1892
e 1899, contribuiu significativamente para os avancos nos estudos da dinamica cadtica.

O primeiro livro na 4rea de sistemas dinamicos, Dynamical Systems, foi publicado em 1927 e
escrito pelo matematico americano George Birkhoff (1884-1944).

Nas décadas de 1960 e 1970 o estudo dos sistemas dinamicos teve énfase com o avanco do
desenvolvimento dos computadores. Em 1961, Edward Lorenz observou que seu computador
fazia calculos com seis casas decimais, mas apresentava resultados com apenas trés e, partindo
desse fato, descobriu que pequenas alteracoes nos ntimeros geravam resultados muito diferentes.
Essa sensibilidade as condicdes iniciais ficou conhecida posteriormente como Efeito Borboleta e
seus estudos contribuiram para o que, futuramente, seria conhecido como a teoria do Caos.

Com o desenvolvimento dos computadores e o avanco acelerado da tecnologia, o ensino da
matematica tem exigido cada vez mais criatividade e inovacao por parte dos professores. Em um
tempo onde a informacao estd disponivel a qualquer momento, é necessario que a metodologia
de ensino seja atrativa e desperte o interesse do estudante em aprender os componentes curricu-
lares a fim de assegurar o desenvolvimento das competéncias, “habilidades (praticas, cognitivas
e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do
pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.” (Brasil, 2018)

Neste trabalho sobre “Sistemas Dinamicos”, discutiremos algumas possibilidades de aborda-
gem do tema, focando no desenvolvimento das seguintes competéncias gerais propostas pela

Base Nacional Comum Curricular:

“Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a anélise critica, a imagina-
¢do e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses,
formular e resolver problemas e criar solucdes (inclusive tecnolégicas)
com base nos conhecimentos das diferentes areas.”

"Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Li-
bras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital -, bem como conheci-
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mentos das linguagens artistica, matemadtica e cientifica, para se expressar
e partilhar informacoes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes
contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo."

"Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacéao e co-
municac¢do de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
préticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informacgdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva." (Brasil, 2018)

A escolha do tema deve-se também a facilidade de interacdo com outros componentes
curriculares, o que possibilita ao estudante visualizar possiveis aplicacoes do que estd sendo
estudado em sala de aula. De modo semelhante, pretende-se contribuir para a desmistificacao
da dificuldade em aprender matematica, pois este componente curricular tem gerado receio e
preconceito por parte dos estudantes, que o consideram de dificil aprendizagem. De acordo com

Jo Boaler:

"Um dos mitos matemdticos mais prejudiciais, propagados nos lares e
salas de aula, é que a matemaética é um dom, que algumas pessoas sdo
naturalmente boas em matematica e outras ndo. Essa ideia é estranha-
mente acalentada no mundo ocidental, mas praticamente ausente em
paises orientais, como a China e o Japao, que sao lideres mundiais em
desempenho matematico." (Boaler, 2019)

Neste trabalho definiremos alguns conceitos como Sistemas Dinamicos Discretos, mapas e

suas representacoes, Orbitas, pontos fixos atratores, pontos fixos repulsores, dentre outros.



1 CONCEITOS PRELIMINARES

As conclusoes a respeito das propriedades dos sistemas dindmicos, que constam neste

trabalho, foram demonstradas através dos teoremas apresentados nesta secao.

1.1 Derivada de uma funcao

Definicao 1.1.1. Seja a fungdo f: I — R, com I c R, sendo I um intervalo aberto. Dizemos que f é

derivdvel em um ponto xy € I, se existe o limite definido por

lim fxo+h) —f(xo)'
h—0 h

Geometricamente, a derivada € o coeficiente angular da reta tangente a funcao em determi-
nado ponto. Ou seja, a derivada € a inclinagdo da reta tangente a curva da funcao f(x) no ponto

P = (xo, f (x0)) e pode ser denotada por f’(xp). Assim,

f(xo+h)— f(xo)

’ (1

! — l-
f'(x0) lim

Definicao 1.1.2. Seja a fungdo f: 1 — R, com I cR, sendo I um intervalo aberto. A reta tangente
ao grdfico de f no ponto P = (xy, f (x¢)) tem coeficiente angular igual a f'(xy). Dessa forma, a

equacdo da reta tangente ao grdfico da fungdo f no ponto P é dada por
y— f(x0) = f'(x0) (x = xp). 2)

1.2 Teorema do Valor Médio

Para demonstrarmos o Teorema do Valor Médio - TVM, utilizaremos o teorema de Rolle.

Teorema 1.2.1. (Teorema de Rolle) Seja | uma fungdo continua em |a, b, derivdvel em (a, b), com
f(a) = f(b). Entdo, existe c € (a, b) tal que f'(c) = 0.



fle)=0

Figura 1 — Representacdo grafica do Teorema de Rolle.

Teorema 1.2.2. (Teorema do Valor Médio) Seja f uma fungdo continua no intervalo I = [a, b],
derivdvel em (a, b), tal que f(a) # f(b). Entdo existe c € (a, b), tal que

_f)-f@
-l

f() 3)

Figura 2 — Representacao grafica do Teorema do Valor Médio.

Demonstracdo: Seja g uma func¢ao continua no intervalo I = [a, b], derivavel em (a, b), com
IcR,dadapor g(x)=(b—-a)f(x)-(x—a)(f(b) - f(a)) + f(a). Ouseja, g é areta que passa pelos
pontos (a, f(a)) e (b, f (b)) subtraida da funcao f.

Para x = b, temos

gb)=b-a)f(b)—(b-a)(f(b)- f(a)+ f(a)=(b-a)f(a)+ f(a)
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Para x = a, temos
gla=b-a)fla)—(a-a)(f(b)-f(a)+ f(a)=(b-a)f(a)+ f(a).

Note que g'(x) = (b—a) f'(x) — (f(b) — f(a)). Como g(a) = g(b), segue do Teorema de Rolle
que 3 c€ (a, b), tal que g'(c) = 0. Entao,

f(b)—f(a)..

0=g'@=Mb-af (=D -fla) = ()=

1.3 Teorema de Taylor

O Teorema de Taylor é utilizado para aproximar o valor de uma funcao em vizinhanca de
determinado ponto. Enquanto a derivada fornece o angulo de inclina¢do da reta tangente ao
grafico da funcdo em determinado ponto, o Teorema de Taylor fornece aproximacao de f numa

vizinhanca de a € I por func¢des polinomiais.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Taylor) Seja f: I — R uma fungédo n+1 vezes derivdvel em a € 1. Dado
b e I, supondo que f seja n+1 vezes derivdvel no intervalo aberto e continua no intervalo fechado

entre a e b, entdo existe c entre a e b tal que

_ i @ o M@ fO@ e O
fb) = fla)+f (a)(b—a)+ 5 (b—a)“+ 3l (b )+ +— - b—-a)"+ D! (b-a)" ™.
4)
O termo S
_f (c) _ htl
Ry ="y (- a

é o erro entre f(x) e o polindbmio de Taylor de grau n que melhora a precisdo dessa aproximacao.

Demonstracgdo: Suponha b > a (o caso b < a é anélogo). Seja a funcao g : [a, b] — R definida por

f"( ) f”(X)

gxX)=fh) - fx) = f()b-x)— ——(b—x)*—...— (b-x)"- (b—x)"1,

(n+1)!
em que M € R é escolhida de forma que g(a) =
Temos que g(x) é continua em [a, b] e derivavel em (a, b). Além disso, g(a) = 0 (pela escolha
de M) e, substituindo x = b em g, vemos que g(b) = 0. Portanto, podemos aplicar o Teorema de
Rolle e concluir que existe um c € (a, b) tal que g’'(c) =0

Mas a derivada de de g(x) é

f/// (x)
2

g ==f0-f"x)b-x-f(x)- (b—x)* = f"(x)(b—x)



o f(n+1) (x) _ f(l’l) (x)

_ fln+1)
(b—x)" (b—x)"* +A—/I(b—x)”:u(b—x)”
n! (n—-1)! n! !
Como g'(c) = 0 entdo M = f"*D(c). Substituindo x por a em g e lembrando que g(a) =0,
temos
_ / _ f”(a) 2 f(n)(a) B f(n+1)(c) _ h+l
fb)=f(a)+ f (a)(b a)+—2! (b—a) +...+—n! (b—a) +—(n+1)! b-—a)y" ",

que € a formula que queriamos demonstrar. B



2 SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema é um conjunto de elementos que, organizados e interligados, interagem entre
si de modo dependente para o funcionamento do todo. Os sistemas dindmicos modelam o
comportamento de determinados fen6menos e, preveem a evolu¢ao dos mesmos de acordo com
o tempo e com a regra deterministica.

A evolucdo de um sistema dinamico depende da variavel fempo, que pode ser discreta ou
continua. Em sistemas dindmicos continuos, apesar de a varidvel tempo ser continua, as equacoes
que formam esses sistemas podem ser estudadas numericamente, o que acaba gerando uma
discretizacdo do estudo. Neste trabalho, estudaremos os sistemas dinamicos discretos (cuja
variavel tempo € discreta). Sendo a variavel temporal, que comumente descreve os sistemas
dinamicos discretos, denotada por n, esta assume valores inteiros e x;,, determina o estado do

sistema neste instante.

2.1 Mapas e pontos fixos

Na maioria dos sistemas, o que se tem disponivel é o estado no instante atual e no ime-
diatamente anterior, sendo necessdario, nos casos unidimensionais que serao tratados neste
trabalho, descrevé-los como uma recorréncia de ordem k com k = 1, onde x; é um ntimero
real. No caso particular de recorréncias de primeira ordem, que descrevem sistemas dinamicos

unidimensionais, estas recebem o nome de mapa.

Definicao 2.1.1. "A funcgdo f: I — I, com I c R serd chamada de mapa. Seja x um ponto e seja f
um mapa, a orbita de x sobre f é o conjunto de pontos {x, f(x), f2 (%), } O primeiro valor de x da

orbita é chamado de valor inicial da 6rbita. Um ponto p é um ponto fixo do mapa se f(p) =p."

Dado o mapa, € possivel determinar x,, em func¢ao de x, para o instante n, iterando essa
funcdo n vezes. Ao iterar essa funcao, obtemos um novo valor denominado x;1, como se pode
perceber abaixo considerando xy como o estégio inicial:

X0

x1 = f(xo0),

X2 = flx) = f(f (x0) = f*(x0),
x3 = fx2) = f(f*(x0) = f*(x0),

xl’l = fn(xo))

Xn+1 = fn+l(x0)-
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Dessa maneira, f” corresponde a funcao iterada n vezes e, quando iteramos um ponto fixo p,
o valor ndo se altera sendo f(p) = p.

Para melhor compreensao, abordaremos um exemplo simples a seguir.

Exemplo 2.1.1: Seja 4000 a populacao inicial de uma coldnia de bactérias que duplica a cada dia.
O mapa que descreve esse crescimento é definido por f(x) = 2x, de modo que x,+1 = f(x,) =2x,
onde n representa a quantidade de dias que passaram e x; o instante inicial.

Xo = 4000

X1 =2.x9 = 2.4000 = 8000

Xp = 2.x1 = 2.8000 = 16000

X3 = 2.x2 = 2.16000 = 32000

Xn+1 =2.Xp

Neste caso, o tnico ponto fixo é p = 0. De fato, f(x) = x < 2x=x < x=0. Além disso, a
Orbita de xy = 4000 é dada por {4.000,8.000, 16.000, ...} .

2.2 Pontos fixos atratores e pontos fixos repulsores

Como vimos na Definicao 2.1.1, dado um ponto fixo p, ou seja, um ponto que satisfaz
f(p) = p, quando aplicamos o mapa iterativamente sobre p, o valor dele ndo se altera, sendo
a sua Obita formada apenas por p. Porém, se aplicarmos o mapa iterativamente sobre pontos
préximos ao ponto fixo, situacoes diferentes podem ocorrer: dentre elas, os iterados podem ser
atraidos pelo ponto fixo, ou seja, a 6rbita desse ponto se aproximard do valor de p, ou ainda a

Orbita desse ponto poderad se afastar cada vez mais de p.

Definicao 2.2.1. De acordo com Alligood, Sauer e Yorke (1996): "Seja f um Mapa em R e seja p
um numero real tal que f(p) = p. Se todos os pontos suficientemente proximos de p sao atraidos
por p, entdo p é chamado de Ponto Fixo Atrator. Mais precisamente, se existe ume > 0 para o
qual qualquer x na vizinhanca épsilon N, (p), satisfazlimy_ f*(x) = p, entdo p é um atrator. Se
todos os pontos suficientemente proximos de p sao repelidos por p, entdo p é chamado Ponto Fixo
Repulsor. Mais precisamente, se existe uma vizinhanga N (p) tal que cada x em N (p), exceto o

proprio p, repele os pontos para fora de N, (p), entdo p é um repulsor.”

Definicao 2.2.2. Um ponto fixo p é estdvel se, dado e > 0, existe 0 <6 <€ tal que|xy—pl<d =

| f"(x0) — p| < € para todo n > 0. Se p ndo é estdvel, entdo ele é denominado instdvel.

11



De acordo com a Definicdo 2.2.1, é necessdrio estudar vizinhancas de pontos fixos para
classifica-los como atratores ou repulsores. No entanto, o teorema a seguir garante que, para

alguns tipos de mapas, o comportamento de f no ponto fixo é suficiente para defini-lo.

Teorema 2.2.1. Seja fum mapa em R, tal que a sua primeira derivada existe e é continua. Seja p
um Ponto Fixo de f.

1. Se|f'(p)| < 1, entdo p é um atrator.

2. Se|f’(p)| > 1, entdo p é um repulsor.

Demonstracao: Seja f : I — I uma func¢@do continua e derivavel, com I e R e p € I ponto fixo de f,
satisfazendo | f'(p)| < 1. Existe € > 0, tal que paratodo x € (p—¢€,p +¢€) tem-se |f'(x)|<a< 1.

Segue do TVM (Teorema do Valor Médio) que existe c € (p — ¢, p +€) satisfazendo

f-fp=rf©.x-p).

Dai,

If(x)=pl=If")l.lx—pl <alx—pl. (5)
Queremos mostrar que Ifk(x) -pl< ak|x - p| vale para todo k € N.

Segue de (5) que a desigualdade é verdadeira para k = 1.
Suponha verdadeira para k € N.

Para k+ 1, temos

I @ = pl = 1f (5 ) - pl< al f*(x) - pl < a.a¥|x - pl = a** M x - pl.
Como 0 < a <1, temos que:
lim | /£(0) - pl =0,
portanto, quanto mais vezes iterarmos a funcao, mais os pontos da 6rbita se aproximarao de p.
Assim, podemos concluir que p é, por definicao, um ponto fixo atrator.
Analogamente, seja f : I — I uma funcdo continua e derivavel, com I e R e p € I ponto fixo de

f, satisfazendo | f'(p)| > 1. Existe € > 0, tal que para todo x€ (p —¢, p+¢€) tem-se 1 <a < |f'(x)].

Segue do TVM (Teorema do Valor Médio) que existe c € (p — ¢, p +€) satisfazendo

f-fp=rf©.x—p).

Dai,
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If (x) = pl=1f"(c)|.l1x — p| > alx— pl. (6)

Segue de (6) que se x, f(x), ...,fk(x) € (p—e€,p+e), entdo Ifk(x) -pl> ak|x - pl. Porventura,
se 3 ko tal que f*(x) ¢ (p —¢, p +¢€), de maneira que os iterados saem da vizinhanca, entio, neste

caso, p € ponto fixo repulsor. B

Definicdo 2.2.3. Seja f:1— I um mapacomIeR ex € I tal que f(x) # x e f"*(x) = x para algum
neN, tal que n = 1. Dizemos que x é um ponto periddico de f. O menor inteiro positivo n tal que
f"(x) = x é chamado de periodo de x. Denotamos por Per ,(f) o conjunto dos pontos periodicos

de periodo n def, isto é,
Pern(f) = {xe [ fi0#xVi=1,.,n—lef"(x) = x}.

Note que, se x é um ponto n-periédico de f, entdo x é ponto fixode g= f" = fofo..of,
sendo g a composta de fn vezes.

Desta forma, se |g'(x)| # 1 podemos aplicar o Teorema 2.2.1 de maneira a estudar a estabili-
dade do ponto fixo x de g, que fornecerd informacdes sobre a estabilidade da 6rbita periddica de
f. Observe ainda que, se x; = f(x), X2 = f2(x),...x, = f"(x), tem-se g'(x;) = g'(x;), para qualquer

i#].

Exemplo 2.2.1: Seja f : R — R uma funcao definida por f(x) = —x. Note que, neste caso, o inico
ponto fixo é a origem, mas, todos os outros pontos sao periédicos de periodo 2, ja que se x # 0,

tem-se f(x) = —x# xe f2(x) = x.

Exemplo 2.2.2: Seja f: I — I um mapa com I € R, g a fun¢do composta definida por: g = f2 =

fof,sendo x; e x, pontos periddicos de periodo 2 de f e, x; #x2. Temos que:
gx1) = f(f(x1) = fx2) =x1

g(x2) = f(f(x2) = f(x1) =x2

Note que os pontos periodicos de f estdao diretamente relacionados aos pontos fixos da
funcdo g, especificamente em relacdo aos periodos desses pontos, visto que f2(x) =xe g = f2.

Ao derivarmos a func¢do g temos que:
g'(x1) = fI(f(x).f'(x1) = fl(x2).f (x1)
g'(x2) = f1(f(x2).f"(x2) = f(x1).f' (x2)

E entdo podemos verificar que g'(x1) = g'(x2).
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2.3 Representacao grafica de orbitas

Para representar a 6rbita dos pontos de mapas unidimensionais, utilizaremos o Diagrama
Cobweb (teia de aranha), que consiste em tragcar no mesmo plano o gréfico da fun¢do identidade
h(x) = x e o grafico da funcao f. Esse diagrama é nomeado dessa forma, devido a semelhanca
com a maneira que as aranhas constréem as suas teias, mas também é conhecido como Diagrama
da Escada. Para ilustrar essa construcdo considere o mapa f(x) = ax+ b, talque0<a<1leb>0.

O primeiro passo para a constru¢do do Diagrama Cobweb é tracar os graficos de h(x) = x e de

f(x) = ax+ b, no mesmo plano, conforme a Figura 3.

Figura 3 — Primeiro passo para a construcao do Diagrama Cobweb. O grafico da funcao f(x) =
ax + b estd em vermelho, e o grafico da funcao identidade h(x) = x estd em azul.

O segundo passo é marcar o ponto A = (xp,0) e seguir na linha vertical até chegar em f,

determinando o ponto B = (xp, x1), conforme mostra a Figura 4.
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A

Figura 4 — Segundo passo para a constru¢ao do Diagrama Cobweb.

No terceiro passo, partiremos do ponto B = (xy, x;) na horizontal até encontrar o grafico da

funcdo identidade, determinando o ponto C = (x1, x;), conforme a Figura 5.

A

Figura 5 — Terceiro passo para a construcao do Diagrama Cobweb.

No quarto passo, partindo do ponto C = (x1, x;), seguiremos na vertical até encontrar o grafico

de f, determinando o ponto D = (x3, X»), conforme a Figura 6.
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A

Figura 6 — Quarto passo para a construcao do Diagrama Cobweb. Repeticdo do passo 2.

Dai em diante basta repetir o segundo e o terceiro passos reiteradamente, chegando por fim,

a uma figura semelhante a apresentada na Figura 7.

A

Figura 7 — Representacdo grafica do Diagrama Cobweb de uma funcao afim.
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3 MAPA UNIDIMENSIONAL DE 1° GRAU

Nesta secdo, analisaremos os elementos do mapa unidimensional de 1° grau, que é represen-

tado algebricamente por x,4+; = ax, +b,comae beR.

3.1 Pontos fixos do mapa unidimensional de 1° grau

Pontos fixos, de acordo a Definicdo 2.1.1, sdo aqueles que satisfazem f(p) = p. Nos casos
de mapas unidimensionais de primeiro grau, encontrar os pontos fixos de f é equivalente a
encontrar p satisfazendo f(p) =ap+b=p,sendoae b eR.

Assim, para a # 1, temos que:

p=ap+b << p—-ap=b < p(l-a)=b < p= (7)

l1-a
Por outro lado, para a = 1, temos:

p=p+b 8)

Portando, quando a = 1 hé pontos fixos apenas quando b = 0 e, nesse caso, todo ponto é fixo.
De fato, neste caso particular, f(x) = ax+ b = x.

Em resumo, f(x) = ax+ b admite:
e Unico ponto fixo quando a # 1 dado por p = %;
e Nenhum ponto fixo quando a=1e b # 0;

* Infinitos pontos fixos quando a =1 e b = 0 (Neste caso, todo ponto € fixo).

3.2 Termo geral e evolucao da érbita do mapa unidimensional de 1°

grau

Considerando o mapa f:R — R, f(x) = ax+ b que possui ponto fixo p = % e tomando

Xo € R, queremos mostrar que o termo geral da érbita é dado por x,,11 = a”"! (xo + %) + %,

paraa# 1:

x1 = f(x0) = axo+b
xzzf(xl):a(ax0+b)+b:a2x0+ab+b:a2x0+b(a+ 1)

X3 = f(x2) = a(a’xo+ab+b)+b=a’xy+a’b+ab+b=a’xy+b(a*+a+1)
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Xp=f(xp-)=a@ xg+b@ ?+a"3+..+a+1))+b=a"xo+ba@" ' +a" % +..+a+1)
Xp+1 = f(Xp) = a(@"xo+b@ '+a" %2 +...+a+1))+b=a" ' xg+b@*+a" ' +a" *+...+a+1).

Note que o fator 1 + a + a’+..+a" ' +a" é asomados n+1 termos de uma Progressao
Geométrica, cujo termo inicial é 1 e a razdo é a. Considerando a # 1, temos que a soma dos

termos dessa Progressao Geométrica é dada por:

an+1 -1

Spe1=——m.
n+l1 a—1

. . _ - n+l_
Substituindo o fator 1 + a+ a® + ...+ a™~! + a” pela expressdo S, = &——1

——7 temos entao que:

b b
Xpe1=a"tt (xo + ) + .
a-1 1-a

No caso em que a = 1, a soma da Progressao Geométrica é dada apenas por n + 1.

Assim, o termo geral da 6rbita por x, é dado pela expressao:

a”+1(x0+%)+% se a#l,
Xp+1 = 9
Xo+(n+1b se a=1.

Observe que, no caso a # 1 temos que f'(x) = a e, portanto, | f'(p)| = |al # 1. Segue, portanto
do Teorema 2.1.1 que p € atrator se |a| < 1, e se |a|l > 1, p é repulsor.
Na verdade, utilizando a expressao (9), € possivel dizer mais a respeito das érbitas por pontos

Xp € R com xy # p.

Como x,, = a™**! (xo + %) + - temos que

1-a’
li = b = (10)
M0 Xn =T =Py
quando |a| < 1. Ou seja, p = % é um atrator global para a dindmica de f.

Uma andlise similar pode ser feita quando |a| > 1, para concluir que p = % é repulsor global.

Para ilustrar graficamente o caso em que a =1 e b > 0, utilizaremos como exemplo o mapa

Xn+1 = Xn + 1. Note que este caso representa uma progressao aritmética crescente.
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Figura 8 — Evolu¢do do mapa x,+; = x,+1,com xp =0,3 e n < 14.

Tn+1 (

3.5

25

15

0.5
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0

15 25 35
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mn

Figura 9 — Orbita de xq = 0,3 sobre x,41 = X, + 1 com n <5.

Para a=1e b <0, representaremos graficamente o mapa x,+; = X, — 1 nas Figuras 10 e 11.

Note que este caso representa

uma progressdo aritmética decrescente.
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Figura 10 — Evolucao do mapa x,+; = x,—1,com xo =0,3e 0 < n < 10.

Tp4+1 1

) 4 3 2 O I 1

-2

\/

Figura 11 — Orbita de xq = 0,3 sobre x,41 = x, — .

A Figura 12 exibe a evolu¢do do mapa x,+; = x5, concluindo os possiveis casos em que a = 1.

Note que este caso representa uma progressao aritmeética constante.
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Tn

Figura 12 — Evolugdo do mapa x,+1 = x,, com xp=0,5e0<n<12.

Tomando, a = —1, temos:

b b b b
Xn+1 :an+1 (x0+ﬁ)+m - (_1)n+1 (.X()-l-—z)-l-g (1D

Logo, nos casos em que 7 € par, temos n + 1 impar e,
Xn+1 = —x0+b. (12)
Analogamente, nos casos em que 7 for impar, teremos n +1 par, e,

Xn+1 = Xo (13)

Portanto, nos casos em que a = —1, a 6rbita oscilard entre dois valores, e sendo assim, nao

haverd limite para essa sequéncia, conforme as figuras abaixo.
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Figura 13 — Evolucdo do mapa x,+; = —x,+3,com xp=0,5e0<n<12.
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15

0.5 -

-1

Tn

Figura 14 — Orbita de xo = 0,5 sobre x,,1 = —x,, + 3.

Para os casos em que a > 1, se xy > ﬁ, temos:

. . b
lim x,11 = lim @ xp+ — |+ — =00
n—oo n—oo 1 1—-a

E, se xp < temos:

b
(1-a)’

22
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n+l1

lim x,,; = lim a
n—oo n—oo

b ) b
Xo+—— |+ =—00 (15)
a-1) 1-a

Assim, os termos da sequéncia crescem ou decrescem de acordo com o sinal de xg + ﬁ ese
b

= q_g 08 termos da sequéncia serdo constantes e determinados por x, = L

X0 a-a"

Para o caso em que x; > Tba’ tomaremos como exemplo a funcdo x,+; = 2x, + 1 conforme as

Figuras 15 e 16.

Ly 50
40
30
20

10

Figura 15 - Evolucdo do mapa x;,+1 =2x,+1,com xp =0e 0 < n < 10.

Tn+1

14

12

10

Figura 16 — Orbita de xo = 0 sobre x,,41 = 2x,, + 1.

23



Portanto, quando x, > %, essa funcdo tende ao infinito positivo.

Analogamente ao caso anterior, € possivel analisar o comportamento da érbita de um mapa

b

em que X < 1,

conforme as Figuras 15 e 16, onde tomaremos como exemplo a func¢ao x,.; =
2x,+ 1.

Figura 17 — Evolucao do mapa x,+; =2x,+1,com xp =-2e0<n < 10.

-4

-6

Figura 18 — Orbita de xg = —2 sobre x,,11 = 2x, + 1.
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Para o caso em que a < —1, o estudo do comportamento da 6rbita serd dividido em duas

situacoes: n par e n impar. Quando n € par, temos:

b b
Xn+1 = —lal™*! x0+_)+ . (16)
a—1 l1-a
Quando n é impar, temos:
b b
Xp41 = |a|n+1(x0+—)+ (17)
-1 1-a
Portanto, sempre que a < —1 e xp # % a orbita oscilard entre valores positivos e negativos,

conforme as Figuras 19 e 20.

Tn
10

-5 .

Figura 19 — Evolucado do mapa x,+; = -2x,+ 1, com xp =0,5e 0 < n < 10.
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Tn41

10

-2

Figura 20 — Orbita de xo = 0,5 sobre x,,1 = —2x, + 1.

Se |a| < 1, temos que 0 < |a| < 1. Portanto, é vilido que

lim a"*'=0
n—oo

e assim, o limite da sequéncia sera dado por:

b b b
lim a"! (xo + ) + = (18)
n—oo a—1 l1-a l1—-a

As Figuras 21 e 22 ilustram o comportamento da 6rbita de xy = 0,5 sobre o mapa x,.; =

0,5x, + 1, encerrando a andlise dos mapas unidimensionais de 1° grau.
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Figura 21 — Evolucao do mapa x,+; =0,5x, + 1, com xp = 0,5 e 0 < n < 30.
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Figura 22 — Orbita de xq = 0,5 sobre x,41 = 0,5x, + 1.
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4 MAPA LOGISTICO

Este capitulo é destinado a andlise particular do Mapa Logistico, expresso por x,+1 = rx,(1 —
Xn) e, comumente utilizado em estudos de crescimento populacional, o que permite facil contex-
tualizacdo em componentes curriculares da educacao basica. Os Mapas Logisticos também sdo
frequentemente utilizados na introducdo a teoria do caos, devido ao fato de que, apesar da sua
simplicidade, para certos valores do parametro r, as solucoes podem apresentar comportamen-

tos cadticos ou apresentar uma quantidade limitada de solucoes.

4.1 O modelos logistico de Verhulst

O modelo de Verhulst, conhecido também como Mapa Logistico, foi criado pelo matematico
e doutor em teoria dos nimeros Pierre Francois Verhulst (1804-1849). O desenvolvimento deste
modelo se deu a partir do modelo criado por T. R. Malthus, no qual para determinar o estagio
de uma populacdo era necessdrio apenas multiplicar a taxa de crescimento da populag¢ao pela
populagdo anterior. O modelo criado por Malthus € limitado ao caso em que |a| < 1, de maneira
que nos casos em que |a| > 1, o crescimento acontece de maneira exponencial, tornando-se
inaplicavel em determinado momento, e quando a < —1 nao é possivel aplicd-lo devido ao

resultado negativo. De acordo com Ruelle:

"Se uma quantidade cresce de tal modo que dobra ao cabo de certo tempo,
e depois dobra de novo depois do mesmo intervalo de tempo, e assim
por diante, dizemos que essa quantidade cresce exponencialmente. Como
acabamos de ver, ela logo serd enorme (...). Este tipo de crescimento é
bastante natural e comumente se observa no mundo que nos cerca (...)
mas nunca dura muito tempo". (RUELLE, 1993)

Enquanto o modelo de Malthus levava em consideracdo apenas a taxa de crescimento popu-
lacional, Verhulst observou que os ambientes possuem capacidade de carga, ou seja, enquanto a
populacdo ndo atingir essa capacidade ela continuara crescendo. Porém, quando a populagdo
se aproxima da capacidade méxima, os recursos nao sao suficientes para manté-la, e entdo o
crescimento desacelera. Gleick exemplifica essa situacao enquanto descreve o crescimento de
uma populacdo de peixes:

"No cendrio malthusiano de crescimento ilimitado, a func¢ao linear de
crescimento sobe sempre. Num cendrio mais realista, o ecologista precisa
de uma equacao com um termo extra que detenha o crescimento quando
a populacao se tornar grande. A fun¢do mais natural ao ser escolhida se
elevard acentuadamente quando a populacao for pequena, reduzird o
crescimento a quase zero nos valores intermedidrios, e caird rapidamente
quando a populacao for muito grande. Repetindo o processo, o ecologista
pode observar a consolidagdo de um comportamento a longo prazo por
uma populacao chegando, presumivelmente, a um regime estaciondrio.
Uma incursdo bem sucedida na matematica pelo ecologista o levaria a
dizer alguma coisa como: Eis uma equacdo; eis uma variavel que repre-
senta a taxa de mortalidade natural; eis uma varidvel que representa a
taxa de mortalidade adicional provocada pela fome ou predagao; por-
tanto, a populacao crescerd com esta velocidade até chegar aquele nivel
de equilibrio." (GLEICK, 1990)
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Essa "capacidade de carga"ou "capacidade de suporte"proposta por Verhulst é o limitador
que tornou este modelo aplicavel a realidade. Em 1838, Pierre Francois Verhulst propos este
modelo e a partir de 1975, o ec6logo austriaco Robert May passou a desenvolveé-lo. De acordo
com BASSANESI (2002), o modelo de Verhulst pode ser formulado através da seguinte equacao

de diferencas:

Vnt1 = Yn = ayn—byn?, (19)

onde y, representa a populacdo no instante n, a representa a taxa de nascimentos e b a taxa de
mortalidade. CIPOLLI (2012) observa a respeito dos individuos que, "Como os recursos naturais
sao limitados, havera uma competicao entre eles, que é proporcional ao niimero de encontros
entre os membros da espécie, e isto é dado por y,,2."

A equacao pode ser reorganizada da seguinte maneira:

b
Yn+v1=(a@+ 1y, (1 - ainl)

byn
a+1

Sendo um termo que relaciona a taxa de nascimento, taxa de mortalidade e capacidade

da populacgao, é possivel defini-lo como a varidvel:

_ byn
a+1’
bem como tomar r = a + 1 e entdo substituir os termos em obtendo a expressdao do Mapa

Xn

Logistico:

Xp+1=TXp(1—xy) (20)

Essa expressdo representa o modelo populacional de Verhulst de maneira discreta. O termo
(1 —x,) é o limitador para manter a populacao em equilibrio. Quando x,, esta préximo de zero, o
termo (1 — x,) se aproxima de 1, mantendo o crescimento da populacao. No entanto, quando o
termo x, se aproxima de 1, o termo (1 — x,,) se aproxima de zero, o que faz com que o crescimento
da populacao desacelere de maneira a ndo ultrapassar a capacidade de suporte do ambiente.
Neste modelo temos 0 < x, < 1, representando em porcentagem a quantidade de populacao
atingida em relacdo a populacdao maxima, sendo 0 a extincdo da populacao e 1 o limite da

populacdo para determinado ambiente.

Exemplo 4.1.1: A seguir, faremos uma comparac¢do entre o modelo de Malthus e o modelo de
Verhulst, analisando o crescimento de uma coldnia de bactérias que duplica a cada dia, cuja
populacao inicial é dada por xo = 1000. Utilizando o modelo de Malthus, a populagao nos

primeiros instantes é dada por:
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Xo = 1000
x1 = 2.X0 = 1.1000 = 2000

X = 2.X1 = 2.2000 = 4000

X3 = 2.7 = 2.4000 = 8000

X4 = 2.X3 = 2.8000 = 16000

X5 = 2.X4 = 2.16000 = 32000

Xg = 2.X5 = 2.32000 = 64000

X7 = 2.Xg = 2.64000 = 128000

Xg = 2.X7 = 2.128000 = 256000
Xg = 2.Xg = 2.256000 = 512000
X10 = 2.Xg = 2.512000 = 1024000

Para utilizarmos o modelo proposto por Verhulst, é necessario que seja definida uma ca-
pacidade de carga do ambiente, e para este exemplo usaremos o limite de 100.000 bactérias.
Utilizando a mesma taxa de crescimento utilizada para o modelo de Malthus e, por conta da
parametrizacdo, a condic¢do inicial equivalente a xy = 1000 é xy = 0,01, que representa 1% da

capacidade de carga do ambiente. Assim, teremos a populacao nos primeiros instantes dada por:

X0 =0,01

X1 =2.xp.(1 —xp) =2.0,01.(1-0,01) =0,0198

Xp =2.x1.(1—x1)=2.0,0198.(1-0,0198) = 0,0388
X3 =2.X2.(1 — x2) =2.0,0388.(1-0,0388) =0,0746
X4 =2.x3.(1 —x3) =2.0,0746.(1 -0,0746) = 0,13807
X5 =2.%X4.(1 —x4) =2.0,13807.(1-0,13807) =0,2380
X =2.x5.(1 — x5) = 2.0,2380. (1 -0,2380) = 0,3627
x7=2.x6.(1 — xg) =2.0,3627.(1-0,3627) = 0,4623
Xg =2.X7.(1 —x7) =2.0,4623. (1 -0,4623) = 0,4971
X9 =2.xg.(1 — xg) =2.0,4971.(1—-0,4971) = 0,4999
X10 = 2.X9. (1 — x9) = 2.0,4999. (1 -0,4999) = 0,5001

A Figura 21 ilustra o exemplo mencionado acima e, pode-se perceber o crescimento exponen-
cial da populagdo quando o modelo de Malthus € utilizado, enquanto no modelo de Verhulst a

populacao tem um crescimento menos acelerado, que é controlado pelo termo limitador.
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Figura 23 — Exemplo de crescimento populacional utilizando os modelos de Malthus e Verhulst.

A representacao grafica do Mapa Logistico é uma pardbola com a concavidade voltada para

baixo, e as suas raizes sao x; =0 e x, = 1. Assim, para x; = 0 temos
Xnp41=1.01-0)=0
e para xp = 1 temos
Xpy1=r1(1-1)=0.
Tendo como eixo de simetria x;, = %, essa pardbola terd seu valor maximo em

1 a1 1) r
Xps1=r.—.(1-=)=—.
n+1 2 2 4

Como os valores de x;,;1 que sdo relevantes neste trabalho nao podem ser maiores que 1,
0 que representaria uma populacado acima da capacidade de suporte do ambiente, podemos

escrever que:

Xn+1 =

N

Logo,

\
IA
>

conforme a Figura 22.
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Figura 24 — Representacao grafica do mapa logistico com r = 4.

Note que nos casos em que x <0 e x > 1, a func¢do tende para o infinito negativo e, devido a
isso, ndo se aplica nos casos de estudos de populagoes.

Mesmo com a sua aparente simplicidade, o Mapa Logistico pode comportar-se de maneira
cadtica, pois as oscilagoes entre os valores de r podem gerar comportamentos cada vez mais

complexos.

4.2 Pontos fixos do mapa logistico

Segue da Definicao 2.1.1, que os pontos fixos satisfazem f(p) = rp(1 — p) = p. Imediatamente
é possivel perceber que essa funcao possui no maximo duas solucdes distintas, por ser uma
equacdo de grau 2, bem como que o ponto p = 0 é uma das solugdes e que esta representa a
extincdao da populacdo. A solucdo nao nula é dada ao rearranjarmos os termos da funcao da
seguinte maneira:

rpz—rp+p:rp2—p(r—1):0.

Como buscamos a solu¢do em que p # 0, temos que:

p=—ou. 21)

30 si = —I=1 —I=1
Portanto, os pontos fixos dessa funcdo sao py =0e p» = —. Noteque pp = —>0 = r>1.
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4.3 Pontos fixos atratores e pontos fixos repulsores do mapa logistico

Seja f : R — R o mapa logistico definido por x4+ = —rx2 + r x,, temos que f’(x) = —2rx+r.
Note que |f'(0)| = |—2r.0+ r| = |r|. Portanto, pelo Teorema 2.1.1, quando |r| < 1, p; = 0 serd

ponto fixo atrator e quando |r| > 1, p; = 0 serd ponto fixo repulsor.

Para p, = =1, temos que:

T = 1) 3
/)
Portanto, pelo Teorema 2.1.1, quando | -7 +2| < 1, po = ’;rl serd ponto fixo atrator, e quando

_r=1 4
|—r+2|>1, pp = — serd ponto fixo repulsor.

+r|=|-r+2|.

(r—l
—2.1.| —
-

_r—=1
Note que, sendo o ponto p, = - atrator, tem-se

—7r4+2<] = -r<-1=—=>r>1

—r+2>-1—=> —-r>-3 = r<3.

Portanto, se r € (1,3), temos |—-r+2|<le py = ’;rl atrator.

Exemplo 4.3.1 Seja f : R — R uma funcao definida por x,+; = 2x,(1 — x,), seus pontos fixos sdo
p1=0e pp=0,5. Além disso, | f'(0)| =|r|=2,e|f'(0,5)|=|-r+2|=|-2+2|=0.

Portanto temos que p; = 0 é ponto fixo repulsor, e que p» = 0,5 é ponto fixo atrator.

Na tabela a seguir é possivel observar que, independente dos valores atribuidos a x, as

Orbitas se aproximam de p, =0, 5.

n Xp Xn Xn Xn Xn

0 0,01 0,1 0,05 0,85 0,99

1 0,0198 0,18 0,095 0,255 0,0198

2 | 0,03881592 0,2952 0,17195 0,37995 0,03881592

3 | 0,074618489 | 0,41611392 | 0,284766395 | 0,471175995 | 0,074618489
4 | 0,13810114 | 0,485926251 | 0,407348991 | 0,498338353 | 0,13810114

5 | 0,23805843 | 0,499603859 | 0,482831581 | 0,499994478 | 0,23805843

6 | 0,362773228 | 0,499999686 | 0,499410491 0,5 0,362773228
7 | 0,462337626 0,5 0,499999305 0,5 0,462337626
8 | 0,497163091 0,5 0,5 0,5 0,497163091
9 | 0,499983904 0,5 0,5 0,5 0,499983904
10 | 0,499999999 0,5 0,5 0,5 0,499999999
11 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

12 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

13

Tabela 1 — Anélise do comportamento de 6rbitas de diferentes valores de xy sobre x4+ =2x,(1 —

Xn).
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O diagrama abaixo mostra a 6rbita de xy = 0,1 sobre x,+1 =2x,(1 — x).

Tn+1

0.6

0.4

0.2

Figura 25 — Diagrama Cobweb de xy = 0,1 sobre x,+1 = 2x,(1 — x,).

Exemplo 4.3.2 Seja f : R — R uma func¢io definida por x,+; = 0,9x,(1 — x;), com Gnico ponto
fixo em p = 0. Além disso, | f'(0)| = |r| =0,9.
Portanto temos que p =0 é ponto fixo atrator.

O diagrama abaixo mostra a 6rbita de xo = 0,6 sobre x,4+1 =0,9x,(1 — x;).

Tn+1

0.5
0.4

0.3

0.2

0.1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tn

-0.2

Figura 26 — Diagrama Cobweb de xy = 0,6 sobre x,+; = 0,9x,(1 — x;)
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No caso em que r = 1, a fun¢ao x,+; = x,(1 — x;;) terd um tnico ponto fixo em p = % =0.
Além disso, | f'(0)| = |r| = 1. Note que quando r = 1 o ponto fixo p = 0 é nao hiperbdlico. No

entanto, dado x; € (0, 1) temos

0<xp<]l =>0<(1-x9)<]1 = 0<xp(1—xp)<x9g = 0<x1<Xp

e, portanto, p =0 é atrator.

O quadro a seguir expoe 6rbitas de diferentes pontos sobre x,:+1 = x,(1 — x5,).

n Xp Xy, Xn Xy, Xn
0 0,01 0,05 0,1 0,5 0,6

1 0,0099 0,0475 0,09 0,5 0,24

2 | 0,00980199 | 0,04524375 0,0819 0,5 0,1824

3 | 0,009705911 | 0,043196753 | 0,07519239 | 0,5 | 0,14913024
4 | 0,009611706 | 0,041330794 | 0,069538494 | 0,5 | 0,126890412
5 1 0,009519321 | 0,039622559 | 0,064702892 | 0,5 | 0,110789235
6 | 0,009428704 | 0,038052612 | 0,060516428 | 0,5 | 0,09851498
7 | 0,009339803 | 0,036604611 | 0,05685419 | 0,5 | 0,088809779
8 | 0,009252572 | 0,035264713 | 0,053621791 | 0,5 | 0,080922602
9 | 0,009166961 | 0,034021113 | 0,050746495 | 0,5 | 0,074374135
10 | 0,009082928 | 0,032863677 | 0,048171288 | 0,5 | 0,068842623
11 | 0,009000429 | 0,031783656 | 0,045850815 | 0,5 | 0,064103316
12 | 0,008919421 | 0,030773455 | 0,043748518 | 0,5 | 0,059994081
13 | 0,008839865 | 0,029826449 | 0,041834585 | 0,5 | 0,056394791

No diagrama abaixo podemos observar a 6rbita de xo = 0,6 sobre x,+; = x,(1 — x;).

Tabela 2 — Andlise de diferentes 6rbitas sobre x,,+1 = x,,(1 — x;,).
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Figura 27 — 6rbita de xy = 0,6 sobre x,,+1 = x,,(1 — x;).
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4.4 Alguns casos particulares do mapa logistico

Nesta secdo observaremos alguns casos do mapa logistico quando r > 3.

Exemplo 4.4.1: Seja f : R — R uma funcdo definida por x,+; = 3,2x,(1 — x,,). Seus pontos fixos
sdo p; =0e p, =0,6875. Além disso, | f'(0)| =13,2| =3,2 e |f'(0,6875)| = | —-3,2+2|=1,2.

Como |f'(0)| > 1 e |f'(0,6875)| > 1, segue do Teorema 2.2.1, que p; =0 e pp = 0,6875 sdo
pontos fixos repulsores, ou seja, a 6rbita de xj se afasta de p; =0 e de p, = 0,6875. Porém, ao
atribuirmos diferentes valores a xj e iterarmos a fun¢do x,+; = 3,2x,(1 — x,), podemos observar
que em determinado momento, a 6rbita passara a oscilar entre dois pontos.

As Figuras 28 e 29 ilustram o comportamento da orbita de xo = 0,2 e de xp = 0,5 sobre

Xp+1=3,2x,(1 — xp).
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Figura 28 — Orbita de xy = 0,2 sobre x,4+1 = 3,2x,(1 — X;,).
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Figura 29 — Orbita de xo = 0,5 sobre x,,41 = 3,2x,(1 — x,,).

Exemplo 4.4.2: Seja f : R — R uma funcao definida por x,+; = 3,5x,(1 — x;). Seus pontos fixos
sdo p; =0e pp =0,7143. Além disso, | f'(0)| = 13,5/ =3,5€e | f'(0,7143)| =|-3,5+2| = 1,5.

Como |f'(0)| > 1 e |f'(0,7143)| > 1, segue do Teorema 2.2.1 que p; =0 e p, = 0,7143 sdo
pontos fixos repulsores, ou seja, a 6rbita de xj se afasta de p; =0 e de p, =0,7143. Porém, ao
atribuirmos diferentes valores a xj e iterarmos a funcao x,+; = 3,5x,(1 — x,,) algumas vezes,
podemos observar que em determinado momento, a 6rbita passara a oscilar entre quatro pontos.

As Figuras 30 e 31 ilustram o comportamento da 6rbita de xyo = 0,1 e da 6rbita de xo = 0,5

sobre x,+1 =3,5x,(1 — x;,).
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Figura 30 — Orbita de xy = 0,1 sobre x,,41 = 3,5x,(1 — x,,).
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Figura 31 — Orbita de xo = 0,5 sobre x,,41 = 3,5x,(1 — x,,).

Exemplo 4.4.3: Seja f : R — R uma func¢do definida por x,+; = 3,56x,(1 — x,,). Seus pontos fixos
sdo p; =0e pp =0,7191. Além disso, | f'(0)| = 3,5/ =3,5 e |f'(0,7191)| = | — 3,56 + 2| = 1, 56.
Como |f'(0)| > 1 e |f'(0,7191)| > 1, segue do Teorema 2.2.1 que p; =0 e p, = 0,7191 sdo
pontos fixos repulsores, ou seja, a 6rbita de xj se afasta de p; =0 e de p, =0,7191. Porém, ao
atribuirmos diferentes valores a xj e iterarmos a funcao x,+; = 3,56x,(1 — x,,) algumas vezes,
podemos observar que em determinado momento, a 6rbita passard a oscilar entre oito pontos.

A Figura abaixo ilustra a 6rbita de xo = 0,5 sobre x,+1 = 3,56x, (1 — x,).
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Figura 32 — Orbita de x = 0,5 sobre x,+1 = 3,56x,(1 — x,,).
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Nos casos em que r > 3,56, o comportamento da Orbita tende a se tornar cadético, pois
pequenas mudancas nos valores de xy geram resultados significativamente diferentes, como nos

€asos a seguir.

Exemplo 4.4.4: Seja f : R — R uma funcdo definida por x,+; = 3,6x,(1 — x,;). Seus pontos fixos
sdo p1 =0e po, =0,72. Além disso, | f'(0)| = 13,6/ =3,6 e | f'(0,72)| =| - 3,6 + 2| = 1,6.

Como |f'(0)| > 1 e |f’(0,72)| > 1, segue do Teorema 2.2.1 que p; =0 e p = 0,72 sdo pontos
fixos repulsores, ou seja, a 6rbita de x se afasta de p; = 0 e de p, = 0,72. Ao atribuirmos diferentes
valores a xp e iterarmos a funcao x,+; = 3,6x,(1 — x,) algumas vezes, podemos observar que nao
hé regularidade no compotamento da érbita.

Na Figura a seguir, € possivel analisar o comportamento da 6rbita de xy = 0,5 sobre x,1; =
3,6x,(1—x5,).
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Figura 33 — Diagrama Cobweb de x,+; = 3,6x,(1 — x,) com xy =0, 5.

Exemplo 4.4.5 Seja f : R — R uma funcao definida por x,+; = 4x,(1 — x,). Seus pontos fixos sdo
p1=0e p,=0,75. Além disso, |f'(0)| = 4| =4 e |f'(0,75)| = |—4+2| = 2.

Como |f'(0)| > 1 e|f’(0,75)| > 1, segue do Teorema 2.2.1, que p; =0 e p, = 0,75 sdo pontos
fixos repulsores, ou seja, a 6rbita de x se afasta de p; = 0 e de p» = 0,75. Ao atribuirmos diferentes
valores a xj e iterarmos a funcao x,+; = 4x,(1 — x,) algumas vezes, podemos observar que nao

hé regularidade no comportamento da 6rbita.
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As Figuras 34 e 35 expdem diferentes diagramas apés 10 iteracdes. E possivel perceber que,
independente dos valores atribuidos a x, as 6rbitas apresentam pontos dispersos e comporta-

mento ao qual denominaremos cadtico.
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Figura 34 — Diagrama Cobweb de x,+; =4x,(1 — x,), com xp =0,7.
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Figura 35 — Diagrama Cobweb de x,+; = 4x,(1 — x,), com xp =0, 1.
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4.5 Diagrama de bifurcacoes

Note que associada ao mapa logistico temos uma funcao quadrética, cujo grafico é uma
pardbola de concavidade para baixo.
Desta forma, nao se espera mais do que dois pontos fixos na dinamica. De fato, como vimos,

temos:

e Unico ponto fixo em p=0, para0<r<1;

* Dois pontos fixos, sendo um em p; =0 e o outro em p; = %1, paral<r<4.

Além disso, o ponto fixo p; = r—;l surge exatamente quando r > 1 e p; = 0 muda de estabili-
dade (de estavel para instavel).

Por outro lado, em r = 3, p, também muda de estabilidade (de estavel para instavel). Os
exemplos anteriores sugerem o surgimento de novos objetos, a saber, pontos periddicos e de fato,

€ isso que ocorre a partir de r = 3 como veremos no resultado a seguir.

Preposicao: Para r > 3 o mapa logistico x,+1 = rx,(1 — x,;) admite solucao 2-periédica. Além

disso, essa solucdo € estavel para 3 < r = 3,45 e instavel para r > 3,45.

Demonstracao: Para buscar os pontos periodicos de periodo 2 vamos estudar os pontos fixos de
gx)=f(fx) = rPx(l—x—rx+2rx’—rxd).

Assim,
glx) o x[r2(1 —x—-rx+2rx*- rx3) —-1]1=0,

cujas solucoes sdo x =0, x = ’;rl e, sendo x = ’%1, temos

r+r2—rv-3-2r+r?
X_= >
2r

r+r2+rv-3-2r+r2
2r2 '

Observe que os pontos fixos x =0e x = ’%1 ja eram pontos fixos de f e, portanto, nao estao

X4+ =

associados a 6rbitas 2-periddicas.
Por outro lado, os pontos x; e x_ existem e sdo distintos quando r2—2r—-3>0(er>3).
Portanto, para r > 3 o mapa logistico admite 6rbita 2-periédica.
Além disso, como g'(x_) = g'(xy) =4 — (r —2)r = —r? +2r + 4, segue que a 6rbita 2-periédica
é estavel para3<r<1+v6~3,45einstavel parar>1++6. W
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Conforme observado nas secdes anteriores, existe um ponto fixo p = 0 quando r < 1 e,
i = el §
dois pontos fixos sendo p; =0 e p» = — quando r < 3. Para valores em que r > 3, surgem
pontos periddicos, e quando r > 3,56 a quantidade de pontos periédicos aumenta tornando a
dindmica caética. Os estudos do matemdtico Mitchell Feigenbaum verificaram que a variacdao do
parametro r leva a duplicac@o dos pontos periodicos do mapa logistico e, esses estudos deram

origem a imagem a seguir que ilustra o fendmeno conhecido por duplicac¢do de periodo.

Mapa logistico r - @ - (1 — )

0.9
0.8
0.7

0.66

0.6

0.4

0.3

3.23
.54
5
3.63

parametro 7

Figura 36 — Diagrama de bifurcacoes.
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5 ESTABILIDADE DE PONTOS FIXOS NAO HIPERBOLI-
COS

Nesta secao faremos um estudo detalhado da dinamica de x,+; = f(x,), sendo f:I — I com
I c R, em uma vizinhanca de pontos fixos ndo hiperbdélicos, isto é, pontos p € I satisfazendo
f(p)=pelf(p)l=1. Veremos que a dindmica em torno de tais pontos pode ter diferentes

comportamentos conforme os exemplos a seguir.

5.1 Pontos fixos nao hiperbélicos que satisfazem f'(p) =1

Exemplo 5.1.1: Seja f : R — R uma funcao duas vezes continuamente diferencidvel, definida por
f(x) =x%*—x+1, entdo f admite tinico ponto fixo em p = 1. Além disso, f'(p) = 1 e a dinAmica

de x,+1 = f(x;) numa vizinhanca de p é semiestdvel a esquerda.
Solucdo: Para encontrar os pontos fixos de f, resolvemos:
f(x):x<:>x2—x+1:x<:>x2—2x+l:0<:>(x—1)2:0<:>x:1.
Note que, considerando g(x) = f(x) — x, para x # 1 e x € R, tem-se
gX)=fxX)-x=x-1)* = f(x)>x

eque f'(x) =2x—1 = f'(1) = 1. Portanto, p = 1 é ndo hiperbdlico.

Note ainda que f”(x) =2. Dai, f"(1) =2>0.

Para estudar a dinamica de x,+; = f(x;,) numa vizinhanca de p = 1 vamos dividir nos casos a
seguir:

i)x>1.

Neste caso temos f(x) = X2—x+1=x(x—1)+1> 1. Além disso,

If(x)=1] = |x* - x| = |x|.|x— 1| > |x -1,

o que indica que p =1 é repulsor a direita.
Assim, temos a seguinte configuracao.

— g
* f) ()

—e
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i)0<x<l.

Neste caso temos f(x) = X—x+1=x(x-1)+1,0 que implica0< f(x)<1le

If(x)—1]=|x* - x| = [x|.lx = 1| < |x—1].

Assim, temos a seguinte configuracao:

@ /—\: g
0 x fx) 1
ou seja, p = 1 é localmente atrator a esquerda.
Utilizando o Teorema de Taylor, temos que se 0 < x < p:
"
(s)
If ()= pl=|(x=p)+ fz, (x—p)?|<lx=pl.

iii) x < 0.
Neste caso temos f(x) = X—x+1=x(x—1)+1>1. Assim, aplicando o caso (i), temos a

figura abaixo.

— e ey T
* 0 1 f@ 2 2

A Figura 37 ilustra a dinamica de x,+; = f(x;,). Note que o ponto p =1 é instdvel com

semiestabilidade a esquerda.
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X0 Xo Tn

Figura 37 — Diagrama Cobweb de x,,1; = Xp?—Xp+1,comxg=05eXy=1,2.

Exemplo 5.1.2: Seja f : R — R uma funcéo continua e derivavel definida por f(x) = —x?+3x -1,
entdo f admite um tnico ponto fixo em p = 1. Além disso, f'(p) = 1 e a dinAmica de x,,41 = f(x;)

numa vizinhanca de p é semiestével a direita.

Solucao: Para encontrar os pontos fixos de f resolvemos
~*43x—l=x = X’ +2x-1=0= -(x-1)*=0=x=1.
Note que para x # 1 tem-se
g =f)-x=-(x-1* = fl)<x,

eque f'(x) = -2x+3 = f'(1) = 1. Portanto, p é nao hiperbdlico.

Note ainda que f”(x) = —-2. Dai, f"(1) = -2 <0.

Para estudar a dinamica de x,+; = f(x;) numa vizinhanca de p = 1 vamos dividir nos casos a
seguir:

1) x<l1.

Neste caso, temos f(x) = —x>+3x—1 < x < 1. Além disso,

If(x)—1=|-x*+3x-2|=|-x+2.lx—=1|>|x—1].

o que implica que p =1 é repulsor a esquerda.
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Assim, temos a seguinte configuracao:

=/_\=
fx) X

—e

il<x<?2.

Neste caso, temos f(x) = —x>+3x-1<x<2e

If(x) =1 =|-x*+3x-2|=|-x+2.lx—1| < |x—1],

ou seja, p = 1 é localmente atrator a direita e temos a seguinte configuracdo:

=/—\=
fx) X

—
Ne

iii) x = 2.

Neste caso, temos f(2) = 1. Assim, temos a seguinte configuracao:

— T~

1 2

iv) x> 2.

Neste caso, note que f(x) = —x>+3x— 1< 1 e portanto a dinamica, a partir dai, é dada pelo
caso (i).

/=—=\.

f (=x) 1 2 X

A Figura 38 ilustra a dinamica de x,+; = f(x,). Note que o ponto p =1 é instavel com

semiestabilidade a direita.
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Figura 38 — Diagrama Cobweb de x,+; = —x,2+3x,—1,com x9=0,5€ Xo = 1,5.

Exemplo 5.1.3: Seja f : R — R uma fungio continua e derivavel definida por f(x) = x> + x, entdo
f admite um tinico ponto fixo em p = 0. Além disso, f'(p) = 1 e a dindmica de x,+; = f(x,) numa
vizinhanca de p € instavel.

Solucdo: Para encontrar os pontos fixos de f resolvemos
Crx=x=x’=0=x=0.
Note que para x > 0 temos
f(x) =X +x=x(x*+1)>x

e para x <0 temos

f)=x*+x=x(x*+1)<x.

Note ainda que f'(x) =3x?>+1 = f'(0) = 1. Portanto, p é ndo hiperbélico.
Note também que f”(x) = 6x. Dai, f”(0) = 0. Além disso, "' (x) =6 > 0.
Para estudar a dinamica de x,+; = f(x;) em uma vizinhanca de p = 0, vamos analisar o caso

em que x # 0. Neste caso temos

|f(x)—0] = |x% + x| = |x|.|x* + 1| > | x].
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Como para x > 0 temos f(x) > x, para x <0 temos f(x) < xe, | f(x)— p| > | x|, temos a seguinte

configuracao.

TN, o,
RE) X f

=i
e

A Figura 39 ilustra a dinamica de x,+; = f(x,). Note que o ponto p =0 é instavel.

—
':UTL-‘FI \

1.2

0.8 1
0.6 1
0.4 1

0.2 14

Xp

14 12 -1 08 -06 -04]-02 ojz)z 04 06 08 1 12 14
0

Figura 39 — Diagrama Cobweb de x,,+1 = x,,°> + x,,, com xy = 0,25 e Xy = —0, 3.

Exemplo 5.1.4: Seja f : R — R uma funcao definida por f(x) = —x® + x, entdo f admite um tnico
ponto fixo em p = 0. Além disso, f'(p) = 1 e a dindmica de x,,+1 = f(x;;) numa vizinhanca de p é
estavel.

Solucdo: Para encontrar os pontos fixos de f resolvemos
P Hx=xe=-x*=0=x=0.
Para 0 < x <1 temos
f)=-x+x=x1-x*) = 0< f(x) < x
e para —1 < x <0 temos
fx) = B rx=x1-x = x< f(x)<O.
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Note que f'(x) = —3x>+1 = f’(0) = 1. Portanto, p é ndo hiperbélico.
Note também que f”(x) = —6x = f"(0) = 0. Além disso, f"'(x) = -6 <0.

Para estudar a dindmica de x,+; = f(x;) em uma vizinhanca de p = 0, vamos analisar os

€asos a seguir:

)0<x<1.

Neste caso temos

|f(x)=0]=|—x>+x|=|x].| - x* + 1| < |x].

ii) -1 <x<0.

Neste caso temos

If(x)=0]=|—x>+x|=|x|.| —x* + 1] < |x].

Assim, temos a seguinte configuracgao.
-1x f(x) 0 f(x) X 1

A Figura 40 ilustra a dinamica de x,+; = f(x,). Note que o ponto p =0 é estavel.

Ln+1

0.4
0.3
0.2

0.1

Figura 40 — Diagrama Cobweb de x,+; = —X,3 + X, com xy = 0,4 e Xy = —0,4.
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O préximo resultado caracteriza a dinamica de x,,+; = f(x;,) em vizinhanca de pontos fixos

nao hiperbolicos que satisfazem f’(p) = 1.

Teorema 5.1.1. Seja f : I — I uma funcdo trés vezes continuamente diferencidvelem IcRepe I
ponto fixo de f com f'(p) = 1.

a) Se "' (p) #0, entdo p é instdvel, sendo semiestdvel a esquerda (respectivamente a direita) se
f"(p) > 0 (respectivamente " (p) <0).

b)Se f"(p)=0ef" (p)>0, entdo p é instdvel.

c)Sef"(p)=0ef"(p) <0, entdo p é estdvel.

Demonstracao:
a) Suponha f(p) =p, f'(p)=1e f"(p) >0.

Considere g(x) = f(x) — x. Temos:

g§p=fp)-p=0
gp=f(p-1=0
g!/(p) — fll(p) > 0.

Da ultima desigualdade, segue que g’(x) é crescente em vizinhanga de p. Como g’'(p) =0,
entdo segue que em vizinhanca de p temos g’(x) >0 para x> p e g'(x) <0 para x < p.

Além disso, como g(p) = 0, g é crescente para x > p, g € decrescente para x < p e temos
g(x)>0,Vx~ p,com x # p. Ouseja f(x) > x,Vx ~ p, com x # p.

Como, por hipétese, f” é continua, existe € > 0 tal que f”(x) > 0 paratodo x€ (p—¢€, p +¢).

Assim, dado x = p+6 com 0 < 6 <¢, segue do teorema de Taylor que:

fl/(S)
2!

f(p+8)=f(p)+f(p)d+ 52, (22)

comse€ (p,p+e).
Assim,

"
f(p+5):p+5+¥52>p+5,

e como f”(s) > 0 temos a figura abaixo.

/_\:
p+0o f(p+96)

<e

O que implica que p é localmente repulsor a direita.

Por outro lado, se x = p— 6§, com 0 < § <€, temos:

51



f(p=6)=f(p)— f(p)6+f() p—6+¥62>p—6,

com s€ (p—¢,p).
Como f"(s) >0 temos a figura abaixo.

/_\:
p-6  f(p-90)

<e

O que implica que p é localmente atrator a esquerda.

Portanto, p é semiestavel a esquerda.

De modo andlogo ao apresentado anteriormente, se f(p) = p, f'(p) =1, f"(p) < 0 entdo,
considerando ainda g(x) = f(x) — x, temos que g’ (p) = f"(p) <O0.

Da ultima desigualdade, segue que g’'(x) é decrescente em vizinhanca de p. Como g’'(p) =
segue que, em vizinhanca de p temos g’(x) <0 para x> p e g’(x) >0 para x < p.

Além disso, como g(p) =0, g é decrescente para x > p, g € crescente para x < p e, temos que
g(x)<0,Vx~ p,com x # p,ouseja f(x) <x,Vx~ p,com x # p.

Como, por hipétese, ' é continua existe € > 0 tal que f”(x) <0 paratodo x€ (p —¢, p +¢€).

Assim, dado x = p+6 com 0 < < € segue de que:
&

+6—

fp+8)=fp)+f(pb-

1
—fz('s) 52 < p+d,

com s€ (p,p+e).
Como f"(s) <0 temos a figura abaixo.

=/\=
f(p+96) p+6

<e

O que implica que p é localmente atrator a direita. Portando, p é semiestavel a direita.

Por outro lado, se x = p—§, com 0 < § <€, temos:

1 1
fo-0=fp) - fipo -0 = p-o- L0520 < s,
comse€ (p—¢,p).
Como f"(s) <0 temos a figura abaixo.
=‘/\= ®
f(p=6) (p-9) p
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O que implica que p é localmente repulsor a esquerda.

b) Suponha f(p) =p, f'(p)=1, f"(p)=0e f"(p) >0
Considere g(x) = f(x) — x. Temos:

gp)=f(p-p=0
gpm=f(p-1=0
g'(p)=f"(p)=0
g///(p) — f///(p) >0.

Da ultima desigualdade, segue que g”(x) € crescente em vizinhanga de p. Como g"(p) =0,
temos g”(x) >0se x> p e g’ (x) <0 se x < p. De modo similar, como g'(p) =0, g’ é crescente
para x > p e g’ é decrescente para x < p, temos g’'(x) > 0Vx ~ p. Ou seja, g(x) é crescente em
vizinhanca de p.

Além disso, como g(p) = 0 temos que g(x) >0 para x > p, e g(x) <0 para x < p. Consequen-
temente, f(x) < x parax < p e f(x) > x para x > p em vizinhanca de p.

Como, por hipétese, [ é continua e f”'(p) > 0, entédo existe € > 0 tal que f"’(x) > 0 para todo
XeE(p—€p+te).

Assim, dado x = p+ 6 com 0 < § < € segue do Teorema de Taylor que:

fp+&=fp)+f(p)6+ 53> p+6,

onde s€ (p,p +e€).

fll(p) 5 fll/
51 0+

le (S)
3 !

(8) o3 _
! 0°=p+6+ 3

Como f"'(s) > 0 temos a figura abaixo.

/_\:
(p+0) f(p+6)

<e

O que implica que p é localmente repulsor a direita.

Por outro lado, se x = p—§, com 0 < § <¢, temos:

1! 11 11
fo-0= - o+ P L0 5 L D53y,
comse(p—-9,p).

Como f"'(s) >0 e 63 < 0 temos a figura abaixo.

=‘/\=
f(p-96) (p-90)

<e

O que implica que p é localmente repulsor a esquerda. Portanto, p € instavel.
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c) De modo andalogo ao apresentado no item (b), se f(p) =p, f'(p) =1, f"(p)=0, f"(p)<0e
g(x) = f(x)—x, entdo g"(p) = " (p) <O0.

Da dltima desigualdade, segue que g (x) é decrescente em vizinhanga de p. Como g"(p) =0,
temos g”(x) <0se x> pe g'’(x) >0se x < p. De modo similar, como g'(p) =0, g’ é decrescente
para x > p e g’ é crescente para x < p, temos g'(x) <0V x ~ p. Ou seja, g(x) é decrescente em
vizinhanca de p.

Além disso, como g(p) = 0 temos que g(x) <0 para x > p, e g(x) >0 para x < p. Consequen-
temente, f(x) > x para x < p e f(x) < x para x > p em vizinhanca de p.

"

Como, por hipétese, '’ é continua existe € > 0 tal que f"'(x) <0 paratodo x € (p—¢, p +¢€).

Assim, dado x = p+9 com 0 < § < € segue de que:

fp+&)=f(p)+f(p)6+ <p+6,

comse€ (p,p+e).

f(p)62_f (8)63:p+6—f (3)63
2! 3! !

Como f"'(s) < 0 temos a figura abaixo.

=/\=
f(p+6) p+6

<e

O que implica que p é localmente atrator a direita.

Por outro lado, se x = p -9, com 0 < § <€, temos:

fp=8)=f(p)-f(po+

com s€ (p—¢,p).

i i i
fz(!p)62+fg'(s)ég:p—5+—f3'(8)63>p—6,

Como f"'(s) < 0 temos a figura abaixo.

/\=
p-6 f(p-06)

<e

O que implica que p é localmente atrator a esquerda. Portanto, p é estédvel. B

Exemplo 5.1.5: Seja f : R — R uma fungéo definida por f(x) = 5 + x?+ xTex, entdo f admite um
tnico ponto fixo em p = 0. Além disso, f'(p) =1, f”(p) =1 > 0 e a dindmica de x,+1 = f(xy)

numa vizinhanga de p, pelo Teorema 5.1.1, é semiestavel a esquerda conforme a imagem a seguir.
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Figura 41 — Diagrama Cobweb de x,+; = % + X%+ xzix, com xy=0,5¢e X = —0,5.

5.2 Pontos fixos nao hiperbdlicos que satisfazem f'(p)=-1

No que se segue estudaremos a dindmica de x,+; = f(x,), sendo f: I — I com I c R, em uma

vizinhanca de pontos p € I que satisfazem f(p)=pe f'(p) = -1.

Exemplo 5.2.1 Seja f : R — R uma funcéo definida por f(x) = —x® — x, entdo f admite um tinico
ponto fixo em p = 0. Além disso, f'(0) = —1 e a dindmica de x,+; = f(x;) numa vizinhanca de
p =0 é instavel.

Solucdo: Para encontrar os pontos fixos de f resolvemos

—x3—x:x<:>—x3—2x:0<:>x(—x2—2):0<:>x:0.

3 —x=-x(x*>+1)<0eparax<0temos f(x) =—x(x*>+

Note que para x > 0 temos f(x) = —x
1) > 0. Note ainda que f’(x) = —3x> -1 = f'(0) = —1. Portanto, p é ndo hiperbélico.

Note também que f”(x) = —6x = f"(0) = 0. Além disso, "' (x) =-6 = f"'(0)=-6<0.

Para estudar a dinamica de x,+; = f(x,) em uma vizinhanca de p = 0, vamos analisar os
€asos a seguir:

i) x>0.

Neste caso temos

If(x) =0 =|-x>— x| = |x|.| — x* = 1] > |x].

Como | f(x) — 0] > |x — 0] temos a figura abaixo.
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o
=4

f (=x)

ii) x <0.

Neste caso temos

If(x) =0 = |- x> — x| = |x].| - x* = 1| > |x].

Como | f(x) — 0] > |x — 0] temos a figura abaixo.

./.\

X 0 f (=x)

A Figura 42 ilustra a dinamica de x,+; = f(x,). Note que o ponto fixo p = 0 é instédvel.

Tn+1
1

0.8

0.6

04

0.2

-1 -0.8 -0.6 0.4 .2 0 .4 0.6 0.8 1 12

Figura 42 — Diagrama Cobweb de x,,;1 = —x,> — X, com xo = 0.2.

Exemplo 5.2.2 Seja f : R — R uma funcao definida por f(x) = —senx, entdo f admite um tnico
ponto fixo em p = 0. Além disso, f'(0) = —1 e a dindmica de x,+1 = f(x,) numa vizinhanca de p é
estédvel.

Solucdo: Para encontrar os pontos fixos de f resolvemos

—senx=x<—-senx—x=0<—x=0.
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Note que para0 < x < % temos f(x) = —senx <0 e para —% < x<0temos f(x) =—senx>0.
Além disso, f'(x) = —cosx = f'(0) = —1. Portanto, p é nao hiperbdlico.

Note também que f”(x) = senx = f"(0)=0e que " (x) = cosx = f"(0) =1.

Para estudar a dinamica de x,+; = f(x;) em uma vizinhanca de p, vamos analisar os casos a
seguir:

)o<x<7.

Neste caso temos

|f(x)-0|=|—-senx—0|=|—senx|<|x—0|.

Como |f(x) -0| <|x—0] e f(x) <0, temos a figura a seguir.

fg ffm §
ii) -7 <x<0.
Neste caso temos
|f(x)—0|=|—-senx—0| =|-senx|<|x—-0].
Como |f(x) - 0] <|x—0] e f(x) >0, temos a figura a seguir.
—=% J'-C/_a\j;(:x) %

A Figura 43 ilustra a dinamica de x,+; = f(x;) com x > 0. O caso em que xy < 0 é andlogo.

Tn+1

0

-n/2

Figura 43 — Diagrama Cobweb de x,; = —senx com xy = 0.5 e n < 20.
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O préximo resultado caracteriza a dinamica de x,1; = f(x;) e a vizinhanga de pontos fixos

nao hiperbolicos que satisfazem f’(p) = —1.

Teorema 5.2.1. Seja f : I — I uma fungdo trés vezes continuamente diferencidvel, com I cR e,

p € I ponto fixo de f com f'(p) = —1. A derivada Schwarziana de f em torno de x é definida como

2

flll(x) _§
flx) 2

f// (x)
J'(x

Sf(x) =

Se Sf(p) <0 (respectivamente S f (p) > 0), entdo p é estdvel (respectivamente p é instdvel).

Demonstracio: Seja g : I — I definida por g(x) = f2(x). Conforme a Defini¢do 2.2.2, se p é ponto
fixo de f, entdo p é ponto fixo de g. Além disso, se p € instavel em relacao a f (respectivamente
estdvel), entdo p também € instavel em relacao a g (respectivamente estavel).

Considere a derivada Shwarziana

2

f// (x)
f'(x

flll(x) ~ §

Sf®= flx)y 2

(23)

Como f'(p) = —1, segue de (23) que
n 3 " 2
$fp)=—f"(p) = (f7 (P~

Como g(x) = f2(x) = f(f(x)), entdo temos

g =f(f).f'x) = g'p)=((p)*=1.
Como g'(p) = 1, segue do Teorema 5.1.1, que devemos analisar o sinal de g”(p) a fim de
estudar a estabilidade de p. Assim,
g"(x) = f"(fC0).(f )* + f(f0).f" ) = g"(p) = f"(p) - f"(p) =0.
Dai, segue do Teorema 5.1.1, que a estabilidade de p depende do sinal de g"’(p). Temos
g" () ==2f"(x)=3(f"(x)* = g"(p)=-2f"(p) =3(f"(p))*

Assim, segue do Teorema 5.1.1 que se Sf(p) < 0 (equivalentemente a g"’(p) < 0), entéo p é

estavel e, se Sf(p) > 0 (equivalentemente a g"”’(p) > 0), entdo p € instavel. B

Exemplo 5.2.3: Seja f : R — R uma funcio definida por f(x) = —3x? + 3x, entdo f admite dois

pontos fixos sendo p; =0e po = % Note que f'(p1) =3 e f'(p2) = —1, portanto p,, que é 0 N0SsO
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ponto de interesse, é ndo hiperbdlico. Além disso, S f(p2) = —54 <0 e a dindmica de x,+1 = f(x5)

numa vizinhanga de p», pelo Teorema 5.2.1, é estavel conforme a imagem a seguir.

Tn+1

0.7

0.6

0.5

0.3

0.2

0.1

-0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 \
X0 T,

Figura 44 — Diagrama Cobweb de x,+; = 3x,(1 — x,), com xp =0, 8.
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6 POSSIVEIS APLICACOES NO ENSINO MEDIO

Um dos maiores desafios enfrentados pelos profissionais da educag¢ao no Brasil é o desin-
teresse dos estudantes pelo que se aprende na educacao bdsica, com destaque para alunos do
ensino médio. Muitos deles questionam em quais situacoes da vida cotidiana poderao utilizar
os conhecimentos adquiridos em sala de aula e, apesar do esforco constante dos professores,
muitos deles continuam desmotivados, o que gera uma superficialidade no aprendizado durante
as aulas.

O PISA (Programa Internacional de Avaliagdo de estudantes), tem como objetivo avaliar a
maneira que os estudantes na faixa etdria dos 15 anos resolvem problemas complexos, se pensam
de maneira critica e se comunicam assertivamente. Essa avaliacao faz um panorama de como os
sistemas educacionais tém preparado os estudantes para a vida. Na avaliacao realizada em 2022,
o Brasil ficou entre os 10 piores paises dentre os 57 que realizaram a avaliacao.

Ainda de acordo com o PISA 2022, apenas:

"... 27% dos estudantes atingiram pelo menos o Nivel 2 de proficiéncia
em matematica, significativamente menor do que a média dos estudantes
entre os paises da OCDE (média da OCDE: 69%). No minimo, esses estu-
dantes podem interpretar e reconhecer, sem instrucoes diretas, como uma
situacdo simples pode ser representada matematicamente (por exemplo,
comparar a distancia total de duas rotas alternativas ou converter precos
em uma moeda diferente).’

Dai, pode-se notar o percentual significativo de estudantes que ndo sao capazes de interpretar
e representar matematicamente situacoes simples.

A BNCC (Base Nacional Comum Curricular) é o documento orientador que contém as diretri-
zes que devem ser seguidas e as competéncias a serem desenvolvidas na educagdo bésica. Dentre
as competéncias, que sao divididas em gerais e especificas, podemos destacar a competéncia
geral: fundamentaram a elaboracgdo das atividades que serdo apresentadas nesta secdo. Dentre
elas podemos destacar a competéncia geral:

"Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexao, a anélise critica, a imagina-
¢do e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipo6teses,

formular e resolver problemas e criar solucgdes (inclusive tecnolégicas)
com base nos conhecimentos das diferentes dreas."

As competéncias da BNCC fundamentaram a elaboracao das atividades que serdo apresen-
tadas nesta secdo. Essas atividades foram pensadas para serem realizadas em sala de aula com
turmas do ensino médio e, foram elaboradas com o objetivo de contextualizar o objeto de es-
tudo desta pesquisa em situacdes que despertem a curiosidade dos estudantes, possibilitando a

interdisciplinaridade conectando diferentes componentes curriculares.
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Atividade 01: Entendendo conceitos iniciais intuitivamente

Introducao

Sugere-se que o professor divida a turma em grupos de trés ou quatro estudantes para que
respondam as questdes propostas. Enquanto os estudantes dialogam entre si e respondem, é
pertinente que o professor interfira minimamente, deixando-os chegarem em suas pféprias
conclusoes.

Ap6s a conclusao das respostas de todos os grupos, o professor deve solicitar aos estudantes
que apresentem os seus resultados e, nesta etapa, fazer interferéncias, correcoes e explicacoes
direcionadas ao entendimento do que sao iteracdes de funcoes e de como um sistema dinamico

funciona.

Objetivos

* Introduzir a ideia de iteracao de funcoes;

* Introduzir a ideia de sistemas dindmicos discretos;

e Identificar padroes;

» Estimular as capacidades de observacao e investigacao;

* Representar funcoes algebricamente.

Duracdo: 2 horas/aula.

Contetido: Funcao exponencial.
Habilidades da BNCC

* EFO9MAO06: Compreender as funcoes como relacoes de dependéncia univoca entre duas
varidveis e suas representacoes numérica, algébrica e gréfica e utilizar esse conceito para

analisar situacdes que envolvam relacdes funcionais entre duas variaveis.

e EM13MAT304: Resolver e elaborar problemas com funcdes exponenciais nos quais seja
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos

como o da Matematica Financeira, entre outros.

Descricao da atividade

Em condicdes ideais, as bactérias se reproduzem exponencialmente, o que significa dizer que
elas se reproduzem de maneira muito rdpida. Ou seja, a quantidade de bactérias aumenta de
maneira significativa em pouco tempo.

Suponha que uma determinada colonia de bactérias duplica a cada 24 horas e faca o que se

pede a seguir.
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1) Sem saber a quantidade inicial de bactérias, preencha a tabela abaixo da maneira que vocé
acha que pode representar esse cdlculo. Considere cada tempo # como a passagem de um dia
(t =1,um dia; t =2, dois dias; etc...), e o numero de bactérias (n) como a quantidade existente

de bactérias a cada dia.

Tabela 3 — Reproduc¢do de uma coldnia de bactérias que duplica a cada dia

Tempo (#) | Numero de bactérias (n)
0 no
1 ny =
2 np =
3 n3 =
10 nig =
t ny =

2) Se a quantidade inicial de bactérias fosse ny = 1.000, quantas bactérias existiriam apds um dia?
3) E depois de 2 dias?

4) E depois de 3 dias?

5) E depois de 20 dias?

6) Escreva uma func¢do que represente o crescimento dessa colonia de bactérias. Lembre-se de

relacionar as grandezas tempo (f) e nimero de bactérias (n).

Consideracoes a respeito da correcao

1) Ao corrigir a tabela que consta no item 1, considere destacar o que é iteracdo de funcoes,

relacionando o instante (¢) com o nimero (7n) de bactérias anterior e também ao n.
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Reproducao de uma colonia de bactérias que duplica a cada dia

Tempo () | Namero de bactérias (n)

0 no

1 n =2.ng

2 np =2.n; =2.2.n9 = 2°ny
3 ng=2.1mp, =2.2.2.n9=23ng
10 Nig = 2.719 = 210710

t n;=2.n;-1=2ng

2) Neste item, considere utilizar a mesma notacao que consta na correcao da tabela.

Assumindo ny = 1.000, apés um dia teremos n; = 2.1y = 2.1000 = 2000.
3) De modo anélogo ao item anterior, temos ny = 2.1y = 22y = 2.2.1000 = 4000.
4) De modo anélogo ao item anterior, temos n3 = 2.1y = 231y =2.2.2.1000 = 8000.

5) Ao corrigir este item, pode-se destacar a relacao entre o expoente e a quantidade de iteracoes,
e utilizar a calculadora para encontrar a resposta. Assim, temos 7,9 = 22°.1000 = 1.048.576.000.

6) Ao corrigir este item, considere relembrar o conceito de funcdo e que é necessério definir o
dominio e contradominio desta.
Assim, temos a func¢do f :N — N definida por f(n) = 2.n. Ao iterarmos essa funcao, conside-

rando cada iteracdo como o instante ¢, temos f’(n) = 2tn.

Ap6s a correcdo, sugere-se que a explicacdo sobre o que é e como funciona um sistema dina-
mico discreto seja feita. Os sistemas dinamicos funcionam como um conjunto de elementos que,
organizados e interligados, interagem para o funcionamentto do todo, e as suas caracteristicas
permitem prever o comportamento e a evolucao de determinado fen6meno. A evolugdao de um
sistema dinamico depende da varidvel tempo (1), e essa pode ser continua ou discreta. Quando
analisamos o tempo numericamente, a variavel ¢t assume valores inteiros, e por isso pode-se
dizer que o sistema dindmico nesse caso € discreto. Além disso, é necessario conhecer a regra
deterministica, ou seja, a fun¢cdo que modela o comportamento desse sistema.

Nesta atividade é possivel perceber que o niimero de bactérias do dia atual estéd diretamente
relacionado ao namero de bactérias do dia anterior. Também é relevante fazer uma reflexao

sobre algumas questdes como as que se seguem:
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* Poderiamos aplicar este mesmo modelo em um estudo sobre o crescimento da populacao

de uma cidade?

* A populacao cresce infinitamente? Nao hd nada que atrapalhe o crescimento da populacao

de determinado lugar?

* O que vocés acham que falta neste modelo?

Questdes como as citadas acima, servirdao para relacionar o contetdo trabalho nesta aula

com o conteudo que serd trabalhado na préxima aula.
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Atividade 02: Funcoes exponenciais e o modelo logistico de Malthus

Introducao

A ideia intuitiva sobre a iteracdo de funcoes abre caminho para o aprofundamento no seu
conceito. Ap6s a modelagem da composicao de funcgdes feita intuitivamente na aula anterior,
espera-se que os estudantes compreendam o conceito de iteracao de funcdes e possam aplicd-lo
em qualquer situacgao.

Nesta aula, exploraremos o conceito de iteracdo tendo como base o modelo logistico de
Malthus.

Objetivos

» Explorar o conceito de iteracdo com base na fun¢do exponencial que representa o cresci-

mento da colonia de bactérias mencionado na atividade anterior;
* Estimular a capacidade de identificar padroes;

» Representar func¢des exponenciais algebricamente.

Duracao: 2 horas/aula.

Conteudos

e Funcao exponencial;

* Modelo populacional de Malthus.

Habilidades da BNCC

* EM13MAT304: Resolver e elaborar problemas com fung¢des exponenciais, nos quais seja
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos

como o da Matematica Financeira, entre outros.

 EM13MAT403: Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de tecnologias digitais,
entre as representacoes de func¢des exponencial e logaritmica, expressas em tabelas e
em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,

crescimento) de cada funcio.

Desenvolvimento da aula
Sugere-se que o professor inicie essa atividade retomando o que foi tratado na aula anterior.
Iniciando com as questdes repondidas intuitavemente, o conceito de iteracdo de fungoes pode

ser exposto.

65



Ao relembrar as questdes da aula anterior, considere explorar a representacado algébrica de
uma funcao e da iteragdo de uma funcao. Neste momento de retomada, considere responder as
questdes a seguir no quadro, junto com os estudantes, destacando a maneira que a representagao
algébrica deve ser feita.

Considerando que uma coldnia de bactérias duplica a cada instante e que t é a varidvel que

representa o tempo, represente algebricamente as situacoes a seguir.

1) A quantidade de bactérias ap6s 2 instantes.

Ao corrigir este item, considere denotar a quantidade inicial de bactérias por xp. Dessa forma,
os estudantes terdo maior clareza para compreender os proximos itens. Como a situacgao se refere
a 2 instantes depois, € necessdrio demonstrar o primeiro instante. Assim, temos a quantidade de
bactérias apo6s 1 instante definida por f(xp) = 2.xp e a quantidade de bactérias apds 2 instantes
definida por f(f(xg)) = 2.2.x0 = 22.x0.

2) A quantidade de bactérias apo6s 3 instantes.
Neste item, por ser o instante seguinte ao solicitado no item anterior, podemos definir a

quantidade de bactérias ap6s 3 instantes por f(f(f(xo))) = 2.2.2.x9 = 23.x.

3) A quantidade de bactérias apos ¢ instantes.

Considerando que os estudantes compreenderam a relacao entre o expoente do coeficiente 2
e a quantidade de instantes passados, podemos definir a quantidade de bactérias apds ¢ instantes
como [f(xg) =2%.xp.

Caso seja necessdrio, antes de definir a funcao para o instante ¢, faca a definicdo para os
instantes subsequentes ao terceiro, a fim de conduzi-los a melhor compreensao da definicao da
funcao no instante .

Note que ao final da explanacao dessas situacgoes, é pertinente destacar que foram feitas itera-
¢Oes em cada item, e que essas iteracoes sdo composicoes da func¢ao f, que define a quantidade
de bactérias ap0s ¢ instantes, e podem ser representadas por fo fo...o fo f.

Para contextualizar o conceito de iteracao de fungoes, sugere-se a utilizacao do modelo de
crescimento populacional proposto por Thomas Malthus.

Em 1798, Thomas Malthus publicou um trabalho chamado "An Essay on the Principle of
Population", cuja traducdo é "Um ensaio sobre o principio da populacdao". Nesse trabalho,
Malthus apresentou a sua teoria sobre crescimento populacional, na qual ele argumentava que
as populacoes humanas tendiam a crescer de forma exponencial, ou seja, na auséncia de limites,
a populacao cresceria rapidamente. Porém, segundo Malthus, os recursos alimentares cresciam

de forma linear, o que significa dizer que o crescimento da populacdo é mais acelerado do
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que a producao de alimentos. Portanto, essa disparidade levaria a uma escassez de alimentos,
resultando em crises como fome, doencas e guerras que reduziriam a populagao.

A funcdo discreta para esse modelo é

Piy1=Pr.(1+71), (24)
onde:
e P; é apopulac¢do no instante atual;
e P, éapopulacdo no instante seguinte;

e r é ataxa de crescimento da populagio.

Verificacao da aprendizagem

Apos a contextualizacdo, divida os alunos em grupos e forneca diferentes valores para a
populacgdo atual e taxa de crescimento. Os estudantes devem calcular a populagao nos cinco
instantes seguintes (t =1, t =2, t =3, t =4 e t = 5). Cada grupo devera construir o gréfico da sua
func¢do, mostrando a evolucgdo da populacao, no software GeoGebra e, em seguida, apresentar o

seu grafico compartilhando o que puderam observar em relacdo ao comportamento da funcao.
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Atividade 03: lteracoes na Matematica Financeira

Introducao

O conceito de iteracdo de funcoes é frequentemente utilizado em matematica financeira para
modelar problemas relacionados ao crescimento ou ao valor do dinheiro ao longo do tempo,
como no célculo de juros compostos que exploraremos nesta atividade. Utilizar este exemplo
torna a aprendizagem mais atrativa, permitindo que o estudante associe a teoria com a pratica

aplicada a sua realidade.

Objetivos

 Explorar o conceito de iteragao com base na fungao exponencial que representa o cresci-

mento do dinheiro ao longo do tempo;
» Estimular a capacidade de identificar padroes;
* Representar funcoes exponenciais algebricamente;

» Estimular a capacidade de leitura e interpretacao de graficos.

Duracao: 2 horas/aula.

Conteudos

* Funcdo exponencial;

¢ Juros compostos.

Habilidades da BNCC

* EM13MAT304: Resolver e elaborar problemas com fung¢ées exponenciais, nos quais seja
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos

como o da Matematica Financeira, entre outros.

e EM13MAT403: Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio de tecnologias digitais,
entre as representacoes de fungoes exponencial e logaritmica, expressas em tabelas e
em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,

crescimento) de cada funcio.

Desenvolvimento da aula
Ao iniciar essa aula, retome o conceito de iteracao de funcoes, destacando que os cdlculos

sdo feitos a partir do valor referente ao instante atual de acordo com a funcao definida.
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Considere a seguinte situacdo: Ana Julia aplicou R$1.000,00 a uma taxa de juros compostos
de 5% ao meés. Os juros compostos sdo cobrados sobre o valor inicial e sobre os juros acumulados
ao longo do tempo, e isso significa que a cada més os juros sdo calculados sobre todo o montante
acumulado desde o tempo inicial.

Diante disso, preencha a tabela a seguir com os valores que representam o montante de Ana

Jidlia, més a més.

(¢) | Operagao realizada | Montante
- R$1.000,00

Tabela 4 — Rendimento mensal da aplicacdo de Ana Julia.

Neste momento, sugerimos que o professor interfira minimamente, para que os estudantes
calculem da maneira que acharem conveniente.
Ao corrigir esta atividade, sugere-se que o professor fagca uma projecdo na lousa ou na tv, para

que o preenchimento da tabela seja jeito detalhadamente.

Meés (1) Operacao realizada Montante
0 - R$1.000,00
1 M; =1000.1,05 M; = R$1.050,00
2 M, = M;.1,05 = 1000.1,05.1,05 = 1000.1, 052 M, = R$1.102,50
3 M5 = M>.1,05 = 1000.1,05.1,05.1,05 = 1000.1,05% | Ms = R$1.157,62
10 Mo = My.1,05 = 1000.1,05° Mo = R$1.628,89
t M,; = M;_;.1,05 =1.000.1,05° M; =1000.1,05°

Tabela 5 - Rendimento mensal da aplicacao de Ana Julia.

Verificacao da aprendizagem
Ap6s o preenchimento da tabela, reforce aos estudantes o conceito de iteracdo de funcoes e

solicite que eles respondam as questdes a seguir.

1) Foi possivel perceber que o valor do montante no instante t depende do montante no instante

anterior ¢ —1?
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Resposta esperada: Espera-se que os estudantes percebam que para calcular o valor atual do

montante, € necessario saber qual foi o montante anterior.

2) Se substituirmos o capital inicial por C, qual seria a funcdao que modelaria a aplicacao de 5%
ao més para qualquer valor?

Resposta esperada: Espera-se que os estudantes substituam o valor de R$1.000,00 por C,
obtendo M = C.1,05’. Neste momento, pode-se explorar o conceito de juros simples, destacando
que o valor da taxa é variavel.

3) Foi possivel perceber uma relacdo entre o método utilizado para calcular a populacao e o
método para calcular os juros compostos?

Resposta esperada: Espera-se que os estudantes notem que a composicdo de funcdes esta
presente nas duas situacgoes.

Ao corrigir estas questdes, considere sanar duvidas existentes em relacdo ao que € iteracao e
como os sistemas dindmicos estao presentes em nosso cotidiano, em vérias dreas do conheci-
mento. Vale destacar que os sistemas dindmicos modelam situacdes nas quais uma grandeza

evolui ao longo do tempo, dependento de uma regra deterministica.
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Atividade 04: Introduzindo o conceito de ponto fixo

Introducao

Nesta aula, faremos uma introduc¢ao ao conceito de ponto fixo utilizando o software GeoGe-
bra, partindo da representacao geométrica das funcdes identidade e quadrética.

Essa abordagem tem o objetivo de tornar a aprendizagem significativa, consolidando concei-

tos através da memoria visual.
Objetivos
e Explorar o conceito de ponto fixo;
* Explorar a criatividade e o protagonismo;
e Estimular a capacidade de identificar padroes;
* Representar funcoes geometricamente;

» Conceituar ponto fixo através da interseccdo dos graficos das fun¢des identidade e quadré-

tica.

Duracao: 2 horas/aula.

Contetidos

e Funcao identidade;
* Funcdo quadratica;
* Funcao polinomial.
Habilidades da BNCC

e EF09MA06: Compreender as funcoes como relagées de dependéncia univoca entre duas
varidveis e suas representacoes numérica, algébrica e gréfica e utilizar esse conceito para

analisar situagdes problemas que envolvam relacdes funcionais entre duas variaveis.

e EM13MAT302: Construir modelos empregando as funcoes polinomiais de 1° ou 2° graus,

para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Desenvolvimento da aula

A proposta desta aula é inicid-la com a apresentacdo da imagem a seguir.
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0.5 1 15 2

Figura 45 — Gréfico das funcées f(x) = x e g(x) = x°.

Em seguida, explicar aos estudantes que a funcao identidade, representada pela reta, é tal
que f : R — R e definida por f(x) = x. Sendo assim, os pontos dessa reta sao formados por
abscissas e ordenadas de mesmo valor, como por exemplo (0,0), (1,1),(2,2), etc. Além disso,
deve-se explicar aos estudantes que a pardbola representa a funcao g: R — R, que é definida

por g(x) = x%. Ap6s essa introducio, solicite que os estudantes respondam as questdes a seguir:
1) O que vocés acham que esses pontos, em que as fungdes se cruzam, representam?

2) Se a funcao identidade s6 possui pontos nos quais os valores das abscissas e das ordenadas

sdo iguais, quais seriam esses pontos em que as fun¢oes se encontram?

Ao comentar sobre essas questdes, induza os alunos a encontrarem os pontos de intersecao
entre os dois gréficos e destaque que eles possuem valores de abscissas e ordenadas iguais, ou
seja, quando iteramos as funcdes nesses pontos, encontramos os valores que satisfazem f(p) = p,

sendo p ponto fixo de g. Além disso, apresente a definicdao de ponto fixo.

Verificacao da aprendizagem

Solicite aos estudantes que construam as funcoes a seguir no GeoGebra e em seguida selecio-
nem o comando "Intersecdo de dois objetos", clicando nos graficos e registrando os pontos de
intersecdo entre eles. Apos a conclusao dessa etapa, oriente os estudandes a iterarem as funcoes,
que nao sao identidade, a fim de verificarem que quando iteramos uma funcao no ponto fixo, o

valor dela nédo se altera.
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1) f(x) = x e h(x) = 2x. Resposta esperada: Espera-se que os estudantes encontrem o ponto de

intersecao em x =0, sendo h(x) =2.x =2.0 =0 e, portanto p =0.

f(=)

2

15

0.5

A=(0,0)

-2 -15 -1 -0.5 0.5 1 15

N

-15

Figura 46 — Gréfico das funcoes f(x) = x e h(x) = 2x.

2) f(x)=xe m(x) = x°.
Resposta esperada: Espera-se que os estudantes encontrem os pontos de intersecao em
x=-1,x=0ex=1, sendo m(x):x3:(—1)3:—1, m(x):x3:03:0em(x):x3:13:1.

Portanto, m possui trés pontos fixos.
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f(z)

15

0.5

c=(1,1)

-2 -15 -1 —

15

N

Figura 47 — Gréafico das funcées f(x) = x e m(x) = x°.

3) fx)=xen(x)=x*-1.
Resposta esperada: Espera-se que os estudantes encontrem os pontos de intersecao em
x=-0,62ex=1,62sendon(x)=x2-1=1,622-1=1,62e n(x) =x>-1=(-0,62)2-1=-0,62.

Portanto, n possui dois pontos fixos.

15

0.5

A=(1.62,1.62)

15 2 25

Figura 48 — Grafico das funcoes f(x) = x e n(x) = x> + 1.
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4) f(x)=xeg(x) = —x%+1.

Resposta esperada: Espera-se que os estudantes encontrem os pontos de intersecdo em

x=-1,62ex=0,62,sendo g(x) = —x*+1=—(0,62)>+1=0,62e g(x) = —x*+1=—(~1,62)>+1 =

—1,62. Portando, g possui dois pontos fixos.
f(x)

2

15

0s B =(0.62, 0.62)

A=(-1.62, -1.62)

Figura 49 — Grafico das funcées f(x) = x e g(x) = —x* — 1.
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Atividade 05: Pontos fixos atratores e pontos fixos repulsores

Introducao

Nesta aula, continuaremos com a estratégia de conduzir os estudantes a assimilarem algumas
caracteristicas relacionadas aos sistemas dinamicos através de atividades praticas. O uso do
GeoGebra enriquece a aula, permitindo que o estudante veja a representacdo geométrica do que
lhe é ensinado algebricamente.

Em sequéncia a aula anterior, conceituaremos o que sdo pontos fixos atratores e pontos fixos
repulsores.

Objetivos

* Explorar o conceito de ponto fixo;

* Explorar o conceito de ponto fixo atrator/repulsor;
e Estimular a capacidade de identificar padroes;

* Estimular a criatividade e o protagonismo.

Duracao: 2 horas/aula.

Contetidos

* Funcdo identidade;

* Funcao quadrética.

Habilidades e competéncias da BNCC

* EF09MAO06: Compreender as funcoes como relagoes de dependéncia univoca entre duas
varidveis e suas representacoes numérica, algébrica e gréfica e utilizar esse conceito para

analisar situagdes problemas que envolvam relacdes funcionais entre duas variaveis.

e EM13MAT302: Construir modelos empregando as funcoes polinomiais de 1° ou 2° graus,

para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

* Competéncia geral 2: Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a anélise critica, a imaginacao e a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hip6teses, formular e resolver problemas e inventar

solu¢oes com base nos conhecimentos das diferentes dreas.
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Desenvolvimento da aula

Sugerimos que essa aula seja iniciada solicitando aos estudantes que facam 10 iteracoes da
funcdo g : R — R definida por g(x) = x. Oriente os estudantes para que escolham um valor
maior que os pontos fixos encontrados na aula anterior e facam 5 iteracoes (analogamente,
escolham um valor menor que os pontos fixos e facam 5 iteragdes). Em seguida, solicite que
os estudantes construam, no software GeoGebra, os graficos das funcoes f(x) = xe g(x) = x* e
marquem os pontos resultantes das iteragoes.

Possivel resposta:

Para xo = 1,5, temos

x; =1,5%=2,25

X =2,25% =5,0625

x3 = 5,0625% = 25,6289

x4 = 25,6289% = 656, 8408

x5 = 656,8408% = 431.439,8833.

Para xp = —0,5, temos
1=(-0,52=0,25

¥, =0,25% =0,0625

¥3 = 0,0625% = 0,003906

%4 = 0,003906% = 0,000015258

%5 = 0,000015258% = 0,0000000002328.

-2 -1 B= (0' 0) 1 2 3

Figura 50 — Pontos fixos de g(x) = x?%, com xp=1,5 e Xy = —0,5.
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Em seguida, faca as seguintes perguntas aos estudantes:

1) O que vocés perceberam sobre os resultados das iteracdoes que comecaram com um valor
maior que os dos pontos fixos?

A resposta esperada é que os valores dos resultados vao aumentando, ou seja, quanto mais
iteracoes sao feitas, mais esse valor se distancia do valor inicial. Considere nesse momento,
introduzir o cenceito de ponto fixo repulsor. Vale ressaltar que o ponto fixo é repulsor quando
iteramos a funcao tomando um x, préximo ao ponto fixo, e essas iteracoes resultam em valores

cada vez mais distantes do valor inicial.

2) O que voceés perceberam sobre os resultados das iteracdes que comecaram com um valor
menor que os dos pontos fixos?

A resposta esperada € que os valores dos resultados vao diminuindo, ou seja, quanto mais
iteracoes sao feitas, mais esse valor se aproxima do valor inicial. Considere nesse momento,
introduzir o conceito de ponto fixo atrator. Vale ressaltar que o ponto fixo € atrator quando
iteramos a funcdo tomando um x, préximo ao ponto fixo, e essas iteracoes resultam em valores

cada vez mais préximos do valor inicial.

Verificacao da aprendizagem
Solicite aos estudantes que repitam o processo de iteragdo e de construcao dos graficos no

GeoGebra para cada uma das funcoes a seguir.

1) f(x) =xe h(x) =2x.
Resposta esperada:
Para xy =0, 25, temos
X1 = h(xp) =2.0,25=0,5
X2 =h(x;)=2.0,5=1
Xx3=h(xp)=21=2
Xs=h(x3)=22=4
X5 = h(x4) =2.4=8.

Para xy = -0, 25, temos

%1 = h(Xo) =2.(=0,25) = —0,5
% = h(x) = 2.(=0,5) = -1
X3=h(X) =2.(-1)=-2
%a=h(xs) =2.(-2) = -4

%5 = h(Xg) = 2.(—4) = —8.
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1@ .

T3

-5 —4 -3 -2 -1 A= (0Y ’0) 2 3 4 5

T z
Lo@ -1

Figura 51 — Evolucdo dos pontos de h(x) = 2x, com xp = 0,25 e X = —0,25.

2) fx)=xeqx)=%
Resposta esperada:

Para xyp = 1,6, temos

x1 = q(x0) =42 =0,8
X=q0x)=%=04
x3=qx)=%=0,2
Xy =qx3) =% =0,1
x5 = q(xa) =% =0,05.

Para xp = —1,6, temos

=q(%)="32=-0,8
-0,8 _
xg = (xl) = T —0 4
X3=q(F) = 5% =-0,2
X4 =q(x3) = 22 =-0,1
X5 = q(%s) = =01 = -0,05.
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0.5

5 3
Ty

T2

-15 -1 -05 T4

8

Figura 52 - Evolug@o dos pontos de g(x) = 5, com xo =1,6 e Xo = —1,6.

A=(0,0) 05
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Durante o desenvolvimento deste trabalho, as secoes que o compdem foram revisitadas
diversas vezes, pois a cada novo tépico lido, a cada exercicio, a cada video assistido, bibliografia
consultada e a cada encontro com o orientador, algum ajuste se fazia necessdario. Ainda assim,
apos a finalizacao da parte escrita e da aplicagdo dos planos de aula, este assunto nao foi
abordado em sua totalidade, dada a riqueza de detalhes que sdo inerentes aos sistemas dinamicos
e, portanto, seria utopico pensar que todos eles caberiam nesta pesquisa.

A aplicacao dos planos de aula se deu em uma unidade escolar da rede publica do estado
de Sao Paulo, com alunos matriculados na 22 série do ensino médio, cujos objetos de estudo
constam nas diretrizes curriculares sugeridas para o 2° bimestre do ano letivo, com exce¢do do
conceito de "Pontos fixos".

Na preparac¢do da turma para o inicio das atividades, o principal desafio foi a logistica relacio-
nada aos chromebooks necessdrios para utilizacao do software Geogebra. Durante o periodo de
aplicacao dos planos de aula, ndo havia um profissional responsével pelos aparelhos tecnolégicos
e, portanto, era necessdario busca-los, ligd-los e conectd-los para que entao pudéssemos iniciar as
atividades. De fato, essa preparacdo consumiu muito tempo das aulas, o que diminuiu o tempo
de exploracao das situa¢des de aprendizagem.

Os estudantes demonstraram interesse na realizacao das atividades, principalmente no uso
do software GeoGebra e, foi possivel observar a curiosidade despertada ao plotarem os graficos.
A contextualizacdo com assuntos de f4cil assimilacdo permitiu a conexado entre a técnica e a
aplicabilidade desta, de modo que ao responder as questoes, os estudantes respondiam pensando
no concreto, no que de fato representava o resultado. A utiliza¢do de tecnologias enriqueceu a
aula e proporcionou aos estudantes o desenvolvimento da criatividade, partindo da curiosidade
que os temas despertaram neles.

Em tempo, é relevante mencionar a defasagem em relacdo aos anos anteriores no que diz
respeito as competéncias e habilidades em matematica, dada a necessidade de revisar proprieda-
des simples antes do inicio da aplicacdo das atividades, corroborando com os dados divulgados
pelas avaliacdes externas nacionais e internacionais. Os estudantes ndao possuem dominio da
linguagem matematica aplicada a situacdes simples, como por exemplo, para descobrir os pontos
fixos da funcao f(x) = 2x, utilizamos 2x = x e eles ndo entendem de imediato que x representa o
mesmo nimero nos dois termos da igualdade.

A aplicacao da atividade 01 ocorreu de maneira tranquila e as orientagdes foram seguidas con-
forme a descricao na introducao desta. O assunto "Reproducao de uma coldnia de bactérias"foi
de facil assimilagdo pelo fato de j4 ter sido estudado em outros componentes curriculares e, pelo
fato de que as bactérias estdo presentes no cotidiano. Porém, no encerramento da atividade,

onde os estudantes deveriam escrever a funcdao que representa o crescimento das bactérias, a
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intervencao do professor foi necessdria pois nenhum deles conseguiu concluir sozinho.
As Figuras a seguir apresentam a resolucao da atividade de alguns estudantes, as quais foram

realizadas em grupos.

VERIFICACAQ DA APRENDIZAGEM
Em condigbes ideais, as bactérias se reproduzem exponencialmente, o que significa dizer que
elas se reproduzem de maneira muito rapida. Ou seja, a quantidade de bactérias aumenta de maneira
significativa em pouco tempo.
Suponha que uma determinada colénia de bactérias duplica a cada 24 horas e faga o que se
pede a seguir.

1) Sem saber a quantidade inicial de bactérias, preencha a tabela abaixo da maneira que vocé acha que
pode representar esse calculo. Considere cada tempo t como a passagem de um dia (=1, um dia; =2,

dois dias; etc...), e 0 nimero de bactérias (n) como a quantidade existente de bactérias a cada dia.

Reprodugédo de uma coldnia de bactérias que duplica a cada dia:

TEMPO (t) | NUMERO DE BACTERIAS (n)
0 Nos(x)
1 ni=2x < 2.%
2 Ni-g.0ix)e i '«
3 Rregild ) w2«
70
10 )’[]0?;]%{:2 -
t h‘ P 2 7\, %
2) Se a quantidade inicial de bactérias fosse n0=1 .000, quantas bactérias existiriam apds um dia?
3) E depois de 2 dias? V7 =2 /oos = 26060
?_ /)._,;»:8"73(1

4) E depois de 3 dias? V32

o

2 / &
5) E depois de 20 dias? Y\, = L .lo=o - f.0Y8. 576,000

6) Escreva uma fungdo que represente o crescimento dessa coldnia de bactérias. Lembre-se de
relacionar as grandezas tempo (f) € nimero de bactérias (n).

/Lj—)—) (_107'0

Nx =2 r.]ooq

Figura 53 — Resolucdo da atividade 01 - Grupo 01.
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VERIFICACAO DA APRENDIZAGEM
Em condigbes ideais, as bactérias se reproduzem exponencialmente, o que significa dizer que
elas se reproduzem de maneira muito rapida. Ou seja, a quantidade de bactérias aumenta de maneira
significativa em pouco tempo.
Suponha que uma determinada colénia de bactérias duplica a cada 24 horas e faga o que se
pede a seguir.

1) Sem saber a quantidade inicial de bactérias, preencha a tabela abaixo da maneira que vocé acha que
pode representar esse calculo. Considere cada tempo t como a passagem de um dia (=1, um dia; =2,

dois dias; etc...), e o nimero de bactérias (n) como a quantidade existente de bactérias a cada dia.

Reprodugéo de uma coldnia de bactérias que duplica a cada dia:

TEMPO () | NUMERO DE BACTERIAS (n)
0 8 (e Zf/,t’\
5 Y= +(x)
2 Y1 J (- /’\
’ (2 =2-(2-2-X)
L Nee=3% (xX)
! Y=g ¥ /l\

2)Sea qu/antidade inicial de bactérias fosse n0=1 .000, quantas bactérias existiriam apés um dia?
\ 1= .‘ | = o

3) E depois de 2 dias?
\ )J' ’ ) =400

4) E depois de 3 dias?

/

1 Ay B
5) E depois de 20 dias?
1 « {opo =1.048576,0

6) Escreva uma fungdo que represente o crescimento dessa colonia de bactérias. Lembre-se de
relacionar as grandezas tempo (f) e nimero de bactérias (n).

Figura 54 — Resolucao da atividade 01 - Grupo 02.

Antes da aplicacao da segunda atividade, foi feita a retomada do conceito de iteracdo de fun-
¢oes, o qual foi introduzido na aula anterior e, na sequéncia foi feita uma breve introducao sobre
o modelo logistico de Malthus, a fim de contextualizar a atividade. Os alunos foram divididos em
duplas ou trios e o professor distribuiu taxas de crescimento e populacdes iniciais diferentes para
que eles calculassem os cinco primeiros termos dessa evolucdo. Os estudantes desenvolveram
a atividade com tranquilidade baseados nos exemplos expostos pelo professor e com o auxilio
de calculadora. Ap6s o cdlculo, os estudantes inseriram a funcao no software GeoGebra para
analisar a evolucao da populacao e o comportamento da funcao. Todos observaram a rapida
evolucao da populacdo e como a fungdo cresce de maneira acelerada.

As Figuras a seguir apresentam a resolucdo de dois grupos distintos e 0o momento em que
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realizaram a plotagem dos graficos.

VERIFICACAO DA APRENDIZAGEM

Em 1798, Thomas Malthus publicou um trabalho chamado "An Essay on the Principle of
Population”, cuja traducdo é "Um ensaio sobre o principio da populacéo”. Nesse trabalho, Malthus
apresentou a sua teoria sobre crescimento populacional, na qual ele argumentava que as populacoes
humanas tendiam a crescer de forma exponencial, ou seja, na auséncia de limites, a populacédo
cresceria rapidamente. Porém, segundo Malthus, os recursos alimentares cresciam de forma linear, o
que significa dizer que o crescimento da popula¢éo é mais acelerado do que a produgéo de alimentos.
Portanto, essa disparidade levaria a uma escassez de alimentos, resultando em crises como fomne,

doencas e guerras que reduziriam a populagéo.
A fung&o discreta para esse modeloe P, = P,.(1 + r) onde:
° P: é a populagao no instante atual;

] P:+1 € a populacéo no instante seguinte;
e r € ataxa de crescimento da populagao.

De acordo com os valores fornecidos pela professora (P0 e r), calculem P1, P, Pa' P,e Ps. Em

seguida, construam o gréfico da funcdo mostrando a evolugéo da populagéo, no software GeoGebra e,
apresentem-o compartilhando o que puderam observar em relag&o ao comportamento da fungéo.

£(:’;) = foep .J.Ogux

Fi = Pe {JOD}) Pq e .
Py = Joeo J;o;p p = = 'OGA,&@-Q a3

4 - _.l O& ) [\}

Vs 2 Joas
pS = J\.C’KQ_PC@ —\’DT;.;

P2 = j0le
e R K- A lok o
fy = 4 elg

pg = J.O({qr[\ ..lC‘l JODE’ &Jo';_

P; = 4 oGl 2l

Figura 55 — Resolucdo da atividade 02 - Grupo 01.
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VERIFICACAO DA APRENDIZAGEM

Em 1798, Thomas Malthus publicou um trabalho chamado "An Essay on the Principle of
Population”, cuja traducdo € "Um ensaio sobre o principio da populagéo”. Nesse trabalho, Malthus
apresentou a sua teoria sobre crescimento populacional, na qual ele argumentava que as populagoes
humanas tendiam a crescer de forma exponencial, ou seja, na auséncia de limites, a populacao
cresceria rapidamente. Porém, segundo Malthus, os recursos alimentares cresciam de forma linear, o
que significa dizer que o crescimento da populacdo é mais acelerado do que a produgéo de alimentos.
Portanto, essa disparidade levaria a uma escassez de alimentos, resultando em crises como fome,
doencas e guerras que reduziriam a populagéo.

A fungao discreta para esse modeloé P, = P.(1 + 1) onde:

e P, éapopulagdo no instante atual;
3 € a populag&o no instante seguinte;
e 7 & ataxa de crescimento da populag&o.

De acordo com os valores fornecidos pela professora (Po e r), calculem P,P,P,P,eP.Em

seguida, construam o grafico da funcdo mostrando a evolugdo da populagéo, no software GeoGebra e,
apresentem-o compartilhando o que puderam observar em relagao ao comportamento da funcéo.

"
f
%
1
-
. £

Figura 56 — Resolucdo da atividade 02 - Grupo 02.
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Figura 57 — Chromebooks utilizados para plotagem dos gréficos.

Ao realizarem a atividade 03 os estudantes demonstraram compreensao em relacdo ao con-
ceito de iteracdo de funcdes, concluindo que o montante no instante atual depende do montante
no instante anterior.

As Figuras a seguir apresentam algumas das resolucoes feitas pelos estudantes.
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VERIFICACAQ DA APRENDIZAGEM
Considere a seguinte situagdo: Ana Jdlia aplicou R$ 1.000,00 a uma taxa de juros compostos de 5% ao
més. Os juros compostos sao cobrados sobre o valor inicial e sobre os juros acumulados ao longo do tempo, e isso

significa que a cada més os juros sdo calculados sobre todo 0 montante acumulado desde o tempo inicial.

Diante disso, preencha a tabela a seguir com os valores que representam o montante de Ana Julia, més a més.

MES (t) OPERACAO REALIZADA MONTANTE (M)
0 e M. /', 000 .00
./ V4 e
2 V) W 7 4 M&::"-«/v 2o 5
e Ly ity — e /2
. v '/)J M3 =lITZ 6
o M = poo. . Me= 7, 628,8
g o, S - "7

1. Foi possivel perceber que o valor do montante no |nstante tdepende do montante no instante
anterior t-1? >/, F 10 vEL PF : o i el
‘| f v ¢ ! &N N, ) ,' ' ,‘ Al { ,- A (3l | l‘. J\Ij |

&

S AiY

2. Se substituirmos o capital inicial por C, qual serla a fungdo que modelaria a aplicagdo de 5% ao

més para qualquer valor? 1= C.(7,05)

3. Foi possivel perceber uma relagéo entre o método utilizado para calcular a populag:ao 3 o
método para calcular os juros compostos? §/p PORQVE  V5AM V€37
DE cAlculo DA PoPUlagpo,

Figura 58 — Resolucdo da atividade 03 - Dupla 01.
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VERIFICACAQ DA APRENDIZAGEM
Considere a seguinte situacio: Ana lilia aplicou RS 1.000,00 a uma taxa de juros compostos de 5% ao
més. Os juros compostos sdo cobrados sobre o valor inicial e sobre os juros acumulados ao longo do tempo, e 'sso

significa que a cada més os juros sdo calculados sobre todo 0 montante acumulado desde o tempo inicial.

Diante disso, preencha a tabela a seguir com os valores que representam o montante de Ana Jdlia, més a més.

MES (t) OPERACAO REALIZADA MONTANTE (M)

0

1 -4

10 ?

ME = Mt-1.08 = 1000,1

1. Foi possivel perceber que o valor do montante no instante f depende do montante no instante
anterior -1?

2. Se substituirmos o capital inicial por C, qual seria a fungdo que modelaria a aplicac@o de 5% ao
més para qualquer valor? r

3. Foi possivel perceber uma relagdo entre o método utilizado para calcular a populagao e o
método para calcular os juros compostos?

Figura 59 — Resolucao da atividade 03 - Dupla 02.

A atividade 04 exigiu mais intervencoes do professor, o que era previsto porque os estudantes
nao tinham dominio do software GeoGebra e ndao sabiam o que é uma funcao identidade. Mas,
apos algumas explicacoes e a demonstracao de exemplos na TV, os estudantes conseguiram
desenvolver a atividade com pouca dificuldade.

As Figuras a seguir apresentam algumas resolucoes e alguns registros dos momentos em sala
de aula.
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VERIFICACAO DA APRENDIZAGEM

Na figura a seguir, a fungdo identidade, representada pela reta, é tal que f: R—R e definida por
f(x) = x. Sendo assim, os pontos dessa reta sdo formados por abscissas e ordenadas de mesmo valor, como por
exemplo (0,0), (1,1), (2,2), etc. Além disso, a pardbola representa a fungdo g: R—R, que é definida por

glx) = 1%

Ap6s analisar a figura, responda as questdes a seguir:

1. O que vocés acham que esses pontos, em que as fungdes se cruzam, representam?

RePrESENTAM 09 MESMOS VALOS - ;
2. Se a funcgdo identidade s6 possui pontos nos quais os valores das abscissas e das ordenadas sdo
iguais, quais seriam esses pontos em que as fungdes se encontram?

A=(00 S -

3. Quando iteramos as fungdes nesses pontos, encontramos os valores que satisfazem f(p) = p,
sendo p ponto fixo de g. | TERE AS Fun(0es MOS NONTOD RXOD
a(ny n 3 \

4. Construa as fungdes a seguir no GeoGebra e em seguida selecione o comando "Interse¢do de dois
objetos", clicando nos gréaficos e registrando os pontos de interse¢do entre eles. Em seguida, faga
a iteracdo da fungdo no ponto fixo e registre o que vocé observou em relagdo ao resultado.

a. f(x) =xeh(x) =2x.(00 ¢ e f(x) =xen(x) =2 — 1. (-

b. f(x) =xem(x) = x'°". d f(x) = xeg(xj =% 1.

Figura 60 — Resolucao da atividade 04 - Grupo 01.
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VERIFICACAO DA APRENDIZAGEM

Na figura a seguir, a fungdo identidade, representada pela reta, é tal que f: R—R e definida por
f(x) = x. Sendo assim, os pontos dessa reta sdo formados por abscissas e ordenadas de mesmo valor, como por
exemplo (0,0), (1,1), (2,2), etc. Além disso, a pardbola representa a fungdo g: R—R, que é definida por
g(x) = 22

Ap6s analisar a figura, responda as questGes a seguir:

1. O que vocés acham que esses pontos, em que as fungdes se cruzam, representam? ™

/
I}

2. Se a fungdo identidade sé possui pontos nos quais os valores das abscissas e das ordenadas sdo
igt,.tais, quaig §eriam esses _p/ontf:\s em que as fungdes se encontram?

A o) B=(1, 1)

3. Quando iteramos as fungBes nesses pontos, encontramos os valores que satisfazem f(p) = p,
sendo p ponto fixode g. ~* Py

4. Construa as fungdes a seguir no GeoGebra e em seguida selecione o comando "Intersegdo de dois
objetos", clicando nos gréficos e registrando os pontos de intersegdo entre eles. Em seguida, faca
a iteracdo da fungdo no ponto fixo e registre o que vocé observou em relagdo ao resultado.

a fx)=xeh(@=2x.T (0 ) ¢ f(¥) =xen(®) =x*-17
b. f(x) =xem(x) =x*T - ‘_ d. f(x) =xeg(x) = x* + 1.
M=z { O SE Cuvzon

Figura 61 — Resolucao da atividade 04 - Grupo 02.
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Figura 62 — Demonstra¢do de exemplos de intersecao entre as funcoes quadratica e identidade.

Antes de iniciar a atividade 05 foi proposto um exemplo de funcao e seu ponto fixo foi
calculado pelo professor. Em seguida, foi solicitado que os estudantes escolhessem algum xp
préximo ao ponto fixo para realizarem iteracoes e, apds cinco iteracoes, foram questionados se
os valores estavam se aproximando ou se afastando do ponto fixo. Daj, ficou claro o que é um
ponto fixo atrator e um ponto fixo repulsor. Os estudantes resolveram a atividade com o auxilio
do GeoGebra, baseados na aula anterior, encontrando os pontos de intersecao entre as funcoes,
calculando cinco iteracdes com xj < p e, cinco iteracdes com xp > p.

As Figuras a seguir apresentam algumas resolucgdes feitas pelos estudantes que estavam

organizados em duplas.
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VERIFICACAO DA APRENDIZAGEM

Os pontos fixos sdo aqueles que satisfazem f(p) = p, ou seja, quando iteramos a furicdo neste ponto, o
valor dela ndo se altera. Alguns pontos fixos podem ser atratores ou repulsores, conforme foi possivel verificar na
introducdo da aula.

Construa os graficos das fungdes abaixo, encontre os seus pontos fixos e, em seguida faca 5 iteragdes com
um valor maior que o ponto fixo e cinco iteragdes com um valor menor que o ponto fixo. Apds as iteragbes,
classifique os pontos fixos em atratores ou repulsores.

1. f(x) =xeh(x) =2x 520 Plo,0)
X0 - j wo=ov{
X< 2
b o2 - ™~ [=]
Kl’
; 2,2
foN700 + (7~ v
- s B “)i\ )
2, f(x) =xeq(x) = §
KL=
a ). (‘. ORr | y e
L & o b J:) a7 2 } S
W .0 J ff ;)_‘,6_\'.
Port: X
3. f(x) =xem(x) =1,05.5 P(Zo5.32 »5)
VT LS | %0~ F |
F5 e - | Yp=rpcT £ =
ez 1 ) 3T ‘: % ‘-}L r - 7/0*
2 e o3 | A=LOS 5 2o
o TS p | X3z "\?)d' r=3 nr
Ryzro5% o207 | 2 S IHoS
Wy = ",u‘:: .\."h!?.gf J.lo ! COEROS I - ?.,057

XM=/ ,\:‘7:,'"'\6 c- 3¢ 5 1 AS= ¢ 1}7;:952- o ?.”() 53

AT A PVl A P A
Pavto fixo AYam

Figura 63 — Resolucdo da atividade 05 - Dupla 01.
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VERIFICACAO DA APRENDIZAGEM

Os pontos fixos sdo aqueles que satisfazem f(p) = p, ou seja, quando iteramos a fungdo neste ponto, o
valor dela ndo se altera. Alguns pontos fixos podem ser atratores ou repulsores, conforme foi possivel verificar na
introdugdo da aula.

Construa os graficos das fungdes abaixo, encontre os seus pontos fixos e, em seguida faga 5 iteragdes com
um valor maior que o ponto fixo e cinco iteragdes com um valor menor que o ponto fixo. Apds as iteragies,
classifique os pontos fixos em atratores ou repulsores.

1. f(x) =xeh(x)=2x
&

2. fx) =xeq(®) =%

3. f(x) = xem(x) =1,05.5

Figura 64 — Resolucao da atividade 05 - Dupla 02.

Assim, encerramos este trabalho certos de que a formacao continua do professor contribui
significativamente para a melhoria da qualidade das aulas na educacao bésica, tendo em vista
arevisao de contetidos, a atualizacao de metodologias e o compartilhamento de experiéncias
com outros profissionais. Ressaltamos ainda, que este trabalho avivou o desejo de continuar
pesquisando e aperfeicoando praticas para contribuir efetivamente para uma educacao de

qualidade.
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