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RESUMO

A medida que o mundo se torna mais avancado tecnologicamente, a importancia da
matematica na educacao nunca foi tdo grande. Uma area que esta ganhando cada vez
mais atencao € o estudo de sistemas dinamicos discretos e equacgdes de diferenca,
que oferecem ferramentas poderosas para modelagem matematica. Desde a previsao
do crescimento populacional até a compreensao da disseminagao de doengas infecci-
osas, esses conceitos tém aplicacdes de longo alcance em varios campos. No ensino
basico, o aprendizado desses modelos pode aprimorar as habilidades de resolucao de
problemas e de pensamento critico dos alunos, preparando-os para empreendimentos
cientificos futuros. Este artigo explora a importancia dos sistemas dinamicos discretos
e das equacoes de diferenga na educagao basica, destacando como contribuem para

uma educacao completa e fornecendo percepgdes valiosas e aplicagdes praticas.

Palavras-chaves: Sistemas dindmicos, matematica discreta, equacdes de diferencas,
Orbitas, trajetorias, comportamentos dindmicos sistémicos, modelagem matematica,

estabilidade.






ABSTRACT

As the world becomes more technologically advanced, the importance of mathematics
education has never been greater. One area gaining attention is the study of discrete
dynamic systems and difference equations, offering powerful tools for mathematical
modeling. From predicting population growth to understanding the spread of infectious
diseases, these concepts have far-reaching applications. Teaching discrete dynamic
systems and difference equations in Elementary ou Primary School and Higher Ed-
ucation can enhance students’ problem-solving and critical thinking skills, preparing
them for future scientific endeavors. This article explores the importance of discrete dy-
namic systems and difference equations in basic education, uncovering key concepts,
explaining their role in problem-solving, and providing valuable insights and practical
applications. Join us on this mathematical journey to discover the wonders of discrete
dynamic systems and difference equations and their potential to revolutionize problem-

solving in basic education.

Keywords:Dynamic systems, discrete mathematics difference equations, orbits, trajec-

tories, systemic dynamic behaviors, mathematical modeling, stability.
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de 1980 como uma extensdo do sistema de tipografia TeX, criado
por Donald Knuth. O nome "LaTeX" é uma combinagao do sobre-
nome "Lamport" e do termo "TeX". Ao contrario de muitos processa-
dores de texto convencionais, o IATEXé baseado em marcagéo, o que
significa que vocé fornece instru¢des de formatacao usando coman-
dos especiais em vez de formatar diretamente o texto no documento.
Isso permite uma separacgao clara entre o contetdo e a formatacao,
tornando mais facil criar documentos consistentes e bem estrutura-
dos. O LaTeX é especialmente valorizado em ambientes académi-
cos e cientificos devido a sua capacidade de lidar com equacoes
matematicas complexas, referéncias cruzadas, bibliografias e
outros elementos tipicos desses tipos de documentos.

Recorréncias (Sequéncias Recorrentes). Recurssividade.
Equacéo Diferencial.

Differential Equation (Equagéo Diferencial, em inglés)
Equacéo Diferencial Ordinéria.

Ordinary Differential Equation (Equacédo Diferencial Ordinaria, em
inglés)

Problema de Valor Inicial.



BC Boundary Condition (Condicao de Contorno, em inglés)

EDP Equacéao Diferencial Parcial.

PDE Partial Differential Equation (Equacgéo Diferencial Parcial, em inglés)
Cl Condicao Inicial.

IC Initial Condition (Condicao Inicial, em inglés)

Atractor ponto atrator em portugués

Bifurcation  Bifurcacao (trecho com duas ou mais ramificagdes)

Stability Estabilidade para verificar o comportamento de um sistema dina-
mico.



LISTA DE SIMBOLOS

SIMBOLOS

Tabela 1: Letras Gregas Mailsculas e Descrigoes

Simbolo | Letra | Descricdo

A Alpha | Usado em mateméatica para denotar um angulo ou
lado.

B Beta Usado em matematica para denotar um angulo ou
lado.

r Gamma | Geralmente usado para representar a funcao gama.

A Delta | Usado em matematica para denotar variacao, diferen-
gas.

E Epsilon | Usado em matematica e fisica.

7 Zeta Usado em matematica e fisica.

H Eta Usado em matemaética e fisica.

) Theta | Usado para representar angulos e fung¢des trigopnomé-
tricas.

I lota Usado em matemaética e fisica.

K Kappa | Usado em matematica e fisica.

A Lambda | Usado em matematica e ciéncia da computacao.

M Mu Usado em matemaética e fisica.

N Nu Usado em matemaética e fisica.

= Xi Usado em matemaética e fisica.

O Omicron | Usado em matematica e fisica.

I1 Pi Usado para representar operagao de produtérios em
matematica.

P Rho Usado em matemaética e fisica.

)y Sigma | Usado em matematica para somatorios e integrais.

T Tau Usado em matemaética e fisica.

T Upsilon | Usado em matemética para representar valores espe-
ciais.

) Phi Usado para representar funcoes trigonométricas.

X Chi Usado em matematica e fisica.

v Psi Usado em matemaética, fisica e psicologia.

Q Omega | Ultima letra do alfabeto grego. (usado para indicar es-

paco amostral, resisténcia 6hmica e etc.)




Tabela 2: Letras Gregas Minusculas e Descri¢coes

Simbolo | Letra | Descricao
! Alpha | Primeira letra do alfabeto grego.
B Beta | Segunda letra do alfabeto grego.
0l Gamma | Usado em matematica e fisica para representar a ra-
zao entre a carga e a massa de um elétron.
0 Delta | Usado para representar uma pequena variagao.
€0Ue Epsilon | Usado em matemética para representar quantidades
muito pequenas.
¢ Zeta Usado em matematica para representar uma variavel.
n Eta Sétima letra do alfabeto grego.
6 ou ¢ Theta | Usado para representar angulos e angulos comple-
X0S.
L lota Nona letra do alfabeto grego.
K Kappa | Décima letra do alfabeto grego.
A Lambda | Usado em matematica e fisica para representar cons-
tantes.
i Mu Décima segunda letra do alfabeto grego.
v Nu Décima terceira letra do alfabeto grego.
19 Xi Usado em matematica e fisica para representar uma
variavel.
0 Omicron | Décima quinta letra do alfabeto grego.
T Pi Usado para representar a constante mateméatica ~
3, 14.
P Rho Décima sétima letra do alfabeto grego.
o0oug Sigma | Usado em matematica para representar somatérios.
T Tau Vigésima letra do alfabeto grego.
v Upsilon | Usado em matematica para representar uma variavel.
o Phi Usado em matematica para representar angulos e
constantes.
19 Chi Vigésima segunda letra do alfabeto grego.
0 Psi Usado em matematica, fisica e psicologia.
w Omega | Ultima letra do alfabeto grego, usada em matematica

e fisica.




Tabela 3: Setas e Flechas em LaTeX

Simbolo Uso Descricao

— a—b Seta simples para indicar uma relagdo, direcao ou
transformagé&o de a para b.

— b+« a | Seta simples reversa, indicando uma relacdo ou dire-
cao oposta.

= A= B | Seta dupla, denotando uma implicacdo légica de A
para B.

= B < A | Seta dupla reversa, implicagdo logica oposta.

< x <>y | Seta dupla bidirecional, indicando uma relacdo ou
equivaléncia entre z € y.

& X &Y | Seta dupla bidirecional de implicacdes légicas, equi-
valéncia, verdadeiro para a ida e a volta.

> x+— f(z) | Seta que mapeia x para f(x).

— x — f(z) | Seta de gancho, indicando uma inje¢do ou incluséo.

~ x ~y | Seta de avanco, indicando um passo de calculo ou
transformacgéo.

0 0 Seta para cima, usada para indicar aumento, cresci-
mento ou incremento.

{ i) Seta para baixo, usada para indicar diminuigéo ou de-
créscimo.

i) ) Seta bidirecional, indicando aumento e diminui¢édo al-
ternados.

Vs Ve Seta noroeste, indicando movimento diagonal para
cima e para a direita.

Ny ¢ Seta sudeste, indicando movimento diagonal para
baixo e para a direita.

v N Seta sudoeste, indicando movimento diagonal para
baixo e para a esquerda.

N N Seta noroeste, indicando movimento diagonal para

cima e para a esquerda.




Tabela 4: Operadores Matematicos em LaTeX

Simbolo Uso Descrigao
+ a+b Adicdode a eb.
— a—b Subtragao de b de a.
- ou X a-bouaxb Multiplicag@o de a por b.
+ a+b Divisdo de a por b.
X axb Multiplicagdo ou produto cartesiano.
7 fou % Fracao de a por b, ou divisdo de a por b.
NG NE Raiz quadrada de =x.
NI Vv Raiz cubica de z.
Y N3 Raiz n-ésima de .
xY aY x elevado a poténcia y.
logy, x log, © Logaritmo de x na base b.
senz senz Seno de z.
cos T cos T Cosseno de .
tan tan Tangente de z.
limg_y, f(z) limg_yq f(2z) Limite de f(x) quando x se aproxima de a.
Yo Yo Somatoério de z; de i = 1 até n.
T [Tieq i Produto de z; de i = 1 até n.
b b
/ f(x) do f(x) do Integral definida de f(x) de a a b.
/f(x) dx \displaystyle \int Integral indefinida de f(x). Ao final da integracao,

®

i= 1
f/

dx
Sf(x)

\oint

mais ou menos
Mmenos ou mais
soma de Kronecker

produto de Kronecker
produto de Hadamard

Parte Real
Parte Imaginaria

z=xr+i-y

f{\prime}
Lf()
\ mathcal{R}
Trajetéria de x
Diferencial Parcial

Nabla (Laplaciano)

Coordenadas cartesianas

Coordenadas cilindricas
Coordenadas esféricas

soma-se uma constante que dependera do PVI.
integral de linha.

Usado para expressar duas operagoes.

Usado para expressar duas operacoes.

Usado em estatistica, matrizes, espacos vetori-
ais.

Usado em estatistica, matrizes, espacos vetori-
ais.

Usado em estatistica, matrizes, espacgos vetori-
ais.

Indica a parte real de um nimero complexo.
Indica a parte imaginaria de um numero com-
plexo.

representacao cartesiana de z cuja parte real é
x € a unidade imaginaria € y, nimero complexo
derivada de uma funcao f

Derivada de f(z) em relacdo a .

Schwarziano de f(x) em relagdo a x.

Notacdo para a Orbita do ponto inicial .

Indica uma derivada parcial de uma fungédo mul-
tivariavel.

Representa o operador nabla, usado em calculo
vetorial.

v
20_ 1 8 (,20f 18 af 1 9%f
Vif= 72 or (T r) + r2send 00 (sene 69) + r2sen26 Hg2




Tabela 5: Relagbes Logicas e Operagdes com Conjuntos em LaTeX

Simbolo Uso Descricao

- Negacao Ldogica | Representa a negacao de uma proposicao.

- -p Negacao, nao p.

A pAq Conjuncao, p e q.

V pVq Disjuncao, p ou q.

= p=q Implicacéo, se p entao gq.

& P < q Bicondicional, p se e somente se g.

\ Ve e S Para todo x em S.

3 JresS Existe um x em S.

€ reA Pertence, = € um elemento de A.

¢ r¢ A N&o pertence, x ndo € um elemento de A.

- ACB Subconjunto, todos os elementos de A estdo em B.
- ACB Subconjunto ou igual, A € um subconjunto de B.

D ADB Superset, todos os elementos de B estdo em A.

) ADB Superset ou igual, A é um superconjunto de B.

N ANB Intersecdo, conjunto de elementos em comum entre A

e B.
U AUB Unido, conjunto de todos os elementos de A e B.
\ A\ B Diferenga, conjunto de elementos em A mas ndo em
B.
) ou & 0 Conjunto vazio, sem elementos.
N (\mathbb{N}) | conjunto dos numeros naturais
NUO (\mathbb{N}) | conjunto dos numeros naturais incluindo o zero

Z (\mathbb{Z}) | conjunto dos numeros inteiros
7+ (\mathbb{Z}) | conjunto dos numeros inteiros positivos
/e (\mathbb{Z}) | conjunto dos numeros inteiros negativos

Q (\ mathbb{Q}) | conjunto dos numeros racionais

I (\ mathbb{l}) | conjunto dos numeros irracionais

R (\ mathbb{R}) | conjunto dos numeros reais

C (\ mathbb{C}) | conjunto dos numeros complexos




Tabela 6: Miscelaneas

Simbolo Descrigao Significado

00 Infinito Representa um valor que é maior do que qual-
quer numero real.

N4 Quantificador Universal | Indica que uma propriedade é verdadeira para
todos os elementos de um conjunto.

3 Quantificador Existencial | Indica que pelo menos um elemento com uma
determinada propriedade existe em um con-
junto.

O circulo circunferéncia

O Quadrado Pode ser usado para indicar um fim de prova
ou um operador légico.

JAN Tridngulo Pode ser usado para representar uma varie-
dade de conceitos geométricos ou matemati-
Cos.

N Aleph Representa o primeiro cardinal infinito.

16 Script P Indica o0 conjunto das partes de um conjunto
dado.

# Jogo da Velha Usado para representar numeros inteiros ou
como um simbolo em programagao.

$ Simbolo de Délar Representa a moeda dos Estados Unidos ou
pode ser usado como delimitador.

% Porcentagem Indica uma proporgao em relagao a 100.

& E Comercial Usado para delimitar células em tabelas ou em
linguagens de programacao.

{ Chave Aberta Usada para abrir um grupo ou bloco de cédigo.

} Chave Fechada Usada para fechar um grupo ou bloco de cé-
digo.

< Menor que Usado para indicar a abertura de um intervalo
ou conjunto.

> Maior que Usado para indicar o fechamento de um inter-
valo ou conjunto.

x proporcional a Usado em fisica-matematica para indicar pro-
porcionalidade.

-0ou... trés pontinhos Usado em séries ou sequéncias para indicar

por causa
portanto

continuidade.
Usado em matematica.
Usado para concluir raciocinio matematico.




Tabela 7: Outros diversos

Simbolo Descrigao Significado
D \widehat{p} Representa um chapéu na letra
p.
AB ABou % =1,333...=1,3 Representa uma dizima periédica ou um
segmento de reta de A para B.
j@ overleftrightarrow{AB} Representa uma seta dupla acima de AB.
AB \overset{AB} Representa o arco geométrico
AB.
/ ARy Representa duas barras deitadas juntas.
AB \overset{\\rightharpoonup}{\{AB}} Representa uma notacdo alter-
nativa para vetor AB.
(1) (1) Matriz identidade de ordem 2 x 2 Notacao de Matrizes.
i 8 Notagéo alternativa de Matrizes Representa uma matriz ou ta-
bela.
‘; i‘ Determinante ou Discriminante da Matriz. | Representa a notagao do discri-

det (

w
=~ N
N—

Determinante ou Discriminante da Matriz.

minante da matriz.

Representa a notagédo do discri-
minante da matriz.
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INTRODUCAO AOS SISTEMAS
DINAMICOS DISCRETOS






1 INTRODUCAO

Pouco se conhece sobre a histéria e o desenvolvimento dos sistemas dinami-
cos discretos. Por volta de 1600 a.C., os babilénios realizavam registros astron6micos
que despertaram a curiosidade da humanidade em relacdo ao movimento dos pla-
netas e das estrelas. Essa civilizagdo foi a primeira a perceber que as observacgdes
astronémicas eram periédicas. Eles calcularam os periodos dos planetas e suas posi-
cbes no céu, registrando os resultados em tabuas de argila - os registros mais antigos
de que se tem noticia - utilizando a numeragao cuneiforme de base sexagesimal.

A expressao “teoria dos sistemas dinamicos” ndo possui uma data de origem
especifica, pois seu desenvolvimento ocorreu de forma gradual ao longo do tempo,
com contribuigdes de diversos matematicos e cientistas. No entanto, alguns marcos
importantes podem ser destacados na evolugao dessa teoria:

iz Século XIX - Henri Poincaré (1854-1912) foi um dos pioneiros na abordagem da
teoria dos sistemas dindmicos.

i Século XX - Matematicos como Stephen Smale, René Thom e David Ruelle
desempenharam papéis fundamentais no desenvolvimento e na formalizagcéao
da teoria.

i Século XXI - Saber Nasf Elaydi, conhecido por suas contribuicbes na area de
sistemas dinamicos e equacoes diferenciais, € autor de diversas obras, incluindo
An Introduction to Difference Equations, parte da série Undergraduate Texts in
Mathematics (Textos Universitarios em Matematica) da editora Springer.

Elaydi é cofundador e coeditor-chefe dos periddicos Journal of Difference Equa-
tions and Applications (JDEA) e Journal of Biological Dynamics (JBD). Possui
mais de cem publicagdes em sistemas dindmicos, equagdes diferenciais, equa-
cOes de diferenca e biologia matematica. Sua pesquisa atual aborda a estabi-
lidade e a bifurcacdo de sistemas dinamicos discretos ndo autbnomos e suas
aplicagbes em populagdes com habitats flutuantes. E professor de Matematica
na Trinity University, onde atuou como presidente entre 1991 e 1999, e preside
a Sociedade Internacional de Equacgdes de Diferenca (ISDE) desde 2005.

Em sintese, a expressao “teoria dos sistemas dinamicos” (TSD) consolidou-
se gradualmente entre os séculos XIX e XXI. A TSD, tal como a compreendemos
atualmente, nao existia nas eras pitagorica e socratica da Grécia Antiga.



4 CAPITULO 1. INTRODUGAO

Os membros da escola pitag6rica, liderados por Pitagoras, realizaram uma des-
coberta fundamental ao identificarem a existéncia dos numeros incomensuraveis, dife-
rentes dos quadrados perfeitos. Um nimero é chamado de quadrado perfeito quando
pode ser expresso como p®> =p - p, isto &, p = /p- \/p, sendo ,/p o lado do quadrado
de area p.

Considere, por exemplo, 0 nimero /2. Sua peculiaridade reside no fato de
que ele nao pode ser representado como a razado entre dois numeros inteiros; em
outras palavras, trata-se de um numero irracional. Os pitag6ricos tentaram demonstrar
que /2 poderia ser racional, mas suas tentativas sempre levavam a contradigdes. De
certo modo, elaboraram um raciocinio de natureza dindmica - ainda que sem 0 uso
desse termo moderno - para se aproximar de seu valor. Sabiam, por exemplo, que
1,4 x1,4=1,96 e que 1,42 x 1,42 = 2,0164, 0 que evidenciava sua busca pela precisao
numeérica, embora o enigma da exatidao permanecesse sem solucéao.

Outros métodos de calculo também chamaram a atengao pela sua abordagem
dindmica. Entre eles, destaca-se o método da “exaustdo”, desenvolvido por tedéricos
como Eudoxo, Arquimedes e Euclides, séculos antes de Cristo. Essa técnica consistia
em calcular areas e volumes por aproximacdes sucessivas, e € considerada uma pre-
cursora do célculo integral moderno. Atualmente, no século XXI, utiliza-se o0 método da
“‘integracao” para determinar, de forma precisa, areas sob curvas e outras grandezas
continuas.

Em 1543, na cidade de Nuremberg, foi publicada a obra De Revolutionibus
Orbium Coelestium, de Nicolau Copérnico (1473-1543). Nela, o astrbnomo apresentou
o modelo heliocéntrico, segundo o qual a Terra deixa de ocupar o centro do universo
e passa a orbitar o Sol. O termo Orbis, utilizado por Copérnico e anteriormente por
Claudio Ptolomeu (100-170 d.C.), designava as esferas ou érbitas dos corpos celestes.

Ptolomeu, influenciado pela filosofia aristotélica, havia proposto um modelo ge-
océntrico, no qual a Terra ocupava o centro do universo. Embora seu sistema tenha
prevalecido por mais de mil anos, ndo explicava de maneira satisfatéria as irregulari-
dades observadas nos movimentos planetarios. Copérnico, ao reformular o conceito
de Orbita, rompeu com essa tradicdo e estabeleceu as bases para uma nova compre-
ensdo do cosmos - uma Visdo que, séculos depois, inspiraria o desenvolvimento da
Teoria dos Sistemas Dinamicos (TSD).

O conceito de 6érbita, entretanto, possuia multiplos significados e, nas obras an-
tigas, ndo se referia necessariamente aos corpos celestes como entendido na TSD
moderna. Copérnico e seus predecessores nao questionavam a estabilidade ou insta-
bilidade das orbitas, temas que seriam aprofundados posteriormente por Henri Poin-
caré.

No mesmo periodo, destaca-se Bartolomeu Velho, matematico, cartégrafo e



cosmégrafo portugués do século XVI. Entre suas principais obras, encontra-se a Carta
General do Orbe, desenhada em 1561 para o rei Sebastido de Portugal. Trabalhou por
muitos anos na Franca, onde concluiu seu tratado Cosmographia, publicado em Paris
no ano de sua morte, em 1568.

Nas observacdes do planeta Marte, Copérnico registrou o que denominou epi-
ciclo da 6rbita. O termo epiciclo foi amplamente utilizado na teoria geocéntrica de-
senvolvida por astrénomos gregos como Ptolomeu e, mais tarde, aperfeicoada por
estudiosos islamicos como Al-Battani e Al-Biruni. Nesse modelo, a Terra era conside-
rada o centro do universo, e o Sol, a Lua e os planetas orbitavam ao seu redor em
movimentos circulares.

Para explicar as irregularidades observadas nos movimentos planetarios, os
astrdnomos da Antiguidade propuseram que os planetas descreviam trajetérias com-
postas por circulos menores - 0s epiciclos - que, por sua vez, giravam em torno de um
ponto denominado deferente. Embora essas anomalias possam ser calculadas com
precisdo atualmente, na época nao havia ferramentas matematicas adequadas para
iSSO.

Hoje se sabe que fenbmenos semelhantes de instabilidade orbital ainda ocor-
rem no sistema solar. O planeta Netuno, por exemplo, possui mais de uma duzia de
luas, cujas Orbitas sofrem variacées cadticas ao longo dos anos, resultado de intera-
cbes gravitacionais complexas. Esses comportamentos imprevisiveis, que fascinavam
0s antigos, sao objeto de estudo direto da Teoria dos Sistemas Dindmicos, revelando
como ideias nascidas na Antiguidade ainda ecoam na ciéncia contemporanea.

Assim, um epiciclo € uma pequena érbita circular cujo centro se move ao longo
da circunferéncia de outra orbita maior, denominada deferente. Esse conceito foi uti-
lizado para explicar os movimentos retrégrados aparentes e outras irregularidades
observadas no céu noturno a partir da Terra. No sistema geocéntrico, os epiciclos
permitiam aos astrbnomos gregos representar com maior precisdo as posi¢des e 0s
movimentos dos planetas em relagdo a Terra, embora esse modelo tenha sido poste-
riormente substituido pelo heliocentrismo proposto por Nicolau Copérnico, segundo o
qual a Terra e os demais planetas orbitam o Sol.

E importante destacar que Pitagoras nio foi o Ginico matematico grego de desta-
que. Pensadores como Tales de Mileto, Euclides, Eratdstenes e Arquimedes também
contribuiram significativamente para o avanco da matematica e para a formagéao do
pensamento cientifico ocidental. Suas investigacées sobre proporcdes, areas e volu-
mes lancaram as bases para o desenvolvimento posterior do calculo infinitesimal.

Milhares de anos mais tarde, surge Isaac Newton (1642-1726), que deu forma
moderna ao antigo enigma da exatidao enfrentado pelos pitagéricos. Sua principal
contribuigéo foi estabelecer um método geral para resolver equagdes e aproximar rai-
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zes de funcbes - o0 método das aproximacdes sucessivas, também conhecido como
método de Newton.

Considere o problema classico:

Férmula 1.0.1: Aproximacao sucessiva de Newton

reR, 22=2<22-2=0.

Partindo de um palpite inicial o, = 1,4, Newton prop6s que um novo valor z;
pudesse ser obtido adicionando uma pequena correcdo Ax, de modo que x; = zo+Ax.
Substituindo essa expressao na equacao original, tem-se:

Férmula 1.0.2: Aproximacao sucessiva de Newton - palpite

2 —2=0o22+2 20 - A+ LF7—2=0,

O termo Ax?, riscado na expressao, representa uma quantidade de segunda or-
dem, ou seja, muito pequena em comparacao a Axz. Newton o desprezou para simpli-
ficar a equacao e obter uma aproximacao linear, inaugurando o raciocinio que levaria

a formulacao do calculo diferencial. isolando-se Ax e desprezando os termos Ax de

1 =z 1
ordem superior a 2, obtém-se Ax = —— ?0 Substituindo z( = 1, 4, obtém-se Ax = =
Zo

1 99
dai um melhor palpite seria x; = 1,4 + o= o Assim /2 ~ 1,4142857. Seguindo

99
esta ideia, o proximo iterado (ou palpite) seria x, = =5 + Az. Isolando Ax e despre-

. 1 T
zando os termos de ordem superior a 2, obtém-se Axr = — — 5 Que resulta em
T

indefinidamente até alcancar a exatidao desejada.

1.1 O PROBLEMA DOS TRES CORPOS

O classico problema dos trés corpos € um dos mais fascinantes e complexos
desafios da fisica e da matematica. Ele consiste em determinar o movimento de trés
corpos celestes - por exemplo, o Sol, a Terra e a Lua - sob a influéncia matua de
suas forcas gravitacionais. Embora a solugdo exata do problema de dois corpos seja
bem conhecida desde Newton, a introdu¢ao de um terceiro corpo torna o sistema nao
integravel, ou seja, impossibilita encontrar uma solugéo analitica geral que descreva o
movimento dos trés corpos ao longo do tempo.
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Esse problema foi formulado inicialmente no século XVII por Isaac Newton, ao
tentar compreender as perturbagdes gravitacionais na 6Orbita da Lua causadas tanto
pela Terra quanto pelo Sol. Desde entédo, o tema tem atraido a atencéo de cientistas
como Euler, Lagrange e, mais tarde, Henri Poincaré, cujo trabalho revelou que peque-
nas variagoes nas condi¢des iniciais podem gerar comportamentos imprevisiveis - um
dos primeiros indicios do que hoje se conhece como caos deterministico.

Do ponto de vista da teoria dos sistemas dinamicos, o problema dos trés corpos
representa um marco histérico. Ele exemplifica como leis simples e deterministicas -
como a lei da gravitagao universal - podem produzir trajetérias altamente complexas e
sensiveis a pequenas mudancas nos parametros iniciais. Esse fenébmeno deu origem
a uma nova forma de compreender o universo: nA0 como uma maquina previsivel, mas
como um sistema dinamico intrinsecamente caotico em certas condicoes.

Convido o leitor a visitar o simulador interativo disponivel em University of Co-
lorado Boulder (2024), que permite explorar o movimento de corpos celestes em um
sistema gravitacional.

Na figura B, tem-se uma simulacdo para 4 corpos planetarios, acessando o
laboratoério virtual:

Figura 2: Meu Sistema Solar

1.2 DA MATEMATICA CLASSICA A DINAMICA DO CAOS:
FUNDAMENTOS E CONTRIBUICOES

Segundo (GONGOI], 2003), ha uma excelente aproximagédo para = no livro
Aryabhatiya de Arybhata. Por volta do século Ill - A. C., o matematico grego Arqui-
medes, utilizou-se do método da exaustdo, cuja caracteristica se assemelha muito
a um sistema dinamico, embora o termo sistema dinamico teria sido consolidado no
século XIX - D. C., este método consistia em inserir dentro do circulo, poligonos regu-
lares conhecidos e abstraindo o niumero de lados deles até uma situacao limite. Este
processo gerava uma dindmica indutiva recorrente, pois quanto maior o numero de
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lados do poligono regular inscrito no circulo, mais se aproximava de seu perimetro e
area.

Segundo (STEWART, P013):

A primeira régua de célculo foi construida em 1630 por um mate-
matico inglés, William Oughtred, usando escalas circulares. Ele
modificou o desenho em 1632, fazendo as duas escalas retas.
Esta foi a primeira régua de calculo. A ideia é simples: quando
vocé alinha duas hastes, as medidas se somam. Se as hastes
sdo marcadas utilizando uma escala logaritmica, na qual os nu-
meros estao espagados segundo seus logaritmos, entdo os nu-
meros correspondentes se multiplicam. Por exemplo, alinhemos
0 1 de uma haste com o 2 da outra. Entdo, qualquer nimero x
da primeira haste estara alinhado com 2x da segunda. Desse
modo, alinhado com o 3 teremos 6, e assim por diante, como
vemos nas figuras B e B. Se os nimeros forem mais complica-
dos, digamos 2,67 e 3,51, colocamos o 1 alinhado com o 2,67
e lemos o nimero alinhado com o 3,51, ou seja, 9,37. E muito
facil.

Figura 3: Régua de Célculo - lado da frente <Fonte do autor>

Outros diversos processos dinamicos surgiam na histéria da matematica, para
interpolar tabelas de logaritmos e tdbuas trigonométricas. O progresso e o desenvol-
vimento dos numeros era inevitavel até o surgimento dos computadores modernos a
partir do século XIX - D. C. Em 1946, surge o Eniac (Electronic Numerical Integrator
and Computer), primeiro computador eletrénico e digital automatico: pesava 30 tone-
ladas, com cerca de 18 mil valvulas e realizava 4.500 célculos por segundo.

Esta dissertacdo de mestrado contribui para entendimentos de obras como (KA-
TOK; HASSELBLAT 1], P005) e (BROER; TAKENS, 2011)) principalmente para os nao
iniciados nos trabalhos de matematicos tais como Arnold, Smale, Mandelbrot, Feigen-

e
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Figura 4: Régua de Calculo - lado de tras <Fonte do autor>
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baum, Hausdorff, René Thom, Anosov, dentre muitos outros ndao é uma tarefa facil,
como afirma (RICIERI, 1990).

A referéncia (ELAYDI ef all, 2005) como ponto de partida, da figura 8 na pagina
9, tem como objetivo na pesquisa demonstrar as aplicacées praticas do estudo de
sistemas dinamicos, especialmente na educacéao basica, por meio do desenvolvimento
de planos de aula. O autor destaca a importancia de conectar o conceito de equacdes
de diferengas ao comportamento dos sistemas em varias areas do conhecimento.

Saber Elaydi

AN INTRODUGTION
T0 DIFFERENGE
EQUATIONS

Third Edition

(é Springer

Figura 5: Elaydi, Saber - 2005 - An introduction to difference equations (Undergraduate texts in
mathematics), 3rd edition - Springer

Em pesquisas anteriores, (PROFMAI, 2023), diversos trabalhos prévios foram
conduzidos no campo das equacdes de diferenca envolvendo sistemas dinamicos,
abordando tépicos similares desse trabalho. Alguns mais relevantes incluem (CAM:-
(GUNELLA, 2016), (NOVAKI ef all, P016), (JIUNIOR, 2016), (GOMES, 04/06/2014),
(FEBNANDES, 2016), (CAPILUPE, 23/06/2017), (MORAIS, 24/03/2014), entre outros.
Essa rica base de pesquisa destaca a importancia de aprofundar nosso entendimento
sobre introducao a modelagem matematica por equacoes de diferenca - sistemas
dinamicos e aplicacoes na educacao basica nas etapas de ensino fundamental e
ensino médio.

Para (STEWART, 2013):

O caos surgiu de uma abordagem topolégica da dinamica, or-
questrada em particular pelo matematico americano Stephen
Smale e pelo matematico russo Vladimir Arnold na década de
1960. Ambos tentavam descobrir que espécies de comporta-
mento eram tipicas em equacgdes de diferenca. Smale estava
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motivado pelos estranhos resultados de Poincaré no problema
dos trés corpos (STEWART, P014h), e Arnold inspirou-se em
descobertas relacionadas de seu ex-orientador de pesquisa An-
drei Kolmogorov. Ambos rapidamente perceberam por que o
caos é comum: € uma consequéncia natural da geometria das
equacobes de diferenca, como logo veremos.

A medida que se espalhava o interesse no caos, foram identi-
ficados exemplos escondidos em artigos cientificos mais ante-
riores. Inicialmente considerados apenas efeitos esquisitos iso-
lados, tais exemplos agora se encaixavam em uma teoria mais
ampla. Na década de 1940, os matematicos ingleses John Lit-
tlewood e Mary Cartwright tinham visto tracos de caos em osci-
ladores eletrdnicos. Em 1958, Tsuneji Rikitake, da Associagao
para Desenvolvimento da Predicdo de Terremotos, em Toquio,
havia descoberto comportamento cadtico num modelo de di-
namo do campo magnético terrestre. E em 1963 o meteorolo-
gista americano Edward Lorenz especificou a natureza da dina-
mica caotica em consideravel detalhe, num modelo simples de
convecgao atmosférica elaborado para previsdo do tempo. Es-
tes e outros pioneiros mostraram o caminho; agora, todas as
suas descobertas disparatadas estavam comecando a se encai-
xar.

Segundo (STEWART], P0143d), o estranho conjunto de anomalias mateméaticas
exploradas incluia diversas contribuicées notaveis. Dentre elas, destaca-se uma curva
que preenche uma extensa regiao do espaco, identificada por Peano em 1890, assim
como outra, encontrada por Hilbert em 1891, que se auto-intersecciona em todos os
seus pontos. Uma curva de relevancia peculiar € a chamada curva floco de neve de
Koch, cujo comprimento € infinito, mas que circunscreve uma area finita. Esta notavel
construgdo geométrica, idealizada por Helge von Koch em 1906, emerge a partir da
adicao de saliéncias triangulares nas metades de cada lado de um tridngulo equilatero,
criando uma estrela de seis pontas. Posteriormente, novas saliéncias sao adicionadas
nas metades dos doze lados menores da estrela, perpetuando-se o processo indefini-
damente. A simetria hexagonal resultante confere a curva a aparéncia de um intricado
floco de neve, embora os flocos de neve reais sigam regras distintas. Essa narrativa,
contudo, é tema para outra discussao.

Suponha como exemplo, que vocé queira entender o crescimento de uma popu-
lacdo de coelhos. Nao é preciso modelar o comprimento dos pelos do coelho, nem o
tamanho de suas orelhas, nem como funciona seu sistema imunol6gico. Bastam ape-
nas alguns fatos béasicos sobre cada coelho: a idade, o sexo e, se for fémea, se esta
gravida. Ai vocé pode focalizar os recursos do seu computador naquilo que realmente
importa.

Poincaré realizou investigacoes sobre equacdes diferenciais em 1880, resul-
tando em uma importante descoberta: uma generalizagdo das funcdes elipticas. Ele
mostrou que a periodicidade é apenas um caso especial de uma propriedade mais
geral, onde certas funcdes sao restauradas ao seu estado inicial quando a variavel
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€ substituida por diversas transformagdes lineares fracionarias. Essas descobertas
foram fundamentais para entender a natureza das fungdes peridédicas de uma unica
variavel. Por exemplo a fungdo senoidal tem periodicidade 2 - 7, ou seja, sen(z) =
sen(2 - m + x). Agora, por exemplo, para uma funcao eliptica, digamos &(z), existem
dois periodos distintos, dados pelos dois pontos focais de sua geometria, digamos f;
e fo, taisque &(z + f1) = &(x), e que (x + fo) = &(x).

O termo foco foi empregado pela primeira vez em 1604 por Johannes Kepler
(1571 - 1630), assistente de Tyco Brahe. Analisando a enorme cole¢céo de dados e ob-
servacoes astrondmicas de Tycho Brahe (1546 - 1601), de quem se tornou assistente,
Kepler publicou a obra Astronomia Nova em 1609, concluindo que a érbita de Marte &
uma elipse tendo o Sol num dos focos.

a-x+b

Se z for substituido por 7 entdo, para uma infinidade enumeravel de

c-x—+
conjuntos de valores de {a,b, c,d} existem fun¢des uniformes de x, digamos £(z) €

a-x+b

c-r+d
junto”, ou seja, resulta z — = (aquia=1,b =0,c =0, d = 1); e, finalmente, cada

substituicdo tem um “inverso Unico” - isto é, para cada substituigdo no conjunto, ha
uma outra unica que, se aplicada a primeira, produzira a substituicao de identidade.
Em resumo, vemos que £(x) € uma fungdo que é invariante sob um grupo infinito de
transformacoes lineares fracionarias. Note que o infinito de substituicdes é um infinito
enumeravel, como primeiro declarado: as substituicdes podem ser contadas 1, 2, 3, ...
e nao sao tdo numerosas quanto os pontos em uma linha. Poincaré realmente cons-
truiu tais fungdes e desenvolveu suas propriedades mais importantes em uma série
de artigos na década de 1880. Tais fungdes sdo chamadas de funcbes automorficas.

uma delas, tal que f( = &| 2 |. Ha uma “substituicdo de identidade no con-

Isaac Newton, em seu Principia Mathematica, de 1687, mostrou as trés leis
de Kepler a partir de duas leis de sua autoria, a Segunda Lei do Movimento e a Lei
Universal da Gravitag&o. Para isso, usou o calculo vetorial e o célculo diferencial para
chegar a concluséo que a equagao do movimento de um planeta em torno do Sol tem
equagao polar, onde e € a excentricidade, h € a distancia entre reta diretriz e ponto
focal e 6 € o angulo de varredura num sistema de coordenadas polares com o Sol no
polo:

Formula 1.2.1: Secoes conicas Newtonianas em coordenadas polares

e-h

olle ) = 1+e-cost

Como a 6rbita de um planeta € uma curva limitada, a cénica descrita por um
planeta s6 pode ser uma elipse, provando, assim, a primeira lei de Kepler.
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Para Isaac Newton, as conicas modelavam as 6rbitas dos planetas:

Figura 6: Todas as érbitas possiveis sédo cbnicas

Uma curva algébrica, que nao € funcéo, € aquela cuja equagao é do tipo P :
RxR — R, P(z,y) = 0,onde P(z,y) é um polinbmio em x e y. A publicagcao do primeiro
tratado sobre cbnicas esta registrado na histéria pelo matematico grego Apolénio de
Perga por volta do século Il a.C. Este tratado é considerado uma das obras mais
importantes da matematica antiga e influenciou significativamente o desenvolvimento
da geometria analitica e da algebra. Posteriormente, Fermat-Viéte define as conicas
através de uma equacéo geral:

Férmula 1.2.2: Equacao geral das cOnicas

Piz,y)=A-2*+B-z-y+C-y*+D -2+ E-y+ F.

Como exemplo simples, a equacao analitica da circunferéncia, cujo centro esta
naorigem (0,0) eraior, é z>+y* = r*> = P(x,y) = 2°+y*—7r? = 0. De acordo com as
“ideias” de Poincaré, deve ser possivel expressar = e y como funcdes automorficas de
um unico parametro, digamos ¢. Fazendo-se x = r - cost € y = r - sent, entao, ao elevar
ao quadrado e somar, eliminamos ¢ (ja que cos?*t + sen?t = 1), @ encontramos a curva
algébrica novamente. Mas as fungdes trigonométricas cost € sent SA0 casos especiais
de funcdes elipticas, que por sua vez, sdo casos especiais de funcdes automorficas.

Enquanto Isaac Newton estava concentrado na forga gravitacional universal,
William Rowan Hamilton (1805 - 1865) e Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) estu-
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Figura 7: Elipse de Kepler

davam métodos variacionais, cujos fundamentos se baseavam no minimo esfor¢o da
natureza, ou seja, a natureza quer minimizar a energia para que 0 movimento dos
planetas nao seja arbitrario.

A criacao dessa vasta teoria de fungdes automérficas foi apenas uma das mui-
tas coisas surpreendentes em analise que Poincaré fez antes de completar trinta anos.
Nem todo o seu tempo foi dedicado a analise; a teoria dos numeros, partes da alge-
bra e a astronomia matematica também compartilharam sua atencdo. Na primeira, ele
reformulou a teoria gaussiana de formas quadraticas bindrias.

O trabalho mais original de Poincaré em astronomia matematica foi resumido
em seu grande tratado Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste (Novos méto-
dos de mecanica celeste; trés volumes, 1892, 1893, 1899). Isso foi seguido por outro
trabalho em trés volumes de natureza mais imediatamente pratica, Legons de mécani-
que céleste, de 1905 a 1910, e um pouco mais tarde pela publicagdo de seu curso de
palestras Sur les figures d’équilibre d’une masse fluide (Sobre as figuras de equilibrio
de uma massa fluida), e um livro histérico-critico Sur les hypothéses cosmogoniques
(Sobre hipéteses cosmologicas).

A teoria do caos foi desenvolvida nos anos 1960 pelo matematico e meteorolo-
gista americano Edward Lorenz. (LOBRENZ, 1964, p. 3), ao usar um computador para
trabalhar em modelos do clima, como o modelo logistico climatico, Lorenz reparou
que o seu programa produzia padrdes climaticos muitissimo diferentes simplesmente
porque 0s numeros iniciais que ele tinha fornecido tinham sido arredondados de ma-
neira diferente, vide tabela ((ORENZ, 1964, p. 6). A teoria do caos surgiu na altura em
que se descobriu os fractais. De fato, ambos estdo intimamente ligados. Os mapas de
atratores das solugdes cadticas de muitos sistemas podem ter a aparéncia de fractais,
em que a estrutura fina do atrator se repete a muitas escalas. A equacao de diferen-
cas utilizada no artigo produzido por Lozenz, assumiu-se como quadratica de primeira



14 CAPITULO 1. INTRODUGAO

ordem em uma variavel unidimensional.

(COBENZ, 1964, p. 10):

Vamos concordar em identificar o parametro “a” em nossa sim-
ples equagao de diferencas discreta com a taxa de rotagao nos
experimentos de laboratério, e vamos identificar a variavel “x”
com a energia cinética das ondas. Descobrimos entdo que, para
a rotagéo mais lenta (0 < a < 1), « se aproxima de zero, ou
seja, ndo ha ondas (extincdao populacional logistica, grifos
nosso). Para taxas de rotacdo um pouco mais altas (1 < a < 3),
x se aproxima de uma constante positiva, ou seja, as ondas
existem e sua energia permanece estavel com o tempo. Para
taxas de rotacéo ainda mais altas (3 < a < 3,449), = oscila peri-
odicamente entre dois valores, ou seja, as ondas oscilam. Final-
mente, para pelo menos algumas das taxas de rotagdo mais al-
tas (3,449 < a < 4), z oscila de maneira ndo periddica, ou seja,
as ondas se movem de maneira irregular (caos, grifo nosso).

Embora a disponibilidade de computadores tenha sido aquilo que realmente
permitiu o desenvolvimento da teoria do caos, tendo permitido aos matematicos cal-
cularem muitas vezes os comportamentos de sistemas variando 0s numeros iniciais,
houve sistemas mais simples que mostraram ter comportamento caético, e isso foi
reconhecido desde muito cedo. Por exemplo, no final do século XIX ja se sabia que o
caos se aplicava as trajetérias das bolas de bilhar e as estabilidades das orbitas.

O crédito da palavra “caos”, da-se a Poincaré, e seu significado para matema-
tica e fisica ndo é algo abstrato, mas algo concreto que possui definicdo como veremos
adiante. A motivacao de Poincaré no estudo do problema dos trés corpos, e no pro-
blema dos n corpos, fora devido a premiagéo colocada pelo rei Oscar em 1885: “Dado
um sistema de n corpos de massas arbitrarias, atraindo umas as outras de acordo
com a lei da gravitagao universal de Newton, determine suas érbitas num sistema de
coordenadas, ou seja a evolugado no tempo da posicao e da velocidade de cada par-
ticula.” que foi publicado na Acta Mathematica, fundada por Gdésta Mittag-Leffler em
1882 e é publicada pelo Institut Mittag-Leffler, uma das revistas de matematica mais
prestigiadas do mundo.

A grande questao que intrigava os cientistas era se o sistema solar permanece-
ria estavel ou instavel por infinitos periodos de tempo. Seria possivel prever colisbes
entre corpos celestes? A Lua e a Terra poderiam, em algum momento, colidir? Existiria
algum planeta cuja 6rbita se tornasse instavel a ponto de escapar do sistema solar?
Essas perguntas conduziram Poincaré a formulacdo de uma teoria matematica capaz
de descrever o comportamento de sistemas complexos.

Durante suas investigacdes sobre o problema dos trés corpos, Poincaré identi-
ficou que pequenas variagdes nas condigdes iniciais poderiam gerar grandes diferen-
¢as nas trajetorias dos corpos um fenémeno que hoje reconhecemos como sensibi-
lidade as condicoes iniciais, ou caos deterministico. Embora seu trabalho inicial
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contivesse imprecisdes posteriormente corrigidas, essas proprias correcdes revelaram
aspectos fundamentais da dindmica néo linear, inaugurando as bases da Teoria dos
Sistemas Dinamicos (TSD) tal como a conhecemos atualmente.

1.2.1

OBJETIVOS

Dar subsidios motivacionais aos professores para seus alunos.

Introduzir a teoria dos sistemas dinamicos (TSD) discretos através de equacoes

de diferencgas.

O objetivo principal é criar um recurso que torne mais agradavel temas como sis-

temas dinamicos, bifurcacdes, fractais caos e catastrofes, mais acessiveis para
estudantes com pouca experiéncia nesses assuntos, principalmente almejando
ao aprimoramento da educacgao basica nas escolas publicas.

Estabelecer as cinco etapas ao abordar um problema complexo, conforme

(BBEAMBURGER, 2023) delineado a sequir:

1.

Passo 1: Pergunta inicial, central ou principal de um problema.

2. Passo 2: Selecdo do método mais adequado de modelagem matematica.
3. Passo 3: Formulagdo do modelo matematico correspondente.

4.
5

Passo 4: Resolucao do modelo.

. Passo 5: Resposta a pergunta inicial.

1.2.2 PRE-REQUISITOS

« Conceitos basicos de fisica e matematica do ensino basico;

» Conceitos e fundamentos do calculo diferencial e integral da graduacao;

* Leis de Newton.

Em 1889, Henri Poincaré venceu o prémio proposto pelo rei Oscar |l da Suécia, que desafiava os
matematicos a determinar se o sistema solar era estavel. Sua solugdo, publicada na Acta Mathe-
matica, continha um erro detectado antes da impressao. Poincaré revisou o texto as pressas e, ao
corrigir 0 problema, percebeu que pequenas perturbacdées nas condigdes iniciais podiam tornar o
comportamento do sistema imprevisivel. Esse episddio levou ao conceito de drbitas homoclinicas e
marcou o nascimento da Teoria dos Sistemas Dindmicos moderna.
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1.3 CAOS

Anteriormente conceituamos a palavra “caos”, porém nesta secao ela sera defi-
nida formalmente. Segundo (STEWART, 1997)), caos foi o pseuddnimo que Deus usou
quando nao quis assinar. Se Deus jogasse dados. .. ele ganharia.

Um sistema dinamico exibe caos se tiver solugdes que parecem bastante alea-
térias e as solucdes exibem dependéncia sensivel das condic¢des iniciais.

A dependéncia sensivel significa que se vocé realizasse dois experimentos evo-
luindo o sistema dindmico onde a unica diferenga entre os experimentos fosse uma
ligeira diferenga nas condic¢des iniciais, as duas trajetérias resultantes se tornariam
muito diferentes com o passar do tempo. (Como as condigdes iniciais determinam
completamente os estados futuros, os experimentos seriam exatamente 0s mesmos
se as condicdes iniciais fossem idénticas.) Em um sistema do mundo real, normal-
mente ndo se conheceria exatamente as condi¢des iniciais, entdo 0 caos em um sis-
tema dindmico severamente limita a capacidade de prever o futuro do sistema (pense
na previsdo do tempo).

O fato de as solugdes “parecerem bastante” significa que se alguém iniciasse
um monte de experiéncias com diferentes condicdes iniciais, todas fortemente agrupa-
das, as Orbitas resultantes acabariam por se espalhar por todo o espaco de estados.

1.4 EQUACOES A DIFERENCAS

As equacgdes de diferenca sdo ferramentas fundamentais na analise de siste-
mas dinamicos. Elas descrevem e modelam como uma variavel discreta, representada
por x,, evolui de um estado n para o seu préximo n+1, z,,1, em termos de uma fungéo
a ser modelada matematicamente por diferencas simples f(n,z(n)) = f(n,z,) = Ax,
definida em termos de uma funcéo:

f:RxN—-R,ondenecNex, . = f(nz,).

A funcao inversa existe se dadas f e g, f € dita inversa de g entdo as seguintes
condi¢oes ocorrem:

g(f(%)) = X 1 €N,
9(yi) = x i €N,

f(g(yz)) = vy 1€N,
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O principio da iteracéao esta presente em métodos classicos como os de Picard,
Euler e Newton-Raphson, amplamente utilizados para modelar e resolver sistemas
dindmicos em diversas areas do conhecimento.

1.41 EQUACAO DE DIFERENCA ORDINARIA

Uma equacao de diferenca de primeira ordem”, se Az = z,, — z,,_; sdo dois
estados conhecidos do sistema, n — 1 0 estado anterior e n 0 estado atual do sistema
dindmico discreto, entdo a equacéao de diferenga ordinaria tem ordem:

(n) — (n-1) — p—2(-1) =1 = logo é uma

N~~~ N——
Estado de Maior grau  Estado de Menor grau

equacao de primeira ordem.
Pode-se obter uma equacao de diferenca simples, fazendo-se:

Az = f(n,z(n)), onde f esta definida em @11 na pagina @6. Assim, denotamos
uma diferenga simples Az = z(n+1)—z(n) =z, —2, = z(n+1) =2z(n)+Azr =
w(n+1) = x(n) + f(n,2(n)) = np1 = 20+ fn,20).

Se z(n) = x,, € dito um estado conhecido do sistema dindmico, entao o préximo
estado do sistema serd z(n + 1) = zp41.

Chamando-se z,.; = g(n,z,), entdo temos g(n,z(n)) = z(n) + f(n,z(n)) =
g(n,x,) = z,+ f(n,z,), e se escrevermos a fungdo em termos de sua variavel indepen-
dente x implicitamente de n, temos g(x) = 2+ f(x). Se f esta definida em I na pagina
A8, ¢ segue a mesma defini¢do, pois = € R. Portanto, se g(z) = = + f(z) = v + Az
vamos definir o que sdo pontos fixos de um sistema dinadmico discreto.

1.4.2 PONTOS FIXOS

O par ordenado (z,,x,.+1) € f € usualmente denotado por f(z,) = z,.1, OU
seja, em R?, a sequéncia numérica dada por (z,, f(z,))-

Denotamos z* ponto fixo ou estacionario de f declarada na definicado 1 na
pagina 8.

Entdo f(2*) =0 < g(z*) = ¥, isto &, significa dizer que Az = 0 < f(z*) =
0, ou seja, nao ha mudancas de estado, pois as diferencas das equacdes da
modelagem matematica sao nulas.

i ordem da equacao de diferenca é definida como o maior grau obtido das diferencas entre os estados,
conforme pode ser visto no exemplo 52 da pagina P, em que temos uma equacgao de diferenca
ordinaria de segunda ordem.
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O ponto z* € um ponto fixo de g(z) = = + f(z) = x + Az quando ndo ocorre
mudancas de estado e o mapa ou fung¢ado g : A — B pode ser estudado (analisado) a
partir dessa condi¢ao de estabilidade ou de instabilidade do(s) ponto(s) fixo(s).

O ponto z* no dominio de f declarada anteriormente, na definicdo A1 na pagina
A8, é dito ponto fixo de f se ocorre f(x*) = x*, isto é, x* é ponto fixo de f.

Em outras palavras, xy = 2*, x1 = f(zo) = f(a*) = 2%, 23 = f(x1) = f(x) =
f(z*) = 2", x, = f"(xy) = x*, conforme n — oc.

Seja f : R — R, definida por f(z) = §~x+1 e considere a equacao de diferencas
discreta dada por:
Tpt+1 = f(xn)

Essa equagao tem unico ponto fixo * = 5, pois ocorre f(z*) = x*.

Assim, tome z, = 5. Dai fazendo as iteragdes, temos:

n,  Tny = flz,) = 5 Ty + 1 =
n=0, x5 = f(r) = : 5 - 1 = 5,

=1, m = f(x) = fof(z) = f? (o) = f*5) = 5,
n=2 a3 = flxra) = fof(x) = fofof(m) =[5 = 5
n==k, xpy = flzg) = foflzer) = fAxr) = fHxo) = 5.

Dado um ponto de equilibrio z* podemos perguntar sobre o comportamento de
pontos = = x* + ¢, sob a acdo de f, se sao estaveis ou instaveis.

As seguintes notagdes serao definidas para o estudo de sistemas dinamicos:

Férmula 1.4.1: Notacao para equacoes de diferencas

z(n+1) = g(n, z(n)),

Alternativamente a mesma equacao pode ser denotada por:

Férmula 1.4.2: Notacao para equacoes de diferencas alternativa

Tnt1 = g(n, x,)
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1.5 EXEMPLOS

Os problemas abordados trazem uma contextualizagdo que investigaremos
como eles podem ser aplicadas nos diferentes passos do processo de modelagem
matematica.

1.5.1 CONCEITOS DESTE EXEMPLO

O que é Orbita?
Em matematica, especificamente no estudo dos sistemas dinamicos, uma 6r-

bita € o conjunto de pontos gerados pela funcéo de evolucao que descreve o compor-
tamento do sistema ao longo do tempo.

Pode ser compreendida como o subconjunto do espaco de fase percorrido pela
trajetéria do sistema sob determinadas condic¢des iniciais, a medida que este evolui.

Uma sequéncia recursiva em matematica discreta € uma trajetéria ou orbita de
nameros em que cada termo subsequente é definido com base em um ou mais termos
anteriores da sequéncia, seguindo uma regra matematica especifica (ou fungédo) como
vista na definicdo A1 na pagina 8. Essa regra é chamada de relagdo de recorréncia.

Exemplo de Orbita discreta:
Seja uma funcao g definida em 01na pagina 08, para uma condic¢ao inicial dada

xy, @ sequéncia recursiva z; = g(xg),x2 = g(z1), 235 = g(x2),..., 2, = g(Tp_1)
gera uma 6rbita ou trajetéria de pontos xg, 1 = g(xg),x2 = g o g(xp), 23 =gogo
g(xg),...,zn =gogogogogogo...og(xp).

fungao g composta com ela mesma n vezes

Produzindo uma sequéncia orbital:

— O(0) = 20, 9(w0), ¢°(x0), ¢ (w0), - - ., g" (o)

Que gera os n pares ordenados em R2:
(20, 9(w0)); (9(0), 9 (20)); (6*(20), g% (x0)); - - -5 (9" (o), 9" (w0))

Relacao de recorréncia é uma férmula matematica que descreve como calcu-
lar os termos subsequentes da sequéncia com base em termos anteriores. A relagao
de recorréncia pode ser uma equagao que usa termos anteriores da sequéncia, e €
isso que torna a sequéncia recursiva.
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Caso base: Esses sdo os primeiros termos da sequéncia, que sao fornecidos explici-
tamente. Eles servem como ponto de partida para a recursao. Em muitos casos, esses
sdo0 os termos iniciais da sequéncia que ndo dependem de calculos anteriores.

1.5.2 CLASSICO MODELO MATEMATICO - CASAIS DE COELHOS
DE FIBONACCI

Segundo o autor (SETZER, 2020):

Um homem tinha um casal de coelhos, e se deseja saber quan-
tos serédo criados partindo desse casal em um ano, quando é da
natureza deles gerar mais um casal a cada més, e no segundo
més 0s que nasceram também dao cria.

Como apresentado em Sefzer (2023), neste site do professor Setzer,
encontram-se materiais sobre este referencial bibliografico utilizado para contextua-
lizar a sequéncia de Fibonacci.

Fibonacci descreve o modelo que usou para calcular o crescimento populacio-
nal dos coelhos e responder a essa pergunta. As suas hipoteses de como os coelhos
se multiplicavam podem ser esquematizadas da seguinte maneira:

i. No inicio hd um casal recém nascido de coelhos;

ii. Depois de nascido um casal, ele leva um més para se tornar sexualmente ma-
duro;

iii. Sempre que um casal da cria, nasce um e apenas um casal;
iv. Cada casal sexualmente maduro acasala-se a cada més;

v. Depois do acasalamento, a gestacédo leva um més até o nascimento, sempre de
um novo casal;

vi. Os coelhos vivem indefinidamente. Isto €, implica dizer que ha taxa nula de mor-
talidade no modelo de Fibonacci.
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Figura 8: Fibonacci em plantas (Fonte: (SETZER, P020))
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Figura 9: Fibonacci em coelhos (Fonte: (SETZER, P020))
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Exemplo de uma sequéncia (6rbita ou trajetéria) do crescimento populaci-
onal de casais de coelhos. Numeros de Fibonacci: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34,55, 89, 144,...,n

1. Passo 1: Como se comporta a trajetéria (6rbita) do crescimento da populagéao
de coelhos para n grande?

Esta pergunta é fundamental para administrar os recursos tais como alimentacao
(racao e agua), despesas com tratamento veterinario, espaco de confinamento
entre outras variaveis. E uma aplicacdo interessante da matematica em biolo-
gia e modelagem de populagdes. Em modelagem matematica sdo construidos
modelos como este, que prevé o crescimento populacional de uma espécie de
coelhos. O modelo pode ser interessante se competir com predadores como por
exemplo a raposa ou a onga.

2. Passo 2: Estudo do caso por equacgao de diferencas entre um estado e o pré-
Ximo.

3. Passo 3: Formulagado do modelo mateméatico correspondente.
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Foérmula 1.5.1: Classico modelo de Fibonacci - equacao de diferenca

de segunda ordem

Tpt+2 = Tp + Ln+1,

A equacdo pode ser resscrita como x,, = x,.2— T, 1, SUjeito as condi¢des iniciais
(ro =0), 21 =29 = 1 paran > 3, talque n € Z™*.

. Passo 4: Resolucao do modelo.

Neste caso, para modelar matematicamente o crescimento populacional de ca-
sais de coelhos, sabe-se que inicialmente, o casal jovem, ndo gera novos casais
de coelhos (zy = 0), € no primeiro més, ha um novo casal de filhotes (z; = 1). A
partir do segundo més em diante, 0 niumero de casais de coelhos em um deter-
minado més (z,,) é igual a soma do numero total de casais do més anterior (x,,_1)
e do numero total de casais do més anterior ao anterior (z,_»). A resolucao para
encontrar a funcao z,, para a equacgao de diferencas associada =, = =, + 11
serd retomada no capitulo seguinte.

1.5.3 PROPRIEDADE IMEDIATA DE FIBONACCI

Construindo os iterados paran € Z* da equacao de diferengas associada z,, 2 —
Tpi1 — T, = 0, tem-se:

n = 0, ) — X1 — X = 0 cCond. iniciais zo=0
=1, T3 — To — 1 = (0 Cond.iniciais T3 =T =1
n =2, T4 — T3 — To =0
: - - —
n==k—2, Ty, - T — T2 = 0
n==k—1, Thil — T, — xp1 =0
n =k, Thyo  — Thpyr  — T, = 0
Somando todas linhas: Col. 1 — Col. 2 — Col. 3 0
Sia, — S — Yz = 0
Note que Y473 2, — Y5 @y = zp40 — 4, da Zf:o Tj = T2 — X1

Férmula 1.5.2: Propriedade da Soma da populacao de n casais de co-

elhos (Fibonacci)
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Assim, a soma dos casais de coelhos no instante i (respectivamente a soma
da série), é dada por dois termos deslocados da prépria sequéncia menos a

unidade. Uma importante propriedade no estudo da 6rbita populacional de Fibo-
nacci.

5. Passo 5: Resposta a pergunta inicial.
Essa abordagem é uma maneira de modelar o crescimento populacional

usando uma sequéncia recursiva. Posteriormente veremos como obter uma férmula

fechada para a recorréncia de Fibonacci, resolvendo este modelo populacional de co-
elhos.

modelagem matematica para a queda de uma bola

Larga-se uma bola de 10 metros de altura, e a cada choque com o solo a bola
recupera metade de sua altura. Determine:

i. Distancia total percorrida pela bola

ii. Otempo gasto até a bola parar

i. Distancia total percorrida pela bola

Como ja é sabido da fisica, g ~ 10 m/s% v(t) = —10-t = y(t) = =5 >+ 10

10
3] 3]
A
2,0 2,5
parada. ..
¥ — ¥ | T ‘l’>
0 1 2 o m- %

Figura 10: Sequéncia de movimentos da bola.
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Para resolvermos, basta observar a tabela abaixo de iteracoes

Valor para ¢ f(t) = 51 Yo
valor inicial=10
1
t=20 y(l)zlo-@:m
1
t=1 1/(2):%‘?:
L3 9) = 1 10 5
= Y(3) =wo 2~ 9
1
t=m y(m) = om—1 " Y0
Tabela 8: Tabela da bola largada de 10 metros de altura - recursdes

A distancia total percorrida pela bola € a Soma definida em A6 na pagina P40:

5 5
SP.G:10+(10+5+2+4+~--)

a partir daqui comecga a PG

1
=10+10 x 1

Passando o limite dos dois lados da somacao para oo, pois queremos iterar y até
a bola parar:

10+210-27:10+10><I:10+20:30metros (1.1)
k=0 2

O tempo gasto até a bola parar Sabe-se da fisica que em queda livre é dado
pela equacao:

2

X
- % kenu{o) (1.2)
2 X yp
Valor para y t= ,keNuU {0}
2 x10
Yo = 10 t(yo):\/ 10 =2
2 x 10
y(1) =10 ty) = \/ o= V2
2X5
y(3) (y3) \/ 10
1 V2m
= —_— = 21_m - —_
y(m) y(m) o o
Tabela 9: Tabela da bola largada de 10 metros de altura - tempo computado
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O tempo gasto total sera de:

2.2

2 —

~ 6,24 seg. (1.3)

>

\/§+§j\/§(\f) Vit

1.6 CONSIDERACOES FINAIS

Atualmente, reconhecemos que a visdo de um mundo completamente previsi-
vel, conforme proposto por Newton, ndo se sustenta mais. Mesmo em sistemas sim-
ples, como um péndulo forcado, onde conhecemos as regras precisamente e ndo ha
elementos aleatérios, a dindmica cadtica pode surgir, tornando a previsdao a longo
prazo impossivel. Isso foi percebido em vérias areas da ciéncia a partir da década
de 1970, impulsionado tanto pela metafora meteorolégica de Lorenz quanto por es-
tudos de equacgdes de diferenca nao lineares. Trabalhos subsequentes exploraram a
possibilidade de regras simples gerarem trajetérias dindmicas que parecem aleatoérias,
qguestionando a natureza dos movimentos em mercados financeiros e populagées na-
turais.

Neste capitulo apresentamos os sistemas dinamicos discretos através de exem-
plos didaticos como o estudo de uma populacéo de coelhos e a queda livre de corpos.
O pif, equagdes de diferengas e o estado estacionario de um sistema dinamico dis-
creto. A seguir iremos detalhar a analise dos pontos fixos, conceitos de equilibrio e
estabilidade, que é fundamental para entender o comportamento de um sistema dina-
mico.
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2 DEFINICOES - SISTEMAS DINAMI-
COS DISCRETOS

Neste capitulo, exploraremos os conceitos basicos dos sistemas dindmicos dis-
cretos, suas propriedades e aplicagoes.

(CORENZ, 2023), o conhecido “efeito borboleta”, vide figura @1 na pagina P9,
decorre das implicagées do mundo real do atrator de Lorenz, ou seja, em um sistema
fisico cadtico, na auséncia de conhecimento perfeito das condi¢ées iniciais (mesmo
a minuscula perturbacdo do ar devido a uma borboleta batendo suas asas), nossa
capacidade de prever seu curso a longo prazo sempre falhara.

Isso ressalta que os sistemas fisicos podem ser completamente deterministicos
e, ainda assim, inerentemente imprevisiveis.

Figura 11: Efeito borboleta de Lorenz.
Fonte: <https://extendednows.com/attractors-the- platform-tfor-creating-new-futures-in-chaotic-systems/5

Segundo (ALLIGOQOD ef all, T996) o cientista inglés, Isaac Newton, modelou o
movimento de sistemas fisicos com equagdes. Ele criou o célculo diferencial e integral
em paralelo ao cientista alem&o, Gottfried Wilhelm Leibniz. As equagbes fundamentais
do movimento envolvem velocidades e aceleracoes.

A lei da gravitacao universal foi sua obra prima: a atracéo gravitacional dos cor-
pos. Ele demonstrou que o movimento observado dos planetas poderia ser explicado


https://extendednows.com/attractors-the-platform-for-creating-new-futures-in-chaotic-systems/
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assumindo que é uma atragao gravitacional entre quaisquer dois objetos, uma forca
que € proporcional ao produto das massas e inversamente proporcional ao quadrado
da distancia entre eles.

As Orbitas circulares, elipticas e parabdlicas da astronomia, ndo eram mais
determinantes fundamentais do movimento, mas aproximacdoes das equagdes de dife-
rencas. Seus métodos sdo usados na modelagem dos movimentos e mudangas em
todas as areas da ciéncia.

2.0.1 PRE REQUISITOS

* O capitulo [l desta dissertagcdo na pagina B.
* Teoria dos conjuntos.

« Algebra linear (Matrizes e Determinantes).

2.0.2 OBJETIVOS

» Definir elementos basicos dos sistemas dindmicos discretos.

» Fornecer uma introducao abrangente aos sistemas dinamicos discretos, abor-
dando desde os conceitos basicos, até aplicacdes praticas. Ao final da leitura,
vocé tera uma compreensao sélida e podera aplicar esse conhecimento em suas
préprias pesquisas e projetos.

2.0.3 JUSTIFICATIVA

Os sistemas dinamicos discretos desempenham um papel crucial em varias
areas da ciéncia e da matematica. Compreender esses sistemas é essencial para
modelar e prever o comportamento de fenbmenos complexos, desde a propagacgao
de doengas até a dindmica de populagdes. Além disso, eles tém aplicagdes praticas
na otimizacao de processos, controle de sistemas e analise de algoritmos. Portanto,
€ necessario compreender os fundamentos desses sistemas e suas implicagbes em
diferentes contextos.
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2.1 EQUACOES A DIFERENCAS

As equagdes de diferengcas podem ser classificadas em autbnomas e nao-
autéonomas. Além disto, possuem ordem, tal como primeira ordem, segunda ordem,
etc. Podem ser lineares ou ndo-lineares. Uma unica simples equacao pode governar
o fenbmeno matematico modelado, ou um sistema de equacoes a diferencas. Neste
ultimo caso a abordagem matricial € empregada.

Lorenz, usou 9 equagdes a 9 incognitas em seu modelo matematico de pre-
visdo climatica. Posteriormente, conseguiu reduzi-lo para 3 equagdes a 3 incognitas.
No artigo (LORENZ, 1964) ele utiliza apenas uma equacéao a diferencas simples de
primeira ordem nao linear, do tipo quadratica, mais especificamente, uma equacao
logistica, que governa o fenémeno do clima.

Dada uma fungédo g : Z* x R — R, uma equacao de diferencas de primeira
ordem, cuja expressao é da forma z,,.1 = g(n,x,) = g(x,) definida como g :
A+— B, A CR, B C R, échamada auténoma ou invariante no dominio do
tempo, enquanto que z,..1 = g(n,z,), € chamada ndo-autbnoma ou variante no
dominio do tempo.

Vejamos alguns exemplos:

(i) zn+1)=3-2z(n)+1 = g(x)=3-z+1

(i) z(n+2)=3-z2(n+1)+1 = Ga)=3-2+1

(i) z(n+1)=3"-z(n)+n = g(z,n)=3"-x+n

(iv) z(n+2)=3""1.z2(n+1)+1 = g(z,n)=3"-z+n

Por exemplo, as equacgdes (i) e (i) sdo autbnomas , enquanto que as equagdes
(i) e sdo nao-autbnomas comn € Z* e x € R.

envolvem certos tipos padrées. Em alguns casos, o comportamento previsto € carac-
terizado pela estrutura matematica do sistema. Em outros casos, vemos variagdes
bruscas no comportamento, causado apenas por pequenas mudangas (mesmo tao
pequenas quanto se queira) nos valores iniciais do equacao de diferencas.
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2.1.1 EXPANSAO EM SERIES DE TAYLOR

A expansao em séries de Taylor, vide demonstracao no apéndice deste traba-
lho B0 na pagina P45, pode ser utilizada em sistemas dinamicos discretos, como
equacoes a diferencgas, para aproximar o comportamento de uma fungéo em torno de
um ponto especifico. Essa técnica é (til para a analise local do comportamento do
sistema proximo a um ponto de equilibrio ou ponto fixo.

Em sistemas dindmicos discretos, as equacoes a diferencas descrevem como
uma variavel evolui ao longo do tempo em passos discretos. A expansao em séries de
Taylor pode ser aplicada para aproximar a funcao que descreve a evolugao do sistema
em torno de um ponto fixo. A ideia é semelhante a aplicacdo de séries de Taylor em
equacoes diferenciais ordinarias continuas.

Por exemplo, considere uma equacao a diferencas simples, equacéo linear de
primeira ordem auténoma, do tipo:

Tpi1 = 9(Tn),

onde a fungéo g, dadaporg: A — B, A C R, B C R, é considerada suave descreve a
dinamica de certo sistema estudado. Se z* € um ponto fixo, ou seja, g(z*) = z*, entdo
a expansao em séries de Taylor para aproximar a fungao g(x) em torno desse ponto
fixo, é dada por:

g(z) = g(a*) +¢'(27) - (& — 27) + OG? (2.1)

onde OG denota termos de ordem superior. Essa expansao pode ser util para
entender o comportamento local do sistema préximo ao ponto fixo. A partir dessa
expansao, & possivel obter informacdes sobre estabilidade, bifurcacdes e outras pro-
priedades da equacéao de diferengas discreto.

A expansao em série de Taylor € uma ferramenta matematica poderosa para
aproximar funcdes em termos de suas derivadas de ordens superiores. Essa técnica
€ amplamente utilizada na analise de sistemas dinamicos discretos, pois permite uma
representacao aproximada da fungdo em torno de um ponto fixo. A expansao em
séries de Taylor envolve a expressao da fungdo como uma série infinita de termos,
onde cada termo € uma funcdo de z. A igualdade entre a fung&o original e a série
de Taylor implica que, ao calcularmos a série com um numero crescente de termos,
nos aproximamos cada vez mais da funcao original. Essa técnica é especialmente (til
para analisar a estabilidade dos pontos fixos e prever o comportamento do sistema ao
longo do tempo.

Seja f uma funcao qualquer, o teorema de Taylor B garante sua expansao
em séries de Taylor, se x é tomado a distancia menor de z* do que o raio de conver-
géncia R da série, isto é, |x — 2*| < R.
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2.2 COMPORTAMENTO DE PONTOS FIXOS

Existem diferentes critérios para descrever o comportamento dos sistemas di-
namicos discretos, como estabilidade, instabilidade, convergéncia, divergéncia, sensi-
bilidade as condicdes iniciais e caos. Um ponto fixo € considerado estavel se, para
quaisquer condicdes iniciais préximas, as solucbes permanecerem préximas umas
das outras ao longo do tempo. Por outro lado, um ponto fixo € considerado instavel
se as solugdes se afastarem umas das outras. Pontos fixos, pontos de equilibrio ou
pontos estacionarios sdo nomenclaturas comuns que se referem ao mesmo objeto.

A convergéncia ocorre quando as solu¢des do sistema convergem para um
ponto fixo ou uma 6rbita periédica, enquanto a divergéncia ocorre quando as solucdes
se afastam do ponto fixo ou da 6rbita periddica.

Para uma dada condicéo inicial z,, observado o ponto fixo z* neste intervalo,
temos as vizinhangas 0 < xzy < 2" + 9§ <= |zg — 2*| < 0.

Definicdo: Seja f : D — D uma fungdo e z* € D(f) ponto fixo de f. Dizemos
que z* é estavel se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que:

|zg —2"| <d = |f"(x0) —2¥| <eVn>0,neN.

Se z* ndo € estavel, entdo é chamado de instavel. O ponto z* € dito Super-
Atrator, se existe n > 0 tal que:

* Q _ *
|20 — 2" |[<n = lim 2, = 2.

2.2.1 CLASSIFICACAO DE PONTOS FIXOS

Comecaremos com um exemplo de simples compreensao, para entender como
sao classificados os pontos fixos associado a uma funcéao f.
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(lterag@o por uma fungéo linear) Seja f : R — R, definida por f(x) = a - x com
a # 1 e considere a equacao de diferencas dada por:

Tp41 = f(xn)

Essa equagao tem unico ponto fixo na origem. Esse ponto fixo é repulsor se
la| > 1 (respectivamente atrator se |a| < 1).

Solucao: Quando a # 1, a origem z* = 0 € 0 Unico ponto fixo de f, pois se z* € R é
ponto fixo de f entdo:

f(z*) =2,
Dai, temos que:

a-rz=2r"ea"(a—1)=0a—-1=00uz"=0

Suponha |a| > 1 e seja zo # 0. Vamos mostrar que a 6rbita de =, move-se para
longe de z* = 0 quando n — oc.

De fato, temos que

v = f(wo) = a- Ty,

o = fHwo) = flz) = -,

"

n

T, = [f"(xo) = flxa—1) = a

onde a expressao na ultima igualdade pode ser obtida para todo » € N por indugao
sobre n.

+ Xo,

Assim,

|zn| = |f"(z0)] = |a|" - |zo] = +o0  quando n — +oo

De modo analogo, se |a| < 1 tem-se:

\z0| = |f™(z0)] = |a]” - |zo] = 0  quando n — +oo

Concluindo que a orbita O(zy) — oo se |a| > 1 (respectivamente O(z,) — 0 se
la| < 1). d

Observacao: Note que nem sempre é facil obter f™ como neste exemplo. Em
casos mais gerais, utilizaremos o teorema dos multiplicadores (Obtido da regra da
cadeia) P8 na pagina 0. Observe a figura T2 na pagina B3 mostrando quando o ponto
fixo x* é instavel, e também note a figura I3 na pagina B8 mostrando quando o ponto
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fixo «* é . A questao da estabilidade de f esta ligada a propria caracteristica
topolégica do mapa funcional.

Il )

1
I
I
L

<¢+ﬂ%¢ﬁ++>

Figura 12: Diagrama de fase mostrando como os iterados de x( # 0 se afastam de z* quando
la| > 1 (instabilidade).
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rijig

B
RERES

Saaas

Figura 13: Diagrama de fase mostrando como os iterados de xy # 0 se afastam de z* quando
la] < 1 (estabilidade).

E sabido, do calculo diferencial e integral, que o coeficiente angular de uma
fungéo afim f(z) = a - = + b, com coeficientes a« e b € R* é a derivada da func¢éo f, ou
seja, f'(x) = a.

Logo, analisar f'(zo) = a e verificar se o modulo |f'(z,)| > 1 indica nesse caso
a instabilidade do ponto fixo zq = a.

Analisar f'(zo) = a e verificar se 0 modulo |f'(x¢)| < 1 indica nesse caso a
estabilidade do ponto fixo zy = a.
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Seja f : R — R, definidapor f(z) =a-z+5coma#leacR, zeR*epecR.
Considere a equacdes de diferencas discreta dada por:

Tpt+1 = f(xn)

Essa equacéao tem ponto fixo

Esse ponto fixo é repulsor se |a| > 1 (respectivamente atrator se |a| < 1).

Graficamente, pontos fixos sdo coordenadas z* onde o grafico de uma fungao
f(z) intercepta a reta diagonal y = x.

Os exemplos P21 e P22 conduzem a uma definicao formal de classificacao
dos pontos fixos logo a seguir.

Seja f : R — R uma funcao suave continuamente diferenciavel e suponha que
x* € R seja um ponto fixo de f. Entdo classificamos z* como:

(i

atrator, se |f'(z*)| < 1,

)
(17) super-atrator, se f'(z*

(%)

(z*) = 0,
(171) repulsor, se |f'(z*)] > 1,
(iv) nao-hiperbdlico, se |f'(z*)] = 1.

No caso nao-hiperbdlico ndo € possivel estudar a estabilidade do equilibrio
apenas com a derivada primeira. Aprofundaremos este assunto posteriormente no
caitulo B na pagina 53 desta dissertacao.

Existe um fendmeno que é exclusivo das equacdes de diferencas e ndo pode
ocorrer em equagdes diferenciais suaves . E possivel, em equacdes de diferencas, que
uma condicao inicial possa ndo ser um ponto fixo, mas pode atingir um desses pontos,
apds um numero finito de iteragdes. Em outras palavras, um estado de nao equilibrio
pode ir para um estado de equilibrio em um tempo finito. Isso leva a seguinte definicao:
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Sejam f: D — D,z € D(f) e x* € D(f) ponto fixo de f. Se existir um numero r
inteiro ndo negativo, isto &, r € Z tal que f*(z) # z*, parai = {0,1,2,3,...,r—1}
e f7(z) = z*, entdo 7 é dito Ponto Fixo Eventual de f.

Em outras palavras acontece o seguinte cenario:

i 0 1 , 2 , 3 S e r—1 , T , r+1
Oo@: = — f@ — @ — fPE — ... = =2 = ff@=2 - 2"

Seja f : R — R continuamente diferencidvel e z* € R, ponto fixo de f (f(z*) =
i) Se z* é um ponto fixo atrator ou super-atrator de f, entao existe ¢ > 0 tal que
a orbita para todo z € R, |z — 2*| < e tende a =* quando n cresce.

ii) Se z* € um ponto fixo repulsor de f, entdo existe ¢ > 0 tal que a érbita de um
ponto z sob a iteracdo de f se afasta de z* para |z — z*| > .

Prova

Provaremos a primeira parte, a segunda parte é semelhante. Como |f’(z*)| < 1
e f’ é continua, conforme definicdo 23 na pagina B4, podemos escolher ¢ > 0 tao
pequeno quanto se queira e um ndmero positivo R < 1 tal que |f'(z)] < R< 1V x
satisfazendo |z — z*| < e.

Entdo, dado = satisfazendo |z — z*| < ¢, podemos aplicar o Teorema do Valor
Médio', para obter um nlimero c € [z* — €, 2* + €], tal que:

() = F(a)]

7O ==
Mas ja sabemos que z* € ponto fixo de f(z), ou seja, f(z*) = z*. Dai:

) — 2]

7@ = g = W@ =o' = @]l | = |f(a) ~ '] < Rolo ]

Por inducao, é possivel mostrar que:

[/ () = [ (@) = [ (@) =2 < R" - o — 2],

O TVM é um resultado classico do célculo diferencial e integral que serd utilizado ao longo deste
trabalho. Por se tratar de um resultado amplamente conhecido, sua demonstragéo sera omitida.
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Como R < 1, segue que f"(x) — z*, quando n — +oo.

2.2.2 PONTOS PERIODICOS
Considere a equacgéao a diferencgas:
Tpt+1 = f(xn>

Dizemos que um ponto x, € D(f) é um ponto periddico, de periodo p > 1
quando ocorre:

o € D(f) ,
(o) = @ # o
fof(xe) = flx1) # f(zo),
fAzg) = x> #

N
P o) = w1 # a0,
fPlro) = =z, = .

Ou seja, neste caso, a 6rbita do ponto z,, O(z,), € dada por:

To—> Ty — ... > Tp1 — Ty — ...

Bloco com p elementos distintos que se repetem em O(zo)

Note que, tomando ¢(z) = fP(x), segue que o ponto p-periédico de [ €
um ponto fixo de g, isto é, g(xg) = z. Na verdade, todos os pontos z;, com
i=1{0,1,2,3,...,p — 1} sé@o pontos fixos de g.

Desta forma, podemos estudar questbes de estabilidade ou instabilidade da
orbita periddica de f a partir da estabilidade ou instabilidade dos pontos fixos x; de g.

Observe que, segue da regra da cadeia que:
9'(xo) = f(xp1) - fl(wp2) ...+ f(w0).
Também, segue da regra da cadeia, que vale:

g (wo) = g'(21) = ¢'(22) = ... = g'(xp_1),

ou seja, a derivada de g em todos os pontos zy, z1, ..., z,_1, coincidem numerica-
mente.

Assim, a estabilidade da orbita periddica sera dada pela estabilidade de qual-
quer um dos pontos fixos zg, z1, ..., z,_1 de g.

Desta forma, podemos classificar os pontos periédicos de f de acordo com a
definicao a seguir.
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Seja f : D — D uma fung¢do continuamente diferenciavel e x, € D(f) um ponto
p—periédico de f, isto &, 1 = f(x0), 2 = f*(x0),---. Entdo dizemos que a
Orbita p—periodica, zo — x; — -+ — x,_; €:

atrator, se |f'(vo) - f'(z1) - f'(z2) - ...+ f'(zp1)| < 1,
super-atrator, se |f'(zo) - f'(x1) - f'(z2) - ...« f'(zp-1)] =0,
repulsor, se |f'(zo) - f'(z1) - f'(z2) - ... f(xp-1)] > 1,
neutro, se |f'(zo) - f'(z1) - f'(z2) - ...« fl(zp1)| =1

2.2.3 EXEMPLOS

A seguir, veremos exemplos de pontos fixos hiperbdlicos, nao-hiperbdlicos e
Orbitas periédicas. Sera visto como a dindmica nao-hiperbdlica se difere das demais.
Basicamente as diferengas na dindmica sao:

i. Pontos Fixos Hiperbdlicos: A dindmica é previsivel, estavel ou instavel (depende
da derivada). Sistemas com pontos fixos hiperbdlicos tém comportamento bem
estruturado.

ii. Pontos Fixos N&o-Hiperbdlicos: Sdo mais complicados. Podem ocorrer bifurca-
cOes, onde pequenas mudancgas podem resultar em grandes alteracées no com-
portamento do sistema. A andlise linear € insuficiente para descrever a dindmica.

iii. Orbitas Periédicas: Como vimos anteriormente, o seu estudo se reduz a estudar
pontos fixos de uma aplicagao auxiliar (f?(z)). Desta forma, os mesmos cenarios
descritos para pontos fixos (em (i) e (ii)) estdo presentes como pode ser visto nos
exemplos P22-31 e P23 2 nas paginas &8 e &4.

2.2.3.1 EXEMPLOS DE PONTOS FIXOS HIPERBOLICOS

Nos exemplos a seguir, apresentamos varios possiveis cenarios de sistemas
discretos onde a funcdo f : R — R que o define admite ponto fixo z* hiperbdlico, ou

seja, |f'(z")| # 1.
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Seja f : R — R, uma fungéo definida por f(x) = x*®. A fungdo f admite trés
pontos fixos dados por z* = {—1,0, 1}. Além disso,

-1, € ponto fixo repulsor, jaque f'(-1)>1,
Tt = 0, é ponto fixo Super-atrator, ja que f(0) =0,
1, € ponto fixo repulsor, jaque f'(—-1)>1

Solucao: A figura I3 apresenta as posigdes relativas de f(z) = z° e y = .
Desta forma é facil ver que para x € (0,1), entdo f(z) <y = 2* < z. Além disso, a
derivada de f é f'(x) = 3 - 2, assim temos:

x € (0,1) = f(z) < x,

0 < x = flzo) = x} <o,
T > o = flr) = 23 <z,
> = : = 5
Ty > Tpo = flx,) = 23 <z,

Além disso, para encontrar os pontos fixos de f, basta resolver f(z*) = «*. Dai:

P =t e " =0 1€ {-1,0,1}.

AVAVATAY

|
L U

Figura 14: Iterados da cubica
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Portanto, existem trés pontos fixos: —1, 0, 1. Também como f/(z) = 3 - z?
temos:
f'(=1)=3, € ponto fixo hiperbdlico repulsor, jaque f'(-1)>1,
fla™) = f'(0) =0, é ponto fixo hiperbdlico Super-atrator, jaque  f/(0) =0,
f'(1) =3, € ponto fixo hiperbdlico repulsor, jaque f'(—-1)>1

E facil ver que para qualquer condigao inicial |zy| < 1, a 6rbita sob iteragdo da

cuUbica sera atratora.

Logp+1

1 - 0 0 1 1 . 0
N ‘ K S N 0
Ll ] o] ]
\ \
Tn

Figura 15: Cobweb z¢ = 0,9 para 5 iteragdes. Fungdo clbica e seus pontos fixos

E facil ver que para qualquer condicao inicial |z,| > 1, a 6rbita sob iteragdo da

cubica sera repulsora.

Considere a fungédo g : R — R, definida por 4,8 - z? - (1 — z) e a equagao de

diferencas associada dada por:

Tpy1 = g<xn)

Essa equacao admite trés pontos fixos, O ( ); 0,3 (repulsor) e

( )-
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1.7
1.5
1.2

0.7
0.5

Lr—+1

=05
-0.75
-1
-1.25
-1.5
-1.7%
-2

Figura 17: Cobweb zy, = —1,001 para 6 iteragdes. Fungéo cubica e seus pontos fixos

Solucao: Fazendo o gréfico no plano cartesiano da fungéo y = = e g(x), cujos
pontos de interseccéo sao os pontos fixos, da esquerda para a direita como visto na
figura @8 na pagina B4, nesta ordem sucessivamente, eles sdo classificados como
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, repulsor e

Para encontrar os pontos fixos de g resolvemos:
gla’) = 2" & 1" (=4,8 -2 +4,8- 2" —1) = 0.

Dai os pontos fixos sdo: z* = {0; 0,3; 0,7}.

Além disso, conforme a definicdo 23 na pagina 34, calcula-se a derivada de g,
ou seja, ¢'(z) = 4,8 -z - (2 — 3 - x) nos trés pontos fixos, o que implica:

g0 =48 - 0 - (2 -3 .- 0 ) = 0000 |,
g0,3) = 48 - 03 - (2 — 3 -03 ) = 1,600 |,
¢0,7) = 48 - 07 - (2 — 3 - 0,7 ) = —0,336

Nas figuras A8, @9 e PO a seguir, ilustramos a dinamica do exemplo 22231 na
pagina 2.

Note que os pontos de interseccdo de f(z) = x com g(x) representam os pon-
tos fixos de g.

1
0.87 |
0.75 |
0.625
05
0.375
0.25

Lr—+1

-0.25
-0.375
-0.5
-0.625
-0.75
-0.875
-1

n oo nooowoowoowon 0 H
[N a N S T N ¥
0 coom 9 o oW
. 0 0 0 .
o} \ o) el 0
|
L

Figura 18: Cobweb z, = 0,9 para 5 iteragdes. Grafico das fungdes g(z) = 4,8 - 2% - (1 — ) e f(x) = x.

Tome z, < 0. Devido a bacia de atracdo da caracteristica dindmica da curva,
tem-se:
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0.625
.T5
875
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Figura 19: Cobweb z, = 0,23 para 6 iteragdes. Grafico das fungdes g(z) = 4,8 2% (1 —z) e f(z) = .
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Figura 20: Cobweb =, = —0, 25 para 6 iteragdes. Grafico das fungdes g(z) = 4,8-22-(1—=z) e f(z) = .

Seja f : R — R, definida por f(z) = 2> e considere a equagdo de diferencas
discreta dada por por =, = f(z,). Essa equagao tem pontos fixos, na origem
(super-atrator) e em z* = 1 (repulsor).
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Solucao: E facil ver que z* = 0 e z* = 1 sdo pontos fixos de f, pois f(z*) = z*.
Além disso, tomando-se |zy| < 1, tem-se:

1 S (o) (0)?
T2 = flm) = (o)
r, = [Y(z0) = (20)*" —0

quandon — oo

Fora deste intervalo, ou seja, |xo| > 1, x, = f™(x0) — o0, para n — oo.

Seja f : R — R, definida por f(z) = 2> — 2 e considere a equagao de diferencas
discreta dada por por:
Tpt1 = f(xn)

Para esta funcédo temos dois pontos fixos, que sdo z* = —1 e z* = 2, ambos
repulsores.

Solucao: Primeiro encontramos solugdes para f(z*) = z*. Dai, a quadratica
em z* é:
o2 — 2" —2=0,
cujas solugdes sdo z* = {—1,2}. Além disso a derivada de f, f'(z*) = 2 - z*. Dai
fi(-1)=2-—-1=—-2¢e f'(2) = 2-2 = 4, 0 que implica que ambos s&o repulsores.”

Seja f : R — R, definida por f(z) = 2> — 1 e considere a equagao de diferencas
discreta dada por por:

Tpt1 = f(xn)

Para esta funcédo temos dois pontos fixos repulsores, que sao =* = “EZ‘/B , pois
ocorre | f'(z*)| > 1.

Solucao: Para encontrar os pontos fixos, estudamos f(z*) = z*, resultando em
x*? — z* — 1 = 0. Resolvendo a quadratica, encontramos z* = Lz‘/g

Estes dois pontos fixos sdo classificados quando avaliamos a derivada pontual,
ou seja, f'(x) =2 -z, assim, tem-se:

f/(HTﬁ)’ == ’1+\/5‘ > 1 portanto, é ponto fixo repulsor,
f’(l—T\/g)’ = ‘1—\/5‘ > 1 portanto, é ponto fixo repulsor.

de acordo com a definigdo P—3 na pagina B4
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Note que o ponto zero é periddico™ (2—periddico), e pode facil-

mente ser visto na seguinte Orbita sob iteragdo da fungdo f(x) = 2* — 1:
Ory) = zp = (1) =1 = (@) -1 = ()" =1 =1° -1 = (((z,)* = 1)* =1 =1 =1 — .-
O(zy) = =z, — fzp) - fZ(mp) - fs(Tp> - f4(Ip) -
o) = 0 — -1 — 0 — -1 — 0 — e

Para z, = 1 ocorre uma Orbita n&o periddica, mas logo apds algumas iteragoes,
sua Orbita atinge uma 6érbita periddica. Isto nos leva a diferenciar o ponto periédico do
ponto eventualmente periddico, definido a seguir:

Se um ponto z,, p € n, de uma orbita O(z,,) ndo € periddico, mas z,, & perio-
dico para algum n € Z*, entdo z, e sua 6rbita é chamado de eventualmente
periddico.

Oxy) = zp = flx,) — fQ(xp) - f3<xp> - f4(mp) —

ol1)y) =1 -» 06 —» -1 —- 0 —= -1 =

2.2.3.2 EXEMPLOS DE PONTOS FIXOS NAO-HIPERBOLICOS

Mais adiante, no capitulo B na pagina 053, dar-se-a o estudo detalhado dos
casos de pontos fixos ndo-hiperbdlicos, quando |f'(z*)| = 1. No que se segue apre-
sentamos alguns exemplos de possiveis pontos fixos nao-hiperbdlicos de dinamicas
discretas.

Seja f : R — R, definida por f(x) = —z e considere a equagéo de diferencas
discreta dada por:

Tpy1 = f(xn)

Essa equacao tem unico ponto fixo na origem. Esse ponto fixo é nao-hiperbdlico
e estavel.

Solucao: O ponto fixo de f é =* = 0, pois temos o grafico de duas retas con-
correntes, uma igual a = e outra igual a —z, que se interceptam apenas na origem.

Toma-se um valor inicial zo # x*, por exemplo xq = z* + €. Note 0 comporta-
mento periédico e oscilatério da érbita sob iteracao de f:

O(zo) = {0, —0, +T0, —T0, +20, . . .}

i De acordo com a definicdo PH esta érbita periddica é super-atratora.
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Ou seja, dado qualquer =, # z* a Orbita de z, € 2—periddica. Em particular,
segue da definicdo P2 na pagina B3 que z* = 0 € estavel.

Note que o sinal dos iterados, por inducao sobre n, dependera se temos um
indice n par ou impar:

To = fo(«%’o) = Zo )
r = (o) = - Zo )
o = fl@m) = — (-m) = +wo,
r3 = f(x) = - o )

T, = f"Hzo) = (D" m

Seja f : R — R, definida por f(x) = 1 —e~* e considere a equagéao de diferencas
discreta definida por:

Tpy1 = f(xn)
Esta equagdo admite unico ponto fixo em z* = 0, satisfazendo f'(z*) = 1 (N&o-
hiperbdlico e semi-estavel a direita).

Solucao: Como antes, para estudar os pontos fixos de f, devemos considerar
a equagao:
fo) = ¢ & gla) = fl@) — x = 0

Ou seja, basta estudar os zeros da fungéo g(z) = f(z) — z, isto é, g(0) = 0, dai
x* = 0 é ponto fixo de f. Agora, observe que,

fll) = 1 & g = fll@) - 1 = e”—1

§(x) = { (i) : e®*=1 < 0 sex>0 (logo g e decrescente)

(1) : e®—=1 > 0 sex<0 (logo g é crescente)

De (i) implica dizer que f ndo admite ponto fixo para = > 0 (pois g(x) > 0V = >
0). De (ii), f também ndo admite ponto fixo para = < 0 (pois g(z) < 0V z < 0).

Este ponto fixo é semi-estavel, mais adiante, no capitulo & na pagina 053 este
assunto serd mais aprofundado. O ponto fixo é estavel pela direita e instavel pela
esquerda, como pode ser visto nas figuras P na pagina B9 e P2 na pagina 49.

o

De fato, dado z, > 0, temos que f(zp) = 1 —e ™ = oo > 0. Além disso,
segue de ¢'(z), que f(x) < x, V x # 0 (graficamente vemos a curva sempre abaixo
da diagonal y = ). Dai:
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i
—4a
—3.75
— 3.5
—3.25
— 3
—2.75
— 2.5
—2.25
— 2
—1.75
— 1.5
—1.25
— 1
—0.75
— 0.5
o
1

Figura 21: Cobweb zy = 1,5 para 5 iteragdes. Estavel pela direita.

0 < x = flrg) = 1—e™ < x
0 < 2 = flxry)) = 1—e™ < 1
0 - - i _ : _

0 < zpp1 = flz,) = 1—€e™ < z,
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Em outras palavras, a érbita de x, tem o comportamento descrito abaixo:

To > X1 > X3 > L. > Ty > Tpyp > 0
xg > flzo) > flz1) > ... > flxnq) > flz,) > 0

o

Por outro lado, dado zy < 0, temos que f(zg) =1 —e ™ = - < 0. Dai, a
orbita de z, é dada por:

Ty < 1 < X9 < ... < Tn < Tppr < ... =0

rg < flzg) < f(z) < ... < flwpor) < f(z,) < ...—> —x

2.2.3.3 APLICACAO |

Aqui utilizaremos o método de Newton-Raphson para calcular a raiz quadrada
de um numero a positivo.

Considere a equacao de diferengas®:

1 a
Tpt1 = 5 (xn+ l’) >

com a > 0. Dado x, > 0, a 6rbita de =, converge para +/a.

a2 Secdao de exercicios 1.3, problema 2, (ECAYDI et all, 005, p. 18)

Solucao: Inicialmente, observe que, dado a > 0 para encontrar \/a é equiva-
lente a encontrar solugéo positiva da equacgdo 22 = a. Esta equagéo pode ser escrita
na forma:

a a
r - r = a4 & r = — << r + r = r + - &
T T
a 1 a
S 2 - x = + — & o o= = r + —
T 2 T

Desta forma, a solugdo de z? = a é dada pelo Unico ponto fixo positivo de f(z) =

1 a

i. Esta equagao de diferengas tem dois pontos fixos, —/a € \/a. Para encontra-los,
devemos estudar f(z*) = z*.
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ii. Nas figuras na pagina e na pagina apresentamos os diagramas
cobweb para a = 3, o = 1 (respectivamente zo = —1).

iii. Note que, a derivada de f € dada por

Desta forma,

10
L’ O z* = (\/3, \/§)
/’ — a = \/g
/ ’ --- identidade
8 7/
1
6 o

Tn+1

Tn

Figura 23: Cobweb para zy = 0,2 com 6 iteracoes

V' Conforme definicdo -3 na pagina B2.
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a
i
N
8

N ! 1N 0 1N = Al

| | 0 0

\ \
T
Figura 24: Cobweb da /3

™
+
N
8

Figura 25: Cobweb da —/3
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2.2.3.4 APLICACAO Il

Retomando o capitulo A, na pagina B, Isaac Newton desenvolveu as proprias
ferramentas do calculo diferencial e sera aplicado neste exemplo.

O método das aproximagdes sucessivas € uma excelente ferramenta para o
cbmputo de zeros de fungdes, j4 que ndo é possivel calcular os zeros de fungdes
polinomiais através de seus coeficientes de quinto grau em diante.

Sejaf:R— R,comz € Re Az € R*, dada por:
flx)=23—2-2 -5,

cujo gréafico pode ser visto na figura 8.
Se a raiz da funcao f é pouco maior que 2, vamos utilizar a equacao de diferen-
¢as x,1 = r, + Az,, cOM x, = 2, para encontrar sua solugao.

y —f(x):w3—2-a:—5

(=)
A4

J (=)

Figura 26: Método de Newton para encontrar zeros de fungdes

Como queremos os zeros das fungdes polinomiais, 0 método das aproximagdes
sucessivas de Newton” utiliza equagdes de diferengas como veremos a seguir.

V' Isaac Newton publicou a obra O “Método dos fluxdes e séries infinitas” em 1740, no século XVIII.
Computadores modernos ndo existiam, e até os dias atuais os computadores utilizam-se deste
método para o cOmputo de zeros de fungdes.



54 CAPITULO 2. DEFINICOES - SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

gy +1

Figura 27: Método de Newton para encontrar zeros de fungdes por Cobweb. 4 iteragdes - ponto
fixo repulsor.

A ideia basica antes da existéncia da derivada era calcular f(z1) = f(xo +
Azxy) = 0, para um palpite z;. Por exemplo, é sabido que quando h4 troca de sinal, isto
é, o produto f(xg)- f(z1) < 0, implica que ha pelo menos uma raiz de f(x) no intervalo
[0, z1]. Um palpite melhor seria calcular f(z;) = f(z1 + Azy) = 0, € de modo geral
f(xps1) = f(x, + Az,) = 0, e quanto maior o numero n de iteragdes, a raiz z,, fica
cada vez melhor®.

12 Aproximacao do zero da funcao

flzr) = (x1)° - 2 (1) -5
f2+Axy) = (2 4+ Azg)? - 20 (24 Az9) - 5
FR+ Az = 254322 Awg+3-2 A4 AT — 4-2-Azg — 5

0 = 10 - Az — 1

1
Assim —1+10-Azg =0 = Azxg= o isto €, ao invés de 2, um palpite inicial
de 2.1 é melhor para a raiz.

Vi Como foi visto na introdugao deste trabalho, no século XVIII j& havia a régua de célculo que facilitava
efetuar as quatro operacdes basicas.
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22 Aproximacao do zero da funcao

f(x2) = (22)° - 2 (22) - 95
0 = 11.23 Az + 0,061
Dai = Az = —11’23 = —5,4 x 1073, assim, um palpite ainda melhor que 2.1

seria 2.0946. As iteragdes continuam sucessivamente, até atingir o valor desejado.

De modo geral, o trabalho de Newton, é conhecido por método de “Newton-
Raphson”, dado por:

f(xn1) = (2, + Ax,)? -2 - (zn+Az,) — 5
0 = (@3 +3-22-Ax,+3 2, -Ax2 +Az3) -2 - (v, +Azx,) — 5

0 0
0 = (@ 4322 Az, +3- 2, AP+ M) —2 - (2,4 Az,) — 5

Isolando o termo Az,, em termos dos demais, tem-se:

3 —2-1,—5
Ax, = — W = Tpi1 =Ty, + Az,

Note que sem definir derivada, ela apareceu no denominador de Az,,, calculada

em x,,, e no numerador a fungéo f(z,), assim Az, = —%

De modo geral, dada uma fun¢do f : R — R diferenciavel (f'(z,) # 0),
escrevem-se as seguintes equagodes de diferencas, para calcular f(z,) = 0, para al-
gum n € Z*, isto é, as iteragbes continuam enquanto f(z,) #0V n € Z*.

Férmula 2.2.1: Método de Newton-Raphson (Computo do zero de funcoes)

Py nezt.

Tpt+1 = Tp —

Solucao: Retomando o exemplo 222234, primeiro vamos estudar o diagrama
de Cobweb da figura P4 na pagina B4. Dai encontramos solug¢des para f(z*) = z*,
mas ja sabemos do método das aproximacdes sucessivas (estudado anteriormente)
que um ponto fixo &€ z* = 2,0946 (Utilizando uma aproximagdo com quatro casas
decimais). Como f/(z) = 3 -2 —2 = f/(2,0946) > 1, dai implica que o ponto fixo
é repulsor (tende a empurrar os iterados para longe),” isto é, tende a empurrar para
longe qualquer orbita de pontos que iniciem sua trajetéria préxima da raiz real. Isso
torna a técnica Cobweb nao muito eficaz para calcular zeros de fung¢des, uma vez que
podemos encontrar pontos fixos repulsores como neste exemplo. Gragas ao excelente

Vi De acordo com a definicdo P-3 na pagina B2
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método de Newton-Raphson, podemos obter raizes de forma rapida, pois trata-se de
um método com pontos fixos super-atratores como veremos a seguir.

O método de Newton-Raphson é super-atrator, pois a equacao de diferencas
associada a funcao é

Tpy1 = f(xn)a

seguindo com sua derivada em relagéo a z,,, tem-se:

o !f(xn)]/
f'(@n)
@] = @) £ )
{f,(xn)r

/

Tn

f/(xn) = 1 -

Supondo que para ny € n ocorra f(z,,) = 0, mas que a derivada ndo se anule,

entao tem-se: )

)| — Lo )

f,(xno) = 1 - - )
[ (@ny)
- 3 2
f'(@n,)
flaa) = 1 - i
')
flxn,) = 1 — 1
f'(zny) = 0, dai é super-atrator.
Concluimos de acordo com a definicdo P-3 na pagina B2. O

Esta equacao tem mais dois pontos fixos. Pelo método de Briott-Ruffini, tem-se:

Raiz Coef. do grau 3 Coef. do grau 2 Coef. do grau 1 Coef. indep.
2,0946 1 0 -2 )
Operagéo i 1x2,0946 40 2,0946 x 2,0946 — 2 | 2,3872 x 2,0946 — 5
Resultado 1 2,0946 2,3872 0
Coef. grau reduzido | Coef. grau 2: 1 Coef. grau 1: 2, 0946 Coef. indep.: 2, 3872 Resto da divisao: 0

Entao fatoramos f(z) = 2° — 22 — 5 = (z — 2,0946) - (2% + 2,0946z + 2, 3872).
Porém, como estamos estudando analise real, esta quadratica nao tém raizes reais
(respectivamente ©* = —1, 0473441, 1359). Portanto, estes pontos fixos ndo sao objetos
de nosso estudo.
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2.3 O OPERADOR DUPLO NAS E.D.L.

Nesta secao utilizaremos operadores duplos de somatério e produtério nas
E.D.L (equacbes de diferencgas lineares).

2.3.1 CONJECTURA

O método da conjectura é uma técnica poderosa para formular hipéteses sobre
as formas de solucbes para as equacdes de diferencas que modelam os sistemas
dindmicos.

Dai, em seguida, aceita-se ou rejeita-se a hipoétese com base na substituicao
de valores e manipulagao algébrica.

O método baseia-se na observacédo do sistema, a partir do qual tentamos de-
tectar um padrao para a solucao. O processo envolve observar um padrao, conjecturar
formas de solugdes do sistema.

Pode-se resumir nas seguintes etapas:

i. Observar padrdes,
ii. Conjecturar formas de solugdes,
iii. Testes da conjectura,

iv. Aceitar ou rejeitar a conjectura dependendo se ela satisfaz ou ndo o sistema
apds a substituicdo e manipulacéo algébrica (para que a conjectura seja aceita
a substituicdo deve resultar em uma identidade).

2.3.2 SOLUCAO GERAL DE EQUAGCOES DE DIFERENGCA LINEA-
RES DE PRIMEIRA ORDEM

Nesta secdo vamos apresentar a estrutura das solu¢oes de relagdes de recor-
réncias de primeira ordem do tipo:

Férmula 2.3.1: Recorréncia de primeira ordem nao homogénea

Tp41l = Qp - Tp + bn7

n € Z* onde a, € b, sdo funcdes cujo dominioé Ne z,,,, € Rcomi € N.
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Ja foi visto anteriormente que o cémputo de iterados, da-se da seguinte forma:

1= f(zo)) = w2=f(x1) — z3 = f(2) AR Tnt1 = [(2n)
1= f(wo) — w2=[f(f(x0) — a3=[f(f(x1)) —...=  @up=f(f20)
— .

w1 = fxo) — w2 = f(f(w0)) — x3= f(f(f(20))) = wp = [ (o))

Para evitar o uso repetido de letras f, € denotado um expoente indicando quan-
tas aplicacbes de f deve ser feita no valor inicial =, € ndo deve ser confundido com
um expoente para elevar a fungao ao expoente.

Devemos entender que denota composigdo funcional, isto &, f?(x) = f o f(x),
f3(x) = fofof(x)...eassim por diante. Assim, tem-se:

rg — 1= f(xg) — xo=f*(0) — x3=[f3(10) — ... = TH = " 20)

Portanto:

vo= fO%z0) — x1=f(x0) — xo=f2x0) — a3=f(10) — ... = T, = f""x0)

Prove que uma recorréncia de primeira ordem, em que f : R — R, associada a
uma equacao de diferencas:

Tpy1 = f(xn)a

com uma condicao inicial o = a, tem sempre uma e somente uma unica solugao.

Solucao: Essa solucao é trivial, pois basta observar que:

rg = fYzg) = a
z1 = fix) = fla)
vy = fHz0) = f*(a)
vz = fz0) = f(a)

Tn = [Mxo) = ["(a)

Portanto, z,,,1 = f(x,) possui solugdo Unica x, = f"(a) .
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Considere a equagao de diferencgas linear de primeira ordem ndo homogénea

P31 da pagina b7 (respectivamente homogénea, caso b,, = 0):

Tn41 = Qp - T + bn7

em que a, € b, sao fungdes reais com dominio em n € Z*. A solucao (Unica)
que satisfaz a condigao inicial x, €:

.

n—1

1=0

n—1| n-—1
k=0 | i=k+1

Demonstracao: Para demonstrar a proposi¢cao P2 é necessario iterar a fungao
um numero k vezes, e assumir uma condicao de valor inicial z,. Assim, tem-se:

n=0, =z = Qo - To + o,
n=1, @z, = ay - T + by,
n=2 T3 = as * To -+ bz,
E, - + 7
Nn=k1, 2, = ap_1-2%-1 + b1

Substituindo z; em x5, x5 em x3, respectivamente z,,_, em x,,, tem-se:

nN=0, =z = ag-xo + by,
n=1, a1~-a0~x0+bo— + by,
n=2 3 ag-'al-ao-x0+a1-bo+b1_ + by,
n=3, x4 CL3'_G,Q'al'ao'l'0+a2‘(ll'bg—i—ag'bl—l—bg_ + b3,
n=4, x5 = CL4'(CL3'_G,Q'al'ao'l'()—l—ag'al'bo—l—ag'bl—l—bg_—l—bg) + by,
g = +
N=k-1, 2, = ap_1-ay_2---a3-ay-a;-ag-To +
+ Qg-1-GQp2---az-a bo
T Qg1 Q-2 Q2 by
+ Qg1 Qg2 03 by
+
+ g1 ag—2 br—3
+ g br—2
+ 1 b1

Note que de 0 até k — 1 ha k elementos. De modo a tornar as expressdes mais
compactas, utilizaremos as notacdes de produtérios H (respectivamente somatérios
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Z) cujos indices i e k estdo variando e sofrem incrementos de um em um a cada
termo da operagao i e k € Z*, isto &, Z* = {0,1,2,3,...}. Assim a primeira parte da
solucao geral fica:

n—1
||Z a; = Qp *+ ap - Ay - ... * Qp—1

=t}
- ||O a; + o = QG - ap -+ az -+ ... - Apn—1 *+ X
=

Por outro lado, a segunda parte da solugdo exige um operador duplo. Note
que paracada b, com0 < k <n —1,isto é k = 0 (até n — 1) fazemos a varredura do
indicei ={k+1,2,3,...,n—1}.

n—1 n—1
I

Para k fixado em: varredura de i: bo - a - ay - a3 -+ ... * Qp_1 -+
k=0, l<i<n-—1. by - a1 - ay - az - ... = QAp—1 -+
k=1, 2<i<n-—1: b - Qs + Az ... + Qp—1 +
k=2, 3<i<n-—1: by - as ...+ Qp_q1 +
+
k=n—-1, n<i<n-—1: b,y - 1

Na expressdo acima, denotamos

k
H a; = 1,
i=j

quando k£ < j. De modo analogo, denotamos
n—1
Z a; = O,
k=j

quandon — 1 < ;.

Assim, segue que dado z, € R a unica solugdo da equacao P-31 da pagina 67
€ dada por:
n—1 n—1
Ty = [Hai] o+ Y
=0

k=0 |i=k+1

n—1

Ha dois casos para investigarmos. Se a fungéo a,, = A for uma constante (res-
pectivamente parte ndo homogénea b, = B for uma constante).

Vi Note que adotamos Hé a; = H(l) a; = 1 (respectivamente o elemento neutro do somatorio Z’,z“ a; =

0).
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2.3.2.1 CASO 1
Seja a,, = A e considere a equacgao de diferencas ndo homogénea:
Tpni1 = A-x, + by,

com condi¢ao inicial z, € R. Aplicando a expressao da solugdo dada na proposi¢cao
P2 da pagina bY, tem-se:

k=0, l<i<n-—1: by - a1 - ay - az + ... + Qp—1 -+
=1, 2<i<n-—1: b - as - ag -+ ... * Qp_1 +
Ty, = A" x| k=2, 3<i<n—1: by - as -+ ... + Qp-1 +
+
| k=n—1 n<i<n-—1. b,y - 1
[ k=0, l<i<n—1. b - A - A - A A+
k=1, 2<i<n-—1. b - A A - A+
Tp=A" 20+ | k=2, 3<i<n—1: by - A - A+
. N
| k=n—-1 n<i<n-—1! b,y - 1 |

:Un:A”-x0+[A”_1-b0+A"_2-bl+...—|—A3-bn_4+A2-bn_3—|—A-bn_2+bn_1]

Dai, temos a seguinte solucao geral para este caso:

Férmula 2.3.2: Caso 1 Solucao da eq. dif. nao-homogénea

n—1
Tp — A" o + Z An_k_l : bk

k=0

2.3.22 CASO2
Sejam a, = A, b, = B e considere a equacao de diferencas nao homogénea:
Tpp1 = A~y + B,

com condi¢ao inicial zo € R. Aplicando a expressao da solucdo dada na proposicao
P2 da pagina bY, tem-se:
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k=0, l<i<n-1. B - A - A - A .- ... - A +

k=1, 2<i<n—1. B - A - A - ... A +
Ty = A" - 19+ k=2, 3<i<n-—1:. B - A - ... - A +

: . N

 k=n—-1 n<i<n-1. B 1
T, = A" - 2o+ At A2 4 AP+ AP+ A+ 1| B

Soma Definida de n termos de razdo A

Dai, usando a soma definida B.61] na pagina P40, temos a seguinte solucao
geral para este caso:

Férmula 2.3.3: Caso 2 Solucao da eq. dif. nao-homogénea

Ar —1
A—-1

, se A#1,

xg + B - n , Se A=1.

Mostre que a solucao da equacéo de diferengas
yin+1)—(n+1)-yn)=2"-(n+ 1), Vn eN,

que satisfaz y, = 1, é dada por y,, = n! - 2".

Solucao: Temos a equacgado de diferencas do tipo y,.1 = a, - yn + bn.
Aplicando a solucdo da proposicao P2 da péagina BY, com a funcédo a, = n + 1,
e a parte ndo homogénea dada por b, = 2" - (n + 1).. Apds as substitui-
¢bes na formula e aplicando a soma definida BB na pagina ficamos com:

Yn =nl- 1+
k=0,  1<i<n-1 20 1! (141 - 241 - B+ - .- (n) + ]
k=1, 2<i<n— 1 2! . 2! : 2+1) - B+1) - ... -+ (n) +
k=2, 3<i<n-l 22. 3| : B+1) - ... - (n) +
: : : . : N
k=n-2, i=n—1. 272 . (n—1)! - e (n) +
| k=n—-1, n<i<n-—1 2n=1.nl . 1
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Yo = nl+ n!—l—n!-2+n!-22+~...—|—n!-2”_1} = nl4+nl|14+24+22 4+ 4207,
2r =1 n — 1
Yn = n! 4 n! 51 = n!-(1+ . ])7
Yn = n!'(1+ 2”—1) = nl-(1—1+2"),
= y(n) = nl.2m,

A torcida do Corinthians tem hoje p, membros. A taxa anual de natalidade é i, a
mortalidade é j e, além disso, todo ano um numero fixo de R torcedores desiste
de vez. Se i > j, determine o numero de torcedores daqui a n anos. A torcida
esta condenada a extingao?

Solucédo: ™ Para modelar a situacdo da torcida em termos de equacgbes de
diferencas lineares de primeira ordem, vamos definir algumas variaveis:

(i) p,: numero de torcedores no ano n.
(i) pni1: NUmMero de torcedores no ano seguinte ao n.
(iii) po: numero inicial de torcedores (cenario atual).
(iv) 4: taxa anual de natalidade (propor¢céo de novos torcedores).
(v) 7 - p,: quantidade de novos torcedores que nasceram no periodo apurado n.
(vi) j:taxa de mortalidade (proporcao de torcedores que falecem).
(vii) 7 - pn: quantidade de torcedores que faleceram no periodo apurado n.

(viii) R: namero de torcedores que desistem a cada ano.

Dada a situagéo, o numero de torcedores no ano seguinte p, ., pode ser mode-
lado como:

pn-{—l:pn‘l_i'pn_j’pn_Ra
:>pn+1:pn'(1+i_j)_R7

Como i, j € [0, 1], se definirmos k& = 1 +i — j como a taxa liquida da populagéo
de torcedores, a equacao se torna:

pn+1:pn'k_Ra

x (Adaptado) Problema 2 da segdo 7.7 Exercicios Suplementares da apostila de MA12 do profmat -
unidade 7 - Recorréncias Lineares de Primeira Ordem




64 CAPITULO 2. DEFINICOES - SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

Temos entdo uma equacao de diferencas do tipo =, = a, - x, + b,. Aplicando
a solucédo da proposicao P2 da pagina B9, com a funcéo a, = k,, € a parte nao
homogénea dada por b, = —R (R € R uma constante), tem-se:

n—1 n—1 n—1
Pn = [H/ﬁ] 'po—z [ H ki| - R,
1=0

k=0 |i=k+1

A solugéo particular®, considerando a taxa k; = k (constante) pode ser estu-
dada, aplicando-se a formula 2373 na pagina B2:

Modelagem matematica da torcida de um time de futebol

[EO| o
e SEEAL

k’n'po—R

Pn =
po — R - n , sek=1.

Conclui-se que:

sei < j,tem-se: k <1, portanto a torcida estd condenada a extingao.
sei=j,tem-se: k=1, vide a nota de rodapé.

sei > j,tem-se: k> 1, portanto atorcida cresce exponencialmente.

Portanto, a analise mostra que a torcida esta condenada a extin¢cao se a taxa de
natalidade nao superar a soma das taxas de mortalidade e desisténcia de torcedores.

“Um médico receita ao seu paciente um medicamento que € administrado uma
vez a cada 8 horas. Seja M (n) a quantidade do medicamento no sistema sangui-
neo no n-ésimo intervalo. O corpo elimina uma certa fracdo p em percentagem
do medicamento até a proxima dose ser administrada. Se a quantidade admi-
nistrada é m,, encontre a equacao de diferencas z,.; = f(x,), que modela o
problema e estude o comportamento da solugdo quando n — oc.

2  Problema adaptado de (ELAYDI et all, P005, p. 12)

Solucao Para modelar a situagdo problema em termos de equagdes de dife-
rencas lineares de primeira ordem, vamos definir algumas variaveis:

(i) M,: quantidade de medicagao no instante n.

¥ Note que para k = 1 a funcéo p,, = po — R-n inicia seu grafico em pg (p,, = po paran = 0) e decresce

(com declinagéo R) a cada ano n, uma vez que ha R torcedores que desistem a cada ano. A torcida
permanece constante em p, torcedores se R = 0 e tende a extingdo se R > 0.
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(i) M,.1: quantidade de medicagao no instante seguinte.
(iii) mg: quantidade de medicagao inicial.
(iv) p:taxa de eliminagao do medicamento no instante n (proporcao).

(v) p- M,: quantidade de medicagao eliminada no instante n.
Dito isso, tem-se:

Mn+1:m0+Mn—p'Mn:m0+Mn'(1—]9),

Para a equacao de diferencas linear de primeira ordem nao homogénea do tipo
Tpy1=A-x,+ B,comA=1-pe B =mg, segue de P-33 da pagina B2 a solugao:

) 1—(1—p)
1=p)"™ - mg + mg - |————| , sep#0,
M, = P
mg + mg - n , sep=0.

Pode-se manipular algebricamente alguns termos e usar fatoracao, dai tem-se:

(I=p) - mg ( I -

SR

) + % , sep#0,

M, =

3

mo ( 1 + ) , sep=0,

Passando o limite dos dois lados da férmula anterior™ resta apenas =, pois
1—-p<1.

2.4 TEORIA GERAL DE E.D.L DE ORDEM SUPERIOR

As E.D.L., equacdes de diferencas lineares, de ordem superior (k # 1) apare-
cem em diversas aplicacdes na modelagem de sistemas dinamicos e algoritmos nu-
méricos. Nesta secdo, vamos apresentar a teoria geral dessas equacdes, abordando
0s conceitos fundamentais, além de ilustrar o processo com exemplos.

Uma Equacao Diferencial Linear (E.D.L.) autdnoma ndo homogénea (g(n) # 0),
respectivamente homogénea (¢(n) = 0) de ordem k # 1 é uma equacao que depende
de k—1 estados, ou k estados anteriores. Escrever a equagao na forma dada em P-4 11
é facil, caso a equacéo seja dada por:

PO,n R + 7Dl,n * Tptk—1 + -+ Pk—l,n * Tp+1 + Pk:,n Ty = 07

X Férmula em conformidade com a referéncia (ELAYDIef all, 2005, p. 6).
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onde os (P;,,)i=k podem ser estudados em casos quando séo fungdes reais com domi-
nio definido nos naturais (n € N), ou sdo constantes com (p;)*<)¥ # 0. Dividindo-se toda

~ . . ~ Ni=k
a equacao pelo primeiro elemento P, ,, obtemos a equagéo P43 chamando PT);O

I ’
de (pj,n>;‘=1-

2.4.1 DISCUSSAO SOBRE SOLUGCOES PARTICULARES

A equacgdo acima pode ter varias solugbes particulares, conforme sera ex-
plorado no decorrer do capitulo. Para representar cada solucéo, usa-se a notagao
(z;.,)=%, onde:

» O indice i identifica uma solucao particular diferente.

* O indice n representa a variavel discreta independente n € N, que em muitas
situacdes é interpretada como sendo o0 prazo ou tempo.

Assim, o conjunto fundamental de solu¢des particulares da equagao pode ser
representado pela sequéncia como:

{xl,n7 Tony «-- 7xk’,n}7
onde temos k solugdes particulares da equacao de diferencas linear.

A sequir é exposto proposicoes e definicoes para estas solugdes propriamente
ditas. Os teoremas e definicbes a seguir sdo necessarios para a obtencao do con-
junto fundamental de solucoes e, consequentemente, da solugao geral da equacao
completa conforme exposto em P41

Seja uma equacéo de diferenca da forma:

Ttk = f(N, Trghm1, Tnth—2, - - -, Tn), O

onde f é uma funcéo real arbitraria, ndo autbnoma, definida sobre uma sequén-
cia finita ou infinita de valores inteiros consecutivos de n. A forma de escrita € a
forma resolutiva em que o termo de maior grau esté isolado dos de menor grau.
A equacéo possui solugédo unica correspondente a cada especificagédo arbitraria
de k condigbes iniciais:

Lns Tty -+ Lntk—1-

Demonstracao: Suponhamos que os valores z,,, x, 1, ..., Tnik_1 €StA0 espe-
cificados. Entéao, a equacgao de diferencga linear («), com n = n + k, pode ser resolvida
de forma Unica para x,,,« por simples evolu¢ao da funcéo f.
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Uma vez que z,,., é conhecido, a equacao de diferenca (o) comn =n+k + 1
pode ser resolvida para =, .1 (Pelo PIF e os axiomas de Peano), e assim sucessiva-
mente, para todos os valores consecutivos de n.

Portanto, a equacao possui solugdo Unica para cada conjunto de condi¢des

iniciais especificado. Provando assim a existéncia e unicidade das solugbes .
As solugées {z1,,, Tan, ..., Trn}, SA0 LI se é impossivel encontrar uma relacao
da forma:

i=k
Y P Tinphs1—i =0, paratodon €N,
=1

exceto pela solugao trivial.

Caso seja possivel encontrar a relagdo acima com as constantes (p;)~_,, ndo to-
das iguais a zero, tal que a relacao seja satisfeita, entdo o conjunto fundamental
de solugdes é LD.

2.4.2 Definicdo e Forma Geral

A equacéo de diferencas linear de ordem superior k£ # 1, n € N é expressa na
forma:

Formula 2.4.1: Equacao de diferencas linear de ordem k

Tn+k +p1,n cTpyk—1 T+ Pan - Tntk—2 + ... +pk71,n71 * Tp—1 _'_pk,n * Iy = g(n)

onde:

* z,,: sequéncia desconhecida a ser determinada;
* pin: (1)F, coeficientes da equagdo, que podem depender de n;
* g(n): termo independente (ndo-homogéneo).
Se g(n) = 0, a equagao é chamada de homogénea. Caso contrério, € dita nao-

homogénea. Para que a equacgéo seja bem definida, exige-se que py, # 0 para todo
n € N.
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2.4.3 Reescrita da Equacao na Forma Resolutiva

Podemos reorganizar a equacao P41 da pagina para expressar z,.; em
termos anterioresde z,,, T 1, ..., Tpog_1:

Férmula 2.4.2: Equacao na forma resolutiva

k

Tntk = — D Din * Tnth—i + g(N).
=il

Essa forma é util para resolver a equacgéao iterativamente, uma vez que x,
depende apenas dos valores anteriores da sequéncia. Por exemplo a equacao de
Fibonacci em sua forma resolutiva é dada por:

Tpt2 = Tptl T Ty

2.4.4 Exemplo: Equacao Nao-Homogénea de Terceira Ordem

Considere a equagéao de diferencas de terceira ordem:

Tny3 — ‘Zpg2 N T — 3 Ty =0,

n—+1

onde zo = 0, z; = —1 e x5, = 1. Encontre x4, x5, 2 € x7.

Solucao: Neste exemplo, verificaremos a importancia do problema de valor
inicial para as equacdes de diferencas lineares ndo homogéneas de ordem superior.
Primeiro reescrevemos a equacao de ordem k£ = 3 na forma adequada resolutiva e
resolvemos para x,, passo a passo:

g

Tn+3 ntl Tpy2 —N - Tpp +3 - Tp + M0,

n=0, x3 = %-xz —0-z7 +3-20+0 = 0,
. 5

n=1, x4 = 53 —r +3-r+1 = >
) 4

n=2 x5 = Sy —2-x3 +3-12+2 = —3
3

n=3 x5 = %-xg, —3-x4 +3-713+3 = 5
n=4, x; = %-xﬁ —4-z5 +3-x4+4 = 20,9
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2.5 CONJUNTO FUNDAMENTAL DE SOLUCOES

Um conjunto de & solugdes linearmente independentes de uma equacao de di-
ferencas linear homogénea de ordem superior € chamado de conjunto fun-
damental de solucoes. Isso significa que qualquer solucdo da equacgao pode
ser escrita como uma combinacéo linear das solugdes do conjunto fundamental.

Os autovalores sao os valores de \ que satisfazem o polinémio caracteristico.
O conjunto fundamental de solugbes é formado pelas fungdes associadas aos auto-
valores, ou seja, solugdes da forma z;,, = \! com i € Z* e n € N. O numero de
solugdes no conjunto fundamental é igual a ordem da equacao de diferencas, porém
sdo sequéncias de n € N.

A solucao geral da equacao é uma combinacao linear das solucoes fun-
damentais. Este assunto é discutido em boas referéncias de algebra linear (COLTEY,

Considere a seguinte equacéo de diferencas:
Tpt2 — 3Tpy1 + 22, =0

Determine o conjunto fundamental de solugdes.

Passo 1: Determinacao do polinémio caracteristico O polinémio caracteris-
tico associado a equacgéo é:
M —32+2=0

Resolvendo a equagéo quadratica, obtemos:

Passo 2: Construcao do conjunto fundamental de solucdes Para cada raiz
Ai, a solugéo geral da equacéao tem a forma:

Tp=a12" + a9 1"

O conjunto fundamental de solucoes é:

{2, 1"}
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Solucao geral A solucao geral da equacao é:
Tp=a12" +asl

onde a; e a, S&0 constantes arbitrarias reais.

Considere a seguinte equacao de diferencas de ordem 3:
ZTnt3 — 6Zpio + 11zp g — 62, =0

Determine o conjunto fundamental de solugdes.

Passo 1: Determinacao do polinémio caracteristico

O polindmio caracteristico associado a equagéo é:
M =6\ 4+ 11N —6=0

(A= 1)(\2 = 5A+6)

Portanto, as raizes séo:

Passo 2: Construcao do conjunto fundamental de solu¢coes Para cada raiz
\i)3_,, a solucdo geral da equacdo tem a forma:
=1

Tp=a1 1" +a92" + a3 3"
O conjunto fundamental de solucoes é:
{1",2",3"}
Solucao geral A solucao geral da equacao de diferencas é:
Tp=a11+ay2" + az3"”

onde a4, ay € az SA0 constantes arbitrarias reais.

2.5.1 Problemas de Valor Inicial

Uma solucao para a equacgao 241 é Unica se especificarmos k valores iniciais
com (a;)F, € R:

r(ng) = ap, z(no+1)=ay, ..., x(ng+k—1)=ap1.
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Esse conjunto de condi¢des define o chamado problema de valor inicial (PVI), que
€ amplamente utilizado em aplicagdes praticas.

Unicidade da Solucéo - O problema de valor inicial associado a equagéo P41
possui uma unica solugéo para n > ng, desde que py,, # 0 para todo n > ny.

2.5.1.0.1 Prova:

Para demonstrar a unicidade, consideremos a equagao P-4 juntamente com
as condicdes iniciais:

x(ng) = ap, x(mo+1)=ay, ..., x(ng+k—1)=ar.
Dado que a equacéo é de ordem £, qualquer n > ny + k pode ser escrito como:

n=ng+k+(n—neg—k).

Essa relagdo indica que z,, depende exclusivamente dos k£ valores iniciais e dos
(i)k_, coeficientes p; ..

Agora, suponha que existam duas solugdes x(n) e Z(n) que satisfagcam tanto a
equagéao quanto as condigdes iniciais. Substituindo z(n) e Z(n) na equagéo, temos:

r(n+k)—Z(n+k)=0,

0 que implica que xz(n) = &(n) para todo n > ny. Assim, a solugéo € unica. O

Um comentario sobre solugdes em forma fechada, embora a unicidade da solu-
cao esteja garantida, determinar uma solugéo explicita em forma fechada para equa-
cbes de diferencas de ordem superior pode ser desafiador. Isso ocorre porque, ao
contrario das equacoes de primeira ordem, que possuem métodos bem definidos para
solucao direta, as equacgdes de ordem superior frequentemente exige abordagem mais
complexa.

Tal abordagem (ELAYDI ef all, 2005, p. 67) envolve matriz Casoratiana que
€ usada principalmente para determinar a independéncia linear de sequéncias (fun-
¢bes de n € N) em espacgos discretos, como fungdes definidas em numeros intei-
ros. Ja o Wronskiano é em homenagem ao matematico polonés Jézef Hoene-Wronski
(1776-1853), que introduziu o determinante Wronskiano em 1812, que € utilizado para
determinar a independéncia linear de funcdes continuas, especialmente solucées de
equacoes diferenciais ordinarias.
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As funcoes:

1+v5\" 1—v5\"
Tin = ) Ton = )
7 2 neN 7 2 neN

Formam um conjunto fundamental de solugdes na Equacao de Fibonacci?

Solucao: O Casoratiano das funcdes candidatas a solucdes do problema de

Fibonacci é definido como:
Tin T2.n

W, =

Y

Tin+1 T2n+1

Substituimos as solugdes:
Tin = )\7117 Ton = )‘gv
com os autovalores \; = 1Y% e \, = 1¥5. Assim:

ATAS

n+1 n+1
ATHL

n

Expandimos o determinante:

W, = AP - AL \D \nfL
Fatoramos A} e \}:
Substituimos A\, e Aq:

1=V _1+4V5 &

Ay — A =
2 1 2 9
Portanto:
Wn = _\/g . ()\1)\2)n
Sabemos, das relagdes de Girard, que A; - \» = —1 (produto das raizes da

equacao caracteristica™). Assim:

W,=-V5-(=1)"#£0VneN.

Portanto z,, € =2, s&o LI e formam um conjunto fundamental de solugées ou
bases vetoriais.

Xi N2 _ )\ —1=0, para esta equacao caracteristica a soma das raizes é igual a \ e o produto é igual a
—1.
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Orbita das Solucoes de Fibonacci

60 —@— Solugdo de Fibonacci

55
50
45
40
35
30
25
20
15
10

Lorp+1

A 4

Figura 28: Grafico representando a 6rbita das solugbes da equacao de Fibonacci, mostrando
o0 comportamento da sequéncia paran de 0 a 10.

Segue um exemplo aplicado as equagdes de diferencas lineares de ordem su-
perior sobre dependéncia linear.

Sejam as fungdes fi, =2" e fo,, =3-2", comn € N as fungdes sdo LD.

Solucao: Podemos escrever f,,, como multiplo de f ,,:

f2,n =3 fl,na

logo, ndo formam bases vetoriais. Isto significa que qualquer vetor deste espaco,
fazendo-se soma de vetores do conjunto ou multiplicando vetores do conjunto por
escalar ndo saimos dele.

Mostre que as fungdes 3", n - 3" e n? - 3" sdo Ll paran > 1.

Solucao: Para verificar a independéncia linear, assumimos que existe uma
combinacgao linear dessas fungdes que resulte em zero:

ar-3"4+as-n-3"4+az-n*>-3"=0, paratodon > 1.
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Dividindo por 3", obtemos:

ay+as-n+as-n®*=0, paratodon > 1.

Esta € uma equacéo polinomial de grau £ = 2 em n com coeficientes reais
(a;)?_,. Sabemos que um polinémio de grau k possui, no maximo, k solugdes distintas.
Para que a equacao seja valida para todo n > 1, todos os coeficientes do polinbmio
devem ser zero. Assim:

CL1:O, CLQZO, CL3:0.

Dito isso, apenas admite a solugao trivial. Portanto, as fungdes 3", n-3" e n?-3"
séo linearmente independentes.

Mostre que o conjunto {1™,n, (—2)"} é LI.

Demonstracdo. Solucao: Suponha que existam constantes reais (a;)?_,, satisfa-
zendo:

ap-1"+ay-n+az-(=2)"=0, paratodon € N.

Testando paran = 0, 1,2, obtemos o sistema:

ay+az-0+as-(—2)" =0,
ay +ay-1+as-(—2)' =0,
a1+a2-2+a3'(—2)220.

Resolvendo o sistema, encontramos apenas a solugao trivial a; = ay = az = 0.

Logo, o conjunto é linearmente independente.

Que pode ser denotado matricialmente por:

1 n (—=2)" ap 0
1 on+1 (=2 | x|as| =0
1 n+2 (=2)"+2 as 0
-1
a 1 n (—2)" 0 a 0
az| =11 n+1 (=2)"! X[0] = [ax| =10
as 1 n+2 (—2)"+? 0 as 0
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Provando assim que o conjunto fundamental de solugées {1,n, (—2)"} é linear-

mente independente. O

Considere a equacgéao de diferencas de terceira ordem
Tpys — 1 Tpy1 +6-2, =0,

(i) As sequéncias 1", (—3)" e 2" sdo solu¢des da equacao.
(ii) Determine o Casoratiano de (i).

Solucao: (i) Vamos substituir as trés sequéncias e verificar se resulta em uma
identidade.

Tpas — T Tpi1 + 6-z, = 0,

T, =17, 1 — 7-1 + 6-1 =0,
T, = (=3)", (=3)" — 7-(=3)"" + 6-(=3)" = 0,
T, =2" 2nt3 7.l 4 6.7 = (.

O primeiro caso para z,, = 1 é direto, os dois seguintes, fatoramos (—3)" e 27,
obtendo:

x(n) = 2", 2(n) . (2(3) _ 7.9 + 6 = 0
(ii)
1 (=3 20
W, =11 (_3)(n+1) 2(n+1)
1 (_3)(n+2) 2(n+2)

Usando a Regra pratica de Sarrus:

1 (=3 2® 11 (=3
[
Wn = det 1 (_3)n+1 2n+1 ] (_3)n+1
1 )n+2 2n+2 : 1 (_3)n+2

(_3)n+1 . 2n+2 + (_B)n . 2n+1 + (_3)n+2 .on

W, =
- <2n 3 (_3)n+1 + (_3)71 . 2n+2 + 2n+1 . (_3)n+2)
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W,=124+3+9—-4—-12—-18]-2"-(=3)" = —20-2" - (—3)".
O seguinte principio decorre do que é estudado em algebra linear.
Sejam z1 ., Ton, T3n, ..., Tk, SOlugdes de P41 Entdo qualquer combinagéo
linear delas também é solucao de 241

Prova: Todas as k solugdes (z;,)%_,, com n € N, ao assumir que satisfazem a
equacao P41 significa que substituindo-as resultam em identidade:

(i) : Tintk T PinPipek—1  +  PonTipgk—2 + o+ DkaTin = 0,
(d4) : Ton+k +  DPin%ontk-1 T DonPontk-2 T +  DenTon = 0,
COE T3m+k +  PLaT3ntk-1 +  DonT3nik-2 T+ +  PraTzn = 0,
: + : + + + = i
(k—1): Xp—1nik + DinTh-tnth-1 + P2onTh-1ntk—2 + + PrknTi-1n = 0,
(k) : Thntk T PinThntk-1 T+ DP2onThntk—2 + +  DPeaTra =
Multiplicando (i) por a4, (i) por as, (iii) por as, ... ,(k) por ai, satisfazendo as

condigbes iniciais™, pode-se utilizar algebra linear e assim formalizar a solugdo da
equacao homogénea P41 da pagina B7:

T ' T T
Z QiTipt+k + Pip Z QiTiptk—1 T P2 Z QiTint+k—2 T -+ Phpn Z a;Tipm = 0.
i=1 i=1 i=1 i=1

O que implica que qualquer combinacéo linear destas k solu¢des da equacao
P41 da pagina B4 resulta identidade, concluindo a prova, .

Uma implicag&o direta da discussdo anterior nos leva a deduzir a solugéo =z,
formalmente como combinacdes lineares.

Férmula 2.5.1: Solucao da eq. de dif. linear homogénea de ordem k

;
Tn =) QiTin,
=1

€ também uma solucdo da equagdo homogénea P41 da pagina B4, como
podemos concluir da exposi¢cao anterior. O

A algebra linear nos diz que o vetor das constantes tem apenas a solucgéo trivial
(zeros, ou seja, a; = ay = ... = a, = 0) se, e somente se, a matriz dos elementos z é

XiilNote que sdo operacdes elementares a permutacio entre linhas que nio altera sua solugéo. E obtido
um sistema linear equivalente ao multiplicarmos a linha toda por um escalar ndo nulo. Obteremos
um novo sistema linear através de combinagdes lineares ou escalonamentos entre as linhas.
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nao inversivel se W,, = 0. As demais solugdes ocorrem se W, # 0 para todo n > ny.
Essa deducéo nos leva a seguinte conclusao.

-1

a x1(n) xo(n) x3(n) - zr(n)

as z1(n+1) xo(n + 1) z3(n+1) - z(n+1)

az | = z1(n+2) xo(n + 2) z3(n+2) - z(n+2) X

a, ri(n+k—1) zan+k—-1) z3(n+k-1) -+ x.(n+k—1) 0

N——
(k—1)xr elementos (k—1) linhas

O conjunto de solugdes da equacao P-4 da pagina 674 é conjunto fundamental
de solugbes, se, e sb se, para algum n, € Z*, o Casoratiano W, for ndo nulo
Wno 7& 0.

Prova: Para provar esta proposi¢ao € necessario enunciar o lema de Abel.

Lema 2.5.1. Sejam (a;,,)!_,, comn € N, o conjunto fundamental de solugbes de

da pagina &4 e o Casoratiano W,,, entdo paran > ny, é dado por:

Formula 2.5.2: Lema de Abel

n—1
W, = (_1)k'(n—n0) [ H pk,z‘] 'an‘

1=ng

O Casoratiano de uma sequéncia de solu¢des de uma equagao linear pode
ser determinado pelo lema de Abel. Para se obter esta férmula, em primeiro lugar
calcula-se o Casoratiano para uma equacao de ordem 3. Em seguida, procede-se a
uma generaliza¢ao para uma equacao de ordem k.

Sejam zy,,%2, € 3, trés solugbes independentes linearmente de P41 da
pagina 67 e o Casoratiano W,, (com W,,,1):

Tin+l T2n+1 T3 n+1
Wi = Tint2 T2nt+2 T3n42|-

Tin+3 L2n+3 L3 n+3
Da equacao P41 da paginabEZ para 1 <i < 3, tem-se:
Tin+3 = —Pin " Tint2 — P2n " LTindtl — P3n - Lin-
Que pode ser escrita como:

Tints = —P3n - Tin — Pl Tin+2 + Pon - Tint1 -
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Agora, se usarmos a férmula anterior para substituir x; ,, 43, 2,43 € 23,43 NA
ultima linha do determinante W, 1, obtemos:

L1n+1 T2 n+1 L3n+1
Wt = T1n42 T2 nt2 T3 n4+2
—P3n Tin — [le.n cTing1l + Pinc 1’1.n+2] —P3n* Ton — [me *Topg1 T P 3«"2,n+2] —P3nT3n — [Pz,n cT3p4+1 T P l’:x,n+2]

Vamos enunciar algumas propriedades de Determinantes que utilizaremos:

i. Determinante Nulo: caso ocorra uma linha que é combinacgao linear de outra, o
determinante se anula.

ii. Somas de elementos b;; + ¢;; nas filas:

a1 e (blj + Clj) e A1y a1 e bl] e A1y a1 e Clj e A1p

a2 e (bQJ _|_ CQj) e Ao, a9 e b2] e Aoy, a9 . e CQj e Ao,
: =1. o LT

anl - (bn] + C?’L]) [ ann anl “e. bn] P ann anl e an e ann

iii. Permutacédo de filas (linhas ou colunas): o Determinante troca de sinal.

a’ll DY al] PR a/l'n, a/nl DERIY an] D ann
0/21 o .. a/2] ... a2n a21 DR a’2j o .. a2n
a’nl DY an] PR ann all DY al] ... aln

Aplicando a propriedade (ii) no determinante W, , tem-se:

:I/'l,n+1 T2 n+1 T3,n+1

Whi1 = —D3n " |Tinte Topt2 Tang2| T
xl,n xQ,TL x3,n
T1,n+1 T2n+1 T3,n+1
+ T1nt2 T2n+2 L3 n+2
— P2 - Tt + Pin - Ting2l — [Pon - Tontt + Pin - Tonta]l — [Pon - Tapt1 + Pin - T3p]

Aplicando novamente a propriedade (ii) no segundo determinante, tem-se:

T1n+1 L2 n+1 T3n+1
L1 n+2 T2 n42 T3 n+42 =
- [p?,n : x1,7L+1 + pl,’n . xl,n+2] - [pQ,n : x2,7L+1 + an : x?,n-&-?] - [p?,n : m?),n-&-l + pl,n . x3,n+2}
Tin+1l T2n+1 T3n+1 Tin+1 T2n+1 T3n+1

= —DP2n |[Tint+2 T2n+2 T3n+2| — Pln |Tint2 T2nt2 T3 n+t2|-

Tin+l T2n+1 T3 n+1 Tin+2 T2n+2 T3 n+2
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Para verificar se este determinante se anula, basta observar que ha pelo menos
duas filas iguais™, isto &, sdo idénticas, portanto se anulam.

T1n Ton T3n
_ 2
Wi = —ps,n(—l) Tint2 T2nt2 T3nt2|-

Tin+l T2n+1 T3 n+1

Assim, tem-se:

Wi = (=1)°p3 s W,. (Lema de Abel para k = 3)

Pode-se interpretar W,,.; = a,,- W, +b,, com b, = 0 uma equacgao de diferencas
linear homogénea, cuja solugéo por recorréncia é:

Wiet1 = (_1)3 : P3ng - W,
Whora = (—1)3 © P3no+1 Whot1,
Wiors = (=1)% + D3pgre = Wagsa,
Wiota = (=1)* - psmors - Waggs,
Waiore = (=1)* - Dsmork-1 = Wapra-1.

Substituimos W, 11, Wioi2, Wagts, - .. até W, k1 em W, 1x, € obtemos:

Wno+1 = (_1)5 : p3,n0 : an
Wiogta = (—1)? © P3merr - (=1)% - pyng - W,
= (_1)6 p3,n0+1 : pS,no : an
Wn0+3 = (_1)3 © DP3no+2 (_1)6 *P3no+1 " P3ng - an
= (—1)9 P3no+2 * DP3mo+1 " Pamg - Whg,
WTL()+4 - (_1)3 p3,’n0+3 . (_1)9 : p3,n0+2 . p3,n0+1 . p3,’n0 : Wno;
= (_1)12 : p3,n0+3 . p3,7’7,()+2 . p3,7’l0+1 . p3,’no . Wn()7
W, = (=1*Cm) o po 0 D3 Pangss  Pamgt2 Pt - Damg * Wag-
Portanto, em geral, se x;,,,22,, ..., 2, S80 k solugbes linearmente indepen-

dentes da equacao P41, entdo o Casoratiano desta sequéncia de solucbes para

n > ng €:

Wn = [nl_[ (_1)3 'p3,i] : Wn()'

i=ng

XV Determinantes com linhas linearmente dependentes sdo nulos.
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Para se estabelecer esta relacao, note que também podemos usar a férmula
P2 na pagina BY. Assim a solugéo é dada por:

n—1
Wn = (_1)3(11—710) H p3,iWno'
1=ng
Isso completa a prova do lema para k = 3. O

No caso geral, se ao invés de 3 solugdes tivermos k solugdes linearmente inde-
pendentes, entdo:

n—1
Wn = (=1 T piWa.

i=ng

De modo analogo ao feito anteriormente, o determinante € dado por:

T1n+1 T2n+1 T3n+1 o Trngl
T1n+2 T2 n+2 T3 n+2 o Trn42
T1,n+3 T2 n+3 T3.n+3 o Trn+3
Wn+1 =
Tin+k—1 T2n+k-1 T3nt+k—1 - LTrntk-1
T1n+k T2 n+k T3 n+k e Trn+k
Tin4+k+1 L2n+k+1 T3nt+k+1 -~ Trntk+l

Note como sempre é possivel escrever a ultima linha, onde os termos de maior
grau aparecem, em funcédo de termos de graus menores.

Paracada 1l <i < (k+ 1), tem-se:
Tint+k = —Pkn " Tin — |Pin* LTintk-1 + P2n * Tintk—2 + ... +pkz—1,n * Tin41

De modo analogo feito anteriormente para k& = 3, o termo p;,, que multiplica
sua fila, € o unico determinante ndo nulo, portanto:

T1n+1 T2n+1 T3n+1 o Trptl
T1,n+2 L2 n+2 T3n+2 o Trp42
T1n+3 T2 n+3 T3nt+3 7 Trnt3
Wiy = —Pkn -
Tin+k—1 T2n+k-1 L3nt+k—1 ' LTrntk—1
Tin Ton T3n e Ly

Assim, temos que W1 = (—=1)% - ppp - Wi.

Isso completa a prova do lema para qualquer & € Z+. O
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Lema 2.5.2. Sejam z,, e x5, duas solugbes da equaggo da pagina &4. Entao
a diferenca entre elas é solugdo da parte homogénea associada a uma E.D.L. ndo

homogénea.

Prova:

T1,n+k + P1nT1n4k—1 + -+ PknT1in = Gn, (equa(}éo I)
T2 n+k + P1nT2n+k—1 + - +pk’,nx2,n = On, (equa(}éo ”)

<Il,n+k - I2,n+k> +Pin- <$1,n+k—1 - Iz,n+k—1) + -+ Den <Il,n - IQ,n> =0, (equagdoi - ii).

Fica demonstrado o lema P2 2. O

A resolucao da equacédo nao homogénea P41 da pagina B4, depende da reso-
lucdo da equacdo homogénea (quando g(n) = 0) que Ihe estd associada, como visto
no lema P.h2, assim como da determinagcao de uma solugao particular da equagao
nao homogénea, como se vé no seguinte resultado.

Férmula 2.5.3: Solucao geral eq. dif. lineares de ordem k

Tpn = Tpp + Z Qi * Tip-
i=1

Onde:

* 1, é solugdo de P41 da pagina B2.

* Z;n, cOm1 < i <k, €um conjunto fundamental de k solugbes de P-4 da pagina
7.

> x,, € uma solucdo particular da equagdo homogénea associada de P41 da
pagina 62.

Prova: Pelo lema P52 z,, é solugéo (respectivamente z,,,, € solu¢do particular
da homogénea associada) e pelo principio da superposi¢ao visto em P35, tem-se:

k
Tp — Tpn = Z Qi * Tijn,
=1

k
= Tp = Tpy + Zai “ T
i=1

Concluindo assim a prova. O
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2.5.2 EQUACOES LINEARES HOMOGENEAS COM COEFICIEN-
TES CONSTANTES DE ORDEM K

Considere a equacao de diferengas de ordem &k P-4 da pagina 64, com todos
0s pi(n) = p; € g(n) = 0.:

Férmula 2.5.4: Eq. Lin. Homogénea com coef. constantes de ordem k

Tptk + P1Tntk—1 + P2Tnyk—2 + -+ + PrpTpn = 0,

onde p; sdo constantes e p;, # 0.

Nosso objetivo agora € encontrar um conjunto fundamental de solucdes e, con-
sequentemente, a solucao geral da equacao Z25.4. O procedimento é relativamente
simples. J& que desejamos um conjunto fundamental de % solugdes, todo polinémio™
de grau k possui k raizes.

Suponha que as solugdes de P54 sejam da forma polinomial A, onde ()\;)¥_,
€ um numero complexo (\; € C). Substituindo este valor em 225.4, obtemos:

Tpik + P1nTntk—1 + P2nTnik—2 + o+ PinTn = Oa
/\n+k + pl,n/\n+k_1 + p2,n>\n+k_2 + o+ pk,n)\n = 07
)‘k + an)\k—l + p2,n>\k_2 + -+ Pin| - AT = Oa
)\k + plm)\kfl + pgjn)\k72 + -+ Pk.n = 0.

Férmula 2.5.5: Equacao caracteristica

N p A g =0

Esta é chamada de equacao caracteristica de 254, e suas raizes )\ sdo cha-
madas de raizes caracteristicas. Note que, como p, # 0, nenhuma das raizes caracte-
risticas é igual a zero. (Por qué?)

Demonstracao: Raizes caracteristicas nenhuma nula implica o coeficiente
pr # 0.

Para a equacéo caracteristica:

2P —|—p1)\k_1 +p2)\k_2 + -+ p =0,

XV Pelo Teorema Fundamental da Algebra.
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com raizes A, Ao, . .., A\, temos®:
k
=1

Prova: Por indugcdo matematica:
Para k = 1, caso base, temos A\ +p; = 0=\ = —p;.

Assuma que € correto para k = n, ou seja,
H Ai=(=1)" pa.
=1

Entdo, para k =n + 1, (n + 1 raizes, sendo \,,; uma delas), temos:

AL AT e o =
Antt P1_\n . Pntl
An+1 + An+1 A + + Ant1

A=Ag1) - (A" + - +¢q) =0, ondeqn:—p"“‘
)‘n—i—l

Portanto:

n+1 n
H )\z' = )‘n+1 H )‘i = )\n—i-l(_l)nQn = )‘n—&-l(_l)n (_pn+1> = (_1>n+1p"+1'

i=1 =1 Ant1
Claramente, se p;, # 0, nenhuma das raizes \;’s é zero. O

Retomando a equacéo P58, temos duas situacdes a considerar:

Caso (a): Raizes caracteristicas distintas

Suponha que as raizes caracteristicas A\, \o,..., \; sejam distintas. Vamos
mostrar que o conjunto {7, A}, ..., A} } € um conjunto fundamental de solu¢des. Para
provar isso, por virtude da proposicao P8, basta mostrar que W, # 0, onde W,, € 0
casoratiano do conjunto fundamental das solucdes. Isto &,

1 1 1

AL A Ak

Wo—det | X2 A2 .. A2
)\Ilc-—l Aé;_l . Alg.—l

xi No século XVII Albert Girard (1590-1633) apresentou uma importante relacéo entre os coeficientes
e as raizes de uma equagao polinomial, conhecida como Relagbes de Girard.
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Este determinante é chamado de determinante de Vandermonde. Pode-se de-
monstrar por indugdo matematica que

Wo= I \—N). (Vandermonde (i))

1<i<j<k

2.5.2.1 Demonstracao: Polinbmios de Determinante de Vandermonde

Seja
1 1 e 1 1
At A o M Ak
/\2 )\2 . /\2 )\2
Vk+1()\1> cee >\k+1) = .1 .2 . .k k.H .
MU AT N
S .Y Vi

Se considerarmos Vi 1(Ay, ..., Ak, Akr1) como um polindmio de grau k£ em Ay, 1,
notamos que esse polinbmio se anula para Ay 1 = \g, Adk_1, - ., Ao, Ap.

De fato, se tomarmos, por exemplo, A\, = A\, obtemos colunas idénticas, o
que implica Vi 1(A1, ..., Adgr1) = 0.

Considerando H nossa hipétese, tem-se:

k
Viert (Ao M Apr) = H(Aq, ., A H Akl — A

Comparando os coeficientes de A} ™' em ambos os lados, obtemos que:

H()‘la7Ak>:‘/k(>\177)‘/€)

Logo:
k
Vk+1()\17"'7)\k7)\k+1) ‘/;C )\17"'7 H )\kJrl -
=1

Similarmente:

k—1
VA, oy Ak) = Vs (A, oo A 1) (A — \i)

1

.
I

e assim por diante:
2

‘/E%(Ala )\27 A3) - ‘/2()\17)\2) H(A?) - )\1)7

=1

Va(A1, A2) = A — Au.
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Portanto:

Vier1 (A1, oo Ay Arr) = (Ao — Ap) lj[()\;; —A) e H()‘Hl —\) = H (Aj — Ni).

i=1 1<i<j<k+1

Como todas as \; sao distintas, segue de (Vandermonde (i)) que W, # 0. Este
fato prova que {\7, A7, ..., A}¥} € um conjunto fundamental de solugbes de P54. [

Consequentemente, a solucao geral de P54 da pagina B2 é

Formula 2.5.6: Raizes distintas

k
T, = Y a;\!, a; €um nimero complexo.
=1

Caso as raizes caracteristicas sejam multiplas, a demonstracao do resultado
abaixo é extremamente técnica e consta na referéncia (ELCAYDI ef all, 2005). Aqui,
vamos somente enunciar que é dada por:

Foérmula 2.5.7: Solucao geral com raizes multiplas

(L’(n) = Z /\? (aio + a;1n + ai2n2 dbooodh ai(mi—l)nmi_1> ‘
i=1

2.5.3 REVISITANDO O PROBLEMA DE FIBONACCI

No exemplo 52 na pagina P, que também foi apresentado na figura B na
pagina P11 no estudo populacional dindmico de coelhos, e também apresentado ante-
riormente na figura 8 na pagina P11 no estudo de boténica, queremos encontrar sua
solucao geral. No exemplo da sequéncia de Fibonacci, calcular o n-ésimo termo nao
€ possivel se os termos anteriores da sequéncia nao forem explicitos conforme formula
52 na pagina P2. Note que esta férmula, obtida com a técnica da soma telescopica,
ndo tem utilidade pratica imediata aos estudantes da educagéo basica, conforme cita
(SETZER, 2020).

Como mostrado na formula PZ58 na pagina B3 a solucao geral da equacgao de
diferencas (com grau k = 2) x,.2 = .41 + x, (Sequéncia de Fibonacci) é:

2
Tp = Zai)\? =ai - (M)" 4+ az- (A2)",
i=1

Conforme visto anteriormente, a equacao caracteristica 2255 da pagina 82 para
ordem 2 é:
N+ pid+py=0.
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Resolvemos a quadratica, com p; = p, = —1, encontrando as raizes caracteris-
ticas na incognita \:
1+v5

{)\17)\2} = 9 )

Dai, a solugao do problema .52 na pagina 21 é:

1++5]" 1—-+/5]"
- a1+ © Q9.

Tp =

2 2

Lembrando que as condi¢des iniciais =, € x; servem para encontrar as cons-
tantes a; e ay arbitrérias.

Encontrando as constantes a; e a, para problemas de valor inicial.
Se 2y = 0 (No instante inicial » = 0, ndo ha casais de coelhos).

Se z; =1 (noinstante n = 0 + 1, ha um Unico casal nao fértil), tem-se:

. 1+V5 1o 1—+/5 70
Eq I 0 = |: 5 :| ai |: 5 ] as
Eqg.i: 0 = 1 . a + 1 . as
Eq.ii 0 = ay + s
— ai = — as
. 1++5 7t 1—+v6 71
Eqg.ii: 1 = { 5 } ay + [ 5 ] as
) 1++/5 1-+/5
Eq.ii: 1 = { 5 } ar + [ 5 ] (—a1)
Eq.ii: 1 = V5 S
_ L
- a1 = % = ?
1 e
= Qa2 = —% = —?

Portanto, tem-se:

Férmula 2.5.8: Formula fechada para a sequéncia de Fibonacci

Vb
5-2n

1A +v5)"—(1—+BE)"

Tp =

A fim de reescrever a expressdo acima, utilizaremos o nimero binomial™ de-
notado como (’;) n e k € Z* definido por:

¥ii O coeficiente binomial pode ser interpretado por n escolhe &
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Formula 2.5.9: Coeficiente Binomial

Lembrando que:
(a+b)" = (g) ca™ + (711) cam b+ (g) a2+ (niz) a2 b (nﬁl) ca- b (Z) b,

Que podemos escrever de forma compacta como:

(a+0)" = i (?) ca"h b

1=0

Segue imediatamente da expressao acima que:

(b =3 (”) (1) b

i—0 \?

Assim, a diferenga (a + b)" — (a — b)™ se escreve na forma:

S () a3 (U)o

i=0 i—0 \!

Observe que os termos relativos a i par sdo cancelados enquanto que 0s
relativos a i impar aparecem duplicados. Desta forma a expressao se escreve como:

N [G)anlb + (5)am 0 4 (3t e b (L)at0 4 (D)ath e+ ()

Ou ainda, de forma mais compacta como:
n—1 .
2.} <n> V5
i=1 \!

Aplicando este resulta a formula 2258 da pagina 86 com a = 1 e b = /5 segue
que:

e e

A seguir enunciamos propriedades dos coeficientes binomiais para facilitar
seus calculos.

Sejan=p+q,p<neq<n,comp,qecZ", entdo:

O = O

ou ainda, ( ) — .
n—p n—q
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Prova

A demonstracao é imediata aplicando a férmula 2259 da pagina B2:

0)=(.")

n! n!
TR =) =) (= (= p))!
- n! _ n!

SejaK:"‘T{’“compgn,nepeZ*,entéo:
() = K-(M):

Prova

n! n!
poin—p)! " p—1l-(n—(p—1))
™ ™
It Tl T (n—p 1) Tl
n—p+1
s K =
p

Como corolario da propriedade P-8 da pagina B8, temos o seguinte resultado.
(n=p)-(n—p—1) (n=p)-(n—p—1)

Seja M = TFSRCES) , 0u ainda M~! = IS , tem-se:
to (1) = ()
ou ainda (;) - M. (pj-Z)'

Enunciadas as propriedades, podemos estudar as expansdes da férmula fe-
chada da sequéncia de Fibonacci dada em P25 8da pagina BG em dois casos.

Primeiro caso - n é par
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Férmula 2.5.10: Férmula fechada para a sequéncia de Fibonacci - Quando

n & par

=1 ¢

A partir da expressao acima, podemos agora responder a pergunta formulada
anteriormente. Quantos casais de coelhos serdo criados a partir de um casal de coe-
Ilhos no prazo de um ano (n = 12)?

Para isso, calculamos os coeficientes binomiais:

< 12> (12— 1)! =12
<132> (12 — 3)! =20
(152> (12 — 5) =
Aplicamos a propriedade PZ:
v
(7)=(5) e 2
!
(0) = (5) =i o =2
[
(1) = (7) = e =

Calculados os coeficientes binomiais, utilizando-se da féormula P50 na pagina
BY, tem-se:

V55

m:W-[12.50+220-51+792.52+792.53+220-54+12-55

5 [y opo] _ 204912 204912
12 = 5o 211~ 2,048

r12 = 144 Casais de coelhos a partir do 12° més

Segundo caso - n é impar
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Férmula 2.5.11: Férmula fechada para a sequéncia de Fibonacci - Quando

n € impar

i=1

Por exemplo se n = 17 é impar, como pode ser visto no exemplo 52 na
pagina 21 o termo da sequéncia vale 1597, que pode ser obtido por exaustdo (O que
néo é pratico calcular todos os (z,,)2° , de uma sequéncia numérica).

Dito isso, é facil fazer n = 17 na férmula E25.8 da pagina B& e obter o resultado
1597 sem esforco.
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Calculando-se os coeficientes binomiais:

1 17!
( 17> oy
Pela propriedade Z9:M = <17(I Jlr)i)<~1(71_+12)_ D _ 12 ;5 —8.5
|
(137> :M-17:40-17:M:680
Pela propriedade P9:M = (17(; i)i)(-l(73_+32)_ D _ 1i é?’ — ?(1)
1 17!
(157> = M -680 = (io 680 = 5|(1;_5)' — 6.188
Pela propriedade P9:M = <17(; i)i)<~1(75_+52)_ D _ 12 ;1 — 272
. |
(177> =M -6.188 = 22 3'188 = T (1177_ 7 = 19.448
Pela propriedade ZZ9:M = (17(; 4731.)(-1;7_:2)_ D _ 180-'99 — i
!
(197> =M -19.948 = i -19.948 = 9'(1177_9)' = 24.310
Pela propriedade P9:M = <17(; i)i)<-1(79_+92)_ D _ 13 Il _ ?i
(1;) =M -24.310 = ii -24.310 = 5B (1177!_ 1)1 = 12.376
Pela propriedade PZ9: M = (17(112131')('1(71;32)_ D _ 12 ?3 - 256
|
(1;) =M 12376 = 22 -12.376 = &I (1177_ 13)1 = 2.380
Pela propriedade P9:M = <17(131i)1')('1(71; Jlr32)_ D _ 11 ?5 — 325
2 17!
G;) =M -2.380 = 35 2.380 = - (177_ 151 =136

17!

=1
170 (17 = 17)!

(7

De posse de todos os binomiais,

obter o termo x47:

V5 -
5. 9171

S

Ti7 =

colocamos todos eles na férmula PZ511 para

|17 -5 4+ 680 - 5 + 6.188 - 52 + 19.448 - 53 + 24.310 - 5* + 12.376 - 5° + 2.380 - 55 + 136 - 57 + 1 - 58
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104.660.992  104.660.992
216  65.536

)
Ti7 = 5 om6 {104.660.992] =

z17 = 1.597 Casais de coelhos a partir do 17° més

2.5.3.1 EXEMPLO DE EQUAGCAO LINEAR HOMOGENEA COM COEFICIENTES
CONSTANTES DE SEGUNDA ORDEM (QUANDO A EQUAGAO CARACTE-
RISTICA TEM RAIZES IGUAIS DE MULTIPLICIDADE 2)

Neste exemplo iremos ilustrar uma abordagem algébrica mais simples do que
vista em 2257 na pagina 85, partindo ja da férmula que usamos no conhecido pro-
blema de Fibonacci.

No problema de Fibonacci, para a equagao linear de segunda ordem com coe-
ficientes constantes homogénea do tipo

Tnta = f(Tpi1,Tn),

sua solucao geral é

Tp = a1+ (A1)" +az - (A2)",
onde \; e )\, sdo duas raizes distintas da equacao caracteristica. No exemplo 25311
temos uma raiz sé, de multiplicidade dois que chamaremos apenas de .

Considere a equacao de diferengas discreta dada por:
Tnte = [(Tny1,%n) =6 Tpy1 — 9 2y,
com equacao caracteristica associada dada por:
M—6-A+9=0,

que tem raizes® caracteristicas multiplas A = 3, isto é, (A — 3)% = 0.

2 Conhecido como raiz dupla.

Por exaustado, pode-se construir a sequéncia supondo que zo = 0 e z; = 1,
assim temos:

xg = 0
r, =
9 = 6 - 1 — 9 r9 = 6
T3 = T9 — 9 Ty = 27
s = 6 - 3 — 9 o = 108
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A solugédo por exaustao (encontrar (z,,)5°,) ndo é pratica, porém & necessario
conhecer as condi¢des iniciais para encontrar as constantes a; e a,. Note que chega-
mos a uma contradicao™ ao aplicar a formula z,, = a; - (A\)" + as - (A2)", portanto
vamos manipular algebricamente para demonstrar que a solucédo de raizes caracteris-
ticas com multiplicidades tem solugédo P57 na pagina BS.

No que segue construiremos solucdo do problema de valor inicial de x,, ., =
6Ty — 92, COM (€ ; fixados.

Supondo que o polindmio caracteristico admite duas raizes \; e \,, desta forma,
segue das relacdes de Girard que:

A — (M +A) A+ A A =0,

Escrevendo a solugéo de z,,.» = f(z,11,z,) na forma:

Ty =ayg - {)\1} + as - P\z} )
Temos:

Lpy = Q1 - [Al}no + as - [)\2}”0
Tpy, = Qa1 - [Al}nl + as - [)\2}711

Dai isolamos as duas constantes a; e as, substituindo na expresséo x,,.
ATO AT
(al CL2> X = (xno xnl) )
A50 A

-1
o )= ) (350

1 AL \m
(a1 a2) = (@ fnl)xA?O-Agl—Ago-A?l'(—i’;o A?i)’

n n n no
(CL a)—(mno')‘Zl_xm')QO _xno'All"i‘xm')‘l)
1 2] —
)\717/0 . )\7211 _ )\7210 . )\?1 A?O . )\727/1 _ )\30 . )\?1

ni no ni o
xno'/\?'/\Q _‘T”I')\?')\Q _xno'/\g'/\l +xn1')‘721')‘1

Tp = no n1 no ny )
)\1 * )\2 - )\2 * )\1
vii ‘ - - : i a + ap 0 i
Porque recaimos em um sistema linear impossivel. N X , a soma de duas coi-
aq as 3

sas iguais nao pode resultar em dois valores, isto € um absurdo.



94 CAPITULO 2. DEFINICOES - SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

Escolhendo-se ny = 0 e n; = 1, podemos colocar a expressao x,,n > 1, n € N
de forma fatorada, como segue adiante:

zo- (N AS = AL) (1 A5 - A9 — Ag - A9)

" NYEPYRSURPY :
e (0 e (g0
Ty = " 7
Cwge A de s (AT =) - (A - A7)
Ty = o 7
o mme A e (B e (8- )

A2 — A

Fatorando as diferengas A5 — A" e A5~ — A1, tém-se:

= AT = Qo= A) - 8T AT AT A AT AT A AT A M AT AT ),
. n termos .
M= AT = D= A T A AT AT AT R A AT A AT AN,

n — 1 termos

Note que a fracao % tem n termos enquanto que a fracao Ag;:iffl temn—1
termos.
Como temos raizes de multiplicidade dois, A\; = Ay = A, tem-se:
tno= —z0- A A ([n—11-A"2) 4z (ne A,
Tn = —xo-([n—l]-)\”) + Il'(”'%)u
Dai concluimos o seguinte resultado. O

Férmula 2.5.12: Solucao de recorréncias lineares de segunda ordem homo-

géneas com raizes caracteristicas de multiplicidade dupla

x
a:n:)\"-{<)\1—x0>-n+xo}.

Abaixo apresentamos algumas solugdes do problema™ z, .o =6 - 2,11 — 9 - z,,,
para condi¢des iniciais dadas por z e z;:

A=3, 1x0=0, ry =1, solugdo: T, =31 n;
A=3, x9=23, x1 =12, solugdo: =z, =3"-(n+3);
A=3, x9=1, x1 =X -1y, solucéo: T, = 3"
A=3, zo=—%, xr1 =2, solugéo: T, = 3"

XX Note que “L — xo € uma constante arbitraria que podemos chama-la de A. Dai pode-se apresentar
a solugdo como z, = A" - (An + x¢), ou ainda =, = A" - (A + xon).
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Como % — z, € uma constante real, o resultado exposto em E25.12 € apresen-
tado em diversas literaturas como z,, = A" - (A - n + B), com \ autovalor da equagéo
caracteristica, A e B constantes reais a determinar dependendo das condi¢des iniciais
enecN.

2.6 COBWEBBING

O método gréfico para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio, chama-
se cobweb diagram ou stair step diagram. E conhecido como “diagrama escada” ou
“diagrama teia de aranha”.

Considere uma fungéo f : R — R, que leva o elemento x — f(z). Transforma-
se esta funcdo, numa equagéo iterativa, fazendo-se z,,1 = f(z,), isto &, o ponto
T, — T,+1 € levado a x,.; por meio da aplicacdo da lei f, onde n € NU {0}, é a
n-ésima iteragédo sob aplicagédo de f.

Construimos os gréficos de f e de uma linha diagonal y = x. Depois através de
sucessivas iteragoes (z,, z,+1) vamos construindo o diagrama que possui semelhan-
¢as a uma escada ou teia.

Desenhamos uma linha vertical de z, até =; = f(z(). Em seguida, desenhamos
uma linha horizontal a partir de (zy, 1) para interceptar a linha diagonal y = = no ponto
(z1,x1). Uma linha vertical desenhada a partir do ponto (x1, z;) encontrara o gréfico de
f no ponto (zy, xs).

Continuando este processo iterativo, podemos encontrar diversos produtos car-
tesianos R x R = R? de pares ordenados (z,, r,.1) para todos os valores de n € Z™.

Ha uma ferramenta na internet disponivel em (MINNESOTA, P023) que permite
uma investigacao sobre o comportamento dos pontos fixos.

O diagrama de cobweb é uma ferramenta importante no estudo de mapas e
suas Orbitas geradas iterativamente.

2.6.1 EXEMPLOS

Vamos ilustrar a exemplo, o diagrama de cobweb de uma funcéo afim.

Sejaf:R—R,quelevaz+—— a-x+0b coma € R*, x € R* e b € R, definida
por: f(z) =1+0,8-z.
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Solucao: Para transformar esta funcao, numa equacéao a diferencas associada
iterativa, fazemos:

Tpy1 = f(xn)u

assim, z,,; = 1+ 0,8 - x, & a equacao de diferencas associada. Esta equacao tem
ponto fixo em:

1 10
140,8 2" =xz" . (1-0,8)=1 f=—=—=5
+0,8- 2" =2"<a" - ( ,8) = 03 2
Sua classificagao via derivada é f'(5) = 0,8 < 1 = atrator conforme defini-
céo na pagina 34.
Note que apo6s a vigésima sétima iteragdo ha uma estabilidade em torno do
ponto fixo 4,99 ... = 5, (MINNESOTA, 2023).
Explicacao analitica

Ao fazermos z, em f(zo) = z; obtemos f(zy) = 1+ 0,8 - 2. Dai o préximo
iterado é =5 = f(z1),x3 = f(z2),..., gerando assim, a sequéncia:

29 = 140,8 (14+0,8 z) = 1+0,8+0,8 = 1,8+ 0,82 2,
23 = 140,8-(140,8-25) = 1+0,8-(1,840,8-129) = 2,44+0,8 -,
24 = 140,8-(14+0,8 25) = 1+40,8-(2,44+0,8-29) = 2,95240,8% x,,
25 = 140,8 (1408 -24) = 1+0,8-(2,952+0,8-29) = 3,3616+0,8 -z,

v = 1+0,8-(1+0,8-25) = 14+0,8-(3,3616+0,8"-29) = 3,6893+0,8% -z,
De modo anéalogo, seguem os iterados seguintes:
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Figura 29: Primeiras 16 interagdes
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17 4.9099 =
18 4.9279
19 4.9424
20 4.9539
21 4.9631
22 4.9705
23 4.9764
24 4.9811
25 4.9849
26 4.9879
K 27 4.9903
0 10 20 30 40 28 4.9923
29 4.9938
30 4.995
-2 1 31 4.996
smanes 32 4,9968
Figura 30: 32 interagoes
f(x)=|1 + O.Eﬁ:-cT g }L:
Xg=1 ¥ details [:] - 1 18
...................................... 2 244
A 3 2.952
------------------------ 4 3.3616
5 3.6893
24 6 3.9514
7 41611
WA - :
- 2 4 6 8 :
/ 10 4.5705
11 4.6564
mEE 2 12 4.7251
19 A 7201 =

Figura 31: 32 interagbes cobweb
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P
f(x)=1+ 0.8x
X5~ 1
b
%50

O °F
.i-

¢
21 214
o

‘XU %49 n

2 2 5 3 10 0 10 20 0 10 50

Figura 32: programa escrito na linguagem de programagao Java



100 CAPITULO 2. DEFINICOES - SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

T = 1+4+0,8-(3,6893+40,8%-15) = 3,9514+0,8" -z,
rs = 1+0,8-(3,9514 40,87 - z0) 4, 1611 40,85 - 2,
2o = 140,8 (4,1611+0,8% - 25) = 4,3280 10,8 -z,
Tio = 1+0,8-(4,3280+0,8% 29) = 4,4631 + 0,8 - o,
T o= 140,8-(4,4631 40,810 2) = 4,5705+0,8" -z,
T2 = 1+0,8-(4,5705+4 0,8 - z¢) = 4,6564 + 0,82 -z,
T3 = 1+0,8-(4,6564+0,82 29) = 4,7251+0,8 - z,
T o= 140,8 (4,7251+0,8% - 2g) = 4,7801 + 0,8 - .
T1s = 1+0,8-(4,7801+0,8'" - z9) = 4,8241 +0,8% - z,
ri6 = 1+40,8-(4,8241 + 0,8 - zy) 4,8593 + 0,8 . ¢,
ri7 = 1+4+0,8-(4,8593 + 0,8 . z¢) 4,8874 + 0,8 - g,
T8 = 1+0,8-(4,8874 40,87 -2¢) = 4,9099 + 0,8 -z,
Tro = 140,8-(4,9099+0,8% - zg) = 4,9279 + 0,8 - o,

Continuando o processo de iterar a equacgéao de diferengas associada, temos:

T39=140,8(4,9990 +0,8% . 1) = 4,9992 4+ 0,8 - z

Too =2 = 5.

Em outras palavras, para uma func¢ao afim do tipo:
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Exemplo super-atrator.
Seja f : R — R, definida logo abaixo e considere a equacao de diferencas
discreta dada por:

Tpt1 = f(ffn)

Essa equagao tem unico ponto fixo super-atrator.
A funcéo que leva o elemento = — f(z), definida conforme segue:

f(x)=3-zse0<z<3ou,

f(z) =9sexz > 3.

yl

Figura 33: Diagrama de cobweb para zp =0.2e f(z) =3-zse0 < x <3, f(z) =9 se x > 3.

O diagrama de cobweb é uma ferramenta gréafica Gtil para visualizar a dindmica
de uma funcao iterativa. Neste caso, vemos que, para z, = 0.2, a sequéncia gerada
pelo mapeamento converge para o ponto fixo em y = 9. Podemos observar também
que o ponto fixo é a interse¢do da curva da funcao iterativa com a reta y = z. Isso
ocorre porque, em um ponto fixo, temos que f(z*) = z*, ou seja, a funcdo iterativa
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cruza a reta y = = nesse ponto. E mostrado abaixo o que ocorreu analiticamente:

xO_TO

2 6
xlzf(xo)—?)xﬁ—ﬁ

6 18
=l n) =3 H= 575

9 27
xng(xg):?)xgzg

Como z3 > 3, V j, tal que j > 3, tem-se z; > 3 & f(z;) = 9. Note que
f(z*) = x* & 9 = z*. Portanto toda sequéncia caminha para este ponto.

27
$4:f(l'3):3><€:9

xs=x¢=x7=...= f(x4) =9

Considere 0 exemplo 2231 na pagina B2. Conforme os graficos 18 na pagina
44 e @9 na pagina @5, no método cobweb, como o ponto repulsor empurra as 6rbi-
tas para longe, a visualizagdo grafica ndo destaca claramente a presenca dele. De
fato, parece que sé existem atratores (0s pontos para os quais as Orbitas convergem),
ja que o método mostra apenas o comportamento a longo prazo das o6rbitas, que é
dominado pelos atratores.

Isto ndo € uma falha do método cobweb. A impressao de que s6 ha dois atrato-
res nestes dois graficos do exemplo é causada pelo ponto repulsor, que esta presente,
mas suas propriedades de instabilidade ndo sao evidentes nesse método visual.

2.7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, exploramos os conceitos basicos dos sistemas dindmicos dis-
cretos, como pontos fixos, equagdes autbnomas e ndo-autbnomas, expansao em seé-
ries de Taylor e comportamento dos sistemas dinamicos discretos, os pontos fixos
atratores e repulsores. Também foram vistas técnicas de solucdo de sistemas dina-
micos lineares de segunda ordem homogéneos com coeficientes constantes, solugéo
gréafica cobweb e discutimos exemplos praticos para ilustrar a aplicacdo desses con-
ceitos.
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3 APLICACAO EM FINANCAS

3.1 PRE-REQUISITOS

O capitulo Al na pagina 3.
O capitulo 2 na pagina P9.

Cotidianamente, enfrentamos dilemas praticos, como decidir se devemos par-
celar uma compra e, em caso afirmativo, em quantas parcelas. Também nos depara-
mos com a decisdo de antecipar o pagamento de uma divida utilizando, por exemplo,
o décimo terceiro salario. Tais desafios, quando solucionados adequadamente, podem
nos ajudar a tomar decisdes financeiras mais eficientes e gerar economia.

As ferramentas matematicas para abordar essas questdes sdo as progressoes
geomeétricas e aritméticas dadas por equacodes de diferencas, que permitem modelar
corretamente problemas para encontrar a solugao.

O foco principal é o célculo de juros em diferentes situagdes relacionadas a
operacgdes de crédito, seja em investimentos (quando emprestamos dinheiro), seja em
compras a crédito (quando contraimos empréstimos). Essa analise baseia-se em um
teorema fundamental', que descreve como o capital inicial se transforma ao longo do
tempo sob o regime de juros compostos.

3.2 OBJETIVOS

+ Explorar a aplicacdo de sistemas dindmicos discretos na area financeira.

3.3 JUSTIFICATIVA

A justificativa para estudar aplicacées dos sistemas dindmicos discretos em
financas é compreender como esses sistemas podem ser aplicados para modelar e
analisar fendmenos financeiros complexos.

' Principio multiplicativo de um principal por (1 + 4), transformando-o em valor futuro e o principio do
quociente por (1 + i), que transforma o principal em valor presente.
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3.4 JUROS COMPOSTOS

Uma das aplicacdes mais significativas da Matematica Financeira, esta especi-
ficamente nas operacdes de empréstimo. Nessas operagcdes, uma pessoa que possuli
um capital inicial C, conhecido como principal, 0 empresta a outra por um determinado
periodo de tempo. Ao final desse periodo, o capital C' é devolvido acrescido de uma re-
muneragao J, correspondente ao valor do juro. A soma C'+ J é denominada montante,
que representamos por M = C' + J, ou ainda % =1+ Z.

A relagao ou razdo i = é gue expressa a taxa de crescimento do capital, € cha-
mada de taxa de juros nominal (interesse) e sempre se refere ao periodo da operagéo
financeira.

3.4.1 TAXA EFETIVA E TAXA NOMINAL

A taxa de juros nominal € aquela geralmente indicada em contratos financeiros,
boletos bancarios, titulos e etc, que expressa os juros em termos anuais ou de
outro periodo de referéncia, sem levar em conta a frequéncia de capitalizacao.
Ja a taxa de juros efetiva considera o efeito das capitalizagdes no periodo,
refletindo o real aumento no montante em relagdo ao principal.

Taxa Nominal (7): Representa os juros informados em um contrato, podendo ser refe-
rida em termos anuais, mensais ou de outros intervalos. Nao reflete diretamente
0s juros acumulados devido a capitalizagdo.

Taxa Efetiva (Z): E a taxa que reflete o impacto completo das capitalizagdes no pe-
riodo, expressando a equivaléncia ao efeito dos juros compostos sobre o princi-

pal.

Dito isso, para os dois montantes serem equivalentes, tem-se C' - (1 4+ Z) =
C - (1+1)". Seja Z a taxa efetiva, i a taxa nominal e n o periodo, tem-se:

Férmula 3.4.1: Equivaléncia entre taxas de juros

1+Z=(1+4)"
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Qual é a taxa efetiva semestral correspondente a uma taxa nominal proporcional
de 24% ao semestre, considerando capitalizagdo mensal?

A taxa de 24% semestral corresponde proporcionalmente a %% = 4%.

1L+ 7= (1 + )”
1+ 7= (1 o+ &)
1+ 7= (104 )

T = 1,263 — 1

T — 0,2653

T — 26,53%

Dai, Z = 26, 53% no final de seis meses. Note que as pessoas menos educadas
matematicamente tém tendéncia a achar que juros de 4% ao més dao em seis meses
juros de 24%.

Considere a taxa de juros nominal mensal fixada em i e um investimento ini-
cial xy. Seja z,, 0 capital apés n meses. Determine a renda, modelando-a por
equacoes de diferengas.

Solucao: Para cada momento n, tem-se:

Periodo n,  Montante Principal Juros
n =0, T principal inicial
n=1, 1 = To + Jo
n=2, To = T + Jq
n =3, T3 = To + Jo
: = + :
n==k-—1, Tp—1 = Tp2 + Jp
n=k, Ty, = T+ Jr

Para cada momento n, tem-se:

n = O, X principal inicial
n=1, Ty = Ty + 1 To
n =2, T = x1 + 1 T
n =3, T3 = T9 + 1 To
5 = +
n==k— 1, Tk—1 = Tp_o2 + 1 - TE—2
n==k, Ty, = Tp_1 + 1 Tp_1
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Substituindo =1, x9, x3, ..., xx_1 €M 1}, VEM:
n==k x, = mpo - (1+1)?* = ... = z9 - (1402
continuagdo, T = 11 - (1+i)F1 = . = 29 - (1+40)F

Desta forma, z,, satisfaz uma equacao de diferencas linear de primeira ordem
homogénea dada por z,,1 = x, - (1 + i), com valor inicial o, n € N e ¢ € R, cuja
solucao é dada por:

Ty =x0- (L+4)"

Utilizando o jargado de matematica financeira, montante M (acumulado), princi-
pal C (capital) e taxa de juros compostos i, tem-se:

Férmula 3.4.2: Transformacao do Capital Principal a regime de juros com-

postos “i

M=C-(1+9)"

3.4.2 FINANCIAMENTO COM PRESTAGOES FIXAS

Agora aplicaremos o teorema fundamental dito na secdo de pré-requisitos
deste capitulo. No diagrama B4 cada pagamento “p” corresponde a um periodo n,
isto é, o pagamento p, é a parcela de pagamento p correspondente na assinatura do
contrato inicial, o pagamento p; é a parcela um més seguinte, e assim por diante até
completar n pagamentos na ultima parcela p, ;. Seja a soma de todas as parcelas

nos seus respectivos prazos correspondentes igaul a S,,, soma definida de n parcelas
iguais a (i)},

Basicamente operamos com multiplicacées e divisdes em matematica finan-
ceira conforme visto na férmula B422, tudo depende se a transformacéao vai n vezes
para o futuro, onde multiplica-se o principal por (1 + ¢)", ou quando a transformagéao é
trazida n vezes para o presente, onde divide-se a importancia por (1 + i)".
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I

n-]

_— ==
_— ==

10005

Figura 34: Diagrama com n pagamentos iguais a p ao longo de cada periodo.

A soma definida S,, € dada por:

—_—
p p : p p
5 (1+@)+(1+z)2+ * (1F7 il 140" (3.1)

Multiplicando-se a equacgao B por tem-se nova equacao B2.

1+’

\
S Loy 2! (3.2)
(1+4) 7" (1+14)2 U (T =L ) (1)t '

Dai ao subtrair a equacédo (B2) da equacao (81, obtém-se o cancelamento
telescépico, dado por:

(B2) - B.1)

s . 1 D P 1 1
T\ T T ) G PTGy
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EESEENE)

< S, =p- -
7
(—1+1) (—n—1+1)
(1 . ) . (1 ; ) ]
&S S,=p- -
7
(0) (—n) (—n)
(m) _(m) ] [1_(1”) ]

Esta férmula B:43 é usada pelo Banco Central, conforme cita a fonte, em me-
todologia de financiamento com prestacoes fixas p, taxa de juros i e 0 prazo de finan-
ciamento n (CENTRAL, 2023).

Uma divida de R$12.000 deve ser amortizada por pagamentos iguais de R$380
no final de cada més, mais um pagamento parcial final um més apés o ultimo
pagamento de R$380 ser pago. Se 0s juros estdo a uma taxa anual de 12%
compostos mensalmente, construa uma tabela de amortizagéo para mostrar os
pagamentos necessarios.?

a problema 9, da referéncia (ELAYDI et all, 2005, p. 8).

Solucao: Note que a taxa anual é de 12%, que corresponde a uma taxa mensal
de 1%.

12

Usando a férmula B3 na pagina 008, isolando para n = m re-

sulta em n = 38,1384. O que significa que o financiamento devera ser pago em
38 prestacOes fixas de R$380 e um ultimo pagamento final de R$52,29 (Note que
R$380,00 x 0,1383923112 = R$52, 59).

A sequir, apresentamos uma tabela das equagdes de diferencas lineares, para
acompanhamento da evolugéo financeira.
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Tabela 10 — Amortizagdo de um empréstimo de R$12.000 a 1% de juros ao més

Més Pag. Mensal | Juros Mensais | Amortizacao Saldo
0 R$ 0,00 R$ 0,00 R$ 0,00 R$ 12.000,00
1 R$ 380,00 R$ 120,00 R$ 260,00 | R$ 11.740,00
2 R$ 380,00 R$ 117,40 R$ 262,60 | R$ 11.477,40
3 R$ 380,00 R$ 114,77 R$ 265,23 R$ 11.212,17
4 R$ 380,00 R$ 112,12 R$ 267,88 | R$ 10.944,30
5 R$ 380,00 R$ 109,44 R$ 270,56 | R$ 10.673,74
6 R$ 380,00 R$ 106,74 R$ 273,26 | R$ 10.400,48
7 R$ 380,00 R$ 104,00 R$ 276,00 | R$ 10.124,48
8 R$ 380,00 R$ 101,24 R$ 278,76 R$ 9.845,73
9 R$ 380,00 R$ 98,46 R$ 281,54 R$ 9.564,18
10 R$ 380,00 R$ 95,64 R$ 284,36 R$ 9.279,82
11 R$ 380,00 R$ 92,80 R$ 287,20 R$ 8.992,62
12 R$ 380,00 R$ 89,93 R$ 290,07 R$ 8.702,55
13 R$ 380,00 R$ 87,03 R$ 292,97 R$ 8.409,57
14 R$ 380,00 R$ 84,10 R$ 295,90 R$ 8.113,67
15 R$ 380,00 R$ 81,14 R$ 298,86 R$ 7.814,81
16 R$ 380,00 R$ 78,15 R$ 301,85 R$ 7.512,96
17 R$ 380,00 R$ 75,13 R$ 304,87 R$ 7.208,08
18 R$ 380,00 R$ 72,08 R$ 307,92 R$ 6.900,17
19 R$ 380,00 R$ 69,00 R$ 311,00 R$ 6.589,17
20 R$ 380,00 R$ 65,89 R$ 314,11 R$ 6.275,06
21 R$ 380,00 R$ 62,75 R$ 317,25 R$ 5.957,81
22 R$ 380,00 R$ 59,58 R$ 320,42 R$ 5.637,39
23 R$ 380,00 R$ 56,37 R$ 323,63 R$ 5.313,76
24 R$ 380,00 R$ 53,14 R$ 326,86 R$ 4.986,90
25 R$ 380,00 R$ 49,87 R$ 330,13 R$ 4.656,77
26 R$ 380,00 R$ 46,57 R$ 333,43 R$ 4.323,34
27 R$ 380,00 R$ 43,23 R$ 336,77 R$ 3.986,57
28 R$ 380,00 R$ 39,87 R$ 340,13 R$ 3.646,43
29 R$ 380,00 R$ 36,46 R$ 343,54 R$ 3.302,90
30 R$ 380,00 R$ 33,03 R$ 346,97 R$ 2.955,93
31 R$ 380,00 R$ 29,56 R$ 350,44 R$ 2.605,49
32 R$ 380,00 R$ 26,05 R$ 353,95 R$ 2.251,54
33 R$ 380,00 R$ 22,52 R$ 357,48 R$ 1.894,06
34 R$ 380,00 R$ 18,94 R$ 361,06 R$ 1.533,00

Continua na préxima pagina
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Tabela 10 Continuacao da pagina anterior

Més Pag. Mensal | Juros Mensais | Amortizagao Saldo
35 R$ 380,00 R$ 15,33 R$ 364,67 R$ 1.168,33
36 R$ 380,00 R$ 11,68 R$ 368,32 R$ 800,01
37 R$ 380,00 R$ 8,00 R$ 372,00 R$ 428,01
38 R$ 380,00 R$ 4,28 R$ 375,72 R$ 52,29
39 R$ 52,81 R$ 0,52 R$ 52,29 R$ 0,00

TOTAIS | R$ 14.492,81 | R$2.492,81 | R$ 12.000,00

Amortizacao de uma divida
Sejam z,,, o valor da divida, p,, 0 n-ésimo pagamento®. Resolva a equacgao de
diferencas linear de primeira ordem nao homogénea.

a8 Suponha que os juros sejam compostos a taxa 7 incidente por periodo de pagamento.

A formulagdo de nosso modelo, para Amortizacdo”, aqui é baseada no fato de
que o resultado principal permanente z,,, € igual ao valor da divida pendente z,,, mais
os juros nominal incidente no periodo apurado i - x,, menos 0 n-ésimo pagamento p,,.
Dito isso, tem-se a equacéao de diferencgas linear de primeira ordem homogénea:

$n+1:mn‘i_i't%n_pn:(l_"i)'xn_pn

A solugao desta equacao de diferengas foi vista em .32 na pagina B1. Apds
o Gltimo pagamento atinge o valor zero, pois (px);—,, que representa a sequéncia de
pagamentos do financiamento, vai diminuindo o saldo devedor. Assim temos:

n—1
Tp= (144" 20— > (1+40)" " p
k=0
Na prética, as instituicdes bancarias realizam estudos para saber a carga de
pagamento que a renda familiar comporta comprometer com o financiamento. Nor-
malmente esse valor estd em torno de ser ndo superior a 30% do montante que foi
financiado. Essa sequéncia de pagamentos p; = {po, p1, p2, - - - } costuma ser um valor
constante™.

i A amortizagéo é o processo pelo qual um empréstimo é reembolsado por uma sequéncia de paga-
mentos periddicos, cada um dos quais é parte do pagamento de juros e parte de pagamento para
reduzir o valor principal em divida.

i O contrato de financiamento com a instituicdo pode sofrer alteragbes por diversos motivos, pedido
de pausa, inadimpléncia, falecimento, outros eventos tais como: renegociac¢ao voluntaria (o cliente
pode solicitar mudancgas nas condi¢des do financiamento, como taxa de juros ou prazo), mudangas
legislativas, revisdo judicial.
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Suponha que a quantia constante 7" seja depositada no final de cada periodo fixo,
em um banco que paga juros a taxa i por periodo. Seja A(n) o valor acumulado
no banco apés n periodos.

(a) Escreva uma equagao de diferengas modelando A(n).

(b) Resolva a equagéo de diferengas obtida em (a), quando 7' = R$200,00 no
final do periodo, com taxa de juros de 0,8%.2

2 problema 11 de (ECAYDI efall, 2005, p. 8).
Solucao:

= item (a)

Para n = 0, iniciou-se o acumulo com o valor zero, A(0) = 0, pois o depésito da
quantia 7' é feito ao final do periodo.

Para n = 1, acumulou-se em um periodo, somente o depdsito, ja que a quantia
que havia A(0) = 0 e os juros incidentes sobre esta quantia A(0) - i = 0, entédo
A =A0)+A0) i+ T A1) —A0)- (14+i) =T = A1) =T.

Para n = 2, acumulou-se ao final do periodo, um novo depdsito, mais 0s juros
incidentes ao acumulado anterior: A(2) — A(1)- (1+14) =T.

Para n = 3, acumulou-se ao final do periodo, um novo depdsito, mais 0s juros
incidentes ao acumulado anterior: A(3) = T+ A(2)-r = A(3)—A(2)-(1+i) =T.

- e assim por diante,- - -

Um periodo anterior ao n—ésimo periodo, tem-se: A(n — 1) = T + A(n — 2) +
An—-2)-i = An—-1)—An-2)-1+i)=T

Resultando a seguinte equacéao de diferencas:
An)—An—-1)-1+i)=T

Reorganizando todas as equacgdes de diferencas, efetuando os produtos neces-
sarios de (1 + ¢) para o cancelamento telescopio, dai vem que:

A=) = A(0)-(1+)" = T-(1+i)",
AR) =T = A=) = T (140"
AB)-(1+0)"2 - AQLLG=+T™T = T-(1+40)"?
A . T - A(n—2).-(1+i)2 = T-(1-7+i),

A(n) - A Ti) = T.
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(+)

An) = AQ0)- 1+ =T+T-(1+i)+T-(1+i)2 4+ +T-1+)"24+T- 1+ +T-(1+4)",

A(n)—A0)-(144)" =T+ |1+ (1 +3)+(1+i) >+ -+ (1+40)" 2+ (1+4)" "+ (1440)" ] .

Reescrevendo a equacao de diferencas para o acumulado A(n) no periodo n,
com depositos T" ao fim de cada periodo, vem:

A(n) = A0) - (1+i)" + T - ﬁju + )

Cuja soma definida da PG de n + 1 termos e razéo (1 + i), vale:

(1 + Z’)n—f—l -1

Amy:mm-u+w”+T-(1+w_l

— A(0)- (144" +T- Z,

(1+0)m+ — 1]

(1,008 — 1)
An) = 0+200-[ ]

0,008
A(n) = (1,008 — 1) - 25000.

3.5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, vimos, como a modelagem matematica através de equacgdes de
diferengas € fundamental para modelar fenémenos financeiros.

Dominar a arte dos sistemas dinadmicos requer o uso de ferramentas e técnicas
como matematica discreta, simulagdo computacional e analise de dados.
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4 ESTUDO DOS MAPAS DA TENDA E
LOGISTICO

4.1 PRE-REQUISITOS

+ Capitulo @l na pagina 3.
 Capitulo B na pagina P9.

 Capitulo B na pagina I03.

4.2 OBJETIVOS

* 1) Apresentar dois modelos matematicos fundamentais. (Mapa da Tenda e Mapa
Logistico).

« 2) Estudar o comportamento qualitativo dos modelos matematicos apresentados,
analisar seus pontos fixos e estudar a estabilidade.

4.3 JUSTIFICATIVA

4.3.1 MAPA DA TENDA

O mapa da Tenda é importante na teoria dos sistemas dinamicos. Suas aplica-
¢oes incluem:

Sistemas de comunicacao: Criacao de sequéncias para codificacao de sinais
digitais.

* Modelagem de populacoes: Estudo do crescimento populacional e interacdes
entre espécies.

» Financas: Previsao de séries temporais ndo lineares, como precos de acoes.

Engenharia de controle: Projeto de controladores para sistemas dindmicos nao
lineares.
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+ Estabilidade: Analise da propagacao de pequenas perturbacdes em sistemas
dindmicos.

Esses itens acima, ilustram a versatilidade do mapa da Tenda em varias areas,
incluindo fisica, biologia e economia.

4.3.2 MAPAS LOGISTICOS

Os modelos logisticos sdo ferramentas matematicas amplamente utilizadas
para estudar o crescimento e a dindmica das populagdes.

formacdes das populacées do estado de Sao Paulo, para posterior estudo com os
modelos logisticos.

Em <https://populationmatters.org> acesso em 05/11/2023, pode-se verificar a
grandeza da preocupacao com o crescimento populacional, a dindmica populacional
humana e os seus impactos no planeta.

Nossa visdo é a de um futuro em que a nossa populagéo co-
exista em harmonia com a natureza e prospere num planeta
saudavel, para o beneficio de todos.

[...JExistem agora mais de 8 x 10° (cerca de oito bilhGes) de
pessoas no planeta Terra.

[...]Demorou até o inicio de 1800 para que a populagdo mundial
atingisse um bilhdo. Agora adicionamos um bilhdo a cada 12-15
anos.

A perda de biodiversidade, as alteragdes climaticas, a poluicao,
a desflorestacao, a escassez de agua e de alimentos tudo isto
€ exacerbado pelos nossos nimeros enormes € cada vez maio-
res. Nosso impacto no meio ambiente é produto do nosso con-
sumo e dos nossos numeros. Devemos abordar ambos.

As aplicagdes dos modelos logisticos incluem recursos naturais e consumo:

Aumento do uso de fertilizantes: contaminacao do solo e das aguas, afetando
ecossistemas.

Aumento de dioxido de carbono (CO,): contribui para o aquecimento global e
acidificacdo dos oceanos.

» Escassez de agua potavel: racionamento e competicao por recursos hidricos.

Aumento da pesca predatdria: colapsos ecolégicos e impacto na seguranca
alimentar.

Perda de florestas tropicais: reducao da biodiversidade e agravamento das
mudancas climaticas.


https://populationmatters.org
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O crescimento desenfreado populacional pode gerar pobreza e afetar o desen-
volvimento:

« Menor numero de empregos e renda: massa populacional ultrapassa a criagao
de postos de trabalho.

» Educacao de qualidade em queda: sistemas educacionais sobrecarregados.

Danos climaticos e a biodiversidade podem ser previstos pelos modelos logisti-
Ccos:

 Destruicao de reservas naturais devido a exploragao de habitats para constru-
cao e agricultura que intensifica as mudancas climaticas.

« Extincao de espécies devido a caga predatéria causando desequilibrios nos
ecossistemas.

4.3.3 HISTORICO DOS MODELOS LOGISTICOS

A seguir estdo os principais contribuintes para o desenvolvimento dessa teoria:

« Thomas Robert Malthus (1798).

* Pierre-Francois Verhulst (1838).

Raymond Pearl e Lowell Reed (1920).

Alfred J. Lotka (1925).

Vito Volterra (1926).

May (1976)

Diversos pesquisadores contribuiram para o desenvolvimento desses modelos.
Malthus foi o primeiro a propor um modelo de crescimento populacional exponencial.
Verhulst, posteriormente, introduziu melhorias no modelo de Malthus, considerando a
capacidade de suporte do ambiente e a taxa de mortalidade.

Pearl e Reed aplicaram a equacao logistica ao crescimento populacional hu-
mano, enquanto Lotka desenvolveu uma equacao similar para o crescimento popula-
cional animal, considerando a interacado com o ambiente. Volterra propés um sistema
de equacdes a diferencas para modelar interacdes entre espécies animais. Esses mo-
delos tém aplicagbes em diversas areas, como ecologia, economia, demografia e epi-
demiologia. Pearl, Reed, e Lotka expandiram o estudo do crescimento populacional
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para incluir interagdes entre espécies, enquanto Volterra descreveu a interacao entre
duas espécies usando um sistema de equagdes diferenciais.

4.4 MAPA DA TENDA

Apresentar-se-a o primeiro modelo matematico deste capitulo.

Afuncdo T :R — R(ouT:[0,1] = [0,1]),T(z) comz e Re T'(z) = 1—-2-

T _
2'
tem gréfico, dado pela Figura B8 da pagina A19.

A equacao de diferengas associada ao mapa da Tenda tem a forma:

1

$n+1:1—2‘$n—§, (X)

Observe que a fungdo T'(z) pode ser expressa alternativamente na forma:

2-x, x € |0,

B

2—2-z, zelil]

N[

I(z) =

Através dos graficos das Figuras B8, B8, 37 e B8, seguem os respectivos dia-
gramas de cobweb, onde é possivel observar algumas o6rbitas e seus pontos fixos.
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0.9 \ — fla)=2

0.8 — 2.1 60<z<
0.7
0.6
0.5 /
0.4
0.3

*(2 2) — 2 (1-1) 8l ca<i

.CCn_|_1

T
0.1

— 2.1 60<z<

— (-1 81 <a <t

xn+1

Figura 36: Diagrama Cobweb do Mapa da Tenda, para zo = 0,9 com 12 iteragdes.
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09 — fle) =2
0.8 — 21 60<z<

07 — 2 (-g el
0.6 *(2 2) P

O

0.5
0.4
Y 11

0.2 37*(1’ 1)
0.1

xn+1

Figura 37: Diagrama Cobweb do Mapa da Tenda, para =, = 0,25 com 12 iteragdes. Ponto Fixo Even-
tual.

0.9 —— fle)=z
0.8 — 21 60<<

2{75 *(2 2) —2-(1—x)¢>%<$§1

0.5
04
Y 11

" f’?*(za 1)
0.1

xn+1

Figura 38: Diagrama Cobweb do Mapa da Tenda, para z¢ = 0, 75 com 12 iteragdes. Ponto fixo Eventual.

4.41 PONTOS FIXOS DO MAPA DA TENDA

Conforme visto no capitulo B, basta estudar os pontos em que 7'(z*) = x*.
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Paraz* € [0,4]:2 - 2 = & 20—z =0 =0
T(x*) =a*: 9
Para z* € [%, 1 =2 -z + 2 = 2 & 3-z* =2 & = 3

Assim, a fungéo Tenda 7' : R — R admite dois pontos fixos =* = {0, 2}, 0 € [0, 1]

eel; 1]

4.4.2 PONTOS FIXOS EVENTUAIS DO MAPA DA TENDA

Considere a condi¢éo inicial z, = 1': Tem-se que a 6rbita por z, do mapa da

Tenda é dada por:

1
4

o — T — To — T3 — Ty - ... = T*

! T ! T ! T(1 T(0

n - - — - ... = *

ooa 7 M\ T o) T .
Tpy1 -

1 1

1 — 3 — 1 — 0 — 0 - ... = ¥ =0
=1 = (4 = 1) - () - (L) 5 s ()=

Desta forma, xy = 1 € um ponto fixo eventual de ().

As Figuras B7 e B8 da pagina @20 ilustram como este fenbmeno ocorre.

4.4.3 CLASSIFICACAO DOS PONTOS FIXOS DO MAPA DA TENDA

2, xe€l0,z],

-2, zeli 1]

N[

Para isto basta estudar 7"(z) = {

Conforme definigo 23 na pagina B7 o ponto fixo z* = 0 é repulsor, pois
|7"(0)| > 1, e o ponto fixo z* = % é repulsor, pois T’(%)‘ < 1.

4.4.4 MAPA DA TENDA GENERALIZADO

O mapa da Tenda generalizado pode ser definido em funcédo de um parametro
A da seguinte forma:

A, SeO§x<%,
T(x) =
A(l—z), ses<z<l.

4.45 PONTOS FIXOS DO MAPA DA TENDA GENERALIZADO

Conforme visto anteriormente, basta estudar os pontos em que 7'(z*) = z*.

Vide definicdo P4 na péagina (8.
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Paraz* €[0,3]: A - z* =2 & Arr—-z =0 & o =

> O

T(x*)=z*:
Paraz* €31 =X - 2" + A = ¥ & (A+1)-2z" = X & ¥ = ——

4.46 CLASSIFICACAO DOS PONTOS FIXOS DO MAPA DA TENDA
GENERALIZADO

A derivada do mapa da Tenda generalizado é:

() A, se0<z<j,
xTr) =
-, sei<az<l

Assim o médulo da derivada |T"(z)| = A em qualquer ponto. Para A > 1, temos
T'(z) > 1, indicando que z* é repulsor®.
4.4.7 GRAFICO DO MAPA DA TENDA GENERALIZADO

A seguir, mostra-se o Grafico do Mapa da Tenda generalizado para alguns va-
lores do parametro \. Como podemos observar na Figura B9 na pagina 022, a inter-
seccao das curvas, com a linha diagonal y = = sdo os pontos fixos.

0.9 - — =05

0.8 A A=1

0.7 e — =15

0.6 \¢ A=2
™ -
'I' 0.5 // - - Y=z
R 04 e
H 0.3 -~

' 7

0.2 ~

' P

7
0.1 /-
/8
0 )

Figura 39: Mapas da Tenda com diversos parametros \.

i Observar a definicdo 223 da pagina BZ e comparar com o parametro \ para verificagdo da estabili-
dade dos pontos fixos.
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Observe que quando A = 1, temos um ponto continuo de pontos fixos para o
mapa de tenda generalizado.

4.4.8 CICLOS PERIODICOS DO MAPA DA TENDA

Como foi visto na Definicdo P-83 na pagina B0, para se encontrar pontos perio-
dicos estudamos 7"(z,) = x, com n € N. Aqui vamos considerar o mapa da tenda
classico, isto €, quando A\ = 2.

4.4.81 CICLO 2-PERIODICO

Para estudar os ciclos 2—periédicos, temos que considerar a fungéo 7%(x) e
estudar seus pontos fixos. Esta fungéo toma a forma:

4-x, x<i
—4-x+42, i§x<%,
T?(z) = X ;
4-x—2, > Sx <y,
—4-x 44, %gwgl.

4.4.8.2 CICLO 3-PERIODICO

De modo analogo, os ciclos 3—periédicos, temos que considerar a fungéo 7°(x)
e estudar seus pontos fixos. Esta fungao toma a forma:

8-z, x<§,
—8.0+42, f<z<iq,
8-x —2, i<x<g,
o —8-z+4, 3<z<i
To) = 8- x —4, %<:p<g,
—8-x+6, 2<x<3,
8-x —06, %<x<g,
—8.248, f<x<1
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4.4.8.3 CICLO 4-PERIODICO

De modo anélogo, os ciclos 4—periédicos, temos que considerar a fungédo 7*(x)
e estudar seus pontos fixos. Esta funcao toma a forma:

16 - z, T < ==
~16-2+2, +<z<2i
16 -« — 2, 2 <r< s

—16-2+4, Z2<z<i

16 - x — 4, %§x<1—5’6,
—16-2+6, & <z<,
16-2—-6, £ <z<q,
—16-2+8, £ <z<E,
TH(z) = . .
16 - x — 8, =<z

~16-2+10, 2 <r< i
16-2—10, 0<z<l
—16-x+12, L <o < L2
16 - x — 12, L gl
—16-z+14, B <<

16-2—14, Y<gp<b

—16-2+16, 2 <z<1.

4.4.8.4 CICLO 5-PERIODICO

De modo analogo, os ciclos 5—periédicos, temos que considerar a fungédo 7°(x)
e estudar seus pontos fixos. Esta funcdo toma a forma:
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32 -,

—32 -1+ 2,
321 — 2,
—32-x 44,
32.-x—4,
—32-x+6,
32-x — 06,
—32-x+ 8,
32-x — 8§,
—32 -2 + 10,
32 -2 — 10,
—32- 2+ 12,
32-x—12,
—32-x+ 14,
32-x — 14,
—32-x + 16,
32-x — 16,
—32-2+18,
32-x — 18,
—32- 2+ 20,
32 -x — 20,
—32-x+ 22,
32-x — 22,
=322+ 24,
321 — 24,
—32 -2 + 26,
32 - — 26,
—32- 2+ 28,
32-x — 28,
—32 -2+ 30,
32 -2 — 30,
—32-x+ 32,

399
<z<

<z <
<z<
<z <
<z<
<z <
<z <
<z <
<z <
<z <
<z <
<z <
<z <
<z <
<z <
<z<
<z <
<z <
<z <
<z <
<z<
<z <
<z<
<z <
<z <
<z <
<z<
<z <
<z <
<z <

<z <

329
399
3929
3929
399
329
3929

399
10
327
11
327
12
327
13
327
14
327
15
327
16
327
17
327
18
327
19
327
20
327
21
327
22

327

23
327

24
327

25
327

26
327

27
327

28
327

29
327

30
327
31

327

1.
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1
0 0.9 ‘/ /\ 1 o =
g s ”T _ (z) = Tenda
)
§ o / \/ —  Te)=T(Tla)
: E: // l 13(z) = T(T(T(e))
0 ° . '
| | 14(e) = T(T(1(T(a))
i 0.4 / /?{ J \
% 03 7N \ / \
8 0, iy .
O
g 0l ' \/
g i I
o A N o ¥ w0 0 woo -
o o 0o o0 o0 0

Figura 40: Diagrama Cobweb do Mapa da Tenda com zq = 0,111, A = 2 para 18 iteracdes.

Como esperado, para o mapa da Tenda com A\ = 2, cada iteracao dobra o
namero de “picos”, mostrando o crescimento da complexidade através da Figura Q.

Estudando 7T?(x,) = =z, encontramos quatro pontos =, = {0;%;2;2}. Como
z* = {0, 2} s&o pontos fixos de 7'(z) (portanto sdo fixos de 7?(z)), segue que para
4 4

existe apenas um 2—ciclo a saber {2,2,2,2,---}.

Estudando 7®(x,) = x, encontramos oito novos pontos:
o2 21665
e T T TS
Estudando T*(z,) = z,, surgem dezesseis novos pontos, tais como:

6{02 2 4 4 6 6 8 8 1010 12 12 14 14 16}
T 177157 177 15 17°15° 177 157 17°15° 17715° 17" 15" 17

Estudando 7°(z,) = x,, surgem trinta e dois novos pontos, tais como:

cfpL 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30 31 32
7337337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 337 33733 )"

Como queremos estudar a estabilidade desses pontos periddicos, aplicamos a
definicdo P28 na pagina 0.

Seja T : [0,1] — [0,1] definida pelo mapa da Tenda para A = 2. Mostre que

2. 5: 5} séo pontos 3—periddico instavel.
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Demonstracdo. Ja vimos anteriormente que estes pontos pertencem ao ciclo 3-
periodico.
Note que as derivadas |7'(2)| = |T"(3)| = |T"(5)| = 2 > 1, aplicando a definigao

P8 da pagina &0, tem-se:

2 4 8
™ (G) G G-
’ 9 9 9
Dai implica que o ciclo 3—periédico {2;3; 5} é instavel. O

O Teorema de Li e Yorke (LI; YORKE, 2004) afirma que, em sistemas dinamicos,
se um ponto de um sistema iterativo tem um ciclo 3-periédico instavel (ou seja, o ciclo
de periodo 3 nao é estavel), entdo o sistema possui caos. Mais especificamente, o
teorema afirma que se houver um ciclo 3-periddico instavel, o sistema apresenta uma
dindmica caotica e, por consequéncia, a presenca de um atrator estranho.

4.4.9 NUMEROS DIADICOS

Chamamos de numeros racionais diadicos uma classe especial de numeros
racionais que podem ser expressos como fracées em que o denominador € uma po-
téncia de 2, isto é, sdo do tipo 2% comkenecZ®.

Alguns exemplos de numeros racionais diadicos séo:

1
57 (k:Ln:l)
3
17 (k:?))n:?)
5)
g, (/{::5,71—3)

Esses numeros podem ser representados de forma exata em binario, pois o
denominador é uma poténcia de 2. Por exemplo; 1 em binario € 0,1; 2 é 0,11 e 2 é
0, 101.

Todo niimero racional da forma £

57> COm k,n € Z™, é ponto fixo eventual do mapa
da Tenda T'(z) =1 — 2|z — 1|.

Demonstragdo. Vamos utilizar indugdo sobre n. Para o caso, n = 1, isto é, zy = g

0 <k <2, temos:
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Hipotese de inducao: Suponha o resultado valido para todo natural < n. Va-

mos mostrar que o resultado é valido para:
2.k ,com £ €0, 3],

2-(1—£) ,com£ e[l 1]

Caso1: ;2 ,com0<k<2"!el0,2n7],

Segue da hipétese de indugdo que existe s > 0 tal que T* (
implica T5+! (ﬁ) = 0.

27L

1) = 0,0 que

Caso2: T(&)=2-(1-2X)=2-(5#)=2=F= 2[“_1 ,comk € [0,2"71],

1<t <1 sl p<on S0< 2 -k <ot
Segue da hipétese de inducdo que existe s > 0 tal que T* (2n’“_1) = 0, 0 que
implica T5+! (2%) = 0.
(]

4.5 MODELOS LOGISTICOS

4.5.1 MODELO DE MALTHUS

Seja xo 0 numero inicial de individuos de uma populag¢do. Denotamos por z,, 0
tamanho da populacao no instante n, para n € N. Suponha que a taxa de crescimento
seja r, isto €, r = ==£==2 com 0 < r < 1. Definimos A = r + 1, o que implica 1 < A < 2.

A razao entre a variagao populacional e o tamanho da populagao no instante n
define a taxa relativa de crescimento. Isso nos leva a seguinte equacao de diferengas
de primeira ordem homogénea:

Tnt1 — Tp
T = —_—mmm
Tn,
Tpr1 = (r+1) -z,
Tnt+1 = A Tn,

Dessa forma, obtemos a conhecida equacédo malthusiana de crescimento po-
pulacional.
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Férmula 4.5.1: Equacao de Malthus (1798)

Tnt+1 = A L,

Como se trata de uma equacao de diferencas linear, homogénea e de primeira
ordem com coeficiente constante A, sua solugéo geral € dada por:

T, = A" 2,
A funcao associada a essa solugdo é uma exponencial real f : R — R definida por:
f(x) = A",

onde z, € o nUmero inicial de individuos.

Uma particularidade deste modelo malthusiano é que o numero de individuos
cresce exponencialmente, sem considerar fatores ambientais, mortalidade ou limita-
cao de recursos. A seguir, veremos modelos que levam essas variaveis em considera-
¢ao.

4.5.2 MODELO DE VERHULST

Embora o modelo de Malthus explique o crescimento exponencial de uma po-
pulacao, ele desconsidera fatores ambientais que impdem limites naturais a expansao.
Em 1838, o matematico belga Pierre-Francgois Verhulst prop6s uma alternativa mais re-
alista ao incorporar a ideia de capacidade de suporte. Seu modelo introduz variaveis
como escassez de recursos, competicao e mortalidade, levando a chamada equacao
logistica discreta.

Assumindo que a taxa de crescimento seja proporcional ao nimero atual de
individuos, mas que a taxa de mortalidade aumente com o tamanho da populacgéo,
temos os parametros r e b, com 0 < b < r < 1, representando, respectivamente, as
taxas de crescimento e mortalidade proporcional a populacéo z,,. A equacéo resultante
é:

Tnt1 7% _ r—b-xz,
xn
Tpy1 = Tp+7r-Tp—b-2?
Tpr1 = Tp-(r+1-=0-z,)
Tpr1 = (7’+1)~:1:n~(1—r—_l;1~a:n)

Tpr1 = )\-xn-<1—%)



130 CAPITULO 4. ESTUDO DOS MAPAS DA TENDA E LOGISTICO

. . L , A
Aqui, definimos A = r + 1 como a taxa liquida de crescimento e x = — como
a capacidade de suporte ambiental, ou seja, 0 niumero maximo de individuos que o
ambiente pode sustentar.

Férmula 4.5.2: Equacao Logistica de Verhulst (1838)

4.52.1 EXEMPLOS DE APLICACAO

* Lobos em uma floresta: Suponha uma floresta que abriga uma populacao de
lobos. Os recursos séo limitados, e a populagédo cresce com taxa » = 0,2, en-
quanto a taxa de mortalidade proporcional é b = 0,006.

1,2 = 200

0,006

Assim, a floresta pode sustentar no maximo 200 lobos. Essa é a capacidade

de suporte ambiental: se a populacéo ultrapassar esse valor, a competicdo por

recursos a reduzira naturalmente.

A=r+1=12 e k=

» Peixes em um lago: Considere um lago onde o0s peixes se reproduzem com
taxa r = 0,3, e a taxa de mortalidade proporcional é b = 0,00006.
1,3
0,00006
O modelo prevé uma capacidade de cerca de 21.667 peixes. No entanto, fato-
res ecolégicos como oxigenacao da agua ou espaco podem limitar x na pratica
a valores menores, como 5000, exigindo politicas de manejo para preservar o
equilibrio do ecossistema.

A=13 e k=

~ 21666,67

« Populacédo urbana: Imagine uma cidade projetada para comportar até 10° ha-
bitantes. A taxa natural de crescimento é » = 0,01, e a taxa de mortalidade é

b = 0,00001.
1,01

0,00001
Embora o modelo sugira um limite teérico de 101.000 habitantes, a capacidade
real depende de fatores como moradia, transporte e infraestrutura. Ou seja, a
capacidade de suporte urbana é definida mais por critérios politicos e sociais do
gue por simples parametros ecoldgicos.

A=101 e k= = 101000

O modelo de Verhulst, portanto, reflete com mais fidelidade os limites impostos
pela natureza ou pela sociedade ao crescimento populacional. A presenca da capa-
cidade de suporte « impde um teto dindmico a populagao, tornando o crescimento
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mais realista do que o modelo exponencial proposto por Malthus. Nas proximas sub-
secdes, veremos como essa equacao pode apresentar comportamentos ainda mais
complexos, como ciclos e caos, dependendo dos valores de \.

4.5.3 SISTEMA DE VOLTERRA

Enquanto os modelos de Malthus e Verhulst tratam de populacdes isoladas,
muitas situacoes reais envolvem interacdes entre espécies, como a relacao predador-
presa. Para representar essas dinamicas, surgiram os chamados sistemas de Lotka-
Volterra, propostos independentemente por Alfred Lotka (1925) e Vito Volterra (1926).

Apresentamos a seguir uma versao discretizada e simplificada do sistema, com
énfase na interagcéo entre duas populagoes: presas (z,) € predadores (P,). O sistema
assume crescimento natural das presas e mortalidade natural dos predadores, com
efeitos reciprocos decorrentes do encontro entre ambas as espécies.

Formula 4.5.3: Sistema de Lotka-Volterra (discretizado)

Tpi1 = Tp-(1+r—a-PBy)

Py = P,-(1=b+c-x,)

No que se refere a equagao anterior, temos:

* x,: populacdo de presas no instante n;
» P,: populacao de predadores no instante n;
+ r:taxa natural de crescimento das presas;

* a: taxa de predacgao, que representa o impacto dos predadores sobre as presas;

b: taxa natural de mortalidade dos predadores;

* ¢: taxa de conversao de presas capturadas em novos predadores.

Esse modelo prevé oscilagdes periddicas entre as populacdes: quando ha mui-
tas presas, os predadores prosperam, mas isso leva a uma queda nas presas, 0 que,
por sua vez, reduz a populagao de predadores, permitindo que as presas se recupe-
rem e o ciclo recomeca.
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4.5.4 MODELO DE RICKER

O modelo de Ricker, proposto por William E. Ricker em 1954, descreve o cresci-
mento populacional com limitagdo de recursos, utilizando uma equacgéao de diferencas
nao linear. Essa modelagem é especialmente util para populagdes de organismos com
geragdes nao sobrepostas, como insetos ou peixes.

Férmula 4.5.4: Equacao de Ricker

Ou, de forma equivalente:

Tosr = e (175)

Os termos da equagéao tém os seguintes significados:

* x,: populagcdo no instante n;

r: taxa intrinseca de crescimento populacional;
* r: capacidade de suporte do ambiente (valor maximo sustentavel de z,,);
* e: base dos logaritmos naturais, aproximadamente igual a:

e =2718281...

O modelo de Ricker assume que a taxa de crescimento varia exponencialmente
quando a populacdo se aproxima ou ultrapassa a capacidade de suporte . Diferen-
temente do modelo logistico de Verhulst, o termo e”(!=#»/%) permite flutuacées mais
abruptas e até comportamentos caéticos, dependendo dos valores de r, (ELAYDI ef
all, 2008, p. 243).

4.5.5 MODELO LOGISTICO DE MAY

Conforme (OTTO et all, 2008):

Este modelo foi introduzido na literatura de dinamica populacio-
nal pelo ecologista Robert May em 1976. Foi popularizado em
seu artigo de 1976 em parte, como um modelo de tempo dis-
creto andlogo a equacao logistica criada pela primeira vez por
P. F. Verhulst.

O modelo logistico de May é frequentemente utilizado em estudos de ecolo-
gia e biologia populacional, bem como em outras areas, como economia e financgas.
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Ele é considerado um exemplo classico de sistema dinamico néao linear e tem sido
amplamente estudado em teoria do caos e dinamica de populagdées devido a sua
apresentacgao e estética simples que atraiu imediatamente os matematicos.

Considere a equacéao de Verhulst @52 da pagina I30. Fazendo uma mudancga
de variaveis:

T, = Kk - Yn,
Tn+1 = K Ynt1,
2 = k- Yl

Assim, a equacao B52, pode ser reescrita como:

KYnt1 = )\'/{'yn %'HQ'?J?L
Ynti = ANYn  —  A-yn

O que nos leva a equacéao:

Formula 4.5.5: Equacao Logistica de May

Yntl = A Yn - (1_yn)-

Esta € a equacado @51 de diferenca de primeira ordem néo linear de grande
interesse para os matematicos. Associamos a ela a fungao quadratica f, : R — R
unidimensional, definida por fy(z) = A -z - (1 — z).

Observe que esta fungéo, para A € |[0,4], quando restrita ao intervalo [0, 1],
satisfaz f : [0,1] — [0, 1], ou seja, [0, 1] € invariante sob a acao de f, tendo seu ponto
de maximo no vértice (3;2).

A seguir, estudaremos alguns aspectos da dindmica da equagéo logistica para
A € [0, 4] dentro do intervalo [0, 1].

4.55.1 PONTOS FIXOS

Basta estudar f)(z*) = z*. Assim temos:

fz®) = "
Hlz*) = Aozt (1—2a%)

O que implica:
¥ =0 , OU
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Onde z** existe para
A € [0,1] e dois pontos fixos

Para estudar a estabi

A € [1,4], ou seja, existe unico ponto fixo em z* = 0 para
t*=0ex™=1—parae [L,4].

lidade dos pontos fixos devemos, de acordo com a defini-

céo na pagina 34, calcular fi(z) =X (1 —2-x).

Assim,

O que implica em:

HK0) = A,

x*=0 |, estavel, quando 0 < A < 1,
x* =0 , nao hiperbdlico, quando A\ =1,
z* =0 ,instavel, quando 1 < \ < 4.
Por outro lado,
1
(1—=)=2-2\
O que implica em:
1 .
r*=1- 1 instavel, quando 0 < A\ < 1,
1 . .
r*=1- 1 nao hiperbodlico, quando A =1,
1 .
¥ =1-— 1 estavel, quando 1 < A < 3,
1 L L
r*=1- 1 nao hiperbdlico, quando A = 3,
1 .
¥ =1- 1 instavel, quando 3 < A < 4.

Observe que na mudanca de estabilidade do ponto fixo z* = 0 de estavel para

instavel (em A = 1) surge o novo ponto fixo de f, em z** =1 — %

A seguir veremos alguns diagramas cobweb do modelo logistico classico de

Robert May.
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0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

.I’n_|_1
e

Figura 41: Cobweb zy = 0,0500 para A = 2, 5000 - Modelo Logistico - 10 iteracdes

Note que, na figura B}, a érbita do ponto =, = 0,05 é assintdtica no ponto de
equilibrio estavel z** =1 — 1.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

A 4

Lorp+1

Figura 42: Cobweb para 2o = 0,9999 e A = 3,2000 do Modelo Logistico com 60 iteragdes.

Note que, na figura B2 a 6rbita do ponto xq = 0,9999 apds dez iteracdes vai
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para o centro da teia, que se espalha para fora, desenhando um ciclo 2—perioédico
com a teia da esquerda préxima do ponto ~ 0,5 e a teia da direita proxima do ponto

~ 0,8.

LXopp+1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

" — flz) =2
> — A=25
)i = e A=32
4
- 1l
— 10 I >\:4
r/
N\ A\
N\
\Q,
\
< 10 (O l\ 0 0) ~
o] ] 0 o] o] o]
In

Figura 43: Cobweb para 2o = 0,001 e A\ = 4,0 do Modelo Logistico com 60 iteragées.

afasta.

Note que, na figura B3, a érbita do ponto 2, = 0,001 é cadtica e sempre se
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Lorp+1

Figura 44: Cobweb para zp = 0,01 e A = 3,45 do Modelo Logistico com 50 iteracdes.

Note na figura B4 o surgimento de solugdes 4—periddicas. Apds um numero
grande de iteragcbes a Orbita do ponto z, = 0,01 tende a se aproximar do ciclo
4—periddico dado por (z,); = 0,8525, (x,)2 = 0,4337, (z,)3 = 0,8473 e (x,)s = 0,4463.

an_|_1
[ o o
o o= o
A4

Figura 45: Cobweb para zp = 0,01 e A = 3 do Modelo Logistico com 50 iteragées.
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Note na figura B8 o surgimento de solucdes 2—periddicas. Apds um numero

grande de iteragcbes a Orbita do ponto z, = 0,01 tende a se aproximar do ciclo

2—periodico dado por (z,); = 0,6605 € (z,)2 = 0,6728.

Mapa logistico - Diagrama de Bifurcacdes CACS:
TAXA DE CRESCIMENTO > 3,56
1.00
OSCILAGAC POPULACIONAL: agl
TAXA DE CRESCIMENTC 8=

0.75

PERIODO 1

00 CRESCIMENTO POPULA
TAXA DE CRESCIME
p
=
025
EXTINGAG:
TAXA DE CRESCIMENTO < 1
> - ILHA DE ESTABILIADE:
< = TAXA DE CRESCIMENTO = 3,83
1.00 2.00 3.00 4.00

0.00
g.00
Taxar de crescimento

Figura 46: Diagrama de bifurcacdes da equacao de diferencas logistica
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Na Figura @5 temos a condi¢do de estabilidade assintética, conforme veremos
no capitulo 5.

A medida que a taxa de crescimento ) ultrapassa o valor 1, a populacéo deixa
de tender ao ponto fixo nulo e passa a convergir para um novo equilibrio estavel, dado
por z** = 1 — § Com o aumento continuo de ), o sistema comeca a apresentar
oscilacdes periddicas e, para valores entre 3 e 4, 0 comportamento torna-se progres-
sivamente caotico™.

Apesar do caos predominante, existem janelas de ordem em que padrdes
periddicos reaparecem. Tais fendmenos podem ser visualizados em um diagrama de
bifurcacao, construido ao representar a taxa de crescimento no eixo = e os valores
populacionais estaveis (apds centenas de iteragcdes) no eixo y. Segundo (COLLINS,
2023), esse gréafico pode ser feito no Google Planilhas ou Excel.

A descricao matematica do comportamento préximo aos pontos fixos é deta-
Ihada por Devaney (1989) e May (1976).

Iremos calcular os iterados mostrados na Figura 11 na pagina I35, Figura B2
na pagina I35 e Figura B3 na pagina 38, observando a tabela de célculo iterativa 01l
na pagina @41. Para a tabela usamos a equagéao de diferengas z,,;1 = A -z, - (1 — ),
com valores iniciais para z, indicados pela primeira linha da tabela.

Através de um aplicativo on-line, e de muita utilidade (OTHERS, 2023), pode-
mos converter tabelas de excel para IATgX e vice e versa.

z(n) fA=2,861 A =3,2 A=4
x(0) 0,05 | 0,9999 0,001
) | 0,1188 | 0,0003 0,004
2) | 0,2616 @ 0,001 0,0159
) | 0,4829 | 0,0033 0,0627
) | 0,6243 | 0,0104 0,235
) | 0,5864 | 0,033 0,719
) | 0,6063 | 0,1023 0,8081
) | 0,5967 | 0,2938 0,6202
) | 0,6016 | 0,6639 0,9422
x(9) | 0,8992 | 0,714 0,2178
0
1
2
3

0,6004 | 0,6534 0,6816

)

) | 0,5998 | 0,7247 0,8682
) | 0,6001 | 0,6384 0,4578
) | 0,5999 | 0,7387 0,9929

olnl23le|lo|Njo|ja|r|lw|n=|ofs
A
~

i Nesta faixa, a populagéo varia de forma imprevisivel, caracterizando um sistema altamente sensivel

as condicdes iniciais, fendmeno conhecido como efeito borboleta ou efeito catastrofico.
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Tabela 11 continuacao da pagina anterior

n | x(n) A=3,2 A=4
14 | x(14) 0,6177 0,0282
15 | x(15) 0,7557 0,1097
16 | x(16) 0,5908 0,3908
17 | x(17) 0,7736 0,9523
18 | x(18) 0,5604 0,1817
19 | x(19) 0,7883 0,5948
20 | x(20) 0,534 0,9641
21 | x(21) 0,7963 0,1386
22 | x(22) 0,5191 0,4775
23 | x(23) 0,7988 0,998
24 | x(24) 0,5142 0,0081
25 | x(25) 0,7994 0,0321
26 | x(26) 0,5132 0,1243
27 | x(27) 0,7994 0,4354
28 | x(28) 0,5131 0,9833
29 | x(29) 0,7995 0,0656
30 | x(30) 0,513 0,2451
31 | x(31) 0,7995 0,7402
32 | x(32) 0,513 0,7693
33 | x(33) 0,7995 0,7099
34 | x(34) 0,513 0,8237
35 | x(35) 0,7995 0,5808
36 | x(36) 0,513 0,9739
37 | x(37) 0,7995 0,1016
38 | x(38) 0,513 0,3652
39 | x(39) 0,7995 0,9273
40 | x(40) 0,513 0,2696
41 | x(41) 0,7995 0,7877
42 | x(42) 0,513 0,6689
43 | x(43) 0,7995 0,8859
44 | x(44) 0,513 0,4042
45 | x(45) 0,7995 0,9633
46 | x(46) 0,513 0,1413
47 | x(47) 0,7995 0,4854
48 | x(48) 0,513 0,9991
49 | x(49) 0,7995 0,0034
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Tabela 11 continuacao da pagina anterior

n | x(n) A=3,2 A=4
50 | x(50) 0,513 0,0136
51 | x(51) 0,7995 0,0538
52 | x(52) 0,513 0,2036

Tabela 11 — Modelo logistico de May - Cobweb iterativo para 3 parametros r diferentes

Na primeira coluna, dada condig¢éao inicial com z, = 0, 05, notamos que os itera-
dos de f\ convergem para 0, 6 (ponto fixo estavel, que é ponto fixo atrator).

Na segunda coluna, dada condigéo inicial o = 0,9999 e A\ = 3,2 (x™* instavel)
nota-se que os iterados de x, por f\ tendem a um ciclo de periodo 2 ((z,); ~ 0,513 e
(z,)2 ~ 0,7995). Veremos que ¥, surgem dois valores atratores estranhos aproximada-
mente iguais a 0,513 e 0,7995 esses dois pontos formam uma 6rbita periddica estavel
de ordem 2, ou seja, a populacao se alterna entre esses dois valores. Este compor-
tamento pode ser visualizado claramente por meio do diagrama de cobweb (teia de
aranha conforme pode ser visto na figura B2 da pagina L33).

Na terceira coluna, consideramos a condicao inicial o = 0,001 e o parame-
tro A = 4. Nessa configuracdo, os pontos fixos do sistema sao instaveis (repulso-
res). Observa-se que a Orbita iniciada em z, = 0,001 rapidamente se afasta do
ponto de equilibrio z* = 0, e tampouco converge para o outro ponto de equilibrio
¥ =1- % = 0,75. A trajetéria evolui para um comportamento cadtico e se mostra
extremamente sensivel as condi¢des iniciais. Por exemplo, com z, = 0,001, temos 0s
seguintes iterados:

0,001 — 0,004 — 0,016 — 0,063 — 0,24 — 0,72 —+ 0,81 — 0,62 — 0,94 — 0,22 — - - -

Se alterarmos levemente a condicdo inicial para =, = 0,0011, a trajetéria se modifica
drasticamente:

0,0011 — 0,0044 — 0,02 -+ 0,07 —-+ 0,3 - 08 - 0,7— 08 =06 - 09 —=03 — ---
E para zy = 0,00101, a sequéncia evolui como:
0,00101 — 0,004 — 0,02 —+ 0,06 - 0,2 —-0,7—-08 - 0,6 09 —03—=08 — ---

Esse fenbmeno de alterar em 0,0001 e 0,00001 nas condi¢des iniciais € conhecido
como efeito borboleta, caracteristico de sistemas cadticos: pequenas variagdes nas
condicoes iniciais geram trajetorias significativamente distintas ao longo do tempo.

V' Na préxima secéo, o estudo de pontos periddicos sera aprofundado.

V' Embora esse regime ja represente uma dindmica mais complexa do que a estabilidade simples, ele
ainda nao é considerado cadtico. O caos, no sentido rigoroso, sé se estabelece apds a cascata de
bifurcagbes de periodo, que inicia-se em torno de X\ = 3,57.
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A seguir é feito um grafico simples de linhas com os dados da tabela A1 da
pagina @41, cada coluna formando uma série para os trés parametros \. A tabela
mostra os valores de n (tempo discreto) e as respectivas populagdes x, para trés
cenarios diferentes de acordo com o parametro \ (2,5; 3,2 e 4,0).

Na préxima seg¢do veremos como obter os pontos 2—periddicos do mapa logis-
tico.

Modelo logistico x(n+1)=r+x(n)-[1-x(n)] - Cobweb

L
.
.
. . . . . ] . o . . o . . . —r=25
*—r=32

—.—r=4

123 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52
x(n)

Figura 47: Grafico com os dados da tabela @1 da pagina I41l.
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4552 CICLOS PERIODICOS DO MAPA LOGISTICO

A Figura B8, na pagina @43, apresenta os graficos das funcdes iteradas do
mapa logistico. Esses graficos sdo especialmente Uteis para o estudo de pontos pe-
riddicos, isto €, pontos que retornam a si mesmos apos um numero finito de iteracdes.
Formalmente, um ponto z,, é dito periédico de periodo n se satisfaz f"(z,) = x,, com
n € N. Tais pontos podem ser visualizados como as intersegdes entre as curvas das
iteracdes f"(x) e a diagonal y = x.

009
g o G §
5 08 / I (0’85) — f(e)=343-2- (1-1)
m
3 X —  F)=1lfe)
3 / \ e = A1)
g 04 o) = 15115 )
g 03
*& 0.
g 01
£ \
0 H " N | 0 H
0 0 0o 0
I

Figura 48: Diagrama cobweb na fungdo f2, com z, = 0,65, durante 12 iteragdes. Mapas iterados da
fungéao logistica.

Para identificar os pontos 2-periédicos do mapa logistico, analisamos a equa-
¢éo f?(x,) = x,. Supondo f(x) = \z(1 — ), temos:

fA(z) = N2(1 — 2) — X32*(1 — )2,

ou seja, uma fungéo polinomial de grau quatro. Como todo ponto fixo de f(x) também
é fixo para f?(z), podemos remové-los para obter apenas os pontos genuinamente
2-periédicos. Um truque util é dividir:

fx) —

fle)—x

o que elimina os pontos fixos de f. Essa razao resulta em um polindbmio quadratico:
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Dividindo por A%, temos a forma:

x2—<1+1>x+<1+1>—0
A XA

cujo discriminante é:

A= XN\ —2)\-3).

As raizes correspondentes aos pontos 2-periddicos sao:

x:;<1+iii\/)\2—2/\—3).

Portanto, existem dois pontos distintos 2-periodicos (z,); € (x,)2 sempre que
A2 — 2\ — 3 > 0. Isso ocorre se, e somente se, A > 3. No caso limite A = 3, as duas
raizes coincidem e temos:

1 1 2
@ =@ =5 (1+3) =5
que coincide com o ponto fixo z* =1 — }.

Para analisar a estabilidade desses pontos periédicos, usamos o critério do mul-
tiplicador (Definicdo P8, pagina &0): um ciclo de periodo 2 é assintoticamente estavel
se

' ((zp)r) - f'((2p)2)] < L.

Sabemos que f'(x) = A(1 — 2z). Substituindo os valores das raizes, obtemos:

Flla)) =—1—VX2—2x—3, f((z,)2) = -1+ VA2 —2)—3.

Logo,

[/ ((@p)1) - F ()2l = [1 = (W =24 = 3)[ = [ = A + 2 +4].

Para estabilidade, impomos:

| = A2 20 +4| < 1,
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0 que resulta nas duas inequagdes:

A2 2N 4> 1, A2 -2\ —5<0,
“N 42X +4 <1, A2 —2X—3>0.

A solucdo comum é:

A €]3,1+6).

Portanto, o ciclo 2-periédico é assintoticamente estavel nesse intervalo. Para A = 1 +
V6 ~ 3,45, ocorre uma bifurcacao, a partir deste valor de \ e o ciclo torna-se instavel.

De forma geral, a equagéo f{(x) = = é um polinémio de grau 2", com até no
maximo 2" raizes. Para contar os ciclos de periodo minimo n, devemos eliminar os
pontos periddicos de periodos que dividem n. Ja que n é divisor, o resultado restante
sera multiplo de n, ou seja, « - n, com x € N.

Os seguintes valores ilustram esse principio:

« n = 1: Tem no maximo 2! = 2 raizes (pontos fixos) = = 1 ciclo de periodo

n=1.

« n = 2: Tem no maximo 22 = 4 raizes, 2 pontos fixos, 2 novas raizes que equivalem
a uma solucéo 2—periddica = « = 1 ciclo de periodo n = 2.

« n = 3: Tem no maximo 2° = 8 raizes, 2 fixos, 6 novas raizes que equivalem a
uma solucao 3—peridédica = « = 2 ciclos de periodo n = 3.

« n = 4: Tem no maximo 2* = 16 raizes, 2 fixos, 2 do ciclo-2, 12 novas raizes que
equivalem a uma solucao 4—periddica — « = 3 ciclos de periodo n = 4.

« n = 5: Tem no maximo 2° = 32 raizes, 2 fixos, 30 novas raizes que equivalem a
uma solucéo 5—periédica = « = 6 ciclos de periodo n = 5.

« n = 6: Tem no maximo 2° = 64 raizes, 2 fixos, 2 do ciclo-2, 6 do ciclo-3, 64 — 2 —
2 — 6 = 54 novas raizes que equivalem a uma solugdo 6—periddica — x =9
ciclos de periodo n = 6.
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Periodo n | Grau de f{ | Pontos de periodo primo | Ciclos de periodo primo
1 21 =2 2 1
2 22 = 2 1
3 23 =8 6 2
4 24 =16 12 3
) 25 = 32 30 6
6 20 = 64 54 9

Tabela 12: Tabela de ciclos de periodo primo do mapa logistico

Esses célculos revelam a estrutura dos ciclos no mapa logistico, cuja comple-
xidade cresce com \. Mais detalhes podem ser encontrados em <https://mathworld.
wolfram.com/LogisticMap.html>|, acessado em 06/05/2024.

Por fim, fora das regides de estabilidade, o comportamento do sistema se torna
caotico. A Figura®? B9 exibe os ciclos periddicos do mapa logistico para diferentes
valores de \. Observe que para A = 4, ndo ha estabilidade.

4.00000
3.574940
3.261205
| 1l
b " |
| | Ak " | | III
| P
|
N | | | \ i,
{111
A | : ) | / |
1 ' | | 11
3511687
3683735 3855783

Figura 49: Ciclos periédicos da fungao logistica para diferentes valores de .

Antes de avangarmos, é oportuno discutir por que nos interessamos por mapas
quadraticos e a estabilidade de seus ciclos.

Vi Fonte da imagem: (ELAYDI, 2007, p. 49).


https://mathworld.wolfram.com/LogisticMap.html
https://mathworld.wolfram.com/LogisticMap.html
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4.6 MAPAS QUADRATICOS: ESTUDO DE ESTABILI-
DADE

O quadro a seguir resume os critérios de estabilidade de pontos fixos e periodi-
cos de acordo com as derivadas da fung&o que define o mapa f : R — R.

Nele adiantamos resultados sobre a estabilidade de pontos nao hiperbdlicos
que serao discutidos no capitulo B na pagina A53. Utilizaremos esses resultados para
estudar mapas definidos por fungdes quadraticas mais gerais na secao que se segue.

Na referéncia (ELAYDI, 2007, p. 33), encontra-se um quadro resumo para clas-
sificar pontos fixos bem além do escopo deste trabalho. O leitor podera verificar nele
Schwarzianos de ordem superior e até derivadas de ordem maiores que 4 para de-
terminar estabilidade.

Férmula 4.6.1: Resumo dos critérios e teoremas de estabilidade dos pon-

tos fixos

|f'(z*)| < 1z* é estavel,
Vi
Vi
|f'(z*)| = 1 z* é ponto fixo ndo-hiperbolico?,

*

z*)| = 0 2* é estavel porque é ponto fixo super-atrator,

*

z*)| > 1 z* é instavel,

(z7)
(z7)
(z7)
(z7)
Sy f(z*) > 0 z* é instavel
Si1f(z*) < 0 2* é assintoticamente estavel
@) =-1 Sef(z%) = 1. f2OHD () £0
ST =0y, {Sk.f(:n*) > 02* é instavel
Alf()] =1 Sif(z*) < 0 z* é assintoticamente estavel
f"(x*) # 0 2* é instavel
f"(z*) #1e f"(z*) > 0 2* é semi assintoticamente estavel pela esquerda
M) =14/
e
'z

#1e f’(z*) < 02* é semi assintoticamente estavel pela direita

X

) =0e f”(z*) > 02* é instavel
*)=0e f”(z*) < 0 z* é assintoticamente estavel

Quadro 1. Resumo dos teoremas de estabilidade.

Como o mapa logistico € um caso particular de funcédo quadratica, iniciaremos
pelo estudo da estabilidade dessas fungoes.

Para o mapa logistico f\(z) = A-z- (1 —x), extraimos os coeficientes da fungao
quadratica em 6.2 na pagina@8 a = —\, b = X e ¢ = 0. A seguir estudaremos o
caso geral desta quadratica quanto a estabilidade dos pontos fixos.
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4.6.1 ESTABILIDADE DE FUNCOES QUADRATICAS

Considere o mapa cuja equagéao de diferencas é dada por z,.1 = Q(z,), onde
Q(x) é dada pela fungéo E62.

Segundo (RICHMOND, 1959, p. 136), seja @ : R — R uma fungao quadratica
dada pelos seus coeficientes reais a # 0, b € ¢ é definida por:

Férmula 4.6.2: Funcao Quadratica

Qz)=a- -2 +b-z+c

Os pontos fixos do mapa sao obtidos resolvendo:

Q(z") = a*,
a-r*? + b ot 4 c = ¥,
a-z? + (b—1) - 2 + ¢ = 0,

cuja solucéo é dada por:

2-a

2 — —(b—1)—4/(b—1)2—4-a-c

2-a

. (-1 EJb-12-4a-c {x _ () /1 dae
o
2-a

Note que essas solugdes existem desde que (b —1)? —4-a-c > 0, ou seja:

(b—12—4-a-c
b1y

> 0
> 4-.qa-c
Os pontos fixos sdo estaveis quando |Q'(z*)| = |2 - a - x* 4+ b| < 1. Assim temos
duas inequagdes:
—1<2-a-2"+b< 1,

2ca-2"+(0b—-1)<0
2-a-2+(b+1)>0

Resolvendo a primeira inequacgao, obtém-se z* < —I’QT—;, para a segunda ine-
quacdo, obtém-se z* < —%tL Isto é, o intervalo de estabilidade é %! < 2* < %t ou

H b b
de forma equivalente ;> —2.a < 2" < 3> +2-a.

Nas Figuras B0 e b1l a area hachurada em verde indica a fase de crescimento
da quadrética, enquanto a area hachurada em vermelho indica a fase de decresci-
mento da quadratica.
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Funcao Quadratica e suas derivadas

Funcao Quadratica e suas derivadas

—Q(a:):a«a:2+b-m+c
— Q(z)=2-0-z+b

Q"(z)=2-0

y=1

Max.| Min.
H 0 H N [} <

Figura 50: Quadratica céncava para cima Q" > 0 < a > 0.

ponto [critico

——Qz) = -2* 4+ 2243

Figura 51: Quadratica céncava para baixo Q" < 0 < a < 0.
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Considere a funcao Q(z) ja definida anteriormente e seja =* um ponto fixo de Q.
i. Se Q'(z*) =1, entdo z* é instavel.

ii. Se @'(z*) = —1, entdo z* € assintoticamente estavel.

Demonstragdo. Seja Q(x) = ax?* + bx + ¢, com a # 0.

. Se Q(z*) = z* e Q'(z*) = 1, entdo Q" (z*) = 2a # 0. Segue do Teorema B da
pagina que z* é instavel.

ii. Se Q(z*) = 2* e Q'(z*) = —1, entdo como Q € C3, isto é Q'(z), Q"(x) e Q" (x)

séo continuas e suaves. Além disso o0 Swarziano € dado por:

) B Q/”(ZE*) 3 Q”(ZL‘*) 2
SQ(z*) = — b < 0.

(—1)°
0 que implica que SQ(z*) < 0, segue, portanto, do Teorema B3 da pagina

que z* € assintoticamente estavel, concluindo assim a demonstragéo

Transformar a equagéo de diferengas nao linear de primeira ordem n&do homo-

génea z,,; = 22 + ¢ em uma equagdo logistica, com a mudanga de variaveis

2 ~ ’ .
¢ = 3 — 2- em uma equagéo logistica z,+1 = A -z, - (1 — z,,).2

a8 Este exemplo foi extraido do exercicio da se¢éo 1.7, nimero 11, da referéncia (ECAYDI et all,

2008, p. 49).
Fazemos a seguinte mudanca de variaveis:
Y = — Az, F %,
yqzz = Moz (z,—-1) + )\;a
Se, e somente, se:
T, =

yz — )\2.x2 _2)\1‘”,

N |+
>

o>
_I_
N}
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Somando a constante ¢ em ambos os membros da igualdade, tem-se:

v+ c = Nz, ($n — 1) + 2+
Ynt1 = Nz, (xn — 1) ’\— +2- %
Ynt1 = Nz, (l‘n - ) X‘F % \A\,
Ynt1  — 2 = A, (xn - 1)
% — Yo = ANy (1 - l’n) )
3 S G S (1 - xn) ,
Tna1 = Az, (1 — xn) .

Conclui-se assim o que queriamos demonstrar. .

4.7 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo das populagdes, iniciado com Malthus em 1798, revelou que o cresci-
mento continuo da populacdo mundial contrasta com a finitude dos recursos naturais,
evidenciando a necessidade de avaliar a qualidade de vida em diferentes contextos.
A capacidade de suporte de um local depende ndo apenas do numero de habitan-
tes, mas também de fatores como o estilo de vida e o acesso a saude. Além disso, o
aumento da longevidade, impulsionado por melhorias nos sistemas de saude, eleva
ainda mais a demanda por recursos, tornando essa dindmica ainda mais complexa.

Ao estudar previsdes climaticas, Lorenz (LOBENZ, 1964, p. 6—7) utilizou um
modelo simplificado, no qual representava o comportamento de uma variavel relacio-
nada a energia cinética das ondas atmosféricas. Ao construir o grafico desse modelo
em um computador, ele ndo utilizou os eixos tradicionais z,, € x,.1, mas adotou o
parametro de controle (que ele chamou de "taxa de rotacao") no eixo horizontal e a
energia no eixo vertical. O grafico obtido, semelhante ao diagrama de bifurcacao do
mapa logistico, € apresentado na Figura @8, na pagina I38.
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5 DINAMICA NAO HIPERBOLICA

5.1 PRE REQUISITOS

+ 1) Capitulo {l, na pagina 3.
« 2) Capitulo B, na pagina 29.

« 3) Capitulo B, na pagina 003.

4) Capitulo @, na pagina 15.
* 5) Analise Real (Fundamentos de célculo).

» 6) Curso de calculo integral e diferencial universitario.

5.2 OBJETIVOS

 Estudar as funcdes unidimensionais: encontrar os pontos fixos ndo-hiperbélicos
e analisar estabilidade.

+ Classificagdo de Comportamento Dindmico ndo-hiperbdlico

» Apresentar o Schwarziano.

5.3 JUSTIFICATIVA

Neste capitulo, estabeleceremos os critérios para a estabilidade de pontos fi-
X0s, nao-hiperbdlicos.

No capitulo B, na pagina P9, aprendemos sobre a dindmica discreta hiperbdlica,
teoremas dentre outros fundamentos. Neste capitulo exploraremos a ligacao entre as
derivadas de ordens superiores e 0 estudo da estabilidade dos sistemas dinamicos
discretos com pontos fixos ndo-hiperbdlicos, isto é, | f'(z*)| = 1.
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5.4 PONTOS FIXOS NAO-HIPERBOLICOS

S&o pontos onde |f'(z*)| = 1. Os dois resultados principais a seguir abordam
0S casos tipicos:

* Quando f’(z*) = 1 (ver pagina M54);

* Quando f'(z*) = —1 (ver pagina 0&1l).

Antes de prosseguirmos, introduzimos as noc¢des fundamentais de semi-
estabilidade e estabilidade semi-assintética, que nos permitirdo tratar esses casos.

Seja f : R — R uma fungao, e seja z* € R um ponto fixo, ou seja, f(z*) = z*.

» Dizemos que z* é semi-estavel pela direita se, para todo ¢ > 0, existe
0 > 0talque, se 0 < o — x* < 4, entdo

0<|f"(xog) —2*| <e, paratodon e Z,.

» Se, além disso, existe n > 0 tal que lim,,_,, f"(zo) = z* sempre que 0 <
xro — x* < 7, entdo dizemos que z* é semi-assintoticamente estavel pela
direita.

» A definicao pela esquerda é analoga: trocando a condicao =, > z* por

xo < x*.

Esses conceitos permitem compreender o comportamento de 6rbitas préximas
a pontos fixos que néo sao totalmente atratores nem totalmente repulsores.

5.4.1 PONTO FIXO néo-hiperbdlico f'(z*) =1

Antes de apresentar o préximo resultado, vale destacar uma situacao que foge
ao critério classico de estabilidade baseado apenas na primeira derivada. Quando te-
mos um ponto fixo z* tal que f’(z*) = 1, a linearizagao da fungao por um polinémio de
Taylor de primeira ordem nao é suficiente para determinar o comportamento local das
Orbitas. Nesse caso, os termos de ordem superior do desenvolvimento do polindmio
de Taylor (Apéndice B na pagina P43) ao redor de z* tornam-se relevantes. A analise
do sinal da segunda e terceira derivadas pode revelar a estabilidade ou instabilidade
desse ponto, como veremos a seguir. Esse tipo de resultado é particularmente impor-
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tante sendo citado em diversos livros classicos de sistemas dinamicos discretos, como
citados nos livros (ECAYDI et all, P005) e (ECAYDI, P007).

Seja z* € R ponto fixo da fungdo f : R — R tal que f'(=*) = 1. Se f é da classe
C? em vizinhangas de z*, isto é, f/, f” e f” sdo continuas nas vizinhangas de
x*, entao:

i) f(z*) #0 = z*  éinstavel (semi-estavel®);
i)y f"(z*)=0 e [f"(z*)>0 = uz* é ponto fixo instavel;
i) f"(z*)=0 e f"(z*)<0 = z* é assintoticamente estavel.

a Definicdo BTl na pagina

Prova (i). A continuidade de f” nesta parte ndo é necessaria. Seja x* ponto fixo de f,
isto é, f(z*) = z*, satisfazendo f’(z*) = 1. Por hipdtese, temos f”(z*) # 0. Entéo a
curvay = f(z) é concava para cimase f”(z*) > 0 ou céncava para baixo se f"(z*) < 0
numa vizinhanga de z*, conforme mostrado na Figura B4 da pagina 054. Note que a
curva y = f(x) esta acima da funcao identidade y = = em um intervalo compacto, isto

é,existee >0eZ = [z* —e,2* +¢], tal que, f(x) > x, paratodo x € T.

Vamos mostrar o caso f”(z*) > 0. O outro caso f”(z*) < 0 segue de modo

anélogo.
Como f” é continua em vizinhanga de z*, existe ¢ > 0 tal que f"(x) > 0V

T € [z* —e, % + €l

Aplicando o teorema de Taylor de primeira ordem (ver Apéndice B na pa-
gina 243) com o resto de segunda ordem na forma de Lagrange (ver Apéndice Bl

na pagina P45) dado x ~ z*, tem-se:

1"(€)
2!

fl@)=f@)+ f(@") - (z —2%) +

’ (LU - I*)2,

onde ¢ é um ponto entre = e z*.

I Usamos a notacdo ~ para evidenciar que z esta na vizinhanca do ponto fixo, em se tratando de
estabilidade local.
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Daise z > 2* &z — z* > 0, entao:

fl/(f‘)
2!

’ (I - ‘/B*)27

flx) =+

>0
Considere a equacgao de diferencas discreta x,.; = f(z,) com n € N. Do
exposto acima, segue que, se z,, esta a direita do ponto fixo z*, entédo x,,, esta avan-

cando na reta real.
Tnt1 = f(T)
|
|
| Ln+1
|
|

X

‘a*_______

Figura 52: f(z*) = 2=, f'(z*) = 1e f"(z*) > 0

Por outro lado se z < z* & = — 2* < 0, entao:

f"(€
flz)=o"+ (x —x*){l + 2(! )-(x—m*)Q},

>0

Desta forma, segue que:

<0

w<f(x)<a:*(:>m<x*+(x—x*)-{1+f (g)-(x—x*)2}<m*,

>0
0 que implica:

Tp < Tpip <2, VnmeN,

In4+1 = f(xn>

| | l

| | |

| | |

' Lp+1 ' o
X : ;p. o

Figura 53: fz*) = z*, f'(z*) = 1e f"(z*) > 0
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Portanto, sobrepondo as figuras B2 da pagina e b3 da pagina @58, o ponto

fixo z* & instavel (semi-estavel).

Concluindo a demonstracao, dadas as hipoteses f'(z*) = 1 e f"(z*) # 0, 0

ponto fixo x* € instavel a direita (assintoticamente estavel a esquerda). O

Diagrama Cobweb de f(z) = z+ 2% em torno de 2 =0

1.75 — f@) =z +a?

1.5 — — - Identidade y =z
1.25 — fle)=1+2
1 / f”(x) -9
0.75 < )) "
: 0s AL (z)=0
’% 0.25 < —O— Ponto fixo
3 )
g 0 >
—0.25 Po/ atixo
-0.5 1<
-
—-0.75 47
-
-1 —
7
~1.25 e
-1.5 <
o 1n 0 1n - n 0 n o 1n n 1n
\ ~ - a & ) a a S &
- \ = o | o o o)
| | | |
&z

Figura 54: f(z*) = z*, f/(z*) =1e f"(z*) #0

Prova (ii): Nesta parte assumimos que f’, f” e f"” sdo continuas em vizinhanga do

ponto fixo x*.

Seja z* ponto fixo de f, isto é, f(z*) = x*, satisfazendo f'(z*) = 1. Por hipbtese
temos f"(z*) = 0 e f”(z*) > 0, assim o ponto z* € um ponto de inflexdo da curva
y = f(x), conforme pode ser visto na figura BB da pagina I59. Além disso, f'(z*) = 1
implica que a reta tangente a curva f em x* coincide com a reta identidade y = =

naquele ponto, ou seja, as curvas se tocam com mesma inclinagao.

Por ser um ponto de inflexdo com f”(z*) > 0, a fungdo f é concava para baixo

a esquerda de z* e concava para cima a direita.

Pelo Teorema de Taylor de segunda ordem (ver Apéndice B na pagina P43),

com o resto de terceira ordem na forma de Lagrange (ver Apéndice Bl na pagina
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P45), para um £ no compacto entre x e x*, tem-se:

f//(x*) f//l(g)

F@) = @)+ F @) (= a) + g (o=

’ (I’ - 1:*)37

Para as condi¢des dadas, tem-se:

f///f
f(l“)x“r(ﬂ?x*)‘{lJr ()'(iﬁw*)z},

3!

O que nos permite escrever dois casos, quando o ponto = esta a direita de =*
que veremos no item (i) e quando o ponto x esta a esquerda de z* que veremos no

item (ii). Dito isso, tem-se:

i) Sex >zx* < x—a* >0, isto implica que:

f///£
f(x)x*—i—(xx*)-{l—l— ()(x:c*)Q},

>0

>0

Assimz > z* = x> f(x) > z*.

>0

<:>x>x*+(xx*)-{1+f (6)-(xx*)2}>x*.

>0
Escrito em forma de equacéao de diferencas de primeira ordem x,, > x,,1 > x*.

E facil ver, dado ¢ > 0, que o ponto z € [z*, x* + ¢] esta escapando na 6rbita sob

iteracdo de f, demonstrando instabilidade pela direita.

ii) Por outro lado, se =z < z* < = — x* < 0, isto implica que:

NI 3!
<0

>0

Assimz < z* = z < f(x) < z*.

<0

@x<x*—|—(a:x*)~{1+f (g)'(xx*)2}<x*.

>0

E facil ver, dado « > 0, que o ponto = € [z* — ¢, z*] est4 escapando na érbita sob

iterag@o de f, demonstrando instabilidade pela esquerda.
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Logo, a iteragdo da equagao de diferengas discreta z,,,; = f(x,) afasta os

pontos de z*, como visto na figura BA na pagina 0129.

Tpy-1 ik T Tp¥1
9 9 ¢ 9 ¢ > T

Figura 55: f(z*) = «*, f'(z*) =1, f(z*) =0e f"(z*) > 0

Tese: conclui-se que o ponto fixo x=* é instavel pela esquerda de z* e pela

direita de z*. n

Diagrama Cobweb de f(z) = z+2* em torno de 2 =0

1.25
: | /|| -
- — — - Identidade y =
0.75 -7 / 2
— fi(z) =143
A
0.5 §(z) = 6z
"
;025 — f{T(=)=6
:; 0 > _O_ Ponto fixo
a Pontoftxo
" -0.25
-0.5 —
-
—0.75 4 /
NI
-1.25

- 10 10 n o n 10 0 Ll
\ t o a a o &
] | o o ]
I \

Figura 56: f(z*) = z*, f'(z*) =1, f/(z*) =0e f"(z*) > 0

Prova (iii): O raciocinio é analogo ao da Prova (ii), bastando observar que agora as-
sumimos f'(z*) = 1, f"(z*) = 0 e f”(2*) < 0, de modo que o ponto z* é um ponto

de inflexdo da curva y = f(x), com tangéncia a reta identidade y = x e concavidade
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oposta nos lados esquerdo e direito de x*, conforme pode ser visto na figura B8 da

pagina 061.

Pelo Teorema de Taylor de segunda ordem com o resto de terceira ordem na

forma de Lagrange, tem-se para algum £ entre x e x*:

A analise dos sinais é semelhante a prova (ii):

* Se z > z*, entdo f(zr) < x mas ainda f(x) > z*, e por indugdo obtemos uma
sequéncia decrescente limitada inferiormente por z*, que converge para o ponto

fixo.

* Se r < z*, entdo f(z) > = mas ainda f(z) < z*, e por indugdo obtemos uma
sequéncia crescente limitada superiormente por z*, que converge para o ponto

fixo.

Assim, em ambos os casos, a iteragdo x,.1 = f(z,) aproxima z*, como visto

na figura B7 na pagina 060.

Tese: o ponto fixo z* é estavel tanto pela esquerda quanto pela direita. l

f(2n)

Ty U1 p* Tl Dy
—0o 00—

A\ 4
E%

Figura 57: fz*) = z*, f'(z*) =1, f’(z*) =0e f"(z*) < 0
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Diagrama Cobweb de f(z) = z — 2* em torno de 2 =0

e f(m):w—xg

— — - Identidade y = =

— @) =1- 322
f"(2) = ~62
"
)= -6
10 —O— Ponto fixo

—0.75
—0.25
.25

7

Figura 58: f(z*) = a*, f'(z*) =1, f"(z*) =0e f"(z*) < 0

5.4.2 PONTO FIXO n&o-hiperbdlico f'(z*) = —1

Iremos apresentar o proximo resultado para estudar a estabilidade do ponto
fixo de f satisfazendo f'(z*) = —1.

5.4.2.1 ESTABILIDADE EM FUNGOES ITERADAS

Nesta secao vamos ver porque a estabilidade de um ponto fixo z* de um mapa
f : R — R pode ser obtida estudando a estabilidade do ponto fixo z* de g(z*) =

fo f(x7).

Seja f : R — R uma fungéo continua, f € C*® quando conveniente, e seja z* € R
um ponto fixo, isto &, f(z*) = z*.

Hipotese: Suponha que z* seja assintoticamente estavel (respectivamente, ins-
tavel) em relagéao a fungéo g, dada por:

g9(@) = fo f(z) = f*(z) = f(f(2)).

Tese: Entdo z* também é assintoticamente estavel (respectivamente, instavel)
em relacao a funcao f.
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Demonstragdo. Considere a fungdo g(x) = f*(x) = f(f(z)). Como f é de classe C?,

segue pela regra da cadeia que

Calculamos também as derivadas de ordem superior (expressas em termos

das derivadas de f):

g"(@) = f'(f(@) [f @) + f(f (@) f"(2),

logo, em z*,
g"(@) = @) ([ @) + f(2).
A terceira derivada é:
g"(x) = ["(f @) @) [F@)P + (@) - 2(f (@) f"(x))
+ (@) fi(@) f7(@) + f1(f () [ (),
portanto, em z*,
g”’(:z:*) _ f”/<$*>([f/($*>]3 + f/<£lj'*)> + 3fl($*)[f”(l’*)]2
Assumimos que x* € um ponto fixo comum de f e g (isto &, g(z*) = z*, f(a*) =
x*), mas g # f. Queremos provar:
Hipétese:
x* tem uma dada estabilidade (assintética ou instabilidade) para g.
Tese:

x* tem a mesma estabilidade para f.

Trabalharemos em trés casos, conforme o valor de f/(z*).

Caso 1 (Ponto fixo hiperbdlico): |¢'(z*)| < 1.

Como ¢'(z*) = [f'(x")]* & |g'(=")| = |[f'(x")]’| = [f'(z")]. Dai |¢'(z")] <1 &
|f'(x*)] < 1 e temos o resultado (Ver Teorema -3 na pagina 37).
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Caso 2 (Ponto fixo nao-hiperbdlico): f'(z*) = 1.

Neste caso, como ¢'(z*) = [f'(z*)]* e as féormulas em z* reduzem-se a
g/(x*) — 1’ g”((lﬁ*) :2f//($*)’
g///(x*) —_ 2f”/($*) + 3 [f//(l’*)P.

Agora, a partir das hipéteses sobre g:

» Se, por hipoétese, x* é instavel para ¢ e isto se verifica pela condicao do Teo-
rema B (parte (i), entédo ¢”(z*) # 0 com o sinal apropriado. Como ¢"(z*) =
2f"(z*), segue que f"(z*) # 0 e tem o mesmo sinal de ¢”(z*). Pelo mesmo

Teorema Bl (parte (i) aplicado a f), «* é instavel para f.

» Se, por hipbtese, x=* é instavel para ¢g na situacdo nao-hiperbdlica da parte (ii)
(isto &, ¢'(z*) =1, ¢"(z*) = 0 e ¢"(x*) > 0), entdo ¢"(z*) = 0 implica f"(z*) =0

(pois ¢" = 2f"), e com f"(x*) = 0 temos:
g///(x*) — 2](‘///(3:*).

Assim ¢”(z*) > 0 implica f”(z*) > 0. Logo a condicdo da parte (ii) do Teo-

rema Bl aplica-se a f e garante instabilidade de f.

« Analogamente, se z* € estavel para g pela condi¢cdo da parte (iii) (isto &, ¢'(z*) =
L, ¢"(z*) = 0 e ¢"(z*) < 0), segue a mesma dedugdo: de ¢"(z*) = 0 obtemos
f"(x*) = 0 e entdo ¢"(z*) = 2f"(z*) implica f”(z*) < 0, e a parte (iii) do Teo-

rema b1 da pagina garante que f € assintoticamente estavel.

Portanto, qualquer classificacéo (instavel / estavel assintético) de ¢ traduz-se

na mesma classificacao para f.

Caso 3 (Ponto fixo nao-hiperbélico): f'(z*) = —1.

Vamos resumir a ideia central, usamos a iteragdo de segunda ordem para “su-
avizar” o efeito de f’(z*) = 1. A visualizagao pode ser feita através das Figuras BY e
das paginas e 067. Isso garante que a oOrbita par converge para o ponto fixo.

Se a érbita impar tentar escapar indefinidamente, teria que existir outro ponto fixo ou
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periddico no meio (contradi¢do). Logo, toda a érbita (pares e impares) converge (é

atratora).

Seja g = f? e assuma que z* € ponto fixo assintético ou semi-estavel (Vide
Definicdo B da pagina 054) compartilhado a ambas as fungbes. Desde que z* €
estavel em relacao a funcao g, existeme > 0e § > 0, tal que, o > 2" & g — 2* > 0,
ou por indugéo sobre n, 0 < |zg — z*| <§d = 0 < |¢"(z0) — 2*| < ¢, paratodo n € Z*.
Dito isso, é equivalente 0 < |f?"(zo) — 2*| < ¢, para todo n € Z". Suponha ainda
gue para este ponto inicial proximo ao ponto fixo, x, exista N, tal que a iteragdo na

N —ésima vez posterior seja 0 < ‘fQ'N“(xo) —x*

> ¢, isto é, saia pra fora do compacto

[ i [xo—0, xo+d] — [2*—e, x*+¢]. Dito isso, a iteragéo anterior é, 0 < ‘fQ'N(xo) -z

<,
e como assumimos que o ponto fixo &€ semi-estavel, deve voltar ao compacto quando

0< ’fZN”(xO) —x* <e.

Vamos considerar dois casos:
Caso i (lado direito do compacto):

N (o) <t 4e < PN (zg) = f(f*N(x0)) < F(f*N T (20)) & 2N (o) <
f*N*2(x), consequentemente a fungéo g(z) = f(z) — x muda de sinal entre >V ()
e f>N*1(x), portanto, tem uma raiz nesse intervalo. Isto implica que f tem um ponto

fixo diferente de z*.
Caso ii (lado esquerdo do compacto):

PPN () < @t —e < [PV (ag) = F(PN (o)) < F(FPN (20)) & PN (o) <
PN+ (x), dai é analogo ao caso i. Assumindo que ndo ha pontos periddicos ou pon-
tos fixos em vizinhancas de z* caimos em contradicdo, como assumimos que nao
ha outros pontos fixos/periddicos isso significa que nao pode haver essa oscilagao
contraditéria. Para provar o atrator, basta notar que lim,, ., f?>™(x¢) = z*, entdo pela
continuidade de f segue que lim,, .., f(f*"(x0)) = lim,, 0o [2" (o) = f(z*) = 2*.

Aqui ¢'(z*) = [f'(z*)]* = (=1) - (=1) = 1 também, entdo ¢'(z*) = 1 como antes.
Contudo

g"(@") = f(@")(1+ (-1)) =0,

ou seja, neste caso ¢”(z*) é sempre zero independentemente de f”(z*). A terceira

derivada quando avaliada no ponto fixo z*, torna-se:

g///(x*) — —2f”/(1’*> -3 [f”(x*)]Q.
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Assim, para deduzir propriedades de f a partir de propriedades de g quando
f'(x*) = —1 precisamos de informagao adicional. Em muitos tratamentos (ver o enun-
ciado do Teorema B33 usado anteriormente) assume-se uma hipotese suplementar
sobre 0 Schwarziano de f ou equivalente (isto €, sinais adequados das combinacdes
das derivadas superiores) para garantir que o sinal de ¢"’(z*) controle o sinal de f"'(z*).

Sob essa hipdtese adicional (a mesma usada na referéncia citada), segue que:

* Se g satisfaz a condigéo da parte (iii) do Teorema B (isto &, ¢'(z*) = 1, ¢"(a*) =
0, ¢"(z*) < 0) entdo, pela hipétese suplementar sobre f (p.ex. Sf(z*) < 0 ou
resultado analogo), podemos concluir que f”'(z*) < 0 e, assim, o Teorema Bl

(parte (iii)) aplica-se a f, fornecendo estabilidade assintética de f.

» O raciocinio para instabilidade segue por argumentos analogos quando as deri-
vacdes superiores de g satisfazem as hipéteses da parte (ii) do Teorema Bl (ou

diretamente a parte (i) quando adequada).

Portanto, em ambos os itens anteriores (com a hipdtese adicional necessaria no
caso f'(z*) = —1), a estabilidade (ou instabilidade) de g implica a mesma propriedade

para f. Logo a proposicao B2 é demonstrada. O

Para demonstrar visualmente esta proposicéo, considere a funcéo f : R — R,
definida por f(z) = —z + & - 2%, cuja derivada é dada por f'(z) = —1 + -% - 22, que
avaliada nos pontos fixos, isto é, —z* + 3 - 2™ = 2 = 2" - (-2 + 3 - 2*?), temos:
z; =0, v3 5 = £21/15 que sdo pontos fixos. Avaliando na primeira derivada f/(0) = —1
(n&o-hiperbolico), f’(i%\/ﬁ)‘ > 1 (hiperbélico repulsor).
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Diagrama Cobueb de f(z) = -2+ 2 -2* em torno de 2 = 0

3
—  f@=-at g
) Ponto fixo epuls’or L Identidade y = 2

o Iy — 9 .2
flla)=-1+15-2
o) =152
— "=
—O— Ponto fixo assintético estdvel

—O— Ponto fixo repulsor
—O— Ponto fixo repulsor

A 4

funcoes

N sl o] = N ]
\ \ !
i
Figura 59: Cobweb para f(z) = —z + 3 - 2% ilustrando a estabilidade do ponto fixo z* = 0 com

7(0) = 1.

Agora vamos mostrar o mesmo grafico com relacao a funcéao g, ou seja, em vez
de intercalar valores positivos e negativos que faz a aparéncia assintética aparecer
no meio das teias de aranha do diagrama Cobweb, as itera¢des vao convergir “mais
direto” para o ponto fixo. Por isso a estratégia ¢ = f? cria um comportamento mais
regular.
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Diagrama Cobueb de g(x) = f* em torno de 2 = 0

1 Z
] A= s =)

- —. Identidade y = o
¢ (2)
¢ ()

1"
9" (x)
—O— Ponto fixo assintético estével

fungdes
(e}
A 4

Plnto fixo assintdtico estnel —O— Ponto fixo repulsor

- Ponto fixo repulsor
|/

Figura 60: Cobweb para g(z) = f? ilustrando a estabilidade mais regular do ponto fixo z* = 0 com

71(0) = 1.

5.42.2 SCHWARZIANO

Nesta secao, formalizamos a apresentagédo do operador Schwarziano. O docu-
mento original em lingua estrangeira esta disponivel em <https://www.ams.org/notices/
200901/tx090100034p.pdt> de Valentin Ovsienko e Sergei Tabachnikov, 2009.

Para estabelecer o teorema relativo a estabilidade de pontos fixos que satis-
fazem f'(z*) = —1, devemos considerar o que chamamos de Schwarziano de uma
funcéo f de classe 3, isto é, trés vezes continuamente derivavel.

Dada f : Z — R trés vezes continuamente derivavel, definimos o Schwarziano
de f aplicado em = € Z por:

_ M) 3 [f”(ar)
) ~ 2 [ )

Sf(z) ] , desde que f'(x) # 0.


https://www.ams.org/notices/200901/tx090100034p.pdf
https://www.ams.org/notices/200901/tx090100034p.pdf
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5.4.2.3 TEOREMA DO SINAL DO SCHWARZIANO

Seja z* um ponto fixo de uma fungéo f : R — R tal que f'(z*) = —1. Se a fungao
f édeclasse C3,isto &, f'(z), f"(z), e f"(x) sdo continuas em x = z*, entdo as
seguintes afirmagdes sao validas:

i) Sf(z*) < 0, entdo z* é assintoticamente estavel,

i) Sf(z*) > 0, entdo z* € instavel.
Demonstragcao. Hipoteses: Seja x* um ponto fixo de uma fungéao f : R — R tal que:

f@)y =2z fl(z*)=-1, e [ f" f" saocontinuas em x*.

Assuma ainda que Sf(z*) < 0 (Schwarziano negativo).
Tese: Provar que z* é um ponto fixo assintoticamente estavel.

Estratégia da demonstracao: Como visto na proposicao b2 na pagina 061,

temos que:

Observacoes importantes:

* Note que ¢'(z*) = 1, desta forma podemos utilizar critério de estabilidade do
ponto fixo z* de f através da estabilidade do ponto fixo z* de g, como descritos

no Teorema B da pagina e na proposicao b2 na pagina 061l
+ Se x* € ponto fixo de f, entdo € também ponto fixo de g = f o f.
Calculo das derivadas:
Aplicando a regra da cadeia sucessivamente, temos:

g(x) =f(f() f(x)  (derivadade fof)
g'@) = f(F@) F@F + (@) - (@)
g"(@) = [[F@F+ @] 1) +3- 1) @)

Avaliando essas derivadas em x = x*, e utilizando nossas hip6teses, obtemos:
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Jet) =1 =1,
g'(z*) = f"(@") -1+ (=] = f"(z")-0=0,
g///(x*) — _9. f’”(:v*) _3. [f”({l?*)} —9. Sf(:v*)

Tese: Portanto, segue do Teorema b1 da pagina item (i) que se Sf(z*) <
0 (respectivamente Sf(z*) > 0), entdo ¢”(z*) < 0, ¢"(z*) = 0 e ¢'(z*) = 1 (respectiva-
mente ¢"”'(z*) > 0, ¢"(z*) = 0 e ¢'(z*) = 1) , 0 ponto fixo z* & assintoticamente estavel
para g € f (respectivamente instavel para g e f, conforme Teorema Bl da pagina

item (ii)).

5.4.2.4 EQUAGCAO DIFERENCIAL DE STURM-LIOUVILLE

O Schwarziano foi introduzido formalmente na teoria dos sistemas dinamicos
em 1918, embora ja aparecesse de forma implicita na equacao diferencial hiperge-
ométrica estudada por Ernst Kummer por volta de 1840, durante a andlise de suas
solugdes. No entanto, surge de maneira explicita na equacéo diferencial homogénea
de segunda ordem do tipo Sturm-Liouville, como veremos a seguir:

Férmula 5.4.1: Equacao do tipo Sturm-Liouville

Uma equacao diferencial do tipo:

y"(2) +p(2) - y(2) =0, (cv)

Com p: R — R uma fungéo real («) é chamada equagéo de Sturm-Liouville.

A seguir, enunciamos uma importante proposicéo (proposicao 6:4) que relaci-
ona o Schwarziano a equagao acima.
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Sejam y;(z) e y2(z) duas solugbes linearmente independentes da equagao («),
ou seja,

Onde W(z) é o Wronskiano de y;(z) € ya(z2).

~ ~ y1(2) . )
Entdo, a razédo g(z) = —— satisfaz:
y2(2)

g///
? —

NN GV
//
m\\bt
~
[N}

|

[\

=

Demonstragéo. Por hipo6tese, suponha y;(z) = g(2) - y2(z). Calculando as derivadas,

tem-se:

yi(z) = 9'(2) - ya(2) + 9(2) - y5(2),
yi(z) = ¢"(2) ya(2) +d(2) - y5(2) + 9'(2) - ya(2) + g(2) - y5(2),
Sy(z) = g"(2) - ya(2) +2-9'(2) - y5(2) +9(2) - y5(2).

Substituindo na equagéo («) e suprimindo a variavel (z), tem-se:
Ytp =9 v2+20 Yo+ g -ys +p-g- e,

Sy +pn=9"v+2 y+g-(ys+p-ya2).
i I a—

Usando o fato de que ¥, e y, satisfazem a equacao («), obtemos:
9" y2+2¢ -y =0, (B)

Calculando a derivada da expressao acima (/3), tem-se:

(5 - 9)+ (s 9"+ 519" )+ (9" w)] =

gyt g" Yy +2-9" yy+2-g Yy =
gy +3-9"yy+2-9yy =

o o o O

©g"’+3-g"'%+2~9'-% —

Por outro lado, da equagéo («), sabemos que Z—z = —p, entéo:

<:>g”’+3-g"-%—2'g/'27 = 0 ,
" "oy — .q .

g +3-9" 7 = 2291,

©#+3972 - 2'5///']9 9

g9 Y2
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Note que de (), tem-se —5 =-1. f;— Substituindo na igualdade anterior, obte-
mos:
117 3 11 o /
Q [P (' IO DA X
< (9') g// <g’ 2 gg’ = 2 %) N p
2
111 3 1! _
“f-1(f) -
Ou seja, tem-se a identidade:
/" z 3 ! z 2
g"() 3 [g} >] P
gz 29
A expressao do lado esquerdo da igualdade acima é chamada Schwarziano da
funcéo g(z) e denotada por Sg(z). Concluindo assim a demonstragéo. O

5.4.25 SCHWARZIANO IDENTICAMENTE NULO

Nesta secao, introduzimos as fungdes cujo Schwarziano é zero de forma expli-
cita. Tais funcdes, como as transformacdes de Mdbius ou transformacdes fracionaria
linear, desempenham um papel fundamental na dinamica discreta e ajudam a compre-
ender a relacao entre estabilidade no estudo de sistemas dinadmicos.

No estudo de iteracOes e estabilidade de sistemas, fungbes com Schwarziano
nulo sdo utilizadas para analisar a estabilidade de érbitas e entender bifurcacées. Elas
servem como mudancas de variaveis que simplificam certos mapas dinamicos.

Dito isso, 0 Schwarziano de uma funcao f € nulo quando satisfaz:

() 3 lf’%x)r )

SI0 =5y 3 | P

Colocando a fracdo sob 0 mesmo denominador, tem-se:

2. () - fila) - 3 [f"@s)]
3 =0

[ff(as)

Multiplicando ambos os membros da equacéo, resulta em:

24010 =370 -y @) [
[f/(ar)] e o
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Assim, obtemos a expresséo:
2- (@) - (@) - [f@)F = 3- [ @) - [f"(@)]*
o)

Primeiro, fatorizamos o numerador:
2" (5 = 3R = R (200 = 3072,
Note que o denominador é:
()= ()"
Isto sugere definir a seguinte mudanca de variaveis:
w= ("% v=(f)"

Calculamos:

u/ — 2f//f’///7 /U/ — S(f/>2f”.

Assim,

v —u = 2f//f///(f/)3 _ 3(f//>3(f/)27

gue coincide exatamente com o numerador original. Portanto, da derivada da

regra do quociente, segue que:

ST SIP(vy_ (UY

v

Do Schwarziano identicamente nulo, temos:
(f”)2>/ (f”)2
— O = == C7
( (f")? (f")?

Onde C' é a constante de integragéo indefinida J ( f")Q) dz.

Manipulando algebricamente a expressao anterior =+vC, tem-se:

f//(l’)§ =a, a>0 | a € R+,
[f"()]2

Multiplicando-se pelo infinitesimal dx e integrando membro a membro, tem-se:

/f// dr = /ada:

[f"()]2
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Fazendo a mudanca de variavel v = f'(z) < du = f"(x) dz, tem-se:

/adx,

—
QU
N
Il
—
:‘
nojee
QL
N
Il

E)
Uf
u 2 1
— = —2-u" 2 = a-x+ 0,
—22 2 _
WQ = _ﬁ = Oé‘l“"ﬁ,
-2 4
(\/ﬂ) - . - -z + 5"
4
O T ’
& f(z) = 4-la-z+ B2 :
& /f’(x) dx = 4/[a-x+5]_2dx ,
, 1-2
R R |
4
& f() = aazxp 7 :
a-y-z+(B-v—4)
< f(z) = P :

Como « -y e B -+ — 4 sdo constantes, podemos renomea-las reescrevendo f

como.
d-x+e¢

o) = a+p

Comrestriciode que a -z + 3 #0 & z # —2.

Férmula 5.4.2: Transformacao de Mobius

Esta funcédo f gera as linhas Schwarzianas, para cada constante real «, 3, d e €
arbitrarias, como pode ser visto nas figuras 61 da pagina 74 e B2 da pagina @74 para
alguns valores das constantes reais arbitrarias entre [—10, 10].
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. - Onte
Punges com Sehwarziano milo f[z) = ¢
3 artf
10
g —— Trecho esquerdo, 0 =2, =1, a=1, f=1
g ——  Trecho direito, =2, =1, a=1, =1
Z - - assintota
A g 5~ S A iy O B ey = - - assintota
~ 2
—— Trecho esquerdo, § =5, e= -2, a =2, f= -
N é Y. GF Trech do, 6 =5 2 2, 6=-3
:: —% : : —— Trecho direito, § =5, = -2, a=2, f=-3
-3 : : - - assfntota
-4
-5 : : - - assintota
g L
-8 I |
-9 I I
-10 I |
DM OB T NNAORANTHOND OO
N b

— 10
— 9

Figura 61: Grafico das fungdes com Schwarziano nulo, para diferentes valores de «, 3, J € e.

Segue grafico de alguns casos especiais da fungao f(z).

- : _ e
Fumgges com Schwarziano mlo f(z) = £ ;
10
g — Afima=0,0=50=2¢=3
g —— Constante: § =4, ¢=6, a =2, f=3
Z ——  Identidade: =8, €=0, a =0
3
~ 2
S \
N\ 1 q
S5
-3
-4
-5
-6
-7
-8
-9
-10
?C’\JT?T$TTTOHNM¢MOF@OS

o}
=
\

Figura 62: Grafico das fungdes com Schwarziano nulo, para diferentes valores de «, 3, ¢ € e.
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5.4.2.6 SCHWARZIANO NEGATIVO

Quando o Schwarziano Sf de uma fungdo f é negativo, ou seja, Sf(x) < 0
para todo x em um dado intervalo, uma série de propriedades dindmicas significativas
emergem. Esse comportamento é especialmente relevante para o estudo de estabili-
dade de érbitas periddicas e estrutura dos atratores.

Funcdes com Schwarziano negativo apresentam uma rigidez dinamica que per-
mite controlar melhor o nimero e a natureza de seus atratores periédicos. De fato, o
Teorema de Singer (1978) fornece um resultado notavel nesse contexto: para aplica-
c¢bes unidimensionais continuas com Schwarziano negativo, o0 numero de atratores
periddicos é finito, e cada um deles atrai uma componente conexa do dominio de
atracao.

Diversas fungbes amplamente utilizadas em sistemas dindmicos unidimensio-
nais satisfazem a condigéo Sf(z) < 0, tais como:

« Fungdes quadraticas: Q(z) = ax? + bx + ¢ com a # 0;
» Fungbes exponenciais modificadas: f(z) = \e™%;

 Transformagdes senoidais suaves: f(z) = sen(x) em intervalos restritos.

Portanto, o estudo de casos com Schwarziano negativo ndo apenas permite
classificagcdes mais refinadas sobre estabilidade local, como também estabelece limi-
tes globais sobre a dindmica qualitativa do sistema.

5.4.2.7 SCHWARZIANO INCONCLUSIVO

O critério baseado em sinal da derivada Schwarziana Sf(z) € uma ferramenta
poderosa para a andlise da estabilidade de pontos fixos nao-hiperbodlicos. No entanto,
ele ndo é infalivel. Existem situagdes em que o Schwarziano se anula no ponto de
interesse, mas a fungao ainda assim pode ser assintoticamente estavel ou instavel.

O Schwarziano ndo detecta comportamento estavel ou instavel para essas
fungbes porque simplesmente néo varia, isto é, Sf(z*) = 0. Ao invés de calcular
Schwarzianos de ordem superiores (tarefa que é bastante complexa), (ELAYDI ef all,
2005) mostra um apéndice com uma técnica mais simples. Os Schwarzianos de pri-
meira, segunda e k—ésima ordens, sdo calculados da forma que se segue, nao fa-
zendo parte do escopo deste trabalho:

Suf(e) = $1(@), Suf(e) = 39(r), ondeg=f*
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Generalizando, tem-se:

Sef() = 59 ().

Conforme citado por (ELAYDI ef all, 2005, p. 477), o Apéndice A apresenta uma
abordagem mais pratica para tratar a estabilidade de pontos fixos. Nesse apéndice, 0s
autores estendem os teoremas previamente discutidos a fim de abranger casos ainda
nao resolvidos de estabilidade local de pontos fixos ndo-hiperbdlicos em aplicacbes
definidas na reta real. O foco esta na andlise de mapas cujos pontos fixos possuem
derivada igual a —1, com uma abordagem inspirada no artigo de Dannan, Elaydi e
Ponomarenko.

Na Secao A.1, o apéndice trata da estabilidade local de mapas ndo oscilato-
rios. Sao utilizados resultados classicos da analise real, como o Teorema do Valor
Intermediario e o Teorema de Taylor (ver Apéndice B, pagina P43), para estabelecer
condicdes sob as quais um ponto fixo pode ser classificado como estavel, instavel
ou semi-assintoticamente estavel. Essas condi¢cdes dependem da ordem da primeira
derivada nédo nula da fungao no ponto fixo, bem como da sua paridade (isto €, se a
ordem € par ou impar).

Na Secao A.2, o foco se volta aos casos oscilatorios, nos quais a derivada da
funcdo no ponto fixo € —1. Nessa situagao, a analise recai sobre a funcdo composta
g(x) = fo f(x) = f(f(x)), que preserva o mesmo ponto fixo (conforme discutido no
Teorema B2). Essa reformulacao permite transferir os critérios de estabilidade para g,
oferecendo uma analise mais refinada do comportamento dinamico nas vizinhancas
do ponto fixo.

O apéndice também discute as limitagdes dessa técnica, demonstrando que,
no caso de fungées analiticas®, certos tipos de estabilidade (como a semi-assintética
para g) ndo ocorrem. Sao apresentados exemplos concretos para ilustrar os diferentes
comportamentos possiveis incluindo estabilidade, instabilidade e estabilidade semi-
assintotica conforme a estrutura da fungéo considerada. Um modelo biol6gico é explo-
rado como exemplo aplicado, evidenciando a utilidade préatica dos resultados tedricos.

Por fim, sdo apresentados exemplos em que o critério Schwarziano falha:
f(@*)y=-1, f"(z*)=0, [f"(z*)=0, e Sf(z*)=0.

Nesse caso, nao é possivel concluir a estabilidade do ponto fixo z* apenas com
base na analise do Schwarziano Sf(z*), 0 que evidencia a necessidade de ferramen-
tas complementares para a analise qualitativa.

I Func&o analitica é aquela que pode ser escrita em série de Taylor.
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Um exemplo cléssico inconclusivo do critério ocorre quando f'(z*) = —1 e
Sf(xz*) =0.

Considere a fungéo:
f(z) = —z + 22* — 42°.

Calculando os pontos fixos, obtemos trés solugdes:

R ==X 2V

*_ JE—
1 =0, Tyg = )

4

Somente z; = 0 € R. Derivando-se f verificamos que f'(x) = —1 + 4z — 12272,
f'(x) =4—24x e f"(z) = —24, assim:

F10)=—1, f(0)=4>0, f"(0)=-24<0, Sf(0)=0.

Assim, temos um ponto fixo ndo-hiperbdlico com Schwarziano nulo.

Observacao. A teoria desenvolvida por Fozi M. Dannan, Saber N. Elaydi e Va-
dim Ponomarenko em 2003 propde um critério mais geral de estabilidade para fun¢des
néo lineares que falham nos testes tradicionais.

No exemplo 62411 conforme cita (ELAYDI ef all, 2005, p. 479) o ponto fixo z* = 1
€ semi-assintoticamente estavel pela esquerda, porém os critérios tradicionais séo
inconclusivos.

Em (ELAYDI, 2007, p. 34) alguns casos inconclusivos com f/(z*) = 1 sdo inves-
tigados, envolvendo derivadas maiores que quarto grau.

5.5 EXEMPLOS

Nesta secao veremos exemplos de pontos fixos nao-hiperbdlicos, com exem-
plos de fungdes que ilustram a teoria deste capitulo. A seguir, apresentamos exemplos
de pontos fixos em que as 6rbitas se afastam ou aproximam em ambos os lados, e
também se afastam (respectivamente aproximam) de um lado e aproximam (respecti-
vamente afastam) do outro lado do ponto fixo.
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5.5.1 APROXIMACAO PELA DIREITA

Considere a fungédo f : R — R e suas derivadas f’, f”, f" dadas por:

flx) =23 —22+x,
f'(z) =32*—2x+1,
f'(xz) =6x—2,
f"(x) =6,

Esbogar o diagrama Cobweb e classificar os pontos fixos de f.

Solucgao: Determinando os pontos fixos de f:

f($*) =a",
ZL’*S—ZL‘*2+$* :{L‘,
3 — 2?2 =0,
% (2 —1) =0.

Logo, os pontos fixos de f sdo 2] =25 =0e x} = 1.

Analise do ponto fixo nao-hiperbdlico »* = 0:

f0) =1,
f"(0) =-=2#40,

Pelos critérios usuais™, Teorema B da pagina A55, »* = 0 é instavel (semi-
estavel como definido em B3] na pagina 054).

Andlise do ponto fixo hiperbdlico »* = 1:
ff)=31)2-2(1)+1=2>1.

Pelo Teorema -3 (pag. B4), o ponto fixo z* = 1 é repulsor.

Os gréficos do exemplo BE.51 (Cobweb) indicam que o6rbitas préximas de z* = 1
sao repelidas, com tendéncia de estabilizacdo em x* = 0, visivel nas Figuras B3 e B4.

ii A continuidade de f””  (f”’(0) = 6 > 0) ndo é necessaria.
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175
1.5
1.25

—f(:c)::cg—x2+cc
- - identidade

—O— Pontos fixos

0.75
0.5

V.

Figura 63: Semi-estabilidade: f/(0) = 1, f”(0) < 0 e f”(0) > 0. Cobweb com z, = 0,99 para 12
iteracdes.

L.75
1.5
1.25

—f(w):xg—w2+w
- identidade

—}  Pontos fixos

0.75
0.5

V.

Ponto fixo semi-estd

Lr+1

-0.5
-0.75
-1
-1.25
-1
-175

Figura 64: Semi-estabilidade: f/(0) = 1, f”(0) < 0 e f(0) > 0. Cobweb com zy = —0,125 para 12
iteracoes.
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5.5.2 APROXIMACAO PELA ESQUERDA

Considere a fungéo f : R — R e suas derivadas f’, f” e f" dadas por:

flx) =23+ 22+,
f(x) =32*+2x+1,
f'(z) =6z+2,
f///(x) — 6’

Esbogar o diagrama Cobweb e classificar os pontos fixos de f.

Solucgao: Determinando os pontos fixos de f:

fat) =,
$*3+$*2+ZL‘* — (L’*,
w3+ =0,

2 (z* +1) =0.
Logo, os pontos fixos de f s&o x} = 0, de multiplicidade 2 e 235 = —1.

Analise do ponto fixo nao-hiperbdlico »* = 0:

f/(()) =1,
f'(0) =2+#0,

Pelos critérios usuais, Teorema B (pag. A55), o ponto fixo z* = 0, € instavel,
porque f(z*) =", f(z") =1, [f'(z") #0.
Analise do ponto fixo hiperbdélico »* = —1:

f/(_l):3(_1)2+2(—1)—}-1:3—2+1:2>1.

Pelo Teorema 23 (pag. 84), o ponto fixo z* = —1 & repulsor.

Os graficos do exemplo B.5.2, do tipo teia-de-aranha (Cobweb), que ilustram a
semi-estabilidade do ponto fixo x* = 0, podem ser visualizados nas Figuras B5 e B8.
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1.75
1.5
1.25

—f(x):503+x2+cc
- - identidade

—O— Pontos fixos

0.75
0.5

Ponto fixo semi-est3

gy +1

-0.5
-0.75

-1.2

09

rd
1.25

T5

Figura 65: Semi-estabilidade: instavel pela direita e estavel pela esquerda. f/(0) = 1 e f”(0) > 0.
Cobweb com zy = 0,09 para 12 iteracoes.

175
1.5
1.25

4 —f(m):w3+m2+a:
- - identidade

—}  Pontos fixos

0.75
0.5

A 4

Lr—+1

-0.5
-0.75
-1
-1.25
-15
-1.75

1.75

In

Figura 66: Semi-estabilidade: instavel pela direita e estavel pela esquerda. f/(0) = 1 e f”(0) > 0.
Cobweb com 2y = —0,9 para 12 iteragdes.
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5.5.3 AFASTAMENTO PELOS DOIS LADOS

Considere a fungéo f : R — R e suas derivadas f’, f” e f"" dados por:

flz) = 2z — sen(z),
Fz) = 2-cos(w)
f'(x) = sen(x),
f"(x) = cos(z),

Esbocar o diagrama Cobweb e classificar os pontos fixos de f.

Solucao: Os pontos fixos de f satisfazem:

* *

flz*)=2" & 2" —sen(z")=2" < sen(z’)=2" < 2"=0.

Essa equacgéo € ndo linear e ndo pode ser resolvida analiticamente®™.
Classificacao do ponto fixo +* = 0:
f'(0) = 2—cos(0)=1 (ndo-hiperbdlico),

f1(0) = sen(0) =0,
J7(0) = cos(0) = 1,

Pelo Teorema Bl (pag. 55), como f'(0) = 1, f”(0) = 0e f”(0) > 0, concluimos
gue o ponto fixo ndo-hiperbdlico z* = 0 é instavel.
Analise lateral da instabilidade:

Para ilustrar o comportamento ao redor do ponto fixo, analisamos:
f(£0,1) =2 — cos(+0,1) > 1 (ou seja, |f'| > 1).

Pelo teorema P23, as orbitas iniciadas em xy = +0,1 afastam-se do ponto fixo, eviden-
ciando instabilidade nos dois lados.

Visualizagao: Esse afastamento bilateral € ilustrado nas Figuras 67 e B8, nas
paginas 083 e 083, respectivamente.

V' Um método resolutivo eficiente é o de Newton-Raphson.
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4 — f(r) =2 2 - sen(z)

- - Identidade

1 —O— Pontos fixos

.

xn+1
[
A 4

|
OB O OIS G I — O B OCAOHE IS —IOOCOO— RO

|
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mo0 N0 M a4 O A o] A 0 o0 N O 0 0
w0 < 0 ¥ »n M MowoF N+ 0w
N N O = Mo n o ~ 0o M~ ¢ O
o n ¥ o 0 N H = 0 n n ¥ 0w o
e

Tn

Figura 67: Instavel pelos dois lados (lado direito) Cobweb zo = 1 para 6 iteragdes.

— f(z) =2 2 - sen(z)

- - Identidade

—O— Pontos fixos

.

Lrp+1
RENEEN

|
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|
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m o0 N0 M 6 O A o] A 0 o0 N O 0 M
w0 = o0 ¥ »n M Moo N+ 00
N N O = 0o n o ~ 0o M ¢ 0
o n ¥ o 0 a0 H = 0 0 n ¥ 0w o
e

Tn

Figura 68: Instavel pelos dois lados (lado esquerdo) Cobweb z, = —1 para 6 iteragdes.
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5.5.4 APROXIMACAOQ PELOS DOIS LADOS

Considere a fungéo f : R — R e suas derivadas f’, f” e f"" dados por:

flx) = Liz+ isen(z),
fiz) = 5+ 3cos(a),

f'x) = —gzsen(z),

f"(z) = —3cos(z),

Esbocar o diagrama Cobweb e classificar os pontos fixos de f.

Solucao: Os pontos fixos de f satisfazem:

1 1
fl@*)=2" < ix* + isen(x*) =z" &  sen(z”)=2a"

Assim, o ponto fixo real, isto é z € R, de f € x* = 0.

Classificacao dos pontos fixos de f:
Orbita de Ponto proximo ao ponto fixo z, = +0, 1:

J/(£0,1) = 3 + £ cos(£0,1) < 1.

Como |f’| < 1, pelo Teorema P-3 da pagina B4, a 6rbita de xy = +0, 1 é atratora.

Ponto fixo nao-hiperbodlico em z* = 0:

f0) = L4 1cos(0)=1,
f(0) = —1sen(0) =0,
f70) = —%COS(O) = —% <0,

Pelo Teorema Bl da pagina @55, o ponto fixo z* = 0, por (iii), € assintotica-
mente estavel.

Para ilustrar o comportamento assintotico das orbitas de f ao redor dos pontos
fixos, apresentamos as Figuras B9 e [0, nas paginas 085 e 85, respectivamente.
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/! — f(z) = & (4 senla)

3 y
) 4 / - Identidade
2

y ) Pontos fixos

A 4

-4 ,
m o0 80 N~ 60 © A o] = 0 a4 N~ 0 0 o
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Figura 69: Comportamento assintético da érbita com valor inicial zo = 5 apds 12 iteragdes.
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Figura 70: Comportamento assintético da 6rbita com valor inicial zo = —5 ap6és 12 iteragdes.
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55.5 EXEMPLO f/(z*) = —1

Considere a fungédo f : R — R e suas derivadas f’, f”, /" e o Schwarziano, S,
dados por:

flx) =—x+z ;
fl(z) = -1+ 327 :
f'(x) =6z 7
f(x) = >
2
_ " 3 || 54-22
Sfa) =G5y — 3 [f’(m)] = =0 — g e

Esbogar o diagrama Cobweb e classificar os pontos fixos de f.

Solucao: Determinando os pontos fixos de f:

f) =a
S (:L’*)‘S
() —22* =0

z* ((:10*)2 - 2) = 0.

*
Y
*

Y

Logo, os pontos fixos de f sd0 z* =0, z* = /2 e z* = —/2.
Analise do ponto fixo nao-hiperbdlico +* = 0:

f'(0) =—1, né&o-hiperbdlico,

f‘//(O) — 0’
Sf(0) =—6<0

Pelo Teorema B3 da pagina 68, o ponto fixo z* = 0 é assintoticamente esta-
vel.

Analise dos pontos fixos hiperbolicos z* = +/2:

F(EV2) = —143(V2)2=-1+6=5> 1.

Portanto, ambos os pontos sédo repulsores pelo Teorema P23 da pagina B2.

Na figura [3 da pagina @87 ilustramos com 30 iteragdes pela esquerda, come-
cando a 6rbita do ponto =, = —0,5, 30 iteragdes pela direita comecando a 6rbita do
ponto zo = 0,5 demonstrando a estabilidade assintética (vide definicdo Bl na pagina
f54) do ponto fixo z* = 0.
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Diagrama Cobweb de f(z) =~z +2° em torno de z = 0

— fle)= -z +a?

I Identidade y =

— @) =-1+37
f(2) = 60

— () =6

—O— Ponto fixo assintético estével

—O— Ponto fixo repulsor
—O— Ponto fixo repulsor

assintdtico astayel

ls} lo} Ll 10 llo} llo} o n n n Lol n n
- a | & o D a o & a -
| = o | o o o Ll

| | |

Figura 71: Cobweb para f(z) = —z + 2? ilustrando a estabilidade do ponto fixo z* = 0 com f/(0) = —1.

5.6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, além da analise dos pontos fixos hiperbdlicos apresentada no
Capitulo 2, dedicamo-nos ao estudo dos pontos fixos nao-hiperbdlicos, caracterizados
pela condigdo |f'(z*)| = 1. A investigacao desses casos exigiu o uso de ferramentas
mais refinadas, como derivadas de ordens superiores e o Schwarziano, permitindo
uma compreensao mais profunda da estabilidade local dos pontos fixos.

Cada cenario de estabilidade foi abordado de forma sistematica, por meio
de exemplos cuidadosamente escolhidos e acompanhados de diagramas ilustrativos.
Essa abordagem contribuiu para tornar acessivel a andlise qualitativa de sistemas di-
namicos unidimensionais, mesmo nos casos em que os critérios tradicionais n&o séo
conclusivos.

Destacamos ainda o papel central do Schwarziano nesse contexto. Trata-se
de um operador que conecta diversas areas da matematica - da analise complexa e
geometria diferencial a teoria de sistemas dinamicos e até mesmo a fisica tedrica.

Na fisica, em teoria conforme bidimensional, o tensor energia-momento 7'(z)
transforma-se sob um mapa conforme f(z) como:

e (2) " [rue - 51,
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onde ¢ € a carga central da teoria. O termo com o Schwarziano reflete a anomalia
conforme.

Ja em Gravidade, o Schwarziano em JT Gravity e Supergravidade, estudos
recentes de gravidade de Jackiw—Teitelboim (JT), o Schwarziano surge de forma cen-
tral como acéo efetiva que governa as dindamicas de borda do espaco-tempo em duas
dimensdes. Ele aparece naturalmente na descri¢cdo da gravidade quase-AdSs,, contro-
lando as flutuagdes do contorno e desempenhando papel crucial no diagnéstico de
caos quantico via o fator de forma espectral.

Na palestra de Clifford V. Johnson, disponivel em <https://youtu.be/
kizzdp-YBzw7teature=shared>, o Schwarziano foi apresentado como elo entre a for-
mulacao em termos de modelos de matrizes e a descri¢cao gravitacional. Em particular,
o0 Schwarziano captura corre¢des nao perturbativas importantes, revelando a transi¢ao
entre os regimes de inclinacdo, vale e patamar no comportamento espectral. Assim, 0
Schwarziano constitui a ferramenta matematica fundamental para conectar JT gravity,
caos quantico e os modelos de cordas minimas.

Na Mecénica Quantica, a equacao de Schrddinger unidimensional dada por:

=" (x) + V(2)(z) = Ed(z),

0 Schwarziano surge ao aplicar transformagdes de variaveis que preservam a forma
da equagéo. Por exemplo, sob = — f(x):

V(@) = () o(f (),
o potencial efetivo ganha um termo proporcional a Sf(z).

Caos Quantico e Modelo SYK, No modelo Sachdev—Ye—Kitaev (SYK), que des-
creve férmions com interagbes aleatorias, o limite de baixa energia € governado pela
acao do Schwarziano.

Espera-se que os resultados e discussdes aqui apresentados contribuam para
aprofundar o entendimento dos sistemas dinamicos discretos, servindo como base
para futuras investigagdes tedricas ou aplicagbes em modelagem matematica.


https://youtu.be/ktzzJp-YBzw?feature=shared
https://youtu.be/ktzzJp-YBzw?feature=shared

Parte |V

CONCLUSAOQ: PROPOSTA PARA A
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6 PROPOSTA PARA ENSINO BASICO

6.1 PRE REQUISITOS

» Fundamentos Histoéricos, Filosoéficos e Sociolégicos da educacgao
+ Politicas Educacionais e Estrutura e Organizacao da educacéao basica
+ Teorias da Aprendizagem

» Teorias do Curriculo

Didatica

Metodologias para a pesquisa em Educacao

Metodologias ativas de aprendizagem: projetos interdisciplinares

» Fundamentos e praticas no ensino de Matematica

Organizacgao do Trabalho Pedagégico

6.2 OBJETIVOS

« Discutir uma possivel proposta de ensino de matematica na educacao basica
por meio de planos de aulas e sequéncias didaticas.

* Promover uma transformagao significativa, visando o desenvolvimento integral
dos estudantes. Para alcancar esse objetivo, propomos a adoc¢ao de praticas
pedagdgicas inovadoras, a valorizagdo dos professores e a participagao ativa da
comunidade escolar.

6.3 JUSTIFICATIVA

A educacgao basica constitui um pilar essencial para o desenvolvimento social,
sendo por meio dela que os individuos adquirem conhecimentos, competéncias e valo-
res indispensaveis a sua formacgéao integral. Ao longo do tempo, o sistema educacional
tem sido objeto de criticas e de demandas por mudangas que visem a melhoria da
qualidade e da eficacia do ensino.
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6.4 PROBLEMATIZACAO

A necessidade de reformas na educacgao basica € amplamente reconhecida.
Contudo, a implementagdo dessas mudancas tem gerado discussoes e debates inten-
sos. A reforma do novo ensino médio, por exemplo, foi aplicada de maneira obrigatéria,
0 que evidencia a importancia de refletir sobre os processos de planejamento e parti-
cipagao dos profissionais da educagéo.

Os MAPPAS (Material de Apoio ao Planejamento e Praticas do Aprofunda-
mento) constituem os itinerarios formativos do novo ensino médio (conforme ! (CULA
TURA, 2023)). Esses itinerarios incluem oficinas, projetos e nucleos escolhidos pelos
estudantes, oferecendo uma abordagem mais personalizada e diversificada. O desa-
fio, no entanto, esta na forma como esses itinerarios sao planejados, implementados
e avaliados, de modo a garantir que atendam de maneira eficaz as necessidades edu-
cacionais dos alunos.

6.5 CONTEXTUALIZACAO

Para compreender as propostas de reforma para a educacgéo basica, € impor-
tante analisar a contextualizacdo historica do sistema educacional. Desde o Brasil
colénia até os dias atuais, as salas de aula pouco se inovaram. O modelo tradicional
de ensino, em que o professor é detentor dos saberes e 0os alunos meros receptores,
ainda prevalece em muitas escolas.

6.6 REVISAO DAS REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Segundo (ZABALA, 2014), o novo professor, tem o arquétipo construtivista para
lecionar estes itinerarios. O profissional atua nas trés fases de toda a intervencao re-
flexiva: planejamento, aplicagéo e avaliagdo. Porém, esta ultima fase da intervencao,
ndo tem carater de auferir um grau de alcance, resultados obtidos nos boletins dos
alunos, que foi considerada sancionadora e qualificadora (apenas seletiva e propedéu-
tica, uniforme e transmissora) por muitos pedagogos progressistas. Para (ZABALA,
2014) os principios das reformas do novo ensino propéem formas diferentes de en-
tender a avaliagdo. Algumas dessas formas podem ser progresso pessoal, progresso
coletivo, ensino versus aprendizagem, maneiras confusas e indeterminadas. A pala-

Os links de internet foram encurtados para facilitar o acesso com o aplicativo encurtador de URL
simples e rapido! (REBRANDLY,, 2023).
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vra de ordem € desenvolver ao maximo as capacidades do publico alvo do professor,
mesmo até que cada individuo tenha sua limitagdo. Dai, concluem-se formacgdes in-
tegrais para os cidadaos Uma vasta pesquisa de referéncias foi feita na biblioteca da
faculdade, site do mestrado do profmat (PROEMAIT, 2023), site da Universidade Fe-
deral do ABC (UFABC, P0234d), manuais sobre IATEXdisponiveis em (UFABC, 2023D),
e o site da pro-reitoria de extensdo universitaria. Também alguns applets disponiveis
em <https://mathinsight.org/> com viés voltado aos sistemas dinamicos. As aulas do
professor (BRAMBURGER, 2023), Dr. Jason Bramburger assistente na Universidade
da Concordia cujos interesses estdo amplamente em sistemas dinamicos com progra-
mas de pesquisa focados em descoberta baseada em dados, formacao de padrdes e
otimizag&o polinomial aplicada a equacdes diferenciais. Dindmica bésica real e com-

plexa uma bordagem computacional tem um curso completo e iterativo também, que
pode ser acessado em (MCCLURE, 2017).


https://mathinsight.org/

194

CAPITULO 6. PROPOSTA PARA ENSINO BASICO

6.7 METODOLOGIA

A metodologia adotada fundamenta-se em abordagens construtivistas, que pri-

orizam a participacéo ativa dos estudantes e o papel do professor como mediador do
processo de aprendizagem. O foco é estimular a autonomia, o pensamento critico e a
aplicacao pratica dos conhecimentos adquiridos.

—

Serao identificados os principais desafios do sistema de ensino, tais como:

Infraestrutura escolar insuficiente;

. Carga horaria desproporcional ao curriculo;

Desvalorizagéo e sobrecarga dos professores;
Enfase em avaliagdes padronizadas;
Pouca integracao entre teoria e pratica;

Limitaces na formacao integral dos estudantes.

Com base na andlise, sdo propostas acdes para superar tais desafios:

. Investimentos em infraestrutura;

Revisdo da carga horaria e do curriculo;

. Valorizagéo e formacgao continuada dos professores;

. Avaliagcbes mais diversificadas e formativas;

Projetos interdisciplinares que unam teoria e pratica;

Enfase no desenvolvimento socioemocional.

Espera-se que as propostas resultem em:

. Melhoria da qualidade do ensino;

Maior engajamento dos estudantes;
Estimulo ao pensamento critico e criativo;
Formagéo de cidadaos preparados para os desafios contemporaneos;

Reducao das desigualdades educacionais.
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6.8 ATIVIDADES

A seqguir apresentamos algumas atividades que podem ser aplicadas na educa-
cdo basica:

1. GEQMETRIA FRACTAL E PROGRESSQES na pagina M35,

MODEIOS FINANCETROS na pagina 098,

3. SEQUENCIA DIDATICA - MODELO 1l na pagina P03,

4. SEQUENCIA DIDATICA - MODELO 2 ORCAMENTO FAMILIAR na pagina P15.

6.8.1 GEOMETRIA FRACTAL E PROGRESSOES

A Esponja de Menger € um exemplo classico de fractal tridimensional. Seu
processo de construcdo segue as seguintes etapas:
1. Comece com um cubo.
2. Divida o cubo em 27 cubos menores, organizados em uma grade 3 x 3 x 3.
3. Remova o cubo central e os cubos centrais de cada face, totalizando 7 remogées.
4. Repita o processo para cada um dos cubos restantes.

5. Continue iterando o procedimento infinitamente, gerando uma estrutura com infi-
nitos detalhes e vazios.
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A figura construida segundo esse processo é chamada Esponja de Menger (ou
Esponja de Sierpinski, em algumas versdes) e representa um fractal gerado a
partir de subdivisdes sucessivas de um cubo.

Suponha que a aresta do cubo inicial mega 1 m. A cada etapa, os cubos menores
tém arestas com i da aresta anterior. Em cada face, o nimero de quadrados
(cubos visiveis na face) forma uma progressao geométrica de razao 8, enquanto
as areas desses quadrados formam uma progressdo geométrica de razao ;.
Qual é a area, em m?, de uma face da figura 30?

29
Resposta: A alternativa correta é a (%) .
Solucao:

A cada etapa:

« O nimero de quadrados na face segue a progressao geométrica 1,8,82,...,8" L.

2 n—1
» A drea de cada quadrado segue a progressao 1, 3, (1) ..., (3)" -
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Para a figura 30 (ou seja, na 30 etapa), o0 numero de quadrados na face é:

A area de cada quadrado é:

Logo, a area total de uma face é:

1 29 8 29
#x(5) = (5)
“\9 9
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6.8.2 MODELOS FINANCEIROS

Titulo da Atividade: Explorando Modelos Matematicos Financeiros com
Equacdes de Diferencas e Orbitas (Trajetorias) em sistemas dinamicos Discretos

Introduzir o conceito de 6rbitas em sistemas dindmicos pode enriquecer ainda
mais a atividade, pois permite que os alunos visualizem e compreendam melhor as tra-
jetdrias que os sistemas seguem ao longo do tempo. Esta atividade visa contribuir com
as competéncias, definidas na bncc, base nacional comum curricular, (MEC, 2023),
competéncia € definida como a mobilizagdo de conhecimentos (conceitos e procedi-
mentos), habilidades (praticas, cognitivas e socio-emocionais), atitudes e valores para
resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do
mundo do trabalho. As competéncias e habilidades trabalhadas neste plano de aula
sdo elaboradas conforme o documento curriculo paulista (COPED/SEDUC, P020).

Para (ZABALA, 2014), plano de aula é um contetdo procedimental. Os conteu-
dos factuais e conceituais, fardo parte deste procedimento. Ainda, segundo concepgao
do renomado autor Zabala, a avaliagdo, que mede o grau de alcance, de acordo com
os principios das reformas na educacao basica, avalia-se 0 progresso pessoal, pro-
cesso coletivo de ensino ou aprendizagem que visa desenvolver ao maximo as capaci-
dades dos estudantes, de acordo com suas individualidades, mantendo-se o julgador
discreto e ponderado.

Segundo Libaneo, 2006, paginas 244 a 246. O plano de aula pode ser estrutu-
rado conforme apresentado no modelo abaixo, (LIBANEQ, 2006).

Para (D’AMBROSIO, 16 Edicao 2022 - (1996 1% Edicao)), matema consiste
em explicar ou entender. J4 as ticas, consistem nos modos, maneiras, técnicas ou
artes. Assim matematicas sdo as maneiras de entender como funciona por exemplo o
mundo financeiro que sera introduzido aos estudantes, e as maneiras de resolver seus
problemas. Para o autor a defini¢cdo de curriculo, os trés componentes que devem estar
integrados no seu desenvolvimento sdo os objetivos, os conteudos e os métodos. Em
(BASSANEZI, P015) e(BASSANEZI ef all, 2014) os modelos matematicos dependem
de caracteristicas variacionais, que podem ter interpretacées em diferentes contextos.

: o o o Ay,
Os tipos de variagdo sao: variagao simples: Az, = x,y1 — x,, variagcao média: Az
Yn

1
variagao relativa: ———

L . , Ay, o
, variacdo instantanea: lima,, .o ——, se o limite existir.
Yn Az,

Az,
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Tabela 13 — Plano de Aula N° 1

Escola: Disciplinas: N°DE AU- Data:
E. E. Maria Ira-| Matematica, LAS
cema Munhoz Educacao Finan- / /
ceira, Eletivas
ou ltinerarios
Formativos
Séries: 9°ano do | Etapas: (espaco Professor(a):
EF, 1°ao 3°ano| Ensino Fundamental e | em branco) | Alexandre de M. Le-
do EM Ensino Médio mos
OBJETIVOS ESPECI- | CONTEUDOS, HABI- | N°DE AU-| DESENVOLVIMENTO
FICOS LIDADES E DESCRI- | LAS METODOLOGICO
TORES
1) Introduzir os alu- | 1) (EM13MAT203) Apli- | 5 tempos | 1. Introdugdo a sis-
nos ao conceito de | car conceitos matema- | de aula de | temas dindmicos e
sistemas  dinamicos, | ticos no planejamento, | 45 minutos | Orbitas: Explique o
orbitas e como eles | na execugao e na ana- | cada que sao sistemas
podem ser modelados | lise de agbes envol- dindmicos e como
matematicamente vendo a utilizagdo de eles evoluem ao longo
usando equagbes de | aplicativos e a cria- do tempo. Introduza
diferengas. ¢éo de planilhas (para 0 conceito de érbitas,
o controle de orga- mostrando como as
mento familiar, simula- trajetorias podem
dores de calculos de se repetir ou serem
juros simples e com- caoticas em sistemas
postos, entre outros), dinamicos.
para tomar decisdes.
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Tabela 13 continuacao da pagina anterior

2)  Aplicar
conceitos a area finan-

esses

ceira para entender
como modelos mate-
maticos podem ajudar
a prever comporta-
mentos financeiros ao

longo do tempo.

2) (EM13MAT304)
Resolver e elaborar
problemas com fun-
¢Oes exponenciais nos
quais seja necessario
compreender e inter-
pretar a variagdo das
grandezas envolvidas,

em contextos como

o da Matematica
Financeira, entre
outros.

5 tempos
de aula de
45 minutos
cada

2. Equagbes  de
Diferengas: Explique
como equagbes de
diferengas podem
modelar mudancgas
discretas em sistemas
dinamicos. Mostre
exemplos de equa-
cbes de diferengas
que resultam em
orbitas periddicas ou

caodticas

3) Desenvolver habi-
lidades de resolucédo
de problemas, pensa-
mento critico e visuali-
zagao dos alunos. Cal-
culos envolvendo por-
centagens.

3) (EM13MAT305)
Resolver e elaborar
problemas com fun-
¢Oes logaritmicas nos
quais seja necessario
compreender e inter-
pretar a variacdo das
grandezas envolvidas,
em contextos como os
de abalos sismicos,
pH, radioatividade, Ma-
tematica  Financeira,

entre outros.

5 tempos
de aula de
45 minutos
cada

3. Modelos Financei-
ros e Orbitas: Relaci-
one o conceito de Or-
bitas a comportamen-
tos financeiros, expli-
cando como o0s pa-
drées de investimento
podem ser considera-
dos Orbitas. Discuta
como diferentes fato-
res podem afetar a es-
tabilidade das orbitas
financeiras.

4) Conceitos de Mate-
matica Financeira (ju-
ros simples, compos-
tos, taxas de juros
etc.). Alguns sistemas
de amortizagdo e no-
¢cbes de fluxo de caixa.

4) (EM13MAT503)
Investigar pontos
de maximo ou de
minimo de fungbes
quadraticas em con-
textos envolvendo
superficies, Matema-
tica Financeira ou
Cinematica, entre
outros, com apoio de

tecnologias digitais.

5 tempos
de aula de
45 minutos
cada

4. Desenvolvendo um
Modelo
com Orbitas: Divida a

Financeiro

classe em grupos e
atribua a cada grupo
um cendario financeiro,
como investimento em
acdes ou poupanga.
Peca aos grupos
para identificarem as
variaveis relevantes e
criarem uma equacgao
de diferengcas que
represente uma Orbita
financeira.
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Tabela 13 continuagao da pagina anterior

5) Fungbes polinomi-
ais do 2°grau (funcao
quadratica). Fungoes:
exponenciais e logarit-
micas. Graficos de fun-
¢bes. Pontos criticos
de uma funcdo quadra-
tica: concavidade, pon-
tos de maximo ou de

minimo.

5) (EFOSMAO05)
Resolver e elaborar
situagdes-problema

que envolvam porcen-
tagens, com a ideia
de aplicagdo de per-
centuais sucessivos e
a determinagdo das
taxas percentuais,
preferencialmente com
0 uso de tecnologias
digitais, no contexto da

educacdo financeira

5 tempos
de aula de
45 minutos
cada

5. Simulagdes e Visu-
alizagdo: Use software
ou planilhas para criar
simulagdes das érbitas
financeiras ao longo
do tempo. Ajude os alu-
nos a visualizarem as
oOrbitas e identificarem

padrdes.

(espago em branco)

6) (EMIFMAT10)
Avaliar como oportuni-
dades, conhecimentos
e recursos relacio-
nados a Matematica
podem ser utilizados
na concretizagdo de
projetos pessoais ou
produtivos,  conside-
rando as diversas
tecnologias  disponi-
veis e 0s impactos

socioambientais.

(espago
em branco)

(espago em branco)

(espago em branco)

7) (EMIFMAT11) Sele-
cionar e mobilizar in-
tencionalmente conhe-
cimentos e recursos
da Matematica para
desenvolver um pro-
jeto pessoal ou um
empreendimento pro-

dutivo.

(espago
em branco)

6. Apresentacdo e
Cada
grupo apresenta seus

Discussao:

modelos e Orbitas
financeiras para a
classe. Incentive a

discussdo sobre as
caracteristicas das
Orbitas e como elas
se relacionam com
decisdes financeiras.
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Tabela 13 continuacao da pagina anterior

(espaco em | 8) (EMIFMAT12) De- | (espago 7. Extensdes Criativas:
branco) senvolver projetos pes- | em branco) | Para alunos mais avan-
soais ou produtivos, ¢ados, explore a ideia
utilizando processos e de bifurcagdes de 6rbi-
conhecimentos mate- tas, transigcbes de es-
maticos para formu- tabilidade e comporta-
lar propostas concre- mento caotico.
tas, articuladas com o
projeto de vida.
(espago em | 9) (EM13MAT402) | (espago 8. Funcgdes polinomiais
branco) Converter  represen- | em branco) | de 2°grau;

tacOes algébricas de
funcdes polinomiais de

2°grau em represen-

tacbes  geométricas
no plano cartesiano,
distinguindo os casos
nos quais uma variavel
for diretamente pro-
porcional ao quadrado
da outra, recorrendo
ou ndo a softwares ou
aplicativos de élgebra
e geometria dinamica,
entre outros materiais.

Gréficos de fungdes a
partir de transforma-
¢bes no plano;

Estudo do comporta-
mento da funcdo qua-
dratica (intervalos de
crescimento ou decres-
cimento, ponto de ma-
ximo ou minimo e vari-
acao da fungao).
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6.8.3 SEQUENCIA DIDATICA - MODELO 1

1. Dividir os alunos em pequenos grupos para elaborar a justificativa.

2. Elabore modelos matematicos. Essa abordagem aprofundada ajuda os alunos
a entenderem os sistemas dinamicos em um nivel mais complexo, visualizando
as orbitas e padroes que podem surgir. Isso também incentiva o pensamento
critico e a analise de como os conceitos matematicos podem ser aplicados na
modelagem de sistemas reais, incluindo finangas.

Organizacao do Trabalho conforme (EEDERALI, 20085), Diretrizes e concepgoes
para as praticas pedagodgicas cotidianas, formuladas considerando-se a realidade da
instituicao. Deve-se levar em conta a adaptacao do Curriculo, dos Tempos, dos Es-
pacos Pedagdgicos, dos Materiais, das Criancas, pré adolescentes, adolescentes e
jovens, da Metodologia de Trabalho, dos Instrumentos do professor, dos Professores
e suas condicoes de trabalho, das Relacdes com as familias e da Articulacao da Edu-
cacao Infantil com o Ensino Fundamental e o Ensino Médio.

6.8.4 INTERPRETANDO TABELAS OU GRAFICOS

Para (BASSANEZI, 2015) e (BASSANEZI et all, 2014, p. 137), modelagem ma-
tematica segue os seguintes passos: medir ou contar, analisar os dados, formular
hipéteses, propor modelos e valida-los. Segundo o autor ela se restringe no ensino
fundamental, invariavelmente, a confecgao de graficos e ao ajuste de curvas. Inicia-se
com uma tabela de valores, obtida de diversas formas.

Tempo (n) Valor da Variavel (z,,)

1 20
2 30
3 50
5 120
6 180
7 260
8 350
9 440
10 510
11 560
12 600
13 630
14 640
15 650

Tabela 14: Tabela de valores de (n, z,,).
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Figura 72: Tendéncia ou trajetéria da sequéncia orbital x,,

Conseguir-se-a mais informagdes sobre a dindmica dos pontos da sequéncia
x,, calculando-se a variagdo simples, que nos da a diferenca Az, = x,11 — x,.

Tempo (n) Valor da Variavel (z,,) Variagao Simples (Ax,, = x,41 — x,)

1 20 Zg
2 30 10
3 50 20
5 120 70
6 180 60
7 260 80
8 350 90
9 440 90
10 510 70
11 560 50
12 600 40
13 630 30
14 640 10
15 650 10

Tabela 15: Tabela dos pontos e suas variagdes simples.
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Figura 73: Grafico discreto dos pontos e suas variagdes simples.

Note que as variagdes simples crescem até 90, e depois decrescem, sugerindo
um comportamento quadratico, com a concavidade voltada para baixo.

Ajuste de curvas
Vamos ajustar uma quadratica do tipo Q(z) = —a - 2% + b -2 + !, encontrando os
coeficientes a, b e c. Para tal tarefa, basta fazer uma escolha de trés pontos do grafico,
o mais fiel possivel, Q(50) = 20, Q(350) = 90 e Q(640) = 10.” Logo, tem-se um sistema
de trés equacdes e trés incognitas.

—50%-a + 50-b + ¢ = 20 (3)
—350%-a 4+ 350-b + ¢ = 90 (i)
—6402-a + 640-b + ¢ = 10 (i)

Técnica ou Método da Eliminacao

—2500-a + 50-b +c¢ = 20 (i)
—122.500-a + 350-b + ¢ = 90 (i)
—409.600 - a + 640-b + ¢ = 10  (iii)

i O estudante pode perguntar o porqué de nao utilizar a quadratica do tipo Q(z) = a- 2> +b-x + ¢,
pois bem, a resposta é simples, porque ja desconfia-se da concavidade para baixo, porém se insistir
em colocar esse tipo de quadratica, o sinal de — aparecera no final da resposta, mas como « ja tem
o sinal —, a resposta sera positiva.

il Tomar outros pontos Q(z,) = Az, pode resultar em outra curva. Isto sera discutido posteriormente
em validagdo do modelo matematico.
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—120.000 - a + 300 - b = 70 eq (7)(ii — 1)
—407.100-a + 590 - b = —10 eq (8)(iii — 1)
400 b 7 g
e = 3 90
(4i — 1)
—236.000-a + 590 -b = 430 eq (10)590 x 200
(e —a)\
171.100 - a = 2304+10  eq(11)590 x =00 —(i4i — 1)

_ 41304300 __ 4430 __ 443 _
Logo, 171.100 - a = 223530 — 2280 — 285 — 513.300 - a = 443

Coeficiente a da Quadratica Q(x)

__ 443 —4
— a= 8 ~8 6304 x 10

7 443 7
Da equagdo —400-a+0b = 30" tiramosovalorde b, —400- ———+b= — —

513.300 30
177. 200 7 177.200 + 119. 770 296.970

~ 513, 300 30 513.300 ~ 513.300 . ,
Vamos demonstrar que mdc(513.300,296.970) = 30, pelo algoritmo de Euclides de

divisbes sucessivas.

Tabela 16 — Algoritmo de Euclides para MDC entre 513.300 e 216.330 (Parte 1)

Quocientes 1 1 2 1
Dividendos/Divisores | 513.300 | 296.970 | 216.330 | 80.640 | 55.050
Restos 216.330 | 80.640 | 55.050 | 25.590 | 3.870

Tabela 17 — Algoritmo de Euclides para MDC entre 513.300 e 216.330 (Parte 2)

Quocientes 2 6 1 1 1
Dividendos/Divisores | 25.540 | 3.870 | 2.370 | 1.500 | 870
Restos 2.370 | 1.500 | 870 630 | 240
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Tabela 18 — Algoritmo de Euclides para MDC entre 513.300 e 216.330 (Parte 3)

Quocientes 1 2 1 1 1 2
Dividendos/Divisores | 630 | 240 | 150 | 90 | 60 | 30
Restos 150 90 | 60 | 30| O

Concluindo assim que 513.300 e 216.330 s&o divisiveis por 30, podendo reduzir

fracs 9899
a fragdo em o

Coeficiente b da Quadratica Q(x)

— b= B 50 5786

Finalmente o coeficiente ¢, é obtido agora de qualquer uma das 3 equa-
coes (i), (ii) ou (iii). Por exemplo de (i), temos, —2500 - a + 50 - b+ ¢ = 20 —

- . 9899 ” yy . 1107500 9899
—eWr s T e T Y T T VT s3300 1m0 ¢
10.266.000 + 1.107.500 — 14.848.500  3.475.000  34.750

513.300 ~ 513.300 5133

Coeficiente ¢ da Quadrética Q(z)

443
¢~ 513300
9899
~ 17110
34750
‘T s
. . . 443
Logo, a curva de ajuste quadratica do modelo matematico € Q(x) = ~ 513300
2+ i T — 34750 ou, em notacao de sistema dinamico discreto, Az, = z,.1—z, =
17110 51337 o "
— 143 s+ % C Ty — @ que resulta na recorréncia — x,1 = —ﬁ-
513300 "™ 17110 " 5133° " 513300
2 9899 e 34750:_ 443 .x2+@.x _@
moo17110 " " 5133 513300 ™ 17110 * " 5133
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Figura 74: Grafico da fungao quadratica Q(z).

Formula 6.8.1: Formula de recorréncia

443 27009 34750
Tl = Tras00 T T 17110 T T 5133

~ —0,0009 - 22 + 1,5786 - z,, — 6, 7699

Esta é a férmula onde cada termo depende do anterior, isto é:

Tpy1 = f(xn)

z(0) = xy,dado

Para um valor inicial o dado e conhecido. A proposta desejada € que se en-
contre a relacao entre o estagio n e a variavel de estado «,,, porque a validacao aceita
ou rejeita o modelo matematico. Queremos estudar o comportamento das solugdes
x,, conhecer as trajetdrias e érbitas numéricas nos diz o comportamento para onde a
sequéncia tem tendéncia de se direcionar.

6.8.4.1 VALIDAGCAO

E possivel analisar o comportamento dos pontos fixos de um sistema dinamico
quadratico no ensino médio, sem recorrer a conceitos complexos, como derivadas ou
a derivada schwarziana. Aqui estdo alguns pontos que podem ser explorados:
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1. Identificacdo de Pontos Fixos: Comece por encontrar os pontos fixos, ou seja,
os valores de x para os quais f(z*) = z*, onde f(x) € a fungdo quadratica que
define o sistema dinamico e x estrela € ou s&o pontos de equilibrios.

2. Discutir o Significado Geométrico: Explique o significado geométrico dos pontos
fixos. Sao os valores de x nos quais a funcdo f(x) cruza a reta diagonal y = .
Isso representa os pontos onde a solugao permanece constante ao longo das
iteracoes.

3. Analise da estabilidade: Classifique os pontos fixos em estaveis, instaveis ou
semi-estaveis. Para fazer isso, comece avaliando o valor absoluto da derivada se
€ igual a unidade, maior ou menor que a unidade. O ponto fixo € estavel (atrativo
ou atrator) se for menor que um. O ponto fixo é instavel (repulsivo ou repulsor) se
for maior que um. E possivel que o ponto seja semi-estavel, se for igual a um o
mddulo da derivada, o que significa que ele é estavel em uma direcdo e instavel
em outra. Ao invés de falar de derivadas, toma-se as retas tangentes nos pontos
fixos. Analisam-se as inclinagdes, classificando-se os pontos em atrator, repulsor
ou semi-estavel.

4. Trajetorias Proximas aos Pontos Fixos: Sem entrar em calculos de derivadas,
vocé pode discutir como as trajetérias evoluem préximo aos pontos fixos. Se o
modulo da derivada € menor que um, as trajetorias convergem para o ponto fixo
quando iteradas. Se o0 mdédulo da derivada € maior que um, as trajetorias se
afastam do ponto fixo.

5. Analise Grafica: Utilize gréaficos para visualizar a fungdo quadratica e a reta dia-
gonal. Marque os pontos fixos e mostre como as trajetérias se comportam perto
desses pontos.

6. Exemplos Numéricos: Use exemplos numéricos especificos para ilustrar os con-
ceitos. Escolha valores simples para os coeficientes da fungdo quadratica e mos-
tre como as iteragcées se comportam.

7. Discussao das Conclusodes: Finalize a analise destacando as conclusdes sobre
os pontos fixos e como eles afetam o comportamento geral do sistema dinamico.

Lembrando que essa abordagem fornece uma compreensao intuitiva dos con-
ceitos de pontos fixos e sua estabilidade em sistemas dindmicos quadraticos, sem a
necessidade de calculos complexos. Isso torna o tépico acessivel e interessante para
estudantes da educacéao basica do ensino médio.
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Calculo dos pontos fixos

) 443, 27009 34750
Q) =500 Y0¥ T Bm3 0 ©
) M3, M09 BAT0
Q) = —sim300® im0 " sz T
) 443, 9899 34750
Q) = 53300 Ym0 T T B33

— Q(z%) ~ —8,6304 x 107 - ** +0,5786 - 2% — 6,7699 = 0
A = (0,5786)% — 4 - (8,6304 x 107%) - (6, 7699)
A ~0,3115
= (0,5786) + VA
2 (—8,6304 x 10—4)

— (0,5786) £ /0, 3115
2-(—8,6304 x 10—4)
x] ~ 12
x5 ~ 661

xr =

Estes pontos estacionarios ou de equilibrio podem ser vistos no grafico [78.
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6.8.4.2 ESTABILIDADE - UM ESTUDO DA IMPORTANCIA DA RETA TANGENTE

Para encontrar o coeficiente angular de uma reta tangente a uma curva quadra-
tica Q(x) nos pontos estaciondrios sem usar derivadas, pode-se usar a abordagem da
inclinacdo média entre dois pontos préximos na curva. Aqui esta como fazer isso:

» Escolha um ponto préximo ao ponto (12, Q(12)) na curva quadratica. Vamos
escolher o ponto (13, Q(13)), onde Q(x) é a equagdo da curva quadratica.

» Calcule a inclinacdo da reta secante que passa pelos pontos (12, 12) e (13,

A
Q(13)) usando a férmula da equagéo da reta m = Ai:

Férmula 6.8.2: Equacao da reta tangente

y—yo=m-(z =)

Equacgéao da reta tangente no ponto (zg, o) :

y—yo=m-(r— o)
Inclinagéo da reta secante:
Q(13) —Q(12) 13,61 12,05

_ ~1.56
m 13— 12 13 — 12 ’

Inclinacao™

Agora vocé tem a inclinagao da reta tangente. Logo a equacao da reta é:
y—12=1,56-(z — 12)

y=1241,56- (v —12)

y=124+1,56-2—1,56-12)

y=156-2—6,7

v Alinclinagéo da reta tangente no ponto (12, 12) sera aproximadamente igual & inclinagcéo da secante
calculada no passo anterior.
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* Calcule a inclinagdo da reta secante que passa pelos pontos (661, Q(661)) e

A
(662, Q(662)) usando a férmula da equacao da reta m = Az:

Equacgéao da reta tangente no ponto (o, yo) :
y—yo=m-(x— o)
Inclinagéo da reta secante:

Q(662) — Q(661)  659,6 — 660,04

_ ~ 0. 4368
mn 662 — 661 662 — 661 ’

Inclinagéao®

Agora vocé tem a inclinacao da reta tangente. Logo a equacao da reta é:
y — 661 =0,4368 - (z — 661)
y = 661 +0,4368 - (z — 661)
y =661+ 0,4368 - z — 0,4368 - 661)
y =0,4368 - x + 372,28

Analisando as tangentes a curva quadratica, quando o coeficiente angular da
reta é maior do que a unidade em magnitude, o ponto fixo é classificado como repul-
sor enquanto que quando é menor do que a unidade em magnitude, o ponto fixo &
classificado como atrator, conforme pode ser visto no grafico [75.

V' Ainclinacdo da reta tangente no ponto (661, 661) sera aproximadamente igual a inclinacdo da
secante calculada no passo anterior.
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Figura 75: Grafico da fungdo quadratica e tangentes.

6.8.4.3 ESTUDO DE GRAFICOS SOBREPOSTOS

Para (BASSANEZI, 2015) e (BASSANEZI et all, P014), a validagdo de um mo-
delo matematico consiste na verificagdo da aproximagdo do modelo com a realidade,
ou seja, se 0s dados experimentais ou observados nao estdao muito longe daqueles
fornecidos pelo modelo. Aqui temos os dados discretos com o modelo matemético
continuo para verificagéo e validagao conforme grafico [Z2 na pagina P14.
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Figura 76: Grafico da quadratica Q(x) com a funcao identidade e pontos fixos marcados.

100

Amn = Tnt+1 — Tn

0 100 200 300 400 500 600 7;00

Ln

Figura 77: Grafico discreto dos pontos e sua sobreposigdo com a fungao quadratica Q(z).



6.8. ATIVIDADES 215

6.8.5 SEQUENCIA DIDATICA - MODELO 2 ORGAMENTO FAMILIAR

(BASSANEZI, 2015) e (BASSANEZI ef all, P014), a relagdo entre a pou-
panca do més atual, que chamaremos de p,,; € a poupanca do més anterior p,,
e consideremos que a sobra do més (diferenca entre a renda e o consumo) seja
aplicada na poupanca do més atual, ou seja, p,.; = poupanc¢a do més anterior +
sobra do més atual —-

Foérmula 6.8.3: Férmula do orcamento

Pnit1 = Pn + <Tn+1 - Cn+1>

N — ———
Sobra do més

Nessa equacao, tem-se:

pns1 FEPresenta a poupanca no més atual. p, representa a poupanga no més
anterior. r,.; € a renda mensal da familia no més atual. ¢,.; € o0 consumo mensal da
familia no més atual.

A equacao modela como a poupanca de um més é afetada pela renda desse
més e pelo consumo desse més, levando em consideragdo a poupanga acumulada
do més anterior. Basicamente, a poupancga do més atual é igual a poupanca do més
anterior somada a diferenca entre a renda e o consumo do més atual, que significa a
sobra.

Esta renda é a composicao do salario da familia, que em n = 0, s, = 0, cha-
maremos de s,,; um salario familiar variavel de acordo com o més n + 1, r,,; =
spi1+pn-(1+1), em que i é a taxa de interesse, ou taxa de juros da poupanca. Ja o con-

Cn+1 Tn+1 Cn+1
< —

sumo nao pode exceder a renda, ou seja, ¢, 11 < Tpy1 —> < 1.

Lo . Tntl  Tntl Tnt1
Isto implica criar um fator de consumo que chamaremos de «, e estd compreendido

no intervalo positivo 0 < x < 1, que varia entre zero e um, estritamente diferente de
zero e um. Logo, temos ¢, 1 = Kk - 1.
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6.8.6 MODELO 2: ORCAMENTO FAMILIAR

poupanga no més atual =
poupancga no més anterior 4+ renda no més atual

— consumo no més atual
consumo no més atual = « - renda no més atual

renda no més atual = salario do més atual

+ poupanga do més anterior - (7)

i é a taxa de remuneracao da poupanca, ou o rendimento pago pela caderneta de poupanca.

Pnt1 = Pn + Thi1 — Cn+1 (61)
Cnt1 = KTyt

Tn+l = Sn+1 + Pn - (Z)

Combinando-se as trés equacdes anteriores, tem-se:

Dn+1 = Pn + Tny1 — K- [T”"'l] = Pn + Tnt1- (1 N ﬁ)

= Dnt1 = Dnt l8n+1 + pn - (i)] : <1 — /f)

= Pn+1 = Pnt [Snﬂ'(l - K) + P - (2)(1 — /{)]

= Pn+1 =DPn + 3n+1'<1 - H) + Dn - (7/)<1 - H)

= Pn+1 :pn'll +i'<1 — H)] + 3n+1'<1 - H)

Férmula 6.8.4: Férmula do orcamento de recorréncia

Pn+1 = DPn-

(1= )|+ snre(1 4]
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n Pn+1

0 P1 = Po- 1+Z<1—Ii> +81'<1—/i>
1| ps=pr 1—1—2’-(1—/4&) +82'<1—li>
2 | p3 = pa- 1+i-<1—/{) —|—53-<1—/<>

Tabela 19: Tabela iterativa do orcamento familiar

Deve-se resolver a recorréncia de forma iterativa, partindo-se de n = 0, py =
valor inicial dado:

Note que neste modelo os ganhos salariais da familia sao variaveis, ou seja
apresenta orbitas (trajetérias) sy, so, s3, .. ., Sn, Ss11 durante cada um dos meses n ob-
servados e p, é o valor de abertura da conta poupanca numa instituicao bancéria.
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Iterando as recorréncias por substituicoes, tém-se:

po = valor inicial dado, aplicado na poupancga.

P1=Dpo- _1+i'(1—n)_ +51~(1—/<;)

P2 =pr1- :1+i-(1—/<;): - (1- k)
o s8] ol

— pZ:pO-l1+z-(1—n)r+sl-(1—n)-l1+i~(1—n)]+32-(1—n)

pme [ (1) s (1-0)
Zith(m-P+i(1—@r+wy(k—@-P+i(1—@]+&.0_ﬁﬁ.
1 (1) s (1)

— pg:pg-[1“-(1_5)]3“1.(1_%).[Hi.(l_g)]

b (L) 1 (1) 0 (1-0)

2

n

Pnt1 = Po - l1+i‘(1—/€)]n+1+$1-<1—%)-[1—1—2’-(1—5)] +

por (=) [t ()] s (1) e (1w ¢

+ Spa1 (1 — /41)
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6.8.6.1 SOLUGAOQ: CASO ESPECIAL COM RENDA BRUTA FIXA

Caso as orbitas de salarios da familia forem fixos, ou seja,
O = s1,89,83,...,84,Sp+1 S€ja constante todos os meses igual a um valor RB, de
renda bruta, a solucao é:

n+1
Pn+1 = Do * ll—i‘i' (1—5)1

+ RB - (1 — /4;) . [Soma de uma progressao geométrica de n+1 termos]

n—1

Esta PG ll—l—i'(l—li)]n-l-[l-i-i'(l—ﬁ)]

[1+z’~(1—m)r+1—1 1— l1+¢.(1—ﬁ)]nﬂ

ot [1+i-(1—n)] 11, tem o valor da sua

soma calculada como ou . Substituindo
z’-(1—n) i-(ﬁ—l)
na recorréncia, tem-se:
n+1
_— [1“-(1—,@)] -1
pn+1:p0'[1+i-(1—ﬁ)] +RB-[1—K1- i-(l—/{)
ou
n+1
_— 1—[1“-(1—5)]
pn+1:p0'[1+i-(1—/{)] +RB-[1—K]- i-(/{—l)

As duas formulas anteriores sdo equivalentes. Para muitos autores, o indice
n + 1 pode ser trocado por n sem prejuizos aos entendimentos, ndo modificando em
nada a dindmica estudada do sistema. Ambas as formulas representam a dinamica
de um sistema financeiro ao longo do tempo. A troca do indice n + 1 por n ndo afeta
o entendimento do sistema e € comumente utilizada em analises financeiras. Ambas
as formulas descrevem como o valor p evolui ao longo do tempo, considerando uma
taxa de juro i, um fator de consumo «, um valor inicial py, € possivelmente, um termo
adicional RB, que denota a renda bruta familiar. A primeira formula utiliza a somagéao
de uma série geométrica infinita para calcular o valor presente de uma série de pa-
gamentos futuros. A segunda férmula expressa 0 mesmo calculo de forma um pouco
diferente, mas ainda é equivalente a primeira. A substituicdo de n + 1 por n pode ser
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uatil em situacdées em que vocé deseja calcular o valor presente de uma série de paga-
mentos futuros até o periodo n (em vez de até n + 1). No contexto financeiro, isso é
comum e ndo afeta a l6gica geral do célculo. Em resumo, ambas as férmulas sao vali-
das e equivalentes, e a escolha entre elas depende do contexto especifico da analise
financeira que esta sendo realizada. A troca de n + 1 por n € uma simplificagdo que é
frequentemente usada para facilitar os calculos.
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6.8.6.2 SOLUGAO: CASO ESPECIAL COM VALORES

Analisaremos o cenario financeiro de um familia, cuja renda mensal bruta é de
9 salarios minimos, composto por todos os integrantes da familia, e a composi¢éo do
consumo chega a 85% desta renda. Sabe-se que a taxa de juro da poupanca € de
0,62% ao més (remuneracao basica).

CENARIO

Vamos considerar o exemplo de uma familia com uma renda mensal de
R$11.880, 00, equivalente a 9 salarios minimos federais com base no ano de 2023,
onde cada salario minimo é de R$1.320,00. A composicao de seus gastos mensais in-
clui 30% destinados a despesas de financiamento imobiliario, 5% para servigos essen-
ciais como 4gua, saneamento basico, energia elétrica e gas de cozinha, e os restantes
50% sao gastos com cartao de crédito, abrangendo despesas diversificadas como far-
macia, alimentacao, transporte, lazer e etc. Portanto, podemos definir o parametro
x = 85%, refletindo o fato de que 15% do orgamento familiar ndo é gasto.

Sabendo que a taxa de juro de remuneracao basica da poupanca atualmente
é de i = 0,62% ao més, e como nao ha um valor minimo estipulado pelas institui-
¢Oes bancarias para abertura de conta poupanga, suponha que essa familia deposite
inicialmente p, = R$1000,00 (Um Gnico depésito de uma vez somente). E apresen-
tado a seguir a evolugéo da trajetdria ou 6rbita dos valores monetarios observados no
periodo n em forma de tabela E0.

Férmula 6.8.5: solucoes da recorréncia do orcamento familiar

1+z‘-(1—/{)r—1

?

Pn=1Do" [1+z’-(1—ﬁ)r+RB-

Tabela 20 — Orgamento familiar da proposta numérica

n | p,= 1000 - [1+o,62%~(1—85%)] +

[1 +0,62%- (1 - 85%)] 1
L R$11.880, 00 -

0,62%
0 | R$ 1.000,00 valor inicial dado
1 | R$2.782,93
2 | R$4.567,52
3 | R$6.353,77
4 | R$8.141,67
5 | R$9.931,25
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Tabela 20 continuagao da pagina anterior

P, = 1000 -

+R$11.880, 00 -

140,62%- (1 - 85%)]n+

[1+0,62%- (1 —85%)r 1

0,62%

R$ 11.722,48

R$ 13.515,38

[eo RN Ne))

R$ 15.309,95

9

R$ 17.106,19

10

R$ 18.904,10

11

R$ 20.703,68

12

R$ 22.504,94

13

R$ 24.307,87

14

R$ 26.112,47

15

R$ 27.918,76

16

R$ 29.726,72

17

R$ 31.536,37

18

R$ 33.347,70

19

R$ 35.160,71

20

R$ 36.975,41

21

R$ 38.791,80

22

R$ 40.609,87

23

R$ 42.429,64

24

R$ 44.251,10

25

R$ 46.074,25

26

R$ 47.899,10

27

R$ 49.725,65

28

R$ 51.553,89

29

R$ 53.383,84

30

R$ 55.215,48

31

R$ 57.048,83

32

R$ 58.883,89

33

R$ 60.720,65

34

R$ 62.559,12

35

R$ 64.399,30

36

R$ 66.241,19

Como podemos perceber, apos 36 meses observados, o0 modelo matematico
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fornece a maior érbita cujo valor numérico & R$66.241, 19 (Sessenta e seis mil, duzen-
tos e quarenta e um Reais e dezenove centavos). O modelo também fornece subsidios
para planejamento financeiro familiar de aquisicao de bens de qualquer natureza, seja
mével ou imével. Por exemplo, suponha que a familia deseja adquirir um bem imovel
no valor de R$850.000, 00. Qual é o prazo n, em que isso ocorre no modelo? Se a cons-
trucao da tabela fosse continuada até que se atingisse o valor desejado, verificariamos
que essa Orbita ocorre em n = 395, cujo valor € R$851.547, 19, deixando um saldo de
R$1547,19, sendo necessario recomecar a rodar o modelo desta etapa novamente.

-10°
2 | I I I ] I ]
—— Funcao p,
1.5 N
S 1 =
=Y
0.5 |- N
0+ N
i i i i i i
0 20 40 60 80 100

Figura 78: Curva da poupanga do orgamento familiar

Note que a Figura [Z8 da pagina é aproximadamente linear devido as baixas
taxas de juros que a poupanca remunera e também ao curto prazo. Se fizermos um
grafico para uma taxa de interesse ficticia de « = 20%, poderiamos alterar outros
parametros também, e assim teriamos o0 seguinte cenario na Figura da pagina
p24.
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Figura 79: Curva da poupancga do orgamento familiar com taxa de interesse maior

6.9 CONSIDERACOES FINAIS

Este artigo apresentou uma proposta de reforma para a educagao basica, le-
vando em consideracado os desafios enfrentados pelo sistema atual e as possiveis
solugdes para supera-los. A implementacao de mudancas significativas no sistema
educacional é fundamental para garantir uma educacao de qualidade e formar cida-
daos preparados para os desafios do século XXI. Acredita-se que a valorizacao dos
professores, a adocao de praticas pedagoégicas inovadoras e a participacao ativa da
comunidade escolar sdo elementos-chave para o sucesso dessa reforma.

Esta obra tem a finalidade de fornecer recursos aos professores e torna-los
motivadores dos seus alunos, almejando a formagéo integral do sujeito, fomentando
as curiosidades de adolescentes e jovens aprendizes ao céalculo e modelagem mate-
matica, através de muitas situacoes de exemplos praticos e aplicaveis no contexto de
suas realidades de vivéncia e convivéncia.
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APENDICE A — SOMAS DEFINIDAS

Neste apéndice sao produzidas pelo préprio autor demonstracdes e alguns re-
sultados importantes de somas definidas usadas ao longo deste trabalho de disserta-
¢ao de mestrado .

Apoés a obtencgao das formulas fechadas, deixo como sugestéo que o leitor faca
inducéo sobre n e que prove-as como funcionam.

A.1 A MOTIVACAO DE ARQUIMEDES NA SOMA DE
QUADRADOS DENTRO DO QUADRADO UNITARIO

Arquimedes, um dos maiores matematicos da Antiguidade, mostrou notavel
habilidade em calcular areas e volumes utilizando métodos que anteciparam o célculo
diferencial e integral. Entre suas contribuigbes mais intrigantes esta o estudo de séries
infinitas, como a soma de quadrados inscritos em um quadrado unitario. Sua motiva-
cao para explorar essa soma estava ligada a busca de uma forma precisa de medir a
area de figuras geométricas por meio da decomposi¢édo em partes menores.

Uma série infinita notavel que Arquimedes estudou é:

12+ 12+ 12+ 1 2+
2 4 8 16
Esta série representa a soma das areas de quadrados sucessivamente inscri-
tos dentro de um quadrado unitario, com cada novo quadrado tendo uma area equi-
valente a um quarto do quadrado anterior (ou cada lado dividido pela metade). Na

figura B0 demonstramos alguns quadrados iterados inscritos no interior do quadrado
unitario.
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)

Figura 80: Representacdo geométrica da soma infinita de quadrados inscritos no quadrado
unitario.

Para calcular a soma da série infinita, podemos utilizar a formula de soma de
uma série geométrica infinita:

Férmula A.1.1: Séries infinitas de Arquimedes - Soma Definida

onde a € o primeiro termo e r é a razdo comum. No caso da série estudada por
Arquimedes, temos a = r = i Assim, a soma é dada por:

1 1
g—_4_ _i_1
= I~ 3 4o

-1-373

A interpretacdo Geométrica, é que a soma S = 1 corresponde & fracdo da area do
quadrado unitario que é ocupada pela soma infinita dos quadrados menores. Essa
abordagem reflete a genialidade de Arquimedes em conectar abstracfes matematicas
a realidade geométrica da época.

A descoberta de Arquimedes destaca um dos primeiros usos registrados de
séries infinitas na histéria da matematica, demonstrando sua visao de infinitude e pre-
cisdo matematica em um contexto pratico. Esse trabalho também antecipou conceitos
que mais tarde seriam formalizados no calculo infinitesimal.
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A.2 SOMA DOS N PRIMEIROS NATURAIS

Sejan € N e a sequéncia
S,=142+3+...+n,

o valor S,, € sua soma definida para um namero n de termos.

Escreve-se a sequéncia em ordem crescente primeiramente, posteriormente
em ordem decrescente.

Linha 1: S, = 1 + 2 + 3 + ... + n
Linha 2: S, = n + n—-1+ n—-2 4+ ... + 1
Somando Linhas1e2: 2-S, = n+1 + n+1 + n+1 + ... + n+1

Note que somam-se n parcelas de (n + 1), assim pelo principio multiplicativo,
tem-se:

Formula A.2.1: Soma n naturais

A.3 SOMA DOS N PRIMEIROS QUADRADOS

Sejan € N e a sequéncia
S, =124+22 4324+ ... +n

o valor S,, € sua soma definida para um numero n de termos. Utilizando a seguinte
equacéao de diferencas:

(n+1)3—n3:3-<n2+n)+1,

recursivamente para n € N, isto é, paracada N = {1,2,3,...}, tem-se:
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n=1: 28— 1 = 3-(12+1) + 1
n-2: 3 - B = 3.(22+42) + 1
n=3: 43— 3P = 3-(32+3) + 1
- 5.<5+5) v
n=k (k+1)7° — E = 3- (K +k) + 1
k k
Somando todas as Linhas: (k +1)° — 1 = 3- it + 0 D + k
=1 =1
somadimis

Isolando a soma desejada, tem-se:

k2= (k41 =1) ~ b kG
2
SR = L B33 kr1o1) - k()
Sh L2 = LB +3-k243-k) ~ kB
YEi? o= 2. (k*+3-K2+3-k) — Zh 3R dk

Dai, segue que:

Comon =-1 = 2-n?+3-n+1 = 0, portanto para fatorar este polindmio que
é divisivel por n + 1, temos que fazer 2-n% +3-n + 1 +n + 1. Vamos usar o dispositivo
pratico de Briott-Ruffini:

Raiz Coeficiente do grau2  Coeficiente do grau 1 Coeficiente independente
—1 2 3 1
Operagéo 4 2x —-1+43 I1x-1+1
Resultado 2 1 0
Novos coeficientes com um grau reduzido Coef. grau 1: 2 Coef. independente: 1 Resto da divisao:

Dai chegamos na forma fatorada da mesma férmula.

Férmula A.3.2: Soma »n quadrados




A.4. SOMA DOS N PRIMEIROS CUBOS 237

Percebe-se que somas de poténcias do n-ésimo grau, isto é, grau n, resulta
num polinémio de n-ésimo grau mais um, isto é, n + 1. Este € um teorema muito
importante no estudo da matematica discreta. Outra forma de obter o mesmo resultado
é igualar um polindmio de coeficientes a determinar e montar um sistema linear com
as incognitas.

4224324+ 4+ (n—-1*4+n*=A4-2*+B-n*+C-n+D

A.4 SOMA DOS N PRIMEIROS CUBOS

Sejan € N e a sequéncia
S, =1 +22 4+ 34+ ... +n’

o valor S,, é a soma dos cubos dos primeiros n nimeros inteiros. Utilizando a seguinte
equacao de diferencas:

5 9
(n—|—1)4—n4:4-<n3+2-n2+n>+1,

aplicando-a recursivamente paran € N, isto é, paran =1,2,3, ..., temos:
n=1: 20 — 11 = 4 (P+31241) 4+ 1
n=2 31— 2 = 4 (2432242 + 1
n=3: 4 = 3 = 4 (P332 43) 41
JE 5-<5+5+5) +
-k (k41" — k= 4 (B3R k) + 1

Somando todas as equacgdes, obtemos:

N——"
Soma desejada k(k+1)6<2k‘+1) k‘(k2+1)
Isolando a soma desejada, temos:
. 1 k(E+1)2k+1) k(k+1)
— Nt —1) - — .
i 1 ((k +1) ) 5 5

i=1

Desenvolvendo a expresséao e simplificando, obtemos:
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Portanto, chegamos a férmula fatorada da soma dos cubos dos primeiros n
nameros inteiros:

Férmula A.4.1: Soma dos n primeiros cubos

P+22+3+.--+(n-10°+n°= <

Similarmente a soma dos quadrados, percebe-se que a soma dos cubos tam-
bém resulta em um polindbmio, e a resolucao pode ser abordada pela resolugdo de um
sistema linear para determinar os coeficientes do polinbmio correspondente.

A.5 SOMA DOS N PRIMEIROS TERMOS DE POTENCIA
DE QUARTA ORDEM

Sejaasoma S, =1+ 2 + 3* + ... + n?, que pode ser expressa como:
J

Sp = Z]4
j=1

ARTIFICIO UTILIZADO:

Partimos da expressao para expandir poténcias de quinta ordem:

(n+1P°—=n"=5-n"+10-2*+10-n*+5-n+1

Agora, de forma recursiva para n € N, podemos calcular para os primeiros
termos:

— (1P’ =5-1"+10-1*+10-1>4+5-1+1
—(2°=5-2"4+10-2°4+10-22+5-2+1
(4° -3 =5-3"+10-3+10-32+5-3+1

W [N}
~— ~—
ot ot

(n+1P°—=n"=5-n*+10-2* +10-n*+5-n+1

Somando todas as equagdes, temos:
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n+1)P°—1=5->47+10-> 72+10-> *+5-> j+n

j=1 j=1 j=1 j=1

Agora, dividindo todos os elementos por 5:

n

15_1 n n n
R b o FTHIPI o  3Y 0 oy E
5 j=1 j=1 j=1 j=1 5

SUBSTITUINDO AS SOMAS CONHECIDAS:

Sabemos os resultados para as somas dos cubos e quadrados dos primeiros n
termos, entdo podemos substituir:

(n+ 1)55— 1—n :jéﬁw (n(nQ—i—l)>2+2 <n(n+1)6(2n+1)> . n(nz—i— 1)

Agora, desenvolvendo e simplificando a equacao:

o, (41 —1-n <3n4+10n3—|—12n2+5n>

4
2 5 6

J=1

Podemos reescrever a soma dos poténcias de quarta ordem como:

1\ 3n2+4+3n-1

1

n

J

CONCLUSAO:

Assim, chegamos a férmula final da somatéria dos n primeiros termos de po-
téncias de quarta ordem:

Formula A.5.1: Soma definida de quarta ordem

1) 3n?2+3n—1

14+24+34+---+n4—n(n+1)(n+2 T

Esta férmula confirma que a soma das poténcias de n-ésimo grau resulta em
um polindmio de grau n + 1. Esta técnica é importante no estudo de sequéncias e
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progressoes aritméticas, e pode ser encontrada na unidade 5 da apostila de MA12 do
material do Profmat, pagina 11.

Sejamn € N; i, j € Z e (k,)"_, constantes a determinar, entao:

ZijZko-ij+1+k1-ij+-"+kn

=1

A.6 SOMA DEFINIDA P.G DE N TERMOS

n—1

Ndh=1+d"+a"+...+a"!
k=0

n—1

a-Zak: +al+ad+ . +d T+
k=0

1—a"

Note que caso a seja igual unidade, vocé estara somando uma quantidade de
n termos iguais a 1, entdo a somacao vale n.

Caso o indice k n&o inicie em zero, ou seja, inicie na unidade, tem-se:

n—1
Zak:al—l— +at 4. 4+av?
k=1
n—1
a-y d=a"+d"+.. . +ad" " +a"
k=1
(-)
n—1
Yd"-(1-a)=a—a"
k=1
n—1 a_an n—1 1 an—l
k k
:>kz::1a 1_a:>k2::1a @ ——



A.6. SOMA DEFINIDA PG DE N TERMOS 241

Formula A.6.2: Soma definida P.G de n termos

Note que caso a seja igual unidade, vocé estard somando 1, uma quantidade
de vezes igual a n — 1, neste caso, entdo a soma definida vale n — 1.

Soma definida de » termos do tipo k.a*
Sejan € N e a sequéncia
a#1, Zk-ak:1-a1+2~a2+3~a3+...+n~a”,
k=1
ovalor S, = 37_, k - a* € sua soma definida para um nimero n de termos.

Vamos escrever em uma linha esta série multiplicada pela razéo de progressao
dos coeficientes a e logo abaixo a série oposta. Dai, temos:

Linha 1: a- Sy = 10> + 2:a®> + 3-a* + ... +(n—1)-a" 4n-a"*
Linha 2: -5, = —1l-a' — 2:a> - 3-¢> — ... —n-a®
SomandoLinhas1e2: S, - (a—1) = —a!' — @ - a® — ... —a” +n - a™t!

Assim temos que:

Fatorando — S, - (a —1) = — ( at + a® + a? + ... 4a” ) +mn-att
an+1 —a
S - (a—1) = — gt
(a—1) ] +n-a
—a"l4q n-(a—1)-a"*
S (a—1) = - - - v
(a ) ( a—1 * a—1

Dai, efetuando a operagdo de mmc, tem-se:

—a" +a n-(a—1)-a"™!

Snoc laml) = ( I )
—a" +a n-(l—a)-a"™!

> - ( i=ar = - )
CLn_H—i-CL n_<1_a),an+l an+2_an+2

s, _ N
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Assim, conclui-se que:

_an+1+a_n.(1_a)'an+1+an+2_an+2

s (1 —ap
—a"™ +a—n-(a" —a""?) +a" 2 — "2
o (1 —ap
—a"tra—n-a"t+n-a"? 4 a2 — g2
o 1 —ap
—(n+1)-a"+a+(n+1) a2 —aqt?
T (1 —ap
(n+1)-(a""? —a"™) +a —a™t?
o T —ap
Afim de fatorar, note que:
(n+1) - (@ —=a") = (n+1) - a2 =(n+1) - "™
(n+1) - (a"?—a"™) = (n+1) - (a—1) - a™t!

Assim, ficamos com:

a#l, i k-a* =
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TAYLOR

A série de poténcias a seguir, também chamada de polinbmio de Taylor, ou
Teorema de Taylor, é conhecida por expansdo em série de Taylor.

Sejam f : R — R, z* ponto fixo, n € N o grau do polinémio de Taylor e coefici-
entes a,:

f(xy=ao+a-(z—2")+ay-(z—2%) +as - (x —2*)°+... +a, (x —2°)"
onde:

0<|r—z"|<e, emqueeé€ [z —¢ez"+¢]|.

Os coeficientes do polinémio de Taylor sdo calculados da forma que se segue:

1. Primeiro fator

2. Segundo fator

Toma-se a primeira derivada de f(x):

fO@)=a1+2 ay- (x—2")+3-a3- (x—2*)+ ... +n-a,- (x —z*)"*

3. Terceiro fator
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De mesmo modo, deriva-se duas vezes f(z):

fAa)=2-a,46-as-(x —2*)+12-a4- (x —2*)? +20-a5- (z —2*)° + ...

fO@) =2-a
f@ (")
2=y

4. Quarto fator

De mesmo modo, deriva-se trés vezes f(x):

f(?’)(x):6~a3—|—24'a4'(I—x*)+60'a5'($_$*)2+"‘

f(g)(x*) =6-as
)
=3

5. Quinto fator

De mesmo modo, deriva-se quatro vezes f(z):

f(4)(x):24.a4+120.a5.(;p—x*)—f‘...
fHa) =24-ay

f9)
4!

ay =

6. Sexto fator. De mesmo modo, deriva-se cinco vezes f(z):

fO(x) =120-as5 + ...
O (") =120 - as

FO (z)
5l

Qs

Substituindo todos os valores de ag, a1, as, as, a4 € as em f(z) nds obtemos:

fO)(z—a)  fV(a)(x—a) [fPa)(xr—a)? [O(a)(z—a)
flz) = 0! + 11 + 21 + 3! +

fWa) (@ —a)*  fOa)(z —a)® fr (@) (x —a) !
+ i + = o+ 1l T
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Formula B.0.1: Teorema de Taylor

Provando assim o teorema de Taylor ou série de Taylor. No caso particular de
x* = 0, a série acima também é chamada de Série de Maclaurin ou, quando for o
caso, de polinbmio de Maclaurin. Brook Taylor € 0 nome do matematico britanico, que

anunciou este resultado em 1712 (WIKIPEDIA, 2023).

B.1 FORMULA DE TAYLOR COM RESTO DE LA-
GRANGE

Seja f : Z — R uma fungao n + 1 vezes derivavel em um intervalo Z compacto.
Dado £ > 0 no intervalo [z* — ¢,2* + ¢] € Z, supondo que f seja n + 1 vezes
derivavel no intervalo aberto |z* — ¢, 2* 4 ¢] e continua no intervalo fechado [z* —
e,z* +¢] , entdo existe £ € |x* — ¢, 2" + ¢[ tal que

f"(x)
2l

ARIC)

*\ 2
(x—a") 4+ o

f(@) = f(=") + f'(@")(x —2") +

(z = 2*)" + Ry(2),
onde o termo de resto é dado por:

F0(E)
Ry(z) = ICE

(z — z*)" .

Essa expressao € chamada forma de Lagrange para o resto de Taylor.

Demonstragdo. Suponha que b > a (0 caso b < a é analogo). Defina a funcao ¢ :

la,b] — R por:

olx) = fO) -  f@) - IB.pon) - L pogp
() (4 " "
EHE - — Al (- ),

onde M € R é escolhido de forma que g(a) = 0.

Note que ¢ é continua em [a, b] e diferenciavel em |a, b[. Além disso:

* g(a) =0 (pela escolha de M)
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* g(b) =0 (pois todos os termos (b — x) se anulam em x = b).

g'(v)

Portanto, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € ]a, b[ tal que ¢'(£) = 0.

Derivando g, pela regra da cadeia, obtemos:

n [ o) k)
/()= )~ @) =3 [fk!(“’)w — )+ G- <—1>]
0 termo principal cancelamento
+ %'(b —x)"
n!
|

resto de Lagrange

Note que os termos em cascata se cancelam.

= 70) T - [LE =TT+ TTred)] - [0 - 07 L2 =T

—— : !

0
(D (z n (") (z n— , n
—{f J;! @ (h— 2)" + ](cnf(l)!)(b — ) 1] — ﬁ n+1)b—a)"- (1)
T i G .
— )= ML
Simplificando, obtemos
[+ ()

J@) = Loy -

n!

Como ¢'(§) = 0, conclui-se que

M = fi(g).

Substituindo x = @ na defini¢do de g e lembrando que ¢(a) = 0, resulta em

f'(a) S (a) J(E)
1l nl (n+1)!

f(b) = f(a)+ (b—a)+ -+ (b—a)"+ (b—a)"tt

Isto prova a férmula de Taylor com resto na forma de Lagrange. O



247

APENDICE C - DIAGRAMA DE
BIFURCACAO NO GOOGLE
PLANILHAS

Para o diagrama de bifurcacdo da equagéo logistica f(z,r) = r -z - (1 — z),
utilizando o google planilhas ou google sheets o grafico tragando o equilibrio em
relacdo a taxa de crescimento precisamos de mais dados, muito mais dados.

Queremos mostrar os resultados para cada taxa de crescimento simulta-
neamente. Uma Cépia da planilha esta diSpOI’]I'VG| €M K<htips://docs.googie.com/spreadsheets/d;

1lidnTKSE8RLVZIW [cWNnZ TNnJ61 nIZIYrXALVXVVkps/editzusp=sharings ACeSso em 12-01-2025.

Portanto, executamos o modelo sob diferentes pressupostos de taxa de cresci-

mento, 0,01, 0,02, 0,03, 0,04, etc., e plotamos os dados resultantes.

Adicione a suposicao de valor inicial na linha 1 e as iteragdes na coluna A,

usando a féormula SEQUENCE acima.

Em seguida, gere as taxas de crescimento como cabecalhos de coluna na linha
3, usando esta férmula de matriz : =ArrayFormula((SEQUENCE(1,401,0,1)/100))

Isso cria titulos de coluna 401 (vocé tera que adicionar colunas suficientes,

caso contrario a férmula mostrard um erro), em incrementos de 0,01.

Em seguida, traga o valor inicial para a linha 4, como o valor da primeira itera-

cao para cada taxa de crescimento: =$B$1

Em seguida, crie a equagcdo do mapa logistico, onde a taxa de crescimento
é referenciada como o cabecalho desta coluna (observe o sinal $ antes do 3 para

bloquear a referéncia a linha 3, mas nao a coluna): =B$3*B4*(1-B4)

Copie esta férmula para a parte inferior da coluna B e copie-a em todas as

outras colunas. Isso pode demorar um pouco para calcular o Planilhas Google.
Os dados ficam assim:

Agora, lembre-se de que queremos plotar os valores do resultado para que


https://docs.google.com/spreadsheets/d/1lidn1KS68RLvZjwTcWnZTNnJ61_nIZiYrXALvxVVkp8/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1lidn1KS68RLvZjwTcWnZTNnJ61_nIZiYrXALvxVVkp8/edit?usp=sharing
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Copiade Logistic Map Template & & &
Arquivo Editar Ver Inserir Formatar Dados Ferramentas Extensbes Ajuda

ccas $ % 9 09 12| Al - | -[10]+|B I 5 A|% @ =- 4 Rlv A~ B @ Y-z
86 - B. *¥B5#(1-85)|
A B (4 D E F G H 1 J K L

1 start 050

2

3 nir 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

4 1 050 050 050 050 050 050 050 050 050 050 c
5 A o 0.0025 0.005 0.0075 001 00125 0015 00175 002 00225 0
5 3 00000249375 00000995 00002233125 0000395  0.0006171875 00008865 00012035625 0001568 00019794375 00024
7 4 0 0000000249368 0.000001989801: 0.000006697878! 0.000015833727: 0.000030840328! 0.0000531428471 0.0000841479751 0.000125243310' 0.000177796739. 0.000243155
[ 5 0 0.0000000024931 0 000000033795 0 0000002009351 0 0000006333391 0 000001541968 0000003188401 0 0000058898621 0 000010018209! 0.000015998861: 0.000024309
9 6 0 0 0.000000000795! 0 0000000060281 0 000000025333 0 000000077098: 0 000000191303. 0.000000412287: 0 000000801448 0.000001439874: 0.000002430
1 7 0 0 0 0.000000000180: 0 000000001013: 0 000000003854: 0.000000011478: 0 000000028860 0 000000064115¢ 0.000000129588! 0 000000243
M 8 0 0 0 0 0 0000000000192 0.000000000688! 0.000000002020; 0.000000005129 0.000000011662¢ 0.000000024
12 9 [ [ 0 0 0 0 0 0.000000000141: 0 100000000410 0.0000000010491 0.000000002
E 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.000000000
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

15 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 13 [ [ 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

19 16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 17 [ [ 0 0 0 0 0 0 0 0

21 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Figura 81: Planilha do Google para diagrama de bifurcacdes

nao precisemos plotar todas as iteracdes. Podemos simplesmente usar um numero
razoavel de linhas no final, uma vez que o equilibrio tera sido alcangado, se for o caso,
para a maioria das taxas de crescimento. Escolhe-se as 40 linhas finais, que eram

dados suficientes para o grafico sem sobrecarregar a ferramenta de gréfico.

Vamos também transpor os dados para que fiquem na orientacao correta para

a ferramenta de grafico.

Em uma nova planilha, adicione esta formula de transposi¢cdo a célula A2:
=TRANSPOSE(Data!B3:0L3)

Em seguida, use a fungdo QUERY para trazer as ultimas 40 linhas de dados, ou
seja, iteracdes de 960 a 1000, e envolva-as com TRANSPOSE novamente. Coloque
esta férmula na célula B1: =TRANSPOSE(QUERY(Data!A4:0L1003,"select * offset
960",0))

Esses sdo os dados prontos. Agora podemos tracar o grafico.
Destaque todos os dados.
Crie um gréfico de linha através do menu: Inserir > Grafico

Para organizar o grafico, exclua a legenda e adicione um titulo descritivo Mapa

Logistico.

Por fim, va para Série no menu Personalizar, certifique-se de que Aplicar a

todas as séries esteja selecionado e, em seguida, altere a cor para azul para alterar



C.1. PACOTES TIKZ, PGFPLOTS, TIKZ-3DPLOT 249

todas as linhas para uma unica cor azul. Também fica melhor com a espessura da

linha definida para 1px.

C.1  PACOTES TIKZ, PGFPLOTS, TIKZ-3DPLOT

O overleaf LaTeX oferece um visual espetacular através dos pacotes graficos.
A seguir segue codigo fonte para geragdo do grafico cobweb do mapa de tenda e
seus 18 iterados. O mesmo procedimento pode ser realizado para qualquer fungéo.

Fornecimento do cddigo fonte para geragéo do grafico cobweb em latex

’\begin{tikzpicture}
’\begin{axis}

/Al

hyticklabel style={
%anchor=east,

%hfont=\tiny,

%/pgf/number format/fixed,
%/pgf/number format/precision=3,
ht s

hxticklabel style={

%rotate=90,

%anchor=east,

%hfont=\tiny,

%/pgf/number format/fixed,
%/pgf/number format/precision=3,
ht s

%width=0.8\textwidth,
%height=0.25\textheight,
%xlabel=$x$,
%xtick={0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1},
hylabel=fungSes compostas,
hytick={0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1}%},

%xmin=-0.1,
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%xmax=1.1,

hymin=-0.1,

hymax=1,

hsamples=500,

%domain=0:1,

%axis lines=middle,

%hgrid=both,

%legend pos=outer north east,

%legend style={draw=none, font=\tiny},
hscaled y ticks=false,

%]

%\addplot [magenta, thick, line width=1.5pt] {\x};
%\addlegendentry{$g(x)=x$}

% Declara a fungdo f(x) = a*x se x <= 0.5 ou a*x(1-x) se x >
0.5

s\pgfmathdeclarefunction{tent}{1}{\pgfmathparse{#1 <= 0.5 7
2%#1 @ 2x(1-#1) 3}

% Grafico de f(x)
%\addplot [color=red, thick] {tent(x)};

%\addlegendentry{$f (x)=\text{tendal}$}

% Grafico de f~2(x)

f(f(x))
%\addplot [color=blue, thick] {tent(tent(x))};
%\addlegendentry{$f-"2(x) = £f(f(x))$}

% Grafico de £f~3(x) = f(£f(f(x)))
%\addplot [color=green, thick] {tent(tent(tent(x)))};

%\addlegendentry{$f~"3(x) = f(£f(f(x)))$}

% Grafico de f~4(x) = f(£f(£(£(x))))

%\addplot [color=1ime, thick] {tent(tent(tent(tent(x))))};
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#\addlegendentry{$f~4(x) = f(£(£(£(x))))$}

% Pontos fixos para a funcgdo tenda
%\addplot [mark=x, mark options={fill=cyan, scale=1.5}] 9%
coordinates {(0.666, 0.666)} nodel[anchor=north west,

xshift=5, yshift=5] {$x"\ast(\frac{2}{3})$};

T Tt ToToTo %ol ToTo %o %o To To %o To To 1o %o To To 1o %o o To 1o %o o To 7o 1o o To 7o 1o o To To 1o o o To 1o %o o To 76 %o o o 70 o
%%% D I A G R A M A D E C 0 B W E B
INICIO  %%%
Do 1ot ToTo 1o %ol To 1o %o %o To To 1o To To 1o To To 1o %o To To 1o %o o To 7o 1o o To 1o 1o o To To 1o o o To 1o %o o To 76 %o o o 70 o
% Atualiza (x,y) = (x_{n},x_{n+1})
%%\pgfmathsetmacro{\xZERO}{0.111}
%\pgfmathsetmacro{\xUM}{0.222}
%\pgfmathsetmacro{\xD0OIS}{0.444}
%\pgfmathsetmacro{\xTRES}{0.888}
%\pgfmathsetmacro{\xQUATR0}{0.224}
h\pgfmathsetmacro{\xCINCO}{0.448}
%\pgfmathsetmacro{\xSEIS}{0.896}
%\pgfmathsetmacro{\xSETE}{0.208}
7\pgfmathsetmacro{\x0IT0}{0.416}
%\pgfmathsetmacro{\xNOVE}{0.832}
%\pgfmathsetmacro{\xDEZ}{0.336}
%\pgfmathsetmacro{\xONZE}{0.672}
h\pgfmathsetmacro{\xDOZE}{0.656}
%\pgfmathsetmacro{\xTREZE}{0.688%}
%\pgfmathsetmacro{\xQUATORZE}{0.624}
h\pgfmathsetmacro{\xQUINZE}{0.752}
’\pgfmathsetmacro{\xDEZESSEIS}{0.496}
%\pgfmathsetmacro{\xDEZESSETE}{0.992}
%\pgfmathsetmacro{\xDEZOIT0}{0.016%}

% NOS
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%%h\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis cs:\xZERO,\xUM){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\xUM,\xD0OIS){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis cs:\xDOIS ,\xTRES){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis cs:\xTRES,\xQUATRO)A{};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis cs:\xQUATRO ,\xCINCO){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\xCINCO ,\xSEIS){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis cs:\xSEIS,\xSETE){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\xSETE,\x0IT0){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\x0ITO,\xNOVE){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\xNOVE,\xDEZ){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\xDEZ ,\x0ONZE){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis cs:\xONZE,b\xDOZE){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\xDOZE,\xTREZE) {};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis cs:\xTREZE ,\xQUATORZE){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\xQUATORZE ,\xQUINZE){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
axis c¢s:\xQUINZE ,\xDEZESSEIS){};

%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (
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axis c¢s:\xDEZESSEIS,\xDEZESSETE){};
%\node [draw=orange, fill=gray, circle, inner sep=1pt] at (

axis cs:\xDEZESSETE ,\xDEZOITO0) {};

% SETAS VERTICAIS POSIQOES (\xN, 0) para (\xN, \xN+1)
%\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xZERO, 0) -- (axis cs:\
XxZERO, \xUM);

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xUM, \xUM) -- (axis cs:\xUM
, \xD0OIS);
%\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xD0OIS, \xDOIS) -- (axis cs

:\xD0OIS, \xTRES);

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xTRES, \xTRES) -- (axis cs
:\xTRES, \xQUATRO) ;

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xQUATRO, \xQUATRO) -- (axis
cs :\xQUATRO, \xCINCO);

’\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xCINCO, \xCINCO) -- (axis
cs:\xCINCO, \xSEIS);

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xSEIS, \xSEIS) -- (axis cs
:\xSEIS, \xSETE);

%\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xSETE, \xSETE) -- (axis cs
:\xSETE, \x0ITO);

h\draw[->, thick, cyan] (axis c¢s:\x0ITO, \x0ITO) -- (axis cs
:\x0ITO, \xNOVE);

%\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xNOVE, \xNOVE) -- (axis cs
:\xNOVE, \xDEZ);

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xDEZ, \xDEZ) -- (axis cs:\
xDEZ, \x0NZE) ;

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xONZE, \xONZE) -- (axis cs
:\xONZE, \xDOZE);

%\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xDOZE, \xDOZE) -- (axis cs
:\xDOZE, \xTREZE);

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xTREZE, \xTREZE) -- (axis
cs:\xTREZE, \xQUATORZE) ;
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h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xQUATORZE, \xQUATORZE) -- (
axis c¢s:\xQUATORZE, \xQUINZE);

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xQUINZE, \xQUINZE) -- (axis
cs:\xQUINZE, \xDEZESSEIS);

%\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xDEZESSEIS, \xDEZESSEIS) --
(axis cs:\xDEZESSEIS, \xDEZESSETE) ;

h\draw[->, thick, cyan] (axis cs:\xDEZESSETE, \xDEZESSETE) --
(axis c¢s:\xDEZESSETE, \xDEZOITO) ;

% SETAS HORIZONTAIS POSIGOES (\xN, xN+1) para (\xN+1, \xN+1)

%\Ndraw[->, thick, violet] (axis cs:\xZERO, \xUM) -- (axis cs
\xUM, \xUM);

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xUM, \xD0OIS) -- (axis cs
:\xD0IS, \xDOIS);

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xDOIS, \xTRES) -- (axis
cs :\xTRES, \xTRES);

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xTRES, \xQUATRO) -- (axis
cs :\xQUATRO, \xQUATRO) ;

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xQUATRO, \xCINCO) -- (
axis cs:\xCINCO, \xCINCO);

%\Ndraw[->, thick, violet] (axis cs:\xCINCO, \xSEIS) -- (axis
cs:\xSEIS, \xSEIS);

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xSEIS, \xSETE) -- (axis
cs :\xSETE, \xSETE);

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xSETE, \x0IT0) -- (axis
cs:\x0ITO, \x0ITO);

%\draw[->, thick, violet] C(axis c¢s:\x0ITO, \xNOVE) -- (axis
cs:\xNOVE, \xNOVE) ;

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xNOVE, \xDEZ) -- (axis cs
:\xDEZ, \xDEZ);

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xDEZ, \xONZE) -- (axis cs
:\x0ONZE, \xONZE) ;

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xONZE, \xDOZE) -- (axis
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cs:\xDOZE, \xDOZE) ;

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xDOZE, \xTREZE) -- (axis
cs :\xTREZE, \xTREZE);

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xTREZE, \xQUATORZE) -- (
axis cs:\xQUATORZE, \xQUATORZE) ;

%\draw[->, thick, violet] C(axis cs:\xQUATORZE, \xQUINZE) -- (
axis c¢s:\xQUINZE, \xQUINZE);

%\draw[->, thick, violet] (axis c¢s:\xQUINZE, \xDEZESSEIS) --
(axis cs:\xDEZESSEIS, \xDEZESSEIS);

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xDEZESSEIS, \xDEZESSETE)
-- (axis c¢s:\xDEZESSETE, \xDEZESSETE) ;

%\draw[->, thick, violet] (axis cs:\xDEZESSETE, \xDEZQOITO) --

(axis cs:\xDEZ0OITO, \xDEZQOITO);

Tt ho o h bl lololololoToToToToTotoTotolotoTototototo ot sh ool otoototolele D I
A G R A M A D E c 0 B W E B FIM
T o

Tttt ho Tl ToToToToToTo To To To To To 1o 1o 1o 1o 1o 1o 1o 1o 1o 1o 1o %o % % %o T To To To To To To To To To To To 1o 1o

%\end{axis?}

%s\end{tikzpicture}
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.1 OBRAS DE ARTE DE ESCHER

As ilusdes do artista Escher.

Figura 82: Dia e Noite



Figura 83: Anjos e Deménios

.2 FRACTAIS DE SIERPINSKI-MENGER

A esponja de Menger é construida a partir de um cubo sélido de lado unitario,
onde em cada processo iterado, o centro do cubo é furado.

4

Figura 84: Esponja de Menger passo base de inducdon =0

“

Figura 85: Esponja de Menger passo base de indugdon =1
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Figura 86: Esponja de Menger passo base de indugdo n = 2
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.3 FRACTAIS DE KOCH

O floco de neve de Koch' é um exemplo classico de fractal, construido itera-
tivamente a partir de um tridngulo equilatero. Ele é gerado adicionando detalhes a
estrutura inicial em cada etapa (ou iteragcdo). Na figura B4 mostramos os sete primei-
ros iterados da curva de Koch.

JARIICNC N X e

Figura 87: Fractais de Koch passo base de indugéo do n = 0 até o estagion =6

Niels Fabian Helge von Koch foi um matematico sueco que criou o “floco de neve Koch” em 1904,
devido a sua aparéncia semelhante a um floco de neve.
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3.1 TRIANGULO DE SIERPINSKI

O triangulo de Sierpinski, criado por Wacaw Sierpinski® em 1915, é um fractal
famoso pela sua simplicidade e beleza matemética, ligado a conjuntos topoldgicos.

Surgiu do estudo de conjuntos geométricos com propriedades especiais, como
auto-similaridade e area nula. Embora seja creditado a Sierpiski, formas semelhan-
tes ja existiam em artes decorativas. O triangulo é construido iterativamente a partir
de um tridngulo equilatero: comegca com um triangulo sélido, divide-o em quatro par-
tes e remove o triangulo central, repetindo o processo nas partes restantes. A cada
iteragdo, o numero de triangulos aumenta exponencialmente, criando uma figura de-
talhada. O tridngulo exibe auto-similaridade, caracteristica tipica de fractais, e possui
uma dimens&o fractal aproximada de 1,585. A medida que as iteragdes progridem,
sua area tende a zero, mas o perimetro aumenta exponencialmente. O tridngulo é fre-
quentemente usado em computagao para ensinar recursao e também aparece na arte
devido a sua estética simétrica. Além disso, € uma versao bidimensional de fractais
como a esponja de Menger.

Figura 88: Tridngulo de Sierpinski estagio n = 0.

Figura 89: Tridngulo de Sierpinski estagio n = 1.

Figura 90: Tridngulo de Sierpinski estagio n = 2.

i Wacaw Sierpinski era polonés. Ele nasceu em Varsévia, no dia 14 de marco de 1882, e faleceu na

mesma cidade em 21 de outubro de 1969.
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Figura 91: Tridngulo de Sierpinski estagio n = 3.

Figura 92: Tridngulo de Sierpinski estagio n = 4.

Figura 93: Tridngulo de Sierpinski estagio n = 5.

Figura 96: Tridngulo de Sierpinski estagio n = 8.
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