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RESUMO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) deixa estabelecido
competéncias e habilidades a serem desenvolvidas durante cada etapa da
educacao basica e neste trabalho destacaremos as habilidades que envolvem
as sequéncias numéricas. Além de nortear os curriculos do Brasil com o que
deve ser aprendido em cada ano escolar em cada disciplina, também esta
previsto na BNCC o trabalho interdisciplinar, que consiste em duas ou mais
disciplinas de mesma natureza ou naturezas diferentes trabalhando em conjunto
para o desenvolvimento do conhecimento, assim o aluno estabelece conexdes
de temas em conceitos de diferentes disciplinas. A interdisciplinaridade é a base
deste trabalho. Aqui serdo estudadas as teorias sobre as sequéncias numéricas
e serdo apresentadas propostas de aulas pautadas na interdisciplinaridade.
Conectaremos a Matematica com a Arte com o intuito de melhorar a
compreensado e a construcdo do conhecimento dos alunos sobre sequéncias,
além de ser uma alternativa de aula mais atrativa do que uma aula expositiva
tradicional. Pensando nisso, trouxemos a sugestao de construir mosaicos como
forma de representar uma sequéncia numérica. As propostas de aula visam
contemplar os anos e séries das habilidades previstas, mas ndo impede que
sejam trabalhadas em outros anos e séries desde que o aluno ja tenha o
conhecimento prévio necessario em cada caso.

Palavras-chave: Sequéncias numéricas. Mosaico. Interdisciplinaridade.

Metodologia ativa. Aluno protagonista.



ABSTRACT

The National Common Curricular Base (BNCC) establishes the
competencies and skills to be developed at each stage of basic education, and in
this work, we will highlight the skills related to numerical sequences. In addition to
guiding Brazil's curricula on what should be learned each year in each subject, the
BNCC also provides for interdisciplinary work, which involves two or more
subjects of the same or different natures working together to develop knowledge,
allowing students to make connections between themes and concepts from
different disciplines. Interdisciplinarity is the foundation of this work. Here, we will
study the theories about numerical sequences and present lesson proposals
based on interdisciplinarity. We will connect Mathematics with Art to enhance
students' understanding and construction of knowledge about sequences,
offering a more engaging alternative to traditional expository lessons. With this in
mind, we suggest constructing mosaics as a way to represent a numerical
sequence. The lesson proposals are designed to cover the years and grades
specified in the skills, but they can also be adapted for other years and grades,
provided that students have the necessary prior knowledge in each case.
Keywords: Numerical sequences. Mosaic. Interdisciplinarity. Active methodology.

Student protagonist.
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1. INTRODUCAO

Vocé consegue se lembrar do dia em que foi apresentado a Matemética?
Espero que depois de refletir, vocé tenha concluido que n&o, pois muito
dificilmente seria possivel. E como perguntar a uma pessoa se ela se lembra do
dia em que descobriu que poderia usar os dentes para mastigar. SA0 processos
que acontecem durante a vida, mas que nao conseguimos identificar o “start”.

A Matematica se faz presente em nossos dias, independe se conseguimos
perceber ou ndo. Esta presente quando precisamos calcular o dinheiro do troco
de uma compra ou quando usamos 0 pensamento logico para resolver um
problema simples do cotidiano como organizar as tarefas do dia, visto que certos
compromissos possuem hora marcada.

Assim acontece também em muitas vertentes da Arte onde a Matematica
se faz presente, as vezes de forma intuitiva e discreta como na musica, e aqui
podemos citar ritmos, harmonias e estruturas, ou as vezes de forma mais
marcante como nas simetrias e obras criadas a partir de padrbes geométricos,
além de varios outros nichos. Pode-se entender “padrdo geométrico” como
repeticdes regulares de formas e podem ser observados em uma variedade de
contextos (arte, design, arquitetura, simetrias, sequéncias numéricas etc.).

Neste trabalho, falaremos sobre sequéncias numéricas e as
possibilidades de trabalhar com elas dentro da sala de aula de forma
interdisciplinar utilizando mosaicos.

Primeiramente, sera apresentado o estudo de algumas das relacdes
existentes entre Arte e Matematica desde as primeiras civilizagbes, associando-
as com obras e artistas contemporaneos. Em seguida, o foco sera na BNCC
(Base Nacional Curricular Comum) e nas habilidades que contemplam
sequéncias numeéricas.

Nos préximos trés capitulos, serdo apresentadas as definicdes, teoremas,
demonstracdes, resultados importantes e exemplos de sequéncias numéricas.
Além disso, serdo destacados alguns tipos de sequéncias numeéricas que sao
vistas com mais frequéncia na vida escolar basica de um estudante.

No Capitulo 6, serd dada atencdo as relacbes que podem ser
estabelecidas entre sequéncias numéricas e mosaicos dentro das salas de aula.
Dois assuntos que, inicialmente ndo parecem dar as maos, porém se conectam

muito bem quando colocados na mesma proposta de aula.
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2. MATEMATICA E ARTE

A relacdo entre Matemética e Arte possui algumas diferentes vertentes,
transitando por diversas culturas e periodos histéricos. Nos primoérdios ja é
possivel observar que as civilizacdes antigas usavam a Matemética em suas
artes e arquitetura, como para a constru¢do das piramides do Egito, assim como
0S gregos utilizavam a geometria para aprimorar a arquitetura de templos e
esculturas.

Essa interacdo segue acontecendo nos préximos periodos da historia,
mas agora é possivel ser notada em diferentes obras de artes visuais e néo
apenas em arquiteturas, monumentos e esculturas. Observando obras de arte
de Leonardo da Vinci, por exemplo, percebe-se uso marcante de proporcao,

perspectiva, simetria em algumas obras, geometria e profundidade em outras.

Figura 1 - A Gltima ceia. Leonardo da Vinci.

Fonte: Histéria das Artes, 2020.

Nestas duas obras de Da Vinci, vale ressaltar o uso cuidadoso com a
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geometria para causar ao leitor a sensacgao de profundidade dos ambientes.

Figura 3 - Mona Lisa. Leonardo da Vinci.

Fonte: Mundo Educacéo, [s.d.].

Outro exemplo que pode ser observado € a obra Mona Lisa, que é citada
frequentemente quando se fala em simetria.

Além dos casos ja citados, podemos destacar 0s mosaicos como parte
importante da Arte e relaciona-los com uma parte também importante da
Matematica, as sequéncias numéricas. O mosaico € caracterizado pelo uso de
pequenas pecas coloridas, que podem ser de diversos materiais, para criar
padrdes e imagens. Existem desde civilizagdes muito antigas e teve destaque
especial na Grécia Antiga, momento em que 0s artistas comecaram a criar
padrdes geométricos e imagens figurativas usando as tesserae, como sao
chamadas as pecas dos mosaicos. Durante o Império Romano, a técnica passou
por adaptacdes e sofisticacdes como a introducéo de pecas de marmore e vidros
coloridos, atingindo seu auge.

12



No Brasil, Roberto Burle Marx, paisagista e artista brasileiro ganhou
destaque como mosaicista com a criagcdo do Calcaddo de Copacabana,
representando ondas abstratas com pedras pretas e brancas e mantendo o
paralelismo com as ondas do mar por varios quildmetros ao longo da Praia de

Copacabana.

Figura 4 — Calgcadao de Copacabana. Roberto Burle Marx.

e . e N,
-y ? N g 3

Fonte: Casa Vogue, 2023.
Além de Burle Marx, podemos citar nomes como Lygia Clark, Aldemir

Martins e Candido Portinari, entre outros, todos artistas brasileiros renomados

gue possuem obras em mosaicos.

Figura 5 - Painel do Edificio Mira Mar, em Copacabana. Lygia Clark.

Fonte: Semiéticas, 2014.
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Figura 6 - Painel no condominio New Horizons, no Alto da Lapa, em Sao Paulo. Aldemir
Martins.

Fonte: Mosaicos do Brasil, 2009.

Figura 7 - Painel “Bandeirantes”, no Hotel Comodoro, em S&o Paulo. Candido Portinari

Fonte: Projeto Portinari, [s.d.].

Para orientar os curriculos das escolas no pais, temos a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), documento que normatiza e mapeia as
competéncias e habilidades a serem atingidas em cada etapa escolar da crianca
e do adolescente de acordo as aprendizagens essenciais que lhes sao
garantidas. A Base estabelece os contetudos da educacao basica que devem ser
trabalhados dentro de cada disciplina, mas também define competéncias gerais
para a formacéo do cidaddo nos termos da Lei de Diretrizes e Bases (LDB),
incluindo o desenvolvimento do pensamento critico, criatividade, comunicacéo e
colaboracéo.

Previsto na BNCC, “um processo de envolvimento e participacdo das
familias e da comunidade, referem-se, entre outras acoes, a: [...] decidir sobre
formas de organizagao interdisciplinar dos componentes curriculares”, neste
trabalho veremos como a Matemaética e a Arte podem se conectar e contemplar
algumas das habilidades previstas para o curriculo.

A BNCC é dividida de forma a estruturar as trés etapas da Educacédo
14



Bésica: Educacéao Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio. Em cada etapa,

seguem as competéncias especificas de cada componente curricular,

competéncias estas que estdo separadas por unidade tematica, objeto de

conhecimento e habilidade. Aqui serdo apresentadas as habilidades do Ensino

Fundamental — Anos Finais e do Ensino Médio que contemplam o estudo de

sequéncias numéricas, segundo a BNCC.

Ensino Fundamental — Anos Finais
Unidade Objeto de
Ano temética conhecimento Habilidade
(EFO7TMA14)
Classificar
sequéncias em
recursivas e nao
recursivas,
i Linguagem algébrica: | reconhecendo que o
7° Algebra . o _ B
variavel e incognita | conceito de recurséo
esta presente nao
apenas na
matematica, mas
também nas artes e
na literatura.
(EFO7MAL15) Utilizar a
. simbologia algébrica
Linguagem
i o . para expressar
7° Algebra algébrica: variavel e .
. regularidades
incognita
encontradas em
sequéncias numéricas.
Equivaléncia de (EFO7MA16)
expressdes Reconhecer se duas
i algébricas: expressdes
7° Algebra . L . .
identificacdo da algébricas obtidas
regularidade de uma para descrever a
sequéncia numérica | regularidade de uma

15



mesma sequéncia
numérica sédo ou ndo

equivalentes.

Sequéncias

(EFO8MA10)
Identificar a
regularidade de uma
sequéncia numérica
ou figural ndo

recursiva e construir

8° Algebra recursivas e nao _
_ um algoritmo por
recursivas _
meio de um
fluxograma que
permita indicar os
nameros ou as
figuras seguintes.
(EFO8MA11)
Identificar a
regularidade de uma
. sequéncia numeérica
Sequéncias . .
. . . recursiva e construir
8° Algebra recursivas e nao .
. um algoritmo por
recursivas .
meio de um
fluxograma que
permita indicar os
nameros seguintes.
Ensino Médio
Ano Habilidade
(EM13MAT507) Identificar e associar progressdes aritméticas (PA)
1°, 2°, 3° | a funcdes afins de dominios discretos, para analise de propriedades,

deducao de algumas férmulas e resolucéo de problemas.

16




10, 20, 30

(EM13MAT508) Identificar e associar progressées geométricas (PG)
a func¢des exponenciais de dominios discretos, para analise de
propriedades, deducéo de algumas férmulas e resolucao de
problemas.

17




3. SEQUENCIAS

Pelo dicionario Michaelis da Lingua Portuguesa, podemos definir
sequéncia como “série de acontecimentos que se sucedem ininterruptamente ou
a pequenos intervalos”, tais acontecimentos podem ser numeros e entdo
teremos uma série numérica ou sequéncia numerica.

Neste capitulo, direcionaremos a atencao aos estudos matematicos sobre
sequéncias numéricas. Serdo apresentadas definicbes, teoremas e
demonstracdes, alguns resultados importantes e exemplos.

Definimos uma sequéncia numérica da seguinte forma:

Definicdo 1: Uma sequéncia de nimeros reais € uma func¢éo x: N — R que a cada nimero
natural n associa um namero real x, = x(n), chamado o n-ésimo termo da sequéncia.
Escreve-se (x1, X2, X3, ..., Xn, ... ) OU (Xxn)nen OU (xn) para indicar a sequéncia cujo n-
ésimo termo é xn.

Ou seja, uma sequéncia numeérica € definida pelos seus termos e pela
posicdo que cada termo ocupa dentro da sequéncia, podendo assumir algumas
classificagdes como: finita ou infinita (a depender se existe ou ndo o ultimo
termo); crescente, quando o préximo termo, a partir do segundo, € sempre maior
do que o seu antecessor; decrescente, quando o proximo termo, a partir do
segundo, é sempre menor do que 0 seu antecessor; oscilante, quando o proximo
termo, a partir do segundo, oscila entre maior e menor do que o0 antecessor;
constante, quando o préximo termo € igual ao seu antecessor.

Chamamos uma sequéncia (x.,) de limitada superiormente (e
respectivamente inferiormente) quando existe ¢ € R tal que x, < ¢ (x» = c,
respectivamente) para todo n € N. Dizemos que a sequéncia (x») € limitada
guando ela é limitada superior e inferiormente, e entdo, existe k > 0 tal que

|xn| <k paratodon € N.

Defini¢do 2: Uma sequéncia (x,) ey € dita convergente se existe x € R de modo que
Ve>0,iNeNtalquen>N =[x, — x| <.

Neste caso, escrevemos x,, — x e dizemos que x é limite da sequéncia (x;,),ey OU QUe X,

converge para x quando n tende a mais infinito (n - +). Se (x;,),ey NA0 € convergente,

dizemos que ela é divergente.

18



Teorema 1: Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites distintos.
Demonstracao: Seja lim x,, = a. Dado b # a, podemos tomar € > 0 tal que os
intervalos abertos I = (a— ¢,a+ ¢)e ] = (b— &b+ &) sejam disjuntos.

Existe n, € N tal que n > n, implica x,, € I. Entdo para todo n > n,, temos x,, & J.

Logo limx, #b. m

Definicdo 3: Dizemos que (yix)ren € Uma subsequéncia de (x,),en S€ existe uma

sequéncia (n,)x ey © N crescente tal que y, = x,, paratodo k € N.

Teorema 2: Se lim x,, = a entao toda subsequéncia de (x,,) converge para o limite a.
Demonstragao: Seja (xp,, .-, Xn,, --.) @ subsequéncia.

Dado qualquer intervalo aberto I de centro a, existe n, € N tal que todos os termos
Xn, COM n > n,, pertencem a |I.

Em particular, todos os termos x,, , com n; > n, também pertencem a I.

Logo lim x,, =a. =

. ~ . . , 1 ..
Exemplo 1: Considere a sequéncia cujo termo geral é dado por x,, = —eseu limite

. 1 A . 1 . 1 . 1
lim = = 0. Tomando a subsequéncia x,, = —, note que lim — = lim == 0.
n-oon 2n n—oco 2N n-oon

Proposicédo 1: Seja (x,), en Sequéncia tal que as subsequéncias a, = x,, € 4, = Xon41
convergem de forma que lim a, = limb,, = L, entdo (x,), ey COnverge e vale limx,, =
L.

Demonstracao: Dado € > 0. Existe n, € N tal que se n > n,, temos |x,, —L| =
la, — L| < e.

Existe n, € N tal que se n > n,, temos |x,,,4 — L| = |b, — L| < €.

Tome ny, = max{2n, + 1,2n, }.

Logo, se n > n,, temos duas possibilidades: n par e n impar.

Se n é par, entdo n = 2k, em que k > nq, dai |x, — L| = |xy — L] = |lay — L| < €.
Se n € impar, entdo n=2k+ 1, em que k =>n,, dai |x, —L| = |xy —L| =
|b, — L| < e.

Logo, se n > ny, entdo |x, —L| <e. m

Teorema 3: Toda sequéncia convergente é limitada.
19



Demonstracao: Seja a = lim x,,.

Tomando € = 1, vemos que existe n, € Ntalquen >ny = x, € (a—1,a+1).
Sejam b o menor e ¢ o0 maior elemento do conjunto finito {x,, ...,x,,a —1,a + 1}.
Todos os termos x, da sequéncia estdo contidos no intervalo [b,c], logo ela é

limitada. =

Exemplo 2: Usando ainda x,, = % e sabendo que é convergente pois lim 1o,

n—-oon

1 . . ,
Temos que, para qualquer n € N, — € sempre menor ou igual a 1, visto que n ¢

sempre maior ou igual a 1. Logo, todos os termos de x,, estdo no intervalo [0, 1] e,
portanto, x,, € limitada.

Chamamos uma sequéncia (x,) de monétona quando temos x,, < x,,4+, para
todon € Nouentdox,,; < x, paratodon.No primeiro caso, (x,) € mondtona nao-
decrescente, no segundo, € mondtona nao-crescente. Ainda pode acontecer x,, <
Xn4+1 paratodon € Ne entdo temos uma sequéncia crescente ou x, > x,,.; para
todon € Ne a sequéncia € decrescente.

Toda sequéncia monétona ndo-decrescente € limitada inferiormente pelo
seu primeiro termo. Para que a sequéncia monoétona seja limitada, basta que uma
de suas subsequéncias seja limitada. Entdo, seja (x,), ey, Uma subsequéncia
limitada da sequéncia monoétona ndo-decrescente (x,). Temos x,, < c para todo
n' € N'. Dado qualquern € N, existen’ € N’ tal que n < n'. Entdo x,, < x,,, < c.
De forma analoga, toda sequéncia mondétona nédo-crescente é limitada
superiormente.

Para que uma sequéncia seja convergente, € suficiente o seguinte teorema.

Teorema 4: Toda sequéncia monétona limitada é convergente.
Demonstracdo: Seja (x,) monoétona, ndo-decrescente, limitada.
Escrevamos X = {xy,...,xp, ...} € a = sup X. Afirmamos que a = lim x,,. Dado ¢ >
0, o numero a — ¢ ndo é cota superior de X.
Logo, existe ny € Ntalque a — ¢ <x,, <a.Assim,n>n,=>a— & <xp, <x, <
a+ € eentdo limx, = a.

Analogamente, se (x,) € ndo-crescente, limitada entéo lim x,, € o infimo do

conjunto dos valores x,,. m
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Exemplo 3: Seja a sequéncia de termo geral dado por x, = +/n. Note que x,, é
monoétona ndo-decrescente pois temos Vn < +/n + 1 para todo n > 1 e limitada,
pois, para qualquer n, x,, = 1, ja que v/n > 1 para todo n > 1. Logo, x, = vVn é

convergente.

Teorema de Bolzano-Weierstrass: Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma
subsequéncia convergente.

Demonstracao: Basta mostrar que toda sequéncia (x,) possui uma subsequéncia
mondtona. Diremos que um termo x, da sequéncia é destacado quando x, = x,
para todo p > n.

Seja D c N o conjunto dos indices n tais que x,, € um termo destacado.

Se D for um conjunto infinito, D = {n; < n, < -+ <n, < -}, entdo a subsequéncia
(%)n e p S€rA Monotona ndo-crescente.

Se D for finito, seja n; € N maior do que todos osn € D.

Entdo x,,, ndo é destacado, logo existe n, > n; com x, < x,,.

Por sua vez, x,, nao e destacado, logo existe n; > n, com x, < x,, < Xp,.
Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia crescente com x, < x,, < <X, <

Estabeleceremos P como uma propriedade referente aos termos de uma
sequéncia (x,). Diremos que para todo n suficientemente grande, (x,) goza da
propriedade P para significar que existe ny, € N tal que n > n, = x,, goza da
propriedade P.

Exemplo 4: Tomemos a sequéncia de termo geral dado por x,, = (—1)". Note que
€ uma sequéncia que oscila entre —1 e 1 e, portanto, € limitada. Tomemos entéo a

subsequéncia x,, = (1,1,1,1, ...), que por sua vez, € convergente.

Teorema 5: Seja a = lim x,,. Se b < a entdo, para todo n suficientemente grande, tem-se
b < x,,. Analogamente, se a < b entdo x,, < b para todo n suficientemente grande.
Demonstracdo: Tomandoe =a—b,temose >0e b =a —¢.

Pela definicdo de limite, existe n,p € Ntalquen>ny;=2>a—-¢<x,<a+e=>b <
Xpn-

De forma anéloga se prova a segunda afirmacéo. m
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Exemplo 5: Considere x, = —— e entdo a = 1, pois lim — = 1. Se b < a, entdo

n—oo

para todo n suficientemente grande, b < —.

Corolério 1: Seja a = lim x,. Se a > 0 entdo, para todo n suficientemente grande, tem-
se x, > 0. Analogamente, se a < 0 entdo x,, < 0 para todo n suficientemente grande.
Corolério 2: Sejam a = lim x, e b = lim y,. Se x,, <y, para todo n suficientemente
grande a < b. Em particular, se x, < b para todo n suficientemente grande, entdo

lim x, < b.

Se fosse b < a, entdo tomariamos c € R tal que b < ¢ < a e teriamos, pelo
Teorema 5, y, < c < x, para todo n suficientemente grande, contradizendo a
hipotese.

Teorema 6: Se limx, = limy, = ae x, < z, < y, para todo n suficientemente grande,
entdo limz, = a.

Demonstracado: Dado € > 0, existem n;, n, € Ntaisque n>n, =2a—-¢e<x, <
atcsen>n,>a—e<<y, <a-+te.

Seja ny = max{n,,n,}.

EntGon>ny>a—-e¢<x, <z, <y, <a+ée = z, € (a—¢,a+¢), logo limz, =

a. m
Definicdo 4: Uma sequéncia (x,),er € definida recursivamente (ou definida por
recorréncia) quando se pode calcular qualquer termo em funcdo do(s) antecessor(es)

imediato(s).

Exemplo 6: A sequéncia (x,) dos numeros impares (1,3,5,7,...) pode ser

definida por x,,,; = x, + 2, comn > 1, com x; = 1.
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4. RECORRENCIAS

Conforme a Defini¢cdo 2 do capitulo anterior, dizemos que uma sequéncia é
definida por recorréncia (ou recursivamente) se é possivel definir cada termo da
sequéncia a partir do termo anterior, tendo o primeiro termo definido. Como
exemplos de sequéncias de recorréncia podemos citar as Progressfes Aritméticas,
as Progressfes Geomeétricas, Sequéncia de Fibonacci, entre outras.

Exemplo 7: Qualquer PA (x,) com razéo r, onde x; = a, pode ser definida por
Xns1 = Xp+rcomn = 1.

Exemplo 8: Qualquer PG (x,) com razao q, onde x; = a, pode ser definida por
Xne1 = Xprqcomn > 1.

Exemplo 9: A sequéncia (x,,) dos numeros pares (2,4,6,8,...) pode ser definida
por x,,1 = x,+2,comn =1, comx; = 2.

Exemplo 10: A sequéncia de Fibonacci (F,) onde cada termo € a soma dos dois
imediatamente anteriores é definida por F,,, = F,,1 + F,, com n > 0, onde F, =

F, = 1. Entdo temos a sequéncia (1,1, 2,3,5,8, ...).

4.1 Recorréncias lineares de primeiraordem

Uma recorréncia € de primeira ordem quando cada termo da sequéncia é
definido em funcéo apenas do termo imediatamente anterior.

Entdo podemos citar como exemplos de recorréncia de primeira ordem as
progressodes aritméticas (a, = a,_, + 1), as progressdes geométricas (a, = a,_; -
q), os fatoriais (a, = a,_, -n, com a; = 1), as poténcias com expoente natural
(a, = a,_,"a,coma, = a).

Note que € necessario conhecer o primeiro termo da sequéncia e a
recorréncia.

Chamamos uma recorréncia de primeira ordem expressa por x,,; em

funcao de x,, de linear se, e somente se, a funcéo é do primeiro grau.
Exemplo 11: Note que a recorréncia x,,; = 2x,, — n* é linear, bem como x,,; =
nx,, diferente de x,,; = x2, que ndo é uma sequéncia linear. Além disso,
chamamos de homogéneas as recorréncias x,,,; = nx, € x,.; = X2 por ndo terem
termos independentes de x,,.

Vejamos exemplos de resolucdes de recorréncias lineares de primeira
ordem.

Exemplo 12: Resolva a recorréncia x,,.; = nx,, onde x; = 1.
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Solugéo: Temos entao:

x, = 1x;
X3 = 2X,
X4 = 3x3

Xn = (M —1)xy_4
Fazendo as multiplicagbes, obtemos x, = (n—1)!x;. Como x; =1, entdo x, =
(n—1L
Exemplo 13: Resolva a recorréncia x,., = 2x,.

Solugéo: Temos

Xy = 2%,

X3 = 2X,

X4 = ZX3
Xp = 2Xp_q

Multiplicando, temos x, = 2""1x,. Como x; ndo foi definido, existem infinitas
solucdes para x,, = C - 271, onde C € uma constante arbitraria.
Exemplo 14: Resolva x,,; = x, + 2™, com x; = 1.
Solucéo: Temos
X, =%, +2
X3 = Xy + 22
X, =x3+23
Xp = Xp_q + 2771
Realizando a soma, obtemos
Xp=x,+2+22+23 4.4 271
Xp=14+2+224+234...42"1
Note que o x,, obtido é a soma de uma Progressdo Geométrica de razdo 2 e a, =

1, portanto

X, =2"—1.
Exemplo 15: Resolva x,,1; = x, + n, x; = 0.

Solucéo: Temos
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Xp =Xp1+(m—1)
Somando, obtemos
Xn=x+1+24+3+--+(n-1)
Xp=1+2+3+-+(n-1)
Repare que 1+2+3+ -+ (n—1) é soma dos (n —1) termos da Progressdo
Aritmética de razéo 1, logo

n(n-1)
n=7" 5 -

Teorema 7: Se a, € uma solucdo ndo nula da recorréncia x,,; = g(n)x,, entdo a
substituicdo x,, = a,y, transforma a recorréncia x,,,; = g(n)x, + h(n) emy, .1 =y, +
h(m)[g(n) - an] ™

Demonstracdo: A substituicdo x, = a,y, transforma x,,, = g(n)x, + h(n) em
An+1Yn+1 = g(M)anyn + h(n).

Mas a,,.; = g(n)a,, pois a, € solucdo de x,.; = g(n)x,.

Logo g(n)anyn+1 = g(n)an)’n + h(n), ou Seja! Yn+1 = Yn + h(1) [g(n) ’ an]_l- u

Exemplo 16: Resolva x,,; = 2x, + 1, x; = 2.
Solucéo: Como resolvemos no Exemplo 13, uma solu¢do ndo-nula para x,,,; =
2x, € x, =271,

Fazendo a substituicdo x, = 2" 'y,, obtemos 2"y, ., = 2"y, + 1, entdo y,,; =

Yo+ 27

E dai
Y=y +27"
Y3 =y, +27°
Ya=ys+27°

Yn=Yn-17t 2-(n=1)
Fazendo a soma

Va=y1+271 42724273 .4 277D
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(Z—I)n—l _ 1
271 -1
ynZY1_21_n+1

Yn =y1+2_1

Comox, =2"1y, ex; =2,temosy, =2ey,=3—-2"" Daix,=3-2""1-1.
Exemplo 17: Resolva x,,, = 3x, + 3", com x; = 2.

Solucéo: Temos que uma solugdo ndo-nula de x,,; =3x, € x, =3"1 (ou
poderiamos considerar qualquer outra progressao geométrica de razao 3).
Fazendo a substituigcdo x,, = 3" 'y,, obtemos 3"y, ., = 3"y, + 3™

Ou seja, y,+1 = yn + 1 e dai y,, € uma progressao geométrica de razéo 1.

Logo, y, =y, + (n — 1)1.

Comox, =3"1y,ex; =2,temosy, =2ey,=n+1.

Portanto, x,, = (n + 1)3" 1.

4.2 Recorréncias lineares de segunda ordem

Uma recorréncia linear é de segunda ordem quando cada termo da
sequéncia é definido em fungéo dos dois termos anteriores, como por exemplo a
sequéncia de Fibonacci que é definida por x,, = x,,_; + X,,_».

Uma sequéncia linear de segunda ordem é uma recorréncia do tipo

f)xn + g(M)xp1 + h(M)xp_, + k(n) = 0
onde f, g, h e k séo funcbes com dominio sendo o conjunto dos niumeros naturais
e f(n) nunca é nula. Quando k =0, temos uma recorréncia homogénea. E
necessario estipular os valores dos dois termos iniciais para que a recorréncia
defina uma sequéncia.

A recorréncia linear de segunda ordem homogénea com coeficientes
constantes é do tipo

Xn+2 + PXni1 +qxy, =0,
onde necessariamente q # 0, caso contrario teriamos uma recorréncia de primeira
ordem.

Sera associada uma equacao caracteristica a cada recorréncia linear de
segunda ordem homogénea da forma ja definida, com coeficientes constantes. A
equacdo associada é uma equacgdo do segundo grau do tipo r2+pr+q =0, e
como q # 0, sabemos que 0 ndo é raiz da equacgao caracteristica.

Exemplo 18: A recorréncia x,,, = x,4+1 + X, tem equacdo caracteristica r? = r +
1.
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Resolvendo a equagdo r? — r — 1 = 0 utilizando Bhaskara, temos A = 5.

~ , ~ 1++/5 1-+/5
Entdo as raizes sdo r; = 2( er, = 2‘/—.

Teorema 8: Seasraizesder? + pr + q = 0sdor, €1y, entdo a,, = C;r* + C,73' é solucéo
da recorréncia x,,, + px,+1 + qx, = 0, quaisquer que sejam os valos das constantes C,
e C,.

Demonstracdo: Substituindo a, = Cyr{* + C,r)' na recorréncia x,,, + pxp4q1 +
qx, = 0 e agrupando convenientemente os termos, obtemos

Cl'r{l(rlz +pT‘1+q)+C2T§‘(T'22+pT2+q) = C1T1n'0+C2T2n'0= O.m

Exemplo 19: A equagdo X, +3x,41 —4x, =0 tem r?+3r—4=0 como
equacao caracteristica.

Utilizando Bhaskara, temos A =25eentdor, =1 er, = —4.

Logo, pelo Teorema 8, todas as sequéncias da forma a, = C;1™ + C,(—4)™ sé&o

solucdes da recorréncia x,,, + 3x,41 — 4x, = 0.

Teorema 9: Se as raizes de 7> + pr+q = 0 sdo r; € r,, COM r; # 1,, entdo todas as
solucdes da recorréncia x, 4, + px,41 + qx, = 0sdo daformaa, = Cyr{* + C,r' e C; €
C, constantes.

Demonstracéo: Seja y, uma solucdo qualquer de x,,, + px,4+1 + qx, = 0.
Determinemos constantes C; e C, que sejam solucdes do sistema de equacdes

{617”1 + G, =y
Cri+Crf =y,

entao,
2
Y1 — )2
Cl =
ri1,(ry — 1)
e
2
YL — )2
CZ =

11 (r — 1)
€ possivel, poisr; #r,, 7y #0er, #0.
Afirmamos que y, = C;r{* + C,r}' para todo n € N. Seja entdo z, =y, — Cyr{* —
C,r3'. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos:
Zn+2 T PZnt1 T q2Zy
= Wn+2 T DYns1 + q¥) — Cir' (f + pry + @) — Cor3 (17 + pry + ).
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Sabemos que V12 + PVn+1 + qV, = 0, pOIS y,, € solucdo de x,,, + PXpeq + qx, =
0.

Além disso, os dois ultimos parénteses sdo iguais a 0, pois r; e r, Sao raizes de
r?2 +pr+q = 0. ENtao z,,, + pZ,41 + 9z, = 0.

Ainda temos que C;r; + Cor, =y, € Cir2 + Corf = y,, 1090 z, = z, = 0.

Mas se z,,, + PZ,41 + qz, =0e 2z, =z, =0, entdo z, = 0 paratodon. m

Exemplo 20: Determine o numero de Fibonacci F, definido por F,,, = F,41 + F,,
onde F, = F, = 1.

~ ;s . 1++5
Temos a equacao caracteristicar? =r + 1 e as raizes r; = Tf er, =

Entao

1+5\" 1-5\"
e () e (55

Vamos usar F, = F; = 1 para determinar C; e C,.

Obtemos o sistema

C1+C2=1
1++/5 1—-+/5
1 +(, =1
2 2
Logo
r _\/§+1<1+\/§>n+\/§—1<1—x/§>n
N 2 24/5 2 ’
isto é

. i<1_|_\/§>n+1 1 <1 _\/§>n+1
n \/g .

2 5\ 2
No caso de as raizes da equacao caracteristica serem raizes complexas, a
solucéo a, = C;r* + C,r)', C; e C, constantes arbitrarias pode ser escrita de forma
gue evite calculo com complexos.
Usando as raizes na forma trigopnométrica, temos:
r, = p(cos @ + isenB), r, = p(cos® —isenB)
r* = p"(cosnb + isennh), r}t = p™(cosnb — i sennoh)
Logo,
Cyrt + Cordt = p™[(Cy + C,) cosnb + i(C, — C,) sennd].
Entao
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S&80 novas constantes e a solucdo pode ser escrita

a, = p"[C{ cosnb + C; senno].

Exemplo 21: A recorréncia X, + Xp41 + X, =0 tem a equacéo r2+r+1=10

como equacao caracteristica e suas raizes complexas sdo

1+iV3 1-iV3
Tl = 2 e TZ = 2 )
gue possuem moédulo p = 1 e argumento 8 = ig.

Entédo a solucéo é

nm nm
X = p"[C, cosnb + C,sennb] = C; cos = + C, sen 3

Teorema 10: Se as raizes de 2 + pr + g = 0 sdo iguais, r; =1, = r, entdo a,, = C;r"* +
C,nr™ é solugdo da recorréncia x,,, + px,+1 + qx, = 0, quaisquer que sejam os valores

das constantes C; e C,.

Demonstracao: Sabendo que as raizes sao iguais, entdo r = — %-

Substituindo a, = C;r™ + C,nr™  na  recorréncia  Xxp4, +pxXpe1 +qx, =0 e
agrupando os termos de forma conveniente, obtemos
Cir*(r2 +pr+q) + Conr™(r? + pr+ q) + C,r'r(2r + p) =
Cir"-0+Conr*-0+Cor"r-0=0.m

Teorema 11: Se as raizes de r? + pr + g = 0 séo iguais, r; = r, = r, entdo todas as
solucBes da recorréncia x,,4, + px,41 + qx, = 0 séo da forma C;r™ + C,nr™, C; e C,
constantes.

Demonstracdo: Seja y, uma solugdo qualquer da recorréncia x,,, + pxXn4q1 +
qx, = 0.

Determinando constantes C; e C, que sdo solu¢des do sistema

{ ClT' + Czr = yl
CIT'Z + 2C27"2 = yz
ou seja,

Y1 Y2

61:2_

Y2 Yo —TY1
r r? '

e C2 == rz
Como r # 0, é possivel.
Afirmamos que y,, = C;r™ + C,nr™ para todo n natural.
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Com efeito, seja z,, = y,, — C;r™ — C,nr™. Mostraremos que z,, = 0 para todo n.
Temos
Zniz T PZpyr T 42y =

Vn+2 + PYne1 +q¥n) — Cir"(r® + pr+q) — Gur™(r? + pr + q) — Gr*r(2r + p).
Como y, é solucao, entdo y,,1» + PVn+1 + qy, = 0.
Se r é raiz de r? + pr + g = 0, entdo o segundo e o terceiro parénteses sdo iguais
a zero.
O ultimo parénteses também é zero, pois r = — g. Entdo z,,, + pz,41 + qz, = 0.
Além disso, como C;7 + C,r =y, € C;1r? + 2C,r% = y,, temos z; = z, = 0.

Mas se z,,, + PZ,41 + qz, = 0e z; =z, = 0 entdo que z, = 0 paratodon. m

Exemplo 22: A recorréncia x,,, —4x,,, +4x,=0 tem como equacéo
carateristica a equacdo r? — 4r + 4 = 0.

As raizes da equacdo sdo r; =1, = 2 e a solucdo da recorréncia € x,, = C;2™ +
Con2™.

Teorema 12: Se a, é solucdo da equagdo x,,, +px,41 +qx, = f(n), entdo a
substitui¢do x, = a, + y, transforma a equagdo em y,., + PVni1 + qyn = 0.
Demonstrac¢ao: Substituindo x,, por a, + y, na equagéo, obtemos

(Aniz2 + PAns1 + qan) + Wnsz + PYna1 + qyn) = f(0).
Mas a,, + pa,+1 + qa, = f(n) pois a,, € a solugédo da equacgéo original.
Logo, a equagéo se transformou em

Yn+z T OYne1 T qyn =0. 1

Pelo ultimo Teorema, uma recorréncia ndo-homogénea possui solucao
formada por duas partes: uma solucdo qualquer da ndo-homogénea e a solucao
homogénea. A solucdo da ndo-homogénea € encontrada por tentativas.

Exemplo 23: A recorréncia x,,, — 6x,4, +8x, =n+ 3" tem como equagado
caracteristicar? —6r + 8=0eraizesr, =2er, = 4.
Logo, a solugéo de x,,5 — 6x,41 + 8x, =0 €& h, = C;2™ + C,4™.
Agora tentaremos encontrar uma solucao particular t,, para a recorréncia
Xpy2 — 6Xpyq +8x, =n + 3™
Substituindo t,, em x,,, — 6x,,, + 8x,, devemos encontrar n + 3™.

Devemos imaginar que t, € a soma de um polinébmio do primeiro grau com uma
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exponencial de base 3.
Seja entdo t, = An+ B + C3™. Substituindo em x,,, — 6x,,; +8x, =n+ 3",
obtemos
3An+3B—-4A—-C3"=n+ 3"
Logo, t, terAsolucdose 3A=1,3B—44A=0e —C =1.
Portanto, A=, B=Ze( =1.

Entao

1 4 n
tn=§n+§—3 .

Exemplo 24: A recorréncia x,,, — 6x,,; +8x, =14+ 2" tem como equagao
caracteristicar? — 6r + 8 = 0 comraizesr, =2 er, = 4.
Portanto a solucao da equacao homogénea é h, = C,2™ + C,4".
Tentaremos entdo descobrir uma solucéo particular t,, para a recorréncia

Xpiz — 6Xpyq +8x, =14 2™
Substituindo t,, em x,,,, — 6x,., + 8x,, devemos encontrar 1 + 2™,
Podemos imaginar que t, seja a soma de um polinbmio constante com uma
exponencial de base 2, entdo tentaremos t,, = A + B2™.
Substituindo em x,,, — 6x,,1 +8x, =14+2", obtemos 34=1+4+2" mas a
recorréncia ndo admite solugéo da forma t, = A + B2".
A ideia era tentar uma constante A para obter uma constante a ser igualadaa 1 e
tentar B2™ para gerar uma exponencial a ser igualada a 2", entdo o termo B2™ ndo
poderia cumprir seu papel. B2™ é solu¢cdo da homogénea, obtida quando C; = B e
C, =0, e fazendo a substituicdo na equacdo, resultaria em 0e ndo em uma
exponencial que fosse possivel igualar a 2™.
Podemos agora multiplicar o bloco por n e fazer a tentativa com t, = A + Bn2".

Fazendo a substituicdo, obtemos 34 — B4B2™ = 1 + 2™.

Portanto,34=1 - A =21, —4B=1 — B:_letn:l_ﬂ_
3 4 3 4

Entéo a solugéo da recorréncia € a soma de h,, com t,, logo, x,, = C;2™ + C,4™ +

1 n2"

3 4’
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5. SEQUENCIAS ESPECIAIS

Pode-se obter os termos de uma sequéncia numérica a partir de trés
formas: por recorréncia, através do termo geral (ou lei de formacéo), ou ainda
por alguma particularidade dos termos. Aqui estdo apresentados alguns
exemplos de sequéncias que sdo estudadas com mais aten¢do no ensino basico.

5.1 Progressao Aritmética

Definicdo 5: Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia na qual a diferenca entre
cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é chamada de razéo

da progressao aritmética e representada pela letra r.

Exemplo: A sequéncia (2,4,6,8,...,a,,...) € uma progressao aritmética infinita e
crescente com r = 2.
Esta sequéncia pode ser definida de trés formas diferentes:
e Recursivamente: a,, = a,,_; + 1, onde a; = 2. E entéo:
a, = 2.
n=2 = a=a41+2 > a,=2+2 > a,=4.
n=3 = a3=a,+2 = az3;=4+2 = az=6.
n=4 = aq=a3+2 = a,=6+2 = a,=8.

Portanto (2,4,6,8,...,a,,...).

e Expressa a partir do termo geral: a, = a; + (n — 1)r, onde a, = 2.
a, = 2.
n=2>=a,=2+02-1)2 = a,=2+1-2>a, =4.
n=3>=>a;=2+B-1)2 =2 a;=2+2-2>a; =6.
n=4>=aq,=2+4-12 = a,=2+3-2>a,=8.
Portanto (2,4,6,8,...,a,,...).

e Particularidade dos termos: sequéncia dos nimeros naturais pares.

Portanto (2,4,6,8,...,a,,...).
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5.2 Progressao Geométrica

Definicdo 6: Uma progressdo geométrica (PG) é uma sequéncia numérica onde cada
termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando o termo anterior por uma constante. A

constante € chamada de razao da progressao geométrica e representada pela letra q.

Exemplo: A sequéncia (1,2,4,8,...,a,,...) € uma progressao geometrica infinita e
crescente com q = 2.
Neste caso, a sequéncia pode ser definida:
e Recursivamente: a,, = a,,_; * q, onde a, = 1. E entéo:
a, = 1.
n=2 = a,=a,"2 = a,=1-2 = a,=2.
n=3 = a;=a,"2 > a,=2-2 = a, =4
n=4 = aq=a3"2 = a,=4-2 = a,=8.

Portanto (1,2,4,8,...,a,,...).

e Expressa a partir do termo geral: a,, = a, - q™~Y,onde q; = 1.
a, = 1.
n=2= aq,=1-2¢"-Y = g,=1-2>aqa, =2.
n=3= a;=1-26"Y = g;=1-4>qa; =4.
n=4= q,=1-2¢"-Y =5 g;=1-8>aq,=38.

Portanto (1,2,4,8,...,a,,...).

e Particularidade dos termos: sequéncia dos nUmeros que séo resultados das
poténcias de base 2 com expoentes naturais.
Portanto (1,2,4,8,...,a,,...).

5.3 Sequénciade Fibonacci

Definicdo 7: A sequéncia de Fibonacci trata-se da sequéncia de numeros tais que o
primeiro e o segundo termos sdo iguais a 1 e todo termo, a partir do terceiro, é a soma dos
dois termos que o antecedem. Sendo assim:

{ a1:a2:1
Ap =ap_q1 +ap_,,Vn>2
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Temos entédo (1,1,2,3,5,8,13,21, 34,...).

A sequéncia ganhou notoriedade em conjunto com o problema da reproducéo dos
coelhos. Um par de coelhos da a luz a um novo par cada més, que se reproduzira
e gerard um novo par no segundo més. Considerando que os coelhos ndo morrem
e gque cada par gera um novo par a cada més, quantos pares de coelho havera
apos n meses?

O resultado do problema é a prépria sequéncia de Fibonacci.

Figura 8 - llustracéo do problema da reproducéo dos coelhos

0 Meses Casais: 0
1 X 1
2 %B 1
\
3 (1) 6
SOR 2
4 /@“ V] 3
s /\@J s &x\ E 5
\ 1 \
6 Muy M 8 8 &?&Eﬂ 88 8
A o S
AT T T I D

Fonte: Escola Educacéo, 2020.
Uma curiosidade interessante € a relacdo entre a sequéncia de Fibonacci e

1++/5

0 numero de ouro ¢ = . Podemos mostrar que ¢ € o limite da sequéncia ¢,, =

Fnt1
Fn

guando n tende ao .

Para demonstrar esse resultado, provaremos alguns lemas.

Lema 1: A sequéncia ¢,, € limitadae 1 < ¢,, < 2.

Fny1 _ FntFn—a

Demonstracdo 8: Observe que ¢, = E =F—=1+ P

Fn—
221 Lembre-se que

Foyr = By + Fq.
Agora, observando o fato de que a sequéncia de Fibonacci é crescente, segue que
Fn—1

< 1 donde segue que 1< ¢, <2, Vn =1, logo é uma sequéncia limitada.

n

Portanto se existir o limite, o valor deve estar no intervalo I = [1,2]. m

Lema 2: A subsequéncia de ¢,,, dos indices pares de ¢,, satisfaz ¢,, > @p42,Vn =1,
ou seja, é decrescente.
Demonstracao 9: Vamos fazer a demonstracéo por inducao sobre n.
Observe inicialmente que a afirmacao € verdadeira para n = 1, pois ¢, > ¢, ©
2>2

2
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Vamos supor que a afirmacgao seja verdadeira para n = k, entao:

Far Fox .
P2k > P2k+2 © ﬁ > ﬁ S Foryr*Fogsz > Far - Fores (HipOtese de

Inducéo)
Mostremos agora que a afirmacao é verdadeira paran = k + 1, ou seja,

P2k+2 > Pon+2 © Fapas " Fopya > Fopgn " Fopys
De fato:

Farys * Farea = (Faigz + Fara1) - (Fapgz + Fares) =
= Flirz + Faks2Fares + Faks1Fakez + Faka1Fares =
= Farr2(Fasz + Faras) + Fagg1Forgz + Fair1Faes >
> Farr2(Faksz + Fares) + FagFares + Fagg1Farys =
= Fors2Fosa + Fopss(Fogs1Far) = ForoForsa + ForesForsz =

= Fors2(Forsa + Forss) = FopeoForss
Pelo Principio da Inducéo Finita, segue que (¢,,) € uma sequéncia decrescente.

Lema 3: A subsequéncia de (¢,,) dos indices impares dada por (¢,,41) satisfaz ¢,,_; <
Qan+1, V1 = 10U seja, é crescente.
Demonstracao 10: Faremos a demonstracao por inducao sobre n.

Observamos inicialmente que a afirmacéo é verdadeira paran = 1, ou seja:

3
01 < @3 @1<§<:>1<1,5

Suponha que a afirmacéo é verdadeira para n = k, entao:

Fak < % (= FZk - F2k+1 < FZk—l " F2k+2 (Hlpétese de

P2k-1 < P2r+1 S 7 -
2k-1 2k+1

Inducéo)
Mostremos agora que a afirmacao é verdadeira paran = k + 1, ou seja,

Fak Fak
2k+2 < 2k+4

Pork+1 < P43 S Foryz Farys < Foggr " Fogga

Pék+1 Pék+3
De fato:

Forsz  Farrs = (Fogr + Ford - (Fopgz + Fare1) =
= Fies1 + Fare1Faraz + FarFopin + FagFapqr <
< F22k+1 + Fors1Fokt2 + ForForsz + Fop-1Fop2 =
= Fies1 + Fapeo(Fog—1 + Fai) + Fapy1Fopir =
= Fies1 + FarroForsr + Fars1Forer =

= Forr1(Fors2 + Fors1) + Fopy1Faks2 = Fars1Fores + Fogs1Faksz =
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= For41(For42 + Foge3) = Fopr1Fopsa

Pelo Principio da Inducéo Finita, segue que (¢,,-1) € uma sequéncia crescente. m

Lema 4: As subsequéncias (¢,,) € (¢2,4+1) SA0 cOnvergentes e convergem para 0 mesmo
limite.

Demonstracao 11: Pelo lema 3 e 0 lema 2, temos que ambas as sequéncias sao
monétonas e pelo fato de (¢,) ser limitada, ambas também sao limitadas. Logo
ambas sdo monotonas e limitadas e, portanto, convergentes. Suponha agora que
lim¢g,, = a e quelimg,,,; = b.

Temos que:

Qo =1+22=1+ € Ponsr =1+ -2 =1+—

Fon P2n-1 Fon+1 P2n

Passando os limites em ambas as igualdades ficamos com:

1 1
li =l14+———oa=1+-=ab=>b+1
im@,, m - a 5 a
lim ¢ =1+ b—1+1 b=a+1
= S b= - =
M Pznta lim ¢@,, a ¢ .

donde: a = b.

Assim lim¢,, = lim@,,,; =a. m

A F, 1+v5
Teorema 7: A sequéncia ¢,, = ’;“ converge para ¢ = 2\/_.
n

Demonstracao 12: Pelo lema 3 vimos que a subsequéncia dos indices pares ¢,,
e a subsequéncia dos indices impares ¢,,,; convergem para o0 mesmo limite, ou
seja, lim ¢,, = lim@,,,; = a. Por um resultado conhecido de analise (Elon, Lima

— Andlise na reta — Colecdo Matematica Universitaria) temos que a sequéncia ¢,, =

% também converge para a, ou seja, lim ¢,, = a. Usando a igualdade: ¢, =1+

n

F’;‘l =1+ (pl e passando o limite temos que:
n n-1
_ 1 1
limp,=1+———oa=1+—-oa*=a+1
lim@,_4 a

De a? = a + 1 temos, resolvendo a equacdo do segundo grau em que a, que a =

1+V5
2

= ¢ como queriamos demonstrar. m
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6. PROPOSTAS PEDAGOGICAS

Neste capitulo serdo apresentadas sequéncias didaticas como propostas
de aula em que Matemética e a Arte se unem para uma finalidade comum:
construcdo de conhecimento. Sabendo que a Matematica muitas vezes é vista
como “bicho-papao” das disciplinas, a Arte da suporte para a abstracdo que a

Matematica exige, podendo entéo tornar mais leve o tema de cada aula.

6.1 Plano de aula: Sequéncias numéricas

Disciplina: Matemética.

Professor: Ana Laura.

Ano/Série: 7° ano EF.

Titulo da Atividade: Seu nascimento € uma arte!

Numero de aulas previstas: 2 aulas.

Habilidade: (EFO7MA14) Classificar sequéncias em recursivas e nao recursivas,
reconhecendo que o conceito de recursdo esta presente nao apenas na
matematica, mas também nas artes e na literatura.

Objeto de aprendizagem: Sequéncias numericas.

Questao disparadora: Vocé ja pensou em poder personalizar o seu dia e

transformar a data do seu nascimento em uma arte?

Desenvolvimento:

Momento 1: Inicialmente sera discutida a ideia de sequéncia numeérica e em
seguida o professor devera propor varios tipos de sequéncias numeéricas
diferentes e solicitar que os alunos também sugiram alguns exemplos. As
primeiras sequéncias propostas nao precisam assumir padrbes, mas é
interessante que durante o debate, o professor ja introduza a ideia de seguir uma

lei de formacé&o para montar algumas sequéncias.

Momento 2: ApOs o debate, o professor devera chamar a atencéo dos alunos ao
fato de que uma sequéncia numérica nada mais € do que uma sequéncia
formada por numeros e, portanto, cada um pode determinar um critério proprio
para a construcdo de uma sequéncia com numeros. Agora, o professor devera
sugerir uma sequéncia numérica formada pelos niumeros do dia do nascimento
de cada um repetidamente. Por exemplo, uma pessoa que nasceu no dia 27 de
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marco de 1984 (27/03/1984), formard a sequéncia (2,7,0,3,1,9,8,4,2,7,
0,3,1,9,8,4,2,..). Com o objetivo de explorar as sequéncias que foram
geradas, é interessante que o professor solicite aos alunos que identifiquem os
termos de determinadas posicoes, por exemplo “Qual € o 4° termo da sua
sequéncia? E 0 12° termo? E o0 228° termo?”

Momento 3: Com as sequéncias montadas, os alunos deverdo observar as
figurinhas apresentadas pelo professor e definir 10 figurinhas, cada uma para
representar cada um dos algarismos (1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 0). Por exempilo:

ANV N
A4\

Momento 4: Agora é a hora de ressignificar a data de aniversario de cada um. Cada

algarismo sera representado por uma figurinha diferente e a sequéncia numérica
ja construida por cada um, agora sera representada pelas figurinhas escolhidas.
Por exemplo, para a sequéncia construida no nosso exemplo, usaremos primeiro
a figurinha do 2, depois ado 7, em seguida a do 0, depois a do 3 e assim por diante.
O ideal € que a sequéncia seja repetida por algumas vezes até que um mosaico
seja formado.

Vejamos uma possibilidade do mosaico da nossa sequéncia de exemplo.

(2,7,0,3,1,9,8,4,2,7,0,3,1,9,8,4, 2, ...)
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Momento 5: Apds os alunos explorarem as possibilidades de mosaicos com a sua
data de nascimento, eles deveréo definir a forma que preferirem e colar em uma
folha sulfite.

Como atividade complementar, o professor pode sugerir que 0s estudantes
troquem de mosaicos com seus colegas e facam o exercicio de adivinhar as datas
de nascimento apenas olhando a sequéncia de figurinhas coladas. Por exemplo,

supondo que 0 mosaico seguinte seja de um aluno:

O colega que pegar seu mosaico, investigara as figurinhas e a ordem em que estéao
dispostas. Sabendo que a data de nascimento € composta por 8 digitos, entédo a
data de nascimento sera 23/01/1985.

Avaliacdo: Como proposta de avaliacdo é sugerido que o professor considere o

desempenho e 0 engajamento do estudante durante 0 momento da aula.
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6.2 Plano de aula: NOomero

Disciplina: Matemética.

Professor: Ana Laura.

Ano/Série: 7° ano EF.

Titulo da Atividade: Descobrindo o .

Numero de aulas previstas: 2 aulas.

Habilidade: (EFO7MA33) Estabelecer o numero como a raz&do entre a medida de
uma circunferéncia e seu diametro, para compreender e resolver problemas,
inclusive os de natureza historica.

Objeto de aprendizagem: NUmero .

Questdo disparadora: JA pensou como deve ser tentar escrever algo e ndo

conseguir terminar porque nao tem fim?

Desenvolvimento:

Momento 1: O professor devera solicitar previamente que os alunos tragam
objetos circulares de tamanhos variados (pratos, pires, copos, etc).

Momento 2: Com os alunos divididos em grupos e cada grupo com seus objetos, o
professor solicitara que os alunos realizem as medidas das circunferéncias dos

objetos e de seus diametros e preencham a tabela.

Objeto Circunferéncia C| Diametro D C=+D

Com as tabelas devidamente preenchidas, os alunos deverao expor os valores
encontrados na ultima coluna, os valores deverdo estar proximos de 3,1
independentemente do tamanho do objeto medido. Entdo o professor formaliza
a razao entre a medida da circunferéncia e seu diametro e apresenta o numero
m = 3,14159265358979323846264338327950288 --- (pi).

Momento 3: E interessante que neste momento o professor contextualize a historia
deste numero curioso, que teve inicio por volta de 4000 anos atras. Foi investigado
para a construcdo do grande templo de Saloméao, na época aproximado para 3. No
entanto, ap0s muitos anos de estudo de varios matematicos, uma descoberta
importante: a existéncia dos numeros irracionais. E entdo foi possivel que os
estudos sobre o valor de m continuassem e as casas decimais sem padrao fossem
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descobertas.

Momento 4: ApOs a apresentacdo do novo numero, o professor podera
apresentar a féormula do comprimento da circunferéncia (C =2 -m-r), realizar
alguns exemplos com o uso da formula e, em seguida, solicitar que os alunos
realizem exercicios com a aplicacao da férmula.

Momento 5: Agora que os alunos estédo familiarizados com o novo numero, sera
proposta a brincadeira de representar as casas decimais de = com figurinhas, é
importante delimitar um espaco como uma folha sulfite ou uma péagina de

caderno. Usando uma figurinha para cada algarismo, temos:

ANV Ny
e

Portanto, para formar o nimero r até 412 casa decimal, neste exemplo, obtemos

a seguinte formacao:

3 1 4 1 5 9 2
6 5 3 5 8 9 7
9 3 2 3 8

Que resulta no mosaico:
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Apés a construcdo do mosaico € interessante que o professor chame a atencéo
dos alunos para o fato de nao ser possivel observar padrdo na ordem das
figurinhas, justamente por ndo ser possivel estabelecer padrao nas casas decimais
do numero .

Avaliacdo: Como proposta de avaliacdo € sugerido que o professor considere o

desempenho e 0 engajamento do estudante durante 0 momento da aula.
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6.3 Plano de aula: Progressao Aritmética

Disciplina: Matematica.

Professor: Ana Laura.

Ano/Série: 12 série EM.

Titulo da Atividade: Introducéo a Progressao Aritmética.

Numero de aulas previstas: 2 aulas.

Habilidade: EM13MAT507: Identificar e associar progressfes aritméticas (PA) a
funcBes afins de dominios discretos, para analise de propriedades, deducéo de
algumas férmulas e resolucao de problemas.

Objeto de aprendizagem: Progressdao aritmética.

Questédo disparadora: Serd que a mesma progressao aritmética pode despertar
diferentes interpretacbes?

Desenvolvimento:

Momento 1: Inicialmente o professor devera conversar com os alunos sobre quais
sdo as condi¢cdes necessarias para que uma sequéncia numérica possa ser
classificada como uma Progressdo Aritmética (PA). A partir das definicbes, o
professor devera sugerir que os alunos construam alguns exemplos de PA.
Também é o momento de expandir o assunto e discutir sobre as sequéncias
obtidas serem crescentes, decrescentes ou constantes, se alguma delas converge
para algum valor por exemplo.

Momento 2: Depois de analisar os exemplos que os alunos sugeriram, o professor
devera apresentar a formula do termo geral da PA(a,, = a; + (n— 1) - r) e mostrar
diferentes exemplos de aplicacoes.

Momento 3: Neste momento, os alunos resolverdo exercicios utilizando a formula
do termo geral. E interessante que o professor explore as diversas formas de
utilizar o termo geral da PA, como por exemplo para determinar a razdo de uma PA
onde se conhece o primeiro termo, 0 enésimo termo e a enésima posicao.
Momento 4: Ja familiarizados com a PA, o professor devera propor a atividade de

representar os numeros de determinadas sequéncias por figurinhas. Por exemplo:
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Para que a representacédo seja valida, ela devera seguir alguma sequéncia logica
para todos os termos. Para ilustrar a situacdo, usaremos a PA de razao 3 iniciada
no termo 2 (2,5,8,11,14,17,20,23,26,29,32,35,38,...) e definiremos que as
figurinhas serdo determinadas de acordo com o resto que cada um dos termos
deixa quando acontece uma divisao por 4. Entdo para 2, a figurinha utilizada sera a
terceira, pois 0 niumero 2 deixa resto 2 na diviséo por 4. Para 5, a figurinha utilizada
sera a segunda, pois 0 numero 5 deixa resto 1 na divisdo por 4. Seguindo esse

padrdo, obtemos a sequéncia (2,1,0,3,2,1,0,3,2,1,0,3,...):
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E formamos o seguinte mosaico:

y e V' g
Ahd hd\
4V N4

AV W NV N
e V' e
AVl VN

Neste exemplo, formamos um mosaico de apenas sete colunas, mas o aluno fica

livre para criar da forma que preferir desde que nao se desvie do padréo definido
para escolher as figurinhas.

Momento 5: Como atividade, o professor pode fixar uma PA e propor para que 0s
alunos troguem seus mosaicos para que um investigue qual foi o padréo légico

definido pelo outro. Por exemplo, analisando o seguinte mosaico:
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O aluno que devera perceber que o mosaico é formado pela sequéncia de
figurinhas (2,5,8,1,4,7,0,3,6,9,2,5,8,...), portanto pode considerar que a
estratégia utilizada para sua construcao foi a utilizacdo do ultimo algarismo de
cada elemento da PA fixada pelo professor.

Avaliacdo: Como proposta de avaliacao é sugerido que o professor considere o

desempenho e 0 engajamento do estudante durante 0 momento da aula.

47



6.4 Plano de aula: Progressdo Geométrica

Disciplina: Matematica.

Professor: Ana Laura.

Ano/Série: 12 série EM.

Titulo da Atividade: Introducéo a Progressdo Geométrica

Numero de aulas previstas: 2 aulas.

Habilidade: EM13MAT508: Identificar e associar progressdes geométricas (PG) a
funcBes exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades,
deducéo de algumas férmulas e resolucao de problemas.

Objeto de aprendizagem: Progressdo geométrica.

Questao disparadora: O que podemos chamar de progressao?

Desenvolvimento:

Momento 1: O professor pode iniciar a aula apresentando algumas sequéncias
numericas, dentre elas, € interessante que existam Progressbes Geomeétricas
(PG) e Progressodes Aritméticas (PA) para que sejam levantados questionamentos
de forma a induzir o aluno a concluir a principal diferenca entre as progressoes.
Momento 2: Apés explorar e debater sobre as diferencas entre PA e PG, o
professor devera formalizar a definicdo de PG e apresentar sua formula do termo
geral (a,, = a; - ¢ V) e demonstrar diversos tipos de aplica¢bes. Aqui também
podemos observar quais sequéncias sao crescentes, decrescentes ou
constantes, solicitar que os alunos sugiram uma subsequéncia de alguma
sequéncia ja analisada e facam uma nova andlise, que observem que a
subsequéncia esta convergindo para algum valor.

Momento 3: Neste momento, os alunos resolveréo exercicios utilizando a formula
do termo geral. E interessante que o professor explore as diversas formas de
utilizar o termo geral da PG, como por exemplo para determinar a razdo de uma
PG onde se conhece o primeiro, 0 enésimo e a enésima posicao.

Momento 4: Mantendo o foco nas Progressées Geométricas, o professor vai fixar
uma PG e pedir que os alunos determinem alguma sequéncia légica para

representa-la com figurinhas. Por exemplo:
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Fixando a PG (1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048,8192,16384, ...), 0S

alunos deverdo desenvolver um pensamento légico para representar a sequéncia

usando apenas as figurinhas.
Supondo que a estratégia adotada seja a de usar o Ultimo algarismo de cada

namero da sequéncia, essa PG se torna:

Que resulta 0 mosaico abaixo.
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Momento 5: Propor para que os alunos troguem seus mosaicos para que um
investigue qual foi o padrédo légico definido pelo outro.
Avaliacdo: Como proposta de avaliacdo € sugerido que o professor considere o

desempenho e 0 engajamento do estudante durante 0 momento da aula.
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6.5 Plano de aula: Sequéncias convergentes

Disciplina: Matematica.

Professor: Ana Laura.

Ano/Série: 1° ano EM.

Titulo da Atividade: Para onde vai?

Numero de aulas previstas: 2 aulas.

Habilidade: (EFO7MA14) Classificar sequéncias em recursivas e nao recursivas,
reconhecendo que o0 conceito de recursdo esta presente ndo apenas na
mateméatica, mas também nas artes e na literatura.

Objeto de aprendizagem: Sequéncias numeéricas.

Questdo disparadora: Ja pensou como deve ser tentar escrever algo e nao

conseguir terminar porque nao tem fim?

Desenvolvimento:

Momento 1: Inicialmente sera discutida a ideia de sequéncia numérica e em
seguida o professor devera propor varios tipos de sequéncias numéricas diferentes
e debater com os alunos sobre a lei de formacéo de cada sequéncia usada como
exemplo, portanto € interessante que as sequéncias apresentadas assumam
algum padrao.

Momento 2: Utilizando uma sequéncia bem simples e infinita, como por exemplo a

dos numeros naturais (1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, ...), o professor debatera com os alunos

sobre o ultimo numero da sequéncia, levando-os a concluir que esse ultimo

numero ndo existe, mas que € possivel perceber que a sequéncia segue para o

infinito. Além disso, € interessante que o professor apresente e construa algumas

sequéncias constantes com os alunos.

Momento 3: O professor podera agora formalizar o conceito de convergéncia de

sequéncia, apresentar novos exemplos de sequéncias convergentes e solicitar

gue os alunos também sugiram novos exemplos. Além disso, € interessante que 0

professor dé algumas leis de formacédo e solicite que os alunos montem as

sequéncias convergentes correspondentes.

Momento 4: Para visualizar melhor o conceito de sequéncias convergentes, 0

professor fard a proposta de utilizar figurinhas para construir uma sequéncia

convergente. Usando uma figurinha para cada algarismo, temos:
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Antes de construir 0 mosaico de uma sequéncia convergente, o professor deve

propor que o aluno monte um mosaico de uma sequéncia constante pra visualizar

0 que acontece e entao prosseguir.
~ A . 1
Neste exemplo, faremos a construgéo da sequéncia a,, = -1 € N. Note que esta

€ uma sequéncia que converge para o numero 0, dada a lei de formacé&o anterior,

~ A . 111 1 1 1 1 1
temos entdo a sequéncia (1,-,-,-,—,—,—,— ..). No exemplo

2’4’8"16’32” 64’ 128 256"
representaremos em cada linha cada um dos termos da sequéncia até sua sexta

casa decimal, ou seja:

1 0 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0 0
0 2 5 0 0 0 0
0 1 2 5 0 0 0
0 0 6 2 5 0 0
0 0 3 1 2 5 0
0 0 1 5 6 2 5
0 0 0 7 8 1 2
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Entdo, temos:
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Como é possivel observar no mosaico obtido, primeiro a primeira casa decimal foi

zerada, em seguida a segunda casa decimal foi diminuindo também, o que nos
mostra que também serd zerada, assim como € a tendéncia das outras casas
decimais também.

Avaliacdo: Como proposta de avaliacao é sugerido que o professor considere o

desempenho e 0 engajamento do estudante durante 0 momento da aula.

53



CONCLUSAO

A construcdo do conhecimento € um processo particular de cada pessoa
e que pode se dar e acontecer de formas diferentes de um individuo para outro.
Sabemos que, assim como as pessoas possuem habilidades diferentes, também
possuem facilidades e dificuldades distintas.

As propostas de aulas apresentadas neste trabalho, vem com o intuito de
sugerir uma forma diferenciada e mais atrativa de representar e trabalhar
sequéncias numéricas com os alunos em sala de aula. Agregar a Arte e o ludico
a Matematica pode despertar o interesse de pessoas com diversas habilidades,
inclusive das que nao possuem grande afinidade com a Matematica.

Hoje, um professor de ensino basico se vé constantemente enfrentando
desafios, seja com relacdo a desvalorizacdo da profissdo, ou com relacdo a
infraestrutura escolar, ou com relacéo ao convivio com os alunos ou varios outros
fatores que podem alimentar essa visdo. Certamente ndo existe receita
milagrosa, porém uma aula que sai do padrédo da metodologia expositiva e torna
a Matematica mais acessivel para todos os alunos pode amenizar os impactos
desses enfrentamentos, pois o que é diferente ganha destaque.

Quando nos propomos a apresentar um conteudo de forma diferente do
que é o habitual, abrimos uma “porta de entrada” também diferente do que é a
habitual e, portanto, um “caminhar” diferente podera ser tracado até a construcéo
do conhecimento. Quanto mais pessoas aprendem, mais ricas e variadas se
tornam as experiéncias que compartilhamos e mais profundas e significativas

sdo as mudancas que podemos alcancar.
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ANEXO - Sugestdes de figurinhas

ANVINY

A4\

sef3Ixlele
Lol LY Lo Kl Ll
0 1 2 3 4

y

5 6 7 8 9

0 1 2

4

3

y

4

=r

7

57

>~

8

-

9



	298fad80bfed30c88905f173b27c775168e00863810961732252574c965bd444.pdf
	298fad80bfed30c88905f173b27c775168e00863810961732252574c965bd444.pdf
	298fad80bfed30c88905f173b27c775168e00863810961732252574c965bd444.pdf

