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Matematica é a rainha das ciéncias e a teoria
dos numeros é a rainha da matematica. Ela
muitas vezes condescende a prestar servigo a
astronomia e outras ciéncias naturais, mas em
todas as relacbes ela tem direito a primeira
classificag&o.

Carl Friedrich Gauss



RESUMO

O presente trabalho foca inicialmente em uma abordagem sobre a historia da
Matematica, mais especificamente, a matematica babilénica e a matematica egipcia.
Cito também os principais pensadores: Thales de Mileto e Pitagoras que foram os
responsaveis pela transformacdo da Matematica em um estudo organizado e
sistematico. Nesse material sdo abordados alguns teoremas geométricos classicos,
de forma que o objetivo principal deste trabalho é proporcionar ao leitor uma reflexdo
sobre como o Teorema de Thales e o Teorema de Pitdgoras podem ser estudados
utilizando os recursos do Geogebra, e, também, compreender os conceitos e

aplicagdes, especialmente em triangulos semelhantes.

Palavras chaves: Teoremas geométricos classicos, Teorema de Thales, Teorema de

Pitagoras, Geogebra.



Abstract

The present work initially focuses on an approach about mathematics history, more
specifically, the Babylonian and the Egyptian mathematics. | also cite the major
thinkers: Thales of Miletus and Pythagoras, who were responsible for the
transformation of mathematics into an organized and systematic study. In this material
some classical geometric theorems are addressed, in such a way that the main
purpose of this work is to provide the reader with a reflection on how the Thales's
Theorem and the Pythagorean Theorem can be studied using the resources of
GeoGebra, and also, to comprehend the concepts and applications, especially in

similar triangles.

Keywords: Classical geometric theorems, Thales's Theorem, Pythagorean Theorem,
GeoGebra.



A GEOMETRIA

Tao visivel e vivenciada quanto despercebida

A geometria se vé,

No contorno da peneira,

No formato da tv,

No gingado da capoeira,
Nas portas e nas janelas,
Na forma do paozinho,

Nas tamancas e chinelas,
Na xicara do cafezinho,

Na fachada das casas,

Nas curvas do caminho,

Das borboletas, nas asas,

E também no meu cantinho,
Nos sélidos geométricos,
Das rochas a beira mar,

Ou nos cristais assimétricos,
Que nao flutuam no ar.

A esfera que gira no espacgo,
Em movimento de rotagéo,
Na translagao esta o passo,
Para a sua evolucéo.

E, entao?

Chegamos a conclusao,

De a geometria estar,

Em todo e qualquer lugar,
Na beleza dos abrolhos,
Nas estrelas do mar,

Ou no formato dos olhos,
Que nos enchem de amor sem par,
Deus deu ao homem inteligéncia,
Para aprender a contar,

E evoluindo na ciéncia,



Sua vida melhorar,

Da geometria a importancia,
Levou-o0 a compreender,

E diante das circunstancias

Seus calculos desenvolver.

Ruth Nunes Dualibi



SIMBOLOS DE LETRAS

AB reta AB

AB semirreta AB

AB segmento AB

AB medida do segmento AB
A angulo A

a letra grega alfa

B letra grega beta

é letra grega delta

y letra grega gama

0 letra grega teta

@ letra grega phi

> maior

< menor

= igual

= equivalente

= aproximadamente igual a ou congruente
[ retas paralelas

1 retas perpendiculares

A triangulo

= condicional; implica; se ..., entao
m retam

m’ reta m’

n retan

4 angulo

~ semelhante
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1 INTRODUGAO

A Matematica é a arte da pura raz&o, a estrutura l6gica fundamental de tudo o
gue existe e de tudo o que n&o existe. Ela nos auxilia a organizar e compreender tudo
0 que podemos imaginar na vida, como a musica, a arte e a linguagem, seus simbolos
e conceitos essenciais.

O que sabemos sobre a histéria da Matematica € que toda civilizacdo que
desenvolveu a escrita também mostra evidéncias de conhecimentos matematicos.
Nomes para numeros e formas e as ideias basicas sobre contagem e operagdes
aritméticas parecem ser parte da heranga comum da humanidade em toda parte.

A escrita comegou a se desenvolver no antigo Oriente, por volta de 5000 a.C.,
e assim a Matematica comegou a surgir como atividade especifica. Pois, como as
sociedades adotavam diferentes formas de governo, necessitavam de meios para
acompanhar o que era produzido, bem como, quanto era devido de impostos. Entédo
unidades de medidas foram criadas ao acaso, mas somente algumas pessoas sabiam
fazer essas conversdes. Tal tarefa era especifica dos escribas (funcionarios publicos)
que sabiam escrever e resolver problemas matematicos simples, nascendo ai a
Matematica como tema de estudos. Como descrito por Berlinghoff:

Quase todas as evidéncias que temos para esse periodo no
desenvolvimento da Matematica vém da Mesopotamia, regido entre os
rios Tigres e Eufrates, que agora € Iraque, e do Egito, a terra no vale
do Nilo, no nordeste da Africa. E provavel que um processo semelhante

estivesse ocorrendo ao mesmo tempo na China e na india, mas temos
muito menos evidéncias especificas. (Berlinghoff: 2010, p. 7)

Os antigos egipcios escreviam com tinta sobre papiros, um material que nao
sobrevive facilmente por milénios, e a maior fonte de informagao sobre a Matematica
egipcia é o papiro Rhind, um documento de cerca de 1650 a.C. O papiro contém de
um lado, extensas tabelas que eram usadas como ajuda para os calculos, e, do outro
lado, uma colecao de problemas. O escriba de nome Amdésis detalha a solugao de 85
problemas de Aritmética, fragbes, calculo de areas, volumes, reparticdes
proporcionais, progressdes, regra de trés simples, equagdes lineares, trigonometria
basica e geometria. E um dos mais famosos antigos documentos matematicos que

chegaram aos dias de hoje, juntamente com o Papiro de Moscou.
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Figura 1 — Papiro de Moscou

Fonte: LUCHETTA, 2008.

A Matematica egipcia de 4000 anos atrds era de conhecimentos bem
desenvolvidos e de conteudos semelhantes ao que aprendemos hoje sobre calculos
e geometria no ensino fundamental e médio. Era registrada e ensinada por meio de
situagdes problemas e parece ter suas raizes na pratica dos escribas. Por fato, como
colocado por Rooney:

Por volta de 600 a.C., os gregos antigos desenvolveram um interesse
pela Matematica. Eles foram além de seus predecessores porque
estavam interessados em encontrar regras que pudessem ser
aplicadas a qualquer problema de um tipo similar. Eles trabalharam
com conceitos em Matematica que veio a ser a base de tudo o que veio
depois. Alguns dos maiores matematicos de todos os tempos viveram

na Grécia e no centro Helénico de Alexandria no Egito.(Anne Rooney,
2012, p. 10)

Quando se fala de Matematica grega, a referéncia principal da palavra grega é
a lingua em que é escrita. Suas préprias historias dizem que o mais antigo argumento
matematico remonta a 600 a.C e teve atividade crescente até cerca de 400 d.C. Foi
na Grécia Antiga que a Matematica ganhou contornos abstratos e passou a ser
utilizada ndo apenas para medir e contar coisas do dia a dia, mas também como
elemento de pensamento abstrato e filosofico. Foi na Grécia que se desenvolveram
diversos sistemas de numeracéao, dentre eles o alfabético, em que os numeros eram
representados por letras que compunham o alfabeto grego: alfa, beta, gama, delta,
entre outros. Tais representagdes ainda hoje sao utilizadas em formulas matematicas

A Matematica da Mesopotamia (Antigo Periodo Babilénio) vem de tabuas
traduzidas entre 1900 e 1600 a.C. Diferente do que aconteceu na Matematica egipcia,

foram descobertas muitas dessas tabuas, o que permite uma imagem mais clara do
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que era a Matematica da Mesopotamia. Com relagdo a esse tdpico, Berlinghoof

descreve que:
Muitas das tabuas matematicas desse periodo séo tabelas para ajudar
nos calculos ou cole¢des de problemas para o treinamento de jovens
escribas. Algumas tabuas de problemas contém respostas ou mesmo
solugdes completas, mas ha muito pouco que explique o processo de
descoberta por tras dos métodos que estdo sendo ensinados ou
apresentados. (Berlinghoff, 2010, p. 10)

A Matematica babilonica tinha um aspecto interessante que era a ocorréncia
de situacdes problemas, que tentavam ser praticos, mas com teor recreativo. Mas o
fim desse periodo fértil para a Matematica foi quando os escribas, ao invés de serem
treinados em escolas especiais, comegaram a ser treinados em casa, 0 que ocasionou
o fim do Antigo periodo Babilénico. A Matematica perde sua identidade, e a maior
parte do entusiasmo e da criatividade desaparece. Somente muitos anos depois,
cerca de 300 a.C, ressurge o interesse por essa ciéncia, agora voltada para a
astronomia babildnia.

A Matematica babilénica era conduzida por métodos, e os escribas gostavam
de construir outros ainda mais elaborados. Um exemplo foi a ideia de representar
numeros em termos de poténcias de 60 e especialmente quando se tratava de
representar fragdes. O fato de ainda dividirmos uma hora em 60 minutos e um minuto
em 60 segundos remonta, passando pelos astrbnomos gregos, as fragdes
sexagesimais; quase 4 mil anos depois, ainda somos influenciados pelos escribas
babildnicos. De acordo com Brown:

Embora os usos praticos da matematica sejam abundantes, o que a
torna tdo magica é a elegancia e a beleza que possui fora dos
contextos de aplicagdo real. E é por tornarem nossa existéncia

inteligivel e nos ajudarem a organiza-la que atribuimos significado aos
conceitos matematicos. (Brown, 2014, p. 6)

Tanto as condi¢gdes da sociedade, quanto a propria Matematica estdo em
constante mudanca. E absolutamente verdade que a validade das teorias
matematicas € continua e duram séculos. No entanto, o status dessas teorias e
técnicas relacionadas como novos desenvolvimentos, novas descobertas e campos
de aplicacao recentes aparecem dentro e fora da Matematica e variam muito em

importancia e eficacia. Segundo Lima:

Sempre houve dificuldades para ensinar Matematica. O conhecimento
didlogo de Sdécrates para exemplificar seu método de ensino trata de
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um tépico de Geometria. A expressao ‘pons assinorum” (ponte dos
burros), que durante séculos serviu para designar certos teoremas de
Geometria, indica que, dentre os poucos jovens da Idade Média que se
aventuravam a estudar essa matéria, somente alguns eram capazes
de assimila-la. A crenca, que perdurou até o comego do século, de que
existia no cérebro humano uma “bossa da Matematica”, cujo maior ou
menor desenvolvimento em cada pessoa era o fator determinante do
seu éxito ou fracasso na aprendizagem da Matematica, € também uma
indicagao de que nunca foi tarefa banal ensinar essa matéria. (Lima,
2001, p. 167)

A Matematica, tal qual a conhecemos hoje, € uma ciéncia baseada
essencialmente no raciocinio dedutivo. Esta forma de estruturar o conhecimento, onde
hipoteses iniciais articuladas com o raciocinio lI6gico constroem o novo conhecimento,
foi inaugurada na Grécia antiga. E consenso entre os historiadores e estudiosos, que
nas origens deste método de raciocinar e exibir o pensamento, esta o nome de Thales
de Mileto.

O matematico Thales deu os primeiros passos para a sistematizacdo da
geometria. Ele foi o primeiro a demonstrar os teoremas geomeétricos, inventou o
primeiro sistema de raciocinio l6gico e foi o primeiro a considerar o conceito de
congruéncia de figuras espaciais (que duas figuras num plano podem ser
consideradas iguais se vocé puder deslizar e girar uma para coincidir exatamente com
a outra). Entre os povos antigos, ndo existiam demonstragbes formais como
conhecemos hoje. Logo, “o critério de confiabilidade das regras e procedimentos
usados era simplesmente a concordancia com a realidade a que se destinavam”

(DOMINGUES, 2002, p. 56). Em relagado as demonstragdes, Mlodinow descreve que:

...tudo comegou com um pequeno esquema planejado por Pitagoras:
empregar a Matematica como o sistema abstrato de regras que pode
modelar o universo fisico. Depois veio um conceito de espacgo diferente
do chdo ao qual pisamos, ou da agua em que nadamos. Foi o
nascimento da abstragdo e da demonstragdo. Logo, os gregos
pareciam ser capazes de achar respostas geométricas para toda
questado cientifica — da teoria da alavanca as orbitas dos corpos
celestes. (Mlodinow, 2004, p. 10)

Ja em relagcdo ao matematico Pitagoras, ele foi um excelente especialista em
geometria, deixando como principal contribuigcdo para a Matematica a descoberta da
relacdo de igualdade entre o quadrado da hipotenusa e a soma dos quadrados dos
catetos no interior de um tridngulo retdngulo, o que ficou conhecido como teorema de

Pitagoras. Segundo Berlinski:
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E por meio do teorema de Pitagoras que o conceito de distancia fica
sob controle geral da Matematica. Algum controle € necessario. A
distancia é uma extens&o de algum tipo, um aspecto de geometria. E
também um tipo de numero, um aspecto da aritmética. E uma ou outra
ou nenhuma. Mas seja qual for sua natureza, a distancia é a resposta
a pergunta qudo longe, uma das grandes questdes da raga humana,
inferior apenas, suponho, a quanto. Tendo sido expresso como uma
conclusao sobre tridngulos retangulos, o teorema de Pitagoras também
descreve a distancia entre quaisquer dois pontos em um plano, porque
quaisquer dois pontos em um plano pode ser entendido como vértices
de um tridngulo. Isso é simultaneamente magico e maravilhoso: magico
porque trata-se de algo que responde a uma ideia ndo concebida de
uma expansao atribuida a um namero; e maravilhoso porque o numero
foi gerado por uma forma simbdlica simples. Além da medida de
distdncia bidimensional, ha a distdncia em trés dimensdes e, na
verdade, distdncia em n dimensdes. A nobre familia dos espacgos
métricos encontra sua linha paterna no Teorema de Pitagoras.
(Berlinski, 2018, p. 70)

Dessa forma, se era possivel constatar a veracidade de forma visual e ela

sempre funcionava, ela era adotada como verdade. Com o tempo, acreditou-se que a

Irmandade Pitagdrica tenha sido a pioneira no método dedutivo, mesmo sem base

axiomatica pré-estabelecida. O que eles faziam era “encadear raciocinios para

estabelecer propriedades e encadear propriedades para deduzir outras propriedades
de certas partes da geometria” (DOMINGUES, 2002, p. 58). De modo conclusivo,

como descrito por Berlinghoff:

A Matemética hoje, vista “de dentro”, ¢ ao mesmo tempo diversa e mais
unificada do que jamais foi. E mais abstrata, no entanto tem mais ampla
aplicabilidade a areas da vida moderna do que em qualquer tempo
anterior. Por causa disso, a “vista de fora” é compreensivelmente
confusa. De um lado, a Matematica € vista como muito esotérica,
amedrontadora, um assunto sobre o qual até mesmo pessoas bastante
instruidas confessam ignorancia sem se envergonhar. De outro, é tida
como parte essencial da prosperidade, seguranga e conforto
modernos, de modo que os habeis em matematica sao tomados como
recursos humanos valiosos. (Berlinghoff, 2010, p. 60)
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2 GEOMETRIA

Geometria, palavra de origem grega, “geo” significa terra e “metria” significa
medida. A Geometria surgiu ha aproximadamente 4000 anos no Egito e na Babilbnia,
sem duvida de uma maneira intuitiva, e, portanto, nao sistematica, como uma série de
regras praticas sugeridas pela experiéncia, cujo objetivo principal era aplicagdes as
medicdes. De fato, as relagdes dessa sociedade, baseadas na propriedade,
impuseram a necessidade de medir.

A Geometria com um carater dedutivo, apoiado em proposigdes gerais, teve
seu inicio na antiga Grécia, com Thales de Mileto e Pitagoras. Ja a Geometria com
um carater axiomatico, um sistema formado por nogdes primitivas, definigdes,
axiomas e teoremas aproveitando o conhecimento que ja havia na época foi estudado
por Euclides.

Um sistema axiomatico € qualquer conjunto de axiomas que podem ser ligados
em conjungao para logicamente derivar teoremas. Os axiomas s&o o comego de uma
cadeia dedutiva e sdo as afirmag¢des ndo demonstradas que podiam ser aplicadas a
varias areas de conhecimento. Euclides, na sua famosa obra Elementos chamou de
postulado (aquilo que ndo se pode demonstrar) outras afirmagdes ndo demonstraveis,
porém, agora vinculadas a teoria que queria construir, no caso a Geometria.

Os cinco postulados utilizados por Euclides nos Elementos sdo os seguintes:

1°) Pode-se tragar uma unica reta ligando quaisquer dois pontos.

2°) Pode-se continuar (de uma maneira unica) qualquer reta finita continuamente
em uma reta.

3°) Pode-se tragar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio.

4°) Todos os angulos retos sao iguais.

5°) Se uma reta, ao cortar outras duas, forma angulos internos, no mesmo lado,
cuja soma € menor do que dois angulos retos, entdo estas duas retas encontrar-se-
ao no lado onde estao os angulos cuja soma € menor do que dois angulos retos.

No decorrer deste trabalho o foco de estudo sera formado por:

¢ Nocbes primitivas: sao os conceitos aceitos sem definigao.

e Axiomas: sdo os resultados aceitos sem demonstracao.

e Definigdes: sdo os conceitos apresentados para simplificar a linguagem

matematica ou para identificar um novo objeto matematico.
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e Teoremas: sao os resultados que sdo demonstrados a partir de uma cadeia
dedutiva de afirmacdes.

e Proposicoes: sdo 0 mesmo que os teoremas, mas que no sistema como um
todo, ndo apresentam tanta importancia quanto os teoremas.

e Lemas: sao pequenos resultados que também devem ser demonstrados e
que simplificam a demonstracdo de um teorema.

e Corolarios: sdo consequéncias imediatas de um teorema e que merecem

ser evidenciados.

2.1 A GEOMETRIA - DEFINIGOES E POSTULADOS

A geometria é construida através de objetos primitivos: ponto, reta, plano,
espacgo, entre outros. Esses objetos n&o possuem definicdo, mas possuem
caracteristicas que possibilitam sua identificagdo. Fazendo uso desses objetos
primitivos € que séo definidas as primeiras formas geométricas do plano: segmentos

de reta, poligonos e angulos.

2.1.1 CONCEITOS PRIMITIVOS: PONTO, RETA E PLANO

O ponto, a reta e o plano sdo entes geométricos e nao tem definigdo. Explicar
cada um deles nao é tarefa facil, pois temos apenas nogdes primitivas sobre esses
elementos, ou seja, ndo existe uma definigcdo precisa para eles.

O ponto é um objeto que ndo possui definicdo, dimensdo e forma. E de uso
representa-lo por uma letra maiuscula ou algarismos, em alguns casos. Sua
representacdo também se da pelo cruzamento de duas linhas, que podem ser retas
ou curvas. Por isso, é impossivel encontrar qualquer medida nele, como comprimento,
largura, altura, area, volume etc. O ponto é a base de toda a Geometria, pois € a partir
de conjuntos deles que sao formadas as figuras geométricas.

A reta é formada por um conjunto de pontos compreendidos como linhas infinitas
que nao fazem curvas. Embora sejam formadas por pontos, também ndo possuem
definigdo. A reta é representada por uma letra minuscula e € infinita nas duas diregdes,
isto €, devemos admitir que o ponto ja viesse se deslocando infinitamente antes e

continua esse deslocamento infinitamente depois. A reta pode ser definida por suas
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propriedades obvias através de quaisquer dois pontos podemos tracar uma e apenas
uma reta.

O plano ¢ outro conceito primitivo, e € representado, geralmente, por uma letra
do alfabeto grego. Através de nossa intuicdo, estabelecemos modelos comparativos
que o explicam, como: a superficie de um lago com sua agua parada, o tampo de uma
mesa, um espelho, uma folha de papel, entre outros. A esses modelos, devemos
acrescentar a ideia de que o plano é um conjunto infinito e ilimitado de retas.

Graficamente:

Figura 2 — Ponto, reta e plano

f
.A
ponto A a
plano a

retar

2.1.2 OUTROS CONCEITOS

Além dos conceitos primitivos: ponto, reta e plano, temos outros conceitos que
sao importantes e precisam ser definidos. Sao eles:
Semirreta: um ponto divide a reta em duas partes, chamadas de semirretas,

ou seja, € um pedacgo de reta que tem comecgo e nao tem fim.

Figura 3 — Semirreta E

/

A
A

Segmento de reta: Um segmento de reta é qualquer parte da reta
compreendida entre dois pontos. Esses dois pontos sdo chamados de extremidades
do segmento de reta. Na figura abaixo, temos o segmento de reta AB ou segmento de
reta BA , em que os pontos A e B s&o os extremos.

Figura 4 — Semirreta AB ouBA

e

A
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Medida do comprimento de um segmento de reta: E o nimero obtido
quando comparamos um segmento considerado com outro segmento tomado como

unidade de medida.

Figura 5 — medida do comprimento de um segmento de reta

0 1 2 3 4 < 6 7 8 9 10
1dm =10 cm =100 mm

Ponto médio: € o ponto que divide um segmento de reta em dois segmentos
iguais, isto €, de mesmo comprimento.

Figura 6 — ponto médio AB

A B

Temos que o ponto C divide o segmento AB em duas partes iguais.

Angulo: é a figura geométrica formada por duas semirretas que partem da
mesma origem, e sdo medidos em grau (°) ou em radiano (rad), de acordo com o
Sistema Internacional.

Figura 7 — angulo ZAOB
A

lado

Veértice

e
0O

lado

2.1.3 POSTULADOS

Os postulados representam convengdes necessarias para construir ou
demonstrar logicas matematicas, ndo havendo a necessidade de serem provados ou
demonstrados.

Postulado 1: O Postulado da distancia
A todo par de pontos distintos corresponde um unico numero positivo.
Definigao: A distancia entre dois pontos é o numero dado pelo postulado da

distancia.
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Postulado 2: O Postulado da régua

Os pontos de uma reta podem ser postos em correspondéncia biunivoca com os
numeros, isto é:

¢ A cada ponto da reta corresponde um unico numero real;

¢ A cada numero real corresponde um unico ponto da reta;

oA disténcia entre dois pontos quaisquer é o valor absoluto (mddulo) da
diferenga dos nimeros correspondentes. d(4,B) = AB

Definigdo: A correspondéncia descrita pelo postulado da régua é chamado de
Sistema de Coordenadas. O numero correspondente a um ponto é a coordenada do

ponto.

Postulado 3: O Postulado de colocagao da régua
Dados dois pontos P e Q numa reta, o sistema de coordenadas pode ser
escolhido de modo que a coordenada P seja zero (0) e a coordenada de Q seja
positivo.
Definigao: Dizemos que B esta entre A e C se:
oA, B e C sdo pontos distintos de uma reta;
eAB + BC = AC

Postulado 4: O Postulado da reta

Para cada par de pontos distintos existe exatamente uma reta que os contém.

Figura 8 — Postulado da reta

A B

T

Definigoes:
i) Sejam A e B dois pontos quaisquer. O segmento AB é o conjunto
AB = {A,B}u{C/A—-C - B}.
i) AB € o comprimento do segmento AB.
iii) Semirreta
Figura 9 — Semirreta

A '
A (O

Y

AB=4BU{C/A—-B -}
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Observacao:

Figura 10 — Semirreta

A B

ol o
<t

AB e AC s&o semirretas opostas

Proposicao 1:
Seja AB uma semirreta e x um numero positivo. Entdo existe exatamente um

ponto P de 4B tal que AP = x.

Demonstragao: Podemos supor que a coordenada de A seja zero.
Figura 11 — Semirreta
A

0 r=

< Py D

>0
Seja x € R; x > 0. Ent&o existe P tal que AP = |x — 0| = |x| = «x.
Definigdo: Um ponto B é chamado ponto médio de AC se B esta entre Ae Ce
AB = AC
Figura 12 — Ponto médio

A C

Proposigao 2:
Todo segmento tem um Unico ponto médio.

Demonstracgao:

Figura 13 — Ponto médio

Queremos um ponto B tal que AB + BC = AC e AB = BC - AB=%>0

Figura 14 — Ponto médio

o)

0

AC
2

9}

Pela proposicdo anterior, existe um tnico ponto B de AC tal que AB =

Portanto, AC tem exatamente um ponto médio.
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Definigoes:

i) O conjunto de todos os pontos € chamado de espaco.

i) Um conjunto de pontos se diz colinear se existe uma reta que contém todos
os pontos do conjunto.

Postulado 5:

i) Todo plano contém pelo menos trés pontos ndo colineares;

ii) O espago contém pelo menos quatro pontos ndo-coplanares.

Teorema 1: Se duas retas distintas se interceptam, a intersecgdo contém apenas

um ponto.

Postulado 6:
Se dois pontos de uma reta estdo em um plano, entéo a reta esta contida nesse
mesmo plano.
Teorema 2: Se uma reta intercepta um plano que nao a contém, entdo a

intersecgcédo contém somente um ponto.

Postulado 7: O Postulado do plano

Trés pontos quaisquer pertencem pelo menos a um plano e trés pontos nao
colineares quaisquer pertencem a exatamente um plano.

Teorema 3: Dados uma reta e um ponto fora dela, existe exatamente um plano
que os contém.

Teorema 4: Dados duas retas que se interceptam, existe exatamente um plano

que os contém.

Postulado 8
Se dois planos distintos se interceptam, a intersecgao € uma reta.
Definicdao: Um conjunto A é convexo se para todo par de pontos P e Q do

conjunto, o segmento PQ c A.

Postulado 9: O postulado de separagao do plano
Dados uma reta e um plano que as contém, os pontos do plano que nao
pertencem a reta formam dois conjuntos tais que:

i) cada um dos conjuntos € convexo;
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ii) se P pertence a um dos conjuntos e Q pertence ao outro, entdo o segmento
PQ, intercepta a reta.

Figura 15 — Semiplanos

e, € m, S840 chamados de semiplanos;

er € chamada a origem de cada um dos semiplanos.

Postulado 10: O Postulado de separagao do espago
Os pontos no espaco que nao pertencem a um plano dado formam dois
conjuntos, tais que:
i) cada um deles € convexo, e

i) se P pertence a um dos conjuntos e Q ao outro, entdo PQ intercepta o plano.

Figura 16 — Separacao do espaco

S,
1

T

S;

< o L)

S, e S, sdo chamados de semiespacos e o plano € a origem de cada um deles.

Postulado 11: O Postulado da construgdao de um angulo

A todo éngulo £A0B corresponde um numero real a entre 0° e 180°.

Como consequéncia do postulado acima, a medida de angulo que utilizaremos
€ a unidade de graus (°).

2.1.4 Condigoes que garantem paralelismo

Duas retas podem estar situadas no espacgo de trés modos:

e Elas se interceptam em um ponto, ou seja, sado coplanares.
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e Nao sdo coplanares e ndo se interceptam. Neste caso, s&o chamadas
reversas.
e As duas retas podem estar num mesmo plano, sem se interceptarem. Neste

caso, dizemos que as retas sao paralelas.

Definigao: Duas retas sdo paralelas se séo coplanares e nao se interceptam.

Teorema: Duas retas paralelas estdo contidas em exatamente um plano.

Demonstragao: Se L, e L, sao paralelas, entdo sabemos, de inicio, a partir da
definicdo, que elas estdo contidas em um plano E. Precisamos mostrar que estao
contidas em um unico plano.

Seja P um ponto de L,. Existe apenas um plano contendo L; e P. Portanto,
existe apenas um plano contendo L, e L,, porque todo plano que contém L,, contém
P.

Escrevemos L, || L, para significar que L, e L, s&o paralelas. Se dois
segmentos AB e CD estdo contidos em retas paralelas, diremos, que os segmentos
s30 paralelos e escreveremos AB || CD.

O mesmo diremos de duas semirretas, uma semirreta e um segmento e assim

por diante.

Figura 17 — Retas paralelas

Q
Q

O O

Por exemplo, dado que 4B || CD, podemos também escrever BA || DC, 4B |
CDeBA| DC.

Como cada uma das retas se prolonga infinitamente nos dois sentidos e, para
dizer se as retas se interceptam, pode parecer que precisamos examinar as duas retas
inteiras. Em algumas situagdes, podemos dizer que duas retas sao paralelas olhando
apenas para um pequeno segmento de cada uma, como mostra o teorema seguinte.

Teorema: Duas retas em um plano sao paralelas se ambas forem
perpendiculares a uma mesma reta.

Lembrando que retas perpendiculares s&o retas que se interceptam formando
angulos de 90°.
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Figura 18 — Retas paralelas e perpendiculares

Demonstragao: Dados: L; LLem P, L, L L em Q. L, e L, sdo coplanares.
Precisamos mostrar que elas n&o se interceptam.

Suponha que L, intercepte L,, em um ponto R. Entdo, existem duas
perpendiculares a L, por R, isto & impossivel. Portanto L, Il L,, como queriamos

demonstrar.

Figura 19 — Retas coplanares

—q

Teorema: Seja L uma reta e P um ponto fora de L. Entdo existe pelo menos

uma reta por P, paralela a L.

Figura 20 — Retas paralelas

Ly

Demonstragao: Seja L, a perpendicular a L por P. Seja L, a perpendicular a

L, por P. Pelo teorema anterior, temos L, || L,;, como queriamos demonstrar.
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Agora, investiguemos um pouco mais a fundo as condi¢des nas quais podemos
dizer que duas retas sio paralelas.

Na figura a esquerda, abaixo a reta T € uma transversal em relagéo as retas
coplanares L, € L,.
Figura 21 — Reta transversal

T T

Na figura a direita, T ndo é uma transversal. Mais precisamente:
Definicdao: Uma transversal em relagdo a duas retas coplanares € uma reta
que as intercepta em dois pontos distintos.

Em cada uma das figuras seguintes, 21 e £2 s&o angulos alternos internos.

Figura 22 — Angulos alternos internos
T

N

Observe que as retas cortadas pela transversal podem nao ser paralelas. Os
simbolos nas figuras sugerem como devemos descrever angulos alternos internos em
uma definicao.

Definigcao: Dadas duas retas L, e L,, cortadas por uma transversal T nos
pontos P e Q, sejam A um ponto de L; e B um ponto de L,, tais que A e B estdo em

lados opostos de T. Entédo 2APQ e £PQB sao angulos alternos internos.
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Teorema: Se duas retas sao cortadas por uma transversal e se um par de
angulos alternos internos é formado por angulos congruentes, entdo o outro par de

angulos alternos internos também é formado por &ngulos congruentes.

Figura 23 — Angulos congruentes

Isto é,se za = za’,entdoszb = 2b’. Ese 2b = «b’,entdo 2a = 2d

2.1.5 Teorema AIP (Alternos-Internos-Paralelas)

Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de angulos alternos

internos é formado por angulos congruentes, entao as retas sédo paralelas.

Figura 24 — Angulos alternos internos paralelas
T

Demonstragdo: Seja T uma transversal, interceptando L, e L, em P e Q. E
dado que um par de angulos alternos internos é formado por &dngulos congruentes.
Pelo teorema precedente, temos:

i) Ambos os pares de angulos alternos internos sdo formados por angulos
congruentes.

Suponha, agora, que L, intercepte L, em um ponto R. Mostraremos que isto

leva a uma contradigéo de (i).



30

Figura 25 — Angulo externo

2 /Q \

Seja S um ponto de L, no lado T oposto a R. Entdo 2SPQ € um angulo externo
do tridangulo A PQR e « PQR € um de seus angulos internos ndo adjacentes. Pelo
teorema do angulo externo,

(i) 2SPQ > +PQR.

Isto contradiz (i), porque estes angulos s&o alternos internos. Portanto, L; ndo

intercepta L, e L, Il L,, como queriamos demonstrar.

2.1.6 Angulos correspondentes
Na figura abaixo, os angulos assinalados com 2a e 2a’ sdo chamados angulos

correspondentes.

Figura 26 — Angulos correspondentes

A

A
c/ g

D,

Da mesma forma, b e «b' sdo angulos correspondentes; os pares 4c e «c', e
¢d e £d' também formam angulos correspondentes.

Demonstragao: Dadas duas retas paralelas interceptadas por uma
transversal, obtemos oito angulos. Vejamos: os pares de angulos za e za' ; zb e £b’;
Zce «c'; 2d e £d' sdo chamados angulos correspondentes. Sabemos que za' e 4¢’
sdo opostos pelo vértice, assim como 2a e 2c. Portanto a medida desses angulos é a
mesma, ou seja, Za = «c e 2za' = «c¢' . Porém, como r // s, também podemos concluir

que za' = £a e «c' = £c , como queriamos demonstrar.  Digite a equacio aqui.
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Definigcdo: Se duas retas sdo cortadas por uma transversal, se Zx e £y sao
angulos alternos internos e se 2y e £z sao angulos opostos pelo vértice, entdo 2x e
£z sao angulos correspondentes.

Figura 27 — Retas paralelas cortadas por uma transversal

/.

4

Teorema: Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de
angulos correspondentes € formado por angulos congruentes, entdo qualquer par de
angulos alternos internos é formado por angulos congruentes.

Teorema: Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de
angulos correspondentes é formado por angulos congruentes, entdo as retas séo

paralelas.

2.2 O POSTULADO DAS PARALELAS

Por um ponto fora de uma reta, existe somente uma reta paralela a reta dada.
Observe que, desde que demonstramos que as paralelas existem, o postulado

precisa apenas dizer que a paralela existente é unica.

Teorema Paralelas - angulos alternos internos
Se duas retas paralelas s&o cortadas por uma transversal, entdo os angulos

alternos internos sdo congruentes.

Figura 28 — Angulos alternos internos
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Demonstragao:

Sao0 dadas duas paralelas L, e L, e uma transversal T, interceptando as
paralelas em P e Q. Suponha que 2x e £y nao sao congruentes. Seja L a reta por P
para a qual os angulos alternos internos sdo congruentes. Ou seja, na figura abaixo,
¢x = «£c. Pelo Postulado da Construgdo de um angulo, L é unica; isto significa que
L#L,.

Figura 29 — Retas paralelas e concorrentes

Como L # L,, segue-se que existem duas retas por P, paralelas a L2. Isto

contradiz o Postulado das Paralelas. Portanto, 2x = 2y, como queriamos demonstrar.

Teorema: Se duas retas paralelas sao cortadas por uma transversal, cada par

de angulos correspondentes é formado por angulos congruentes.

Teorema: Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, os
angulos internos do mesmo lado da transversal sao suplementares.
Sendo dadas as retas L, € L,, com L, || L, e uma transversal T, entdo «b e 2d

sao suplementares, da mesma forma que za e £c também s&o.

Figura 30 — Angulos suplementares

/ L

a/d

& b L2
T/

Teorema: Em um plano, se duas retas sao paralelas a uma terceira, sao elas

paralelas entre si.
Teorema: Em um plano, se uma reta é perpendicular a uma de duas retas
paralelas, entdo € perpendicular a outra.

Uma rapida demonstragao deste teorema é sugerida pela figura abaixo,
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Figura 31 — Angulos retos

T

N |
(M L

Um angulo é um angulo reto se, e somente se, é congruente a um angulo com

o qual forma um par linear.

2.3 TEOREMA FUNDAMENTAL SOBRE PROPORCIONALIDADE E SEU
RECIPROCO

Consideremos um triangulo AABC e um segmento DE, paralelo a base BC
cortando o tridngulo. Parece que a correspondéncia ABC < ADE deve ser uma
semelhancga. De fato, é bastante facil provar que os a&ngulos correspondentes s&o

congruentes.
Figura 32 — Tridngulos semelhantes

A

/

2.3.1 O Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade

Primeiramente vamos definir o que € razao e proporgao.
A palavra razao vem do latim ratio e significa “divisdo”. Quando comparamos
duas quantidades ou medidas por meio de uma divisdo, o quociente dessa divisdo

recebe o nome de razio.

A razao entre dois numeros a € b, com b # 0, nessa ordem, é dada por %.

Ja a proporgao é uma sentengca matematica que expressa uma igualdade

entre duas razoes.
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Quatro numeros racionais a, b, c e d, diferentes de zero, tomados nessa ordem,
formam uma proporc¢ao quando: % = 2 oua-+b = c—+d.Lé-se: aesta para b, assim
como c esta para d.

Teorema: Se uma reta paralela a um lado de um tridngulo intercepta os outros

dois lados em pontos distintos, entdo ela determina segmentos que sao proporcionais
a esses lados, ou seja:

Se ED || BC, entao

AB AC
AD  AE
Figura 33 — Teorema fundamental de proporcionalidade
A
D E

B / C

Para demonstrar esse teorema inicialmente vamos relembrar que a area ¢é a
medida de uma superficie. Para calcular a area de um triangulo qualquer, o método
mais comum € multiplicar o comprimento da base e da altura e dividir por dois.

Calculemos:

Area ABDE _BD-h AD-h BD-h 2 BD
Area AADE 2 2 2 AD-h AD

Area ACED CE-h EA-h CE-h 2  CE
Area AEAD 2 2 2 EA-h EA
Observamos que a Area ABDE = Area ACED.

Entao:
BD CE
=54 ®
AD EA
BD_}_1 CE+1 BD+AD CE_I_EA AB AC I
= — = — - — 4~ 4"
AD EA AD AD EA EA AD AE (D)



Analogamente:

BD CE
=50 ®
AD EA
AD+1 AE+1 AD+BD AE+CE
= — =— S ——F—=—=+—=
BD CE BD BD CE CE
Observacgao:
De (I):

AB _AC

35

AB AC

BD ~ CE 0

_AC-AD

A0 - ag BT 4g

De (ll) que é equivalente a |
AB AC

_AC-BD

B0 cE BT ¢E

Fazendo (I) = (II)
AC-AD AC-BD
AE  CE
como queriamos demonstrar.

AD AE
S —=—
BD CE

2.3.2 O reciproco do Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade

Se uma reta intercepta dois lados de um tridngulo e determina segmentos

proporcionais a estes dois lados, entao ela é paralela ao terceiro lado.

E dado o AABC. Seja D um ponto entre A e B e seja E um ponto entre A e C.

Figura 34 — Reciproco do Teorema Fundamental

A

m

Se
AB AC
AD _ AE
Entao DE || BC.

Demonstragao:
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Seja BC’ uma reta por B, paralela a DE, interceptando AC em C'. Pelo Teorema

Fundamental sobre Proporcionalidade

AB AC'

AD ~ AE
Como, por hipotese,

AB AC

AD _ AE
Temos

AC'  AC

AE ~ AE

e AC’ = AC. Portanto C = C’ e DE || BC, como queriamos demonstrar.
2.4 POSTULADO E TEOREMAS DE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Duas figuras planas sao congruentes quando tém a mesma forma e as mesmas
dimensodes, ou seja, 0 mesmo tamanho.

Definimos dois tridngulos como congruentes quando € possivel perceber uma
correspondéncia de igualdade entre as medidas dos lados e dos angulos desses
triangulos, ou seja, dois tridngulos sdo congruentes quando os lados e angulos

correspondentes possuem as mesmas medidas.

Postulado Lado-Angulo-Lado (LAL)
Toda correspondéncia LAL € uma congruéncia, pois se dois lados e o angulo

formado entre esses lados sdo congruentes, entdo, os triangulos sdo congruentes.

Teorema Angulo-Lado-Angulo (ALA)
Toda correspondéncia ALA é uma congruéncia, pois se dois angulos s&o
congruentes e o lado que esta entre eles também é congruente, entdo, esses

tridngulos s&o congruentes.

Teorema Lado-Lado-Lado (LLL)
Toda correspondéncia LLL €& uma congruéncia, pois se os lados forem

congruentes, entdo, os tridngulos sdo congruentes.
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Em muitos casos, aplicaremos o postulado e os teoremas a correspondéncias
entre dois tridangulos diferentes. Em algumas situagbes, podemos estabelecer uma
correspondéncia de um tridngulo sobre si proprio; e o postulado e os teoremas acima
se aplicam a tais casos. Assim uma correspondéncia LAL pode ser ilustrada da

seguinte forma:
Figura 35 — Correspondéncia LAL

m
m

—_—
[—

Ou, possivelmente, como a figura abaixo. Aqui os simbolos nos dizem ABC «—
ACB é uma correspondéncia LAL. Podemos, entéo, aplicar o Postulado LAL e concluir

que AABC = AACB.
Figura 36 — Correspondéncia LAL
A

AABC = AACB

Teorema do tridngulo isésceles

Se um triangulo é isésceles, os angulos da base sdo congruentes.

Figura 37 — tridngulo isésceles

( (
w w

A

o)
o)
>

Hipotese: AABC,AB = AC
Tese:B=C
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Demonstragao:

Considerando os triangulos ABC e ACB, por hipotese temos:

AB = AC
CAB = CAB
AC = AB

Pelo caso de congruéncia LAL o AABC = AACB

Portanto, B = €, como queriamos demonstrar.

Teorema Angulo — Lado — Angulo (ALA) para congruéncia

Dada a correspondéncia ABC < DEF,
Figura 38 — Correspondéncia ALA

m

Se:

LA = 2D
AC = DF
2C = 2 F,entdo AABC = ADEF.

Demonstracdo: Seja B’ tal que AB’ = DE. Entdo pelo postulado LAL =
AACB' = ADFE pelo caso LAL.

2 ACB' = £ DFE pois sado angulos correspondentes.

B’ = B pois duas retas distintas se interceptam no maximo em um ponto.

Portanto, AABC = ADEF, como queriamos demonstrar.

Teorema Lado — Lado — Lado (LLL) por congruéncia

Consideremos o triangulo isosceles ABC.
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Figura 39 — Correspondéncia LLL
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Como ABC < ACB é uma correspondéncia LAL, sabemos que AABC = AACB

eassimzsB = £C.
Podemos, portanto usar o Teorema do Tridngulo Isésceles para demonstrar o

LLL.
Suponhamos agora que nos € dada uma correspondéncia LLL

ABC < DEF

Figura 40 — Correspondéncia LLL

m
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Demonstragao:
Se AB = DE,AC = DF,BC = EF entdo AABC = ADEF

Existe um ponto G no lado oposto de AC relativamente a B, tal que £ CAG =

2 D. E pelo Postulado da Construgao de um angulo.

Existe um ponto H de AG tal que AH = DE.

AHC < DEF é uma correspondéncia LAL pelas passagens anteriores.

AAHC = ADEF pelo caso de congruéncia LAL.

Assim temos uma reproducao congruente do ADEF ao lado do AABC. Isso
termina a primeira metade da demonstracdo. Na segunda metade, vamos mostrar que

AABC = AAHC. A seguinte demonstragao se aplica ao caso visto na figura, no qual

BH intercepta AC em um ponto entre A e C.



40

2 ABH = £ AHB pelo Teorema do Triangulo Isésceles
£ HBC = £ CHB pelo Teorema do Triangulo Is6sceles
£ ABC = £ AHC pelo Postulado de adigao de angulos
ABC < AHC é uma correspondéncia LAL.

AABC = AAHC pelo caso LAL.

AABC = ADEF pelo caso LAL.

Assim demonstramos que AABC = ADEF.

2.4.1 Aplicagoes envolvendo congruéncia de tridngulos
12) Prove que AD é a bissetriz do angulo BAC

Bissetriz € a semirreta que parte do vértice do angulo e o divide em dois angulos

congruentes.

Figura 41 — Bissetriz do angulo BAC

AE = AF
ED =FD
AD é comum
Entdo pelo caso de congruéncia (LLL) o AAED = AAFD
AAED = AAFD = EAD = FAD = b ¢ bissetrizde BAC

2?) Prove que M é o ponto médio de um segmento de reta
Tomemos o segmento AB. Queremos provar que r M ¢ a mediatriz do
segmento AB. Primeiramente tragamos duas circunferéncias de mesmo raio

partindo dos pontos A e B, conforme figura abaixo.
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Figura 42 — Ponto médio de um segmento de reta

r

Analisando as construgdes temos:

VAC=BC=r
DA=DB=r
CD é comum

Entdo pelo caso de congruéncia (LLL) o AACD = ABCD
AACD = ABCD = ACM = BCM

i)AC=BC=r
ACM =BCM
CM é comum
Entdo pelo caso de congruéncia (LAL) o AACM = ABCM
AACM = ABCM = AM =BM (1)
De (1), M é o ponto médio de AB.

iy AMC = BMC (2), pois AACM = ABCM
AMC + BMC = 180°(3)
Substituindo (2) em (3), temos: AAMC = BMC = 90°.
No AACB, CM é a mediana relativa ao lado AB.

3?) Prove que uma reta é perpendicular a outra passando por um ponto
dado

Seja A um ponto nao pertencente a reta s.
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Figura 43 — Reta perpendicular
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AB=AC =r
BM = MC
AM é comum
Entdo pelo caso de congruéncia (LLL) 0 AABM = AACM
AABM = AACM = AMB = AMC
Como AMB + AMC = 180°e AMB = AMC, temos que AMB = AMC = 90°

Portanto, AM 1 s

2.5 SEMELHANGA DE TRIANGULOS

Dois triangulos s&o semelhantes quando existir uma correspondéncia biunivoca
entre os vértices de um e outro tridangulo, de modo que os angulos em vértices
correspondentes sejam iguais e a razao entre os comprimentos de lados
correspondentes seja sempre a mesma.

Duas figuras s&o semelhantes quando tém a mesma forma, mas n&o tém
necessariamente o mesmo tamanho. Se pudermos dilatar e/ou girar e/ou refletir e/ou

transladar um deles, obtendo o outro ao final de tais operacdes.
2.5.1 Teorema Angulo-Angulo-Angulo (AAA) sobre Semelhanga

E dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se os angulos

correspondentes sdo congruentes, a correspondéncia € uma semelhanga.
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E dada uma correspondéncia ABC < DEF entre dois tridngulos. Se 24 = /D,
/B=sEesC = £F, entdo AABC ~ADEF.

Demonstragao:
Sabemos, por hipétese, que os angulos correspondentes sao congruentes,
precisamos provar que os lados correspondentes sao proporcionais. Isto €,
AB AC BC
DE DF EF
Mostraremos que a primeira dessas equacbes € valida. Com uma
demonstragdo idéntica, mudando apenas a notagdo, seguir-se-a que a segunda
equacao também é valida.
Inicialmente demonstraremos que
AB AC
DE _DF
Figura 44 — Semelhangca AAA

VAN

Sejam E’ e F’ pontos de AB e AC tais que AE’ = DE e AF’ = DF. Por LAL temos
AAE'F' = ADEF

m

Portanto, ZAE'F' = £E'. Como 4E' = 4B, segue-se que £AE'F' = /B.
Vamos considerar dois casos:
1° caso: Se E'= B entdo AAE'F' e AABC sdo o mesmo tridngulo. Nesse caso,
AABC = ADEF e
AB AC
DE DF
Pois cada uma dessas fragdes € igual a 1.
2° caso: Se E’ é diferente de B, E'F’ e BC s&o paralelas. Entdo pelo Teorema
Fundamental sobre Proporcionalidade, temos:
AB  AC
AE' ~ AF
Como AE’ = DE e AF’ = DF, segue-se que
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AB _AC
DE DF
como queriamos demonstrar.

Lembrando, que se dois pares de angulos sdao congruentes, entdo o terceiro
par também tem de ser congruente. A razao disso, é claro, esta no fato de que a soma

das medidas dos angulos internos de um triangulo é 180°.

2.5.2 O Corolario AA

E dada uma correspondéncia entre dois triangulos. Se dois pares de angulos
correspondentes sdo congruentes, entdo a correspondéncia é uma semelhancga.

Se uma reta, paralela a um lado de um tridngulo, interceptar os outros dois
lados em pontos distintos, entdo ela determina um tridngulo semelhante ao tridngulo

dado.
Figura 45 — Corolario AA
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Demonstragdo: Quando as retas paralelas DE e BC sdo cortadas pela

transversal AB, os angulos correspondentes s&o congruentes. Portanto, ZADE = 4B.

Como zA = £A, segue-se que, pelo Corolario AA, que AADE ~ AABC .

2.5.3 Teorema Lado-Angulo-Lado (LAL) sobre Semelhanca

E dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se dois pares de lados
correspondentes s&o proporcionais e os angulos que eles determinam, congruentes,
entdo a correspondéncia € uma semelhanca.

S&o dados AABC e ADEF e a correspondéncia: ABC < DEF

Se:
AB _AC
DE DF

LA=2D
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entao: AABC =~ ADEF
Figura 46 — Semelhangca AAA
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Demonstragao:
Sejam E’ e F’ pontos de AB e AC tais que AE’ = DE e AF’ = DF. Por LAL, temos
AAE'F' = ADEF

portanto
AB AC
AE'  AF'
Pelo Teorema Fundamental sobre Proporcionalidade temos EF || BC. Portanto,
/B = LAE'F'
Como
LA =LA

Segue-se pelo Corolario AA que AABC ~AAE'F'.
Mas AAE'F' = ADEF.Portanto, pela semelhanga de triangulos, temos que

AABC ~ADEF como queriamos demonstrar.

2.5.4 O Teorema Lado-Lado-Lado (LLL) sobre Semelhancga
E dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se os lados
correspondentes sdo proporcionais, entdo a correspondéncia € uma semelhanca.
Sao dados os AABC e ADEF e a correspondéncia ABC < DEF
Se:
AB _ AC _BC
DE DF EF
Entao
AABC =~ ADEF



Figura 47 — Semelhanga LLL
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Demonstragao:
Sejam E’ e F’ pontos de AB e AC tais que AE’ = DE e AF’ = DF.
S&o dados:
AB _AC _BC
DE_DF _EF D
e

AE’ = DE; AF’ = DF
Agora substituindo AE’ = DE; AF’ = DF em (1):

AB AC

AE' ~ AF
Por identidade,

LA =2rA

E aplicando o Teorema LAL sobre semelhanca, temos:

AABC ~AAE'F'
E pela definicdo de semelhancga
EzA_E,:) B = BC - AE' L p = BC - DE %
BC AB AB AB
Agora fazendo a semelhancga entre:
AB _ BC _ BC - DE

DE— EF = EF = 1B (2)
Portanto, de (1) em (2), temos:
E'F' = EF
logo
AAE'F' = ADEF

AABC~ADEF
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2.6 A GEOMETRIA E A BNCC

A Base Nacional Comum Curricular € um documento normativo que define o
conjunto de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao
longo das etapas e modalidades da Educagéo Basica. Seu principal objetivo é ser a
balizadora da qualidade da educacido no pais por meio do estabelecimento de um
patamar de aprendizagem e desenvolvimento a que todos os alunos tém direito.

A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e
procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes
areas do conhecimento. Assim, estudar posicado e deslocamentos no espaco, formas
e relagbes entre elementos de figuras planas e espaciais pode desenvolver o
pensamento geométrico dos alunos. Esse pensamento é necessario para investigar
propriedades, fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos convincentes. E
importante, também, considerar o aspecto funcional que deve estar presente no
estudo da Geometria: as transformagdées geométricas, sobretudo as simetrias. As
ideias matematicas fundamentais associadas a essa tematica s&o, principalmente,
construcao, representacao e interdependéncia.

O ensino de Geometria no Ensino Fundamental — Anos Finais, precisa ser
visto como consolidagdo e ampliagdo das aprendizagens realizadas. Deve ser
enfatizadas as tarefas que analisam e produzem transformacbes e
ampliagdes/redugdes de figuras geométricas planas, identificando seus elementos
variantes e invariantes, de modo a desenvolver os conceitos de congruéncia e
semelhancga; de modo que os alunos sejam capazes de reconhecer as condi¢cdes
necessarias e suficientes para obter tridngulos congruentes ou semelhantes e que
saibam aplicar esse conhecimento para realizar demonstragdes simples, contribuindo
para a formagao de um tipo de raciocinio importante para a Matematica, o raciocinio
hipotético-dedutivo. Outro ponto a ser destacado é a aproximagao da Algebra com a
Geometria, desde o inicio do estudo do plano cartesiano, por meio da geometria
analitica.

As atividades envolvendo a ideia de coordenadas, ja iniciadas no Ensino
Fundamental — Anos Iniciais, podem ser ampliadas para o contexto das
representacdes no plano cartesiano, como a representacao de sistemas de equacgdes
do 1° grau, articulando, para isso, conhecimentos decorrentes da ampliagcdo dos

conjuntos numéricos e de suas representagdes na reta numérica. Assim, a Geometria
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nao pode ficar reduzida a mera aplicacao de formulas de calculo de area e de volume
nem a aplicagbes numéricas imediatas de teoremas sobre relacbes de
proporcionalidade em situacgdes relativas a feixes de retas paralelas cortadas por retas
transversais ou do teorema de Pitagoras. A equivaléncia de areas, por exemplo, ja
praticada ha milhares de anos pelos mesopotamios e gregos antigos sem utilizar
férmulas, permite transformar qualquer regido poligonal plana em um quadrado com
mesma area. Isso permite, inclusive, resolver geometricamente problemas que podem
ser traduzidos por uma equagéo do 2° grau.

Portanto, a BNCC orienta-se pelo pressuposto de que a aprendizagem em
Matematica esta intrinsecamente relacionada a compreensao de significados dos
objetos matematicos, sem deixar de lado suas aplicagdes. Os significados desses
objetos resultam das conexdes que os alunos estabelecem entre eles e os demais
componentes, entre eles e seu cotidiano e entre os diferentes temas matematicos.

Desse modo, recursos didaticos como malhas quadriculadas, abacos, jogos,
livros, videos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dindmica
tém um papel essencial para a compreensao e utilizagdo das nogées matematicas.
Entretanto, esses materiais precisam estar integrados a situagdes que levem a

reflexao e a sistematizacao, para que se inicie um processo de formalizacao.

2.6.1 A GEOMETRIA DO 9° ANO CONFORME BNCC

O estudo da geometria para os estudantes do 9° ano traz os seguintes objetos

de conhecimento:

¢ Relagdes métricas no triangulo retangulo;

e Teorema de Pitagoras: verificagdes experimentais e demonstragéo;

o Retas paralelas cortadas por transversais: teoremas de proporcionalidade e
verificagbes experimentais;

e Poligonos regulares Distancia entre pontos no plano cartesiano Vistas
ortogonais de figuras espaciais.

E cujas habilidades s&o:

e Demonstrar relagbes métricas do triangulo retangulo, entre elas o teorema de

Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanga de triangulos (EFO9MA13).



49

¢ Resolver e elaborar problemas de aplicagado do teorema de Pitagoras ou das
relagdes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por transversais
(EFO9MA14).

e Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo para a
construgédo de um poligono regular cuja medida do lado € conhecida, utilizando régua
e compasso, como também softwares (EFO9OMA15).

e Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distancia entre dois
pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos no plano cartesiano, sem o
uso de formulas, e utilizar esse conhecimento para calcular, por exemplo, medidas de
perimetros e areas de figuras planas construidas no plano (EFO9MA16).

e Reconhecer vistas ortogonais de figuras espaciais e aplicar esse

conhecimento para desenhar objetos em perspectiva (EFOOMA17).

2.7 A GEOMETRIA E O GEOGEBRA

O GeoGebra (aglutinagdo das palavras Geometria e Algebra) é um software de
Matematica dinamica, gratuito e multiplataforma, que combina geometria, algebra,
tabelas, graficos, estatistica e calculo.

O GeoGebra ¢é um software livre, disponivel gratuitamente em
www.geogebra.org, escrito em linguagem Java, linguagem essa orientada a objetos.
Foi criado por Markus Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de aula em
todos os niveis de ensino. O projeto foi iniciado na Universidade de Salzburg, e tem
prosseguido em desenvolvimento na Universidade Atlantica da Florida, além de ser
traduzido para inumeros paises, incluindo o Brasil. O GeoGebra possui uma interface
amigavel que facilita a criagdo de construgbes matematicas e modelos que permitem
exploragdes interativas, arrastando objetos e alterando parametros.

As principais caracteristicas do software €& a realizacdo de construgdes
geométricas com a utilizagao de pontos, retas, segmentos de reta e poligonos, assim
como permite inserir fungdes e alterar todos esses objetos dinamicamente, apds as
contratagdes estarem finalizadas. Equacbdes e coordenadas também podem ser
diretamente inseridas. Desse modo, o Geogebra é capaz de lidar com variaveis para
numeros, pontos, vetores, derivadas e integrar funcdes, e ainda oferecer comandos

para encontrar raizes e pontos extremos de uma fungao. O seu uso como ferramenta
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pedagogica auxilia no ensino da Matematica, pois através da observacao das figuras
geométricas construidas, facilita a compreensdo dos conceitos matematicos
utilizados. Com a analise da construgcado gradual observam-se quais sédo as reagdes
sofridas quando as figuras sofrem alteragdes dando, significado ao mesmo. Assim,
agucando a curiosidade e estabelecendo conexdes entre a pratica e a teoria.

Além disso, com o software Geogebra, o professor pode abordar assuntos
simples e com a utilizagdo de suas ferramentas obtera a possibilidade de abordagens
de conhecimentos mais complexos das quais aumentara a capacidade de
entendimento do aluno em varios campos da Matematica. O Geogebra apresenta
varias versdes que podem ser baixadas e instaladas no dispositivo movel ou sistema
operacional que seja utilizado no computador ou notebook. A versao utilizada neste
trabalho foi o GeoGebra Classic, pois é a versao mais completa e abrange o que sera

proposto nas atividades.
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3 TEOREMAS CLASSICOS DE GEOMETRIA

Nesse capitulo sdo apresentados alguns teoremas classicos de Geometria,
bem como, demonstragbes formais e visualizagdes dindmicas com o uso do
Geogebra.

Antes de entrarmos nos teoremas classicos mais gerais, vamos enunciar o

teorema de Thales que usaremos no decorrer do capitulo.

Teorema de Thales
Se duas retas sao transversais a um feixe de retas paralelas, entdo a razao
entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razdo entre os respectivos

segmentos correspondentes da outra.

3.1 Teorema da base média de um tridangulo.
Vamos provar que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um
triangulo é paralelo ao terceiro lado e seu comprimento € a metade do comprimento

deste terceiro lado.

Figura 49 - Teorema da base média de um tridngulo

A

B
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Seja D o ponto médio de AB e E o ponto médio de AC. Vamos mostrar que

E = % BC. Construimos o triangulo FEC pela reta DE e uma paralela a AB assim,

ADEA = AFEC pelo caso LAL
= DA=FCeA=DAE = FCE

Portanto, temos que AB || CF, pois AC é uma transversal que forma um par de dngulos
alternos internos congruentes.
= BD || CF e BD = CF
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= BDFC é um paralelogramo

_ = 1

= DF = BC,mas DF = 2DE = E=§ CeDE || BC

3.2 Teorema da base média de um trapézio.
Seja o trapézio ABCD; E o ponto médio de AD e F o ponto médio de BC; G e
H os pontos médios das diagonais AC e BD, respectivamente. Ento:
1) E, G, H, F sdo colineares e EF || AB e EF || CD

2) EF = (4B +CD); GH = - |4B — CD|
Figura 48 - Teorema da base média de um trapézio

~
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Demonstragao:
No AADC = EG = %W (pela base média de um tridngulo) e EG || DC.
No AADB = EH = %E (pela base média de um triangulo) e EH || AB.

Como 4B || DC entdo, EG e EH coincidem, isto é: EG = EH.

Usando o mesmo argumento nos ABCD e AACB

No ABCD = FH = %ﬁ (pela base média de um tridngulo) e FH || CD
No AACB = FG = %E (pela base média de um tridngulo) e FG || AB

Como 4B || DC entdo, FH e FG coincidem, isto é: FH = FG.

Portanto, E, G, H, F sdo colineares.

Considerando:
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GH=EH-EF = GH = i_B—% C =GH= % |AB — CD|, como queriamos

demonstrar.
3.3 Teorema de Hiparco

Em todo quadrilatero inscritivel, o produto das diagonais € igual a soma dos
produtos dos lados opostos.
Demonstragao:

Seja o quadrilatero ABCD inscritivel com lados AB = a, BC = b, CD = c,

DA = d e cujas diagonais BD e AC. Vamos mostrar que BD.AC = ac + bd

Figura 50 - Teorema de Hiparco

Seja ¢ = LABD. Podemos construir o &ngulo CBE tal que m(z CBE) = ¢
Observamos que:
1) ACBE ~ A DBA (caso AA)

CE

b -
d BD 0

2) AAEB ~ A DCB (caso AA)

AE a -
c BD
Assim, somando (I)e (II):

CE.BD + AE.BD = bd + ac
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3.4 Teorema de Pitot

Um quadrilatero convexo ABCD, de lados, AB, BC, CD, DA é circunscritivel a
um circulo se, e somente se, AB + CD = AD + BC.

Por definicdo, um quadrilatero pode ser circunscrito a uma circunferéncia se
ocorre tangéncia entre seus lados e a circunferéncia.

Demonstragao:

Sejam o circulo y e o quadrilatero convexo ABCD circunscrito em y, como

mostra a figura.

Figura 51 - Teorema de Pitot
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M
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i) ABCD é circunscritivel = AB + CD = AD + BC
Sejam M, N, P e Q os pontos de tangéncia do circulo y aos lados AB, BC, CD,
DA, respectivamente. Assim:
AB+CD = AM + MB + CP + PD;
+CD =40 +QM + MN + NB + CN + NP + PQ + QD;

B
B+ CD = (AQ + QD) + (CN + NB) + (QM + MN) + (NP + PQ);
AD CB QN+NQ

AB +CD = AD + BC

ii) Por contradicao suponhamos que ABCD nao é circunscritivel.

Figura 52 - Teorema de Pitot
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Consideremos que o circulo y no tangencia o lado AD e tangencia os demais
lados de ABCD.
Seja o ponto E € DC tal que CE tangencia y, assim o quadrilatero ABCE &
circunscrito a y e por (i)
AB + CE = AE + BC (1)
Por hipdtese, AB + CD = AD + BC 2
Subtraindo (2) de (1), temos que:
AB + CD — (AB + CE) = AD + BC — (AE + BC)
CD - CE = AD - AE
ED = AD — AE
AD = ED + AE 3)
Como a desigualdade (3) contradiz a desigualdade triangular no triangulo ADE,
o circulo y tangencia o lado AD e o quadrilatero ABCD é circunscritivel a y, como

queriamos demonstrar.

3.5 O Teorema de Menelaus

O teorema de Menelaus é util na resolugao de problemas envolvendo triangulos
e esta relacionado com conjuntos de determinados pontos que s&o colineares, ou com
conjuntos de segmentos que sdo concorrentes.

O Teorema de Menelaus, nos diz que seja um tridngulo ABC e uma reta
transversal e que corta as retas 4B, BC e CA nos pontos L, M e N respectivamente.

Entao:

o8]
A
/
/



56

Demonstragido: Seja d |l e; tal que d n CB = {P}

Aplicando o Teorema de Proporcionalidade no A ABP, temos:

Aplicando o Teorema de Thales no A ACP, temos:

NC MC __ . __  __  __ NA-MC
NA MP NC
Fazendo | = I, temos:
mMB_NA-W LA MB NC_
IB  NC LB MC NA

3.6 Teorema de Ceva

Inicialmente vamos definir o que é Ceviana.

Ceviana é qualquer segmento de reta que parte do vértice de um tridngulo e
corta o lado oposto a esse veértice. Sdo exemplos de cevianas: mediana, altura e
bissetriz.

Mediana € uma ceviana que liga o vértice de onde ela parte ao ponto médio do
lado oposto ao vértice.

A altura é uma ceviana que parte de um vértice e faz 90° com o lado oposto ao
mesmo, ou seja, ela € perpendicular ao lado oposto a esse vértice. De cada vértice
do tridngulo parte uma altura.

Ja a bissetriz € a semirreta que divide o angulo em dois angulos congruentes.

Em um tridngulo, de cada vértice parte uma bissetriz.

Teorema: Sejam D, E e F pontos médios, respectivamente, sobre os lados
AB, BC e CA do triangulo AABC. As cevianas AE, BF e CD intersectam-se em um

ponto P, se, e somente se,
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Figura 54 - Teorema de Ceval |

Demonstragao:

Suponha que as cevianas AE, BF e CD do tridngulo AABC s&o concorrentes no
ponto P. Pelo ponto A tragamos uma reta m paralela & reta suporte do lado BC.
Prolongamos as cevianas BF e CD até interceptar a reta m, nos pontos G e H

respectivamente.

Figura 55 - Teorema de Ceval ll

B E C

Aplicando a semelhancga dos triangulos:

A GDA ~ABDC (possuem dois angulos alternos congruentes)

— = 0

FC CB

FA AH
A AHP ~AEBP. Dai obtemos

AH AP

EB PE
A GAP ~ACEP. Dai obtemos

AG AP

EC PE
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De (111) e (IV) obtemos:

3.7 Teorema de Stewart

O Teorema de Stewart relaciona os comprimentos dos lados de um tridngulo
com o comprimento de uma ceviana, sendo aplicavel a uma ceviana qualquer.

Considerando um triangulo ABC e um ponto D do lado BC, vale a relagdo
c®n + b®>m — d*a = amn, onde a, b e ¢ sdo as medidas dos lados, d é a ceviana AD no
lado BC.

Demonstragao:

Figura 56 - Teorema de Stewart

Na figura, m e n sdo as medidas sdo as medidas dos segmentos determinados
pela ceviana d no lado BC, a é a medida do 4 ADB. Vamos aplicar a Lei dos Cossenos
nos AADC e AADB, respectivamente:

b? = d? + n? — 2dncos(180° — a) (D

c? =d?+m? — 2dmcosa 2)

Considerando cosa = —cos(180° — «), podemos reescrever a equagao 1 como
b? = d? + n? — 2dn(—cosa) = b? = d? + n? + 2dncosa (3)

Subtraindo (2) e (3), temos:

c? —b? =d? —d? + m? —n? — 2dmcosa — 2dncosa
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2dmcosa + 2dncosa = +m? —n?*—c? + b?

B +m? —n?—c? + b? A
cosa = 2d(m +n) )

Substituindo (4) em (2), temos:
+m? — n?—c* + b?

2 _ g2 2 _
cc=d“+m 2dm 2d(m + 1)

+m? —n?—c? + b?
(m+n)

c’?=d?*+m?—-m

c?(m+n) =d*(m+n) + m*(m+n) —m(m?® —n*—c* + b?)
Am+c?n =d?m+d?*n +m’ +m?n — m® + mn24+mc? — mb?
c’n = d®m + d*n + m*n + mn*—mb?

c*n +mb? = d*(m +n) + mn(m + n) (5)

Como m + n = a, vamos reescrever a equagao 5:
c’n + mb? = d%?a + mna
c’n +mb? —d?a = mna

2

c’n +mb d’a mna

mna mna mna mna
c? b? d?

—t———=1

ma na mn

3.7.1 Aplicagoes do Teorema de Stewart

Nessa secao apresento quatro exercicios que relatam a aplicagcdo do Teorema
de Stewart.
1?) Sejam 3 circunferéncias tangentes duas a duas inscritas em uma quarta
circunferéncia tangente as trés primeiras, em que r;, = 1 e r, = 2. Calcular o raio x,

conforme mostra a figura abaixo:



Figura 57 — Circunferéncias tangentes

Do triangulo ABC, podemos construir as seguintes relagdes:
CB =a,BA =cedAC =b

CD=m=1, B =

n = 2, CB=a= m+n=3
BA=c=1+«x
AC =b = x + 2
AD = d = 3-x
Aplicando o Teorema de Stewart:

an am nm
1+x)? (x+2)? B-x)?* )
3:2 3-1 1-2

(1-+-x)2+2(x-+-2)2 33-x)7 6
6 6 6 6

1+2x+x*+2(x*+4x+4) -39 —-6x+x*)=6
1+2x+x*+2x*+8x+8—-27+18x—3x*=6
28x = 6—1—-8+27

28x = 24
24
=28
6
*=7

60



61

2?) Em um triangulo reténgulo, os catetos medem 5 cm e 12 cm, como ilustra a figura

abaixo. Calcule a medida da mediana relativa ao angulo reto.

Figura 58 — Tridngulo retangulo

Primeiramente determinando a medida do segmento BC que é a hipotenusa do
tridngulo retangulo BAC, temos:
BC* = AC* + AB?
BC? = 5% + 127
BC? = 25 + 144

BC? = 169
BC = 13
Como AD é a mediana, entdo CD = DB = 6,5cm

Aplicando o Teorema de Stewart no ABAC

¢ b AD®
an am nm B
122 52 4D

_ =1
1365 1365 6565
144 25  AD?
+22 —1
845 845 4225

144 N 25 24D* 845
845 845 845 845

144 + 25 — 84,5 = 2AD*?
84,5 = 2AD*
AD? = 42,25
AD = 6,5
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32) Considere um trapézio escaleno de bases 4 e 14 e lados obliquos 6 e 8. Determine

o tamanho do segmento que une os pontos médios das bases.

Figura 59 — Pontos médios da base de um trapézio escaleno |

m
i

2 A2

C D B
Tracando retas paralelas aos lados obliquos partindo do ponto médio da base menor,
teremos:
Figura 60 — Pontos médios da base de um trapézio escaleno Il

E2 A2 F

O
C) .
o
[88)

O tridangulo HAG é pitagorico, cujos lados medem 6¢cm, 8cme 10 cm. E AM =
x € a mediana da hipotenusa, pois GD = DH = 5cm.

Aplicando o Teorema de Stewart

62 82 AD?
1057105 5.5
36 64 24D? 50
50750 50 50
2AD? = 50
AD? =25

AD =5

1
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4?) Sejam m,, m;, e m, as medianas relativas ao lado BC, AC e AB, respectivamente,

de um tridngulo AABC, prove que m, = %\/Z(b2 +c?) —a? my= %\/Z(a2 +c*)—-b%e

me = %\/Z(bz + a*) — %

J— JR— J— _ a

Dado o tridngulo AABC, sendo AB = ¢, BC = a,CA = b, CD = DB =2

AD = m, é a mediana relativa ao lado BC.

Figura 61 — Mediana relativa a base de um tridngulo

Aplicando o teorema de Stewart:
c? b*  AD?

at—@aaa~
a2 '3 2'%2

c> b* AD?
Ztz gz =1
2 2 4

2¢2  2b? 4AD?* a?
ZTETTETZ
4AD? = 2¢* + 2b* — a?
., 2 +2b*—a’

4

_ 2¢% + 2b* — a?
AD=\/ 2

2
As relagdes das medianas m;, e m. s&o mostradas de forma analoga a da

S 1
AD = —\/2(cz+b2)—a2

mediana m,, mostrado acima.
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4 O TEOREMA DE THALES

Thales de Mileto era um engenheiro de Mileto. Nasceu na segunda metade do
século VIl a.C. de pais fenicios. Sua educacgéo foi feita pelos sacerdotes egipcios e
caldeus, ensinando-lhe tudo o que na época se conhecia acerca de Astronomia,
Matematica e Ciéncia da navegacado. A opinido antiga € unanime em considerar
Thales como um homem de rara inteligéncia e como o primeiro filésofo — por acordo

geral o primeiro dos Sete Sabios. Segundo Mlodinow:

Thales passou longos periodos de tempo no Egito. Os egipcios tinham
a capacidade de construir as piramides, mas nao tinham o
discernimento necessario para medir a sua altura. Thales buscou
explicacbes tedricas para os fatos descobertos empiricamente pelos
egipcios. Com tal compreensdo, Thales foi capaz de deduzir técnicas
geomeétricas, uma da outra, e de tirar a solugdo de um problema a partir
de um outro, pois tinha extraido o principio abstrato da aplicacao
pratica particular. Ele deixou os egipcios impressionados quando lhes
mostrou como eles poderiam mediar a altura da pirdmide empregando
um conhecimento das propriedades de tridngulos semelhantes. Mais
tarde, Thales usou uma técnica similar para medir a distancia de um
navio ao mar. Ele se tornou uma celebridade no Egito antigo.
(Mlodinow, 2004, p. 25)

De acordo com Boyer (1996, p. 31) “A proposicado agora conhecida como
teorema de Thales — que um angulo inscrito num semicirculo € um angulo reto — pode
ter sido aprendida por Thales durante suas viagens a Babil6nia.” No entanto, a
tradicdo vai mais longe e Ihe atribui uma espécie de demonstragdo do teorema. Por

isso, Thales foi frequentemente saudado como o primeiro matematico verdadeiro —

organizador da organizagao dedutiva da geometria”.

Figura 62 — Thales de Mileto

Fonte: Famous Scientists, 2015.
Para tratar de semelhanga, vamos retomar os estudos do fildsofo e matematico

grego Thales de Mileto (624-547 a.C), cujo nome esta associado ao teorema: “Se um
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feixe de retas paralelas € interceptado por duas transversais, entdo os segmentos

determinados pelas paralelas sobre as transversais sao proporcionais”.

4.1 O Teorema de Thales: Proporcionalidade e semelhanga

Teorema: Se duas retas sao transversais a um feixe de retas paralelas, entao
a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razdo entre os
respectivos segmentos correspondentes da outra.

Figura 63 — Proporcionalidade e semelhanga

Temos:r |Islt

AB A'B’ AC A'C AC A'C

E——ea——— g e i e

BC B,C, AB AIBI BC Blcl
Demonstragao:

i) 0s segmentos sdo comensuraveis

. AB . . . . 2
Considerando, por exemplo, que = Seja um numero racional, digamos 5

Dividimos ent&o, os segmentos AB e BC respectivamente em duas e trés partes,
obtendo os pontos D, E e F em u tais que AD = DB = BE = EF = FC. Tragando por
D, E e F paralelas as retas r, s e t, as quais intersectam u’ respectivamente em D’, E’
e F’, entdo mais trés aplicagdes do teorema da base média de um trapézio garantem
que A'D'= D'B'=B'E' =E'F' =

=

o]
WIN o
l
S| =
Ql =

Il

wl N
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Figura 64 — Proporcionalidade e semelhanga

AB m ~
Agora, supondo que fosse —==_commn € N. Entdo, uma pequena

modificagcdo do argumento acima (dividindo, inicialmente, ABe BCem m e em n

m AIBr m

L . . 4B
partes iguais, respectivamente) garantia que == - ===

, . AB  A/Br , ..
De outra forma, concluimos que a relacao — === valida sempre que o

primeiro (ou o segundo) membro for um namero racional.

i) os segmentos s&o incomensuraveis

Dadosx € Ren € N,existea € Q(QédensoemR) talquex <a <x+ %
4B o .
Supondo que = = X, com x irracional. Escolhendo uma sequéncia (a,,),>1de

racionais positivos, taisque x <a, <x+ % paratodon € N. Em seguida,

4B
marcando o ponto C,, € u tal que = = Qp.

Seja t,, a reta paralela as retas r, s e t tragada por C, e C’,, 0 ponto onde t,
p—

IBr
BICr

intersecta u’. Como a,, € Q, um argumento analogo ao anterior garante que

ay,.



Figura 65 — Proporcionalidade e semelhanga

De outra forma, obtivemos que

AB 1 A'B’ 1
X <==<x+ - - x < <x+ -
BC, n B'C’, n
ou, ainda
AB AB AB 1 AB 'B"  AB 1
BC BC, BC n ¢ B'C, C n

4.2 Lei angular de Thales

A soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a dois retos.

Demonstracao: Consideremos um triangulo qualquer ABC e tracemos, por
seu veértice A, a reta r paralela ao lado oposto.

Figura 66 — Lei angular de Thales

B C

Considerando BC || m, 0s angulos a = a’ e B = B’ pois sdo angulos alternos

internos, e representando por r a medida de um angulo reto.

67
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Temos, ¢ =a’ +p’

Temos,p+a’' +f ' =2r ma' +p' +a' +p' ' =2r > a'+p =7
Logo, ¢ + a + B = 2r

Assim, a soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer € igual a dois

retos.

Corolarios:

1°) Cada angulo externo de um triangulo é igual a soma dos internos nao
adjacentes. Como o externoA’=B ' +C' =B+ C

2°) Cada angulo interno de um tridngulo € o suplemento da soma dos outros
dois. Como o interno A e outros dois internos B e C, respectivamente, iguaisa B’ e C'.

3°) Todo tridangulo possui, sempre, pelo menos, dois angulos internos agudos.
Porque a soma de seus trés angulos internos, sendo igual a dois retos, ndo pode
admitir, em sendo um deles reto, um segundo também, o que implicaria em anular seu
terceiro angulo interno. E, ainda mais, ndo pode admitir mais que um angulo interno
obtuso.

4°) E 0 mesmo que afirmar que um tridngulo sé pode possuir, no maximo, um
angulo interno reto ou obtuso.

5°) Os angulos internos agudos de um triangulo retangulo sdo complementares.

6°) Os angulos internos de um tridngulo equilatero, porque sao iguais entre si,
valem 60° cada um.

7°) Os angulos externos de um tridngulo equilatero valem 120° cada um.

4.3 O Teorema de Thales e o circulo
Teorema: Todo angulo inscrito em um semicirculo € um angulo reto. Isto é, se
BC é o diametro de uma circunferéncia e D é outro ponto da circunferéncia (diferente

de Be (), entdo o angulo BDC é um angulo reto.

Demonstragao: Considerando o ABCD como mostra a figura:
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Figura 67 - Teorema de Thales e o circulo

Sendo BC o diametro do circulo e OB, OC e 0D seus respectivos raios, entdo:
OB =0C = 0D. Logo AOBD e AODC s&o is6sceles. Assim, os angulos OBD = ODB =
L eO0CD = 0DC = a.
Por outro lado, a soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer é
sempre 180°, portanto: @ + (a + B) + f = 180°
2a + 2 = 180° dividindo a equacgao por 2, teremos:
a+ B =90°

4.4 O Teorema de Thales aplicado a bissetriz interna de um tridngulo

Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto em segmentos

proporcionais aos lados adjacentes.

Figura 68 — Bissetriz interna de um tridngulo

A/ \180°- 2a

o)
Y]

Demonstragdo: Seja o triangulo ABC, de lados AB = ¢, AC = b e BC = a.
Sejam ainda AD a bissetriz do angulo BAC, CE | 4D, x +y=a, BD=xeCD =y



70

Assim temos que:

BAD = CAD = «a

AEC = BAD = «a (4ngulos correspondentes)
ACE = CAD = a (Angulos alternos internos)
AACE é is6sceles = AC = AE = b

Aplicando o Teorema de Thales

=3
=

Logo:

QR
S
alxR
SalS

4.5 O Teorema de Thales aplicado a bissetriz externa de um triangulo

Se a bissetriz de um angulo externo de um tridngulo intersecta a reta que
contém o lado oposto, entéo ela divide esse lado oposto externamente em segmentos

proporcionais aos lados adjacentes.

Figura 69 — Bissetriz externa de um triangulo

Demonstragéo: Seja o triangulo ABC, de lados AB = ¢, AC = b e BC = a. Sejam
ainda AD a bissetriz externa do angulo A, CE || AD, x —y=a, BD=xeCD =y

Assim temos que:

AEC = ACE = a

FAD

ACE = CAD = a (Angulos alternos internos)

AEC = a (a4ngulos correspondentes)

R

AACE é is6sceles = AC = AE = b

Aplicando o Teorema de Thales
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BD B4
CD EA
Logo:
x_¢ 4 X2
y b c b

4.6 Algumas aplicagoes do Teorema Fundamental de Proporcionalidade

1%) Em um triangulo ABC, seja P o pé da bissetriz interna relativa ao veértice A.
Marcamos respectivamente, sobre AB e AC os pontos M e N, tais que BM = BP e
CN = CP. Prove que MN | BC.

Demonstragdo: Seja o triangulo ABC, P o pé da bissetriz relativaa BC e M e N
pontos pertencentes aos lados AB = ¢ e AC = b, respectivamente, tais que BM =
BP =x (1) e CN = CP = y (2), como ilustra a figura abaixo.

Figura 70 — Aplicagao do Teorema de Thales

B 6/3 C

Pelo teorema da bissetriz interna temos que

g 3
Ty &

Empregando (1) e (2) em (3), obtemos:

BP TP
AB  AC’

BM CN

AB AC

De (4) temos, pela reciproca do Teorema de Thales que MN || BC.
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22) Dado o segmento AB = 8,5 cm divida-o em trés partes congruentes.
O teorema de Thales pode ser aplicado a divisdo de um segmento em partes

iguais, vejamos:

Figura 71 — Aplicagao do Teorema de Thales

Temos:j I kli

|
S| &l
|
3l
\
=&
I
==
\
|
I
3

32) Construa um segmento de medida x, quarta proporcional entre os segmentos de
medidasa=3,8cm,c=2,7cm, b =2,4 cm.
O teorema de Thales vai ser aplicado para determinar a medida da quarta

proporcional. Dados os segmentos a, b, e ¢ dizemos que o segmento x é a quarta

C

proporcional desses segmentos quando: % ==

Essa relagao de proporcionalidade ja aparece no século V a.C e sua construgao

é feita com o argumento do teorema de Thales. Vejamos sua constru¢gao no geogebra:

Figura 72 — Aplicacao do Teorema de Thales

Sobre um angulo qualquer de vértice A tomemos sobre um lado os segmentos
AB =a e BC = ce eAD = b. Tragando por C uma paralela a reta BD determinamos E

na semirreta AE. O segmento DE = x.
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4?) Inscreva em um triangulo ABC um quadrado tendo um lado sobre BC.
Construindo o triangulo escaleno ABC e definindo x como a medida do lado do

quadrado.

Figura 73 — Aplicagao do Teorema de Thales

A

a

Vamos calcular o valor de x em fungdo da base BC = a do triangulo e da altura
relativa a esta base (h). O tridngulo AHG, que tem base HG = x e altura h — x é

semelhante ao triangulo ABC, caso AAA. Logo:

Figura 74 — Aplicagao do Teorema de Thales

A
h-x
G h
p.$
C b
X
B = - c
a
Demonstragao:
x_h—x
a h
xh =a(h —x)
xh = ah — ax
xh 4+ ax = ah
_ ah
x_a+h

Essa formula nos permite calcular x em fung&o de a e h. Vamos agora

construir esta formula.



74

ah , a+h h . . , . ,
Observe que x = m e 0 mesmo que T = ;, Oou seja, a mcognlta Xxea

quarta proporcional entre a + h, a e h, conforme figura abaixo.

Figura 75 — Aplicagdo do Teorema de Thales

a h h

5?) Seja o tridngulo ABC e as cevianas AQ e BP tais que AQ N BP = {J}. Se AP = %R

2 —=— JA
e BP = =B(C, calcule Ly
3 jo

Construindo o A ABC e definindo as cevianas AQ e BP, temos:

Figura 76 — Aplicacao do Teorema de Thales

2a Q a

Sendo AP =b,PC=2b,BQ =2aeQC=a

Prolongando o segmento BC e tragando uma paralela em relagdo ao

segmento BP, temos:

Figura 77 — Aplicagao do Teorema de Thales

/ B 2a 1 a
Aplicando o Teorema de Thales nos triangulos:
e AACL
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—=—=CP-BL=PA-CB=BL=—— (I)
PA  BL CP

e AAQL
Q _JA _ — — — __— _ JA-QB
Q:B_ﬁzQ] BL=JA-0B = BL = i )

Comparando (1) e (II)
m-ﬁ:]_A-Q_B:}b-Sa:]_A-Za

cpP QJ 2b QJ
3b JA-2 JA

2b QJ

g9

3 3
:b —_— = e
(b)) = 3 ===
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5 O TEOREMA DE PITAGORAS

Pitagoras era um profeta e um mistico, nasceu em 570 a. C na ilha de Samos,
ndo muito longe da cidade de Mileto, a cidade de nascimento de Thales. Cursou a
escola obrigatéria tendo como mestre o grande Ferécides que ensinou-o a fazer
milagres. Apos a morte de Ferécides, Pitdgoras procurou os mais ilustres professores
da época: os sacerdotes egipcios, pois queria se especializar em ciéncias
matematicas. De acordo com Boyer:

De fato é dificil separar histéria e lenda no que se refere ao homem,
pois ele representava tantas coisas para o povo — filésofo, astrénomo,
santo, profeta, milagreiro, magico, charlatdo. Que foi uma das figuras
mais influentes da histéria é dificil negar, pois seus seguidores, seja
iludidos, seja inspirados, espalharam suas crengas por quase todo o
mundo grego. (Boyer, 1996, p. 34)

Pitagoras foi uma figura carismatica e um génio, mas ele também era bom em
se autopromover. No Egito, ele ndo somente aprendeu geometria egipcia, mas tornou-
se o primeiro grego a aprender os hieréglifos egipcios e, por fim, tornou-se um

sacerdote egipcio ou algo equivalente, iniciado nos seus ritos sagrados.

Figura 78 — Pitagoras

Fonte: POPOVA, 2018

O filésofo e matematico grego Pitagoras fundou, em Crotona, a Escola
Pitagorica, um centro de estudos de Filosofia, Ciéncias Naturais e Matematica. A
escola era reservada a poucos iniciados, os estudos eram comunitarios e o

conhecimento produzido era creditado ao mestre. Por isso, varias descobertas foram
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atribuidas a Pitagoras, embora nédo se saiba ao certo se realmente foram realizadas
por ele ou por outros membros do grupo. Pitdgoras € lembrado até hoje,
principalmente, pelo teorema que leva seu nome e estabelece uma relagéo entre as
medidas de comprimento dos lados de um triangulo.

Existem varias maneiras de se provar o Teorema de Pitagoras.

5.1 Prova de Pitagoras
Inicialmente vamos considerar quatro tridngulos retédngulos iguais conforme
imagem abaixo:

Figura 79 — Prova de Pitagoras

.

b

O contorno dos mesmos forma um quadrado maior em que cada lado mede
b + c.

Figura 80 — Prova de Pitagoras

No meio forma-se um quadrilatero com lados iguais medindo a, que parece ser
um quadrado. Para termos certeza de que se trata de um quadrado, vamos provar

que seus angulos séo retos.



A soma dos angulos internos de um tridngulo € 180°, entao:

Figura 81 — Prova de Pitagoras

a+p+6=180°

a+ B =90°

Entdo a medida do &ngulo interno do quadrilatero de lado a, mede 90°.
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Considerando os mesmos quatro tridngulos, vamos arruma-los de outra

maneira:

Figura 82 — Prova de Pitagoras

C

| 5= 90°

= 90°

[V 90°

[F]

b

Nesse caso também se forma um quadrado maior cujos lados medem b + c e

mais dois quadradinhos, um de lado b e outro de lado c.

Analisando esses dois quadrados, temos que em ambas as situagdes os dois

quadrados maiores tém areas iguais e os lados medem b+ c em ambas as

representacoes:
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Figura 83 — Prova de Pitagoras

= 90°

(4]

[} 90°

[ 90°

Se retirarmos de cada quadrado maior os quatro triangulos, as figuras que
restarem em cada uma delas continuardo tendo areas iguais, ou seja, a* = b? + ¢
Portanto, em todo triangulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa é

igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

5.2 Prova de Euclides

Sabe-se pouco sobre a vida de Euclides, tanto que ndo tem nenhum registro
de nascimento associado ao seu nome.

O objeto de Euclides era que o seu sistema fosse livre de suposi¢cdes nao
reconhecidas baseadas na intuicdo, em conjecturas e na inexatidao. Ele formulou 23
definigdes, cinco postulados geométricos e cinco postulados adicionais que chamou
de “nocbes comuns”. A partir dessa base, ele demonstrou 465 teoremas —
essencialmente todo o conhecimento geométrico de seu tempo. (Mlodinow, 2004, p.
43), no livro denominado “Os Elementos”.

De acordo com Boyer (1996, p. 69) “Euclides e os Elementos sao
frequentemente considerados sindnimos; na realidade o homem escreveu cerca de
uma duzia de tratados, cobrindo tépicos variados, desde 6ptica, astronomia, musica e
mecanica até um livro sobre secgdes conicas”.

Porém, mais da metade do que ele escreveu se perdeu, inclusive o tratado
sobre as cbnicas, uma das obras mais importantes.

Uma outra demonstragdo do Teorema de Pitagoras, foi publicada por Euclides
na Proposi¢cdo numero 47, do livro |, de sua obra Os Elementos, conhecida como
moinho de vento ou também foi chamada de “cadeira da noiva”.
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A demonstragao de Euclides é a seguinte: nos quadrados BCHI e ABDE temos
area (ACFG) = 2 area (ACF) e area (ABDE) = 2 area (ABD)

Figura 84 - Prova de Euclides

G F

A area (ACF) = area (BCF) os triangulos tém base comum CF e mesma altura
porque CA é paralelo a FG.
A area (BAD) = area (BCD) os tridngulos tém base comum BD e mesma altura

porque CA é paralelo a BD.
Figura 85 - Prova de Euclides

I

G F

Os tridngulos ABCD e ABIA s&o triangulos congruentes porque eles tém dois
pares de lados correspondentes congruentes: DB = BA e BC = BI. Os angulos
compreendidos entre eles DBC e ABI s&@o congruentes porque DBC = DBA +

ABC = CBI + ABC = ABLI.
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Os triangulos ACBF e AACH s&o triangulos congruentes, pois:

e tém trés pares de lados correspondentes congruentes: AC = CF , CB = CH
e BF = AH:

e Os angulos compreendidos entre eles BCF e HCA s&o congruentes porque
FCB = FCA + ACB = HCB + BCA = ACH.

Figura 86 - Prova de Euclides

K

Portanto:

e area (DBC) = area(ABIl) e area(BCF) = area(HCA)

e area(ABIl) = area(BlJ), os triangulos tém base comum (os tridngulos tém
base comum BI e mesma altura porque pois BI é paralelo a 4])

e area(HCA) = area(HCJ), os triangulos tém base comum (os tridangulos tém

base comum CH e mesma altura pois BJ € paralelo a CH)

Figura 87 - Prova de Euclides

|
K

G F

Nos retangulos BJKI e CJKH, temos:
o area(BJKI) =2 area(BJl) e area(CJKH) = 2 area(CJH)
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Portanto, a area(ABDE) = area(BJKI) e area(ACFG) = area(CJKH), ou seja que
os quadrados ABDE e ACFG sao respectivamente equivalentes aos retangulos BJKI
e CJKH. O quadrado BCHI é formado pela equicomposi¢ado dos retangulos BJKI e
CJKH, ou seja, area(BCHI) = area(BJKI) + area(CJKH).

Onde o primeiro membro da igualdade é a area do quadrado sobre a hipotenusa
do tridngulo retangulo e o segundo membro é a soma das areas dos quadrados sobre
os catetos. Se os lados do tridngulo retangulo dado A(ABC) medem AB = ¢, BC = a e
CA=b, entdo, da equagdo area(BCHI) = area(BJKI) + area(CJKH), temos:

a? = b* + 2.

5.3 Prova usando tridngulos semelhantes

Dois triangulos sdo semelhantes quando seus angulos correspondentes
compartilham as mesmas medidas e seus lados correspondentes tém as mesmas
proporcgdes.

Teorema: Seja o tridngulo ABC retangulo em A, com AB = c; AC = b; BC =

a. Seja H o pé da altura relativa a hipotenusa; com CH = m; BH = ne AH = h, ento:

i) ah = bc V) bn = hc
ii) > =an vi)  h*=mn
ii) bh = mc vii)  a?=b*+c?

iv) b =am

Demonstracgao:

Figura 88 — Prova usando tridngulos semelhantes

Comparando dos triangulos AHB, AHC e CAB concluimos que:
i) AAHB~ ACAB caso (AAA)
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Figura 89 — Prova usando triangulos semelhantes

B n H

Montando as proporgdes:

c _h n
a b c
h
SR ah = bc (1)
b
S LN c* =an (2)
a c

AAHC~ ABAC caso (AAA)

Figura 90 — Prova usando tridngulos semelhantes
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iii) ABHA~ AAHC caso (AAA)
Figura 91 — Prova usando triangulos semelhantes

A A

h h? = mn (6
= — - =

S

Somando (2) e (4) e usando a = m + n obtemos:
b +c?=am+an=a(m+n) =a.a =a*

= a? = b? +

5.4 Teorema: Reciproca do Teorema de Pitagoras
Se o quadrado de um lado de um tridngulo é igual a soma dos quadrados dos

outros dois lados, entado o tridngulo € retangulo, com o angulo reto oposto ao maior

lado.

Demonstracao:
Figura 92 — Reciproca do teorema de Pitagoras

A A,
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Seja 0 AABC tal que b? = a? + c2. Construimos o AA,B;C;, retdngulo em B; e
com catetos a; e c; e hipotenusa b,. Pelo Teorema de Pitagoras aplicado ao AA; B, C;,
temos: b;° = a,2 + ¢;2 = b?(hipétese)
= b2=b =2b=h
Entdo, 0 AABC = AA,B,C; caso (LLL) = B = 90° e o0 angulo B = 90° é oposto

ao maior lado.

5.5 Relagao métrica no circulo
Todo tridngulo admite um circulo passando por seus vértices. Tal circulo é
dito circunscrito ao tridngulo e seu centro € o circuncentro do mesmo.

Proposigcao: 0 esta sobre um lado do AABC

Figura 93 — Relagdo métricas no circulo

C

Sendo 4B o diametro. Se CD L AB ento pelas relagdes métricas no triangulo
retangulo, temos:

i) CD? = AD-DB

i) CB?= BD-AB

i) AC?= AD-AB

5.6 Ternos Pitagéricos

Um terno pitagérico consiste em trés numeros inteiros positivos a, b, e c, tais
que a* = b®> + ¢* . Em outras palavras, um terno pitagorico representa as medidas
dos comprimentos dos lados de um tridngulo retangulo, onde todos os trés lados tém
comprimentos inteiros. Este terno é geralmente escrito como (a, b, ¢). Alguns ternos
Pitagoricos sdo bem conhecidos, como: (3, 4, 5) e (5, 12,13).

Vamos verificar que se (a, b, ¢) € um terno pitagorico, entdo (ka, kb, kc) é terno

pitagorico, para todo k € N: (kb)? + (kc)?* = k*(b* + ¢?) = k*a®, ou seja, (ka)* =
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(kb)* + (kc)®. Podemos assim gerar ternos pitagoricos, bastando para tal, atribuir
valores naturais a k para gerar tridngulos retangulos semelhantes.

Exemplo: O primeiro terno Pitagorico é (3,4,5).

Para k = 1 temos o terno pitagdrico (3,4,5)

Para k = 2 temos o terno pitagdrico (6,8,10)

Para k = 3 temos o terno pitagodrico (9,12,15) e assim sucessivamente.

Todos os ternos acima citados séo pitagoéricos, porém, ndo sao primitivos pois
tém, pelo menos um divisor comum.

Um terno pitagorico primitivo é aquele em que a, b e ¢ sdo primos entre si, isto
€, 0 maximo divisor comum entre a, be c € 1. E devemos estar atentos que, num
terno pitagérico, a hipotenusa e um dos catetos sdo numeros impares e o outro cateto
€ um numero par.

Exemplos de ternos pitagéricos primitivos:

i) (3,4,5) é terno pitagdrico primitivo, pois 3% + 4* = 5% e mdc (3,4,5) = 1;

i) (512,13) ¢é terno pitagorico primitivo, pois 5%+ 12% =13%e
mdc (5,12,13) = 1.

Exemplos de ternos pitagéricos nao-primitivos:

i) (6,8,10) é terno pitagdrico primitivo, pois 6% + 5% = 10% e mdc (6,8,10) = 2;

i) (15,36,39) é terno pitagdrico primitivo, pois 15%+36%=39% e
mdc (15,36,39) = 3.

Euclides — em sua obra Elementos — apresenta uma formula que permite
encontrar infinitas triplas trigonométricas. A férmula € a seguinte:

a =m?*—n?
b =2mn
c =m?+n?
Onde m e n sdo dois inteiros quaisquer que respeitam as condigdes:

{m>n
mn>0

O terno gerado pela formula de Euclides sera primitivo se, e somente
se, m e n forem primos entre si e ambos nao sejam impares. Semen forem
ambos impares, entido a, b e ¢ serdo pares e nao formarao uma tripla primitiva.

Vamos mostrar como Euclides chegou a essa formula utilizando o teorema de
Pitagoras.

c2=b*+a’=>b’=c?-a’?=>b.b=(c+a)(c—a)
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b (c+a) b (c+ta) m

:>(c—a)_ b (c—a) b n

Trabalhando as fragcdes duas a duas, temos:

((c+a)=m

i b n
b _m
(c—a)_z

Trabalhando com a primeira equacgao:
(c+a) _m

Cc n a _ 1
b b T r D
Organizando a segunda equacgéo:
(c—a) n ¢ a n
b m b b om®

Isolando % na 12 equacao e substituindo na 22 equacao:

c_ m a
b n b
m a a n m n a a m*—n® a m?-—n?
———ee = ———=2—-32—= =>—= 3)
n b b m n m b b nm b 2nm

Comparando os numeradores e os denominadores de ambas as fragdes da
expressao (3) obtemos o sistema:

{azmz—n
b=2mn

Agora, isolando % na equacao (2) e substituindo na equacéo (1)

c a n a ¢ n
b b m b b m
c ¢ m m ¢ n m ¢ n+m ¢ n*+m?
b T m R T T m R T T T b 2am WP

Comparando os numeradores e os denominadores de ambas as fragdes da
expressao (3) obtemos o sistema:
{c =m?® +n?
b =2mn
Provando assim que a formula inicial de Euclides fornece a geragao das triplas
pitagodricas a partir das expressoes (3) e (4):

a=m?—n?
b=2mn
c=m?+n?
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5.7 Aplicagoes envolvendo o Teorema de Pitagoras

12) Considere um quadrado ABCD de lado a e seja E o ponto do lado CD tal que

AE = BC + CE. Qual é o comprimento de CE?

Considerando o quadrado ABCD e tragando a perpendicular EF, temos:

A

= DA = a

s

= BC =
CE

A

~
I
S
o
|
jes}
~
Il
Q
[
=

Figura 94 — Aplicagdes do Teorema de Pitagoras

D X G

Aplicando o Teorema de Pitagoras no AAFE:
(a+x)% =a?+ (a — x)?
a’ + 2ax + x? = a* + a* — 2ax + x*
2ax + 2ax = a?
4ax = a® (:a)

4x =

X =

Al 8

22) No triangulo acutangulo ABC tem-se AB =x —1,BC =xe AC = x + 1.

a) Determine todos os possiveis valores de x para que exista um tridngulo nas
condicdes descritas acima.
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b) Seja D o ponto do lado BC tal que AB = AD. Calcule o comprimento do
segmento DC.
Resolucao:
a) O maior lado desse triangulo é o segmento AC = x + 1. Para que o AABC seja
acutangulo, o maior angulo deve ser menor do que 90°. Logo,
AC? < BC? + AB?
(x+1D2<x?+ (x—1)>2
x2+2x+1<x®*+x2-2x+1
4x < x? (:x)

4<x

x >4
b) Seja AH perpendicular a BC. Como AB = AD, entdo H é o ponto médio de BD.
Sejam AH = h,BH = ae HC = b.

Figura 95 — Aplicagdes do Teorema de Pitagoras

A
X+1
x-1
h
al a
B C
a b

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos tridngulos retangulos AHB e AHC,
temos:
AAHB = BA? = BH? + HA?
(x —1)2 =a? +h?
x?—2x+1=a*+h?
a’? =x?>—-2x+1—h?

AAHC = CA? = AH? + HC?
(x+1)2 = h? + b?
x%+2x + 1= h%+ b?
b? =x%+2x+1— h?
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Subtraindo,
b? —a’*=x*+2x+1—h?*—(x*—-2x+1—h?
b2 —a?=x*+2x+1—h?>—x?+2x—1+ h?
b? — a® = 4x
Ou seja, b>? —a? = (b—a)(b + a) = 4x

Comob+a=BC= xentdob—a=DC =4

3?) Um quadrilatero tem os seus vértices sobre cada um dos lados de um quadrado,
cujo lado tem medida 1. Sabendo que as medidas dos lados sao a, b, ¢, d; mostre
que 2 < a?+ b?+c?+d? < 4.

Resolucgao:
Figura 96 — Aplicagdes do Teorema de Pitagoras
D 1-x% e X C
y 1-t
E =1
G
1-y t
A z H 1-2 B
=1
Temos:
AB = BC =CD = DA =1
HE = a,HG = b,GF = ceFE = d

z = AH,t = BG,x = CF,y = DE
HB = 1-2GC = 1—t,FD = 1- x,EA = 1-y.
Usando o Teorema de Pitagoras nos triangulos retangulos AHE, HBG, GCF e
FDE, concluimos que:
a’ = (1—y)? + z*2
b? = (1-2)%*+t?
c2=(01-1t)?+x?
d? = (1 —x)? + y*
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Somando, obtém-se:
a?+b*+c?+d*= (1—-y)?+2z2+ (1—-2*+t>+ (1 —-t)>+x2+ (1 —x)? + y?
=1-2y+y>4+2z°+ 1-2z+z>+t*+1 -2t +t*+x*>+1—2x + x> +y?
=Qx?2-2x+1)+Qy*-2y+ 1)+ @2z2-2z+1) + (2t* -2t + 1)
=f)+f)+f(2)+ 1)

Onde f(x) = 2x? —2x + 1,x € [0,1].

Calculando os valores de maximo e minimo da fungao
f(x) = 2x? — 2x + 1,x € [0,1]. Como f é uma fung&o quadratica de coeficiente positivo,
o valor minimo ocorre no vértice e o valor maximo ocorre em um dos extremos do

intervalo. Como f(0) = f(1) = 1, a simetria da parabola assegura que o vértice esta

dentro do intervalo e ocorre em x =%. Como f(%) =% obtém-se que
~<f@<1vx € [01].

Comoa?+b?+c?2+d?=f(x)+ f(y)+ f(z) + f(t), conclui-se que:
1 1

1 1
2=§+§+§+§Sa2+b2+cz+d2S1+1+1+1S4

4?) Seja P um ponto sobre a diagonal AC do quadrado ABCD. Prove que PA?, PB?,

PC? estdo, nesta ordem, em progressé&o aritmética.
Figura 97 — Aplicagdes do Teorema de Pitagoras

D X-y C

Sejam H, F e G os pés das perpendiculares tragadas de P sobre os lados 4B,
AD e CD, respectivamente. Como P esta sobre a diagonal AC, temos que PH = HA =
yePG = GC = x - y,onde x é a medida do lado do quadrado.
Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos AEHA, AEHB e AEGC, temos:
APHA = PA? = y? 4+ y% = 2y?
APHB = PB*=y? + (x —y)?2 = y2 + x%2 — 2xy + y? = 2y% + x? — 2xy



APGC = PC*=(x—y)?+ (x—y)? =2(x —y)? = 2(x? — 2xy + y?)
= 2x%* — 4xy + 2y*
Determinando a razéo entre os segmentos:
PC? — PB? = 2x? — 4xy + 2y%? — (2y? + x? — 2xy)
= 2x% — 4xy + 2y? — 2y% — x%? + 2xy = x? — 2xy

PB? — PA? = 2y? + x? — 2xy — 2y? = x? — 2xy

Como as razdes séo iguais, PA?, PB? e PC? formam uma PA.
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5?) Duas circunferéncias de raios R e r sao tangentes exteriormente e sao tangentes

a uma reta t nos pontos A e B. Determine AB em fungdo dos raios R e r. Determine a

seguir o raio de uma circunferéncia que € tangente a reta t e as duas circunferéncias

dadas.
Figura 98 — Aplicagdes do Teorema de Pitagoras
O
R
r
D O1
R
r
X
Sendo:
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Aplicando o Teorema de Pitagoras para determinar AB:
00,” = DO,* +0D*
(R+1r)2=A4B*>+ (R—1)*
R?+ 2Rr + 1% = AB?> + R? — 2Rr +r?

AB? = 4Rr
AB = V4Rr
AB = 2V Rr

Para determinar o raio da circunferéncia que é tangente a reta t e as duas

circunferéncias dadas, vamos aplicar o Teorema de Pitagoras nos tridangulos AOEO, e
no AO,GO,

AOEO, = (R+x)2 = (R — x)? + E0,?

= R? 4+ 2Rx + x? = R* — 2Rx + x* + E0,?

= EOZZ = 4Rx
- F0, = 2VRx

A0,GO, = (r+x)? = (r—x)? + G0O,?

=12+ 2rx +x%2 =1r* = 2rx + x* + G0,*

= G0, = 4rx
= (G0, = V4rx
= G0, = 2\rx

Como AB = EO, + 0,G, temos:
2VRr = 2VRx + 2vrx (:2)
VEr = VEx + VX
(VEFY” = (VR + vz )
Rr = Rx 4 2VRxrx + rx
Rr = Rx + 24/ Rrx* + rx

Rr = Rx + 2xVRr +rx
Rr
X=—-"
R+r+ 2VRr



94

6?) O Teorema de Pitagoras era conhecido dos antigos gregos da seguinte forma: A
area do quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo € igual a soma das

areas dos quadrados sobre os catetos.

Figura 99 — Aplicagdes do Teorema de Pitagoras

M K M Q K

aR = ak, + aR, a O CARS = a O CMQP

A figura & esquerda ilustra o teorema: a figura a direita € usada na demonstracéo.
a) Porque ZRCB = £LACM?

Como CASR é um quadrado, temos € = A = § = R = 90°, CBKM também é um
quadrado, logo € = B = K = M = 90° e considerando BCM = 90°, RCA = 90°e ACB =
a, temos:

£LRCB = £RCA+ £ACB =90° 4+«
LACM = £ACB + £BCM = a + 90°
ZRCB = £LACM
Portanto, pela congruéncia de tridngulos LAL os tridngulos s&o congruentes.
b) Por que ARCB = AACM?
Considerando que CR = AC, CB = CM, RB = AM, portanto ARCB = AACM pelo

caso LLL de congruéncia de tridangulos.

c) Por que aARCB = aAACM?
Como ARCB = AACM pelo caso LLL de congruéncia de tridngulos, as areas

desses dois tridngulos sdo congruentes.
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d) Alguma altura de ARCB ¢ igual a AC?
Sim, considerando a base do ARCB como o segmento RC, ao prolongar esse
segmento e definirmos a altura em relagao ao ponto B, teremos que o segmento BL e

congruente ao segmento AC, conforme imagem abaixo.

Figura 100 — Aplicagdes do Teorema de Pitagoras

e) Porque a O CASR = 2aARCB?

A area do quadrado CASR é dada por A = CA?, mas CA = b,entdo A = b E
como a area do quadrado CASR = area do retangulo CMPQ, temos:

A=b*2A=am

Agora, determinando a area do ARCB.Prolongando-se o segmento BC e
tragando a perpendicular em relagdo ao ponto R que corta o segmento BC, temos
ARIC = ACPA,como RI =CP =m, RC = CA=b, aareado ARCB é dada por

BC'RI a'm

2 2
Portanto, aCASR = 2aARCB, pois a-m = 2.% =a-m=a-m pela

equivaléncia de areas.
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Figura 101 — Aplicagdes do Teorema de Pitagoras

S

M Q K

Imagem que auxiliou a resolugéo das letras e e f.

f) Porque a OCMQP = 2aAACM?

Na figura O CMQR é um retangulo cujos lados medem me a e sua area é
A= m.a

Agora, determinando a area do AACM. Prolongando o segmento MC e tragando

a perpendicular em relagdo ao ponto A que corta o segmento MC, temos AAJC =

CMJA _ am
2 2"

A CPA, como JA=CP =m,JC = AP = h, a area do A ACM é dada por
Portanto, a O CMQP = 2aAACM, pois a.m = 2.% = am= am pela

equivaléncia de areas.

g) Porque a O CASR =a O CMQP?
Considerando CB =CM =MK = a, CA = b, AP = h,CP = me PB = n, na

figura O CMQP é um retangulo cujos lados medem m e ¢, e O CASR € um quadrado
cujos lados medindo b.

A area do O CMQP é dado por: A = ma.

A area do O CASR é dado por: A = b?

Comparando a area dos dois quadrados, temos pelas relagdes meétricas no

triangulo retangulo que b* = am.
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h) Porque a O BHGA = a O PQKB?
Considerando CB = BK = MK = a, BA = ¢, e PB = n, na figura O PQKB é

um reténgulo cujos lados medemn e ¢, e O BHGA € um quadrado cujos lados medindo
C.

A area do O PQKB é dado por: A = na.

A area do O BHGA é dado por: A = ¢?

Comparando a area dos dois quadrados a 0 BHGA = a O PQKB = c¢* = an, 0
que é provado através de uma das relagdes métricas no tridangulo retangulo que é ¢* =

an.

i) Porque a 0 AMKB =a O AMQP + a O PQRB?

Considerando AB = ¢, BC = a, CA =b, CP = h, AP = m e PB = n, na
figura O AMQR é um retangulo cujos lados medem m e ¢, e O PQKB é outro retangulo
de lados medindo c e n. A area do O ABMK ¢é dado por: mc + nc = c?. Temos pelas

relagbes métricas que b*> = am e ¢* = na, logo: ¢ = b* + d%

7?) Os trés lados de um triangulo retangulo sdo numeros inteiros. Um dos catetos
mede 17. Qual é o perimetro desse triangulo?

Usando as formulas que geram ternos pitagoricos: a = m* —n% b = 2mn,c =
m? + n*. Devemos ter m* — n®* = 17, ou seja, (m + n)(m — n) = 17. Como 17 é
primo, entdo, necessariamente, m + n = 17 e m —n =1, o que da m = 9 e
n = 8. Portanto, o outro cateto € 2mn = 2 -9 -8 = 144 e a hipotenusa €
m?+n®= 81+ 64 = 145. O perimetro é igual a 306.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado um pouco da histéria da Matematica.
Matematica essa que ao longo dos anos foi sendo descoberta por matematicos
famosos como Thales de Mileto, Pitagoras de Samos, Euclides, entre outros.

Por fato, o conhecimento dos povos antigos (babilénicos e egipcios) foi
evoluindo com o passar do tempo, mostrando assim o quanto eles tinham uma
maneira peculiar de resolver os problemas matematicos e fazer as demonstragdes.

Essa busca pela valorizacdo das demonstracbes consta na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), Brasil (2018) visto que s&o meios de desenvolver o carater
hipotético dedutivo, possibilitando aos estudantes justificarem relagées e enunciados
matematicos.

Ao longo deste material foram apresentadas demonstragbes formais e
visualizagdes dindmicas de alguns Teoremas Classicos de Geometria, em especial
do Teorema de Thales e do Teorema de Pitagoras, com foco voltado ao ensino na
Educacao Basica. Mas é certo que as aulas precisam ser dosadas e entremeadas
com a parte pratica, para que o aluno possa compreender bem a necessidade e o
mérito das demonstragdes, visto que, infelizmente, a pratica pedagdgica praticada na
maioria das escolas ndo tem sequer uma referéncia passageira a ideia de prova. Fatos
geométricos s&o apresentados como dogmas sem muita preocupagdo com sua
justificagao.

E importante destacar que a escolha de teoremas interessantes, comecem com
uma boa apresentagao, motivando a necessidade das demonstracoes. E ter sempre
presente que em todos os tdpicos tratados no ensino, inclusive nas demonstracdes é
essencial ressaltar as ideias envolvidas, pois s&o elas que respondem pela
criatividade das teorias matematicas e podem despertar o interesse do aluno, fazendo
com que ele desenvolva a capacidade dedutiva e investigativa.

Espero que este trabalho seja util aos professores de Matematica da Educagéao
Basica, por descrever formas dinamicas de abordar o teorema de Thales e o teorema
de Pitagoras, mostrando que a Matematica na escola precisa ser uma forma de
aprender a pensar e entender o mundo, pois muitas vezes percebemos que o0s
educandos compreendem a ideia, mas ndo sdo capazes de manipular a linguagem.
Outras vezes manipulam a linguagem de forma automatica sem aprender seu

significado.
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APENDICES

APENDICE A - COMO BAIXAR E INSTALAR O GEOGEBRA

Para baixar a ultima versdo do software Geogebra seguimos as seguintes
instrucdes:

i) Acessar a pagina oficial do programa www.geogebra.org.

i) Clique na opgao download.

iii) Clique em Installer do lado esquerdo, e escolha aversdao do sistema

operacional desejado. (Exemplo: Windows e Linux).

iv) Aparecera uma nova tela, para salvar o programa em alguma pasta do seu

computador, entdo escolha e clique em salvar.

v) Aguarde o término do download.

vi) E clique em fechar apos de concluido.

ApOs a instalagdo do software, é preciso conhecer a interface do software
Geogebra, criando assim o que Chevallard (1999) chamou de primeiro momento com
a organizagao matematica (O) que esta sendo reconstruida.

i) Localize a pasta onde salvou o Geogebra, e dé dois clique em seu icone.

i) Clique em executar.

iii) Selecione o idioma, e clique no botao OK.

iv) Clique em avancar.

v) Selecione aceito os termos do Contrato de Licencga e clicar no botdo avangar

em cada tela que aparecer.

vi) Aguarde a instalacéo...

vii) Clique em avancgar e em seguida em concluido. Finalmente aparecera a tela

do Geogebra para iniciar o trabalho.

Ap0s a instalagéo do software em seu computador basta clicar 2 vezes no icone
do programa para utiliza-lo.

Na tela inicial do programa temos uma planilha com uma Janela de Algebra,
onde temos: uma Janela de Visualizacdo, a Barra de Ferramentas e o Campo de

Entrada. Vamos conhecer cada uma dessas partes.
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Figura 102 — Tela inicial do Geogebra
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Na Barra de Ferramentas, conforme figura abaixo, é possivel fazer diversas
construgbes geomeétricas, entre elas: novos pontos, segmentos de retas, retas,
mediatrizes, calcular comprimentos, angulos e outras construgdes que serao

apresentadas a seguir.

Figura 103 — Barra de ferramentas do Geogebra
A ° A RN * || a=2
[¢] / - &« @ \e/ 4' i i’_ ‘_}’

A Area de trabalho contém o plano cartesiano com os eixos coordenados x e .
Na Area de trabalho pode-se fazer diversas construcdes geométricas, visualizar e

interagir com elas.
Figura 104 — Area de trabalho do Geogebra

¢
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No campo de entrada pode-se digitar alguns comandos, como exemplo,
escrever diretamente as coordenadas dos pontos, de equacdes e funcdes. Apds
pressionar a tecla Enter, que o objeto aparecera na janela de visualizagao. Qualquer
alteracdo no campo de entrada sera notada no objeto criado e viceversa em tempo

real, mostrando flexibilidade na manipulagéo do objeto.
Figura 105 — Campo de entrada do Geogebra.

+ =V

Barra de Ferramentas do Geogebra

A Barra de Ferramenta € o local onde estao os principais icones que vao auxiliar
o usuario. Cada janela de exibicdo tem suas principais ferramentas, mostraremos
apenas 0s icones que aparecem na Barra de Ferramenta quando as Janela de
Algebra. Com a Janela de Visualizagéo ativada, veremos a Barra de Visualizagéo
dividida em 11 janelas, cada janela possui varias ferramentas. Para visualizar essas
ferramentas, basta clicar na parte inferior do icone. Perceba que cada icone tem um
desenho e um nome, isso ajudara a conhecer ou lembrar o que a ferramenta faz. A

seguir, detalharemos os icones da Barra de Ferramenta.

Figura 106 - Barra de ferramenta do Geogebra

.A/Q/¢ O] £ || N\ || 222 ] 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 107 - Barra de ferramenta do Geogebra
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Figura 108 - Barra de ferramenta do Geogebra

.A Ponto

Ponto em Objeto
{/ Vincular / Desvincular Ponto
X Intersecéo de Dois Objetos
e * Ponto Médio ou Centro

o2 Numero Complexo

< Segmento

<" Segmento com Comprimento Fixo
/Semirreta

S Caminho Poligonal

7 Vetor

-/; Vetor a Partir de um Ponto

/\'\\/ Reta Perpendicular

~*_ Reta Paralela

>< Mediatriz

I{ Bissetriz

¢f_1 Reta Tangente

.\Q Reta Polar ou Diametral
/./' Reta de Regressao Linear

& Lugar Geométrico
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Figura 109 - Barra de ferramenta do Geogebra

b- Poligono

Q Poligono Regular
I} Poligono Rigido

b- Poligono Semideformavel

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
@ Circulo: Centro & Raio

@. Compasso

Q Circulo definido por Trés Pontos

P Semicirculo

.‘) Arco Circular

{:) Arco Circuncircular

Q Setor Circular

4} Setor Circuncircular

k.- Parabola

O Conica por Cinco Pontos
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Figura 110 - Barra de ferramenta do Geogebra

_40‘ Angulo

.Q:o. Angulo com Amplitude Fixa

;m/' Distancia, Comprimento ou Perimetro

{1,2} Lista
?. Relacs
a=p Relacéo

f/ Inspetor de Funcdes

X Reflexdo em Relacéo a uma Reta

.*  Reflexdo em Relacso a um Ponto
L] e

,\ Inversao

e —

2+ Rotacdo em Torno de um Ponto

-/’; Translacao por um Vetor

.: * Homotetia

10

252 Controle Deslizante

ABC Texto

aa) Inserir Imagem

Botéo

v ‘ Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada
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Figura 111 - Barra de ferramenta do Geogebra

11

«}» Mover Janela de Visualizacdo
@, Ampliar

Q Reduzir

® _ Exibir / Esconder Objeto

AA Exibir / Esconder Rétulo

& Copiar Estilo Visual

& ~ragar
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APENDICE B - QUESTOES A SEREM TRABALHADAS COM ALUNOS DE 9°
ANO

1) (Conspass — 2018) Um condominio foi projetado de modo que do portéo principal
saem duas alamedas nao paralelas entre si e transversais as demais ruas de

circulagao, que formam um feixe de paralelas. Abaixo apresentamos um desenho
simplificado dessa situagao:

Figura 112 — Teorema de Thales — exercicio

: alamedal [ 200
pOrtao e

al, lote 1
Me bote 2

rva B
rua7

rva A

Qual o comprimento da lateral do lote 2 que fica voltada para a alameda 1?

Aplicando o Teorema de Tales, temos:

20 X 5 X 6 150 150 2e
_—= _ _ = — = = =9 = — =
24 30 6 30 x = 76

Resposta: o comprimento da lateral € de 25m

2) (Fuvest—SP) Trés terrenos tém frente para a rua A e para a rua B, como na figura.
As divisas laterais sdo perpendiculares a rua A. Qual a medida de x, y e z em metros

sabendo que a frente total para essa rua tem 180 m?

Figura 113 — Teorema de Thales — exercicio

Bua B —.—E‘_/‘.

y

40 m 30m 20m

Fua A

Ovalorde x +y +z=180.

Aplicando o Teorema de Tales, para determinar os valores de X, y e z temos:
180 «x 2 x

S50 40 1 a0 - X780
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180 y 2y 60
—_— = s — = =

90 _ 30 130 Y

180 A 2 A 40
_ _ = — = =

90 _ 20 120 d

Resposta: Os valores de x, y e z s&o respectivamente 80, 60 e 40m.

3) (Enem - 2009) A rampa de um hospital tem na sua parte mais elevada uma altura

de 2,2 metros. Um paciente ao caminhar sobre a rampa percebe que se deslocou 3,2

metros e alcancou uma altura de 0,8 metro. A distancia em metros que o paciente

ainda deve caminhar para atingir o ponto mais alto da rampa é

a) 1,16 metro.

b) 3,0 metros.

c) 5,4 metros.

d) 5,6 metros.
)

e) 7,04 metros.

Figura 114 — Teorema de Thales — exercicio

A

14m X
22m

32m

08m

AD =AB—-DB=22-08=14m

Aplicando o Teorema de Thales temos a seguinte proporgao:

1,4 X
—=—-508x=14-32 -08x =448 - x=56m
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4) (CEFET MG — 2014). Considere a figura em que r//s//t.

Figura 115 — Teorema de Thales — exercicio
r S t

X X+ 2 a
b
/
./
/%
O valor de x é:
a) 3. b) 4. c) 5. d) 6

Aplicando o Teorema de Thales temos a seguinte proporgao:

X x+2
x+6 2X+7_>x(2x+7) (x+6)(x+2)—>2x + 7x x%2 4+ 8x + 12

> 2x>—x?47x—-8x—-12=0 -x*—1x—-12=0

Utilizando a formula de Bhaskara na resolugao da equacgao do 2° grau:
x>’ —1x—-12=0

=D+ (-D?—41.(-12)
x= 2.1
_1+V1+48
==

1449
2
_1+7

X = ——

2

_1+7_8_,
= ~2

> =

X

X

S St e SR )
X = 2 = 5 = nao serve

Como x representa distancia, descartamos a raiz negativa, ou seja, x = 4

5) Para realizar a medi¢cao de um prédio, Marcelo decidiu utilizar o teorema de Tales.
Ele decidiu observar a sombra que o prédio projetava e a sombra de um poste cuja
altura ja era conhecida por Marcelo. Ele realizou as medi¢gdes conforme a imagem a

sequir:
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Figura 116 — Teorema de Thales — exercicio

Sabendo que o feixe de luz solar incide de forma paralela sobre o prédio e o
poste, entdo podemos afirmar que a altura h do prédio mede:
A)90 m B)92 m C)94 m D) 96 m E)98 m

Aplicando o Teorema de Tales, para determinar a altura do prédio, temos:

15_h _3_h _ .
5 32 x=

1732
Resposta: O prédio mede 96m.

6) (Enem - 2017) Para decorar uma mesa de festa infantil, um chefe de cozinha usara
um meldo esférico com didmetro medindo 10 cm, o qual servira de suporte para
espetar diversos doces. Ele ira retirar uma calota esférica do meldo, conforme ilustra
a figura, e, para garantir a estabilidade deste suporte, dificultando que o meléo role
sobre a mesa, o chefe fara o corte de modo que o raio r da sec¢ao circular de corte
seja de pelo menos 3 cm. Por outro lado, o chefe desejara dispor da maior area
possivel da regido em que serao fixados os doces.

Figura 117 — Teorema de Pitagoras — exercicio

Regido onde serdo
afixados os doces

A parte hachurada

<—1sera apoiada
B  namesa

<Calota a ser cortada
e eliminada

Para atingir todos os seus objetivos, o chefe devera cortar a calota do melao

numa altura h, em centimetro, igual a ...
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O didmetro do melao esférico é de 10 cm, consequentemente o raio € de 5 cm.

Figura 118 — Teorema de Pitagoras — exercicio

A 3 B

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
52=3%24+%x? = 25=9+4+x? =x?=16 = x=4

Ovalordehé5-4=1

7) (ENEM) — Na figura abaixo, que representa o projeto de uma escada com 5 degraus

de mesma altura, o comprimento total do corrimao ¢é igual a:

Figura 119 — Teorema de Pitagoras — exercicio

a)1,8m b) 1,9 m c)2,0m d)2,1m e)2,2m

Inicialmente vamos determinar a medida do cateto que esta faltando. Para
formar a medida desse cateto devemos multiplicar 24 x 5 = 120 cm.
Representando a medida do corrimao por x e aplicando o teorema de Pitagoras,
temos:
x? =902 + 1202 = x?=28100 + 144000 = x%2 =225000 = x =150
A medida do corrimao se da pela soma das medidas: 30 + 150 + 30 = 210 cm
=2,1m.
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8) (ENEM) - Construir figuras de diversos tipos, apenas dobrando e cortando papel, sem
cola e sem tesoura, € a arte do origami (ori = dobrar; kami = papel), que tem um
significado altamente simbdlico no Japdo. A base do origamié o conhecimento do
mundo por base do tato. Uma jovem resolveu construir um cisne usando técnica
do origami, utilizando uma folha de papel de 18 cm por 12 cm. Assim, comegou por

dobrar a folha conforme a figura.

Figura 120 — Teorema de Pitagoras — exercicio

A 18 cm B

12cm

E 12 cm C

Apbs essa primeira dobradura, qual é a medida do segmento AE?
O retangulo ABCD tem os lados paralelos AD = BC =12 cm.
O segmento AB = DCeDC = DE + EC = DE = 18—-12 = 6cm
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
AE? = AD? + DE?
AE? =122+ 6% = AE?=144+36 = AE* =180 =
AE =V180 = AE =6V5

9) (VUNESP - 2020) O centro comunitario onde Ana é voluntaria esta em reformas e
a passagem direta da cozinha para o refeitorio foi interditada. Assim, para servir no
refeitdrio as refeicdes feitas na cozinha, ela devera passar pela sala de atividades.
Dessa maneira, o trajeto ficara maior em:

a)1m. b) 2 m. c)3 m. d)4m. e)5m.

Figura 121 — Teorema de Pitagoras — exercicio

Cozinha A

5m

C Refeitorio

Sala de atividades B
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Resolucao:
Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, temos:
AC? = AB? + B(C?
x? =5%+412?
x? =25+ 144
x? =169
x =13
A medida do segmento AC = 13 m, como queremos determinar a diferenca
entre esse trajeto e o trajeto AB + BC, faremos:
(AB+BC)—AC=(5+12)-13=17-3 =4m

10) (Cefet/MG - 2016) Uma pipa, cuja figura € mostrada a seguir, foi construida no
formato do quadrilatero ABCD, sendo AB = BC e AD = CD. A vareta BD da pipa
intercepta a vareta AC em seu ponto médio E, formando um angulo reto. Na

construcdo dessa pipa, as medidas de BC e BE usadas sio, respectivamente, 25 cm
e 20 cm, e a medida de AC equivale a % da medida de BD.

Nessas condi¢cbes, a medida de DE, em cm, € igual a:
a) 25. b) 40. c) 55. d) 70

Figura 122 — Teorema de Pitagoras — exercicio

>

Resolucgao:
Aplicando o Teorema de Pitagoras no ABEC:
BC? = BE* + EC?
252 =202 + EC?
625 = 400 + EC?
EC? =225
EC =15



Encontrando a medida de AC . Como EC = AE, temos:

AC = AE + EC
AC = 15 4+ 15
AC =30
Determinando a medida de BD

Pelo enunciado da questdo: AC = %-BD

5-AC =2-BD
5-AC

— =B
5-30

— = BD
BD = 75

A medida de DE = BD - BE
DE = 75-20=55
Portanto, a medida de DE = 55 cm.
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11) (IFRS - 2017) Considere um triangulo equilatero de lado 5v/3. Qual é a altura e a

area deste triangulo, respectivamente?
75
a)152cme " cm?

6V3 75vV3 5
b) —-(me ——cm

c) 3v5 cm e 18,753 cm?
d) 1;cm e 37,5vV3cm?

75v3
e)7,5cme T\/—cm2

Resolucao:

Figura 123 — Teorema de Pitagoras — exercicio

C




AB = BC = CA =5V3

_AB 53

DB
2 2

Aplicando o Teorema de Pitagoras no A CDB:

BC? = CD* + DB?

ﬂ)z

(5v3)' = h? + < >

25-3=hz+25—'3
4
4-75=4h*+75
4h? = 300 — 75
4h% = 225
V215 _

h=""2 7,5
Vi 2

A altura do tridngulo equilatero € 7,5 cm.

A area do A é determinada pelo produto da base pela altura e divisdo por 2.

15
Y, 5\/5-7_5\/5 15 1 75V3
2 2 2 4
A area do triangulo equilatero é 754—‘/5 cmZ,

12) Num tridngulo isosceles ABC, de lados iguais aAC = BC = 5eAB =

encontre a distancia entre o ponto médio D do segmento CB e um dos catetos.

Geometricamente temos:

Figura 124 — Teorema de Pitagoras — exercicio
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8,
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Lembre que distancia entre um ponto e uma reta é dada pelo comprimento do
segmento que une esse ponto a reta, e € perpendicular a ela.

Temos que o triangulo ABC é isésceles, logo AD = DB = 4. Encontrando o
valor de h, que corresponde a altura desse tridngulo e aplicando o teorema de
Pitagoras:

52=h%?+4?> = 25=h’+16 = h=V9=3
Agora aplicando as relagdes métricas no triangulo retdngulo CDB, temos:

12

ah=bc = 5g=4h = 5.g=43 =5g=12 = g= 5—2,4

R: A distancia entre DE = 2,4 u.c.



