AV
AVAVAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

A
u nesp "™ 40LIO DE MESQUITA FILHO”

Campus de Bauru

Thais Hermoso de Oliveira

Modelagem Matematica, Otimizacao Linear e o
Problema de Corte Unidimensional: abordagens

para o Ensino Médio

Bauru

2024



Thais Hermoso de Oliveira

Modelagem Matematica, Otimizacao Linear e o Problema

de Corte Unidimensional: abordagens para o Ensino Médio

Dissertagao apresentada como parte dos re-
quisitos para obtenc¢ao do titulo de Mestre em
Matematica em Rede Nacional, junto ao Pro-
grama de Pés-Graduagao PROFMAT — Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede
Nacional, da Faculdade de Ciéncias da Univer-
sidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho”, Campus de Bauru.

Orientadora: Profa. Dra. Sonia Cristina Poltroniere

Bauru

2024



Oliveira, Thais Hermoso de
048m - TR
Modelagem Matemética, Otimizacao Linear e o Problema de Corte
Unidimensional: abordagens para o Ensino Médio / Thais Hermoso de Oliveira.
-- Séo José do Rio Preto, 2024

84 p. : il tabs., fotos

Dissertacéo (mestrado profissional) - Universidade Estadual Paulista
(UNESP), Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, Sdo José do Rio
Preto

Orientadora: Sonia Cristina Poltroniere

1. Ensino. 2. Otimizagdo. 3. Modelagem Matematica. 4. Problema de Corte

de Estoque. I. Titulo.

Sistema de geracgdo automatica de fichas catalogréficas da Unesp. Dados fornecidos pelo autor(a).




oo UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA e

unesp - 137
Campus de Sao José do Rio Preto _Ijj

IBILCE

ATESTADO DE APROVACAO - DEFESA

Atestamos que THAIS HERMOSO DE OLIVEIRA, RA n° MPR210013, RG n° 47.966.091-8,
expedido pela SSP/SP, defendeu, no dia 11/09/2024, a dissertacdo intitulada “Modelagem
Matematica, Otimizagdo Linear e o Problema de Corte de Estoque Unidimensional: abordagens
para o Ensino Médio”, junto ao Programa de Pés Graduacdo em Matematica em Rede Nacional,
Curso de Mestrado Profissional, tendo sido 'APROVADA'.

Atestamos ainda que a obtenc&o do titulo dependera de homologacédo pelo Orgédo Colegiado

competente.

Sao José do Rio Preto, 11 de setembro de 2024

Assistente Adminstrativo Il
Secdo Técnica de Pas-Graduacio

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas - Campus de S&o José do Rio Preto -
RUA CRISTOVAO COLOMBO, 2265, 15054000
https://www.ibilce.unesp.br/#!/pos-graduacao/programas-de-pos-graduacao/profmat/CNPJ: 48.031.918/0011-04.



AA%Y UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

\/
VAV ’
u nesp JULIO DE MESQUITA FILHO"

Campus de Bauru

Thais Hermoso de Oliveira

Modelagem Matematica, Otimizacao Linear e o Problema de Corte

Unidimensional: abordagens para o Ensino Médio

Dissertagdo apresentada como parte dos
requisitos para obtencao do titulo de Mestre em
Matematica em Rede Nacional, junto ao Programa
de Pods-Graduacdo PROFMAT - Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional, da
Faculdade de Ciéncias da Universidade Estadual
Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Campus de
Bauru.

Comissao Examinadora

Profa. Dr2. S6nia Cristina Poltroniere Silva
FC — UNESP - Bauru
Orientadora

Profé. Associada Marina Andretta
ICMC — USP — Sao Carlos

Prof?. Associada Tatiana Miguel Rodrigues
FC — UNESP - Bauru

Bauru
Setembro de 2024



Agradecimentos

Muito antes de me tornar professora, foi na tentativa de ensinar, que aprendi a
aprender. Percebi assim, que esse seria o meu caminho, ser professora. Estava decidido!
Desde o inicio da licenciatura até agora, aquela certeza antes estabelecida, foi desconstruida
e refeita por diversas vezes, nao por haver dividas em mim, mas por ser necessario
ressignificar e amadurecer. Nao é possivel nomear, mas é preciso agradecer a cada professor
que me inspirou em sua grandeza de ser e a cada aluno que passou por mim deixando algo

de si e me motivando a despertar o melhor de mim.

Mas nao fui desde sempre professora, ser professora esta em construcao. Entao, se
hoje posso compreender a beleza da vida e a dadiva de ser humana em construgao, ha
responsaveis que posso nomear. Mamae Silvia e papai Marcos, meus pontos de partida
e o impulso para tudo que estou construindo. Nao bastasse a sorte de crescer com pais
incriveis, me casei com meu maior parceiro e melhor amigo, assim consigo mais um nome
para a minha gratidao, Victor. E que orgulho de nés, juntos somos, com certeza, pessoas

melhores!

H&a tantos anos, me proporcionando oportunidades e contribuindo com o meu
processo de crescer, tenho que trazer aos meus agradecimentos a Universidade Estadual
Paulista Julio de Mesquita Filho, Unesp - Bauru. Desta vez, através do PROFMAT e
da experiéncia de producao deste trabalho, orientada pela Profa. Dra. Sonia Cristina

Poltroniere, concluo sendo uma versao melhorada de mim!



Ser quem se é e dar sentido a existéncia é uma caminhada longa e desafiadora, mas o
mais extraordindrio € que a felicidade verdadeira é encontrada exatamente nessa trajetoria.

Ana Beatriz Barbosa Silva



Resumo

A Modelagem Matematica apresenta papel fundamental na leitura, representacao e resolu-
¢ao de problemas reais, tornando-se uma ferramenta poderosa para alcancar as contextua-
lizacgoes, aplicacoes e interdisciplinaridades tao almejadas no Ensino de Matematica na
Educacao Basica. Neste sentido, este trabalho apresenta possibilidades para a abordagem
de problemas reais com o auxilio da Modelagem Matematica e de conceitos de Otimizacao
no contexto do Ensino Médio. Inicialmente, problemas classicos de Otimizagao Linear
e suas formulagoes matematicas sao apresentados e discutidos, em especial o Problema
de Corte de Estoque Unidimensional. Em seguida, sao apresentados os resultados de
experiéncias vivenciadas na aplicagao de atividades em turmas do Ensino Médio, abor-
dando contetidos matematicos previstos pela BNCC através de problemas de Otimizacao
Linear. A resolugao grafica de problemas de duas variaveis foi trabalhada e discutida,
com o auxilio do software GeoGebra, bem como a resolu¢cdo de problemas de maiores
dimensoes, utilizando a ferramenta Solver do Excel. Ao abordar o Problema de Corte,
destacou-se o subproblema de geracao de padroes de corte, modelado como um Problema
da Mochila. Por fim, a partir das experiéncias com as aplica¢oes realizadas, propoe-se
uma nova atividade, com o objetivo de dar continuidade a abordagem do Problema de

Corte de Estoque Unidimensional, vislumbrando novas possibilidades.

Palavras-chave: Ensino. Otimizacao. Modelagem Matemética. Problema de Corte de

Estoque.



Abstract

Mathematical modeling plays a fundamental role in reading, representation and real
problems solving, becoming a powerful tool to achieve the so desired contextualizations,
applications and interdisciplinarities in mathematics teaching of Basic Education. There-
fore, this work presents possibilities for the approaching of real problems with the help of
mathematical modeling and optimization concepts in the High School context. Initially,
classical linear optimization problems and their mathematical formulations are presented
and discussed, especially the Unidimensional Cutting Stock Problem. Next, the results of
experiences in the application of activities in high school classes are presented, addressing
mathematical contents determined by the BNCC through linear optimization problems.
The graphical resolution of two-variable problems was worked on and discussed, with
the help of the Geogebra software, as well as the resolution of more complex problems,
using the Excel Solver tool. In the cutting problem, the subproblem of generating cutting
patterns stood out, modeled as a knapsack problem. Finally, based on the experiences with
the applications carried out, a new activity is proposed, with the objective of continuing

the approach to the Unidimensional Cutting Stock Problem, envisioning new possibilities.

Keywords: Education. Optimization. Mathematical modeling. Cutting stock problem.
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1 Introducao

Resultados de avaliagoes internacionais, como o PISA (LIMA, 2020), apontam
baixo desempenho dos estudantes brasileiros em relagdo a matematica e avangos pequenos
a cada edi¢do. Muito se relaciona esse baixo desempenho a deficiéncia na formacao inicial e
continuada de professores, bem como a desvalorizacao do ensino. H4 uma busca crescente
por novas metodologias de ensino, contextualizacao, interdisciplinaridade e alternativas
para uma aprendizagem significativa e dindmica, de forma que o aluno seja o protagonista
neste cenario. Entretanto, o olhar limitado por indices, as avaliagoes padronizadas e
inflexiveis, as grades curriculares mecanicamente repetidas, seguem estimulando o foco
no resultado final e invalidando os significados de cada etapa ao longo do processo. Para
Freire (1996), a alegria ndao chega apenas no encontro do achado, mas faz parte do processo
da busca. E ensinar e aprender nao podem dar-se fora da procura, fora da boniteza e da

alegria.

Ser professor de Ensino Médio deveria ir além dos repetidos termos: ensinar,
mediar, transmitir, facilitar, avaliar e orientar. Nesta idade escolar, é crucial que se
incentive a criatividade, que se construa valores, que se desenvolva um olhar critico, que se
desperte potenciais, que se inspire. Tarefa dificil ao professor de matematica que precisa ir
contra a natural e generalizada repulsa pelos nimeros, ainda mais temidos e mal falados,
quando acompanhados por letras! Entre uma infinidade de conteidos a se cumprir, a tal
“matematica basica” precisando sempre ser retomada, a tentativa (muitas vezes frustrada)
de convencer um ou outro, entre os 40 alunos da turma, de que ¢é , sim, relevante “aprender

Bhaskara”, esta longe de ser trivial garantir a famosa aprendizagem significativa.

De acordo com D’Ambrosio (2015), atrever-se a criar e ousar na a¢ao docente decorre
do desejo de promover uma aprendizagem na qual os estudantes atribuam significados
ao conhecimento matematico. Mas as estruturas do sistema educacional, a organizacao
curricular, as dindmicas internas escolares, podem dificultar praticas diferenciadas e
direcionadas para cada publico. O trabalho do educador matemaéatico é complexo, as
demandas e diversidades de cada turma sao unicas, revelando a necessidade da autonomia
do professor nas tomadas de decisdes e abordagens metodolégicas, bem como solugoes e
préticas criativas e adaptadas. Ainda segundo D’Ambrosio (2015), cabe considerar nossas
experiéncias e saberes profissionais, pois produzimos conhecimento nao somente intelectual
e socialmente, mas também de forma emotiva e moral, por meio de nossas vivéncias. Os
autores discutem os impactos positivos da insubordinacao criativa na pratica docente, que
permite romper com generaliza¢oes, transformar os alunos em autores da matematica,

desafiar, questionar e incorporar praticas criativas:
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Se, em nossas agoes profissionais, priorizarmos uma abordagem apenas
técnica, com uma perspectiva que restringe a Matemaética a si mesma,
poderemos apenas adestrar a pessoa em habilidades de calculo e no uso
de algoritmos, negando-lhe o conhecimento matematico necessario para
a leitura de mundo a que ela tem direito. Uma forma similar de adestra-
mento e, portanto, também tecnicista, pode ocorrer em relagdo ao uso
das metodologias de pesquisas, quando buscamos prender pesquisadores
em formacao as nossas redes tedricas e metodoldgicas, roubando-lhes o
prazer de criar e as possibilidades de ousar (D’AMBROSIO; LOPES,
2015, pg. 12).

Pensando nessa abordagem de leitura de mundo, de interpretacao e resolucao de
problemas reais e na busca docente por praticas alternativas, o presente trabalho visa
considerar a Modelagem Matematica e a Otimizagao como aliados no processo de ensino
e aprendizagem de matematica no Ensino Médio. Na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC)(2017), a Modelagem Matemética aparece muito mais como um recurso pedagégico
recomendado para integrar a matematica ao mundo real, isto é, uma competéncia a ser
desenvolvida através de diferentes contetidos previstos, podendo assim, ficar em segundo
plano ou ser pouco explorada. Um modelo matematico é a leitura e a representacdo de um
problema real, a partir das simplificacoes necessarias, utilizando-se linguagem matematica
(ARENALES, 2011), ou seja, é passivel de ser aplicado ao longo do Ensino Médio dentro
de diversos contetdos, trazendo a possibilidade de explorar contextualizac¢oes, interdisci-
plinaridades e vivéncias dos alunos. Entretanto, pode ser facilmente confundido com o
simples ato de resolver e interpretar problemas, deixando de ter toda sua potencialidade

explorada, reconhecida e aproveitada em sala de aula.

Por outro lado, a Otimizacao Matemaética trata de problemas de decisdo, fazendo
uso de modelos matematicos para representar problemas reais (ARENALES, 2011). Um
Problema de Otimizacao consiste em maximizar ou minimizar uma fungao, que caracteriza
um critério a ser otimizado, sujeito a um conjunto de restrigcoes que representam as
condigoes impostas pelo problema. Assim, otimizar significa encontrar a melhor entre
um conjunto de possiveis solugoes para o problema. Analisando de forma genérica, a
Otimizacao é amplamente aplicavel a rotina e, portanto, uma otima candidata a despertar
o interesse dos alunos: minimizar o tempo de realizacao de uma tarefa, maximizar lucros,
minimizar custos, maximizar rendimentos, minimizar perdas, maximizar o aproveitamento
de espacos, entre tantas outras possibilidades. Assim, explorar a Modelagem Matematica
através de Problemas de Otimizacao, pode abrir portas para o trabalho e desenvolvimento
de atividades com rico potencial em despertar e construir as competéncias e habilidades

necessarias e previstas pela BNCC.

A fim de destacar o papel e o impacto da Otimizacao, vale ressaltar que esta é
tida como um dos importantes ramos da Pesquisa Operacional, que se preocupa com
o desenvolvimento e aplicacao de métodos cientificos para analisar sistemas complexos

e apoiar na tomada de decisdao, envolvendo profissionais de diferentes areas do conheci-
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mento, como matematicos, estatisticos, programadores, administradores, economistas e
engenheiros. O termo Pesquisa Operacional foi, inicialmente, utilizado durante a Segunda
Guerra Mundial, diante da necessidade de tomadas de decisao em operacoes e diversos
cenarios, como alocar radares, equipes médicas, suprimentos e outros. Desde entao, a
Pesquisa Operacional segue ampliando sua area de atuagao, sendo de extrema importancia
e relevancia para modelar, analisar e solucionar problemas na industria, no mercado e
em pesquisas (ARENALES, 2011). A matemaética pode ser abordada nos mais diversos
cendarios e necessitar desde as mais simples até as mais dificeis tomadas de decisao, sendo
que, para estas, a Pesquisa Operacional oferece métodos cientificos para prever e comparar
decisoes, guiando a busca por melhores caminhos que garantam o cumprimento de objetivos

e atendimento as demandas e restrigdes previstas.

Diante do exposto, este trabalho propoe abordar a Modelagem Matematica no
contexto do Ensino Médio, através de problemas classicos de Otimizac¢ado, buscando
explorar conceitos e conteidos que se enquadram na base comum curricular vigente.
Iniciando com formulagoes de problemas basicos, busca-se uma interacao e construcao de
conhecimentos que permitam aos alunos, formular, discutir e compreender, ao final do
processo, o Problema de Corte Unidimensional. Além de relatar as atividades colocadas em
pratica em duas escolas publicas de Ensino Médio, ¢ proposta uma abordagem focada no
Problema de Corte, que depende dos conhecimentos desenvolvidos através dos problemas
de Otimizacao iniciais. Sendo assim, a partir da modelagem e resolucao de problemas,
utilizando conceitos de Otimizacao, o foco estd na experiéncia vivenciada pelos alunos ao
colocarem a “mao na massa”, nao necessariamente na resolucado dos problemas. A busca é
ressignificar contetidos ja contemplados nas aulas regulares de matematica, proporcionar
um olhar diferenciado e participagao ativa dos alunos, estimular pensamentos dedutivos,
despertar um olhar critico para a interpretagao de problemas e incentivar agoes criativas.
Além disso, a abordagem permite discutir e explorar o cenario da matematica aplicada e
dos mais diversos campos profissionais impactados ou movidos pela matematica. A partir
de problematicas bésicas, abordou-se a construcao e interpretagao de sistemas lineares,
a compreensao de inequagoes que descrevem restricoes em problemas reais, a aplicacao
de fungoes, a interpretacdo geométrica das fungoes e inequagoes lineares, as aplicagoes
e operagoes com matrizes. As abordagens descritas neste texto foram aplicadas em dois
modelos diferentes: um para alunos voluntérios a participarem de forma extracurricular e

outro adaptado ao planejamento das aulas regulares.

Na sequéncia, o Capitulo 2 é dedicado a uma revisao bibliografica da literatura,
buscando levantar propostas e resultados obtidos a partir de experiéncias de aplicacao da
Modelagem Matemaética e da Otimizacao no Ensino Médio. Além disso, apresenta-se a
Modelagem Matemaética enquanto metodologia de ensino, citando importantes autores e
contribuicoes para o Ensino de Matematica. No Capitulo 3 é apresentado um estudo sobre

Otimizacao Linear, bem como problemas classicos de Otimizagao. O Capitulo 4 trata
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especialmente da resolucao gréafica de problemas de Otimizacao Linear Continua, apresen-
tando sequéncias de construcoes graficas para a resolugdo de dois problemas diferentes. O
Capitulo 5 aborda exclusivamente o Problema de Corte de Estoque Unidimensional, dada
sua relevancia para este trabalho. As atividades desenvolvidas com alunos de Ensino Médio,
resultados obtidos e experiéncias vivenciadas sao apresentadas no Capitulo 6. No Capitulo
7, propoe-se uma continuidade de abordagem do Problema de Corte Unidimensional. Por

fim, o Capitulo 8 traz as consideragoes finais e a conclusao deste trabalho.
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2 Revisao da literatura

Neste capitulo, na secao 2.1, sao apresentas pesquisas e trabalhos desenvolvidos com
foco no ensino médio e que envolvem Modelagem Matematica e Otimizacao. Os resultados
e experiéncias relatadas reforcam vantagens e possibilidades de explorar a Otimizagao
como recurso pedagogico na educacao béasica. Na secao 2.2, é abordada a Modelagem
Matematica enquanto metodologia de ensino, apontando importantes autores e impactos

positivos no ensino.

2.1 Modelagem Matematica e Otimizacao

A matematica é vista e reforcada sob varios esteredtipos: é restrita aos altos niveis
de QI (quociente de inteligéncia), é de um piblico masculino, é inalcangavel para quem se
identifica com a area de humanas, entre outros. Nos anos iniciais da Educacao Basica, em
geral, ainda associa-se matematica a atividades ladicas, divertidas e praticas, entretanto,
passado o ciclo inicial do Ensino Fundamental, estd comumente associada a altos niveis de
estresse e ansiedade para os alunos. Deixa-se de investir em criatividade e desenvolvimento
de raciocinios dedutivos a fim de cumprir-se uma vasta grade curricular. Assim, muitas
metodologias sdo propostas no intuito de diversificar o ensino e alcancar a atengao e
interesse dos alunos. A proposta neste trabalho, de abordar a Modelagem Matematica
e a Otimizagao no Ensino Médio, remete a possibilidade de explorar a metodologia de

resolucao de problemas e mudar o estigma da disciplina de Matematica.

Entre tantas dificuldades enfrentadas pelos professores de matematica da Educacao
Basica, esta a necessidade de lidar com conceitos que requerem habilidades de abstracao.
Conceitos fundamentais como o de fungoes, por exemplo, sdo tratados pelos livros didaticos
essencialmente centrados na teoria de conjuntos, mas poderiam ser abordados desde o
Ensino Fundamental sob diferentes olhares. Em pesquisa realizada em escola publica, Leao
(2009) apontou resultados positivos na abordagem de fungoes através da metodologia de
resolugao de problemas, favorecendo a comunicacao entre os pares, estimulando trocas de

informacoes, construcao de hipdteses e exploragoes mentais.

Uma proposta de aplicagdo da Otimizagao Linear e Inteira é apresentada por Silva
(2021). Apesar de ndo ser um contetido presente na grade curricular do Ensino Médio,
exalta-se sua relevancia no desenvolvimento de habilidades e competéncias previstas pela
BNCC. Desta forma, ¢ proposta uma abordagem do tema aplicado ao novo Ensino Médio
e sao apresentados planos descritivos de trés disciplinas eletivas, bem como orientagoes
didaticas. Outra proposta na mesma tematica, focada no método Simplex, com inter-

pretacao geométrica e fluxograma do algoritmo, é apresentada por Freitas (2022), sendo
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propostas atividades utilizando o software GeoGebra. Também utilizando software livre,
neste caso o GeoGebraBook, Carvalho (2021) propoe abordagens na Otimizagao Linear e
Inteira, inserindo problemas de Otimizacao nas praticas pedagbgicas para o Ensino Médio,
as quais objetivam estimular o aprendizado de matematica e possibilitar contextualizagoes
e aplicagoes dos contetdos trabalhados. Neste sentido, o uso do GeoGebraBook permite
interagao entre professor e alunos no desenvolvimento de atividades, direcionamento do

aluno, além da possibilidade de criar ou importar contetidos de forma gratuita.

A importancia de se trabalhar com a Modelagem Mateméatica no Ensino Médio,
que justifica e reforca o valor da abordagem de problemas de otimizacao, é enfatica no
trabalho de Pinho (2021), que faz um estudo da Base Nacional Comum Curricular e
das competéncias previstas em matematica no Novo Ensino Médio, apontando o uso
da Otimizacao Linear como método promissor para alcancar competéncias necessarias
e favorecer a aprendizagem de equacoes e inequagoes lineares. Reforcando a validade
dessa aplicagao nas escolas, Lopes (2017) apresenta um estudo sobre a Otimizagao Linear,
proposta de atividade para o Ensino Médio e relato de experiéncia com aplicacao em sala
de aula. Na atividade relatada, foram trabalhados problemas de otimizacao utilizando
a resolucao pelo método grafico, pelo método Simplex e também através da ferramenta

Solver, no Excel.

No trabalho de Daros (2021), a Otimizacgao é abordada visando estudar problemas
préticos relacionados ao contexto de um curso técnico em agropecudria. E proposto um
roteiro de atividades que considera retomadas de contetidos, como equagoes, inequagoes e
sistemas lineares, seguido de apresentacao de conceitos da Otimizagao Linear e Resolucao

de Problemas com base no método Simplex.

Como mostrado neste capitulo, muitas sao as contribuicoes e possibilidades ao se
abordar a otimizagdo no contexto do ensino de matematica na Educacao Bésica. Mesmo
problemas mais complexos podem ser adaptados e fornecer recursos para diferentes praticas
e desenvolvimentos no Ensino Médio, como é o caso do Problema de Corte de Estoque,
explorado neste trabalho, e também discutido por Coutinho (2019), que sugere um roteiro
de atividades praticas abordando o Corte Unidimensional e Bidimensional, de maneira

exploratoéria, destacando o processo de geragao dos padroes de corte.

2.2 Modelagem Matematica enquanto metodologia na Educacao
Basica

A forma de trabalho proposta pela Modelagem Matematica procurava
romper com a forma, até entdo assumida de se ensinar Matematica, qual
seja: énfase nos algoritmos, na memorizagao e descontextualizacdo dos
contetidos. (BRANDT; BURAK; KLiBER, 2016, pg. 18)
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A Modelagem Matematica, além daquela vinculada a Matematica Aplicada, aparece
como alternativa metodoldgica para o ensino e aprendizagem de matematica, havendo
notoriedade para sua pratica na Educagao Béasica, permitindo levar para a sala de aula
situagoes rotineiras, que convergem para os interesses escolares e pessoais dos alunos,
fazendo conexoes e uma aproximacao cultural, isto é, conectando a matematica que seria

abstrata as vivéncias reais para uma aprendizagem significativa.

Inicialmente, neste trabalho, o uso do termo Modelagem Matematica fez-se refe-
renciando a construcao de Modelos Mateméaticos para representacao de problemas reais.
Entretanto, apos realizadas as atividades propostas para aplicagao com o Ensino Médio,
muito se observou a possibilidade de adaptacao que poderia ser feita seguindo as etapas
propostas pela metodologia de ensino da Modelagem Matematica. A forma como foram
desenvolvidas as atividades e a devolutiva dos alunos, abrem margem para possiveis aplica-
¢oes em diferentes contextos, principalmente pelo fato de que os problemas de otimizacao
trabalhados foram o ponto de partida para inser¢ao de diferentes conteiidos de matematica,
e nao o contrario. Isto é, foi possivel acompanhar nas praticas pedagdgicas desenvolvidas
a ideia proposta pela Modelagem Matemaética no seu sentido de metodologia de ensino,

CcOomo segue:

No trabalho com a Modelagem faz-se um caminho inverso daquele utili-
zado no ensino mais usual. Nesse, apenas os contetidos determinam os
problemas, na Modelagem os problemas podem determinar os contetidos
a serem usados para resolver as questoes oriundas da etapa anterior.

(BRANDT; BURAK; KLiBER, 2016, pg. 44)

As pesquisas e contribui¢cdes da Modelagem no ambito da educagao sao relati-
vamente novas, iniciadas no Brasil na década de oitenta, podendo citar como grandes
colaboradores Ubiratan D’Ambrodsio e Rodney Carlos Bassanezi, do Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Ciéncias da Computacao, IMECC, da Universidade Estadual de
Campinas, UNICAMP (D’AMBROSIO, 1986; BASSANEZI, 2002).

Quanto a aplicagdo desta metodologia na Educacao Bésica, Burak é uma grande
referéncia, desde sua dissertacdo de mestrado pela UNESP de Rio Claro (BURAK, 1987),
com uma proposta de aplicacao da Modelagem Matematica para a quinta série do Ensino
Fundamental. A proposta foi desenvolver um processo capaz de auxiliar o aluno a construir
o conhecimento matematico a partir do interesse em determinados temas, buscando a
autonomia e a criacao de estratégias para a solu¢ao de problemas. Dando sequéncia aos
estudos e contribui¢oes, Burak também dedicou-se a Modelagem Matematica em sua
tese de doutorado pela Unicamp (BURAK, 1992), quando realizou seu trabalho focado
e compartilhado com professores da Educacao Basica e posterior acompanhamento da
pratica desses docentes abordando a Modelagem Matematica, bem como a realizacao de

coleta de dados.
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Ha diferentes vertentes e concepcgoes para a Modelagem Matematica, como ambiente
de aprendizagem, como método de pesquisa, ou como sistema de ensino e de aprendizagem,
por exemplo. Ha também possibilidades distintas de etapas a serem compostas para o
uso da metodologia. Segundo Burak (1992), a Modelagem Matematica constitui-se em
um conjunto de procedimentos cujo objetivo é construir um paralelo para tentar explicar,
matematicamente, os fendmenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a
fazer predigoes e a tomar decisoes. As etapas propostas por Burak, seguem: escolha do
tema; pesquisa exploratéria; levantamento do(s) problema(s); resolu¢ao do(s) problemaf(s)
e o trabalho dos contetidos mateméaticos no contexto do tema; e andlise critica da(s)
solugao(des) (BRANDT; BURAK; KLiBER, 2016).

No setor educacional, a aprendizagem realizada por meio da modelagem
facilita a combinagao dos aspectos lidicos da matemaéatica com seu po-
tencial de aplicagoes. E, mais, com este material, o estudante vislumbra
alternativas no direcionamento de suas aptidoes ou formagao académicas.
(BERTONE; BASSANEZI; JAFELICE, 2014, pg. 19)

Na coletanea apresentada por Brandt, Burak e Kluber (2016), composta por 12
capitulos de experiéncias e vasto conteiido de diversos autores, Burak abre o repertério
relatando todo seu processo e construcao através da Modelagem Matematica. Destacam-se
aqui, as falas dos docentes participantes do projeto, com posicionamentos que ainda sao
frequentemente repetidos no cenario escolar atual: os alunos nao demonstram interesse; a
necessidade de cumprimento curricular nao permite explorar a criatividade e metodologias
diferenciadas; o conteiido a ser cumprido é inflexivel e muitas vezes incompativel com a
realidade dos estudantes; os professores na educacao basica acabam repetindo posturas
conservadoras de seus professores universitarios; a énfase em aplicacdo de féormulas afasta
a compreensao dos processos; repete-se a memorizagdo sem andlises criticas, entre tantas
outras colocagoes. Essas falas revelam tanto a insatisfagao, quanto a repeticdo de padroes
que reforcam a rejeicdo dos alunos pela matemadatica. Neste sentido, a proposta da
modelagem vem como alternativa para aplicacao em qualquer etapa da vida escolar e

adaptavel a qualquer contetido.
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3 Otimizacao Linear Continua

Os modelos de Otimizacao Linear sdo vastamente utilizados e aplicados a situagoes
praticas, além de, comumente, representarem subproblemas de casos mais complexos,
sendo facilitadores em suas resolugdes. O método simplex, publicado na década de 1940, e o
método de pontos interiores, da década de 1980, foram importantes marcos e seguem como
principais ferramentas computacionais na resolucao de problemas de Otimizacao Linear
(ARENALES, 2011). Ainda, segundo Goldbarg (2005), a Otimizagao Linear é de extrema
importancia devido a eficiéncia dos algoritmos de solucao existentes e a possibilidade da

transformacao dos modelos nao-lineares em modelos lineares.

Um dos ramos da Pesquisa Operacional, com ampla aplicagao pratica, é a Otimi-
zacao, que considera a modelagem matematica de problemas reais e complexos e a sua
solucao por meio de técnicas computacionais. Um Modelo Matematico de Otimizacao, de

modo geral, é definido por:

Maximizar f(x) (3.1)
sujeito a x € S. '

sendo:

o X = (x1,29,....,2,) € R" 0 vetor das varidveis de decisao;
« f(x) a fungdo objetivo (critério para a escolha da solugao);

e S o conjunto das solugoes factiveis definido pelas restrigoes do problema.

No modelo (3.1) apresentado, busca-se maximizar uma fung¢ao objetivo, hd também
a possibilidade de modelagem minimizando-se a fun¢do. Se a fun¢ao objetivo e as restrigoes
em (3.1) sdo apresentadas por expressoes matematicas lineares, entao ele representa um
Problema de Otimizacao Linear Continua ou simplesmente Problema de Otimizacao

Linear.

Considere um problema de otimizacao linear em que se queira maximizar a funcgao
linear z : R? — R, dada por z = ciz1 + cox2 + ... + ¢pxp. Levando em conta as condigoes

impostas, o modelo de otimizagao linear associado é apresentado a seguir.

Maximizar Z =121 + o + ...+ Ty (3.2)



Capitulo 3. Otimizagdo Linear Continua 23

sujeito a:
a1121 +  a1o%2 + —+ A1pTp > bl
211 +  a99T9 + + A9, T = bg
mr (3.3)
Am1T1 4+ ApaTa + +  Amprp, > by

120,29 >20,... ,z, >0.

em que:

e xj, j=1,...,p, sdo as varidveis de decisao;
e ¢j, 7=1,...,p, sao os coeficientes das varidveis na funcao objetivo;
e ay, t=1,....,m, j=1,...,p, sdao os coeficientes das varidveis nas restricoes;

e b, 1=1,...,m, sdo os termos independentes nas equagoes e inequagoes.

A fungao linear a ser maximizada em (3.2) é a fungdo objetivo e o conjunto de
equagoes/inequagoes lineares em (3.3) representa as restrigoes do problema. Resolver este
modelo consiste em determinar os nimeros reais (1, z2, ..., ¥,) que fornece o maior valor

para a fungao objetivo e que satisfaz as restrigdes simultaneamente.

Importante ressaltar que, utilizando um conjunto de variaveis auxiliares, é possivel
reescrever todas as restricoes do modelo na forma de igualdade e também restrigoes
de sinal nas variaveis, obtendo um sistema de equacoes lineares, geralmente, com um
nimero de variaveis maior que o numero de equagoes. As solucoes desse sistema linear sao

denominadas solugoes factiveis do problema de otimizacao linear.

Um modelo de Otimizagao Linear, reescrito com todas as restrigoes na forma de

igualdade, pode ser colocado na forma matricial, como apresentado a seguir:

Maximizar 2z = c’'x
sujeitoa  Ax =b (3.4)
x > 0.

sendo ¢ = (¢, ¢o, ..., ¢,) 0 vetor dos coeficientes das varidveis na fungio objetivo, xT =

(x1, 23, ...,2,) 0 vetor das varidveis de decisdo, b” = (b, by, ..., b,,) 0 vetor dos termos

independentes e A a matriz dos coeficientes das variaveis nas restri¢oes, de ordem m x n:

a1 a12 Q1n

921 9292 Aoy,

Am1 Am2 ... Amn
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Assim, qualquer problema de Otimizacao Linear pode ser escrito na forma padrao,
sem perda de generalidade, apresentando uma funcao objetivo a ser maximizada ou
minimizada, um conjunto de restri¢goes representado por um sistema de equagoes lineares

e a condicao de nao-negatividade da variaveis.

Definigao 3.1: Um vetor x é solucao factivel do problema se satisfaz todas as restrigoes
e condigoes de nao-negatividade. O conjunto de todas as solugoes factiveis é denominado

regiao factivel.

Definicao 3.2: Uma solucao 6tima de um problema de otimizacao linear, caso exista, é a

solugao factivel que apresenta o maior valor para a funcao objetivo, no caso de maximizacao.

Na sequéncia, exemplos de problemas classicos de Otimizagao serdo apresentados e
discutidos. O Problema de Corte de Estoque Unidimensional seréd tratado em trés modelos

diferentes no préximo capitulo.

3.1 Problema da Mistura

O problema da mistura consiste em misturar itens ou ingredientes para se obter um
produto desejado, isto é, combinando-se materiais disponiveis sera produzida a mistura
final (ARENALES, 2011). O objetivo do problema estd em determinar as quantidades
de cada ingrediente ou material, de modo a atender as restricbes impostas, considerando
um critério de otimizagao. Variagoes deste cenario podem ser aplicadas para a produgao
de ragoes, de ligas metalicas, de concreto, ou até mesmo na composicao de uma dieta
nutricional. O problema pode ser proposto de diferentes modos, como por exemplo,

objetivando-se minimizar o custo da mistura final, atendendo-se aos requisitos impostos.

Para a Modelagem Matematica, considere que uma mistura deve ser produzida a
partir de n diferentes ingredientes, cada um composto por m diferentes componentes que
sao desejadas no produto final. Sejam, ainda, dadas as fra¢coes de cada componente em
cada tipo de ingrediente, a fracao de cada componente na mistura e o custo da unidade
de cada ingrediente. Desse modo, considere a varidvel de decisao z;, que representa a
quantidade do ingrediente 7 em uma unidade da mistura, 7 = 1,...,n. Considere, ainda,

o0s seguintes parametros:
e a;;: fragao do componente 7 no ingrediente j, comi=1,...mej=1,..,n;
e b;: fracao do componente ¢ na mistura, i = 1,...,m;

 ¢;: custo de uma unidade do ingrediente j, j = 1,...,n.

Pretendendo-se minimizar o custo da mistura, a fungao objetivo deve ser escrita

como a soma dos custos dos ingredientes utilizados, isto é, z = c1x1 + coxo + ... + Crxp.
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Para atender a fracao desejada do componente i em cada unidade da mistura, devemos
ter a;1x1 + airy + ... + a1y, = b, com @ = 1,...,m. Além disso, como z, representa a

quantidades do ingrediente j em cada unidade da mistura, entao z; + x9 + ... + x, = 1.

Portanto, o problema descrito pode ser modelado como um problema de otimizacao

linear, como segue:

Minimizar Z =121 + Xy + ... + Crxy (3.5)
sujeito a 1171 + a12%o + ... + ajpx, = by (3.6
(911 + A92T9 + ... + A9y, T, = b2 (37)

A1 X1 + Qoo + ... + Qrn Ty, = by, (3.8)

T+ T+ .+, =1 (3.9)

2 >0i=1,..n. (3.10)

Em (3.5), o objetivo é minimizar o custo de producao da mistura. As restrigoes
(3.6)-(3.9) sao relativas a composicao da mistura. Por fim, (3.10) apresenta a condicao de

nao negatividade das varidveis de decisao.

Para exemplificar, considere o problema de determinar as quantidades dos alimentos
A, B, C e D que devem ser incluidos em uma dieta, de modo a atender aos requisitos
nutricionais minimos impostos para as vitaminas W e Y, gastando-se o menor valor
possivel, ou seja, minimizando-se o custo da dieta. A Tabela 1, proposta pela autora,
fornece as quantidades de vitaminas em cada um dos alimentos, além dos requisitos

minimos e custos unitarios de cada alimento.

Tabela 1 — Dados para o exemplo do Problema da Dieta.

Vitamina Alimento A Alimento B = Alimento C = Alimento D g;zz:iﬁ: /
(kg) (kg) (kg) (kg) minimo
w 4 mg 3mg 6 mg 24 mg 9mg
Y 35 mg 28 mg 6 mg 29 mg 60 mg
Custo (R$) 3,00 5,00 2,00 1,50

Considerando que sao quatro tipos de alimentos disponiveis, o problema ¢ formulado

a partir de quatro variaveis de decisao, sendo elas:

e x1: quantidade do alimento A;
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e 19 quantidade do alimento B;
o x3: quantidade do alimento C;

e x4 quantidade do alimento D.

A funcao objetivo deve determinar o custo para a dieta, o que depende das

quantidades utilizadas de cada alimento. Dessa forma, pode ser escrita como segue:

Z:3I1+5$2+2$3+1,5$4. (311)

Além da funcao objetivo, é preciso considerar as condi¢oes impostas no problema.
De acordo com os dados da Tabela 1, hd um requisito nutricional minimo de 9 mg para a
vitamina W, isto é, este é o valor minimo a ser atingido somando-se as quantidades desta
vitamina para cada quantidade de alimento inserido na dieta. Da mesma forma, deve-se
atingir pelo menos 60 mg da Vitamina Y. Além disso, é importante ressaltar que nenhuma
das variaveis de decisdo pode ser negativa para este problema, isto é, seria incoerente
considerar valores menores que zero para as quantidades de alimentos, o que resulta na

restricado de nao negatividade. Assim, o problema completo é formulado a seguir:

Minimizar 2 =3x1 + Hry + 2w3 + 1,514 (3.12)
sujeito a Adxy + 329 + 623 + 2424 > 9 (3.13)
T1,T9,T3,T4 Z 0. (315)

A fungao objetivo a ser minimizada é dada por (3.12), as restrigdes (3.13) e (3.14)
visam atender aos requisitos minimos nutricionais das vitaminas W e Y, respectivamente,

e, por fim, (3.15) garante a nao negatividade das varidveis de decisao.

3.2 Problema do Transporte

O problema do transporte trata da situacdo em que quantidades de produtos devem
ser transportados de determinadas origens, por exemplo, produtores ou armazéns, para
determinados destinos, por exemplo, consumidores (ARENALES, 2011). E comum que se
tenha como objetivo minimizar o custo total do transporte, dado que este é proporcional a
quantidade de produtos transportada e a distancia percorrida. As restrigbes do problema
estao associadas as demandas de produtos em cada destino, bem como a disponibilidade

de produtos nas origens.



Capitulo 3. Otimizagdo Linear Continua 27

Para a modelagem do problema do transporte, suponha o transporte de um
determinado produto a partir de m origens para o atendimento das demandas de n
destinos. Sejam, ainda, conhecidas as quantidades de produtos disponiveis nas origens,
bem como as demandas nos destinos, além dos custos de transporte. Definimos a varidavel
de decisao z;; como sendo a quantidade do produto transportado da origem ¢ para o

destino j, com i =1,....,m e j = 1,....,n. Considere, ainda, os seguintes parametros:

e a;: quantidade de produto disponivel na origem ¢, i = 1,...,m;
e d;: demanda pelo produto no destino j, j =1, ..., n;

e ;i custo de transporte da origem ¢ para o destino j, i =1,....m, j =1, ...,n.

Pretendendo-se minimizar o custo total dos transportes, o problema descrito pode

ser modelado como um problema de otimizacao linear:

Minimizar 2= ¢y (3.16)
i=1j=1

sujeito a inj <a;, i=1,...m (3.17)
j=1

ZZ‘Z‘]‘ :dj, j: ].,...,TZ (318)
i=1

Lij ZO, 1= yeeey T, jI NNE (319)

A fungao objetivo a ser minimizada ¢ dada por (3.16). As restri¢oes (3.17) limitam
o transporte de determinada origem para os destinos a quantidade disponivel na origem.
O conjunto de restrigoes (3.18) garantem o atendimento das demandas nos destinos. Por

fim, a condigao de nao negatividade das varidveis estd representada em (3.19).

Para exemplificar, considere uma distribuidora de alimentos que conta com dois
centros de producao, W e Y, de um determinado produto, que atende a demanda de
trés centros consumidores, P, Q e R. A Tabela 2, proposta pela autora, fornece dados de

demanda e de disponibilidade de produto.
Tabela 2 — Dados para o exemplo do Problema de Transporte.

Centros de = Consumidor A Consumidor Consumidor Disponibilidade

produgdo P Q R de produtos
w 5 3 6 1200
Y 10 9 5 1900

Demanda 400 500 700
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Assim, o problema de transporte pode ser formulado conforme segue:

Minimizar 2 =511 + 3x19 + 6213 + 10291 + 999 + 5oz (3.20)
sujeito a T11 + 12 + 213 < 1200 (3.21)
To1 + Too + o3 < 1900 (3.22)

11 + 291 = 400 (3.23)

Z12 + T2 = 500 (3.24)

T13 + xe3 = 700 (3.25)

T11, T12, T13, Ta1, T22, T2z > 0. (3-26)

A funcdo objetivo (3.20) busca minimizar os custos envolvidos no transporte
dos centros produtores para os centros consumidores. As restrigoes (3.21) e (3.22) se
referem & disponibilidade de produtos nos centros produtores W e Y, respectivamente. As
restrigoes (3.23)-(3.25) garantem que as demandas dos centros consumidores P, Q e R,
respectivamente, sejam atendidas. Por fim, (3.26) é a restrigdo de nao negatividade das

variaveis de decisdo do problema.

3.3 Problema da Mochila

O problema da mochila tem grande relevancia na otimizagao, pois esta, de alguma
forma, associado a varios outros problemas. Foi, possivelmente, apresentado pela primeira
vez por Dantzig (1957), sendo um grande marco para a otimizagao (GOLDBARG; LUNA,
2005). Este problema pode ser entendido como a tarefa de preencher uma mochila sem
ultrapassar a sua capacidade, maximizando o valor total de produtos carregados. Entre
as possibilidades de aplicagao deste modelo, cabe ressaltar aqui, pela relevancia neste
trabalho, esta a geracao de padroes de corte para serem utilizados na solu¢ao do problema
de corte de estoque, que sera detalhado no Capitulo 5. A tarefa de determinar um padrao

de corte, pode ser entendida como solucionar um problema da mochila.

Para a Modelagem Matematica do problema da mochila inteira, considere a seguinte
situacao: uma mochila com capacidade total b, em kg, deve ser preenchida com itens de
pesos w; e respectivos valores de utilidade v;, com ¢ = 1, ...,m, sendo m a quantidade de
tipos de itens disponiveis. Dessa forma, pretende-se maximizar o valor de utilidade total

obtido com o preenchimento da mochila, respeitando-se a limitacao de peso.

Considerando que sao n tipos de itens disponiveis para preencher a mochila,
considere x; a variavel de decisao que representa a quantidade do item de tipo i a ser

incluido na mochila.
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Portanto, o problema descrito pode ser modelado como um problema de otimizacao

linear inteiro:

Maximizar z2 =021 + V2T + ... + VT, (3.27)
sujeito a WX + Walg + ... + WXy, < b (3.28)
x; > 0 e inteiro, 1 =1,...,m. (3.29)

O modelo (3.27)-(3.29) representa o problema conhecido como Problema da Mo-
chila Inteiro. Em (3.27), o objetivo é maximizar o valor total de utilidade a partir do
preenchimento da mochila. A restrigdo em (3.28) pode ser chamada de restrigao fisica e
garante que a soma dos pesos dos itens incluidos nao ultrapasse a capacidade total da
mochila. Por fim, a restrigao (3.29) se refere a integridade e nao negatividade das varidveis

de decisao.

A Modelagem Matematica pode ser alterada de acordo com condigoes adicionais
apresentadas, como, por exemplo, uma limitacao e; na quantidade de itens do tipo ¢ a ser
incluido na mochila. Neste caso, o problema é chamado de Problema da Mochila Restrito

e formulado como segue:

Maximizar 2 =121 + Ty + ...+ Cn T, (3.30)
sujeito a WL + Wako + ... + W Ty < b (3.31)
0 <ux; <e; einteiro, i =1,...,m. (3.32)

O problema também pode ser formulado considerando a possibilidade de incluir
ou nao um exemplar de cada item, o que caracteriza o Problema da Mochila Booleana,
ou Mochila 0-1. Para esta situacao, as variaveis de decisao sao definidas como binérias:

x; = 1 se o item de tipo ¢ deve ser incluido na mochila; x; = 0, caso contrario.

Modelo matematico para o Problema da Mochila 0-1:

Maximizar Z =121 + g + ... + Cn Ty (3.33)
sujeito a W1T1 + Wako + oo + Wi Ty, < b (3.34)
z; € {0,1}, i=1,...,m. (3.35)

No modelo (3.33)-(3.35), observe que a tnica diferenga, quando comparado ao
modelo (3.27)-(3.29), esta nas restrigoes (3.35), que definem as varidveis de decisdo como
variaveis binarias.

Para exemplificar a Modelagem Matemaética do problema da mochila, considere o

seguinte problema: Deseja-se cortar barras de comprimento L = 15 metros em trés tipos de

barras menores (itens), de comprimentos l; = 3,ly = 5 e I3 = 7 metros e valores de utilidade
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v1 = D, vy = 6 e v3 = 4, respectivamente. Cada maneira de cortar as barras, combinando
os tipos de itens, pode ser entendida como uma maneira de carregar uma mochila de
capacidade L, e pode ser representada, matematicamente, por um vetor a = (1, s, T3),
em que a componente x; representa o nimero de itens de comprimento /; obtido a partir

do corte da barra.

Dessa forma, o problema pode ser modelado como um problema da mochila inteiro,

considerando trés variaveis de decisao, sendo elas:

e x1: quantidade de itens de comprimento 3m obtidos a partir do corte de uma barra;
e 5. quantidade de itens de comprimento Hm obtidos a partir do corte de uma barra;

o x3: quantidade de itens de comprimento 7m obtidos a partir do corte de uma barra.

Modelo matematico:

Maximizar 2z = bxy + 619 + 413 (3.36)
sujeito a 201 + 3y + T3 < 15 (3.37)
x1,%2, 23 > 0 e inteiros. (3.38)

Em (3.36), o objetivo é maximizar o valor total de utilidade dos itens cortados. A
restricao (3.37) garante que a soma dos comprimentos dos itens cortados nao ultrapasse o

comprimento da barra. A restri¢do (3.38) define o dominio das varidveis de decisao.

O Problema da Mochila Inteira serd de grande importancia no Capitulo 5, que trata
do Problema de Corte de Estoque Unidimensional. Como sera destacado na modelagem
considerada para o problema de corte, determinar um padrao de corte consiste em resolver
um problema da mochila inteiro. Ou seja, o vetor solugao a = (21, x9, ..., Z,,) do problema

da mochila representara um padrao de corte que podera ser utilizado na solucao.
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4 Solucao grafica de um problema de Otimi-

zacao Linear

Determinar a solucao 6tima, caso exista, de um problema de Otimizagao Linear
Continua, ou seja, com variaveis reais, pode nao ser uma tarefa facil, dependendo da
dimensao do problema, a partir do conjunto de restrigoes e da quantidade de variaveis
envolvidas. No entanto, para problemas que envolvem duas ou trés varidveis de decisao,
¢é possivel fazer a representacao e a interpretagao geométrica dos conceitos envolvidos,
bem como obter sua solucao 6tima, caso exista. Neste capitulo, discorre-se sobre a
resolucao grafica de problemas de Otimizacdo Linear. Serao utilizados como exemplos, dois
problemas cujas modelagens envolvem duas varidveis de decisao, o que permite representar

a regido factivel e a solu¢do 6tima no plano cartesiano (ARENALES, 2011).

Exemplo 1 - Considere o seguinte problema de otimizacao linear:

Maximizar z=2x+ 3y (4.1)
sujeito a dr 4+ 3y < 35 (4.2)
z <8 (4.3)

y<d (4.4)

z>0, y>0. (4.5)

Cada restrigdo do problema, dadas em (4.2)-(4.5), define uma regido do plano
cartesiano. Para determinar a regiao factivel, é necessario delimitar a area de intersecgao
entre as regioes definidas por tais restrigoes. Pensando, inicialmente, nos pontos que
satisfazem a condi¢do de nao-negatividade (4.5), o grafico ja se restringe ao primeiro

quadrante, isto é, a regiao em que x >0 ey > 0.

A restrigao (4.3) pode ser determinada a partir da equagdo z = 8, ou seja, a reta
vertical que corta o eixo das abscissas em x = 8. Como a restrigao requer valores para x
menores ou iguais a 8, entao a regiao de interesse sera a esquerda da reta vertical citada,
dentro do primeiro quadrante, como pode ser visto na Figura (1a). A regiao de interesse
estd destacada em cinza e apontada por setas a esquerda da reta x = 8. De maneira
andloga, pode ser determinada a regido delimitada pela restri¢ao (4.4), representada na
Figura (1b).

Seguindo o mesmo processo, a regiao delimitada pela restrigao (4.2) pode ser

determinada a partir da reta 4x + 3y = 35, considerando que ela divide o plano em dois
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semiplanos. Ao testar um ponto pertencente a um dos semiplanos, conclui-se que a regiao
do primeiro quadrante representada por esta restricao ¢ a indicada em cinza e pelas setas

na Figura (1c).

Figura 1 — Passos para a construcao da regiao factivel.
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(a) Restrigdo x < 8. (b) Restricao y < 5. (c) Restri¢ao 4z + 3y < 35.

o

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Assim, a regiao factivel S é definida pela interseccao das trés regides da Figura 1 e

estd ilustrada na Figura 2.

Figura 2 — Regiao factivel do problema - Exemplo 1.
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Qualquer ponto da regiao S, esteja ele no seu interior ou na sua fronteira, representa
uma possivel solugdo para o problema, isto €, indica valores de = e y que satisfazem todas
as restri¢des impostas. Para exemplificar, seja o ponto P = (1, 1), interno a regiao factivel.

Substituindo-se x = 1 e y = 1 na fungdo objetivo (4.1), obtemos z = 5. Da mesma forma,
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o ponto () = (g, 0) resulta em z = 5. H4 infinitos pontos de S que retornam o valor 5 para

a funcao objetivo, formando a reta chamada curva de nivel da funcao z.

Por definigdo, uma curva de nivel de z = f(z,y) é o conjunto de todos os pontos
(z,y) € Dominio(f) nos quais a funcao f tem o mesmo valor k& € R. No caso de um
problema de Otimizacao Linear, a func@o objetivo é linear e, ao atribuir z = k, obtém-se
equacgoes de retas com uma mesma inclinacao, ou seja, as curvas de nivel sao retas paralelas.
Por exemplo, fazendo z = 5, obtém-se a equagao de reta 2x + 3y = 5, determinando uma
curva de nivel. Por outro lado, fazendo z = 7, obtém-se a curva de nivel 2x 4+ 3y = 7, que
é uma reta com a mesma inclinacao da anterior. Dessa forma, existem infinitas retas que

sao curvas de nivel da funcao z = 2z + 3y, todas elas paralelas entre si.

Considere, agora, o vetor v cujas componentes sdo os coeficientes das variaveis na
funcao objetivo (4.1), ou seja, v = (2,3). Este vetor é denominado vetor gradiente da
funcdo z e é denotado por Vz. E possivel verificar que, caminhando na regido factivel,
na direcao do vetor gradiente Vz, o valor da fungao objetivo vai aumentando. Por outro
lado, caminhando na direcdo do vetor —Vz, o valor da funcao vai diminuindo. A teoria
do Célculo para Fungoes Reais de Varias Variaveis Reais garante que, de modo geral, o
vetor gradiente da fungdo z = f(z,y) aponta para a diregdo de maior crescimento de f
(STEWART, 2013). Além disso, garante que o vetor gradiente é perpendicular as curvas

de nivel da fungao f. Para maiores detalhes, consultar Lopes (2017).

Considerando a discussao anterior, voltando para a resolucao grafica do modelo
(4.1)-(4.5), a Figura 3 apresenta a regiao factivel S, o vetor gradiente e algumas curvas de
nivel da funcao z = 2x + 3y. Tomando a direcao do vetor gradiente, obtém-se o ponto da
regiao factivel que fornece o maior valor para z, representado por X,,... Observe que o
ponto de maximo é um vértice da regiao factivel, definido pela interseccao de duas retas
que delimitam a regido. Este ponto, de coordenadas (5,5), fornece o maior valor para
a funcao objetivo, sendo z = 25. Este é um exemplo de solu¢ao tnica, com apenas um
vértice da regiao factivel pertencente a ultima curva de nivel que tem intersecgdo com a
regiao, seguindo na direcao do vetor gradiente. Assim, é possivel afirmar que para todo

x € S, f(x) <25, o que significa que X4, é a solu¢io dtima.
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Figura 3 — Solugao 6tima para o problema - Exemplo 1
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Exemplo 2 - Considere o seguinte problema de otimizacao linear:

Maximizar z = g +y (4.6)
sujeito a x+2y <12 (4.7)
x <7 (4.8)

y <4 (4.9)

x,y > 0. (4.10)

Analogamente ao processo realizado no Exemplo 1, a regidao factivel S ficara
restrita ao primeiro quadrante, dada a restricao de nao negatividade em (4.10). Assim,
considerando apenas os eixos positivos de x e y, as regioes delimitadas pelas restrigoes

(4.7)-(4.9) podem ser observadas na Figura 4.
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Figura 4 — Passos para a construcao da regiao factivel.
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Repetindo os mesmos passos realizados no Exemplo 1, a regiao factivel S, para o
problema apresentado no Exemplo 2, é dada pela intersecgao entre as regioes representadas

na Figura 4, como ilustra a Figura 5.

Figura 5 — Regiao factivel para o problema - Exemplo 2.
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

O proximo passo é determinar o vetor gradiente e algumas curvas de nivel da
fungao objetivo z, como ilustrado na Figura 6. Caminhando na regiao factivel, na direcao

do vetor gradiente Vz = (%, 1), observe que a curva de nivel z = 6, ou seja, 5 +y = 6
coincide com o segmento da regiao definido pela reta x + 2y = 12. Neste caso, qualquer
ponto pertencente a este segmento resulta o mesmo valor z = 6 para a funcao objetivo,
que consiste no valor maximo desta funcgao, restrita as condi¢bes do problema. Desta
forma, ¢ dito que o problema apresenta multiplas solugoes 6timas. Dentre elas, estao os

dois vértices x; = (4,4) e x3 = (7, 2).
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Figura 6 — Multiplas solugoes 6timas para o problema - Exemplo 2.
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Como visto, é possivel representar graficamente a regiao factivel para problemas
de otimizagao linear com duas variaveis e, através das curvas de nivel da fungdo objetivo,
seguindo na diregdo do vetor gradiente, localizar o(s) ponto(s) em que o valor da fungao é
maximo. No caso de minimizacao, deve-se caminhar na dire¢ao ao vetor gradiente, obtendo-
se o(s) ponto(s) de minimo. Analogamente aos exemplos envolvendo duas variaveis, é
possivel também resolver graficamente problemas com trés variaveis, sendo que, para estes,
a representacao da regiao factivel se da no espacgo tridimensional e o processo se torna

mais custoso, visto que a regiao factivel serd definida pela interseccao de planos.

Problemas de otimizacao linear com variaveis reais podem ser resolvidos de forma
eficiente, utilizando-se o método Simplex. Para compreensao do método, sugere-se consultar
Arenales et al. (2011). O método Simplex se baseia na seguinte propriedade, que pode
ser constatada de forma intuitiva no processo de resolucao grafica: se o problema de
otimizagao linear com varidveis reais tem solucgao 6tima, entao existe vértice 6timo. Dessa
forma, buscar pela solucao étima, resume-se a pesquisar entre o nimero finito de vértices
da regiao factivel. Assim, considerando um vértice inicial, a cada iteracado do método
Simplex, procura-se por outro vértice da regiao que forneca uma solucao melhor que o

vértice atual, até determinar um vértice 6timo.
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5 Problema de Corte de Estoque

O Problema de Corte de Estoque surge de forma frequente como um importante
subproblema do problema de planejamento da producao em industrias de manufatura,
por exemplo, na industria metaldrgica, de papel, de méveis, dentre outras (ARENALES,
2011). De modo geral, o problema consiste no corte de objetos maiores, de tamanhos
padronizados, em objetos menores (denominados itens ou pegas) de diferentes tamanhos,
de acordo com as necessidades e demandas dos clientes. O processo de cortar os itens
necessarios pode gerar perdas indesejaveis, requerendo, assim, uma solugado com base em
um critério de otimizacao, como minimizar a quantidade de objetos cortados ou minimizar

a perda de material durante o processo de corte.

A depender do objeto a ser cortado, o problema pode ser unidimensional, bidimen-
sional ou tridimensional. No Problema de Corte Unidimensional, apenas uma dimensao é
relevante no processo de cortar o objeto em itens. E o caso do corte de barras metalicas, de
canos, de bobinas de papel, rolos de filme, entre outros. Ja no Problema de Corte Bidimen-
sional, duas dimensoes devem ser consideradas, como no corte de chapas de aco e placas
de madeira. Para o Problema de Corte Tridimensional, as trés dimensoes sdo relevantes, o
que ocorre no corte de blocos de espuma, por exemplo. Este terceiro caso também pode
ser pensado no sentido de alocar objetos, com o formato de um paralelepipedo retangular,

em caminhoes, navios ou contéineres (ARENALES, 2011).

Dada a necessidade de cortar objetos maiores em itens de diferentes tamanhos,

geralmente em grande quantidade, surge a tarefa de construir padroes de corte.

Definicao 5.0.1. Chamamos de padrdo de corte a maneira como um objeto é cortado

para a producao dos itens demandados.

A Figura 7 exemplifica trés possiveis padroes de corte para um caso unidimensional.
Neste exemplo, o objeto a ser cortado tem comprimento L e sao demandados itens de
comprimentos Iy, Iy, I3 e l4. Dos trés padroes exemplificados, observa-se perda de material

no segundo e terceiro padroes representados. Esta implicita a condicao [; < L, Vi.
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Figura 7 — Padroes de corte unidimensional para um objeto de comprimento L.
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Definidos os padroes de corte para o objeto, resolver o problema de corte de estoque
consiste em determinar quantas vezes cada padrao deve ser utilizado, buscando atender ao
critério de otimizagao escolhido e a demanda dos clientes, sem atrasos. Outras restri¢oes

podem ser consideradas como, por exemplo, capacidade da maquina de corte.

De forma anéloga, o padrao de corte no caso bidimensional é determinado a partir
da escolha de como realizar os cortes, isto ¢, a organizagao geométrica dos itens em um
plano, visto que sao relevantes comprimento e largura. Neste caso, os padrées podem ser
requlares, quando produzem itens e perdas retangulares, ou irregulares, quando as formas
sao variadas. Os padroes regulares podem ser, ainda, guilhotinados, o que ocorre quando
cada corte produz exatamente dois novos retangulos, ou, se isto nao ocorre, o padrao ¢é
dito ndo guilhotinado (ARENALES, 2011). As Figuras 8 e 9 exemplificam tais situagdes.

Figura 8 — Padroes de corte regulares para o caso bidimensional.
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.
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Figura 9 — Padrao de corte irregular para o caso bidimensional.

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Para o corte tridimensional é necessario considerar trés dimensoes: comprimento,
largura e altura. Neste caso, determinar o padrao pode ser entendido como a tarefa de
organizar itens tridimensionais demandados, em um espaco limitado, entendendo assim, o
objeto a ser cortado como espaco disponivel. Desta forma, o problema tridimensional pode
ser também aplicado ao empacotamento de itens, visando maximizar o aproveitamento de

espago. A Figura 10, a seguir, representa um possivel padrao de corte tridimensional para

os itens de volumes vy, vy, v3 € vy.

Figura 10 — Padrao de corte para o caso tridimensional.
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

A seguir, serd detalhada uma modelagem matematica para o problema de corte de
estoque unidimensional, que é o foco deste trabalho. Inicialmente, sera formulado o modelo
basico, no qual ha apenas um tipo de objeto a ser cortado em quantidade ilimitada. Na
sequéncia, os modelos com estoque limitado e com diferentes tipos de objetos disponiveis

para corte sao apresentados.
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5.1 Problema de corte de estoque unidimensional - um dnico tipo

de objeto disponivel

Nesta primeira situacao, suponha uma quantidade ilimitada de objetos disponiveis
para o corte, todos de mesmo comprimento L. Ou seja, a principio, nao ha restrigoes

quanto ao nimero de objetos utilizados para o atendimento da demanda.

Considere m tipos de itens a serem cortados, de comprimentos [y, ls, ..., l,,, com
demandas di, ds, ..., d,,, respectivamente. A cada padrao de corte unidimensional, pode-
mos associar um vetor m-dimensional, a; = (ai;, ag;, ..., amj), €m que a componente a;;

representa o nimero de itens do tipo ¢ cortados utilizando o padrao j, j = 1,2, ...,n.

Para exemplificar, considere o problema de cortar barras de aco de comprimento
L = 12 em itens de trés comprimentos diferentes, dados por l; = 2,1l = 3 el3 = 5. A Figura
11 apresenta cinco padroes de corte, acompanhados dos vetores a; que os representam.
Estas sdo apenas cinco das varias maneiras (padroes) que podem ser utilizadas para o
corte das barras, sendo as quatro primeiras com perda zero de material e a tltima com

perda de uma unidade no comprimento.

Figura 11 — Padroes de corte para a barra de comprimento L = 12.

a; = (6,0,0)
a; = (0,4,0)
a3 = (1,0,2)
as=(21,1)

ag = (0,2,1)

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Os vetores a; e a; representam padroes de corte chamados homogéneos, pois cada
um deles é formado por itens de um tnico comprimento. E importante ressaltar que, no
padrao de corte homogéneo, o vetor a; associado tem apenas uma coordenada nao nula.

A coordenada a;; do vetor a; serd determinada por a;; = (%) i=1,2,..m.
3

Definicao 5.1.1. Um padrao de corte que produz apenas um tipo de item é chamado
padrao de corte homogéneo. No caso de um padrdao homogéneo unidimensional, o vetor

associado tem apenas uma coordenada nao-nula:

(0, vy Ay, ...,O), a; 7& 0.
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Note que sempre teremos m padroes homogéneos, cujos vetores associados definem
uma matriz diagonal. Voltando ao exemplo de objetos de comprimento L = 12 e itens de
comprimento [; = 2, [, = 3 e [3 = 5, os vetores associados aos padroes de corte homogéneos

sao:

a; = (6,0,0), representando um padrao formado por 6 itens de comprimento 2;
e a; = (0,4,0), representando um padrao formado por 4 itens de comprimento 3;

« a3 = (0,0,2), representando um padrao formado por 3 itens de comprimento 5.

Desta forma, a matriz diagonal formada pelos vetores associados aos padroes de

corte homogéneos, ¢ dada por:

=

|
o o o
o s o
N O O

Retomando o problema discutido nesta secao, que consiste em cortar objetos de
comprimento L em itens de m tipos com demandas pré-determinadas, é importante
ressaltar que os vetores a;, j = 1,...,n, tanto para padroes homogéneos quanto para nao
homogéneos, apenas representam um padrao de corte para o problema se as seguintes

condigoes forem satisfeitas:
llalj + lgagj + ...+ lmamj < L
ajj > 0,a9; > 0,...,a,,; > 0 e inteiros. (5.1)

Observe que as restri¢oes em (5.1), que definem um padrao de corte, sdo similares
as restrigdes do problema da mochila inteira (3.27)-(3.29). Portanto, gerar um padrao j
para ser utilizado no problema de corte unidimensional consiste em resolver um problema
da mochila inteira, em que a;; sdo as varidveis e seu coeficiente na funcao objetivo pode

representar o valor de utilidade v; do item i, ¢ =1, ..., m.

Determinados todos os padroes de corte que atendem as condigdes em (5.1), para
a Modelagem Matematica do problema de corte unidimensional descrito nesta secao,
considere a varidvel de decisao z;, que representa o nimero de objetos cortados utilizando

o padrao j, j=1,...,n.
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Modelo Mateméatico:

Minimizar 2=T1+ T+ ... + 2, (5.2)
sujeito a
an aq2 1n dy
Q21 a22 Q2n do
ri+ | |t > | (5.3)
x; >0 einteiro, j=1,..,n. (5.4)

A fungao objetivo (5.2) busca minimizar o niimero de objetos cortados. As m
restrigoes em (5.3) garantem o atendimento dos itens demandados a partir do corte dos
objetos, utilizando-se os padroes de corte gerados. Observe que a desigualdade permite
o corte de itens além da demanda, o que facilita a solucao do problema. No entanto,
pode-se substituir por restrigoes de igualdade, caso seja necessario. Por fim, (5.4) definem

o dominio das variagoes de decisao.

O modelo (5.2)-(5.4) pode ser reescrito da seguinte forma:

n
Minimizar z = Z T
7j=1
n
sujeito a S ayry;>d;, i=1,..,m (5.5)
7j=1

x; >0 einteiro, j=1,..,n.

A modelagem apresentada e discutida anteriormente foi proposta por Gilmore e
Gomory (1961, 1963) e apresenta duas caracteristicas que dificultam a sua resolugao: a
condicao de integralidade das variaveis e o niimero elevado de possiveis padroes de corte,
0 que representa um numero grande de variaveis, uma para cada padrao. Para contornar
a primeira dificuldade, o modelo pode ser relaxado, permitindo que as variaveis assumam
valores reais, e resolvido pelo Método Simplex (ARENALES, 2011). Por outro lado, para
evitar a necessidade de considerar todos os possiveis padroes de corte, pode ser utilizado o
processo de geragao de colunas, proposto pelos autores, que consiste em, a cada iteracao
do simplex, um problema da mochila é resolvido para gerar uma nova coluna (padrao),
mais atrativa, para ser utilizada no problema de corte. As varidveis duais associadas
as restrigoes de demanda do problema de corte sao consideradas como coeficientes na

funcao objetivo do problema da mochila, indicando a importancia de cada item no novo
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padrao. Apos a obtencao da solugdo para o problema relaxado, pelo método simplex com
geracao de colunas, podem ser aplicadas heuristicas de arredondamento, por exemplo, as
propostas em Poldi (2003), para obter uma solu¢ao aproximada para o problema original,

com variaveis inteiras.

5.2 Problema de corte de estoque unidimensional - diferentes tipos

de objetos disponiveis

Esta se¢do apresenta uma extensao da modelagem proposta na Secao 5.1 para
considerar a situagao em que objetos de diferentes comprimentos estao disponiveis para
o corte, em quantidades ilimitadas. Ou seja, ha K tipos de objetos de comprimentos
Ly, Lo, ..., Lx, que devem ser cortados para produzir m tipos de itens de comprimentos

l1,15,...,1,, com demandas d;, ds, ..., d,,, respectivamente.

Neste caso, observe que, para cada comprimento de objeto, deve ser construido o
conjunto dos possiveis padroes de corte. Suponha que existem n; padroes para os objetos

de comprimento Ly, k=1, ..., K, representados pelos vetores a seguir:

a11k a12k Q1ngk

21k A22k Q2n, k
ayg = . , Aok = . y e Ak =

Ami1k Am2k Amnyk

O vetor a;j, representa o j-ésimo padrao de corte para o objeto de comprimento Ly,
k=1,.. K. A i-ésima componente deste vetor, a;j;, representa a quantidade de itens do

tipo [;, 1 =1, ...,m no padrao.

Ressalta-se que o vetor aj;, j = 1,...,ny, representa um padrao de corte para o

objeto de comprimento Ly, k=1, ..., K, se satisfaz:

Liay, + leagje + ... + lnamje < Ly,

a;jr > 0 einteiro, 7 =1,...,m.

Para a modelagem matematica do problema de corte descrito nesta se¢ao, considere
a varidvel de decisdao x5, que representa o nimero de objetos de comprimento L cortados

segundo o padrao j, k=1,... K, j=1,...,ny.

Modelo matematico:

N1 N2 NK
Minimizar 2= T+ Tty Tk (5.6)
j=1 j=1 j=1
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N1 N2 NK

sujeito a Y ajzj 4+ Y apTi+ ...+ Yy ajpzy >d (5.7)
j=1 j=1 j=1

zjr > 0 einteiro, k=1,.., K, j=1,..,n. (5.8)

A fungio objetivo (5.6) minimiza o nimero de objetos de diferentes comprimentos
utilizados no processo de corte. A restri¢oes em (5.7) garantem o atendimento da demanda
de itens, a partir do corte de objetos de cada comprimento, utilizando o respectivo
conjunto de padroes de corte. Observe que as demandas dos diferentes tipos de itens estao

organizadas no vetor d. As restri¢oes (5.8) definem o dominio das variagoes de decisao.

O modelo (5.6)-(5.8) pode ser reescrito da seguinte forma:

K Ng
Minimizar z = Z Z Tk
k=1j=1
Nl N2 NK
sujeito a Zaiﬂxﬂ + Z Q3527 j2 + ...+ Zaijkxjk Z di, 1= ]_, e, M, (59)
7j=1 7j=1 7j=1

zj > 0 einteiro, k=1,., K, j=1,..,n.

Formulado o problema, é possivel notar que o modelo (5.5) para o problema

considerado na Se¢do 5.1, ¢ um caso particular do modelo (5.9).

5.3 Problema de corte de estoque unidimensional - diferentes tipos

de objetos disponiveis em quantidades limitadas

Nesta secao, além de considerar objetos de diferentes comprimentos para o processo
de corte, supoe-se uma limitacao na disponibilidade desses objetos. Para isso, considere
os parametros ja definidos na Se¢do 5.2, acrescentando-se a disponibilidade @) do objeto
de comprimento Ly, k= 1,..., K. Essa condi¢ao representa a adicao de K restri¢oes no
modelo, uma para cada comprimento L, e podem ser chamadas de restrigcoes de estoque

dos objetos.

Da mesma forma que na modelagem apresentada na Secao 5.2, considere a varidvel
de decisao xi, que representa o nimero de objetos de comprimento L cortados segundo
opadrao j, k=1,...K, j=1,...,n,. Assim, o modelo matematico para esta situacao é

dado a seguir:

N1 N2 NK
Minimizar 2= T+ Tty Tk (5.10)
j=1 j=1 j=1
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Ny N» Ny
sujeito a Zaijlle + Z aijoTjo + ... + Zaijkxjk >d;, i=1,...m, (5.11)
j=1 j=1 j=1
Ny
> <Qr, k=1,..,K, (5.12)
j=1
zj, > 0 einteiro, k=1,.., K, j=1,.., N (5.13)

A fungao objetivo (5.10) minimiza o nimero de objetos de diferentes comprimentos
utilizados no processo de corte. As m restrigoes em (5.11) garantem o atendimento
da demanda dos itens, a partir do corte de objetos de cada comprimento, utilizando o
respectivo conjunto de padroes de corte. Em (5.12) estao as restrigoes de estoque dos
objetos, uma para cada comprimento Lj. As restrigoes (5.13) definem o dominio das

variagoes de decisdo.
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6 Atividades realizadas para o Ensino Médio

Este capitulo relata todo o processo de aplicacao das atividades, conquistas e
desafios enfrentados, apontamentos sobre os resultados, progressos e devolutivas dos alunos.
As atividades praticas foram realizadas em dois formatos diferentes, em duas escolas
publicas de Ensino Médio integrado ao Técnico, na regiao de Bauru - SP. O primeiro
formato consistiu de atividades extracurriculares, de forma presencial, com alunos da
segunda série de Ensino Médio integrado ao Técnico de Desenvolvimento de Sistemas.
Como segundo formato, as atividades foram adaptadas para serem inseridas nos planos de
aula do componente de Estudos Avancados em Matematica e suas Tecnologias, previsto
na grade curricular do curso de Ensino Médio integrado ao Técnico de Quimica. Os dois
formatos trabalhados para a aplicagao das atividades sao apresentados e discutidos nas

secoes a seguir.

6.1 Formato 1 - Atividades extracurriculares

Esta primeira abordagem, realizada no formato extracurricular, foi pensada com o
propésito de aproveitar os conhecimentos técnicos dos alunos na area de Desenvolvimento
de Sistemas, possibilitando aprofundar os contetidos e acrescentar o uso de uma linguagem
de programagcao ja conhecida por eles para a resolugao de problemas. As atividades foram
desenvolvidas em encontros presenciais de uma hora de duracao, ocorrendo uma vez por
semana ao longo de um meés, contando com a participagao de quatro alunos voluntarios.
Uma sala de laboratério de informatica foi disponibilizada pela escola e os participantes

compareciam, fora do horario de aula, autorizados pelos responsaveis.

Inicialmente, a area de Pesquisa Operacional foi apresentada, direcionando para
conceitos de Otimizacao e nogoes bésicas sobre Modelagem Matematica, bem como
discussoes em torno das possibilidades de aplicacao e do uso nas mais diversas areas, sendo
possivel, assim, contextualizar e despertar um olhar diferenciado para os problemas que

seriam trabalhados.

Na primeira aula foram introduzidos alguns problemas classicos de otimizacao
linear, para familiarizar os alunos com o processo de modelagem: identificacdo das variaveis
de decisao, equagbes e/ou inequagoes para descrever as restrigoes do problema e definigao
da fungao objetivo. Os problemas trabalhados, baseados em Arenales et al. (2011) e

Goldbarg e Luna (2005), serao relatados a seguir.
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6.1.1 Aplicacdes do problema classico da mistura

O primeiro problema trabalhado foi o problema das ligas metalicas, no qual sao
apresentadas duas opgoes para producgao de ligas metalicas, uma de baixa resisténcia e
outra de alta resisténcia. Para cada tipo de liga sao estabelecidas quantidades especificas
de cobre, zinco e chumbo para a produgao, bem como o valor de venda da tonelada de
cada liga e a disponibilidade de matéria prima. A questao central é quanto produzir de
cada liga, respeitando-se a disponibilidade de materiais, com o objetivo de maximizar
a receita bruta. O problema foi exposto aos alunos no formato indicado na Figura 12,

inicialmente sem as informagoes de variaveis de decisao e funcao objetivo.

Figura 12 — Problema das ligas metalicas - aula 1.

1. Problema dag Ligag Melalicag

LIGA BAIXA RESISTENCIA | LIGA ALTA RESISTENCIA DISPONIBILIDADE DE
MATERIAL
COBRE 0,5 0,2 16 ton
ZINco 0,25 0,3 11 ton
CHUMBO 0,25 0,5 15 ton
R$ VENDA TONELADA 3000 5000

Quanto produzir de cada liga para maximizar a receita bruta?

Varidveis de decisdo Funcdo Objetivo

Xi=quantidade produzida da liga Lucro = f(xi)
Baixa->i=1 Maximizar:
Alta->i=2 f =3000.x; + 5000.x,

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

A professora conduziu as discussoes para interpretacao do problema e, a partir
de questoes norteadoras, os alunos propuseram formas de escrever matematicamente o
problema. A pergunta central - “quanto produzir de cada liga?” - foi identificada como
definidora das variaveis de decisao e a condi¢do imposta - “para maximizar a receita” -
foi entendida como o objetivo a ser alcancado, isto é, a funcao objetivo. Aqui também
foram discutidas as restrigoes por conta da disponibilidade de material e a restricao de
nao negatividade, as quais foram escritas em inequagoes pelos alunos a partir da mediacgao

da professora.

Formulado o problema, os alunos identificaram a necessidade de resolver um sistema
de equacoes lineares, ja antes estudado na escola, mas agora descrevendo um problema
real e associado a uma condi¢ao de maximizagao de uma func¢ao objetivo. Neste sentido,

os alunos foram conduzidos, através da mediacao da professora, a reconhecer a dificuldade
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de encontrar a melhor solugao possivel para o problema, bem como compreender o quanto
aumentaria a dificuldade de resolug¢ao do problema um aumento no nimero de variaveis
de decisdao. A restricdo de nao negatividade também foi discutida e os préprios alunos
perceberam que uma solugao com variaveis de decisao negativas seria possivel, mas nao

faria sentido na pratica.

O problema das ligas metalicas foi modelado durante a atividade como um problema

de otimizacgao linear, como segue:

Maximizar z = 300027 + 5000z,

sujeito a 0,521 + 0,225, < 16
0,25z + 0,329 < 11
0,25z1 + 0,5z < 15

xr1, 19 2> 0.

Para finalizar o problema das ligas metalicas, os alunos foram organizados em duplas
para buscar solugoes possiveis para o problema, utilizando apenas papel e calculadora.
Uma dupla conseguiu encontrar valores para z; e x2 (quantidades a serem produzidas
de cada liga), por tentativa e erro, que satisfizessem as trés equagoes de restricdo. A
outra dupla, buscando maximizar o lucro, determinou valores para x; e x5 que retornavam
maiores valores para a fungao objetivo z, mas que acabaram nao satisfazendo todas as

restricoes, ou seja, nao eram, de fato, solugoes para o problema.

A partir destes resultados, foi possivel levantar uma série de discussoes e reflexoes
sobre conceitos de otimizacao. Mesmo sendo este um problema inicial e, portanto, mais
simples, ficou clara a inviabilidade de resolver o problema manualmente, e mais ainda
determinar a solugao 6tima, diante das tantas possibilidades de respostas. Os alunos
identificaram que nem sempre aumentar a producao do tipo mais rentavel de produto
serd a melhor saida, dadas as restricbes impostas. Também foi possivel observar que
as quantidades de restricoes e de variaveis de decisao estao diretamente vinculadas a
complexidade do problema, além do fato de que, em situagoes reais, muitos outros fatores
podem aparecer para aumentar a dificuldade de resolucao do problema, como limitacoes

de estoque e necessidade de atender a demandas, por exemplo.

A Modelagem Matematica do problema também foi muito discutida, tanto na
identificacdo das varidveis envolvidas quanto na interpretacdo da pergunta central, que
leva a funcao objetivo. Outro ponto bastante importante foi a percepgao de que o uso de
igualdades nas restri¢oes, em vez de desigualdades, dificultaria a resolu¢ao do problema.
Neste sentido, foi apontado pelos alunos o quanto facilita a compreensao o fato de trabalhar

as desigualdade em situacoes praticas e contextualizadas, dado que o tratamento apenas
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algébrico, como ¢é frequentemente realizado nas aulas de matematica, deixa uma série de

duvidas e provoca desinteresse.

Ao final da primeira aula, foi introduzido o problema da dieta, conforme Figura 13
(inicialmente sem as indicagdes de varidveis de restrigao e fungao objetivo), ficando como
tarefa para que os alunos formulassem o problema para discussao na aula seguinte. Neste
problema, o objetivo ¢ montar uma dieta que atenda aos requisitos nutricionais dados,

mas que custe o menor valor possivel, isto ¢, minimizando-se a fun¢ao objetivo.

Figura 13 — Problema da dieta - aula 1.

2 . Problema da diela

VITAMINA LEITE (L) CARNE (KG) FRUTAS (KG) SALADAS REQUISITO
(100G) NUTRICIONAL

A (me) 2 3 8 20 64

€ (me) 40 20 30 30 123

D (me) 50 60 25 70 257

€USTO (RS) 8 40 20 5

Quanto consumir de cada produto, atingindo o requisito nutricional
minimo e reduzindo o valor total em reais?

Variaveis de decisdo Restrigao

Xi=quantidade de cada alimento Funcao ObJetIVO
X1, Xc, XF, Xs CUSto:f(xi)
Queremos minimizar

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

A aula 2 seguiu a partir da discussao do problema da dieta, sendo que os alunos
ja conseguiram modelar o problema, identificando as variaveis, as restri¢coes e a funcao
objetivo a ser minimizada. Um dos alunos apresentou, inclusive, uma soluc¢ao possivel
para o problema. Por conta da participacdo e compreensao do grupo, nao foi necessario
demandar muito tempo neste segundo problema, o qual foi finalizado com a apresentacao,
por parte da professora, de algumas solucoes possiveis para o problema, os resultados na

funcao objetivo para cada solucao e as dificuldades para determinar uma solucao 6tima.
O problema da dieta foi modelado e apresentado pelos alunos conforme segue:

Minimizar z =8xp +40xc + 20xr + bxg

sujeito a 2xr, + 3xc + 8xp + 20xg > 64
405BL + 20$0 + 301’}7 + 30$5 Z 123
50z + 60xc + 25xF + 70xg > 257

Tr,Tc,TFr,Xs > 0.
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Em conversa com o grupo, foi enfatizado o aumento da dificuldade a partir do
aumento de variaveis e como as restricbes poderiam ser maiores para situagoes reais,

dificultando a resolugao do problema.

6.1.2 Diferentes casos do problema da mochila

Na sequéncia, ainda na segunda aula, foi abordado o problema da mochila booleana.
Este foi um problema escolhido particularmente para a turma, tendo em vista as habilidades
relacionadas ao Curso Técnico de Desenvolvimento de Sistemas. Como o tipo booleano é
muito utilizado na programagao, o objetivo foi trabalhar a resolu¢ao do problema a partir
de alguma linguagem de programacao escolhida pelos alunos. Além disso, o estudo deste
problema foi pensado como base para facilitar o posterior problema da mochila inteira e

problema de corte de estoque unidimensional.

O problema da mochila booleana foi apresentado conforme Figura 14, mas ini-
cialmente sem as indicacoes de variaveis, restricao e funcao objetivo. Neste problema,
apresentam-se cinco possiveis itens para serem ou nao incluidos na mochila, indicando-se
a massa de cada item, bem como seu valor de importancia. O objetivo é determinar quais
itens incluir na mochila de modo que esta nao ultrapasse 60 kg e some o maior valor de

importancia possivel, isto ¢, maximizando-se a func¢ao objetivo.

Figura 14 — Problema da mochila booleana - aula 2.

2 . Problema da machila bos{eana

ITEM 1 2 3 4 5
IM\II’I.(\)I-F?TF}\:EIA 100 60 70 15 15
PESO (KG) 52 23 27 15 7

Restricdo

Sabendo que a mochila possui capacidade de 60kg, determinar
quais itens devem ser levados, maximizando o valor de importancia
total da mochila.

Varidveis de decisdo Funcdo Objetivo
xip, i=12345 Valor de importancia = f(x;)

x; = 0 — iteminao seralevado .
' B Queremos maximizar
x; = 1 = itemiserd levado

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Este problema difere dos anteriores no sentido de que a decisao a ser tomada nao é
o valor numérico de cada variavel de decisao, mas sim, incluir ou nao, cada item na mochila.

A primeira discussao para a formulacao do problema foi como indicar, matematicamente,
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que um item seria incluido ou nao incluido na mochila. Os alunos demonstraram facilidade
em compreender o problema, fazendo contas rapidas para determinar quais itens seriam
mais vantajosos para compor a mochila, entretanto, modelar o problema nao foi tao
simples. Inicialmente, propuseram escrever fung¢oes separadas ou dividir o problema.
Apenas apds a mediagao da professora chegaram a conclusao de que as variaveis de decisao
apenas poderiam assumir dois valores, sendo zero ou um. Para o item incluido na mochila,
considera-se x; = 1, ja para o item nao incluido na mochila, x; = 0. S6 entao entrou-se na
discussao sobre o uso do booleano, ou seja, do verdadeiro ou falso, na programacao e sua

relagdo com aplicagdoes matematicas.

Diante da decisao de incluir (z; = 1) ou nao incluir (z; = 0) cada um dos itens
na mochila, respeitando-se a restricdo de capacidade méaxima, a discussao foi direcionada
para o entendimento de que a resolugao deste problema envolve arranjar os elementos 1 e
0 dentro de um vetor com cinco elementos (dados os cinco possiveis itens). Neste caso os
alunos determinaram todas as possiveis solugdes para o problema, bem como puderam
perceber que o aumento da quantidade de itens, ou a possibilidade de repetir itens na
mochila, dificultaria a resolucdo. Os alunos demonstraram facilidade em compreender
a escrita do problema na forma de vetores, fato este que pode estar relacionado com
as habilidades em programacao e ser um facilitador para a posterior compreensao do

problema de corte.

A modelagem matematica do problema da mochila booleana foi discutida e apre-

sentada como a seguir:

Maximizar z = 100x1 + 6025 + 70x3 + 1524 + 15x5

sujeito a 9211 + 239 + 27x3 4+ 1524 + 725 < 60
x; € {0,1}, 1= 1,...,5.

Como finalizacao deste problema, os alunos tiveram o desafio de propor um cédigo,
em linguagem de sua escolha, que resolvesse esse problema. Um dos alunos obteve éxito
em resolver utilizando a linguagem Python, conforme apresentado nas Figuras 15 e 16.
Ao final do script desenvolvido pelo aluno, pode-se identificar a solugao obtida, incluindo
os itens 2, 3 e b, respeitando-se a restricao de peso e maximizando o valor de importancia

da mochila, ou seja, a solugdo étima para o problema.
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Figura 15 — Problema da mochila booleana utilizando a linguagem Python.

# Dados do problema

valores = [1@@, 66, 7@, 15, 15]
pesos = [52, 23, 27, 15, 7]
capacidade_maxima = 60
num_itens = len(valores)

# Funcgdo recursiva para buscar todas as combinagbes possiveis de itens

def busca_exaustiva(item_atual, peso_atual, valor_atual, itens_selecionados):
global melhor_valor
glebal melhor_combinacac

# Verifica se atingiu o final da lista de itens
if item_atual == num_itens:
# Verifica se a combinagdo atual é melhor que a melhor combinagdo anterior
if valor_atual > melhor_valor:
melhor_valer = valor_atual
melhor_combinacao = itens_selecionados.copy()
return

# Verifica se o item atual pode ser incluido na mochila
if peso_atual + pesos[item_atuall <= capacidade_maxima:
itens_selecionados.append(item_atual)

# Chama a funcdo recursivamente para o proximo item
busca_exaustiva(item_atual + 1, peso_atual + pesos[item_atuall, valor_atual + valores|[item_atuall, itens_selecionados)

# Remove o item atual da lista para testar outras combinacdes
itens_selecionados.pop()

# Chama a fungdo recursivamente para o proximo item, sem incluir o item atual
busca_exaustiva(item_atual + 1, peso_atual, valor_atual, itens_selecionados)

Fonte: Produzido por um aluno participante, 2024.

Figura 16 — Continuagao do problema da mochila booleana utilizando a linguagem Python.

# Variaveis globais para armazenar a melhor combinac@o e o melhor valor encontrado
melhor_valor = @
melhor_combinacae = []

# Inicializa a busca exaustiva
busca_exaustiva(@, @, @, [])

# Impressao dos resultados

print("Itens selecionados:")

peso_total = @

for item in melhor_combinacao:
print("Item", item + 1, "— Valor:", valores[item], "Peso:", pesos[item])
peso_total += pesos[item]

print("Peso total:", peso_total)
print("Valor total:", melhor_valor)

Itens selecionados:

Item 2 - Valor: 6@ Peso: 23
Item 3 - Valor: 7@ Peso: 27
Item 5 - Valor: 15 Peso: 7
Peso total: 57

Valor total: 145

Fonte: Produzido por um aluno participante, 2024.

No terceiro encontro, o problema da mochila inteira foi abordado, conforme Figura
17, inicialmente sem as indicag¢oes de variaveis, restri¢oes e funcao objetivo. Neste problema,
uma mochila com capacidade maxima de 14 kg deve ser preenchida com itens de 1 a 4,
podendo-se repetir itens. Neste exemplo, o objetivo é preencher a mochila que resulte
no maior lucro possivel com a revenda dos objetos escolhidos, dado o lucro obtido com a
revenda de cada item. Além da restrigdo referente a capacidade maxima da mochila, foi

incluida a restricao de custo total da mochila, ou seja, somando os custos de cada item, o
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custo total da mochila nao poderia ultrapassar R$380,00. Os dados para o problema da

mochila sao dados na Figura 17.

Figura 17 — Problema da mochila inteira - aula 3.

4 . Problema da mbchila inleira

ITEM Custo (R$) Peso (KG) Lucro (R$)
1 20 1 6
2 25 0,5 10
3 38 0,8 12
4 46 2 16

Restricao
Sabendo que a mochila possui
capacidade de 14kg e ndao pode ultrapassar o custo de 380 reais,
determinar quais itens devem ser levados para maximizar o lucro.

Funcdo Objetivo
Lucro = f(x;)
Queremos maximizar

Varidveis de decisdo
X, i=1,234

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

A partir da mediagao da professora, os alunos formularam o problema, identificando
variaveis de decisao, restri¢des e fungao objetivo. Aqui houve bastante énfase na discussao
a cerca das possibilidades de montagem da mochila, isto é, quantos itens de cada tipo
incluir, visto a importancia da compreensao deste problema e de sua resolucao para a

posterior construcao do Problema de Corte.

A modelagem matematica do problema foi apresentada pelos alunos da seguinte

forma:

Maximizar z =6x] + 1025 4+ 1223 + 1624

sujeito a r1+ 0,529 + 0,823 + 224 < 14

20.1'1 + 251‘2 + 381’3 + 46£C4 S 380
x; > 0 e inteiro, 1 =1,2,3,4.

Como o problema da mochila booleana ja havia sido bastante discutido, foi evidente
o maior grau de dificuldade para resolugdo da mochila inteira, de forma que os alunos
nao encontraram uma possibilidade de resolvé-la utilizando a linguagem de programacao
Python, como feito anteriormente. Até este momento nenhum software foi utilizado para

resolucao dos problemas, apenas possiveis solugoes foram determinadas através de calculos
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manuais, sempre enfatizando que aquelas solu¢ées nao seriam as tnicas e, possivelmente,

haveria outra solugdo como solugao otima.

O problema da mochila inteira é trabalhado com o objetivo de preparar os alunos
para interpretagao e compreensao do problema de corte, visto que é possivel comparar a
resolucao da mochila inteira com a determinagao dos padroes de corte no problema de corte
unidimensional. Na discussao e modelagem matematica do problema da mochila inteira,
os alunos demonstraram familiaridade com a escrita matemaética, no¢ao da complexidade

de resolucao e compreenderam a presenca da analise combinatéria no problema.

6.1.3 Atividade avaliativa - modelagem de problemas classicos

Para finalizar a aula 3, uma atividade individual e escrita foi proposta aos alunos,
com o intuito de identificar se ja estavam familiarizados com os problemas e se teriam
autonomia para interpretar e propor a Modelagem Matematica de problemas analogos
aos trabalhados até entao. Com base nos resultados obtidos na atividade, seria determi-
nado pela professora se a aula seguinte ja poderia ser destinada ao problema de corte

unidimensional.

Na atividade proposta, os alunos, individualmente, deveriam modelar dois pro-
blemas, sendo um problema relacionado ao preparo de racao e o segundo, um problema
de dieta. A Figura 18, abaixo, mostra um problema disponibilizado como exemplo na
atividade e as Figuras 19 e 20 se referem aos problemas propostos e modelagem sugerida
por um dos alunos. Todos os alunos realizaram as atividades e conseguiram identificar as

variaveis, as restrigoes e as fungdes objetivo, finalizando, assim, esta etapa das atividades.



Capitulo 6. Atividades realizadas para o Ensino Médio

Figura 18 — Problema disponibilizado como exemplo na atividade da aula 3.

01. Problema das ligas metalicas (EXEMPLO)

LUGAA | LGap | DISPOMBILIDADE
COBRE 0,5 0,2 16 ton
ZINCO 0.25 0.3 11 ton
CHUMBO 0,25 0,5 15 ton
R$ VENDA TONELADA 3000 5000
Quanto produzir de cada liga para maximizar a receita bruta?
VARIAVEIS DE DECISAO:
x; = quantidade produzida da liga A
x, = quantidade produzida da liga B
FORMULAGAO DO PROBLEMA:
Maximizar: Fungdo objetivo
Z = 3000.x, + 5000.x, —~¥
Sujeito a:
05.x +02.x, <16
025.x;,+03.x, <11
0,25.x;+0,5.x, <15 T RestrigcBes

x20,x,20

Fonte: Produzido pela autora, 2024.
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Figura 19 — Problema da ragao e resolucao de um aluno.

02. Problema da Mistura

Certa ragdo é produzida a partir da mistura de trés ingredientes (osso, soja e peixe) e deve conter uma
quantidade minima de nutrientes (proteina e calcio) a cada kg, conforme tabela.

INGREDIENTES Quantidade minima
Nutrientes do nutriente em 1kg
0SS0 SOJA PEIXE de RAGAO
PROTEINA 0,2 0,5 0,4 0,3
CcALCIO 0,6 0,4 04 0,5
CUSTO (R$ / KG) 0,56 0,81 0,46

Qual deve ser a quantidade de cada ingrediente adicionado & mistura para que o kg da ragdo tenha o
menor custo possivel, atendendo aos requisitos nutricionais?

VARIAVEIS DE DECISAO:
Oss (q‘\d-\

Oop (g8d)
Quat (g\d)

>,
-
]

i

s
]

FORMULAGAO DO PROBLEMA:

Z:056%x +08Lx, ' OMbx, WETEEE
"W Qupk L0
Sl Y ¥ QS A ollfnk,J Z 0,2
0, b¥xy ¥ O\ux, A QUy, > 0,3
NP W VwdodR
R

LYy (¥, %31 20

Fonte: Produzido pelos alunos participantes, 2024.
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Figura 20 — Problema da dieta e resolu¢ao de um aluno.

03. Problema da Dieta

A tabela abaixo indica as quantidades minimas de vitaminas A, C e D que devem ser consumidas
diariamente em determinada dieta, bem como as quantidades dessas vitaminas em cada tipo de alimento

e o0s custos dos mesmos.

B C 3 S beg
VITAMINA LEITE | CARNE | FRUTAS | SALADA | LEGUME REQUISITO
(L) (KG) (KG) (KG) (KG) NUTRICIONAL
A (mg) 3 L 9 180 120 121
C (mg) 37 18 41 210 115 156
D (mg) 50 60 25 240 184 289
CUSTO (RS$) 8 40 20 9 12

Quanto consumir de cada tipo de alimento, atingindo o requisito nutricional minimo e reduzindo o valor
total em reais?

VARIAVEIS DE DECISAO:
-l A Qule
Xy, ' Conni

X3 = . ‘Qiu@f
\( " " QQ MmOk
FORMULAGAO DO PRQBLEMA:

Z - %l‘\\{Om]‘\ ')’\.)1,)*.‘:\'1.4’!&’12 Xg fh.m}m_iou\

Qe Mucol -
by, v Ry, © 01,% + 190 xq t 120 % (21
3310 B Wiy, v 210 gt wlxg 2 /Sh

SO ¥ 4 €Oy, 4 2xy 4 240y, 1By > 289
NI 'T\?coﬁc&xﬁm
C*MYL'*;,X;‘,\;} 70

Fonte: Produzido pelos alunos participantes, 2024.

6.1.4 Problema de corte de estoque unidimensional

Para a quarta e ultima aula, foi introduzido o problema de corte unidimensional,

sendo proposto como segue: deseja-se cortar barras de tamanho L = 12m em barras
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menores, nos tamanhos l; = 2m, Iy = 3m e [3 = bm. A partir deste enunciado, os proprios
alunos sugeriram diferentes maneiras de cortar as barras. Entao foram questionados
sobre quais seriam as variaveis de decisao neste problema. Vale ressaltar que ja estavam
bastante familiarizados com essas variaveis nos problemas anteriores, entretanto, ainda nao
conseguiram identificar apenas com as informacoes conhecidas até o momento. Tentaram
sugerir possibilidades, como os tamanhos [; dos itens, ou o préprio tamanho L da barra,
mas logo perceberam que esses valores eram fixos e nao variaveis. De fato, a formulacao
do problema de corte é mais elaborada que os anteriores e o conceito de padroes de corte

ainda nao havia sido muito explorado.

O proximo passo, entao, foi trabalhar nos padrdes de corte e iniciar a representacao
por meio de vetores. Inicialmente, foi trabalhada a notagao a ser utilizada para os padroes
de corte. O vetor a; em (6.1) representa o padrao de corte j, sendo ay; a quantidade de
itens do tamanho [y, a; a quantidade de itens do tamanho I, e az; a quantidade de itens

do tamanho I3 a serem cortados neste padrao.

Q1;

agj

Em seguida, foi abordado o conceito de padrao homogéneo, que contém apenas um
tipo de item. Os alunos determinaram todos os padrdes homogéneos para o problema e
discutiram em quais deles haveria perda de material. Apos essa discussao, os alunos foram
direcionados para elaborar uma férmula geral para determinar a quantidade de itens no
padrao homogéneo e outra para calcular a perda de material. A partir de um exemplo de
padrao, os alunos determinaram as férmulas e, com a mediacao da professora, foi possivel

generalizar a formula (6.2) para determinar a quantidade de itens no padrao homogéneo:

a;=—, 1=1,....,m. (6.2)

sendo a; a quantidade de itens de tamanho [; no padrao, : = 1,2, 3, devendo sempre ser
aproximado para o menor inteiro. Da mesma forma, definiu-se a perda no padrao de corte

homogéneo por:

A abordagem seguiu a construcao com os alunos, conforme ilustrado na Figura 21.
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Figura 21 — Estudo do problema de corte - aula 4.

04. Problema do Corte Unidimensional

Cortar barras de tamanho L = 12m em barras menores.
Tamanhos desejados (3 tipos de itens): [y = am » lz=3m, l3—sm

Precisamos determinar PADROES DE CORTE para obter os itens desejados.
Vamos representar esses padrdes utilizando vetores:

AL = v Ton o WO— yodrae o conlid
(al,-),__) qna:meMXammMi

a; =

i a2

aLMB@»%:@m%W@

ﬂADROES DE CORTE HOMOGENEOS = Aqueles formados por apenas um tipo de item \

Calculo da quantidade de itens no padrdo homogéneo:

2ams Q4 =2m By D2-3m s fs=5m ——
_L;_zﬂ_él-.c,‘-\ln L=12-4- H, L—'—'_—%"zlz"/-' anlzne-
2 2 Q2 3 B = uder e -
Hz=12
Calculo da sobra de material no padréo homoq_é_neo: _
Padrae Wi Lodroe |, : % X.u%
L-Ma. la L=l Y2 L"Zt\%z %3:02"0
12-6-2=12-12=0 12-4.3= 12-12=0 % o

Padroes Homogéneos:

Somente item 1: Somente item 2: Somente item 3:
o} [o]
4 O
o 2 /

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

(o}

)

Discutindo sobre a determinacao de diferentes possiveis padroes de corte, homo-
géneos ou nao, os alunos puderam identificar que gerar padroes de corte seria analogo a
resolver o problema da mochila inteira e que esta seria apenas uma etapa do problema de
corte, isto é, este problema teria um nivel de complexidade maior. Depois de trabalhados
os padroes de corte, foi proposto aos alunos que cada um deles escolhesse um padrao
diferente, para formulacao do problema com quatro padroes de corte, deixando claro que
essa nao seria a solugao, seriam apenas quatro tipos de padroes dentre todos os possiveis,
para que pudessem compreender o problema formalizado. Definiu-se, entao, os vetores
aj, as, az e a4. Discutindo-se novamente o problema, neste ponto os alunos ainda nao

conseguiam observar quais seriam as variaveis de decisao.

Na sequéncia, a discussao foi direcionada para as restricbes do problema. Os
alunos identificaram e compreenderam a restricao por conta do tamanho L da barra, mas

nao conseguiram, sozinhos, escrever matematicamente essa restricdo. Foi feita, entao,
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uma retomada de multiplicacao de matrizes por escalares e multiplicacao entre matrizes,
conteudo que neste momento estavam estudando nas aulas regulares de matematica. Logo

puderam entender a possibilidade de realizar a seguinte multiplicacao:

a1
(l1 lo lg). ag | = liay + laag + lzas;. (6.4)

a3

No lado direito da equagao (6.4), l;.a1; indica quantos metros da barra L foram
cortados em itens de tamanho [; no padrao 1, analogamente para [, e l3. Os alunos
concluiram que tal soma nao pode ultrapassar o tamanho L da barra, ou seja, a desigualdade

deve ser satisfeita:

llan + l2a21 + l3a31 < L. (65)

A equagao (6.5) se refere ao padrao de corte 1 (a;); analogamente precisa-se
repetir a equagao para os vetores a,, az e ay estabelecidos pelos alunos, para assim
completar a restricao por conta do tamanho L da barra. A restricdo de ndo negatividade
e integralidade das variaveis, ja familiares para os alunos, também foi abordada neste
problema. A discussao em torno das operagoes com matrizes, para determinar as restrigoes
do problema, foi bastante produtiva e a reagdo dos alunos deixou evidente os beneficios de

utilizar uma situacao pratica e real para dar sentido ao estudo das matrizes.

Mesmo ja definidas as restri¢oes, os alunos ainda nao conseguiam compreender
quais seriam as variaveis de decisao no problema. Entao a professora direcionou a discussao
para a questao: queremos cortar a menor quantidade de barras possivel para atender
uma demanda. Entao, qual deve ser nossa funcao objetivo? Em torno dessa discussao,
os alunos perceberam que a funcao objetivo deveria minimizar a quantidade de barras
cortadas, mas que junto a essa questao nao poderiam esquecer que as barras cortadas
seguiriam aqueles quatro padroes de corte ja definidos. Sé entdao conseguiram concluir
que faltava decidir quantas barras seriam cortadas de acordo com cada um dos padroes e
que essas quantidades seriam decididas de forma a atender uma demanda. Neste ponto
ja puderam entender o quanto o problema se tornaria ainda mais complexo se fossem
considerados outros padroes de corte para a barra, pois cada um dos padroes utilizados
estara associado a uma variavel de decisao diferente, aumentando de forma consideravel o

numero de variaveis do modelo.

Foram identificadas, entdo, as variaveis x, xs, x3 € x4 como variaveis de decisao do
problema, sendo elas, respectivamente, as quantidades de barras a serem cortadas segundo
os padroes de corte ai, as, as, e a4 escolhidos pelos alunos. Assim, concluiram como

funcao objetivo:

Minimizar Z =21+ Xo+ T3+ T4. (66)
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Para finalizar a modelagem do problema, foi apresentada a ultima restricao a
ser considerada, a condi¢cdo de atendimento da demanda. Foram propostas d;, ds e d3
como demandas dos itens do tipo [, [y e [3 respectivamente. Aqui os alunos ja haviam
compreendido bem o problema e ja conseguiram expressar esta restricao utilizando matrizes,

propondo entao:

a1 a2 @13 Q14 dy
ao1 | 11 + a9 | T2 + a93 | T3 + Aoyq | g = d2 . (67)
a31 32 a33 34 ds

A aula 4 foi finalizada com a formulagdo do Problema de Corte Unidimensional
proposto e uma discussao sobre como este problema, na pratica, pode ser um desafio e
apresentar maiores complexidades. Voltou-se a questao da dificuldade em decidir quais
padroes de cortes deveriam ser utilizados e como excluir possiveis padroes de corte pode
resultar uma solucao que nao seria a solu¢ao 6tima. Também foi discutido o quao grande o
problema se torna ao considerar muitos padroes, visto que cada um deles estara associado

a uma varidvel de decisdo diferente.

Outro ponto discutido foi em relagdo as restrigoes de demanda. Em (6.7), tais
restrigoes foram escritas na forma de igualdades, mas os alunos compreenderam que
poderiam ser escritas como desigualdades, isto é, a quantidade de itens cortados também
poderia ser maior que a demanda. No caso de cortar uma quantidade de itens maior que a
demanda, é possivel facilitar a resolu¢do do problema, mas esta condi¢ao gera um segundo

problema a ser considerado, que é o armazenamento de itens excedentes em estoque.

Encerradas as atividades, os alunos receberam um questionéario impresso, para ser
respondido de acordo com as experiéncias vividas e avaliar as atividades desenvolvidas. O
questionario foi elaborado pela professora, sendo composto de quatro questoes dissertativas,

as quais estao apresentadas a seguir, seguidas de respostas fornecidas por dois alunos.

Questao 1 - Fazendo uma comparacao com as aulas regulares de matemdtica no
Ensino Médio, vocé considera que a matemdtica foi trabalhada de forma diferenciada nestas

atividades? Por qué?

Figura 22 — Resposta do aluno A para a questao 1.

NI W VY PRV Y PR ey ——

M_MM—Mch. ALIAS COO05 Que  Oprendemos
dumnic os anos escclar @ que fosecia auhl sende wnlizadas €m
: =]

irub't‘ﬂt. (ot & estncg ——

Fonte: Resposta de aluno participante, 2024.
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Figura 23 — Resposta do aluno B para a questao 1.

Fonte: Resposta de aluno participante, 2024.

Questao 2 - Sobre o Problema do Corte Unidimensional, trabalhado na aula 4: Foi
possivel compreender a importancia da utilizacio das matrizes? A Modelagem Matemdtica
do problema contribuiu ou modificou seu entendimento sobre matrizes? Vocé considera
que a apresentacdo desse problema em sala de aula (nas aulas regqulares) ajudaria no

aprendizado sobre matrizes?

Figura 24 — Resposta do aluno A para a questao 2.

Fonte: Resposta de aluno participante, 2024.

Figura 25 — Resposta do aluno B para a questao 2.

Fonte: Resposta de aluno participante, 2024.

Questao 3 - Escreva como foi sua experiéncia neste curso, avaliando se o0s
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problemas trabalhados despertaram curiosidade e se contribuiram com seu aprendizado em

matemdtica. Faga uma avaliacao sobre a importancia ou utilidade dos problemas abordados.

Figura 26 — Resposta do aluno A para a questao 3.

Fonte: Resposta de aluno participante, 2024.

Figura 27 — Resposta do aluno B para a questao 3.

Fonte: Resposta de aluno participante, 2024.

Questao 4 - Vocé teria interesse em dar continuidade nas atividades, onde apro-
fundariamos as discussoes sobre o Problema de Corte? Aproveite esse espago para fazer

comentarios, criticas ou sugestoes.

Figura 28 — Resposta do aluno A para a questao 4.

Fonte: Resposta de aluno participante, 2024.
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Figura 29 — Resposta do aluno B para a questao 4.

Fonte: Resposta de aluno participante, 2024.

6.2 Formato 2 - Inserido nas aulas regulares

Neste formato, as atividades foram desenvolvidas ao longo das aulas regulares,
no componente de Estudos Avangados em Matematica e suas Tecnologias, contando
com a participacao ativa dos alunos do curso de Ensino Médio Integrado ao Técnico
de Quimica. A turma completa conta com 39 alunos, mas para a realizacao das aulas
do componente acima mencionado, a escola utiliza a divisao de turmas e, neste caso,
professores diferentes lecionam o mesmo componente para cada metade da turma. Desta
forma, apenas dezenove alunos participaram das atividades. Na etapa inicial, foram
repetidos os materiais e contetidos relatados na Secao 6.1, ou seja, foram abordados os
problemas das ligas metalicas, da dieta, da mochila booleana, da mochila inteita e de corte

de estoque unidimensional.

Apesar de inicialmente serem os mesmos tépicos e contetidos a serem tratados, o
contexto e cenario eram diferentes, visto que a abordagem aconteceria em sala de aula, no
horario regular, respeitando-se o planejamento e grade curricular do curso. Assim, havia
a necessidade de atender aos requisitos e regulamentos da escola, como por exemplo, a
aplicacao de atividades avaliativas para a turma. Além disso, diferente da experiéncia
anterior, na qual apenas os alunos voluntarios participaram, agora a atividade nao seria

opcional e deveria se adaptar a diferentes possiveis perfis de alunos.

Um fator importante para o desenvolvimento deste segundo formato de atividades
é que, dada a primeira experiéncia ja ocorrida, a professora contava com as devolutivas
dos alunos participantes, havendo conhecimento prévio quanto aos impactos positivos na
aprendizagem alcancados pelas atividades ja desenvolvidas. Neste sentido, foi possivel
adaptar as atividades, reforcar pontos provaveis de maiores dificuldades, enfatizar pontos

que se mostraram relevantes para um bom resultado e explorar diferentes abordagens.

No contexto vivenciado na escola, foi possivel desenvolver as atividades em duas
etapas, com o mesmo grupo de alunos, sendo uma no segundo semestre da segunda série
do Ensino Médio (ano de 2023) e a segunda etapa no primeiro semestre da terceira série

do Ensino Médio (ano de 2024), possibilitando uma sequéncia didatica e continuidade dos
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conteudos.

No componente de Estudos Avancados em Matematicas e suas Tecnologias, para
segunda e terceira séries do ensino médio, esta prevista a abordagem dos seguintes objetos

de conhecimento:

Segunda Série do Ensino Médio (1 aula de 50 minutos por semana):
Identificacdo de linhas de problemas relacionadas aos temas

o Loégica matematica, comunicagao e expressao;

Educacao financeira pessoal;

Economia doméstica;

» Raciocinio l6gico-matematico no cotidiano.

Terceira Série do Ensino Médio (trés aulas de 50 minutos por semana):
Identificacao de linhas de problemas relacionadas aos temas

e Sociedade de consumo: ferramentas de andlise de dados.

Sustentabilidade;

Jogos eletronicos;

Tecnologia de Informacao e Comunicacao aplicada a area da Matematica;

« Prototipagao e cultura maker aplicada.

Pode-se observar que os contetiidos previstos sao abrangentes e amplos, abrindo
margem para a autonomia do professor ao fazer o planejamento das aulas. Além disso, é
desejavel que neste componente se trabalhe com a abordagem de aprendizado baseado
em projetos, metodologias ativas e interdisciplinaridade, possibilitando que um trabalho
diferenciado seja realizado enquanto se cumpre a grade curricular proposta. Desta forma,
foi possivel encaixar a Modelagem Matematica e a Otimizagdo, bem como dar continuidade
ao trabalho desenvolvido, iniciando-se com os alunos na segunda série do Ensino Médio
e finalizando com os mesmos alunos ja na terceira série. As duas etapas de atividades

desenvolvidas serao relatadas separadamente nos tépicos a seguir.

6.2.1 Problemas de Otimizacao Linear e uso do Solver no Excel

Objetivando explorar o trabalho colaborativo e o desenvolvimento da autonomia e
protagonismo dos alunos, a turma foi dividia em trés grupos, propondo-se um trabalho

de forma conjunta ao longo de todas as atividades a serem realizadas. Inicialmente,
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foram abordados conceitos sobre Modelagem Matematica e Otimizagao, seguindo o mesmo
material planejado para as atividades relatadas na Secao 6.1. Neste caso, diferente do
relato anterior, como as atividades foram realizadas dentro do planejamento das aulas
regulares, foi possivel desenvolver o contetido de forma mais detalhada, utilizando uma
maior quantidade de aulas, permitindo, desta forma, que os alunos se envolvessem mais a
cada etapa. Para estimular a participacao ativa dos grupos, foi sugerida uma competicao,

na qual as equipes pontuariam de acordo com o desempenho em cada atividade.

Depois de bem definidos os conceitos de varidveis de decisao, restri¢coes e funcao
objetivo, cada um dos problemas foi apresentado para discussao entre os alunos, Modelagem
Matematica do problema e tentativa de resolucao utilizando cdlculos manuais. Antes da
devolutiva por parte da professora, a cada etapa havia um desafio para pontuacgao das
equipes, como: escrever a fungao objetivo, identificar mais rapidamente as variaveis de
decisao, determinar as inequacoes que descrevem as restri¢coes, propor a melhor solucao
para maximizar ou minimizar a funcao objetivo. Desta forma, as aulas ficaram dinamicas
e os alunos participavam sempre de forma colaborativa, colocando em pratica toda a
discussao sobre os problemas. Apos as atividades realizadas em grupos, havia sempre a
devolutiva da professora, ressaltando pontos importantes e levantando discussoes sobre
diversas possibilidades de variar cada um dos problemas, bem como de aplicar a otimizacao

em situagoes praticas na vida real.

Foi possivel identificar, assim como na experiéncia anterior, que os alunos conseguem
perceber o sentido e a importancia de utilizar expressoes algébricas para descrever situagoes
reais. Como as abordagens fogem do comum e se diferenciam dos problemas geralmente
abordados no Ensino Fundamental e Médio, as mesmas despertam nos alunos um olhar
diferenciado. Além disso, como o foco inicial nao é depositado sobre o “fazer contas”, nao ha
uma resisténcia por parte dos alunos ao participarem, nem mesmo nas atividades propostas
como avaliativas. Assim, o trabalho focado em interpretar e modelar os problemas foi muito
mais efetivo, permitindo explorar uma das grandes dificuldades apresentadas pelos alunos
em matematica, de forma geral, que é a interpretacao dos problemas. Vale destacar o quao
rica se torna a discussao em torno do uso das desigualdades nas restrigoes apresentadas
pelos problemas de otimizagao, ja que neste contexto, os alunos conseguem perceber

claramente o motivo de seu uso.

Para a discussao sobre o problema da mochila booleana (descrito detalhadamente
na Subsegao 6.1.2, Figura 14), os alunos foram direcionados a determinar todas as solugoes
possiveis, ja que neste problema, diferente dos demais, ha poucas solugoes e a resolugao é
simples de se fazer através de calculos manuais. Como mais uma etapa na competicao
entre as equipes, seria pontuado o grupo que determinasse mais rapidamente as solugoes
e identificasse a melhor entre as solugoes possiveis. Este problema é abordado com o

objetivo de preparar para a interpretagdao do problema da mochila inteira, possibilitando,
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também, uma produtiva discussao em torno do uso da Analise Combinatéria para determi-
nacao de todas as possibilidades de completar a mochila. Aproveitando o momento para
também prepara-los para a posterior interpretagao e modelagem do problema de corte
unidimensional, foi trabalhada a escrita das soluc¢oes para a mochila booleana na forma de

vetores.

Para o problema da mochila inteira, de extrema importancia para a compreensao
da modelagem do problema de corte como um problema de Otimizacao Linear, os alunos
foram mediados pela professora e orientados a modelar o problema e, ainda manualmente,
cada grupo deveria propor uma solug¢ao. Assim como ocorrido com o primeiro grupo de
alunos a participar das atividades, aqui os alunos ja estavam bem familiarizados com
as restri¢oes, variaveis de decisao e fungao objetivo, demonstrando total autonomia na
formulacao e interpretacao do problema. Mais uma vez se deu a discussao em torno das
solucoes propostas e da busca pela soluc¢ao 6tima, bem como sobre as possibilidades de os
problemas serem mais complexos e demandarem de recursos computacionais para serem
solucionados. Antes mesmo de ser apresentado o problema de corte, aqui foi feita uma
introdugao ao que seriam os padroes de corte, dada a semelhanca com a resolugao do

problema da mochila inteira.

Com toda a evolugao nas discussoes e interpretacoes dos problemas de otimizacao,
bem como a autonomia demonstrada pelos alunos, antes de dar continuidade ao problema
de corte unidimensional, foi proposta uma atividade avaliativa para resolver problemas
classicos de otimizagao utilizando recursos computacionais. A opc¢ao escolhida foi a
utilizacao do Microsoft Excel, dado que seria um recurso disponivel nos laboratérios de
informatica da escola, além de ser uma ferramenta muito utilizada em diversas areas,
agregando valor a esta experiéncia para os alunos. Com o objetivo de refor¢ar a autonomia
dos grupos e, juntamente com o aprofundamento nos problemas de otimizacao, colaborar
para o desenvolvimento de habilidades de comunicacao e oralidade, foi proposto aos
grupos a apresentagao de seminarios utilizando a ferramenta Solver no Excel. Através de
sorteio, um dos grupos teve a tarefa de apresentar como utilizar a ferramenta Solver, como
configurar, quais recursos estao disponiveis, quais as possibilidades de aplica¢ao. Depois
desta primeira apresentagao, os outros dois grupos apresentaram problemas de otimizacao
e sua resolugao utilizando o Solver no Excel. No desenvolvimento desta atividade foi

possivel explorar a metodologia da sala de aula invertida.

A produgao dos seminarios foi realizada exclusivamente pelos alunos, em grupos,
sem qualquer auxilio da professora. Os alunos utilizaram um dos laboratoérios de informéatica

da escola, como mostra a Figura 30.
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Figura 30 — Produgao dos seminarios - Solver Excel
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Os estudantes demonstraram bastante interesse em pesquisar materiais diversos
para a producao dos conteudos e se dedicaram a explicar detalhadamente os passos para
resolugao dos problemas. Foi possivel notar o quanto se tornou interessante para eles o
uso de ferramentas para solucionar problemas que foram tao explorados anteriormente, de
modo que ja compreendiam e interpretavam o problema, isto é, conseguiam compreender

a logica da ferramenta aplicada e o significado das respostas obtidas.

As apresentagoes dos grupos foram realizadas na sala de aula regular da turma, que
conta com TV, computador e lousa branca. Os alunos fizeram as apresentagoes completas
e demonstraram dominio em utilizar a nova ferramenta, bem como explicar e modelar os
problemas propostos. Mesmo diante da ferramenta que retornava a resposta procurada,
utilizaram lousa para explicar e representar a modelagem do problema, demonstrando

compreensao e familiaridade.

A Figura 31 mostra um dos slides apresentados pelos alunos, orientando, passo a
passo, como utilizar a ferramenta Solver. As apresentagoes dos seminarios de dois grupos

estao ilustradas nas Figuras 32 e 33, a seguir.
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Figura 31 — Slide apresentado por um dos grupos - Solver Excel
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Fonte: Produzido por alunos participantes, 2024.

Figura 32 — Apresentagao dos seminérios - Solver Excel
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Figura 33 — Apresentagao dos seminérios - Solver Excel

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Para a finalizacao das atividades, foi abordado o problema de corte unidimensional.
Assim como a experiéncia relatada na Secao 6.1, aqui também foi notéria a dificuldade em
propor uma modelagem incial para o problema. Como ja havia sido introduzido o conceito
de padrao de corte, eles facilmente propuseram possiveis padroes, mas a primeira dificuldade
aparece na identificagdo das variaveis de decisao, isto é, nao é intuitivo compreender que

os padroes de corte sao um subproblema.

Os passos seguidos para formular o problema de corte foram os mesmos relatados na
subsecao 6.1.4. Neste problema, dada a necessidade de abordar uma maior quantidade de
conceitos e informagoes, os alunos demonstraram maior dificuldade e menor participagao,
mas depois de compreendido, expressaram satisfacdo em finalmente reconhecer uma
aplicagdo para matrizes, o que, segundo eles, seria fundamental durante o aprendizado
de matrizes nas aulas de matematica. A escrita e a modelagem do problema foi bastante
trabalhada, bem como os padroes de corte e as possibilidades de restricoes e de como pensar
em maximizar lucros ou minimizar perdas de material. Para a resolucao do problema, dada
a complexidade, foram definidos padroes de corte que pareciam mais viaveis e aplicados
ao Solver no Excel. A discussao foi finalizada com a ideia de que este problema pode se
tornar muito mais complexo de acordo com as restri¢oes e que ignorar outros possiveis

padroes pode nos afastar da solucao 6tima.

6.2.2 Resolucdo Gréafica e uso do GeoGebra

O trabalho foi continuado com a mesma turma na terceira Série do Ensino Médio,
sendo possivel incluir no planejamento uma atividade envolvendo a resolugao gréafica de

problemas de otimizacao utilizando o GeoGebra Classic. Para esta etapa, foi utilizado o
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laboratério de informatica da escola, onde cada aluno tinha acesso a um computador para

realizar individualmente a atividade.

Nesta etapa, o objetivo central foi explorar a resolucao grafica, relacionando
contetudos ja presentes na grade curricular do Ensino Médio. Antes de iniciar a construgao
no GeoGebra, o problema foi apresentado aos alunos e uma discussao, mediada pela
professora, foi desenvolvida em torno da construcao grafica. Neste primeiro momento,
abordou-se a interpretagao do problema, buscando-se concepgoes prévias dos alunos, os
quais foram respondendo questoes orientados pela professora e deduzindo a construcao
da regiao factivel, conceito até entao desconhecido por eles. O problema apresentado
para esta primeira construc¢ao foi um problema simples, o qual, inclusive, poderia ser
facilmente resolvido pelos alunos com os conhecimentos desenvolvidos até entdao. A ideia
de o problema ser simplificado foi intencional, visto que o propdsito seria a compreensio e
interpretacao da construcao grafica, a partir da qual conceitos novos seriam introduzidos e

o resultado final confirmaria a solugao ja esperada por eles.

A atividade foi iniciada com a apresentagao do seguinte enunciado:

Problema do Agricultor

Um agricultor dispoe de um total de 10 hectares para o plantio de arroz e de soja.
Ele precisa plantar, no minimo, trés hectares de arroz e dois hectares de soja. Sabendo que
o agricultor terd um lucro de R$ 4000,00 por hectare de arroz e um lucro de R$ 5000,00
por hectare de soja, quantos hectares ele devera plantar de cada tipo para obter o maior

lucro possivel?

O problema, como mencionado, é de facil interpretacao e resolugao. Os alunos logo
apontaram que o mais lucrativo seria plantar o maximo possivel de soja, que retorna o
maior lucro por hectare. Respeitando-se a condi¢ao imposta, o mais viavel seria plantar 3
hectares de arroz e os 7 hectares restantes, de soja. Entao, os alunos foram orientados a

guardar essa informagao, a qual seria verificada pelo novo método, a resolucao grafica.

Iniciou-se, entao, a discussao sobre o problema com explicacdo em lousa, conforme
os alunos foram respondendo questoes feitas pela professora e fazendo sugestoes. A funcao
objetivo do problema foi facilmente identificada pelos alunos, isto é, maximizar o lucro do

agricultor. Assim, propuseram escrever a fung¢ao objetivo como:
Maximizar L = 4000A + 50005, (6.8)

sendo A é a quantidade de hectares de arroz e S a quantidade de hectares de soja a serem

plantados.

Como proximo passo, os alunos foram questionados sobre como escrever as restrigoes



Capitulo 6. Atividades realizadas para o Ensino Médio 72

impostas, quando sugeriram:

A>3 (6.9)
S >2 (6.10)
A+ S <10. (6.11)

Buscando facilitar a visualizacao e construcao do grafico, a professora sugeriu
trocar as variaveis A e S, respectivamente, por x e y, o que tornaria a construgdo no
GeoGebra mais intuitiva para os alunos. Para iniciar a construcao da regiao factivel, as
desigualdades (6.9), (6.10) e (6.11) foram reescritas como igualdades, assim os alunos
conseguiram determinar as retas que demarcariam a regiao no grafico. Assim, foi realizada
uma primeira construcdo, em lousa, em seguida, a construcao foi repetida no GeoGebra,

conforme ilustrado aa Figura 34.

Figura 34 — Construgao da regiao factivel do problema do agricultor

A+S=10
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Ainda que pareca uma construcgao trivial, a conversa com os alunos foi rica e
produtiva, sendo uma oportunidade de reforcar, ou até mesmo construir e consolidar,
conceitos ja conhecidos por eles sobre fungao do primeiro grau, equacao da reta e os

coeficientes angular e linear.

Determinadas as retas, foram demarcadas as regioes dadas pelas desigualdades,
tudo realizado pela professora, em lousa, seguindo as coordenadas dadas pelos proprios
alunos. Assim foi possivel determinar a regiao factivel, apresentada para os alunos como a
intersecgao entre as trés regides consideradas a partir das restricoes dadas no problema. A

construcao em lousa pode ser vista na Figura 35.
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Figura 35 — Discussao Regiao Factivel em lousa

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Até este ponto, nenhum conceito foi novo para os alunos, ja que na segunda série
do Ensino Médio eles ja apresentam os conhecimentos e as habilidades necessarias para
a construcao do grafico. O préximo passo, seria a construcao das curvas de nivel (ja
indicadas na Figura 35, acima), que permitem determinar a solugdo étima para o problema.
Para isto, seria necessario o conhecimento de derivadas para a determinacao do vetor
gradiente; entdao este ponto foi tratado de maneira simplificada, usando-se comparagcoes e

analogias, inicialmente em lousa e mediando a discussdao com os alunos.

O conceito de gradiente foi introduzido utilizando-se a ideia de taxa de varia-
¢ao, isto é, a partir da funcdo objetivo definida (6.8), foi discutido o quanto havia de
contribuicao para o aumento no eixo x e no eixo y, dada a necessidade de maximizar
o lucro. Vale ressaltar que a turma em questao apresenta um bom desempenho e sao
bastante produtivos, além de contar com alguns alunos muito curiosos e interessados em
aprofundar os conhecimentos em matematica, desta forma, foi possivel estabelecer uma
discussao superficial a cerca do significado da derivada e o que seria derivar em relagao a
x e em relagdo a y. Na sequéncia, passou-se a construgao do vetor gradiente, onde foram
retomados conceitos de operacoes com vetores, possibilitando determinar o vetor gradiente

como a soma dos vetores em x e em ¥y, dados a partir da funcao objetivo.

Construido o vetor gradiente, iniciou-se a discussao sobre a indicacao que este
vetor traria quanto a direcao em que ocorreria o aumento buscado, dada a necessidade
de maximizar a fungao objetivo. Entao foram construidas as curvas de nivel, as quais
guiariam o comportamento desse aumento até encontrar-se o ultimo ponto, pertencente a
regao factivel, isto é, uma solugao 6tima. Neste ponto, foi introduzida a ideia de solugao
unica ou solugdes multiplas para o problema. Também foi colocado, a partir da construcao
de algumas curvas de nivel (retas perpendiculares ao vetor gradiente), que cada ponto
dentro da regiao factivel seria uma possivel solugdo para o problema, mas o tltimo ponto,

caminhando na dire¢ado do vetor gradiente, seria a solugao 6tima. Foi possivel fazer uma
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comparagao da resolugdo grafica com as resolugoes sugeridas por eles aos problemas, nas

atividades anteriores, por tentativa e erro.

Foi abordado também o significado e importancia das curvas de nivel, enfatizando-
se que qualquer ponto pertencente a uma mesma reta resulta em um mesmo valor para a
funcao objetivo, introduzindo a ideia de serem linearmente dependentes. A partir dessas
explicacgoes, os préprios alunos fizeram a colocagdo de que a solucdo, entao, seria multipla,
quando as curvas de nivel fossem paralelas a um dos lados da regiao factivel. Ainda em
lousa, por iniciativa de alguns alunos, discutiu-se a determinacdo da equagao da reta
perpendicular ao vetor gradiente e, ainda, que todas as outras teriam o mesmo coeficiente
angular, o que completou a discussao sobre taxas de variagao. Apesar de a construgao em
lousa ter sido apenas um esbogo e servir para explorar todos os novos conceitos, a partir
dela ja foi possivel identificar o tltimo ponto a ser tocado por uma das curvas de nivel,
isto é, a solucao 6tima para o problema. O fato de toda esta nova construgdo comprovar o
resultado ja previstos pelos alunos, isto é, plantar 3 hectares de arroz e 7 de soja (ponto de
coordenadas (3,7) indicado na lousa), gerou ainda mais interesse e participa¢ao dos alunos,

indicando que mesmo um problema de facil solucao foi de grande valia para este estudo.

Depois de bastante discutido o problema e bem compreendidos os conceitos novos,
foi conduzida a construgao, ja esbocada em lousa, agora no GeoGebra. Inicialmente,
apenas a professora fez a construcao no GeoGebra Classic, utilizando a TV do laboratoério
para demonstrar todos os passos e ferramentas a serem utilizados. Terminada a construcao,
cada aluno teve a tarefa de repetir a construcgao utilizando os notebooks do laboratorio,

como mostram as Figuras 36, 37 e 38.

Figura 36 — Discussao Regiao Factivel GeoGebra
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Fonte: Produzido pela autora, 2024.
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Figura 37 — Construcao realizada pelos alunos no GeoGebra Classic

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Figura 38 — Construcao realizada pelos alunos no GeoGebra Classic

Para finalizar os trabalhos e contar com mais uma atividade avaliativa para a turma
no componente de Estudos Avancados em Matematica e suas Tecnologias, foi proposta uma
ultima atividade a ser realizada em grupos utilizando o Geogebra. Foram dois exercicios,
para os quais os alunos deveriam fazer a construcao gréafica e determinar se a solugao era

Unica ou multipla.
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Exercicio 1:

Maximizar z =6z + 3y
sujeito a 20 +4y <8
—xr+4y <4

r—y<2

x,y > 0.

Para este primeiro exercicio, apds construgao da regiao factivel no GeoGebra, os
alunos deveriam identificar a solugao 6tima, no caso, tnica. Os alunos obtiveram éxito
em resolver o problema com os recursos utilizados anteriormente em aula, como pode-se

observar na Figura 39, que apresenta a regiao factivel e o vértice £ como solucao 6tima.

Figura 39 — Atividade realizada por um dos alunos - resolucao grafica solucao tnica

Solugao étima unica. Ponto E = (2.67, 0.67).
Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Ja para o segundo exercicio, cujo modelo esta apresentado a seguir, os alunos
também obtiveram sucesso na sua resolugao, mesmo sendo um problema com multiplas

solugoes, como pode ser visto na construcao apresentada na Figura 40.

Exercicio 2:

Maximizar z=x+Yy
sujeito a r+y <8
—4dr 4+ 4y <8

20 —y <6

x,y > 0. (6.12)
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Figura 40 — Atividade realizada por um dos alunos - resoluc¢ao grafica solugoes multiplas

Solugdes 6timas multiplas. Entre os pontos E = (4.67, 3.33); D = (3,5).

Fonte: Produzido pela autora, 2024.

Na Figura 40, os alunos identificaram o segmento DE como solugao do problema,
significando que qualquer ponto deste segmento fornece o mesmo valor para a fungao
objetivo z, sendo o seu valor 6timo. Dentre as multiplas solu¢oes 6timas, destaca-se duas

delas, que sao os vértices D e E.
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7 Proposta de continuidade da abordagem do

Problema de Corte Unidimensional

No Capitulo 2 foi abordada a Modelagem Matematica enquanto recurso pedagégico
para o Ensino de Matemética, bem como sua potencial contribuicao para a pratica docente.
Ao longo da produgao deste trabalho, foram construidas e aplicadas, em ambiente escolar,
as praticas ja relatadas no Capitulo 6, a partir das quais identificou-se a possibilidade de
aprofundar o estudo do Problema de Corte Unidimensional para o Ensino Médio, através da
Metodologia da Modelagem Matematica. Desta forma, este capitulo dedica-se a elaboragao
de uma proposta de pratica, que daria continuidade aos trabalhos ja executados, tendo

em vista a contribui¢ao que os contetudos ja abordados agregariam para tal realizagao.

Para a pratica docente, na aplicacdo da Modelagem na Educagao Matematica,
valoriza-se o “saber fazer” do aluno, bem como sua capacidade de avaliagdo dos processos
de construcao, a partir de sua realidade (BERTONE; BASSANEZI; JAFELICE, 2014).
Desta forma, é de fundamental importancia a prévia construcao do conhecimento sobre os
problemas de otimizacao e da formulagdo do Problema de Corte, possibilitando que os

alunos tenham autonomia para o desenvolvimento das etapas a serem propostas a seguir.

A concepgao de Modelagem Matemadtica proposta por Burak (BURAK, 1987;
BURAK, 1992) é seguida nesta proposta, bem como para defini¢ao das etapas a serem
trabalhadas. E importante ressaltar que o autor evidencia o interesse do grupo no tema a
ser explorado, sendo de grande valor para o processo que a problemética seja definida de
acordo com o contexto e vivéncia dos alunos. Apesar disso, aqui o tema sera predefinido
como o Problema de Corte de Estoque, dado o objetivo de aproveitar a metodologia como
suporte e meio para o aprofundamento do problema ja iniciado com o grupo de alunos
envolvidos. Além disso, o mesmo problema pode se adequar a diferentes realidades e
contextos, dado que pode ser abordado em diferentes setores, como na industria metaltrgica,

madeireira, téxtil, de papel, entre outros.

Pensando em uma proposta de continuidade logo apds a sequéncia de atividades
envolvendo os problemas classicos de Otimizagao, as resolugoes por meio do Solver no
Excel e a resolucao grafica utilizando o Geogebra, a atividade poderia ser aplicada para
a terceira série do Ensino Médio, havendo assim, a possibilidade de se adequar todas as
etapas anteriores ao planejamento curricular ao longo da segunda série do Ensino Médio.
E importante ressaltar que o problema a ser explorado nio se limita & matemética e
também que o professor tem papel fundamental no desenvolvimento, sendo mediador e

problematizador.
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A seguir, as etapas propostas para execucao sao apresentadas de forma genérica,

havendo a possibilidade de adequagao ao cenario local de desenvolvimento das atividades.

Etapa 1 - Escolha do tema

Apesar de o tema central ja estar predefinido, ainda ha aqui possiveis cenarios
e realidades a serem consideradas. Para um bom aproveitamento e engajamento dos
alunos, seria interessante identificar uma pequena industria local que contasse com alguma
atividade envolvendo o Problema de Corte, como o corte de canos, de barras de aco, de fios.
E importante observar que apenas o corte unidimensional foi trabalhado anteriormente,

mas a abordagem poderia ser pensada e estendida para duas ou trés dimensoes.

De acordo com as possibilidades locais, escolhido um cenéario no qual o tema possa
ser estudado, sera definido, de fato, o problema. Um exemplo seria minimizar as perdas

de material na produgao geral ou para um projeto especifico.

Etapa 2 - Pesquisa exploratéria

Para a pesquisa exploratoria, os estudantes, mediados pelo professor, vao estudar
e pesquisar informacoes sobre a producao e funcionamento do setor escolhido. Aqui
buscam-se subsidios tedricos e técnicos, reunindo-se informagcoes gerais sobre o problema
definido na Etapa 1.

Etapa 3 - Levantamento de problemas

Esta etapa pode se tornar tao diversa quanto se desejar, podendo-se identificar
diferentes problemas, oportunidade, esta, de tornar a atividade interdisciplinar. De acordo
com o setor da industria ou producao envolvida, hé a possibilidade de explorar, por
exemplo, fatores ambientais e sociais, como o impacto da produc¢ao no meio ambiente e
na geragao de empregos locais. Abre-se aqui, inclusive, a possibilidade de abordar outros
topicos no contetiddo matematico, além do proposto inicialmente, como tratar a matematica
financeira nos lucros e custos, calcular dreas ou volumes envolvidos, abordar estatisticas

locais, entre outros.

E nesta etapa do desenvolvimento que a proposta se diferencia muito de atividades
sugeridas em livros ou apostilas, pois os problemas elaborados nao serao abertos, mas sim
especificos e contextualizados, aplicados diretamente a realidade e vivéncia. O foco é que
seja trabalhada nos alunos a capacidade de questionar, de tomar decisdes, de formular
hipéteses, sendo fundamental o papel do professor como mediador e orientador ao longo

do processo.

Etapa 4 - Resolugao dos problemas e desenvolvimento do contetido matematico
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A partir do levantamento realizado na etapa anterior, agora ocorre a busca de
respostas com o auxilio da mateméatica. Uma importante caracteristica da metodologia é a
possibilidade de aprender conteiidos matemaéticos através dos problemas selecionados, isto
é, por meio de exemplos e até mesmo de forma empirica, é possivel deduzir ou formular
resolucoes e s6 depois sistematizar esses contetidos. Isto é, aprende-se na préatica, diferente
do aprender para depois praticar. Aqui os contetidos matematicos ganham significado e

podem ou nao resultar em modelos matematicos.

Como ja explorado, outros problemas surgirao além do Problema de Corte, mas a
proposta central é que se aproveite deste cenario e envolvimento dos alunos para retomar a
sua modelagem matematica e explorar possiveis técnicas de resolucao. Ainda que seja feito
de forma simplificada, aqui abre-se a possibilidade dos alunos seguirem a modelagem ja
discutida e aplicar ao cenario real, ou aborda-lo em outro formato, como criando protétipos
para a visualizagdo com recortes de papéis ou outros objetos. Colocando em pratica a
construcao do problema, os conceitos de padroes de corte, restri¢coes, funcao objetivo,
perda de material, entre outros, podem ser ressignificados e entao sistematizados, como

propoe o método.

Etapa 5 - Analise critica das solugoes

A quinta e ultima etapa vai além da abordagem matematica, ¢ o momento de
reflexdo sobre os resultados obtidos, analise de decisoes tomadas e da viabilidade das
propostas de resolucdo. A proposta é que se desenvolva a autonomia dos alunos, bem como
a participagao ativa, a comunicagao, a participagdo na comunidade local e o reconhecimento
da matematica como parte constituinte em processos que também envolvem situagoes

politicas, sociais, economicas, ambientais, entre outras.
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8 Consideracoes Finais

Abordar a Otimizacao Linear no contexto do Ensino Médio se mostrou uma pratica
nao apenas possivel, mas promissora e rica em oportunidades para se explorar conceitos,
desenvolver habilidades, contextualizar e dar significado para o ensino e aprendizagem de
matematica. Além disso, sao amplas as possibilidades de aplicagoes em situagoes reais e de
desenvolvimento da autonomia do aluno na resolu¢ao de problemas, fugindo dos padrdes

repetitivos e mecanicos usualmente aplicados.

A primeira proposta de atividades desenvolvidas para o Ensino Médio, realizada
de forma extracurricular, demonstrou a possibilidade de explorar a Otimizacdo mesmo
em pouco tempo e com poucos recursos, possibilitando, por exemplo, adaptagoes em
formato de oficinas durante eventos ou atividades diferenciadas nas escolas. As praticas
apresentaram potencial em despertar um olhar critico para a interpretagao de sistemas
de inequacoes lineares, bem como, no Problema de Corte de Estoque, a interpretacao
e aplicacao de matrizes. Dada a resolucao do problema da mochila booleana através
de linguagem de programacao, a continuidade neste caminho pode ser mais explorada e

aprofundada para o Problema de Corte em trabalho futuro.

No segundo formato de atividades propostas, a inclusao no planejamento das aulas
regulares mostrou-se uma alternativa viavel para componentes especificos de cursos de
Enino Médio integrados ao técnico, como foi o caso, ou para itinerarios formativos e
componentes de projetos presentes na atual grade curricular do Ensino Médio. Os alunos
participantes demonstraram consideravel interesse nos problemas classicos de Otimizagao
apresentados, pois, além de tratarem de situagoes reais, a Modelagem Matematica dos
problemas foi realizada gradualmente, nao havendo necessidade de introdugoes tedricas,
aplicagoes de férmulas ou resolugoes mecanicas de exercicios. O trabalho desenvolvido em
grupos de forma colaborativa, permitiu exercitar a autonomia dos alunos e a cooperacao,

além de estimular a participagao ativa ao incluir o método de competicao entre as equipes.

A distribuicao gradual das atividades ao longo das aulas regulares permitiu acom-
panhar a evolucao dos alunos, o desenvolvimento da autonomia e a construcao dos
conhecimentos, garantindo um excelente desempenho da turma na apresentacao de se-
minarios e resolucao de problemas utilizando a ferramenta Solver, no Excel. O trabalho
prévio com problemas de Otimizacao Linear enriqueceu as apresentacoes e conteudos

desenvolvidos por eles e permitiu que compreendessem o que o software estava executando.

A continuidade das atividades com a mesma turma em semestres diferentes permitiu
uma construcgao leve e completa, permitindo acompanhar o amadurecimento e desenvolvi-

mento dos alunos. Nas tltimas atividades realizadas, foi utilizado o software GeoGebra



Capitulo 8. Consideragoes Finais 82

(open source) para abordar a resolugao grafica de problemas lineares. A escolha de um
problema basico para iniciar as construgoes graficas possibilitou discussoes importantes
sobre a interpretacao do problema, de modo que os alunos previram o resultado a partir
dos conhecimentos prévios e puderam confirmé-lo utilizando o software, verificando o fun-
cionamento do método. Foi uma etapa bastante produtiva, permitindo explorar fungoes e
equagoes lineares, além de permitir uma abordagem, ainda que superficial, sobre derivadas

e vetor gradiente.

De forma geral, a abordagem da Otimizacao Linear permitiu trabalhar formatos
diferentes dos padroes tao repetidos no Ensino da Matematica. Destaca-se o diferencial de
iniciar com um problema real e, como consequéncia, necessitar de contetdos ja conhecidos
pelos alunos em matematica. Esta sequéncia desperta o interesse do aluno, que consegue,
de fato, identificar a importancia e o papel da matematica na resolucdo de problemas.
Neste sentido, o uso da metodologia de Modelagem Matematica foi apresentado como
uma proposta de atividade futura, visando aprofundar e explorar o Problema de Corte de
Estoque. Espera-se que as propostas e atividades desenvolvidas colaborem com o Ensino

de Matematica na educacao bésica e inspire novas praticas em sala de aula.
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