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RESUMO

Este estudo analisa os efeitos motivacionais que um minicurso — Treinamento
Olimpico — sobre Aritmética Basica, com foco em problemas em que o Teorema
Chinés dos Restos, garante a solu¢do, pode causar em um grupo de estudantes do
Ensino Fundamental Il e Ensino Médio da Escola Estadual Professor Anténio Messias
Goncalves da Silva em suas futuras participagcdes na OBMEP. Para isso, foi realizada
uma pesquisa de campo comos estudantes da escola que participaram do minicurso,
gue ocorreu em quatro encontros, aos sabados, na prépria escola, de trés horas e
meia cada aula, e acompanhamento via WhatsApp durante o periodo. Os dados foram
coletados por meio de questionarios online, aplicados antes e depois do minicurso,
qgue avaliaram o interesse, a confianca, a satisfacdo e a expectativa dos alunos em
relacdo a Matematica e a OBMEP. Os resultados mostraram que o minicurso teve um
efeito positivo na motivagdo dos estudantes, aumentando o seu interesse pela
Matematica, a sua confianga em resolver problemas, a sua satisfacdo com o
aprendizado e a sua expectativa de participar da olimpiada de matematica. Com base
nos resultados positivos, foi sugerida a dire¢cdo da escola, por meio de carta, a
implantagcdo de um curso preparatorio permanente para a OBMEP na escola, que
pudesse ampliar o conhecimento e a motivacdo dos estudantes pelo estudo da
Matematica.

Palavras-chave: Teorema Chinés dos Restos; Minicurso; Treinamento Olimpico.



ABSTRACT

This study analyzes the motivational effects of a minicourse — "Olympic Training" — on
Basic Arithmetic, focusing on problems where the Chinese Remainder Theorem
guarantees a solution. It examines a group of students from both lower secondary and
upper secondary education levels at Professor Anténio Messias Gongalves da Silva
State School and their future participation in the OBMEP. Field research was
conducted with students who participated in the minicourse, held in four sessions on
Saturdays at the school itself, eachclass lasting three and a half hours, with additional
support through WhatsApp throughout the period. Data were collected through online
questionnaires administered before and after the minicourse, assessing students'
interest, confidence, satisfaction, and expectations regarding Mathematics and the
OBMEP. The results demonstrated that the minicourse had a positive effect on student
motivation, increasing their interest in Mathematics, their confidence in problem-
solving, their satisfaction with learning, and their expectation of participating in the
mathematics olympiad. Based on these positive results, a letter was sent to the school
administration suggesting the implementation of a permanent preparatory course for
the OBMEP at the school, aiming to further enhance students' knowledge and
motivation in studying Mathematics.

Keywords: Chinese Remains Theorem; Minicourse; Olympic Training.
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1.  INTRODUGAO

A Teoria dos Numeros tem como base a Aritmética e o Teorema Chinés dos
Restos (TCR) é um exemplo de conteudo que faz conex&o entre a Aritmética e a
Algebra. No primeiro século da nossa era, o0 matematico chinés Sun -Tsu propds o
seguinte problema. Qual é o numero que deixa restos 2, 3 e 2 quando dividido por 3,
5 e 7? Aresposta para esse problema foi 23. (Hefez, 2013, p. 253).

Lopes (2019, p. 37) destaca a importancia da Aprendizagem Baseada em
Problemas (ABP) no desenvolvimento de habilidades essenciais para o processo de
ensino — aprendizagem, especialmente o pensamento critico e a resolugdo de

problemas.

Os estudantes precisam encontrar a informagéo, analisar e sintetizar os
dados disponiveis, desenvolver projetos para a solugao de problemas e
continuamente ajustar e avaliar esse projeto. Isto ajuda no desenvolvimento
de qualidades essenciais como autonomia e autoconfianga. Quando o
conhecimento é centrado em um projeto ou problema, os estudantes podem
ver a relevancia do que eles devem aprender, particularmente a importancia
do conhecimento basico que é integrado e requerido pelo processo de
solugao dos problemas.

Quando um problema desperta a atengédo do estudante e este possui a base
tedrica para tentar resolvé-lo, sua autoconfianga aumenta. Mesmo que ele néao
consiga resolver a questdo de imediato, com algumas orientagdes, ele é capaz de
encontrar a solugao.

Pdlya (2006, p.4) faz a seguinte comparacéo,

A resolugéo de problemas € uma habilitagéo pratica como, digamos, o é a
natacgao. Adquirimos qualquer habilitagao por imitagéo e pratica. Ao tentarmos
nadar, imitamos o que os outros fazem com as maos e os pés para manterem
suas cabecgas fora d’agua e, afinal, aprendemos a nadar pela pratica da
natacdo. Ao tentarmos resolver problemas, temos de observar e imitar o que
fazem outras pessoas quando resolvem os seus e, por fim, aprendemos a
resolver problemas, resolvendo-os.

A proposta dessa pesquisa € despertar o interesse, pela Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escola Publicas (OBMEP), de um grupo de estudantes do Ensino
Fundamental Il (EF IlI) e Ensino Médio (EM) através da resolu¢ao de problemas que
TCR garante a solugéo. A escolha desse tema se baseia nas caracteristicas que os
problemas oferecem. Quando bem escolhidos, e reescritos com caracteristicas atuais,
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comuns aos estudantes, podem despertar o interesse, a criatividade e a curiosidade
matematica.

No portal da OBMEP (2022) podemos encontrar as informacgdes.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP é um
projeto nacional dirigido as escolas publicas e privadas brasileiras, realizado
pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada — IMPA e promovido com
recursos do Ministério da Educacdo - MEC e do Ministério da Ciéncia,
Tecnologia e Inovagéo - MCTI. Criada em 2005 para estimular o estudo da
matematica e identificar talentos na area, a OBMEP tem como objetivos
principais: Estimular e promover o estudo da Matematica no Brasil; Contribuir
para a melhoria da qualidade da educagdo basica, possibilitando que um
maior numero de alunos brasileiros possa ter acesso a material didatico de
qualidade; Promover a difusdo da cultura matemética; Identificar jovens
talentos e incentivar seu ingresso em universidades nas areas cientificas e
tecnoldgicas; Incentivar o aperfeigoamento dos professores das escolas
publicas e privadas, contribuindo com a sua valorizagdo profissional;
Contribuir para a integragdo das escolas brasileiras com as universidades
publicas, com os institutos de pesquisa e com as sociedades cientificas; e
Promover a inclusdo social por meio da difusdo do conhecimento

As escolas amapaenses participam da OBMEP desde sua primeira edi¢cao, em
2005, e depois da analise dos resultados apresentados nas justificativas, desta
pesquisa, chega-se a conclusdo de que seus resultados ndo tém atingidos todos os
objetivos da olimpiada.

Esteves (2014, p. 38) acrescenta,

[...] uma das abordagens que tentam explicar os resultados desfavoraveis
encontrados supdes que o ensino tradicional de Matematica em sala de aula
possui algo “errado”: ele ndo desperta o interesse dos alunos, de modo que
atinjam niveis mais elevados de proficiéncia na disciplina , diferentemente no
que ocorre nas competicoes

Nesse cenario um dos maiores desafios no processo de melhoria de resultados
na OBMEP, por parte das escolas publicas, e consequentemente da aprendizagem de
matematica, € o despertar do interesse dos alunos pelo estudo. Nesse sentido, a
pesquisa pretende analisar os efeitos motivacionais que a resolu¢gao de problemas
que o TCR garante podem causar em um grupo misto de alunos do Ensino
Fundamental Ile Ensino Médio da Escola Estadual Professor Antonio Messias
Goncalves da Silva (AMGS).

A metodologia a ser aplicada, sera uma pesquisa — agao, dividido em trés fases,

da seguinte forma:
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e A primeira fase compreende de uma avaliacdo diagndstica de opinides e
conhecimentos empiricos dos participantes a respeito do tema e suas experiéncias
com a OBMEP.

¢ A analise dos resultados da primeira fase e a oferta de um minicurso sobre

tema sera a segunda fase.

e Aterceira fase sera desenvolvida através de um questionario que avaliara os
resultados do minicurso e as mudancas no que diz respeito a OBMEP e aos
conhecimentos adquiridos.

Nesse sentido o trabalho traz no capitulo 1 uma proposta pedagdgica que é
justificada pela retrospectiva do Amapa, em particular, da Escola AMGS. Isto posto,
faz-se necessario a implantagdo de cursos preparatérios para o Olimpiada de
Matematica nas escolas do Amapa.

Ja o capitulo 2 traz o conteudo a ser utilizado como preparagao dos alunos para
o minicurso Treinamento Olimpico: Teorema Chinés dos Restos. Iniciamos esse
capitulo com os numeros Naturais, suas operacdes de adicdo, multiplicacdo e
divisibilidade. Destacamos também os numeros Inteiros e suas operacdes, vemos
também Congruéncia Linear e finalizamos com o Teorema Chinés dos Restos. Todos
material deste capitulo tem como referéncia Coutinho — 2010, Hefez — 2010, Hefez —
2013 e POTI - 2013.

No capitulo 3 traz a analise dos resultados obtidos com os questionarios
aplicados aos estudantes participantes do minicurso na Escola AMGS e as

consideragdes.
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2. PROPOSTA PEDAGOGICA

Com o propdsito de aprimorar o desempenho dos alunos em olimpiadas de
matematica, especialmente na OBMEP, propde-se a criagdo de um minicurso de
treinamento com foco em Aritmética. O conteudo programatico abrangera desde os
fundamentos da Aritmética basica até topicos mais avancados como Aritmética
modular e o TCR. A metodologia adotada sera a Aprendizagem Baseada em
Problemas, com a resolucédo de questdes desafiadoras e a exploracido de diferentes
abordagens para cada problema. Essa abordagem permitira aos alunos desenvolver
habilidades como o raciocinio légico, a criatividade e a capacidade de abstracéo,

essenciais para o sucesso em competicoes matematicas.

2.1 Aprendizagem Significativa

Esta pesquisa tem como objetivo analisar a aplicagdo do Teorema Chinés dos
Restos (TCR) e seus raciocinios associados na resolugdo de problemas, visando
compreender como essa abordagem influencia a motivagao de grupo de estudantes
do EF Il e EM da escola AMGS. Por meio da resolucdo de problemas,
demonstraremos como esses raciocinios sdo utilizados para solucionar questbes
envolvendo congruéncias

A teoria da Aprendizagem Significativa, de David Ausubel, sera nossa guia
neste processo. Ao relacionar os novos conhecimentos de aritmética com aqueles ja
adquiridos, garantiremos uma aprendizagem mais sélida e eficaz, fundamental para o

sucesso na aplicagao do TCR.

Aprendizagem significativa € um processo por meio do qual uma nova
informacao relaciona-se com um aspecto especificamente relevante da
estrutura de conhecimento do individuo, ou seja, este processo envolve a
interacdo da nova informagdo com uma estrutura de conhecimento
especifica. (Bomfim apud Moreira, 2011, p. 14).

A aquisicao de conhecimento € um processo complexo, que vai além da simples
memorizagdo de informagdes. A forma como aprendemos influencia diretamente
nossa capacidade de aplicar o conhecimento em diferentes contextos e ao longo da
vida.

A aprendizagem significativa € permanente e poderosa, enquanto a
aprendizagem desvinculada de um contexto de significado é facilmente
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esquecida e nao é facilmente aplicada em novas situagdes de aprendizagem
ou solugao de problemas. (Bomfim apud SOUZA, 2010).

2.2 Problema de Pesquisa

A matematica da Educacdo Basica desenvolve um papel importante,
fundamental e direto nos resultados das Olimpiadas Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas. Entre as areas da matematica comuns estudadas no ensino
fundamental e médio, como: Aritmética, Algebra, Geometria, Geometria Analitica,
Trigonometria, Porcentagem, Estatistica e Historia da Matematica, temos o campo da
Aritmética como um dos pilares para a solugdo de uma certa quantidade de problemas
da OBMEP.

A prova nacional, tem sido hoje um dos parametros para estimular e promover
o estudo da matematica, assim como um dos seus principais objetivos que é de
contribuir para a melhoria da qualidade da educacgao basica.

Desta forma, nesta pesquisa propde-se evidenciar o uso de problemas que o
TCR assegura a solugdo como fonte para desenvolver o interesse dos estudantes
pelos assuntos da Aritmética e Algebra na OBMEP. Pretendemos resolver tal
problema: Como poderemos ajudar a melhorar a participagédo de um grupo de alunos

em suas participagdes na Olimpiada de Matematica?

2.3 Hipdtese

Esperamos nessa pesquisa utilizarmos TCR como formade desenvolver e
despertar a curiosidade, a motivagao, o interesse e um melhor desempenho de um
grupo de estudantes do ensino basico para assuntos presentes na aritmética nas
provas da OBMEP.

Buscamos com essa proposta, alcangar e obter estudantes mais interessados,
bem como em outros conteudos matematico, ter alunos medalhistas, premiados, com
melhores resultados nas olimpiadas brasileiras de matematica das escolas publicas e
particulares do Amapa, a iniciar tais resultados na escola de ensino fundamental e
médio do estado, Escola Professor Antdnio Messias Gongalves da Silva, sendo o local

de aplicacédo de nossa pesquisa.
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Pretendemos com a utilizacdo de materiais correlatos a aritmética, como o
Programa de Iniciagao Cientifica - PIC, A Revista do Professor de Matematica — RPM
e outros diversos problemas criativos, curiosos e atrativos, construir e elaborar
métodos, caminhos, meios para a constru¢do do conhecimento, mostrando como os
problemas que utilizam o TCR ajudam de maneira diversas na manutengdo dos
assuntos da aritmética e na produgéo estratégica para uma maior amplitude em tais
conteudos, assim como o fato de aprimorar e habilitar os alunos para um melhor
raciocinio logico.

Este trabalho visa apresentar resultados significativos e espera atingir os fins
desejados quanto a uma melhora dos nossos discentes nos resultados das futuras
provas da OBMEP, um melhor rendimento, dedicacdo e um desempenho crescente
pela aritmética e a matematica, colaborando com futuros estudos referentes a temas

semelhantes.

2.4 Justificativa

Diante do retrospecto das escolas publicas amapaense em suas participacoes
na OBMEP cada tentativa de melhoria de seus desempenhos € de grande valia. Sem
politicas publicas estadual de incentivo a professores e alunos no que se refere as
suas participacbes na OBMEP os resultados apresentados na tabela abaixo nao
poderiam ser diferentes.

A Tabela 1 traz a soma das premiagdes dos estados nortistas em suas

participagdes na OBMEP nos de 2021,2022 e 2023 em ambito nacional.

Tabela 1 - Premiagéo dos estados nortistas (2021 — 2023)

Mencao

Ouro Prata Bronze Total
Honora

Acre 2 8 134 462 606
Amapa 0 4 135 157 296
Amazonas 27 89 265 2528 2909
Para 16 68 218 2368 2661
Rondobnia 4 13 146 1045 1208
Roraima 0 7 142 303 452
Tocantins 5 22 160 1422 1609
Rondobnia 4 13 146 1045 1208

Fonte: OBMEP em NuUmeros



16

Desde 2005, os dados indicam que o Amapa continua apresentando resultados

menos significativos em ambito nacional. Essa tendéncia de desempenho também se

manifesta nos anos anteriores da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas

Publicas (OBMEP).

A tabela 2, apresenta os resultados das escolas do Amapa na OBMEP desde

2005. A escola AMGS tem uma tabela nas conclusdes sobre o minicurso.

Tabela 2: Desempenho das escola amapaenses na OBMEP (2005 — 2023)

Mencao

Ano Ouro Prata Bronze Total
Honrosa

2023 0 3 12 100 115
2022 0 0 61 31 92
2021 0 1 62 26 89
2019 1 1 61 88 151
2018 0 2 61 49 112
2017 0 0 62 64 126
2016 0 0 60 30 90
2015 0 2 61 64 127
2014 0 1 60 35 96
2013 0 1 60 17 78
2012 0 0 15 16 31
2011 0 0 15 23 38
2010 0 0 15 24 39
2009 0 0 15 21 36
2008 0 1 15 26 42
2007 0 0 15 26 41
2006 0 15 15 24 54
2005 0 15 15 98 128

Fonte: OBMEP em Numeros

O OBMEP Noticias (2022). mostra que incentivos aos medalhistas sao

diversos,

[..] alunos premiados pela OBMEP passam a ter acesso a um novo mundo,
no que sao incentivados a aprofundar os estudos. Convidados a
participar do Programa de Iniciagdo Cientifica (PIC), os medalhistas
comparecem as aulas de matematica em instituicdes de ensino superior da
sua regido e os estudantes de escolas publicas recebem auxilio financeiro
mensal. Em casos de familias de baixa renda, o auxilio cobre a mensalidade
de internet da casa ou outros materiais de estudo.



17

Depois de dois anos sem atividades presenciais nas escolas devido ao
isolamento social, necessario, por causa da pandemia de COVID-19 ainda estamos
nos recuperando de tantas perdas.

Senhoras (2020, p. 25) acrescenta,

[...] com os estudantes em isolamento social, recomendado pela
Organizacdo Mundial de Saude (OMS) e seguido pela maioria dos paises
membros, considerou-se a possibilidade de aulas remotas. Usar a internet
como ferramenta para aprendizagem parecia ser a melhor alternativa.
Entretanto, os proprios governos estaduais eprofissionais da educacéao foram
surpreendidos com a constatagéo da precariedade em que vivem as familias,
sem recursos tecnolégicos em casa, assim como moradias diminutas onde
vivem muitas pessoas e que impossibilitam um ambiente proprio ao estudo.

Nesse cenario, a pesquisa traz: a resolugao problemas que utilizam TCR para
ajudar a despertar o interesse dos alunos do Ensino Fundamental 1l e Médio em suas
futuras participagdes na OBMEP, como uma proposta metodoldgica que incentive os
alunos da Escola Estadual Anténio Messias da Silva a estudar matematica e

consequentemente melhore os desempenhos na OBMEP.

2.5 Objetivo Geral

Analisar as influéncias motivacionais que problemas que o TCR garante
solucdo juntamente com toda teoria de Aritmética e Algebra necessaria em suas
resolugoes, pode causar em um grupo de alunos do EF |l e EM escola AMGS em suas

futuras participagdesna OBMEP.

2.6 Objetivos Especificos

o Apresentar a teoria necessaria para resolu¢ao dos problemas propostos.

o Analisar as técnicas de resolucdo de problemas que envolva aritmética e o
TCR, através de uma lista de problemas, antes do contato dos alunos com o conteudo
a ser trabalhado.

o Explicar a importancia da Aritmética e do TCR nas provas da OBMEP.

o Resolver problemas ja utilizados na OBMEP que justifique a necessidade do
aprendizado do conteudo.

o Analisar os resultados das resolugcbes de problemas que envolvam o TCR

depois dos conteudos serem trabalhados.
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o Entregar para a direcdo da Escola Estadual Anténio Messias Gongalves da
Silva uma carta com a proposta de criagdo de um curso preparatorio voltado para
OBMEP.

2.7 Metodologia

A metodologia de pesquisa utilizada para a analise foi a pesquisa-agao que
investigara um grupo de estudantes do Ensino Fundamental (EF) Il e Ensino Médio
(EM) da Escola AMGS, visando analisar o quanto a resolugéo de problemas, cujos TCR
garante a solugao, pode incentivar o interesse dos estudantes e, consequentemente,
aprimorar seu desempenho em Aritmética e Algebra na OBMEP.

A pesquisa-agdao combina a acao pratica com a investigacao sistematica. Em
outras palavras, € um processo no qual os pesquisadores se envolvem ativamente na
transformacdo de uma situacdo, a0 mesmo tempo em que investigam essa
transformacdo. Essa abordagem ¢€ especialmente utii em contextos sociais,
educacionais e organizacionais, onde se busca nao apenas compreender um

problema, mas também encontrar solugdes praticas para ele.

[...] um tipo de pesquisa com base empirica que é concebida e realizada em
estreita associagdo com uma acdo ou com a resolugao de um problema
coletivo e no qual os pesquisadores e participantes representativos da
situacdo ou do problema estdo envolvidos de modo cooperativo ou
participativo. (Thiollent apud Gil, 2007, p.55).

A pesquisa- agao € compreendida em quatro etapas;

Diagnosticar a situagdo problema na pratica; Formular estratégias de acao
para resolver o problema; Pér em pratica e avaliar as estratégias da agao; O
resultado pode levar a uma novo esclarecimento e diagnéstico da situagéo
problematica, entrando assim num espiral de reflexdo e de agéo (Francischett
apud Lewin, 2000, p. 167).

A selecao dos participantes foi realizada por meio de carta-convite entregue aos
estudantes das turmas e assinada pelos responsaveis (Apéndice D). Foram

autorizados 25 estudantes, distribuidos da seguinte forma.
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Tabela 3: Distribuicdo dos estudantes por série e sexo.
8°ano (EF) 9°ano (EF) 12 série(EM) 22 série (EM)  Total

Homem 2 5 4 4 15
Mulher 1 3 0 6 10
Total 3 8 4 10 25

Fonte: Do autor

A idade dos estudantes, publico-alvo da pesquisa, varia entre 13 e 16 anos.
Considerando que esta pesquisa de campo capacite esse grupo diversificado, ela
pode atender e produzir efeitos positivos, interesse e estimulos em um universo maior
de estudantes, proporcionando conhecimentos progressivos e aprimorados em
Aritmética e Algebra, consequentemente, superior desempenho em matematica e nas
provas da OBMEP. Os estudantes participantes da OBMEP s&o divididos em 3 (trés)
niveis, de acordo com o grau de escolaridade em que estiverem matriculados, no

momento da inscricdo, conforme quadro abaixo:

Quadro 1 - Niveis de cada série na OBMEP

Nivel Grau de Escolaridade
1 6° ou 7° anos do Ensino Fundamental
2 8° ou 9° anos do Ensino Fundamental
3 Ensino Médio

Fonte: OBMEP

A proposta pedagogica da pesquisa € a realizagdo de um minicurso
intitulado Treinamento Olimpico: Teorema Chinés dos Restos, utilizando materiais do
Programade Iniciagao Cientifica Junior — PIC — e diversos problemas da Revista do
Professorde Matematica — RPM — outros variados problemas divertidos, curiosos,
recreativos e ludicos.

Na primeira fase faremos avaliagdes diagndsticas de opinides e conhecimentos
trazidos pelo nosso alunado, publico-alvo dessa pesquisa, no decorrer de sua
trajetéria estudantili e em provas da OBMEP. Para tanto, faremos aplicagdo de
questionarios, com a finalidade de analisar as caracteristicas dos nossos
participantes, seu aprendizado, suas experiéncias e habilidades com assuntos da

Aritmética.
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Foto 1 - Material distribuido aos estudantes.

Fonte: Do autor

Para garantir a validade e a uniformidade dos resultados e controlar as
variaveis, como a alimentagdo dos estudantes e minimizar possiveis influéncias
externas que poderiam distorcer os dados. O pesquisador ofereceu todos os materiais
necessarios, incluindo alimentagao, para ajudar a manter a adesao e assegurar que
todos os estudantes tenham acesso as mesmas condi¢gbes durante o experimento,

promovendo a equidade e a integridade da pesquisa.

Foto 2 - Organizacéo da sala de aula

Fonte: Do autor
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A direcao da escola, comprometida em ajudar, garantiu um ambiente espagoso
e adequadamente climatizado para a realizacdo da pesquisa. Este cuidado foi
fundamental para assegurar o conforto e a concentragdo dos estudantes e
pesquisador, permitindo-lhes focar nas tarefas sem distracdes causadas por

condigdes fisicas inadequadas.

dantes do minicurso.
“‘:’V == ———

Fonte : Do autor

Ao proporcionar este ambiente, a diregao contribuiu para a manutengao dos
equipamentos em perfeito estado de funcionamento, evitando falhas que poderiam
comprometer a integridade dos dados coletados. Com esta infraestrutura bem
planejada, a escola demonstrou seu apoio a integridade e confiabilidade da pesquisa,
promovendo um espaco propicio para a obtencao de resultados validos e uniformes.

Na segunda fase, depois de ser avaliados os resultados e diagndsticos na fase
anterior, realizaremos o minicurso, com intuito de auxiliar, incentivar e despertar o
interesse desses discentes, construindo com eles um olhar diferenciado, ampliado e
aperfeicoado da Aritmética, na perspectiva de resultados mais relevantes nas
Olimpiadas Brasileira de Matematica. No desenvolvimento dessa etapa, faremos uso
de um apostilado com problemas que utilizam o TCR, vamos explanar, explicar tais
problemas e posteriormente apreciar e examinar como esse grupo de estudantes
desenvolvem suas solugdes com o Teorema Chinés dos Restos e suas habilidades
adquiridas e aperfeicoadas na Aritmética.
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Foto 4 - Aula 02: Professor Lacerda o e estudantes do minicurso.

Fonte: Do autor

Nessa foto os alunos estédo resolvendo questdes, Isso ajuda a identificar quais
areas precisam de mais foco e quais métodos de ensino sdo mais eficazes. Além
disso, as respostas dos alunos fornecem dados valiosos sobre suas dificuldades e
pontos fortes, permitindo ajustar o conteudo do minicurso para atender melhor as suas

necessidades.

Foto 5 - Aula 03 — Alunos em aula.

Fonte : Do autor
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Além disso, resolver questbes em um ambiente de pesquisa incentiva a pratica
ativa e o0 engajamento, o que é crucial para consolidar o aprendizado. Essa pratica
também oferece uma oportunidade para testar diferentes abordagens pedagogicas e
ver como os alunos respondem a elas.

E comum que os alunos tenham muitas duvidas quando estdo estudando
sozinhos, em casa, e essa falta de orientagdo provoca no estudante um desanimo que
pode corroborar para o desinteresse pelos estudos. O Treinamento Olimpico contou
com monitoramento de dois professores (Prof. Jonas Rodrigues e Prof. Alberto
Lacerda) em sala de aula e um grupo no WhatsApp, onde os alunos poderao falar
sobre suas duvidas. E como € comum que varios alunos tenham a mesma duvida elas
serdo anotadas pelo pesquisador e respondidas, em horario acordado entre alunos e
pesquisador, através de video conferéncia pela plataforma Google Meet.

Na terceira e ultima fase, utilizaremos um novo questionario abordando o que
foi tralhado no minicurso: os problemas propostos, a nova visao de Aritmética a partir
do que foi estudado e resolvido, a expectativa dos alunos na prova da OBMEP depois
do que foi construido, as contribuicdes no estudo da Matematica, o que foi ou ndo
relevante para os estudantes e os aspectos positivos com os estudos do TCR na vida

dos educandos.

Foto 6 - Aula 04 Revisdo - Professor Lacerda e estudantes do minicurso

Fonte : Do autor

Diante dos resultados coletados por meio dos questionarios, do minicurso, e

das avaliagdes feitas, isto €, do que foi desenvolvido e trabalhado em nossa pesquisa
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- acao, iremos analisar o que foi acrescentado, ampliado e aprimorado nesse grupo
de estudantes em estudo em relacdo aos conteudos de aritmética; como ficou o
interesse e a motivacdo pela matematica e na OBMEP; o ponto de vista dos
estudantes na utilizacdo do TRC como método de resolucido de problemas nas
Olimpiadas; diagnosticar os parametros positivos e negativos dentro do que foi
analisado nos questionario pelo pesquisador. A proposta é atingir os objetivos,
apresentando fundamentos e referéncias para alicergar as hipéteses que nos levaram

a desenvolver essa pesquisa.
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3. O TREINAMENTO OLIMPICO

Este capitulo apresenta os conteudos ministrados em nossa proposta
pedagogica: o minicurso intitulado "Treinamento Olimpico".

Comecaremos com o conjunto dos Numeros Naturais. Na sequéncia, veremos
os Numeros Inteiros e, por fim, a Aritmética Modular Basica. A primeira aula (Plano de
aula 01 — Apéndice E) , cujos temas sao: “Numeros Naturais e Numeros Inteiros",
sera dedicada a revisdo, ampliacdo e aprofundamento dos conceitos e defini¢cdes da
aritmética de certos assuntos ja conhecidos pelos estudantes.

No segundo momento do minicurso, aula 02 (Plano de aula 02 — Apéndice E),
cujo tema é "Introdugao as Congruéncias e Propriedades da Congruéncia Modular".
Na terceira aula (Plano de aula 03 — Apéndice E), discutiremos "Congruéncias em
Somas, Produto, Cancelamentos e o Teorema Chinés dos Restos". Vamos introduzir
e ensinar as funcionalidades e os estudos do TCR. A aula 04 (Plano de aula 04 —
Apéndice E) sera dedicada a avaliagbes, com a aplicagdo de uma prova e um
questionario avaliativo.

O minicurso tera uma carga horaria de 4 aulas de 3,5 horas cada, totalizando
14 horas de ensino presencial, além das aulas presenciais, os estudantes serao
acompanhados pelo aplicativo WhatsApp e Google Meet durante o periodo do

minicurso, que funcionarao como “canais tira — duvidas” dos estudantes.

31 Os Numeros Naturais

Hefez (2010) os numeros naturais sado representados matematicamente
como N = {1,2,3,..}, onde o conjunto comeca a partir do numero 1 e segue

infinitamente em ordem crescente. Vejamos algumas de suas propriedades:

3.1.1 Propriedades dos Naturais

Hefez (2010) os numeros naturais possuem diversas propriedades, como a
propriedade da adigdo e da multiplicagcao associativas e comutativas, a existéncia de
identidade aditiva e multiplicativa, a propriedade distributiva da multiplicacdo emrelagao
a adicao,entre outras.
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Além disso, os numeros naturais sdo fechados sob as operacgdes de adicao e
multiplicag@o, ou seja, a soma ou o produto de dois numeros naturais é sempre outro
numero natural. Conforme mencionado, os numeros naturais possuem varias
propriedades.

Hefez (2010) traz algumas dessas propriedades descritas assim:

1. Associatividade de Adicdo: Para quaisquer trés numeros naturais,
digamos a,be ¢, a soma de (a + b)+ ¢ éigual a a + (b + ¢). Em termos mais
simples, a ordem em que somamos trés numeros naturais nao afeta a total.

2. Associatividade da Multiplicacdo: Da mesma forma, para quaisquer trés
numeros naturais a, b e ¢, o produto de (@ X b) x c éigualaa x (b X c). A ordem
de multiplicacdo nao afeta o produto.

3. Comutatividade da adigédo: Para quaisquer dois numeros naturais, digamos a e
b,asomadea + b éigualab + a. Emtermos simples, a ordem pela qual somamos
dois numeros naturais nao altera o total.

4. Comutatividade da Multiplicacdo: Da mesma forma, para quaisquer dois
numeros naturaisa e b, o produtode a x b éigualab x a. Aordemde multiplicagéo
nao afeta o produto.

5. Existéncia de Identidade Multiplicativa: Da mesma forma, os niumeros naturais
possuem um elemento de identidade denominado um (1), que serve como identidade
multiplicativa. Para qualquer numero natural a,a X 1 é igual a a.

6. Propriedade distributiva da multiplicagdo sobre a adigdo: Para quaisquer trés
numeros naturais a,b e ¢, o produtodea x (b + ¢) éiguala(a X b) + (a X c¢).Em
outras palavras, multiplicar um numero pela soma de dois outros numeros € o mesmo
que multiplicar o numero individualmente por cada um dos outros dois numeros e

depois somar os resultados.

3.1.2 Numeros Primos

De acordo com Hefez (2010, p. 31):

Os numeros primos sdo numeros especiais que desempenham um papel
fundamental na aritmética. Um ndimero primo é definido como um numero
natural maior que 1 que possui apenas dois divisores: 1 e ele mesmo. Uma das
caracteristicasmais interessantes dos nimeros primos é a sua capacidade de
representar outros numeros naturais quando multiplicados entre si. Essa
propriedade é conhecida comoo Teorema Fundamental da Aritmética. Essa
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decomposi¢do em fatores primos permite entender a estrutura dos nimeros
e simplificar operagbes como o calculo de divisores, determinagao de
multiplos, simplificacdo de fragdes e outras aplicagbes aritméticas.

Exemplo 1.

a) O numero 14 pode ser decomposto em fatores primos como 2 x 7.

b) O numero 15 pode ser decomposto em fatores primos como 3 x 5.
C) O numero 50 pode ser decomposto em fatores primos como 2 x 5 x 5,

Portanto, os numeros primos desempenham um papel importante na aritmética
ao permitir a representacdo dos numeros naturais por meio de suas multiplicidades

unicas.

3.1.3 O crivo de Eratostenes

Hefez (2010) um método muito antigo para se obter de modo sistematico

numeros primos € o chamado Crivo de Eratdstenes, devido ao matematico grego

Eratostenes.
1. Lista-se todos os numeros naturais a partir de 2 até o limite desejado n.
2. Comecando pelo numero 2, que sabemos ser primo, marcamos todos os

multiplosdele como compostos. Ou seja, todos 0s numeros maiores que 2 que sao
divisiveis por 2 sao considerados compostos.

3. Em seguida, avangamos para o proximo numero nao marcado, que sera o
proximoprimo. Nesse caso, € o numero 3, pois o numero 2 ja foi identificado como
primo. Marcamos todos os multiplos de 3 como compostos.

4. Repetimos o passo anterior até chegarmos a um niumero maior que vn Isso
ocorre porque, se um numero n fosse composto e tivesse um fator primo maior que
Vn, entdo esse fator teria um mdltiplo menor do n, que ja teria sido marcado como
composto no crivo.

5. Ao final do processo, os numeros nao marcados sao considerados primos.

Exemplo 2 Usar o crivo de Eratostenes para encontrar todos os numeros primos até
30:
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1. Criamos uma lista de numeros de 2 a 30.

2. Comegcamos com o numero 2 e marcamos todos os seus multiplos como
compostos: 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30.

3. Passamos para o proximo numero nao marcado, que € o 3, € marcamos 0S
multiplos de 3 como compostos: 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30.

4. Continuamos com o0 numero 5 e marcamos seus multiplos como compostos: 10,
15,20, 25, 30.

5. Seguimos com o numero 7 e marcamos seus multiplos: 14, 21, 28.

6. Continuamos marcando os multiplos dos numeros ndo marcados, mas quando

chegamos ao numero 11, percebemos que ele é maior que a raiz quadrada de 30
(aproximadamente 5,48), entdo n&o precisamos continuar.

Ao final do processo, os numeros nao marcados sao os primos: 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17,19, 23 e 29.

O crivo de Eratéstenes € um método eficiente para encontrar numeros primos
em um intervalo especifico, sendo usado até os dias de hoje como uma forma pratica

de gerar uma lista de primos.

Problema 1. Usando o Crivo de Eratdstenes. Determine os numeros primos

menores que 250.

Para encontrar todos os numeros primos até 250 usando a Crivo de

Eratostenes, vocé pode seguir estes passos:

1. Crie uma lista de numeros de 2 a 250.

2. Inicialize uma variavel, vamos chama-la de "p", para o primeiro numero
primo, que é 2.

3. Comegando em "p", marque todos os multiplos de "p" como numeros
nao primos dentro da lista.

4. Encontre o préximo numero na lista que seja maior que "p" e que nao

tenha sido marcado como nao primo. Defina este numero como o novo valor de

Ilp .
5. Repita os passos 3 e 4 até que "p" ultrapasse a raiz quadrada de 250.

6. Todos 0s numeros que permanecerem sem marcacao na lista sao
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nUMerosprimos.
Aqui esta o resultado da aplicacdo do Crivo de Eratdéstenes aos numeros
naturais até 250:
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,73, 79,
83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151,157, 163, 167,
173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241.

Tabela 4 - Primos menores que 250

Fonte: Hefez (2010)

Hefez (2010) diz que a diferenca minima entre dois numeros primos

consecutivos, a partir do numero 5, € sempre 2 unidades.

Exemplo 3.

a) Adiferencaentre 3e5¢é 2 (5-3 =2).
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b) Adiferencaentre 5e7¢é2(7-5=2).

C) A diferencaentre 11 e 13é2 (13 - 11 = 2).

Essa propriedade esta relacionada ao fato de que todos os numeros pares
maiores que 2 sdo compostos, ja que sao divisiveis por 2. Portanto, os numeros
primos consecutivos, excluindo 2 e 3, devem ter uma diferenga minima de 2 unidades.
Essa € uma caracteristica interessante e util no estudo dos numeros primos.

Dois primos consecutivos sao chamados primos gémeos se a diferenga entre
eles éigual a 2. Assim, consultando a tabela 2 encontramos os seguintes sdo pares
de primos gémeos: (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59), (61), (71,
73), (101, 103), (107, 109), (137, 139), (149, 151), (179, 181), (191, 193), (197),
199), (227, 229), (239, 241).

O que é surpreendente € que até o presente momento os matematicos
ainda ndo sabem dizer se os pares de primos gémeos formam um conjunto finito
ou infinito.

Trés primos consecutivos, por exemplo (3, 5, 7), serdao chamados primos
trigémeos se a diferenca entre cada dois primos consecutivos da terna é 2. Os primos
trigémeos sdo uma generalizagao da conjectura dos primos gémeos, que sugere que
existem infinitos pares de primos consecutivos cuja diferengca € 2. Esta conjectura
continua a ser uma area ativa de pesquisa na teoria dos numeros, e os matematicos
estdo continuamente explorando novas abordagens e técnicas para resolver essa

questao fundamental.

3.1.4 Teorema Fundamental da Aritmética

Hefez (2010) diz que o Teorema Fundamental da Aritmética € um dos conceitos
mais importantes e poderosos na teoria dos numeros, e sua compreensao € essencial
para uma variedade de aplicagbes em matematica e em outras areas.

O método do Crivo de Eratéstenes nos mostra que dado um numero natural a,
existe um numero primo po tal que ou a = p, ou a &€ um multiplo nao trivial de p,; isto
é,a = p, X a,com1 < a; < a.

Se a segunda possibilidade é verificada, segue que existe um numero primo

p1,talqueoua; = p,oua; = p; X ay,ondel < a, < a; < a. Assim,
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a = po X pp,oua = py X p1 X Pa.
Continuando a argumentagado para a,, temos a = p, X p; X p,, OU a = py X

p1 X py X ag, paraalgumprimop, e 1<az<a,<a; <a.

Note que desigualdades como a acima ndo podem continuar indefinidamente.
Essa observacao € fundamental, pois indica que o processo de fatoragao em primos,
conforme expresso pelo Teorema Fundamental da Aritmética, eventualmente chegara
a um fim, ou seja, ndo é possivel continuar decompondo um numero em fatores primos
menores indefinidamente. Eventualmente, o processo atingira um ponto onde os
fatores restantes ndo podem ser decompostos em numeros primos menores. Isso
demonstra a unicidade da fatoracdo em primos para cada numero inteiro maior que 1.
Logo, para algum r, o numero a, € um primo pr obtendo desse modo uma
decomposicao de a em fatores primos: a =p; Xp, * *© * Xp,.

Obtemos, assim, o seguinte resultado que se encontra no livro Os Elementos

de Euclides.

Teorema 1. Teorema Fundamental da Aritmética.

Hefez (2010) dado um numero natural a = 2, existem nameros primos p; < -+ <

p, enumeros naturais ndo nulos n4, ... ,n, tais que

além disso, essa escrita € unica.

3.1.5 Ciritério de divisibilidade

Para saber se um numero é divisivel por outro, basta efetuar a divisdo. Porem
existem formas de saber se um numero é divisivel por outro sem precisar efetuar a
divisdo. Essas formas sao os critérios de divisibilidade:

No Portal da OBMEP (2022) podemos encontrar:

o Divisibilidade por 2. Um nuamero é divisivel por 2 quando for par, ou seja,

quando o algarismo das unidades for igual a0, 2, 4, 6 ou 8.
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o Divisibilidade por 3. Um numero € divisivel por 3 quando a soma de seus
algarismos for divisivel por 3.
o Divisibilidade por 4. Um numero € divisivel por 4 quando:

* Os dois ultimos algarismos que o comp®de for divisivel por 4; ou

* Os dois ultimos algarismos que o compde forem iguais a zero.
o Divisibilidade por 5. Um numero é divisivel por 5 quando termina em 0 ou 5.
° Divisibilidade por 6. Um numero € divisivel por 6 quando for divisivel por 2 e por
3 ao mesmo tempo.
o Divisibilidade por 9. Um numero é divisivel por 9 quando a soma de seus
algarismos for divisivel por 9.
o Divisibilidade por 10, 100, 1000. Um numero é divisivel por 10 quando
termina em zero. E divisivel por 100 quando termina em dois zeros, em 1000 quando

termina em trés zeros, assim por diante.

3.1.6 Decomposi¢cao em Fatores Primos

A decomposicdo em fatores primos € o processo de expressar um numero
inteiro como o produto de numeros primos. Cada numero inteiro maior que 1 pode ser
decomposto em fatores primos de uma maneira Unica, até a ordem dos fatores.
Vejamos um exemplo: Decomponha em fatores primo o niumero 144.

Usando os critérios de divisibilidade, escolhe-se adequadamente e o primeiro
numero primo que deveremos usar para fazermos a divisdo. Nesse exemplo temos
um numero par, isto &, divisivel por 2 e que também é multiplo de 3. E indiferente qual
deles sera usado primeiro.
1°)  Da esquerda para direita divide-se o primeiro algarismo de 144 por 2 (ou 3).
Nesse caso néo é possivel pois 2 nao divide 1 (3 ndo divide 1). Nesse caso teremos
de usar os dois algarismos da esquerda para direita, 14. Na divisdo por 2 teremos o
quociente 7 dezenas e resto 0 dezenas (na divisdo por 3 teremos quociente 4 dezenas
e resto 2 dezenas). O resto da divisao por 2 deve-se somar ao proximo algarismo, isto
€, 0 dezenas + unidades = 4 unidades, que dividido por 2 da um quociente igual a 2
unidades. Teremos agora 7 dezenas + 2 unidades = 72 unidades. (no caso de
dividirmos 14 dezenas por 3, termos como quociente 4 dezenas e como resto 2

dezenas. Como fizemos na divisdo por 2, deve-se somar este resto ao proximo
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algarismo do numero, isto é, 2 dezenas + 4 unidades = 24 unidades, que dividido por
3 da um quociente igual a 8 unidades. Teremos agora 4 dezenas + 8 unidades = 48
unidades.

2°)  Agora temos 72 unidades na divisdo por 2 e 48 unidades na divis&o por 3. Do

3° ao 7° passos sao idénticos ao 1°.

1° 144
2° '
3°
4D

4

7

7

18 =144 =2 %2 x2x2x3Ix3
5° 9

3

1

Lo Lo by By B B2

ﬁl:l
?n

1° 144
2® 48
3° 16
4° 8
5 4
6° 2
7 1

=144 =2 x2%2=x2x3I =3

B B B by Lo L

Problema 2. Decomponha em produtos de primos os seguintes numeros: 4, 6, 8,
28, 36, 84, 320 e 2597.

3.2 Os Numeros Inteiros

Hefez (2010) dados dois numeros naturais (a)e (b), o numero (b - a) s6
esta definido quando (b > a). Caso contrario como remediar esta situacdo? O jeito
que os matematicos encontraram para que seja sempre definido o numero
(b - a) foi o de ampliar o conjunto dos nimeros naturais (N) formando um novo
conjunto (Z) chamado de conjunto dos numeros inteiros, cujos elementos sao

dados ordenadamente como segue

/_\—bv/—_?\—h— /—_\—» /_\- — /-_ 1 —h—/'_ | — /_ ] o— e
3OO~~~
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Os numeros a esquerda do zero sao chamados de numeros negativos e
os a direita sdo chamados de numeros positivos. Os pares de numeros 1 e -1,
2e -2, 3 e -3 etc., sdo chamados de numeros simétricos. O elemento 0, que ndo

€ nem positivo, nem negativo, € o seu proprio simétrico.

Neste conjunto Z destacam-se os seguintes subconjuntos:

. Conjunto Z* dos inteiros ndo nulos (# 0)
Z'={xe€Z;x +0}={F1,¥2,¥3,...}

o Conjunto Z, dos inteiros ndo negativos (= 0):
Z,={x€eZ;x=>0}=1{0,1,2,3,...}

o Conjunto Z_ dos inteiros ndo positivos (< 0):
Z_-={x€Z;x<0}={0,—-1,-2,-3,..}

. Conjunto Z} dos inteiros positivos (> 0):

7, ={x€Z;x>0}=1{1,23,..)}

) Conjunto Z* dos inteiros negativos (< 0):

Zr ={x € Z;x <0} ={-1,-2,-3,..}

Os inteiros positivos sdo também denominados inteiros naturais e por isso o

conjunto dos inteiros positivos é habitualmente designado pela letra N(N = Z%).

3.2.1 Propriedade dos Inteiros

O conjunto Z dos inteiros munido das operagdes de adi¢gdo (+) e multiplicagao
(x) possui as propriedades fundamentais que a seguir enumeramos, onde a, b e ¢ séo
inteiros quaisquer, isto €, elementos de Z:
1. Fechamento: A soma, subtragcdo e multiplicacdo de dois numeros inteiros
resultam em outro numero inteiro. Por exemplo, a soma de dois inteiros sempre € um
inteiro.
2. Associatividade e Comutatividade: As operacgdes de adigao e multiplicagao sao
associativas e comutativas para numeros inteiros. Isso significa que a ordem em que
0s numeros sdo somados ou multiplicados nao afeta o resultado.

Por exemplo, ((a+b) + c =a+ (b +¢)) e (ab = ba).
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3. Identidade aditiva e multiplicativa: O zero € o elemento identidade para a adigao
de numeros inteiros, e o um € o elemento identidade para a multiplicagao de numeros
inteiros. Isso significaque (a + 0 = a)e (a X1 = a) para todo inteiro (a).
4. Distributividade: A multiplicacao é distributiva em relagcéo a adi¢do. Isso significa
que (ax (b+c) =aXx b+ aXxc) para todos os inteiros (a),(b) e (c).
5. Existéncia de inverso aditivo: Para cada inteiro ( a ), ha uminteiro ( —a ) tal que
(a + (—a) = 0). Isso significa que cada numero inteiro tem um inverso aditivo.
6. Existéncia de inverso multiplicativo (para os numeros inteiros ndo nulos): Se
(a)e (b)saointeirose(ab = 1),entdo (a)e (b) sao inversos multiplicativos um
do outro. Porém, nem todos os inteiros tém inversos multiplicativos. (0o zero nao
possui).
7. Principio da Indugéo: O Principio da Indugao é uma ferramenta fundamental na
matematica para provar afirmagdes sobre numeros inteiros positivos. Ele afirma que
se uma afirmagao é verdadeira para (n = 1) e se ela € verdadeira para (n = k),
entdo ela também é verdadeira para (n = k + 1). Essas sao apenas algumas das
propriedades dos numeros inteiros que sao estudadas e aplicadas em diversos ramos
da matematica e ciéncias.

As propriedades das relagdes de ordem entre os numeros inteiros sio:
1. Lei da Tricotomia: Para todo numero inteiro a diferente de zero, temos que
(a < 0)ou(a > 0). Em outras palavras, todo numero inteiro € negativo, zero ou
positivo, e esta em uma dessas categorias de acordo com sua relagéo de ordem.
2. Transitividade: Se a < b e b < c, entdo a < c. Esta propriedade afirma
gue se um numero inteiro € menor que outro, e este segundo numero € menor que
um terceiro numero, entado o primeiro numero também € menor que o terceiro.
3. Adicao de Constante em Ambos os Lados: Se (a < b),entdo(a + ¢ < b +
¢ ). Adicionar a mesma constante aos dois lados de uma desigualdade preserva a
ordem dos numeros.
4. Multiplicagao por constante positiva em ambos os lados: Se (a < b) e (¢ >
0),entdo (a x c < b X c).Multiplicar ambos os lados de uma desigualdade por uma
constante positiva preserva a ordem dos numeros.
5. Multiplicagdo por constante negativa em ambos os lados: Se (a < b)e(c <
0),entdo (b X c < a X ). Multiplicar ambos os lados de uma desigualdade por uma

constante negativa inverte a ordem dos numeros.
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Essas propriedades sdo essenciais para manipular desigualdades e
compreender as relagdes de ordem entre os numeros inteiros. Elas sé&o
frequentemente usadas em provas matematicas e na solucdo de problemas que

envolvem comparagédo de numeros.

3.2.2 Multiplos Inteiros de um Numero

Para Hefez (2010), dado um inteiro a, consideremos o conjunto dos

multiplos inteiros de a:
aZ ={a x d; d € 7Z}.

Por exemplo 3Z = {0, 3,6, 9,12, ....}.

3.2.3 Minimo Multiplo Comum (M.M.C)

Se (a,b € Z) sdo ambos n&o nulos, mesmo que ndo sejam ambos positivos,
entdo o minimo multiplo comum de a e b denotado por mmcla, b] € o menor multiplo
comum positivo; ou seja, 0 menor elemento positivo do conjunto

aZ N bZ.

Exemplo 5. Qual o mmc de 4 e 67

Mualtiplosde6 0 6 12 18 24 30 36
Multiplosde4 0 4 '8 12 16 20 24

mmc[6,4] = 12
Observe que nao faz sentido perguntar qual maximo multiplo comum entre dois
numeros, pois estes, assim como os numeros inteiro, sdo infinitos. Também nao faz
sentido considerar o zero como sendo o menor multiplo comum entre dois numeros,
ja que o zero ¢ multiplo de qualquer numero. Note que mmcla, b] > 0, ou seja

mmcla, b] # 0 uma vez que estamos considerando somente multiplos positivos.

Exemplo 6.
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Maria e Joao estao fazendo exercicios em casa. Maria faz exercicios a cada 12
dias, e Jodo faz exercicios a cada 18 dias. Se hoje ambos comecaram a fazer
exercicios no mesmo dia, em quantos dias eles fardo exercicios no mesmo dia

novamente?

Solucgao:

Hefez (2010) aqui, precisamos encontrar o mmc de 12 e 18, pois o mmc nos
dara o menor multiplo comum de ambos os niumeros, representando o numero de dias

até que elesfagcam exercicios no mesmo dia hovamente.

Fatoragdo em numeros primos:

12 = 2?2 x 3
18 = 2 x 32
1. Escolha dos fatores primos comuns com os maiores expoentes.Os fatores

primos comuns com maiores poténcias sdo: (22) e (3?)
2. Multiplicacdo dos Fatores Primos Selecionados:
mmc(12,18) = 2% x 3% = 36.

Portanto, Maria e Joao fardo exercicios no mesmo dia novamente apds 36 dias.

Esse € um exemplo simples de como o mmc pode ser aplicado para resolver

problemas relacionados a intervalos de tempo ou eventos periodicos.

Problema 3. Trés ciclistas percorrem um circuito saindo todos ao mesmo tempo, do
mesmo ponto, e com o mesmo sentido. O primeiro faz o percurso em40 s, o segundo
em 36 s e o terceiro em 30 s. Com base nessas informacgdes, depois de quanto tempo

os trés ciclistas se reencontrardo novamente no ponto de partida pela primeira vez?

3.2.4 Maximo Divisor Comum (MDC)
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Dados dois numeros inteiros a € b nao simultaneamente nulos, o maior
divisor comum de a e b sera chamado de maximo divisor comum de a e b e sera
denotado por mdc(a, b).

Note que

mdc (a,b) = mdc (b, a).

O problema de determinar o mdc de dois numeros € bem simples quando

0S numeros sdo pequenos, pois neste caso podemos listar todos os divisores

comuns desses nimeros e escolher o maior deles, que sera o mdc(a,b).

Exemplo 7. Calcular mdc(12,18).

a) Determinamos os divisores de 12, que séo:
+1,+2,43,+4,+6,1+12;

b) Determinamos os divisores de 18, que sao:

+1,+2,43,+6,19,+18.

C) Tomando o maior divisor comum de 12 e 18 obtemos:
mdc(12,18) = 6.

Podemos utilizar a decomposi¢do simultdneas, em fatores primos, para

determinarmos mdc(12,18). Vejamos:

a) Fatoracdo em numeros primos:

12=2x2x3 12,18 | 2 «— (2 divide 12 e 18)
69 | 2

18=2x3x3 3,9 | 3 «— (3divide3e9)
1,3 |3
1,1

b) Escolha dos fatores primos.

Os fatores primos comuns que dividiram simultaneamente ambos os numeros
séo 2e 3.
C) Multiplicagdo dos fatores primos selecionados: mdc(12,18) = 2 x 3 = 6. No
entanto, quando um dos dois numeros for grande, esse método fica impraticavel, pois
achar os divisores de um numero grande é muito complicado. O que fazer entao?

Euclides, trés séculos antes de Cristo, nos da uma solugcdo para este problema
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descrevendo um algoritmo muito eficiente para fazer este calculo. O Algoritmo de
Euclides, como é conhecido o método por ele desenvolvido. O algoritmoé baseado no

seguinte resultado:

Proposi¢gao 1. Um numero d é divisor comum de a e b, ndo ambos nulos, se, e
somente se, ele é um divisor comum de a e b— a.

Tomando o maximo divisor comum, obtemos a seguinte identidade:
mdc(a,b) = mdc(a,b — a), que permite ir reduzindo sucessivamente o

calculo do mdc de dois nUmeros cada vez menores.

Exemplo 8. Calcule o mdc(3264,1234)Vamos utilizar a proposi¢ao anterior.

mdc(3264,1234) = mdc(1234,3264 — 1234) =
mdc(1234,2030) = mdc(1234,2030 — 1234) =
mdc(1234,796) = mdc(796,1234 — 796) =
mdc(796,438) = mdc(796 — 438,438) =
mdc(358,438) = mdc(358,438 — 358) =
mdc(358,80) = mdc(358 — 80,80) =
mdc(278,80) = mdc(198,80) =

mdc(118,80) = mdc(38,80) =

mdc(38,42) = mdc(38,4) =

mdc(34,4) = mdc(30,4) =

mdc(26,4) = mdc(22,4) =
mdc(18,4) = mdc(14,4) = mdc(10,4) = mdc(6,4) = 2

As contas anteriores serdo abreviadas de modo drastico com o algoritmo
de Euclides para o calculo do mdc que iremos apresentar na secao 2.2.8 As
propriedades do Maximo Divisor Comum sdo importantes em varios contextos dentro

da matematica e em aplicagdes praticas. Hefez (2010), traz algumas elas:

a) Dois numeros inteiros a e b serdao primos entre si, ou coprimos, se (a,b) =
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1; ou seja, se o unico divisor comum positivo de ambos é 1. Portanto, dois inteiros a
e b, ndo ambos nulos, sdo primos entre si se os unicos divisores comuns de a e b
sdo 1 e -1, o que equivale a dizer que mdc(a,b) = 1.

b) Dois numeros primos distintos sao sempre primos entre si.

C) Dois numeros consecutivos sao sempre primos entre si. De fato,
podemos escrever os dois numeros na forman e n + 1, logo

mdc(n,n + 1) = mdc(n,n + 1 — n) = mdc(n, 1) = 1. (Hefez, 2010, p. 52)

3.2.5 Algoritmo de Euclides

Hefez (2010) diz que uma das propriedades mais importantes dos
numeros naturais éa possibilidade de dividir um numero por outro e expressar o
resultado como um quociente e um resto. Essa é a chamada divisdo euclidiana.

Teorema Sejam dados dois numeros naturais a € b, com a > 0 e b
qualquer, existem dois numeros naturais g e r, unicamente determinados, tais
queb = aq + r,com0 < r < a.

O numero b € chamado dividendo, o numero a divisor, 0s numeros g e r séo
chamados, respetivamente, quociente e resto da divisdo de b por a.

Note que dados dois numeros naturais a € b, nem sempre b € multiplo de
a, este sera o caso se, e somente se, r = 0.

Como determinar os niumeros q e r na divisao euclidiana?

o Caso b < a.Como b = 0.a + b,temosque q = Oer = b.
° Caso b = a. Neste caso, tomamos g = 1 er = 0.
° Caso b > a. Podemos considerar a sequéncia:

b —ab — 2a,...,b — na,

até encontrar um numero natural g talque b —-(q+ 1)a< 0,comb - ga = 0.
Assim, obtemos b = gqa + r,onder = b — qa e, portanto, 0 < r < a.
Por exemplo, para dividir o numero 54 por 13, determinamos os resultados

da subtragdo de 54 pelos multiplos de 13:

54 — 1.13 = 41,
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54 — 2.13 = 28,
54 — 3.13 = 15,
54 — 4.13 = 2,
54 — 513 = —-11 < 0.

Assim, a divisdo euclidiana de 54 por 13 se expressa como:

54 = 413 + 2.

Problema 3. Efetue a divisdo euclidiana nos seguintes casos:
a) de 43 por 3

b) de 43 por 5

C) de 233 por 4

d) de 1453 por 10, por 100, por 1000 e por 10 000.

Problema 4. Efetue a divisao euclidiana nos seguintes casos:
a) de —-43 por 3

b) de -43 por 5

C) de —-233 por 4

d) de -1 453 por 10, por 100, por 1 000 e por 10 000.

Hefez (2010) afirma que pelo Algoritmo da Divisdo Euclidiana nos Inteiros,
os restos da divisdo de um numero qualquer por a sao os numeros 0,1,...,a — 1.

Por exemplo, os possiveis restos da divisdo de um numero inteiro por 2
sdao r = 0 ou r = 1. Se um dado numero quando divido por 2 deixa resto
r = 0, ele édivisivel por 2, ou seja, ele é par. Se, ao contrario, esse niumero
deixa resto 1 quando dividido por 2, ele é impar. Assim, um numero € par se é
da forma 2q e é impar se é da forma 2q + 1, para algum inteiro q.
Problema 5. Mostre que de trés inteiros consecutivos um e apenas um deles é
multiplo de 3.

Solugdo: Suponha que os trés inteiros consecutivos sejam a,a +
1 ea + 2. Temos as seguintes possibilidades: a deixa resto 0,1 ou 2 quando

dividido por 3.
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1. Suponha que a deixe resto 0 quando dividido por 3, ou seja,
a = 3q. Logo,

a+ 1=3qg+ 1le

a+ 2 = 3q + 2.

Assim, um e apenas um dos trés numeros € multiplo de 3, a saber, a.

2. Suponha que a deixe resto 1 quando dividido por 3, ou seja,
a = 3q + 1.Logo,

a+1=3q + 2e

a+ 2 =39+ 3= 3(q + 1).

Assim, um e apenas um dos trés numeros € multiplo de 3,a saber, a + 2.

3. Suponha que a deixe resto 2 quando dividido por 3, ou seja,

a = 3q+2.Logo,
a+1=3q+3=3(@+ e
a+2 =3q+4 = 3(q+1)+1.

Assim, um e apenas um dos trés numeros € multiplo de 3,a saber,a + 1.

Problema 6. Mostre que dados trés numeros a, a + 2ea + 4,um e apenas
um deles é multiplo de 3. Usando este fato, mostre quea unica terna de primos

trigémeos é (3,5, 7).

3.2.6 Par ou impar?

Vamos aprender a lidar com os restos de divisdes de numeros inteiros por um
nuamero natural especifico, introduzindo uma nova forma de calculo chamada
aritmética modular ou aritmética dos restos. Este conceito simplificado nos ajudara a

entender melhor como os restos se comportam em diferentes divisdes.
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Segundo Hefez (2010, p. 58):
o A soma de dois numeros pares € par. De fato, os dois numeros podem ser
escritos na forma 2a e 2b, cuja soma é 2(a + b), logo par.
o A soma de dois numeros impares € par. De fato, os numeros sao da
forma2a + 1e2b + 1,cujasomaé 2(a + b + 1), logo par.
o A soma de um numero par com um numero impar é impar. De fato, um dos
ndameros é da forma 2a e o outro 2b + 1,cujasomaé 2(a + b) + 1,logo impar.
A paridade, isto é, a qualidade de ser par ou impar, da soma de dois
numeros s6 depende da paridade de cada um dos numeros e ndo dos numeros
em si.
o O produto de dois numeros pares € par. De fato, os numeros sendoda

forma 2a e 2b, temos que o seu produto € 4ab e, portanto, multiplo de 4, logo par.

o O produto de um numero par por um numero impar € par. De fato, um
numero da forma 2a e um numero da forma 2b + 1 tém um produto igual a
2a(2b + 1), que é par.
o O produto de dois niumeros impares é impar. De fato, sendo os numeros da
forma 2a + 1e2b + 1,0 seu produto & 2(2ab + a + b) + 1, logo impar.

Novamente, como no caso da soma, temos que a paridade do produto de
dois numeros s6 depende da paridade desses numeros € nao dos numeros em
Si.

Hefez (2010) diz que podemos decidir a paridade de uma expressao
complexa envolvendo produtos e somas de inteiros do modo a seguir.

Atribuindo o simbolo 0 aos niimeros pares e o simbolo 1 aos numeros impares,
as observagdes acima nos fornecem as seguintes tabelas que reagem a paridade das

somas e dos produtos dos numeros inteiros.

Por exemplo, se quisermos saber a paridade do nimero 200 x 11200 + 2119
nao sera necessario desenvolver as contas indicadas para saber se o resultado é par

ou impar. O que fazemos é substituir na expressdo acima o numero 20 por 0, por



44

ser par; e os numeros 11 e 21 por 1 por serem impares. Obtemos, assim, a
expressdo 010 x 1200 4 119 que operada segundo a tabela acima nos da 1T como

resultado. Portanto, o numero é impar. (Hefez, 2010, p. 58)

3.2.7 Zero, um ou dois?

Hefez (2010, p. 61) analisa a aritmética dos restos da divis&o por 3 na tabela

Tabela 5: Multiplos inteiros de 3

9 |8 |7
6 |5 |-4
3 |2 |-
0 1 | 2
3 4 |5
6 7 |8
9 |10 |11
0 1 2

Fonte: Hefez (2010)

Note que os numeros da primeira coluna sdo os multiplos de 3,0u seja,
os numeros que deixam resto nulo quando divididos por 3. Os numeros da
segunda e da terceira coluna sao, respetivamente, aqueles que deixam resto 1 e
2 quando divididos por 3.

Fazendo uma analise, nota-se que o resto da divisdo por 3 da soma ou do
produto de dois numeros s6 depende da coluna ocupada por esses numeros, ou
seja, s6 depende dos restos da divisdo desses numeros por 3 e nao dos numeros

em si.



45

Hefez (2010, p. 62) atribui o simbolo 0 aos niumeros da primeira coluna
(que sao os multiplos de 3) e os simbolos 1 e 2, respetivamente, aos nimeros que
ocupam a segunda e terceira coluna (que sdo 0os numeros que deixam restos 1 e
2, quando divididos por 3), obtemos o Quadro 2 que regem os restos da diviséo

por 3 das somas e produtos numeros naturais.

Quadro 2 — Restos na divisdo por 3 das somas e produtos de naturais

+10 1T 2 x |0 1 2
00 1T 2 0|0 0 0
1|{1 2 0 1(0 1 2
212 0 1 210 2 1

Fonte: Hefez (2010)

Problema 7. Usando as tabelas acima, ache o resto da divisdo por 3 do nimero 4% +
3230,

3.2.8 Algoritmo do MDC de Euclides.

O Lema de Euclides: Dados inteiros a e b, os divisores comuns deae b
sao 0s mesmos que os divisores comuns de a € b - c.a, para todo numero inteiro c
fixado.

Demonstracdo. Hefez (2010, p. 66) se d € um divisor comum de a € b, &
claro que d é divisor comum de a e de b - c.a. Reciprocamente, suponha que
d seja divisor comum de a e de b- c.a. Logo, d é divisor comumde b-c.a e
de c.a e, portanto, d é divisor de b. Assim, d é divisor comum de a e b.m

O Lema de Euclides nos diz que os divisores de comuns de a e b sdo os
mesmos divisores comuns de a € b - a.c, logo tomando o maior divisor comum em

ambos os casos, obtemos a féormula:

mdc(a,b) = mdc(a,b — a.c),
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0 que permite ir diminuindo passo a passo a complexidade do problema, até
torna-lo trivial.

Nada melhor do que um exemplo para entender o método. Vamos calcular
mdc(a,b),ondea = 162eb = 372.

Pelo Lema de Euclides, sabemos que o mdcdeaeb é o mesmoqueodeae
o de b menos um multiplo qualquer de a. Otimizamos os calculos ao tomarmos o
menor dos numeros da forma b menos um multiplo de a e isto é realizado pelo
algoritmo da diviséo.

372 =162.2+ 48

Assim, mdc(372,162) = mdc(372 — 162.2,162) = mdc(48,162). Apliguemos o
mesmo argumento ao par a; =48e b, = 162: 162 = 48.3 4+ 18.
mdc(372,162) = mdc(162,48) = mdc(162 — 48.3,48) = mdc(18,48)

Apliguemos novamente o0 mesmo argumento ao par a, = 18 e b, = 48:
48 =182+ 12

Assim, mdc(372,162) = mdc(48,18) = mdc(48 — 18.2,18) = mdc(12,18).
Novamente, 0 mesmo argumento para o par a; = 18 e b; = 12, nos da:

18=121+6

Assim, mdc(372,162) = mdc(18,12) = mdc(18 — 12.1,12) = mdc(6,12).
Finalmente, obtemos mdc(372,162) = mdc(12,6) = mdc(12 — 6.2,6) = mdc(0,6) =
6. Logo, mdc(372,162) = 6.

O procedimento acima pode ser sistematizado como segue:

quociente— 2 3 2 1 2
372 162 48 18 12 mdc=6
resto — 45 18 12 6 0
quociente— , 2 L 2
3?2#"4162% l18"’ 12
Resto —

O Algoritmo de Euclides usado de tras para frente nos da uma informacéao
adicional fundamental.

372 =2.162 + 48
162 = 3.48 + 18
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48 =2.18+ 12
18=1.12+6
Pondo em evidéncia os restos.
48 =372 — 2.162
18 =162 — 3.48
12 =48 —-2.18
6=18—-1.12
Onde,
6 =18 —1.(48 — 2.18)
6=18—-148+2.18=3x18—1.48
6 =3.(162— 3.48) —1.48 =3.162—-9.48 — 1.48 = 3.162 — 10.48
6 =3.162—10.(372— 2.162) = 3.162 —10.372 + 20.162
6 =162.23 —-372.10

Assim, podemos escrever: 6 = mdc(372,162) = 162.23 + 372.(—10). Este

método sempre se aplica conduzindo ao seguinte importante resultado:
Teorema. (Relagao de Bézout). Hefez (2010, p.70) dados inteiros a e b,
quaisquer, mas nao ambos nulos, existem dois inteiros nem tais que

mdc(a,b) = a.n + b.m.

Exemplo 12: Encontrar m e n inteiros tais que 60m + 42n = 6.

Quocientes 1 2 3
60 42 18
Restos 18 6

mde(60,42) = 6.

Onde,
18=60—42x1
6 =42 — 18 x 2, substituindo 18 =60 —-42 x 1

6 =42 — 2 x (60 —42 x 1) =42 —2 x 60 + 2 x= 60 x (—=2)+ 42 x (3).

6 = 60 x (—2)+ 42 x (3).
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Comparando com a equagéo original uma solugéo é m = —2 e n = 3. (Souza, 2014)

3.3  AAritmética dos Restos: Congruéncias

Agora vamos explorar a brilhante ideia de Gauss apresentada em seu livro
Disquisitiones Arithmeticae, publicado em 1811. Essa ideia envolve a criagdo de uma
aritmética baseada nos restos das divisdes por um numero determinado.

Souza (2014) faz o seguinte questionamento:

Em algum momento vocé ja se deparou com uma igualdade do tipo
“7 + 6 — 1" ?

Em que contexto uma igualdade como essa faz sentido? Sua resposta pode

ser um reldgio. Onde

Figura 1 OBMEP

Esse reldgio servira como base para um modelo que comegaremos a discutir a
Aritmética dos Restos.

Existem pessoas que preferem se referir a esse horario como treze horas (13h).
Portanto 13h equivale a 1h da tarde e a partir daqui comegaremos a representar essa
equivaléncia assim 13 = 1 (Ié-se: 13 é congruente a 1). Esses valores néo sao iguais,
eles sdo congruentes.

Nao esqueca que estamos fazendo essa equivaléncia em um reldgio que esta

dividido em doze parte. Entao é imediato que pensemos

14 = 2
15 = 3
20 = 8

Como o reldgio esta dividido em doze partes faz se necessario que essa

informacéo esteja bem clara para que seja entendida por outras pessoas. Porque
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veremos em seguida que nem sempre este reldgio, que vamos usar em aritmética dos

restos, sera dividido em 12 partes.
Entdo, para ficar claro em quantas partes dividimos o relégio escreveremos

assim:
13 =1 (mod 12) (Ié-se; treze é congruente a 1 modulo 12).
15 = 3 (mod 12) (Ié-se; quinze é congruente a 3 médulo 12).

20 = 8 (mod 12) (Ié-se; vinte é congruente a 8 modulo 12).

Como dissemos anteriormente, o relégio nem sempre sera dividido em 12

partes. Nesse proximo exemplo usaremos um reldgio dividido em 4 partes. Veja.

—e

Figura 2 - OBMEP

Usando a numeragao 0, 1, 2 e 3, ou seja, ao dividir o relégio em quatro partes,
estes numeros correspondem aos possiveis restos numa divisdo por quatro. Como é

que funcionara aqui? Vamos tomar, por exemplo o 6.

6 =2 (mod4) el0 = 2 (mod4)
como o seis e 0 dez sao congruentes a 2 mdédulo quatro, diremos entdo que os dois
numeros pertencem a mesma classe de equivaléncia, e isso significa que tanto o seis

quanto o dez, quando divididos por quatro, deixam o mesmo resto.

quociente resto quociente resto
=

6=4. 1 + 2 e 10=4. 2 + 2

Entao o seis e 0 dez sdo congruentes a 2 modulo quatro, 10 = 6 = 2 (mmod 4),

eles pertencem a mesma classe de equivaléncia. Isto é,
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o a classe daqueles numeros que deixam resto zero, na divisdo por quatro.
o a classe daqueles numeros que deixam resto um, na divisao por quatro.

o a classe daqueles numeros que deixam resto dois, na divisédo por quatro.
o a classe daqueles numeros que deixam resto trés, na divisdo por quatro.

Agora vamos definir matematicamente o que é congruéncia.

Definicdo 1. Congruéncia

Souza (2014) diz que para n > 1 um namero inteiro. Diz-se que a e b

(também inteiros) sdo congruentes modulo n se a e b deixam o mesmo resto quando

divididos por n e escreve-se a = b (mod n).

Retornando ao nosso problema inicial, podemos notar que: 7 + 6 =
13e 13 = 1 (mod 12). Vamos escrever que 7 + 6 = 1 (mod 12). Isto remete a
uma propriedade interessante que o modelo do relégio com a aritmética dos restos
nos permitira; que é a possibilidade de podermos somar e continuar trabalhando com
esses restos.

Quando arelacdo a = b (mod n),n > 1, for falsa, diremos que a e b nédo sdo
congruentes modulo n. Escreveremos, nesse caso a £ b (mod n).

Para verificar se dois numeros sdo congruentes modulo n, ndo € necessario
efetuar a divisdo euclidiana de ambos por n para depois comparar os restos. E

suficiente aplicar o seguinte resultado.
Proposicao 2. Suponha a, b,n € Z,comn > 1.
Tem-se que

a = b(modn) & ndivideb — a.

A demonstracao pode ser encontrada em Hefez (2010, p. 82)

3.3.1 Propriedades da Congruéncia Modular

A congruéncia modular satisfaz algumas propriedades que a tornam muito

semelhante a igualdade usual.
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Segundo Hefez (2010, p. 110) de acordo com a definicdo, é imediato que
a congruéncia em relagdo a um numero inteiro fixo n estabelece uma relagdo de
equivaléncia. Vamos enunciar isto explicitamente abaixo.

Sejan € N,comn > 1. Paratodo a,b,c € N, tem-se que:

o reflexiva todo numero é congruente médulo n a si proprio,
. simétrica se a = b(mod n), entdo b = a(mod n),
. transitiva se a = b(modn) e b = ¢ (mod n) entdo a = c(mod n);onde n é

um inteiro positivo.

As demonstragdes podem ser vistas em Coutinho (2010, p 48)

Exemplo 13: Verifique se 107 é congruente a 93 modulo 5.

Podemos usar o calculo direto:

a) Primeiro, subtraimos 93 de 107: [107 — 93 = 14].

b) Agora, verificamos se o resultado (14) é divisivel por 5: Como 14 nao é divisivel
por 5, e o resto dessa diviséo é 4.

c) Portanto, podemos escrever: [107 # 93 (mod 5)]. Pois 107 = 2 (mod5) e
93 = 3 (mod5).

Problema 9. Verifique se sédo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacdes:

a) 35 = 27 (mod 4).
b) 72 = 32 (mod 5).
c) 83 = 72 (mod 5).
d) 78 = 33 (mod 9).
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Problema 10. (OBMEP). Os pontos A, B, C, D, E, F, G e H séo fios de apoio que

uma aranha usa para construir sua teia, conforme a figura.

10 ]

19 " 3 7 15 H

14
13

F

Fonte: OBMEP

De cordo com a figura, em qual fio estara o numero 118?

Segue-se, da definicdo de congruéncia moédulon e das propriedades ja
vistas, o seguinte fato: Todo numero inteiro a € congruente médulo n a um e
somente um dos numeros 0,1, ... ,n- 1.

De fato, os possiveis restos da divisao de a por n sao precisamente osnumeros
0,1,...,n — 1, cujos restos da divisdo por n sao eles proprios, logo dois a dois nao
congruentesmodulo n.

As congruéncias possuem propriedades operatorias notaveis que

exploraremos a seguir.

3.3.2 Congruéncias e Somas

Proposicéo 3. Sejam a,,a,, b, b, inteiros quaisquer e seja n um inteiro maior
do que 1. Se a, = bl(modn) e a, = bz(modn), entdio a, t a, = b %
b, (mod n). Hefez (2010, p. 85)

3.3.3 Congruéncia e produto
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Proposicéo.4. Sejam a ,a,, b, ,b, inteiros quaisquer e seja n > 1.Se a; =
by (modn) e a, = b, (mod n), entéo a,.a, = b,.b,(mod n) Hefez (2010, p. 87).
Hefez (2010, p. 88) conclui que as congruéncias de mesmo moddulo
multiplicam-se membro a membro tal qual as igualdades.
Segundo Coutinho (2010, p. 61):
Proposicdo 5. Sea = a’' (modn) e b = b’ (mod n), entdo:
. a+ b =ad + b (modn);

. a-b =dad - b (modn).

Em particular,

. a® = (a')* (mod n), para qualquer k = 0.

3.3.4 Cancelamento

Souza (2014) propde que antes de falarmos de cancelamento em aritmética
modular, vamos resolver o seguinte problema:
2x = 6.
Resolver essa equagao do primeiro grau consiste em determinar o valor de
x que ao ser multiplicado por 2 o resultado é 6. E obvio que todos sabem a
resposta. Mesmo assim, seguimos resolvendo o problema assim:
2x = 2.3.
Tendo feito essa transformacdo de 6 em 2.3, podemos cancelar o 2 de
ambos os membros da igualdade.
2x=23=>x=3
Vamos agora resolver um problema de congruéncia parecido com o
anterior.
2x = 6 (mod 8)
Aplicando a mesma regra do problema anterior teremos:
2x =2 X 3(mod 8)
onde
x =3 (mod 8).

Note que, de fato, x = 3, pois
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2.3 =6 = 6 (mod 8).
O problema aqui, que ndo aconteceu no exemplo anterior, € que nés temos
outra solugdo que o nosso método deixou escapar. Essa outra solugcéo é x = 7.
Pois 2.7 = 14 = 6 (mod 8)

Teorema. Se a.g = f. g(modn) e se o mdc(g,n) = h, entdoa = f (mod %)

Corolario. Se a.g = f.g(modn)e se o mdc(g,n) = 1, entdo a = f(modn). As

duas demonstragdes podem ser vistas em (Hefez, p. 196, 2013)

3.3.5 Inversos Modulares

Coutinho (2010) diremos que aea’ sao inversos modulo n se a-a' =
1(modn). Neste caso, também dizemos que a’ é o inverso de a médulo n, e vice-
versa. Na tabela a seguir listamos cada um dos residuos distintos possiveis de
inteiros modulo 11, indicando o residuo do seu despectivo inverso. Note que 0
nao pode ter inverso modulo n ndo importa que valor n assuma, ja que

0-b = 0(modn)
qualquer que seja b € Z. Por isso sequer listamos zero entre os residuos na
tabela

Quadro 3 - Residuos maédulo 11

Residuo Invers<>11M6dqu
1 1
2 6
3 4
4 3
5 9
6 2
7 8
8 7
9 5

10 10

Fonte: Hefez (2010)

Vocé pode estar se perguntando como os inversos nesta tabela foram
obtidos. Embora exista uma maneira sistematica de calcular inversos moédulo n,

ela é trabalhosa demais para valer a pena aplica-la quando o moédulo n € um
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numero pequeno. Por isso, os inversos na tabela foram determinados por
tentativa. Em outras palavras, para achar o inverso de 2 médulo 11, multiplicamos

2 pelos inteiros de 2 em diante. Veja o quadro 4 dos inversos modulo 11.

Quadro 4
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o 0 0 O O O O0 O O0 O 0/]oO
1, 01,2 |3 4|56 /|7|8|09]|10
2 0 2 4 6 8 10 1 3 5 7]|9
3/0 /3|69 1|4 7|10/ 2|5]|8
4 0 4 8 1 59 2 6 10 3 7
5/0,5|10|4 9|3 8|2 |7 /|1]|6
6 0 6 1 7 2 8 3 9 4 10]|5
7/0,7|3|10 6|2 9|5 /|1 8] 4
8 0 8 5 2 10 7 4 1 9 6]|3
9/0,9|7|5 3|1 10/ 8|64/ 2
100 0 10 9 8 7 /6 5 4 3 2 1

Fonte: Souza (2014)

3.3.6 Aplicagdes

Iniciemos com o problema:

Exemplo 15. (Equagao Diofantina Linear) — De quantos modos podemos comprar

selos de cinco e de sete reais, de modo a gastar cinquenta reais?

5x+7y =50

onde x representa a quantidade de selos R$ 5,00 e y representa a quantidade de selos
de R$ 7,00. Portanto x e y ndo podem ser numeros negativos, pois ndo temos uma
quantidade negativa de selos. E bem facil de verificar que temos uma solugéo
particular quando x = 10ey = 0, mas isso n&o resolve o nosso problema, pois

precisamos encontrar todas as maneiras para resolver esse problema.
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Iremos resolver esse problema usando a técnica que estamos estudando, que
€ a aritmética modular. Para tanto iremos reescrever esta expressao, pensando em

modulo 5.

o 5x = 0x, pois 0 5 corresponde a classe 0, isto é, o 5 na divis&o pelo proprio 5
deixa resto 0. E o0 x, que ndo conhecemos, fica representado pela sua propria classe
X.

o 7y = 2y, pois o 7 corresponde a classe 2, isto é, o 7 quando dividido por 5,

deixa resto 2. E o0 y, que ndo conhecemos, fica representado pela sua prépria classe

y.

o 50 = 0, pois 50 corresponde a classe 0, isto €, o 50 na divisdo por 5 deixa resto
0.

Entdo a expressao equivalente a 5x + 7y = 50 fica assim:
0x+2y=0 (mod5)
ou
2y =0 (mod 5)

ou ainda

y = 5t, para qualquer t inteiro.

Substituindo y = 5t em 5x + 7y = 50 encontraremos x = 10 — 7¢t.

Quadro 5
t y =5t x=10—-7t
-1 -5 17
0 0 10
1 5 3
2 10 -4

Fonte: Souza (2014)

O problema original se transformou em um novo problema. Qual a classe,
mddulo 5, que ao ser multiplicada por numeros da classe 2 dardo resultados todos,
na classe 0?

Para descobrirmos a resposta para este problema, iremos construir um quadro

6 multiplicativo das classes modulo 5.
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Antes de mais, perceba que s6 temos, em vermelho, nas linhas e colunas os
numeros 0, 1, 2, 3 e 4. Isto acontece, pois 0 que esta por tras da aritmética modular
sdo propriedades que estudamos, na revisao tedrica, relacionadas as propriedades

dos restos.
Quadro 6

ol
=
N
W
|

B WIIN| =[O
OCTIEE I NI ]
SIS N

ENJOSTIN NSl |
DI = QI

Fonte: Souza (2014)

Como estamos trabalhando com (mod5), e como na divisdo por 5 temos
apenas estes restos, somente eles aparecem na tabela. (Souza, 2014)
A tabela é construida assim:
e Os zeros em verde sao os produtos de cada elemento das linhas pelas colunas ou
vice-versa 0.0 =0,0.1=10,02=0,03=0,04 = 0.
e Quando multiplicamos

23=3.2=6,

34=43=12,
33=9e
44 =16

esses numeros deveriam aparecer na tabela, mas ndo aparecem, isto acontece pelo
fato de estarmos trabalhando com classes de equivaléncias de aritmética modular, ou

seja, a classe dos restos. E s6 lembrarmos que

6 = 1 (mod 5), isto &, 0 6 deixa resto 1 quando dividido por 5.
9 = 4 (mod 5), isto é, 0 9 deixa resto 4 quando dividido por 5.
12 = 2 (mod 5), isto é, 0 12 deixa resto 2 quando dividido por 5.
16 =1 (mod 5), isto é, o 16 deixa resto 1 quando dividido por 5.

Voltando ao nosso problema:
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Qual a classe modulo 5, que ao ser multiplicada pela classe 2, da resultado na
classe 0?

Observando a quadro 7.

Quadro 7

-

Ol Ol Ol Dl | D

1N W | O

NI 1| =] W1 Ol W

W[ = BN O NI

B W NI = Ol =

B W NI = O

Fonte: Souza (2014)

Na classe 2, tanto faz olhar na coluna ou nalinha, o Unico lugar onde o resultado

do produto é 0 é quando multiplicamos o 2 por 0.

Concluséo: A classe que estamos procurando € a classe do 0.

2y = 0(mod5)

ou seja,

y = 0(mod5) ou ainda y = 5t, qualquer que seja t inteiro.

isto quer dizer que o y tem de assumir qualquer valor que, ao ser dividido por 5, deixe

resto 0, ou seja, algum numero que seja multiplo de 5.
Souza (2014) conclui que:
y ={..,—15,-10,-5,0, 5,10, 15, 20, 25, ...}
acontece que o enunciado problema nos impde uma limitagao: que € o fato de que y

representa uma quantidade de selos de R$ 7,00. Entdo, nenhuma solugéo negativa é
permitida para este problema.
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Agora vamos resolver o mesmo problema usando o mod 7.

5x+7y =50
+ 0y =1 (mod?7)

x =1 (mod7),

o1l ol
I

fazendo uso do quadro 8, chegaremos em:

Quadro 8

|l

=1 Ll
OM| |
NI O

1ol

Ull| =1
WI NI

Fonte: Souza (2014)

x=3 (mod?7).
Portanto x = 7t + 3 , onde t é um natural qualquer.
Uma estratégia bem conveniente para encontrarmos o inverso multiplicativo é
assim:
5 =1 (mod7) pela definicio de congruéncia 5x—1=7t que podemos
reescrever assim
S5x=1+7t.

Agora é so atribuir valores parat=1, 2,...

t X
1 ¢ N
2| 15

- =3

Temos entdo x = 3 como o inverso multiplicativo de 5 médulo 7, portanto x =
3(mod 7) que como ja vimos podemos escrever como a igualdade x = 3+ 7t.

substituindo esse resultado na equacgao inicial, teremos:

5(7t+3)+ 7y =50
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35¢ + 15 + 7y = 50
35t + 7y = 35(+ 7)
y=5-5¢
Quadro 9

t x=34+7t y=5-5t¢t

-1 -4 10
0 3 3]

10 0
2 17 -5

Fonte: Do autor

Problema 16. Em um cesto, ha uma quantidade N de ovos. Se os ovos forem
agrupados de 3 em 3, sobram 2. Se os ovos forem agrupados de 4 em 4, sobra 1.
Quantos ovos pode haver no cesto?

Iremos resolver esse problema usando aritmética modular. Pelo enunciado
temos o sistema de congruéncias.

{N = 2 (mod 3)
N = 1(mod4)

Usando congruéncia podemos escrever a primeira informag¢ao do enunciado do

problema assim

N =2 (mod 3) (1)
ou usando igualdade

N=3a+2 ac€N (2)
Ja a segunda parte do enunciado fica escrita assim

N = 1(mod 4) (3)

substituindo (2) em (3), teremos
3a+2=1(mod4)
somando —2 em ambos 0os membros teremos
3a = —1 (mod 4)
como —1 = 3 (mod 4) podemos reescrever a congruéncia assim
3a = 3(mod 4)
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9a = 9 (mod 4)
portanto
a=1 (mod4)

e escrevendo essa ultima congruéncia como uma igualdade, teremos:

a=4b+1, bEN (4)

substituindo (4) em (2), teremos:

N=3a+2=34b+1)+2=>N=12b+5,

ou ainda

N =5 (mod 12).

Observe que comegamos com uma congruéncia modulo 3, a outra foi médulo
4 e a resposta € uma congruéncia modulo 12, que é o produto de 3 e 4. Isto nao
aconteceu por coincidéncia. Ha uma explicacdo para isso que veremos em breve
Souza (2014)

Exemplo 17. Um general possui 2000 soldados para uma batalha. Terminando o
confronto, ele precisou verificar as suas baixas. Entdo mandou que os soldados
formassem filas alinhados de 7 em 7 e sobraram 5 soldados. Em seguida, ordenou
que os soldados fossem alinhados de 9 em 9 e verificou que sobraram 4. Por fim, fez
com que os soldados fossem alinhados de 10 em 10 e sobrou apenas 1. Quantos

soldados, morreram em combate se ha mais de 1500 individuos na formatura?

O sistema de congruéncia é assim escrito:

N =5 (mod?7)
N=4 (mod9)
N =1 (mod 10)

Por termos mais equagdes vamos escrever cada equacdo em uma coluna na

tabela abaixo:
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Noés iremos substituir as informagdes de cada equagao em outra até chegarmos

a uma unica que reuna as informagdes das trés equacgdes do sistema.

Quadro 10 — Resolugao usando Congruéncia e equagodes.

N =5 (mod?7)

N=4 (mod9)

N =1 (mod 10)

N=7a+5,(1)aeN
N=70Ob+5)+5

~————

N = 63b +40(3)

N =63(10c+ 7) + 40
(4)

N =630c + 481

7a +5 = 4(mod9)
(D

7a = —1 (mod?9)
7a =8 (mod?9)

7.4a = 4.8 (mod9)

28a = 32 (mod9)
a=5 (mod9)

a=9b+5,(2)b€EN

63b + 40 = 1(mod10)
3)

3b=1 (mod 10)
7.3b = 7.1 (mod 10)
21b = 7 (mod10)
b = 7(mod10)

b=10c+7,(4)ceN

Fonte: Coutinho (2010)

Depois de todas as substituicbes temos

481(mod 630) que reune as informagdes das trés congruéncias do sistema inicial

Atribuindo valores para c € N, teremos:

C

0 1

2 3

N =630c + 481

481 1111

1741 2371

N =481+ 630c ou ainda N =

Como 1500 < N < 2000, entdo morreram em combate 2000 — 1741 = 259

soldados.

3.4 O Teorema Chinés do Resto

Coutinho (2010) o procedimento de substituicdo que utilizamos

anteriormente para resolver sistemas de congruéncias é conhecido como
algoritmo chinés do resto, porque um dos primeiros lugares em que apareceu
foi no livro Manual de aritmética do mestre Sun, escrito entre 287 d.C. e 473 d.C.
Entretanto, o mesmo resultado € mencionado na Aritmética de Nicbmaco de

Gerasa, escrita por volta de 100 d.C.
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O teorema desta secéo apenas sistematiza o resultado do método utilizado

nos problemas anteriores.

Considere o sistema

{x = a (mod m),
x = b (mod n),

onde m e n sao inteiros positivos distintos e digamos que o numero inteiro x, é
uma solugdo desta congruéncia. Isto quer dizer que x, satisfaz a ambas as

congruéncias:

{xo = a (mod m),
Xo = b (mod n).

Como os modulos sao diferentes, s6 podemos combinar as duas
congruéncias se convertermos uma delas em uma igualdade de inteiros.

Fazendo isto com a primeira equagao, verificamos que

xo = a + m.k, onde k € um inteiro qualquer,

de forma que podemos concluir que

a+m.k = b(mod n),

ou ainda

m.k = (b — a)(mod n).

Supondo que m en sejam primos entre si, concluimos pelo corolario 1 que

m € inversivel médulo n. Digamos que m'’ € o inverso de m médulo n.

Multiplicando

m.k = (b — a)(mod n).
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por m'. Obtemos:

k=m'.(b — a) (mod n).

Em outras palavras, k = m'.(b — a) + n.t para algum inteiro t. Substituindo

esta expressdo em
Xo = a + mk
vemos que
Xo = a + m.(m'.(b—a) +n.t)

Resumindo, provamos que se x, € uma solucao do sistema

{x = a (mod m),
x = b (modn),

entao

Xo = a + m.(m'.(b —a) +n.t).

E facil ver que, qualquer que seja o inteiro t, uma expressao da forma
a+m(@m’'(b—a)+n-t) tem de ser solucdo do sistema inicial. Para comecgo de
conversa, a+ m(m'(b—a)+ n-t) é claramente congruente a a moédulo m.
Por outro lado, a+m-(m'-(b—a)+n-t)=a+m-m'-(b—a)(modn). Como

mm’ = 1(modn) por construgdo, entio:

a+m-(m'-(b—a)+n-t)=a+1:-(b—a)=b(modn);
comprovando que a +m-(m’- (b —a) +n-t) € mesmo uma solugdo do sistema

{x = a (mod m),
x = b (mod n).

3.4.1 Teorema Chinés do Resto

Coutinho (2010) sejam m e n inteiros positivos primos entre si. Sea e b

sao inteiros quaisquer, entdo o sistema
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{x = a (mod m),
x = b (mod n).

sempre tem solucdo e qualquer uma de suas solugbes pode ser escritana forma

a+m-(m'-(b—a)+n-t). Ondet é um inteiro qualquer e m’ é o inverso de

m mobdulo n.

Exemplo 18. Resolva o problema 16 usando a solucéo apresentada pelo teorema

anterior.

A seguir apresentaremos um algoritmo e sua generalizagao que sera utilizada
na demonstracao do Teorema Chinés do Resto.
Iremos montar um quadro 10 e, para isso, consideraremos o preenchimento da

seguinte maneira:

1. Na 12 coluna, escreveremos as equacgdes dada no problema;

2. Na 2?2 coluna, usaremos E para os valores dos restos de cada equagao.

3. Na 3% coluna, usaremos N, o produto de todos os n; com exceg¢éao do moédulo
no qual a linha esta presente. Assim, para cada linha, teremos N; = nﬁl ;

4. Na 42 coluna, usaremos N e escreveremos a classe de equivaléncia que o N;
esta associadocom n;;

5. Na 5% coluna, usaremos (N)~! a classe inversa de cada elemento da coluna

N, sempre respeitando o modulo referente a cada linha, ou seja, é o elemento que
multiplicado com N; deixa resto 1(modn,);

6. Na 67 coluna, usaremos E - N - (N) — 1 colocamos o produto dos elementos de
cada linha, com excegdo do N que ele esta na tabela para poder facilitar encontrar o
valor do (N)~1.

Nosso quadro 11 ficara assim construida:
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Quadro 11
E N N (N1 E.N.(N)1
y = E;(modn,) E, N, N, (N1 E;.N;.(N)™?
y = E;(modn,) E, N, N, (Np)? E;.N,. (N1
y = Es(modns) E; N; N3 (N3)™t E3.N;. (N3)™?
y = E(modn,) E, N, N, (Nt E.N.(N)™!

Fonte: Gléria (2019)

Desse modo, temos que uma solugdo do sistema de congruéncia é dada pelo

algoritmo da seguinte maneira: (Gloria, p. 42, 2019)
y = El'Nl' (Nl)_l + Ez.Nz. (Nz)_l + E3.N3. (N3)_1 + A + Et'Nt' (Nt)_l

Onde:

N1 = nz.n3. .nt
N2 =NnNq.N3.... .N;
N3 =Nq.Ny. ... .N;
NC = nl.nz. . .Tlt_l

Que tal usarmos o algoritmo para resolvermos o problema 167?

y =5 (mod?7)
y=4 (mod?9)
y =1 (mod10)

Quadro 12
E N N (N)™1 E.N.(N)™!
y =5 (mod 7) E; =5 N; =90 Nl =6 (Nl)-l =6 2700
y=4 (mod 9) 70 7 4 1120
y=1 (mod 10) 1 63 3 7 441

Fonte: Do autor




Seja y = E;(modn;)

E, =5,
Ez = 4‘,
E3 == 1

N1 =MN,.Nnz = 9.10 = 90,
N2 =ng .n3 = 710 = 70,
N3 =ny.n, = 7.9 = 63.
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N; = N,(modn;)

90 = N, (mod 7) - N; =6,
70 = Nl (mOd 9) R Nl =17,
63 = Nl (mOd 10) o ]vl = 3,

N;.(N;))™* = 1(mod n;)
6(N))t=1(mod7)~ (N =6,
7(N))"t =1 (mod9) ~ (N;)™ ! =4,
3(N,)"t =1 (mod10) . (N))"t1=7,.

E,.N,.(N))~! = 5.90.6 = 2700,
E,.N,.(N,)"! = 4.70.4 = 1120,
E5.N;. (N3)™1 = 1.63.7 = 441.

y =2700+ 1120 + 441 = 180 + 490 — 189(mod 630) = 481(mod630)

3.4.2 Problemas Propostos durante as aulas do minicurso

Problema 1- Uma senhora transportava um cesto de ovos. Assustada por um
cavalo que galopava perto dela deixa cair o cesto e todos os ovos se partem. Quando
Ihe perguntaram quantos ovos tivera o cesto, respondeu dizendo que é muito fraca
em aritmética, mas lembra-se de ter contado os ovos de dois em dois, de trés em trés,
de quatro em quatro e de cinco em cinco, e tivera sobra de 1, 2, 3, e 4 ovos,
respectivamente. Ache a menor quantidade de ovos que o cesto inicialmente poderia

ter.
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Problema 2- Um macaco, ao subir uma escada de dois em dois degraus, deixa
de sobra um degrau, ao subir de trés em trés degraus, sobram dois degraus; e ao
subir de cinco em cinco degraus, sobram trés degraus. Quantos degraus possui a

escada, sabendo que o numero de degraus esta entre 150 e 2007

Problema 3- Trés fazendeiros cultivavam juntos todo o seu arroz e o dividiam
igualmente entre si no tempo da colheita. Um certo ano, cada um deles foi a um
mercado diferente vender o seu arroz. Cada um destes mercados sé comprava arroz
em multiplos de um peso padrao, que diferia em cada um dos mercados. O primeiro
fazendeiro vendeu seu arroz em um mercado onde o peso padréo era de 87 kg, ele
vendeu tudo que podia e voltou para casa com 38 kg de arroz. O segundo fazendeiro
vendeu todo o arroz que podia em um mercado cujo peso padrao era de 170 kg e
voltou para casa com 58 kg de arroz. O terceiro fazendeiro vendeu todo o arroz que
podia em um mercado cujo peso padrao era de 143 kg e voltou (a0 mesmo tempo que
os outros dois) com 40 kg. Qual a quantidade minima de arroz que eles podiam ter

cultivado, no total?

Problema 4- (Antigo problema chinés). Um bando de 17 piratas, ao tentar dividir
entre si, igualmente, as moedas de ouro de uma arca, verifica que 3 moedas
sobrariam. Na discusséo que se seguiu um dos piratas foi morto; na nova tentativa de
divisao, ja com um pirata a menos, desta feita 10 moedas sobrariam. Novo quiproqué
e mais um pirata € morto. Mas agora, por fim, € possivel dividir igualmente a fortuna

entre eles. Qual o menor numero de moedas que a arca poderia conter?

Problema 5- Ao formar grupos de trabalho numa turma o professor verificou
que, tomando grupos com 3 componentes sobrariam 2 alunos, com 4 componentes
sobraria 1 aluno e que conseguia formar grupos com 5 componentes, sem sobras,
desde que ele préprio participasse de um dos grupos. Sabendo que a turma tem

menos de 50 alunos, quais sao as possiveis quantidades de alunos nessa turma?

Problema 6- Dispomos de uma quantia em reais maior que 1000 e menor que
2000. Se distribuirmos essa quantia entre 11 pessoas, sobra 1 real; se distribuirmos
entre 10 pessoas, sobram 2 reais e se distribuirmos entre 9 pessoas sobram 4 reais.
De quantos reais dispomos?
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Problema 7- Trés satélites passarao sobre Macapa esta noite. O primeiro a 1
hora da madrugada, o segundo as 4 horas e o terceiro as 8 horas da manha. Cada
satélite tem um periodo diferente. O primeiro leva 13 horas para completar uma volta
em torno da Terra, o segundo 15 horas e o terceiro 19 horas. Determine quantas horas

decorrerdo, a partir da meia- noite, até que os trés satélites passem ao mesmo tempo

sobre nosso estado.
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4. LEVANTAMENTO DE DADOS E ANALISES

Neste capitulo apresentaremos o levantamento de alguns dados referentes ao
questionario feito com os estudantes no decorrer do minicurso. O diagnédstico
realizado tem foco na relagcao do estudante com a OBMEP e assuntos correlatos ao
seu envolvimento e comprometimento com Matematica e seus conteudos. A enquete
visa ainda ampliar, para nés aplicadores, o conhecimento dos nossos discentes e suas
realidades com o programa federal na Escola Professor Anténio Messias Gongalves
da Silva, assim como, busca avaliar, aprimorar e promover com relevancia os

resultados para o nosso ensino e desenvolvimento dos nossos estudos.

4.1  Analise do questionario aplicado antes do minicurso.

Nesse momento apontaremos algumas questdes importantes que

comentaremos do decorrer dos dados indicados pelos estudantes.

Figura 3

1. Voceé gosta de estudar Matematica?
14 respostas

Sim 13 (92,9%)

1(7.1%)

0 5 10 15
Fonte: Do autor.

Quando os educandos foram questionados quanto ao gosto pela Matematica,
dos 14 alunos que responderam o questionario, apenas 1 aluno (7,1%) ndo mostra
gosto pela matematica, enquanto 13 alunos (92,9%) demonstram interesse, gosto

pelo estudo da matematica. A quantidade que alunos que apresentaram
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predisposicdo no estudo da matematica reforca e facilita a construgdo dos nossos

objetivos no minicurso.

Figura 4

8. Que tipo de recursos tecnolégicos vocé mais utiliza?
14 respostas

Celular 12 (85,7%)

Computador

Tablet 1(7,1%)

0,0 Al 50 745 10,0 s

Fonte: Do autor

Abordamos também quanto ao uso da tecnologia no seu dia a dia, e
percebemos que uma grande parcela dos estudantes da pesquisa, utilizam o celular,
em um percentual de 85,7 correspondentes a 12 alunos dos 14 que responderam o
questionario. Analisamos que o uso de celular € o mais presente no cotidiano dos
alunos. Quanto a utilizagdo do computador, dos 14, somente 6 estudantes fazem uso
desse recurso, isto é, 42,9% do total, e, apenas 1 aluno faz uso de tablet, com um
percentual de 7,1% da totalidade dos educandos da pesquisa. Observe que nessa

pergunta existe a possibilidade de escolha de mais de uma opg¢ao de resposta.
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Figura 5

9. Vocé conhece o portal da OBMEP?

14 respostas

Sim

0

2 4 6 8
Fonte: Do autor

Sobre o conhecimento do portal da OBMEP, dos 14 alunos participantes da
pesquisa, 7 alunos dizem conhecer o portal, correspondendo a 50% do total, a
metade, e os outros 50% dos alunos, ou seja, 7 alunos n&o tém conhecimento da
existéncia do portal. Com base nesses dados, percebemos que boa parte dos
estudantes possuem conhecimento do portal, assim como, n&o utilizam o site para

promover um melhor desempenho na OBMEP.

Figura 6

10. Vocé ja utilizou o banco de questdes da OBMEP?
14 respostas

Sim 5 (35,7%)

9 (64,3%)

0 2

4 6 8 10
Fonte: Do autor
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Outro dado importante € que apenas 5 dos 14 alunos que responderam o
qguestionario, o correspondente a 35,7%, utilizam os bancos de questdes da Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas, como preparagao em seus estudos.
Enquanto 64,3% desse total de 100%, no quantitativo de 9 alunos participantes da
enquete, ndo fazem uso das questdes do banco, para seus estudos. Essa informacao
nos leva a compreender que um certo percentual de 64,3% dos educandos dessa lista
em questdo, ndo seguem possivelmente os estudos em questdes nos modelos das
olimpiadas, isto €, 0 que pode gerar uma nao sistematizagdo nos moldes da prova, o
que pode ta reproduzindo um baixo desempenho nos resultados anteriores da

OBMEP.
Figura 7

11. Vocé conhece o Programa de Iniciacao Cientifica Jr - PIC?
14 respostas

Sim 5(35,7%)

N&o 9 (64,3%)

0 2 4 6 8 10
Fonte: Do autor

Quando os alunos foram perguntados sobre o conhecimento do Programa de

Iniciagao Cientifica Jr. (PIC), dos 14 alunos na pesquisa, 5 (35,7%) responderam que

tém conhecimento do PIC, 9 (64,3%) afirmaram que ndo sabem sobre o programa.
Vale referenciar que o Programa de Iniciagao Cientifica Jr. (PIC) € um programa que
propicia ao aluno premiado da OBMEP, entrar em contato com interessantes questdes
no ramo da Matematica, ampliando o seu conhecimento cientifico e preparando-o para

um futuro desempenho profissional e académico.
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Figura 8

14. A OBMEP te motiva a buscar novos conhecimentos sobre a matematica?

14 respostas

Sim 11 (78,6%)

Nao 3 (21,4%)

0,0 25 1] Ti 10,0 125
Fonte: Do autor

Dos 14 alunos que responderam o questionario, 11 deles (78,6%)
afirmaram que a OBMEP os motiva na busca de novos conhecimentos sobre
a Matematica, enquanto somente 3 alunos (21,4%) disseram que o projeto
nacional ndo os motiva, causa interesse por novos campos de conhecimentos

na Matematica.

Figura 9

15. Vocé conhece alguma premiacéo oferecida pela OBMEP?
14 respostas

Sim 12 (85,7%)

2 (14,3%)

0.0 2.5 5.0 7.5 10,0 12,5
Fonte: Do autor

Quantos as premiacdes oferecidas pela OBMEP, quando perguntados sobre o
conhecimento de algumas delas, uma grande parcela dos 14 alunos da enquete,

em um total de 12 alunos (85,7%), respondera saber das premiacdes oferecidas pela
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Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas. Desse total dos 14 alunos,
apenas 14,3%, isto é, 2 alunos dizem nao saber das premiacdes oferecidas pelo
projeto nacional, a OBMEP.

Figura 10

16. Vocé ja recebeu alguma premiagéo por ter participado da OBMEP?
14 respostas

Sim

12 (85,7%)

0,0 25 5,0 75 10,0 12,5
Fonte: Do autor

Os estudantes foram perguntados se ja receberam alguma premiagdo nas
participagdes anteriores da OBMEP, dos 14 envolvidos na pesquisa, ja tivemos 2
alunos (14,3%) premiados nas edicbes passadas, e a grande maioria dos
pesquisados, no quantitativo de 12 alunos (85,7%), dos 14, nunca receberam qualquer
premiacdo nas edi¢gdes passadas da OBMEP. Podemos perceber com essa
informacdo o nivel da prova em relagcdo aos conhecimentos adquirido pelos
educandos em seus estudos na preparagao, e ainda, a cultura matematica ainda nao

alcancgada pelos estudantes nos seus varios niveis de conhecimento.
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Figura 11

18. Voceé gostaria de participar de um programa de preparagéo para OBMEP na escola?
14 respostas

Sim 14 (100%)

Nao |0 (0%)

0 5 10 15
Fonte: Do autor

Quando perguntados sobre o interesse de participagdo em um programa que
vise a preparagao para as futuras provas da OBMEP na escola, verificamos que 100%
dos estudantes (14 alunos da pesquisa) gostariam de se envolver com um programa
de preparacao e treinamento em sua instituicdo de ensino. A importancia dessa
informacdo nos revela as aspiracbes dos estudantes pelo fortalecimento,
aprimoramento, desenvolvimento e aprendizado do que foi estudado e do ainda

precisa ser ampliado e conhecido para enfrentamento nas edigdes futuras da OBMEP.

Figura 12

19. Vocé ja conhecia a parte da Matematica chamada Aritmética e seu objeto de estudo?
14 respostas

Sim 12 (85,7%)

2 (14,3%)

0,0 2,5 5,0 7.5 10,0 12,5
Fonte: Do autor



77

Dos 14 alunos na pesquisa, 12 (85,7%) responderam a parte da Matematica
chamada Aritmética, assim como seu objeto de estudo, ja é algo conhecido deles,
enquanto 2 alunos (14,3%) expressaram n&o conhecer ou saber sobre a Aritmética e
0 seu objeto de estudo. O que podemos interpretar que somente uma pequena parcela
dos pesquisados, nao sabendo o que € a Aritmética, também nao sabem os conteudos

escolares listados, o seu objeto de estudo nesse ramo da Matematica.

Figura 13

20. Vocé ja ouviu falar em Equacdes Diofantinas Lineares (EDL) ou Teorema Chinés do Resto
(TCR) antes do minicurso Treinamento Olimpico?

14 respostas

Sim 1 (7.1%)

13 (92,9%)

0 5 10 15

Fonte: Do autor

Os alunos foram questionados sobre ja terem ouvidos falar em Equacgdes
Diofantinas Lineares (EDL) ou Teorema Chinés do Resto (TCR) antes do minicurso
Treinamento Olimpico, e, somente 1 aluno (7,1%), dos 14 alunos da enquete, ouviu
falar de EDL ou TRC. A maioria dos alunos nunca ouviram falar das Equagbes
Diofantinas Lineares ou do Teorema Chinés do Resto antes do treinamento,

correspondendo a um total de 13 alunos (92,9%) do total geral.
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Figura 14 — EDL ou TCR?
21. Qual deles?

14 respostas
Equagdes Diofantinas Lineares e 1 (7.1%)
Teorema Chinés do Resto. iR
Equacdes Diofantinas Lineares. 0 (0%)

Teorema Chinés do Resto.|—0 (0%)

0 5 10 15
Fonte: Do autor

Verificamos ainda qual dos conteudos mencionados no grafico anterior foram
vistos por eles. O unico aluno (7,1%) que ouviu falar sobre EDL ou TCR, teve a sua
experiéncia com os dois conteudos, visto que os demais alunos, 13 estudantes
(92,9%), nao tiveram contato, logo, ndo ouviram falar das Equacdes Diofantinas
Lineares (EDL) ou Teorema Chinés do Resto (TCR) antes do minicurso Treinamento

Olimpico.

4.2  Analise do questionario aplicado pés — minicurso.
Figura 15

1. Considerando a sua experiéncia com o Treinamento Olimpico, qual seu nivel de satisfagdo com

os seus conhecimentos adquiridos?
13 respostas

Totalmente satisfeito. 8 (61,5%)
Razoavelmente satisfeito.

Pouco satisfeito.

Totalmente insatisfeito.

0 2 4 6 8
Fonte: Do autor
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A maioria dos participantes (8 de 14) respondeu "totalmente satisfeito", o que
representa uma quantidade significativa dos participantes. Seis participantes
responderam "razoavelmente satisfeitos", o que sugere que embora n&o tenham
expressado completa satisfacdo, ainda encontraram valor no Treinamento Olimpico.
A predominéncia de respostas de "totalmente satisfeito" indica que, em geral, o
Treinamento Olimpico foi bem recebido pelos participantes e o fato de alguns
participantes terem respondido com "razoavelmente satisfeito" pode indicar areas que
podem ser melhoradas ou aspectos que nao atenderam plenamente as expectativas
deles.

E importante considerar que a resposta dos participantes "razoavelmente
satisfeitos" para identificar areas de aprimoramento e garantir que futuras melhorias
no curso atendam as necessidades e expectativas de todos os participantes.

Em resumo, os resultados sugerem um nivel geralmente alto de satisfagdo com
o0 Minicurso Treinamento Olimpico, com algumas oportunidades de melhorias com
base nas respostas dos participantes.

Figura 16

2. Considerando seu nivel de motivagao para fazer a préxima OBMEP, depois do Treinamento

Olimpico, vocé se sente:
13 respostas

Totalmente motivado. 7 (53,8%)

Razoavelmente motivado. 5 (38,5%)

Pouco motivado. 1(7,7%)

Sem motivagao.

0 2 4 6 8
Fonte: Do autor

A maioria dos respondentes (7 de 13) indicou estar "Totalmente motivada" para
a proxima OBMEP. Isso é um sinal positivo e sugere que o Minicurso Treinamento
Olimpico teve um impacto positivo em sua motivagao.

E provavel que o contetdo e as atividades do minicurso tenham inspirado os
participantes e os preparado adequadamente para a proxima OBMEP, contribuindo

assim para seu alto nivel de motivagdo. Embora a maioria dos respondentes esteja



80

altamente motivada, ainda ha uma quantidade significativa (5 de 13) que se sente
apenas "razoavelmente motivada". Isso sugere que pode haver areas no minicurso ou
na comunicagao poOs-minicurso que precisam ser abordadas para aumentar a
motivacao desses participantes.

Embora apenas um participante tenha indicado estar "pouco motivado", &
importante prestar atencdo a essa informagéo e considerar maneiras de aumentar a
motivacdo desses individuos, talvez oferecendo suporte adicional ou recursos
especificos.

Em resumo, os resultados indicam um alto nivel de motivacdo entre os
participantes do Minicurso Treinamento Olimpico para a préxima OBMEP, mas
também destacam a importancia de identificar e abordar as necessidades dos
participantes que podem estar menos motivados. Isso pode ajudar a garantir que
todos os participantes estejam totalmente preparados e engajados para o desafio da

OBMEP.

Figura 17

3. Vocé tem interesse em participar de um curso preparatério para OBMEP/2023?
13 respostas

Sim 10 (76,9%)

Talvez

0 2 4 6 8 10
Fonte: Do autor 1

A maioria dos alunos (10 de 13) expressou um interesse claro em participar de
um curso preparatorio para a proxima OBMEP, o que é um sinal positivo e demonstra
um forte desejo de se preparar e competir. Duas respostas indicaram um nivel de
incerteza, expressando um interesse condicional ("talvez"). Isso pode significar que
esses alunos estado interessados, mas tém preocupacdes ou obrigacdes que precisam
considerar antes de confirmar sua participagao.

Uma resposta foi negativa, indicando que um aluno ndo tem interesse em

participar do curso preparatério. E importante entender os motivos por tras dessa
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resposta e se ha oportunidades para abordar quaisquer preocupacgdes ou interesses

alternativos que o aluno possa ter.

O grande numero de respostas positivas sugerem uma demanda consideravel
por um curso preparatério. Isso pode ajudar na organizagao e planejamento do curso,
bem como na selegdo de tdépicos e abordagens de ensino que atendam as
necessidades dos alunos.

E importante considerar como envolver os alunos que responderam "talvez" ou
"ndo" de maneira a incentivar sua participacdo e garantir que tenham acesso as
mesmas oportunidades de preparagcao que os outros alunos.

Em resumo, os resultados indicam um interesse expressivo por parte dos
alunos em participar de um curso preparatério para a OBMEP, embora haja algumas
variagdes nas respostas que exigem atencdo e consideragcdo ao planejar e

implementar o curso.

Figura 18

4. Quanto tempo vocé acha necessario, que um cursinho preparatorio para OBMEP/2023 deve ter?
13 respostas

12 meses. 3(23,1%)

6 meses. 6 (46,2%)
3 meses.

4 (30,8%)

1 més.

Fonte: Do autor

A maioria dos estudantes (46%) acredita que a duragéo ideal para um curso
preparatorio € de 6 meses. Ninguém optou pela opcao de 1 més. Isso sugere que a
maioria deles acredita que um curso preparatério para OBMEP requer um

compromisso de tempo significativo para ser eficaz.



82

Figura 19 - Quantidade de aulas para um curso preparatorio para OBMEP.

5. Quantas vezes, por semana, vocé acha necessario que cursinho preparatério para OBMEP/2023
deve ter?

13 respostas

® 1vez
® 2 vezes.
3 vezes.

Fonte: Do autor

Os dados sugerem que a maioria dos estudantes considera 1 aula semanal
como a frequéncia ideal para um curso preparatorio para o OBMP/2023. No entanto,
€ importante ressaltar que essa € apenas uma percepgao inicial e que outros fatores

podem influenciar a escolha individual.

Figura 20 — Questionamento sobre a capacidade identificar questdes que o TCR garante solugéo.

8. Depois do Treinamento Olimpico vocé consegue identificar uma questao que envolva o Teorema
Chinés do Resto?

13 respostas

Sim 5 (38,5%)
Nzo 5 (38,5%)
Talvez 3 (23,1%)
0 1 2 3 4 5

Fonte: Do autor

Os resultados da pesquisa indicam que o treinamento olimpico teve um impacto

positivo na capacidade dos participantes de identificar questdes que envolvem o TCR,
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mas ainda ha espago para melhoria. A divisdo equilibrada das respostas sugere que

o tema exige um aprofundamento maior para ser completamente dominado.

Figura 21 — Questionamento sobre a motivagao provocada pelo minicurso.

9. Qual a sua motivagao posterior ao treinamento olimpico pra estudar Matematica em geral?

13 respostas

Totalmente satisfeito. 7 (53,8%)
Razoavelmente satisfeito. 6 (46,2%)
Pouco satisfeito. [—0 (0%)
Sem motivagdo. [0 (0%)
0 7 4 6 8

Fonte: Do autor

Os resultados da pergunta indicam que o treinamento olimpico foi altamente
eficaz em aumentar a motivacado dos participantes para estudar matematica. Esse é
um resultado positivo, pois a motivacdo € um fator fundamental para o sucesso em

qualquer area de estudo.

4.3 Conclusdes avaliativa sobre minicurso Treinamento Olimpico

O minicurso “Treinamento Olimpico”, realizado na Escola AMGS , abordou
topicos essenciais como Aritmética Basica e Aritmética Modular e o famigerado , entre
os estudantes de matematica, Teorema Chinés dos Restos.

Percebe-se, na analise dos graficos que 76,9%, dos estudantes que
responderam o segundo questionario, tém interesse em participar das provas futuras
da OBMEP e 7,7% deles nao pretendem participar do certame nos anos seguintes. O
que aponta para o sucesso da metodologia, mas aponta também para a necessidade
de alguns ajustes. Um exemplo desses ajustes é que as turmas devem respeitar os
niveis propostos pela OBMEP. Nao recomendo montar uma turma mista, com dois ou
mais niveis. Isso reflete ndo apenas a eficacia do método de ensino adotado, mas

também o comprometimento e a dedicag&o dos estudantes.
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O minicurso “Treinamento Olimpico”, realizado na Escola AMGS, abordou
topicos essenciais como Aritmética Basica e Aritmética Modular e o famigerado, entre
os estudantes de matematica, Teorema Chinés dos Restos.

Percebe-se, na analise dos graficos que 76,9%, dos estudantes que
responderam o segundo questionario, tém interesse em participar das provas futuras
da OBMEP e 7,7% deles nao pretendem participar do certame nos anos seguintes. O
que aponta para o sucesso da metodologia, mas aponta também para a necessidade
de alguns ajustes. Um exemplo desses ajustes € que as turmas devem respeitar os
niveis propostos pela OBMEP. Nao recomendo montar uma turma mista, com dois ou
mais niveis. Isso reflete ndo apenas a eficacia do método de ensino adotado, mas
também o comprometimento e a dedicagao dos estudantes.

A tabela abaixo mostra o resultado das participacdes na OBMEP desde 2005
até o ano de 2023.

A Escola AMGS apresentou de 2005 a 2021, resultados modestos, com poucas
menc¢des honrosas e nenhuma medalha de ouro, prata ou bronze até 2019.

No entanto, foi apos 2022, apds-curso, que se observou uma transformacao
significativa no desempenho dos alunos da escola. Os resultados passaram a ser mais
consistentes e expressivos, com um aumento substancial no numero de medalhas,
especialmente de bronze, além de um numero maior de mengdes honrosas. Em 2023,
as conquistas de medalhas de prata e ouro sdo da competicao estadual.

Até entdo a escola ainda ndo implantou um minicurso preparatério para a
olimpiada. Entretanto no ano de 2023 houve uma maior divulgacdo e um olhar
especial da direcdo no sentido de incentivar e divulgar a olimpiada em todas as etapas
de ensino da escola. Nem todos os estudantes que participaram do minicurso foram
premiados, e a escola teve estudantes premidos que nao participaram do minicurso.

Tanto o minicurso quanto a simples campanha de divulgagdo causaram um
efeito positivo nos resultados obtidos pelos estudantes da escola AMGS, deixando
claro que a manutengao e o aprimoramento das a¢des sdo essenciais para garantir a
continuidade dos resultados positivos obtidos.

Atabela 6 mostra o desempenho geral da escola AMGS em suas participagdes

na OBMEP desde sua primeira participacdo em 2005 até o ano de 2023.
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Tabela 6 — Desempenho Geral da Escola AMGS (2005 — 2023)

Edicéo Mencgoes

Ano OBMEP Nivel Bronze Prata Ouro Honrosas Periodo

2005 12 1 0 0 0 1 Pré-curso
2005 12 2 0 0 0 1 Pré-curso
2005 12 3 0 0 0 2 Pré-curso
2006 22 0 0 0 0 Pré-curso
2007 3a 0 0 0 0 Pré-curso
2008 42 0 0 0 0 Pré-curso
2009 5a 2 0 0 0 1 Pré-curso
2010 62 0 0 0 0 Pré-curso
2011 72 0 0 0 0 Pré-curso
2012 82 0 0 0 0 Pré-curso
2013 9a 0 0 0 0 Pré-curso
2014 102 0 0 0 0 Pré-curso
2015 112 1 0 0 0 1 Pré-curso
2016 122 0 0 0 0 Pré-curso
2017 132 0 0 0 0 Pré-curso
2018 142 0 0 0 1 Pré-curso
2019 152 3 1 0 0 0 Pré-curso
2021 162 0 0 0 0 Pré-curso
2022 172 1 5 0 0 1 Pdés-curso
2022 172 2 2 0 0 0 Pdés-curso
2022 172 3 2 0 0 1 Pdés-curso
2023 182 1 2 1 1 3 Pdés-curso
2023 182 2 0 1 0 3 Pdés-curso
2023 182 3 1 1 0 4 Pdés-curso

Fonte: OBMEP em NUmeros

Este minicurso fez parte de uma pesquisa de campo do TCC para a conclusao
do curso de Mestrado Profissional - Profmat, coorientado pelo Dr. italo Bruno Mendes
Duarte. A implementagdo bem-sucedida do curso e os resultados positivos obtidos
pelos alunos demonstram a relevancia e o impacto desta pesquisa na pratica
educacional.

Em suma, o Treinamento Olimpico mostrou ser uma iniciativa extremamente
positiva, preparando efetivamente os alunos para a OBMEP e fortalecendo suas
habilidades matematicas. Este € um exemplo brilhante do que pode ser alcangado
quando professores dedicados e alunos entusiasmados se unem com um obijetivo
comum. Estamos ansiosos para ver o sucesso continuo dos alunos nas futuras

competicdes da OBMEP
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5. CONSIDERAGOES

A analise do desempenho das escolas publicas amapaenses, assim
como o desempenho da escola AMGS em suas participacbes na OBMEP
formaram a justificativa para escolha do tema da pesquisa. A pesquisa buscou
responder a questao: De que forma podemos incentivar a maior participacao
de um grupo de estudantes na Olimpiada de Matematica? A proposta foi de
utilizar a Aritmética, especificamente, os problemas que o Teorema Chinés dos
Restos garante solugéo.

O método escolhido foi um minicurso e ficou evidente que a Matematica se
torna mais expressiva quando os estudantes conseguem relaciona-la com situagoes
do mundo real, pois possibilita o desenvolvimento de habilidades cognitivas, como
raciocinio l6gico e pensamento critico. Além disso, eles aprendem a utilizar a
Matematica como uma ferramenta pratica para resolver questdes do cotidiano.

A teoria de Aritmética basica, alicergcou a apresentacao do tema do minicurso,
(TCR), que se mostrou um excelente exemplo de como conceitos matematicos podem
ser aplicados de maneira pratica para resolver problemas complicados, o que foi
motivador para os alunos.

O Treinamento Olimpico mostrou que a implementacdo de um curso
preparatério para a OBMEP na Escola Estadual Antonio Messias Gongalves da Silva
€ uma estratégia promissora que ajudou a aumentar o interesse dos alunos pela
matematica e melhorar suas habilidades de resolu¢gdo de problemas em um curto
periodo.

A analise dos resultados permite dizer que os objetivos especificos da pesquisa
foram, em sua maioria, alcangados, mostrando uma experiéncia de aprendizado
enriquecedora paraos estudante. Isso inclui ndo apenas a apresentacédo da teoria,
mas também a pratica através da resolucao de problemas da OBMEP, o que aumentou
a confianga dos alunos em suas proéprias habilidades matematicas.

Espera-se que os resultados possam inspirar outros educadores a adotar
abordagens semelhantes e a buscar formas inovadoras de engajar os alunos no

estudo da matematica.
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APENDICES

Apéndice A Prova de avaliagdo de aprendizagem

1- (OBMEP, 2019, p. 2) As casas da figura abaixo devem ser preenchidas com
numeros primos. Em cada linha ou coluna, o produto dos numeros deve ser igual ao
numero indicado pela seta. A coluna indicada por 294 ja esta preenchida. Qual é o
numero que deve ser escrito na casa marcada com *?

294

462
d

495
$

84 297_71

<150

‘\I())\JI\JC—’!

2- (OBMEP, 2010, p. 24) No ponto de 6énibus perto de sua casa, Quinzinho pode
pegaros Onibus de duas linhas para ir & escola. Os 6nibus de uma linha passam de
15 em 15 minutos e os da outra de 25 em 25 minutos, sendo que as 7h30m da manha
os Onibus das duas linhas passam juntos.

a) A que horas passarao juntos novamente?

b) Entre as 7h30min da manha e a meia-noite, quais sdo os horarios em que 0s

Onibuspassam juntos neste ponto perto da casa de Quinzinho?

3- (OBMEP 2012 NIVEL 3) Para fazer varias blusas iguais, uma costureira gastou
R$ 2,99 para comprar botdes de 4 centavos e lagos de 7 centavos. Ela usou todos os

botdes e lagcos que comprou. Quantas blusas ela fez?

a) 2
b) 5
C) 10
d) 13
e) 23



89

4- Duas pessoas resolveram comprar sorvete. Chegando na sorveteria, havia
duas opgodes de sorvetes: frutas (R$ 2,00 a unidade) e especial (R$ 4,00 a unidade).

Existem muitos sabores de sorvete nas modalidades frutas e especial.

a) Se duas pessoas dispdem de R$ 12,00, qual o nimero maximo de sorvetes
qgquepodem comprar? Justifique.

b) E o numero minimo? Justifique.

c) Qual é o numero de opgdes que estas duas pessoas dispdbem para fazer a

compra?Sugestado: organize tudo em uma tabela.

5- (OBMEP). Os pontos A, B, C,D, E, F, G e H séo

H

fios de apoio que uma aranha usa para construir sua teia, conforme a figura.

De cordo com a figura, em qual fio estara o numero 20227

6. Trés satélites passardao sobre Macapa esta noite. O primeiro a 1 hora da
madrugada, o segundo as 4 horas e o terceiro as 8 horas da manha. Cada satélite

tem um periodo diferente. O primeiro leva 13 horas para completar uma volta em torno



90

da Terra, o segundo 15 horas e o terceiro 19 horas.

a) Escreva o sistema de congruéncia que pode resolver o problema.

b) Encontre a solu¢do geral para o sistema de congruéncia.

C) Determine quantas horas decorrerdo, a partir da meia-noite, até que os trés

satélitespassem ao mesmo tempo sobre nosso estado.
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Apéndice B Carta de pedido de implantagdo do minicurso

Prezado Diretor da Escola Estadual Professor Anténio Messias Gongalves da Silva,

Capitao José Vilson Pereira da Gama,

Venho por meio desta carta apresentar uma proposta de grande relevancia
para onossa Escola. Propomos a criagdo de um curso preparatério com o objetivo
de capacitar nossos estudantes para a participagao na Olimpiada Brasileira de
Matematica — OBMEP — e, ao mesmo tempo, aperfeicoar seu desempenho na
provade Matematica e suas Tecnologias do ENEM.

Acreditamos firmemente que a implementacdo desse curso trara beneficios
significativos para nossos estudantes. Além de aprimorar suas habilidades
matematicas, o curso também os incentivard a buscar a exceléncia académica. A
participacdo na Olimpiada Brasileira de Matematica € uma oportunidade impar para
que nossos estudantes se destaquem e conquistem reconhecimento em ambito
nacional. Ademais, um bom desempenho na prova de Matematica e suas Tecnologias
do ENEM pode abrir portas para diversas oportunidades académicas no futuro.

Vale ressaltar que nossa escola conta com um corpo docente de Matematica
excepcional, frequentemente reconhecido pelo programa de premiagcdo da OBMEP.
Sob seu comando, a Escola tem alcangado destaque nacional em competi¢des
esportivas e obtido resultados cada vez melhores nas provas do ENEM a cada ano.
Estou confiante de que, com o apoio adequado e a orientagdo correta, nossos
estudantes serdo capazes de atingir grandes resultados.

Portanto, pe¢o encarecidamente que considere esta proposta e nos conceda a
permissdo para avangar com a criagdo deste curso preparatorio. Agradeco

antecipadamente pela sua atengédo e aguardo ansiosamente a sua resposta.

Atenciosamente,
Francisco Alberto Camargo Lacerda, professor de Matematica da Escola Anténio

Messias Gongalves da Silva.



Apéndice C Autorizacao para uso da pesquisa.

g UNIFAR 4 proFmaT

Eu, José Vilson Pereira da Gama, Capitao da Policia Militar do Amapé, ocupante do cargo de diretor
da Escola Estadual Professor Antonio Messias Goncalves da Silva, autorizo a aplicacéo de atividades como
parte da pesquisa de mestrado com uma proposta de auxiliar na construcdo de resultados mais significativos
na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas — OBMEP, pelo Programa de Mestrado
Profissional em Matemética em Rede Nacional — PROFMAT, da Universidade Federal do Amapa —
UNIFAP, com o titulo “ 4S EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES E O TEOREMA CHINES DOS
RESTOS COMO FERRAMENTAS PARA RESOLUCAO DE PROBLEMAS NO ENSINO
FUNDAMENTAL E MEDIO”, soba orientacao dos professores Dr. Italo Bruno Mendes Duarte e Dr. José
Walter Cardenas Sotil.

Os estudantes participardo de um minicurso denominado “TREINAMENTO OLIMPICO:
EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES E O TEOREMA CHINES DOS RESTOS” que serd realizado
na escola, com aulas presenciais, aos sabados, nos dias 12/11, 19/11, 26/11 e 03/12/2022 das 13h:30 as 17h.
Nesse periodo, em suas atividades para casa, os(as) estudantes, participantes do minicurso, terdo
acompanhamento via internet pelas plataformas Google Meet e WhatsApp. Deixando claro que todas as

atividades presenciais serdo acompanhadas pelo corpo pedagdgico da escola.

Declaro estar ciente que esses dados serdo utilizados na dissertacdo de mestrado dos professores de
Matemitica Francisco Alberto Camargo Lacerda da Escola Estadual Professor Antonio Messias Gongalves
da Silva e Jonas Rodrigues dos Anjos da Escola Estadual Everaldo Vasconcelos Junior. Autorizo a
utilizacdo das informacoes coletadas e imagens apenas para fins académico-cientifico. Estou ciente que em
qualquer etapa do minicurso terei acesso ao pesquisador responsavel professor Dr. ftalo Bruno Mendes
Duarte pelo e-mail italobruno.mat@gmail.com ou pelo celular (91) 99119-8949. Além disso, ndo terei
nenhum custo nem receberei nenhuma vantagem financeira. Caso necessario, a qualquer momento poderei
revogar este termo de consentimento livre e esclarecido se comprovadas atitudes que causem prejuizo a

instituicdo de ensino ou que comprometam o sigilo de dados dos participantes desta pesquisa.
%
Assim, tendo sido informado dos objetivos da pesquisa, de maneira clara e detalhada, tendo

esclarecido minhas diividas, autorizo a utilizacdo e a divulgacio dos dados com a finalidade exposta.

Macapa- AP, _Of  de novembro de 2022.
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Apéndice D Autorizagédo de uso de imagem

53, UNIFAP & pROFEMAT
lllll idade Fedural do Amaps AAAA |

Senhores(as) pais ou responsaveis,

Os professores de Matematica Francisco Alberto Camargo Lacerda da Escola Estadual
Professor Anténio Messias Gongalves da Silva e Jonas Rodrigues dos Anjos da Escola Estadual
Everaldo Vasconcelos Junior, estdo desenvolvendo uma pesquisa de mestrado com uma proposta de
auxiliar na construgéo de resultados mais significativos na Olimpiada Brasileira de Matematicadas
Escolas Publicas — OBMEP, pelo Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT, da Universidade Federal do Amapa — UNIFAP, com o titulo “O TEOREMA
CHINES DOS RESTOS COMO FERRAMENTAS DE MOTIVAGCAO PARA UM GRUPO DE
ESTUDANTES DO ENSINO FUNDAMENTAL Il E MEDIO”, sob a orientagdo do Dr. italo Bruno

Mendes Duarte e Dr. José Walter Cardenas Sotil.

Como parte da pesquisa, os estudantes participardo de um minicurso denominado
“TREINAMENTO OLIMPICO: O TEOREMA CHINES DOS RESTOS” que seré realizado na escola,
com aulas presenciais, aos sabados, nos dias 12/11, 19/11, 26/11 e 03/12/2022 das 13h:30 as 17h.
Nesse periodo, em suas atividades para casa, os(as) estudantes, participantes do minicurso, terdo
acompanhamento via internet pelas plataformas Google Meet e WhatsApp. Deixando claro que
todas as atividades presenciais serdoacompanhadas pelo corpo pedagogico da escola.

Vale salientar a importancia da participagao dos(as) estudantes, pois estes(as) teréo a
oportunidade de entrar em contato com assuntos e técnicas de resolugdo de problemas que sao
raramente abordados no ensino regular.

Eu, de RG responsavel pelo(a)

estudante autorizo que as imagense atividades que

incluam meu representado sejam feitas e utilizadas apenas para fins pedagégicos e de pesquisa.
Declaro estar ciente de que a participagdo do(a) estudante supracitado(a), nominicurso, néo
representa riscos para ele(a), pelo contrario, a experiéncia pretende contribuir para sua formagao

intelectual. Estou ciente que o(a) representado ndo recebera nenhuma vantagemfinanceira.

Macapa-AP, de novembro de 2022.

X
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PLANO DE AULA - AULA 01

1. IDENTIFICAGAO

do MDC de dois numeros.

de um numero

e Minimo multiplo

Professor: Disciplina: Tema: Aritmética | Data/Hora:12 de nov.
Lacerda e | Matematica Numeros Naturais e | de 2022/ 13:30 — 17h.
Jonas Numeros Inteiros
2, PLANO
OBJETIVOS CONTEUDOS RECURSOS
GERAL 1. Os Numeros | e Projetor multimidia;
. Revisar os conceitos Naturais e Apostila dos
Basicos de Aritmetica. ePropriedades dos | conteldos.
Naturais e Notebook com
. Numeros primos software de
ESPECIFICOS ) P W
- ~ eO crivo de | apresentagdo e de
o Revisar a representacao
, Eratostenes exibicado de slides;
de ordem dos Naturais.
Te Pincel d
o Consolidar o conceito de * leorema * Fineel para quadro
) ) Fundamental da | branco;
numeros primos.
Aritmética Apagador;
o Consolidar o conceito de * Apag
- o Critérios de | ¢ Quadro branco.
potenciagao.
, divisibilidade
o Estender o conjunto dos
. , eDecomposicdo em
Naturais para o0s numeros
. fatores primos
Inteiros.
) ) 2. Os numeros
o Revisar os conceitos de
inteiros
MMC e MDC.
. _ Propriedades dos
e Aplicar o algoritmo da |
inteiros
divisdo euclidiana para o calculo
e Multiplos inteiros
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o Aplicar o algoritmo do

MDC de Euclides para calcular

o MDC de dois numeros.

comum (M.M.C.)

e Maximo divisor
comum (M.D.C.)

e Algoritmo da
divisdo

e Algoritmo do mdc

de Euclides

HABILIDADES |

Numeros Naturais: (EFO7MAO1) Resolver e
elaborar problemas com numeros naturais,
envolvendo as nogdes de divisor e de multiplo,
podendo incluir maximo divisor comum ou
minimo multiplo comum, por meio de estratégias
diversas, sem a aplicacao de
algoritmos.(EFO6MAQ5) Classificar numeros
naturais em primos e compostos, estabelecer
relagdes entre numeros, expressas pelos termos
“@ multiplo de”, “é divisor de”, “é fator de”, e
estabelecer, por meio de investigagdes, critérios
de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e
1000.(EFO6MAOQG6) Resolver e  elaborar
problemas que envolvam as ideias de multiplo e
de divisor.

. Numeros Inteiros:EFO07MAQO3) Comparar
e ordenar numeros inteiros em diferentes
contextos, incluindo o historico, associa-los a
pontos da reta numérica e utiliza-los em
situacoes que envolvam adicao e
subtracao.(EFO7MA04) Resolver e elaborar
problemas que envolvam operagdes com

numeros inteiros.

3. PROCEDIMENTOS




96

INTRODUQAO DESENVOLVIMENTO CONCLUSAO
. Inicialmente, havera uma | 1. Os Numeros Na | « Finalizando a
conversa sobre os assuntos a | turais aula, sera indicado os

serem trabalhados e as suas

importancia para a OBMEP.

1.1 Propriedades do
s Naturais

1.2  Introducédo aos n
umeros naturais.

1.3 Discussao sobre
propriedades dos
Naturais

1.4  Numeros Primos

1.5 Definicéo e ident
ificagdo dos numeros p
rimos.

1.6  Importancia dos
numeros primos na ma
tematica.

1.7 O Crivo de Erato
stenes

1.8  Explicagdo do m
etodo.

1.9  Aplicagao pratic
a para encontrar nume
ros primos.

1.10 Teorema Funda
mental da Aritmética
1.11 Conceito e impo
rtancia.

1.12 Demonstragao e
exemplos praticos. Cri
térios de Divisibilidade
1.13 Regras praticas

para divisibilidade por

exercicios que os
estudantes deverao
resolver durante a
semana.

. A aula terminara
com a apresentacao
do Portal da OBMEP
onde todo o assunto
podera ser revisado
através de video aulas
no link
https://www.youtube.c
om/@PICOBMEP
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2,3,5,9,10, 100 e
1000.

1.14 Exemplos e exer
cicios para fixagdo.De
composicao em Fatore
s Primos

1.15 Método de deco
mposigao.

1.16 Exemplos e exer
cicios praticos.
2, Os Numeros Int
eiros

2.1 Propriedades do
s Inteiros

2.2 Comparagao co

m 0S numeros naturais

2.3 Multiplos Inteiros
de um Numero

2.4 Definicao de mul
tiplos.

2.5 Como encontrar
multiplos de um numer
o inteiro.

2.6  Minimo Multiplo
Comum (M.M.C.)

2.7 Definigao e impo
rtancia.

2.8 Meétodo para enc
ontrar o M.M.C. com
exemplos.

2.9 Maximo Divisor
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Comum (M.D.C.)

2.10 Definigao e impo
rténcia.

2.11 Meétodo para enc
ontraro M.D.C. com e
xemplos.

2.12 Algoritmo da Di
visédo

2.13 Explicagao do al
goritmo da divisao.
2.14 Exemplos e prati
ca.

2.15 Algoritmo do MD
C de Euclides
Explicacdo do método

de Euclides.

4. AVALIACAO

A avaliagdo dos alunos sera realizada de forma continuada, levando em
consideragao a participagao, envolvimento e interesse dos alunos nas discussdes
originadas e na solugao das questdes propostas ao longo da aula.

Também sera proposta a resolugdo de uma lista de exercicios para casa para ser

resolvida até a aula do dia 19/11/2022.

5. INDICAGAO BIBLIOGRAFICA

HEFEZ, Abramo. Iniciagao a Aritmética. Rio de Janeiro, IMPA, 2010. Programa

de Iniciagao Cientifica, OBMEP.
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PLANO DE AULA - AULA 02

1. IDENTIFICAGAO

« Compreender o conceito de
congruéncia:

« Definir congruéncia entre dois
numeros inteiros moédulo um
numero natural.
« ldentificar numeros

congruentes entre si para um

Professor: Disciplina: Tema: Introducgéo as Data/Hora:19 de nov.
Lacerda e Matematica Congruéncias e de 2022 /13:30 — 17h
Jonas Propriedades da
Congruéncia Modular
2.  PLANO |
OBJETIVOS CONTEUDOS RECURSOS
GERAL 1. Aritmética dos | e Projetor multimidia;

o Introduzir os conceitos restos. e Apostila dos
de congruéncias e explorar as 1.1 Congruéncia conteudos.
propriedades da congruéncia 1.2Propriedades de | « Notebook com
modular Congruéncia. software de

ESPECIFICOS apresentacdo e de

exibicao de slides;

e Pincel para quadro
branco;

e Apagador;

e Quadro branco.

HABILIDADES
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dado médulo.

« Representar a congruéncia
utilizando a notacdo adequada.
» Utilizar as propriedades da
congruéncia para simplificar
calculos e resolver equacodes.

e Realizar operagbes com
classes de residuos:

¢ Definir classe de residuo.

de

subtracao e

e Realizar operacoes
adicéo,
multiplicagado entre classes de
residuos.

e Resolver problemas
envolvendo congruéncias:

reais

. Modelar problemas

utilizando a linguagem da

congruéncia.

. (EFO7MAO05)

problema utilizando diferentes algoritmos.

. (EM13MAT301)

problemas do cotidiano, da Matematica e de
outras areas do conhecimento, que envolvem
equacoes lineares simultadneas, usando técnicas

algébricas e graficas, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

Resolver

Resolver e

um mesmo

elaborar

3. PROCEDIMENTOS

INTRODUCAO DESENVOLVIMENTO CONCLUSAO
e |nicialmente, havera uma | e Explicar as | e Finalizando a
apresentacdo do conceito de | propriedades de | aula, sera indicado os
congruéncia a =b (modn) e | congruéncia modular | exercicios que o©0s
exemplos basicos parailustrar o | (Reflexiva, simétrica e | estudantes  deveréao
conceito. transitiva). resolver durante a
o Realizar exercicios | semana.
praticos com os alunos | e A aula terminara

para fixacao do

conteudo.

com a apresentacgao do
Portal da OBMEP onde

todo o assunto podera

ser revisado através de
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video aulas no link
https://www.youtube.co
m/@PICOBMEP

4. AVALIAGAO
e Listar problemas de congruéncias para serem resolvidos individualmente.

e Revisar as solugdes em grupo e discutir as dificuldades encontradas.
Também sera proposta a resolucdo de uma lista de exercicios para casa para
ser resolvida até a aula do dia 26/11/2022.

5. INDICAGAO BIBLIOGRAFICA

HEFEZ, Abramo. Iniciagao a Aritmética. Rio de Janeiro, IMPA, 2010. Programa
de Iniciacao Cientifica, OBMEP.
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Aula 03
PLANO DE AULA - AULA 03

1. IDENTIFICAGAO

Professores: Disciplina: | Tema: Congruéncias | Data/Hora: 26 de nov.
Lacerda e Jonas | Matematica | em Somas, Produto, | de 2022/13:30-17h
Cancelamentos e o
Teorema Chinés dos
Restos.
2. PLANO ]
OBJETIVOS CONTEUDOS RECURSOS
GERAL 1. Congruéncia da | e Projetor multimidia;
o Explorar operagbes com | soma. e Apostila dos
congruéncias e introduzir o | 2. Congruéncia do | conteldos.
Teorema Chinés dos Restos produto. e Notebook com
. . I :
ESPECIEICOS 3 Cancelamento software de
4. I 3
e Definir congruéncia entre nversos apresentagao e de
Modulares. ibica ides:
numeros inteiros e modulo de N o exibigao de slides;
dos Restos. .
e Realizar operacdes basicas branco;
com classes de residuos. * Apagador;
e Enunciar o Teorema Chinés * Quadro branco.
dos Restos de forma clara e
concisa. HABILIDADES |
e Compreender as condigcdes | e (EM13MAT301) Resolver e elaborar
de existéncia e unicidade da | problemas do cotidiano, da Matematica e de
solugdo de um sistema de | outras areas do conhecimento, que envolvem
congruéncias lineares. equacdes lineares simultaneas, usando técnicas
e Aplicar o Teorema Chinés | algébricas e graficas, com ou sem apoio de
dos Restos na resolugdo de | tecnologias digitais.
problemas. o (EFO7MAQO5) Resolver um mesmo
e Modelar Problemas. problema utilizando diferentes algoritmos.

3. PROCEDIMENTOS

INTRODUGAO | DESENVOLVIMENTO | CONCLUSAO
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e Inicialmente, havera uma | e Explicar e| e Finalizando a
revisdo dos conceitos basicos | exemplificar como | aula, sera indicado os
de congruéncia modular. somar e multiplicar | exercicios que 0s
e Apresentagdo de uma | congruéncias. estudantes  deveréo
situacdo problema para ser|e Discutir o resolver durante a
resolvida posteriormente. cancelamento de semana.
congruéncias e inversos e A aula terminara
modulares. com a apresentacao do
o Introduzir o | Portal da OBMEP onde
Teorema Chinés dos | todo o assunto podera
Restos com exemplos | ser revisado atraves de
praticos. video aulas no link
https://www.youtube.co
m/@PICOBMEP

4. AVALIACAO

° A avaliagdo dos alunos sera realizada de forma continuada, levando em
consideracao a participagao, envolvimento e interesse dos alunos nas discussées
originadas e na solugao das questdes propostas ao longo da aula.

o Também sera proposta a resolugédo de uma lista de exercicios para casa para
ser resolvida até a aula do dia 03/12/2022.

3. INDICAGAO BIBLIOGRAFICA

HEFEZ, Abramo. Iniciagao a Aritmética. Rio de Janeiro, IMPA, 2010. Programa de
Iniciagcao Cientifica, OBMEP.
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Aula 04

PLANO DE AULA - AULA 04

1. IDENTIFICAGAO

Professores: Disciplina: | Tema: Avalia¢des do Data/Hora:03 de dez.
Lacerda e Matematica | Treinamento Olimpico | de 2022/13:30 - 17h
Jonas
2. PLANO ]
OBJETIVO CONTEUDOS RECURSOS
GERAL .J Aritmética dos Projetor ~ multimidia.
Avaliar o minicurso e os | féstos: Congruéncias. | pq il dos
. . . Propriedades da
conhecimentos adquiridos pelos | ¢ ngruéncia Modular. | conteidos. Notebook
alunos. . Congruéncias e | com  software  de
Somas Congruéncias e
Produtos apresentacédo e de
i Cancelamento exibicdo de slides.
° Inversos ,
Modulares Pincel para quadro
. O Teorema branco. Apagador;

Chinés dos Restos
Quadro branco.

OBJETIVOS ESPECIFICOS
eRevisar os conceitos abordados no Treinamento.

e ldentificar e esclarecer duvidas frequentes dos estudantes sobre a matéria.
e Facilitar a compreensao dos pontos tedricos mais complexos.

¢ Avaliar o entendimento dos estudantes sobre os tdpicos revisados.

e ldentificar areas onde os estudantes ainda precisam de reforgo.
eIncentivar a aplicacao pratica dos conceitos teoricos.

e Coletar opinides dos estudantes sobre a eficacia do minicurso.

e Avaliar a satisfacdo dos alunos com o conteudo e a didatica do curso.

e ldentificar oportunidades de melhoria para futuros minicursos.
eReconhecer o progresso e as realizagbdes dos alunos.

e Sintetizar os principais aprendizados do minicurso.

e Motivar os alunos a continuarem se dedicando ao estudo da matematica e a

participarem da OBMEP.

3. PROCEDIMENTOS
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INTRODUGAO DESENVOLVIMENTO CONCLUSAO

e Inicialmente, havera uma | eRevisdo Tedrica e | e Finalizando a
revisdo sobre os assuntos a | esclarecimentos (60 | aula, sera feiro
serem tratados na prova. min) agradecimento e
e Esclarecimento de possiveis | e Execucgéo da | consideragdes finais
duvidas dos estudantes sobre o | Prova (120 min) o Disponibilizar o
assunto. . Questionario (30 | link do questionario.

o Falar da importédncia do | min)

questionario e que o link dele
sera disponibilizado no grupo do
WhatsApp.

5. AVALIAGAO

e PROVA
e QUESTIONARIO
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