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RESUMO

MICOLINO, Andressa Luana. O ensino do niimero de Euler. 55 f. Dissertag¢ao - Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Curitiba, 2024.

Este trabalho investiga o nimero de Euler, destacando sua relevancia tanto na matemadtica quanto
em aplicacOes praticas, como na matematica financeira e no estudo de fendmenos naturais. O
objetivo principal € propor estratégias diddticas inovadoras para facilitar o ensino desse conceito
na Educacgdo Bdsica. A pesquisa inclui uma revisao tedrica sobre seu desenvolvimento histdrico,
andlise de sua abordagem em livros didéticos e exames nacionais, € o desenvolvimento de um
recurso educacional em formato de jogo baseado em desafios progressivos. Os resultados sugerem
que o uso de abordagens interativas contribui para a compreensao de conceitos matematicos
abstratos, alinhando-se as exigéncias da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Palavras-chave: Numero de Euler; gamificacdo; ensino de matematica.



ABSTRACT

MICOLINO, Andressa Luana. The teaching of Euler’s number. 55 pg. Dissertation - Pro-
grama de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade
Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2024.

This study investigates Euler’s number, highlighting its relevance both in mathematics and in
practical applications, such as financial mathematics and the study of natural phenomena. The
main objective is to propose innovative teaching strategies to facilitate the understanding of this
concept in Basic Education. The research includes a theoretical review of its historical develop-
ment, an analysis of its treatment in textbooks and national exams, and the development of an
educational resource in the form of a game based on progressive challenges. The results suggest
that the use of interactive approaches enhances the comprehension of abstract mathematical
concepts, aligning with the requirements of the National Common Curricular Base (BNCC) and
the National High School Exam (ENEM).

Keywords: Euler’s number; gamification; mathematics education.
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1 INTRODUCAO

O ndmero de Euler, conhecido como a constante e, € uma das constantes mais fascinantes
e essenciais na matematica, com aplicacdes em areas que vao desde o calculo e a matemaética
financeira até a modelagem de fendmenos naturais. Este trabalho explora essa constante e
seus fundamentos, incluindo sua defini¢do, propriedades e papel central no desenvolvimento
do célculo diferencial e integral. Embora o nimero de Euler seja abordado extensivamente
no Ensino Superior, ele aparece de forma limitada no Ensino Médio, onde frequentemente se

priorizam apenas tdpicos aplicados de maneira superficial.

O ensino do nimero e no Brasil, particularmente na educacio basica, apresenta lacunas,
tanto em termos de abordagem diddtica quanto de compreensao pelos alunos. Neste contexto, a
presente dissertacdo busca explorar maneiras de tornar esse conceito mais acessivel e interessante
para os estudantes do Ensino Médio, conectando-o a aplicac¢des praticas e cotidianas. Para isso,
foi desenvolvido um jogo educacional no RPG Maker, intitulado “Numerdpolis”, que apresenta

desafios matematicos baseados no nimero de Euler e suas propriedades.

A relevancia deste estudo estd na necessidade de aprimorar o ensino de matemadtica
nas escolas brasileiras, em consonancia com as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) e os objetivos do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Maor (2008) ressalta a
relevancia do numero e em diversas dreas da matematica e em aplicagdes praticas. Ele evidencia
como essa constante aparece em situacdes relacionadas ao crescimento populacional e ao cdlculo

de juros compostos, consolidando-se como uma das mais importantes na matemética moderna.

1.1 JUSTIFICATIVA PARA A ESCOLHA DO TEMA

O nuamero de Euler (e) € uma das constantes matematicas mais fundamentais e aparece
em diversas dreas da matemadtica, como no célculo, nas fun¢des exponenciais e logaritmicas, e na
matemadtica financeira. No entanto, apesar de sua importancia, o nimero e raramente € explorado
com profundidade no ensino bdsico, sendo mais abordado de maneira tedrica no Ensino Superior.
A escolha desse tema surge da necessidade de preencher essa lacuna, buscando formas de tornar

o conceito acessivel e relevante para os alunos do Ensino Médio.

Além disso, a crescente utiliza¢do de recursos tecnoldgicos no ensino motivou a criagao
de uma abordagem lddica e interativa, que possa engajar os alunos e facilite a compreensao de
conceitos abstratos, como € o caso do nimero de Euler. O jogo “Numerdpolis” foi desenvolvido
com esse objetivo, oferecendo uma experiéncia que alia a pratica matemdtica com o envolvimento
ativo dos estudantes. A justificativa para este trabalho, portanto, reside na necessidade de
promover o nimero e como um conceito central e dindmico no curriculo da educacao bésica,

utilizando ferramentas inovadoras e praticas pedagdgicas mais inclusivas.
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1.2 RELEVANCIA A EDUCACAO BASICA

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) propde uma formacao abrangente e critica
para os estudantes do Ensino Médio, preparando-os para o exercicio da cidadania e para o mundo
do trabalho. Dentro dessa perspectiva, o estudo de fungdes exponenciais e logaritmicas — e, por
consequéncia, do nimero de Euler — esta diretamente relacionado a temas como o crescimento
populacional, a radioatividade e a matematica financeira, todos de grande importancia para a

formacao cientifica e tecnoldgica dos alunos.

O numero de Euler aparece de forma implicita em diversos topicos presentes na BNCC e
nas diretrizes curriculares, especialmente no estudo das fungdes exponenciais € na resolugdo de
problemas aplicados. No entanto, em muitos casos, sua exploragdo € limitada ou superficial, o
que dificulta a compreensao dos alunos sobre a importancia desse conceito. Por isso, a relevancia
de incluir o nimero e em contextos mais amplos e priticos no ensino basico é evidente, pois
possibilita que os alunos desenvolvam uma visao mais profunda e conectada da matemadtica ao

mundo real.

1.3 IMPACTOS NAS PRATICAS EM SALA DE AULA

Incluir o nimero de Euler no planejamento das aulas de matematica pode ter impactos
significativos na forma como os alunos percebem e interagem com o conteido matematico. Ao
invés de tratar e apenas como uma constante abstrata, sua introdu¢do através de exemplos praticos,
como o0 uso em cédlculos de juros compostos ou em fendmenos de crescimento exponencial, torna

o aprendizado mais concreto e relevante para os estudantes.

O uso de ferramentas interativas, como o jogo, pode também transformar a dinamica da
sala de aula. A gamificacdo do ensino, quando bem estruturada, permite um maior engajamento
dos alunos, incentivando a resolu¢@o de problemas e o pensamento critico de maneira lddica. Os
professores, por sua vez, podem explorar o jogo como um recurso pedagdgico para complementar

a teoria, proporcionando uma abordagem mais ativa e participativa do contetudo.

1.4 OBIJETIVOS

O principal objetivo desta dissertacdo € analisar a presenca e o tratamento do nimero
de Euler no contexto da educacgdo bdasica, avaliando sua abordagem nos livros didéticos, nas
diretrizes curriculares e nas questdes de exames como o ENEM e vestibulares. Além disso,
o trabalho visa desenvolver um recurso educacional — o jogo “Numerdpolis” — como uma

proposta didética para facilitar a compreensdo do nimero e pelos alunos do Ensino Médio.

Especificamente, os objetivos incluem:

* Investigar como o ndmero de Euler é apresentado nos materiais didaticos e nas avaliagdes
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de larga escala;
* Desenvolver um recurso didatico que utilize a gamifica¢do para ensinar o nimero e;

* Propor uma sequéncia didética para o ensino do nimero e no Ensino Médio, conectando-o

a situacoes préticas e cotidianas.

1.5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A metodologia deste trabalho combina a pesquisa documental com o desenvolvimento de
um recurso pedagdgico. A pesquisa documental envolveu a andlise de livros didéticos do Ensino
Meédio e superior, diretrizes curriculares nacionais e exames como o ENEM e vestibulares, com

o objetivo de identificar como o nimero e é abordado nesses materiais.

Paralelamente, foi desenvolvido o jogo “Numerdpolis” no software RPG Maker, um
ambiente interativo onde os alunos resolvem desafios mateméticos envolvendo o nimero de
Euler e suas aplicacdes. O jogo foi estruturado em quatro fases, cada uma abordando um aspecto

diferente do ndmero e.

O jogo foi testado em uma versao piloto, sendo analisado qualitativamente quanto ao
seu potencial didatico e a resposta dos alunos. Essa metodologia visa ndo apenas investigar o
nimero e, mas também apresentar uma proposta concreta de aplicagao desse conhecimento em

sala de aula, utilizando a tecnologia como uma aliada no processo de ensino-aprendizagem.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 TRABALHOS DO PROFMAT

O Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional € uma iniciativa pioneira
no campo da educacdo. Estabelecido em 2011, o programa tem como publico-alvo professores
que atuam no ensino de matemética nas redes publicas de educagdo béasica. Ao longo dos anos,
o PROFMAT formou milhares de educadores, alguns dos quais se dedicaram a pesquisas e
projetos relacionados ao numero de Euler (2024), que € o foco central desta dissertacdo. Este
programa académico representa uma oportunidade para aprimorar a formacao de professores de
matemadtica e promover a pesquisa no campo do ensino, demonstrando seu impacto significativo

no cendario educacional brasileiro.

Alguns breves comentarios sobre trabalhos que abordam o nimero de Euler:

* A Irracionalidade e Transcendéncia do Numero e (2013).

Este trabalho possui um cardter predominantemente tedrico, cujo objetivo principal é
apresentar o nimero e como limite infinito de uma sequéncia, demonstrar sua existéncia,
irracionalidade e transcendéncia. No final da dissertacdo sdao propostas breves sugestoes

de exercicios para aplicacdo no Ensino Médio.

* Funcdo exponencial natural e” e nimero e: uma proposta de abordagem através de aplica-

coes cotidianas e curiosidades (2016).

O objetivo principal € despertar o interesse dos alunos pelo assunto e destacar a importancia
do assunto para a sua formagdo. Além disso, o texto traz uma andlise aprofundada de
questdes relacionadas a abordagem do infinito em sala de aula, nimeros irracionais no
dominio de uma funcdo e relagdo entre exponencial e logaritmo, examinando respostas
fornecidas por professores da educagdo bdsica. A conclusdo da-se com uma proposta
didética para o ensino de fungdes exponenciais acompanhada de curiosidades sobre o tema,

mantendo sempre o rigor matematico.

* O namero de Euler no Ensino Médio: propostas de abordagens com aplicac¢des (2017).

O enfoque central segue a mesma linha do trabalho anterior.

¢ O Ndmero de Euler (2017).

Uma breve histdria sobre o descobrimento do nimero de Euler e maneiras de explorar as
diferentes formas de caracteriza-lo através de somas e produtos infinitos € o tema principal
do trabalho. Além disso, a dissertacdo aborda a forma mais algébrica da Férmula de

Stirling, uma expressdo frequentemente encontrada em cursos de Célculo.
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¢ Desvendando o nimero e (2020).

A principal finalidade da dissertacdo sdo as caracterizacdes do nimero e. O trabalho
¢ fundamentado em trés definicdes de e e suas conexdes entre elas. Nesse contexto, a
pesquisa demonstra de forma conclusiva que e é, de fato, irracional e, adicionalmente,

apresenta um método de célculo de suas casas decimais.

* O Numero de Euler e suas Aplicacdes (2020).

O ultimo trabalho analisado também adota uma abordagem mais tedrica. Ele examina as
formas algébricas que o nimero de Euler se apresenta, além de um resumo histérico de
sua vivéncia académica. O trabalho vai além da matematica, enriquecendo o conhecimento
em outras dreas. A dissertacdo finaliza com uma sequéncia didatica, demonstrando como

o numero de Euler pode ser eficazmente abordado em sala de aula.

Assim, apds a andlise das dissertagdes anteriores, € possivel concluir que, de forma geral,
os trabalhos examinados tendem a ter uma abordagem mais tedrica, com menos &nfase nas
aplicagdes em contexto de sala de aula. Sendo assim, o propdsito desta dissertacdo € direcionar a
aten¢do para andlises de como o nimero de Euler € tratado nos livros didéticos e nos Pardmetros
Curriculares Nacionais (PCNs) para identificar onde e como ele € apresentado aos alunos do
Ensino Médio, além de verificar se hd cobranca desse conceito em vestibulares e no Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM). Posteriormente, serd realizada uma avaliacdo da forma

como o numero de Euler € abordado nos livros de Calculo.

2.2 LIVROS DE ENSINO MEDIO

N3ao € surpresa que exista uma grande disparidade na abordagem do ensino de conteudos
matematicos entre escolas publicas e privadas. Essa discrepancia € facilmente visualizada pelos
resultados e indicadores do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Um relatério elaborado
pelo “Todos Pela Educagdo” evidencia essa desigualdade entre os estudantes do ultimo ano
do ensino bdsico nas escolas ptblicas e privadas. Enquanto 41,3% dos alunos da rede privada
alcangaram um nivel de aprendizagem considerado adequado em Matemadtica, o indice na rede
publica caiu para 5,2% (2024).

Ambos os segmentos seguem a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). No entanto,
enquanto a rede privada adota obras de autores consagrados, que consistem em um conjunto
de contetidos compactos com o objetivo explicito de preparar os alunos para a aprovagdo em
vestibulares, a rede publica utiliza livros didéticos renovados a cada quatro anos, conforme
estabelecido pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didético (PNLD). Na rede publica,
os conteudos sao distribuidos ao longo dos trés anos do Ensino Médio, enquanto na privada

os estudantes t€m acesso a todos os contetidos do Ensino Médio ja durante o 1° e 2° ano, para
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serem revistos na 3* série. Por isso, € comum ver alunos de escolas privadas sendo aprovados em

vestibulares e no Enem j4 no 2° ano do Ensino Médio.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para o Ensino Médio:

Propoe-se, no nivel do Ensino Médio, a formacgdo geral, em oposicéo a formagio
especifica; o desenvolvimento de capacidades de pesquisar, buscar informagdes,
analisa-las e seleciond-las; a capacidade de aprender, criar, formular, ao invés
do simples exercicio de memorizagado (Brasil, 2000, p. 5).

Em outras palavras, busca-se trazer o aluno para o centro do processo educativo, permi-
tindo que ele assuma um papel ativo na sala de aula, utilizando as novas tecnologias, servicos e
conhecimentos disponiveis. Dessa forma, o estudante integra-se a0 mundo contemporaneo nas

dimensoOes fundamentais da cidadania e do trabalho.

Apesar de sua grande relevincia para a Matemadtica, o nimero de Euler (e¢) ndo é abordado
de forma direta nos livros didéticos, ao contrdrio do nimero 7, que € introduzido ja no Ensino
Fundamental como a razao entre o comprimento e o diametro de uma circunferéncia. Essa
auséncia pode ser explicada pelo fato de a constante de Euler estar intrinsecamente associada ao
estudo do Célculo Diferencial e Integral, contetidos que nio sdo contemplados na BNCC para o

Ensino Médio.

Conforme a BNCC (2017), o Ensino Médio é estruturado em quatro areas do conheci-
mento: Linguagens e suas Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e
suas Tecnologias, e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas. Cada uma dessas dreas desempenha
um papel fundamental na formagdo do estudante, o que se reflete na defini¢do de habilidades —

préticas, cognitivas e socioemocionais — € competéncias, abrangendo conceitos e procedimentos.

Nesse contexto, € relevante ressaltar as habilidades e competéncias da BNCC relacionadas
a funcao exponencial e logaritmica, as quais estdo intrinsecamente ligadas ao objeto de estudo

da nossa pesquisa:

¢ COMPETENCIA ESPECIFICA 3

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus campos — Aritmética,
Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica —, para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequagdo das solugdes propostas, de modo a construir argumentagao
consistente (BNCC, 2017, p. 535).

HABILIDADES

— (EM13MAT303) Resolver e elaborar problemas envolvendo porcentagens em di-
versos contextos e sobre juros compostos, destacando o crescimento exponencial
(BNCC, 2017, p. 536).



16

— (EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com funcdes exponenciais nos quais
€ necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em
contextos como o da Matematica Financeira e o do crescimento de seres vivos

microscopicos, entre outros (BNCC, 2017, p. 536).

— (EM13MAT?305) Resolver e elaborar problemas com funcdes logaritmicas nos quais
€ necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em
contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira,
entre outros (BNCC, 2017, p. 536).

« COMPETENCIA ESPECIFICA 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de representacao
matemadticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional, etc.), na busca de solu-
¢do e comunicag¢do de resultados de problemas, de modo a favorecer a construg¢ao e o

desenvolvimento do raciocinio matematico (BNCC, 2017, p. 538).

HABILIDADE

— (EM13MAT403) Comparar e analisar as representacdes, em plano cartesiano, das
fun¢des exponencial e logaritmica para identificar as caracteristicas fundamentais
(dominio, imagem, crescimento) de cada uma, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, estabelecendo relagdes entre elas (BNCC, 2017, p. 539).

« COMPETENCIA ESPECIFICA 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades mate-
maticas, empregando recursos e estratégias como observacao de padrdes, experimentacdes
e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez
mais formal na validacdo das referidas conjecturas (BNCC, 2017, p. 540).

HABILIDADE

— (EM13MATS508) Identificar e associar sequéncias numéricas (PG) a funcdes expo-
nenciais de dominios discretos para anélise de propriedades, incluindo dedugdo de

algumas férmulas e resolucdo de problemas (BNCC, 2017, p. 541).

Assim, procedeu-se a andlise de algumas colecdes de livros didédticos do Ensino Médio a

fim de investigar a abordagem do niimero e em sala de aula. Foram avaliadas quatro coleg¢des:

* Colecao do Bernoulli Sistema de Ensino (2023)
Na apostila da 1* série, a primeira menc¢do ao nimero de Euler ocorre em um exercicio
no capitulo 7, sem qualquer explicacdo prévia, presumindo-se que o aluno ji esteja

familiarizado com a constante. Mais adiante no mesmo capitulo, a apostila apresenta um
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contetido sobre “O mundo do trabalho e as curvas de aprendizagem” que aborda a equacio
P(t) = M — N - e~ *, porém, menciona apenas que “c é o nimero de Euler” sem fornecer
seu valor. No capitulo seguinte, ainda do mesmo ano, inicia-se o conteudo de logaritmos,

com uma observagao que diz:

— Quando a base do logaritmo € o nimero e (e = 2,71828...), esse logaritmo ¢ chamado
de logaritmo neperiano ou logaritmo natural e é representado com a notaco In.

Posteriormente, ha outra se¢do sobre “A Lei de resfriamento de Newton”, que aborda
a equagdo T'(t) — T, = k - e~*, referindo-se ao nimero de Euler apenas como uma

constante.
As demais men¢des ao nimero de Euler aparecem apenas em alguns exercicios.

O préximo contato do aluno com o nimero ocorre apenas na 3* série, com as apostilas
apresentando exercicios envolvendo a constante, sem fornecer qualquer nota histérica

sobre ela.

Colec¢ao do Sistema Educacional Brasileiro (COC) (2024)

A constante de Euler € mencionada em apenas alguns exercicios nas apostilas da 1? e 2°
série. No entanto, hd um diferencial: nos conteddos especificos sobre conjuntos e fungdes,
bem como nas apostilas da 27 série, sao incluidas notas histdricas sobre Euler. Além disso,
na apostila da 1? série, ao tratar do conjunto dos niimeros irracionais, encontramos uma

observacao:

— O numero e, nimero de Euler, encontrado pelo matematico escocé€s John Napier ao
desenvolver seu trabalho sobre logaritmos.
e = 2,71828182845904523536028...

Ao se tratar de func¢do exponencial, a apostila também traz uma aplicag¢do sobre “Cresci-
mento populacional”, que envolve a expressdo N (t) = Ny - ¥, Apds essas abordagens,

nao ha mais mengdes ao numero de Euler na colecao.

Colec¢ao do Sistema Anglo de Ensino (2020)

A primeira meng¢do ao ndmero e ocorre na apostila da 1* série, onde sdo abordados o
numero de Euler e os logaritmos naturais. Ele é apresentado com 10 casas decimais e
exemplificado com In(e) = log,(e) = 1. Em seguida, sdo propostos dois exercicios que

merecem destaque.

No primeiro, hd uma breve introducdo sobre Leonhard Euler, acompanhada por duas

imagens do livro Introdugdo a Andlise Infinita.



Figura 2.1 — Exercicio 1 da apostila do Sistema Anglo de Ensino

Leonhard Euler (1707-1783) foi um dos estudiosos que mais contribuiu para o desenvolvimento da Matematica. Além de suas
descobertas, Euler também ajudou a desenvolver e popularizar notagdes que sac utilizadas até hoje, como o simbolo & para
representar o ndmero irracional 3,1415... e o simbolo f{x) para representar a relacdo de dependéncia em funcdes. Em seus
registros, Euler usou a letra e para representar o numero irracional utilizado como base de logaritmos bastante frequentes

em estudos cientificos: os logaritmos naturais.
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As imagens apresentam a capa e uma pagina do livro Introducdo a andlise infinita, de 1748, em que Euler apresenta o nume-
ro e como a soma de infinitas fraces:

a) A partir do texto (ou de uma calculadora), escreva uma aproximacao para o niumero e com 12 casas decimais.

b) Os logaritmos naturais mencionados no texto tém como base o ndmero e e podem ser representados pelo simbolo

£n (%), ou seja:
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€) Se €n(2) = 0,69 e €n(3) = 1], resolva a equacdo 2* =

Fonte: Autores (2020).
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Ja no segundo, é feita uma breve apresentacdo sobre John Napier, ilustrada por duas

imagens do livro Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio.



19

Figura 2.2 — Exercicio 2 da apostila do Sistema Anglo de Ensino
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b) Obtenha

c) Qual é a relacao do logaritmo neperiano de um numero com seu logaritmo natural?

Fonte: Autores (2020).

aritmo neperiano de e

O primeiro exercicio € proposto para desenvolver habilidades, enquanto o segundo €
considerado um exercicio extra, ou seja, muitas vezes nao é abordado em sala de aula

devido a falta de tempo ou a necessidade de cobrir os conteidos ao longo do ano.

A préxima aparicdo do numero de Euler ocorre na apostila da 3 série, onde hd apenas um

exercicio envolvendo a constante.

Colec¢ao do Sistema Ari de Sa (SAS) (2024)

O material destacou-se por incluir uma ampla quantidade de notas histdricas, curiosidades
e exercicios sobre este numero fascinante. A inclusdo de uma perspectiva histdrica nos
materiais de matemadtica auxilia os alunos a desenvolver conceitos ao longo do tempo,
proporcionando uma compreensdo mais profunda dos conteidos. Ao explorar a origem
dos conceitos matemadticos, os alunos siao incentivados a desenvolver um pensamento
critico, criar conexdes entre diferentes dreas da matematica e outras disciplinas, tornando

o aprendizado mais significativo e integrado.

Na apostila da 1* série, ao abordar o tépico “Numeros e operagdes - Racionais e Irracionais”,
o nimero de Euler € apresentado como um famoso niimero irracional. A apostila inclui a
seguinte frase: “O ndmero e, assim como 7, ¢ um nimero infinito e irracional, mas nao
costuma ser tdo famoso. Uma pena, pois ele também esta por todos os lados.” Em seguida,
a apostila oferece uma breve histdria sobre os juros compostos € uma aplicacio préatica

que resulta em valores cada vez mais proximos do nimero e.
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Figura 2.3 — Nimero de Euler (e): um irracional famoso

NUMERO DE EULER (e): UM IRRACIONAL FAMOSO $

A fisica e a matematica estdo cheias de niimeros interessantes, como o &,
que se escondem em férmulas por ai e ddo ao mundo a cara que vocé conhece.
Porém, o ® nao € o unico na lista de nimeros curiosos. O irracional e, conhecido
como constante de Euler, também ¢ um deles.

Piada de exatas, cortesia da revista cientifica New Scientist: em 2004 - esse $
ano longinquo em que 0 Gmail foi inventado —, Eric Schmidt, na época CEO
da Google, anunciou que queria alcancar exatamente 2 718 281 828 de dolares
de lucro. Quase todo mundo achou o valor meio exotico, mas os matematicos de
plantdo sacaram na hora que essas eram as primeiras nove casas decimais do
lendario e = 2,71828182..,, a constante de Euler. O nimero e, assim como %, ¢ um
niimero infinito e irracional, mas nao costuma ser tao famoso. Uma pena, pois
ele também esta por todos os lados.

Imagine o seguinte: vocé tem 100 reais na poupanga. O banco decide que
ira te pagar, por ano, 50% desse valor (olha so que banco generoso). Ao final do
Pprimeiro ano, vocé tera 150 reais, e ao final do segundo ano 150 reais mais 50%
disso, o que da 225 reais. Sao os famosos juros compostos, ou juros sobre juros.
Parece um 6timo negocio, nao?

Sim, mas pode ficar melhor. E se, em vez de 50% por ano, sua conta rendes-
se 25% a cada seis meses? Logo de cara, parece que da na mesma. Afinal, cada
ano tem 12 meses - a conclusao obvia seria que ganhar 25% por cento duas ve-
Zes ao ano € a mesma coisa que ganhar 50% em uma tacada s6 no final do ano.
Mas isso ndo funciona na prética, porque os juros sdo compostos: faga as contas
e vocé descobre que tera 244,14 reais, quase 20 reais a mais que no primeiro caso.

Divida o ano em 10 partes e voce tera 259,37 reais. Divida em 100, e serao
270,48. O valor, aparentemente, nao para de crescer. Mas ele cresce cada vez
menos. Se vocé dividir o ano em mil partes, serdo “s6” 271,69 reais. Se vocé divi-
di-lo em infinitas partes, bingo: vocé alcangara 271,828182... reais.

(5 Nao percebeu onde chegamos? Vocé pode refazer as contas com uma apli-
cagao inicial unitaria (1 real) na poupanga, para facilitar a visualizagao e perce-
ber que, cada vez que o calculo é feito com um periodo de capitalizagao menor,

$ o resultado segue se aproximando mais e mais do irracional e, de modo que o
alcanca no infinito e nao o ultrapassa.

O nimero de Euler é, portanto, o maior inimigo de qualquer banqueiro:
sempre estara 14 para evitar que vocé pague mais do que um determinado valor

% por um empréstimo, por menor que seja o periodo de capitalizacao.
VAIANO, Bruno. Cinco nidmeros além do Pi que merecem 15 minutos de fama. Superinteressante, 1 set. 2017.

Disponivel em: https:/fsuper.abril. com.br/comportamento/S-numeros-alem-do-pi-que-merecem- 15-minutos-de-
fama/. Acesso em: 20 maio 2022. (adaptado)

),

Fonte: Bigode (2024).

Na apostila da 27 série, a abordagem do nimero de Euler € aprofundada. H4 uma nota
histdrica que discute o limite do nimero de Euler, apresentando a expressdo (1 + 1/n)" e

demonstrando alguns valores conforme n tende ao infinito. Ao final da tabela de dados, a

expressao € apresentada em notacdo matemdtica como:

1 n
lim <1 + —) =e = 2,718.
n

n—oo

A apostila também inclui breves histdrias reais envolvendo o nimero de Euler, como “As
bombas atdmicas tém prazo de validade?” e “Crescimento e decrescimento populacional”.

Essas historias sdo projetadas para instigar a curiosidade dos alunos, incentivando-os a se
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envolver no contexto e a buscar mais informagdes sobre o assunto. Um destaque especial
¢ um pequeno quadro no lado direito da pagina, explicando como utilizar o nimero e
em calculadoras cientificas. Embora os alunos estejam familiarizados com as tecnologias
modernas, € importante ressaltar esses mecanismos para auxiliar no desenvolvimento de

seu conhecimento e habilidades matematicas.

Figura 2.4 — Numero de Euler na calculadora cientifica

JJ".\ "‘.r‘

As calculadoras cientificas
possuem teclas que inserem
constantes conhecidas,

como & ou e. Dessa forma,

nao é preciso digitar o valor
aproximado da constante de
Euler para calculare®?, por
exemplo. Basta utilizar as teclas:

Fonte: Bigode (2024).

O proximo capitulo da apostila chama a atengc@o ao apresentar uma pagina sobre as
tdbuas de logaritmos, um recurso que foi extinto dos livros didaticos hé alguns anos. A
probabilidade de encontrar um professor moderno que nunca ouviu falar dessas tdbuas
¢ significativa. Esse tipo de informacgdo ajuda os alunos a compreenderem por que 0s
logaritmos sdo utilizados da maneira que sdo hoje, destacando o avanco da matematica ao

longo do tempo e como ela facilita nossas vidas.



Figura 2.5 — Das tdbuas para os logaritmos

Das tabuas para os logaritmos

Os logaritmos foram desenvolvidos por John Napier (1550-1617), um membro da aris-
tocracia escocesa que se interessava por Matematica. Napier trabalhou durante vinte
anos na sua descoberta, que foi inspirada nas informacées ja publicadas sobre a sucessao
de poténcias de um namero, especialmente os resultados obtidos por Arquimedes.

Napier publicou, em 1614, o resultado de parte das suas investigacdes no livro Mirifici
logarithmorum canonis descriptio. Essa publicacdo chamou a atencdo do matematico in-
glés Henry Briggs (1561-1630), responsavel por construir a primeira tabela de logaritmos
decimais, publicada com o titulo Arithmetica logarithmica, no ano de 1628. A inven¢ao dos
logaritmos também é atribuida ao relojoeiro e matematico suigo Jobst Biirgi (1552-1632),
que comecou a construir uma tabua de logaritmos em 1588, mas que foi publicada apenas
em 1620.

Tanto Napier como Briggs utilizaram ideias ja experimentadas por outros matema-
ticos, fundamentadas em transformar operacdes mais trabalhosas em operacdes mais
simples; no caso, obter produtos por meio de adi¢des, assim como descobrir resultados de
divisdes efetuando subtracoes.

Régua de ealculo

Até meados do século XX, o principal instrumento de calculo usado nos escritérios
de Engenharia era a régua de calculo, um dispositivo inventado em 1622 pelo matematico
inglés William Oughtred (1574-1660). Essa ferramenta tinha como base a tadbua de logarit-
mos de Napier. A régua de calculo mais simples é composta por duas réguas com escalas
logaritmicas.

|« log (3) >

Clebe b
|1| | I I | ||||||||||||||||||||||||||I|I1l|||'|

“— log(2) —h-|

- log () ——»

Para calcular 2 - 3, faz-se coincidir a marca do 2 da régua inferior com a marca do 1
da régua superior. Lé-se o nimero que fica abaixo da marca do 3 (da régua superior) para
encontrar o resultado 6 na régua inferior. Esse método decorre da propriedade log2-3 =
log2 + log 3 = log 6.

Sistemas de logaritmos

As tabelas publicadas por Napier e Briggs traziam as partes decimais de seus logarit-
mos, ou seja, indicavam também os algarismos depois da virgula.

Briggs adotou como base o niimero irracional e, cuja aproximacéo é 2,71828, que se
usa para modelar fenémenos naturais e resolver problemas relacionados com cresci-
mento populacional, juros compostos etc. Napier optou pela base 10, tornando-se a mais
popular, ja que é mais simples deduzir qual é a parte inteira dos logaritmos decimais,
principalmente se o logaritmando é uma poténcia de 10. Observe:

= loglo =1, pois10’ = 10;
= log100 = 2, pois10? = 100;

= log1000 = 3, pois 10 = 1 000.

Fonte: Bigode (2024).
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Na 3? série, o nimero de Euler continua sendo abordado, embora com menos énfase em
histdrias, visto que este ano do Ensino Médio se concentra em revisar o conteddo dos anos
anteriores. No entanto, ao tratar de logaritmos decimais, a apostila inclui uma breve historia
das tdbuas de logaritmos e destaca as contribui¢cdes de Henry Briggs (1561-1630) nesse
campo. Além disso, a apostila oferece exercicios e exemplos resolvidos que envolvem o
nimero de Euler, refor¢cando o entendimento dos alunos sobre este conceito matemético

fundamental.

De uma maneira geral, o nimero de Euler € pouco explorado nos livros didaticos das
redes privadas. Com algumas excecdes, este nimero irracional aparece em notas histéricas ou
exercicios, mas raramente € aprofundado. No entanto, este tema € de extrema importancia, e se
nao for bem dominado, pode passar despercebido pelos alunos, resultando na auséncia de um

conteddo essencial que teve grande impacto nos estudos mateméticos ao longo da histdria.

2.3 LIVROS DE CALCULO

O numero de Euler tem um papel central no desenvolvimento do Célculo Diferencial.
Nessa secdo vamos mostrar como o nimero e pode ter diferentes defini¢des, como: limites,
derivadas, integrais ou séries. Por se tratarem de topicos de Ensino Superior, ndo serdo abordados
todos os detalhes, mas apenas a ideia central por traz das diferentes definicdes. Foram analisados

quatro livros:

e Um Curso de Calculo (v. 1) (2001)

Comecaremos discutindo este livro fascinante, que oferece uma abordagem abrangente e
rigorosa sobre integrais, séries e equacoes diferenciais. Amplamente utilizado em cursos de
Ensino Superior, especialmente em matematica e dreas relacionadas, o livro € valorizado
por fornecer uma base sélida e uma abordagem detalhada que facilita a compreensao e a

aplicag@o de conceitos matemdticos.

Na Seca@o 6 do Volume 1, é abordada a fun¢do exponencial e logaritmica. Inicialmente,
o texto explora o conceito de poténcia com expoente real, seguido pela discussio sobre
logaritmos. Na Secdo 3.1 desta dissertacdo, a Matemdtica Financeira e o Numero de
Euler s@o abordados de maneira especifica, com foco na teoria e aplica¢des. No livro,
a apresentacdo do numero de Euler € realizada diretamente, utilizando os conceitos
matemadticos apropriados. Primeiramente, é revisado que a sequéncia a, = (14 1/n)" é

convergente, e em seguida é demonstrado que:

1 n
lim (1 + ) =e.
n—oo n
Ap6s esta demonstracao, sao apresentados exemplos e, em seguida, exercicios para fixagdo

dos conceitos.
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e Calculo (v. 1) (2011a)

Outro autor renomado é James Stewart. Em seus livros, ele aborda os conceitos funda-
mentais do calculo diferencial e integral, oferecendo uma combinagdo equilibrada entre
teoria e aplicacdo pratica. Stewart utiliza gréaficos e diagramas que auxiliam os estudantes
a entender melhor os conceitos complexos, os quais ele explica com clareza. Suas obras
sdo extensamente empregadas em cursos de graduacao em matemadtica, engenharia, fisica

€ economia.

O primeiro conceito relacionado ao nimero de Euler surge na Secdo 1.5, quando o autor
apresenta o nimero e como a base de uma fun¢do exponencial. No entanto, ele explica
que uma demonstracdo aproximada, com resultado de 5 casas decimais, serd apresentada

apenas no Capitulo 3.

O Capitulo 3 aborda as regras de diferenciacdo, iniciando com a derivada de fungdes
polinomiais e exponenciais. Ao longo do capitulo, sdo apresentados diversos conceitos,
defini¢des e exemplos, até chegar a Funcao Exponencial. Para demonstrar a derivada da

fun¢do exponencial f(z) = a” utiliza-se a defini¢do de derivada:

() — i FEED = @)
o=~ ~m

Manipulando algebricamente a equagdo acima, chega a conclusdo de que f'(z) = f/(0)-a?,
ou seja, que a taxa de variacao de qualquer fungdo exponencial € proporcional a prépria

funcao.

A escolha ideal da base a deve ser um nimero entre 2 e 3, pois assim f'(0) = 1. Esse

numero ideal € conhecido como o Numero de Euler e € denotado pela letra e.

Assim, a defini¢do retirada do livro de Calculo € que e € um nimero tal que

h
-1
lime

h—0 h =1

Analisando geometricamente essa defini¢do, percebe-se que a reta tangente em (0,1) tem

uma inclinagdo f’(0) que é exatamente 1, conforme ilustrado na Figura 2.6.
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Figura 2.6 — Reta tangente a funcao e”

Fonte: A Autora.

Na equacdo f'(z) = f'(0)-a”, substituindo a por e e f'(0) por 1, obtém-se uma importante

férmula de diferenciagdo para a Fungcdo Exponencial Natural:

d
%(ez) ="

Ou seja, uma caracteristica notavel dessa fungdo € que sua derivada € a prépria funcao.

ApOs esta demonstracdo significativa, o autor segue com exemplos e exercicios de fixag@o.

Célculo das Fung¢des de uma Variavel (2003)

Adiante, apresento o livro de Geraldo Avila, um renomado autor cujo trabalho é ampla-
mente reconhecido. A importancia de sua obra reside na maneira como ele aborda os
conceitos fundamentais do cdlculo diferencial e integral, com um foco especifico em
fungdes de uma varidvel. O autor oferece uma ampla gama de exercicios, mantendo um

rigor matematico que contribui para a constru¢ao de uma base sélida em célculo.

No Capitulo 7, Avila define o logaritmo como a drea sob a hipérbole y = 1/z, afirmando

que essa defini¢do estd mais alinhada com o espirito do Célculo.

A defini¢ao de logaritmo, seguindo os rigores matematicos, € dada como:

log, N=r <= N =a".

Ap6s a definicdo, o livro aborda o conceito de logaritmo natural, que € apresentado como a
drea da figura delimitada pelas retas ¢t = 0, t = z, o eixo Ot e a hipérbole y = 1/t, sendo

considerada positiva se x > 1, zero se x = 1, e negativase 0 < z < 1.

Em seguida, o livro discute o logaritmo natural de um nimero z > 0. A defini¢do do

numero e é apresentada como aquele cujo logaritmo natural € igual a 1.
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Figura 2.7 — Areas sombreadas que representam In z, positivo em (a) e negativo em (b)
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Fonte: Avila (2003).

Figura 2.8 — Area sombreada com medida unitaria definindo o nimero e

Y

Q|

Fonte: Avila (2003).

No Capitulo 11, onde o autor aborda fun¢des definidas por integrais, o logaritmo &

novamente tratado como uma drea, sendo definido pela integral de 1/x. Matematicamente:

lnx:/xldt
1t

Assim, pelo rigor matemadtico, o ideal seria apresentar o logaritmo por meio da integral,
ao invés de simplesmente como o expoente ao qual se deve elevar a base para se obter o

namero dado.

O autor continua a obra com mais exemplos e defini¢des em torno de outras fungdes

definidas por integrais.

» Cdlculo (v. 2) (2011b)

Mais uma vez, retornamos ao autor James Stewart, agora com o segundo volume de seu

livro de Calculo. Nesta etapa, analisaremos o niimero e por meio de uma série.

Ao iniciar o Capitulo 11, "Sequéncias e Séries", o autor faz referéncia ao nimero decimal
infinito 7. Em seguida, ele comeca a explorar as definicdes de séries infinitas, somas
parciais, séries geométricas, séries harmonicas, entre outros testes e projecdes, até chegar

a Série de Taylor e Maclaurin.
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Ele introduz o subtdpico supondo que e” seja uma fungdo que possa ser representada por
uma série de poténcias. Apds varias manipulagdes algébricas, chega-se a seguinte férmula:

o0 n
T

e’ => 7 para todo .

n=0 """

Em particular, quando x = 1, obtemos a expressdo do nimero e como a soma de uma

série infinita:

> 1 1 1 1

Em 1748 Euler usou a equacido (2.1) para achar o valor correto de e com 23 algarismos.

2.4 QUESTOES DO ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) foi criado em 1998 pelo Ministério da
Educagao (MEC) para avaliar a qualidade do ensino no Brasil. No entanto, foi apenas em 2004

que a prova passou a ser utilizada como critério para ingresso em institui¢des de Ensino Superior.

O ENEM ¢ composto por 180 questdes, distribuidas em quatro dreas do conhecimento:
Ciéncias Humanas e suas Tecnologias, Ci€ncias da Natureza e suas Tecnologias, Linguagens,

Cadigos e suas Tecnologias, e Matematica e suas Tecnologias, além da redacdo.

Os estudantes podem utilizar a nota do ENEM para trés programas do Ministério da
Educagdo: Sistema de Sele¢do Unificada (SiSU), Programa Universidade para Todos (ProUni) e

Fundo de Financiamento ao Estudante do Ensino Superior (Fies).

Tanto o ENEM quanto a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) possuem suas
proprias habilidades e competéncias, embora ambas estejam interligadas. A BNCC estabelece
que todos os alunos devem aprender a partir de um curriculo comum, enquanto o ENEM avalia
os alunos em relagdo as competéncias e habilidades essenciais para a conclusao do Ensino Médio

e para o ingresso no Ensino Superior.

O Nuimero de Euler ndo € um conceito frequentemente cobrado nas provas do ENEM,
que tradicionalmente se concentram em temas mais amplos e gerais da matemdtica. Andlises
das provas do ENEM desde 2017, ap6s a reforma do Novo Ensino Médio, mostram que nao
ha questdes que abordem explicitamente ou implicitamente o nimero de Euler na prova de

Matematica.

A seguir, farei uma anélise de questdes de vestibulares que envolvem logaritmos neperia-

nos e o Numero de Euler, com o objetivo de realizar uma comparacao abrangente.

2.5 QUESTOES DE VESTIBULARES

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) distingue-se significativamente dos vesti-

bulares tradicionais. Enquanto o ENEM apresenta uma prova padronizada com 180 questdes
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distribuidas em quatro dreas do conhecimento, focando em competéncias e habilidades especifi-
cas com énfase na interdisciplinaridade e na aplicagdo pratica do conhecimento, os vestibulares
variam conforme a regido. Esses vestibulares podem concentrar-se em disciplinas especificas e

incluir tanto questdes abertas quanto de multipla escolha.

Neste trabalho, serdo analisados os vestibulares de cinco universidades e um instituto de
grande prestigio no Brasil: a Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), a Universidade
Federal do Parand (UFPR), a Universidade de Sao Paulo (USP), a Universidade Presbiteriana
Mackenzie (Mackenzie), Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP) e o Instituto Tec-
nolégico de Aerondutica (ITA). Todas as andlises realizadas neste estudo t€m como ponto de
partida o ano de 2017, em virtude das mudangas introduzidas com a implementacdo do Novo

Ensino Médio.

¢ Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC)

A Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) possui mais de 60 anos de histéria
no estado catarinense. Um dos diferenciais do vestibular da UFSC € que a maioria das
questdes adota um sistema de somatdria, o que aumenta a dificuldade da prova. Além disso,
uma Unica questao pode abordar conceitos de diferentes dreas, como matrizes, funcdes e

trigonometria, exigindo uma compreensdo abrangente e integrada por parte dos candidatos.

Desde 2017, apenas uma questao envolvendo o logaritmo natural [n foi cobrada, na prova
de 2020. No entanto, o logaritmo nessa questdo poderia ser substituido por outra base sem

alterar significativamente a solucao.

Figura 2.9 — Prova do vestibular da UFSC de 2020
QUESTAO 27

01. Se (x -1,x-2,x— g ) € uma progressdao geométrica, entdo o décimo termo dessa
1
P
02. Uma loja oferece um celular em duas formas de pagamento: a vista por R$ 850,00 ou a prazo,
com uma entrada no valor de R$ 100,00 e uma prestagéao no valor de R$ 900,00, trinta dias
apo6s a compra. A taxa de juros mensal cobrada pela loja € inferior a 20%.

04. Se (a,) € uma progressao geometrica de termos positivos e razéo g, entdo a sequéncia

sequéncia é

(in (a?")) € uma progresséao aritmeética de razao In(q).

08. Se o primeiro termo de uma progressao aritmética é 3, o Ultimo termo € 33 e o nimero de
termos ¢€ igual a razdo, entdo a soma de todos os termos da progressao € 108.

= a _\a
16. Sea,b e Rcomb =0, entao\/%—ﬁ.

RESPOSTA D

Fonte: UFSC (2024).

Nas provas analisadas, o numero de Euler ndo aparece explicitamente ou implicitamente.

No formulério da prova de Quimica de 2023, constavam as seguintes equagdes:

N = Ny - e *MIn(16) = 2,772.
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No entanto, nenhuma dessas formulas foi essencial para a resolucio dos exercicios subse-

quentes.

Universidade Federal do Parana (UFPR)

Com mais de 100 anos de histéria, a Universidade Federal do Parand (UFPR) vem for-
mando profissionais de diversas areas, como professores, médicos e engenheiros. A UFPR
€ uma referéncia nacional, destacando-se pela qualidade de seus cursos e pela nota maxima
(5) atribuida pelo MEC. Localizada em Curitiba, a universidade oferece mais de 50 cursos

de graduagdo, além de programas de pds-graduacio, incluindo mestrados e doutorados.

Desde 2017, quase todos os anos, a UFPR inclui a0 menos uma questido envolvendo
logaritmos em seus exames, com excecao do periodo da pandemia. Essas questdes podem
aparecer tanto na 1* fase, composta por questdes de multipla escolha, quanto na 2* fase, com
questdes abertas. No entanto, ndo foram encontradas questdes nos vestibulares analisados

que envolvam o ndmero de Euler ou logaritmos neperianos.

Universidade de Sao Paulo (USP)

Com sua criagdo em 1934, a Universidade de Sao Paulo (USP) estd entre as 100 uni-
versidades com maior renome no mundo, sendo a unica institui¢do de Ensino Superior
da América Latina a figurar nesse ranking. Suas provas sdo elaboradas pela Fundacgdo
Universitaria para o Vestibular (Fuvest) e sdo consideradas entre as mais exigidas pelos
vestibulandos. Isso se deve ao fato de suas questdes serem mais elaboradas, demandando

um conhecimento aprofundado dos candidatos.

Desde o inicio da andlise das provas, a Fuvest tem incluido questdes envolvendo logarit-
mos tanto na primeira quanto na segunda fase de seus exames. No entanto, ndo foram

encontradas questdes que abordem o nimero de Euler diretamente.

Universidade Presbiteriana Mackenzie (Mackenzie)

A Universidade Presbiteriana Mackenzie, uma das institui¢cdes de Ensino Superior mais
tradicionais do Brasil, destaca-se pela qualidade de seus cursos e pela formagao oferecida
aos seus alunos. O vestibular da Mackenzie, embora desafiador, busca avaliar o conheci-
mento dos candidatos de maneira equilibrada, abordando uma ampla gama de contetidos
matematicos. No entanto, desde 2017, nao foram identificadas questdes que envolvam

diretamente o nimero de Euler ou logaritmos neperianos nos exames aplicados.

Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP)

A Universidade Estadual de Campinas (Unicamp), fundada em 1966, ¢ uma das principais
instituicdes de Ensino Superior do Brasil, reconhecida pela exceléncia académica e pela
intensa producao cientifica. Seu vestibular, elaborado pela Comissdo Permanente para os
Vestibulares da Unicamp (Comvest), € conhecido por sua abrangéncia e profundidade,

exigindo dos candidatos um alto nivel de preparacao.
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Desde 2017, a Unicamp tem incluido questdes envolvendo logaritmos em seus exames,
tanto na primeira quanto na segunda fase. No entanto, nao foram identificadas questdes
que abordem diretamente o nimero de Euler ou logaritmos neperianos nos vestibulares

analisados.

¢ Instituto Tecnologico de Aeronautica (ITA)

O Instituto Tecnoldgico de Aeronautica (ITA), uma institui¢cdo publica federal militar,
foi inaugurado ha 74 anos e continua sendo o sonho de muitos jovens. No entanto, para
ingressar no ITA, € necessdria uma dedicacdo intensa aos estudos, pois seus vestibulares
sao conhecidos por serem um dos mais dificeis e concorridos do pais. O conteudo de
logaritmos é cobrado consistentemente ao longo dos anos, tanto na primeira quanto na
segunda fase do exame. As questdes do vestibular do ITA sdo consideradas de nivel médio

a dificil, nunca baixando para o nivel facil.

Assim como nos vestibulares mencionados anteriormente, o ITA ndo apresentou ques-
toes que abordem diretamente o logaritmo natural ou o nimero de Euler. No entanto, o

formulério presente nas provas de Quimica inclui as seguintes informacoes:

Nimero de Euler (¢) = 2,72
In(X) = 2,3log(X).

Em conclusio, a andlise dos vestibulares das universidades e do instituto brasileiro revela
que, apesar da presenca recorrente de questdes sobre logaritmos, o nimero de Euler ndo tem
sido diretamente abordado. Essa observacdo evidencia uma oportunidade para aprofundar a
compreensao e a aplicacdo desse conceito fundamental. Pensando nisso, ao final deste trabalho,
sugere-se uma atividade para trabalhar com o nimero de Euler de maneira que os alunos

reconhecam sua importancia e significado, valorizando esse admiravel contetdo.
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3 REVISAO HISTORICA

3.1 O NUMERO DE EULER E A MATEMATICA FINANCEIRA

Ao longo da histéria, o conceito de Matematica Financeira tem desempenhado um
papel fundamental no dia a dia das sociedades. Na transicdo da Idade Média para a Idade
Moderna, tornou-se evidente que novas tecnologias eram necessdrias para atender as crescentes
demandas da época. Nos séculos XIV e XV, inovagdes como o rel6gio mecénico, a biissola e
a imprensa ndo apenas redefiniram o papel da ciéncia, mas também impulsionaram uma nova
era de avanco técnico e intelectual. Foi durante esse periodo que o interesse pela matematica
cresceu significativamente, especialmente entre artesdos e engenheiros que buscavam solucionar
problemas préaticos do cotidiano, tais como questdes relacionadas a balistica, sistemas de bombas

de 4gua e outros temas de natureza aplicada (2012).

Importantes avangos cientificos marcaram o final do século XVI e o inicio do século
XVII, incluindo a circunavegacao global realizada por Magalhaes em 1521, a publicacdo do
novo mapa do mundo por Gerhard Mercartor (1512-1594) em 1569, o estabelecimento das leis
da ciéncia mecanica por Galileu Galilei (1564-1642) e a formulacao das leis do movimento
planetério por Johannes Kepler (1571-1630). Todos esses marcos exigiam uma vasta quantidade
de dados numéricos e, evidentemente, representavam um trabalho tedioso para realizar os

calculos necessarios (2008).

No centro das preocupacdes humanas residem as questdes financeiras e o desejo de
acumular riquezas. Assim, em meio a todas essas descobertas, ndo € incomum deparar-se com
um matematico andnimo ou até mesmo um comerciante que tenha percebido uma semelhanca

entre a acumulagdo de dinheiro e o seu comportamento matemético ao longo do tempo.

Quando os seres humanos perceberam uma rela¢ao entre dinheiro e tempo, surgiram os
juros, definidos como o custo do crédito ou a remuneragdo de um investimento (2014); trata-se
do pagamento pela utilizacdo do poder aquisitivo ao longo de um periodo de tempo. Um tablete
de argila da Mesopotamia, datado de 1700 a.C. e atualmente em exposi¢do no museu do Louvre,
apresenta o seguinte problema: quanto tempo levard para uma quantia de dinheiro dobrar se for
investida a uma taxa de juros compostos anuais de 20%? (2008). Apesar da falta das técnicas
modernas, os babildnios conseguiram resolver esse problema de forma notavel, chegando ao
valor de 3,7870, o que se aproxima bastante do valor correto, 3,8018. Isso evidencia o sucesso

dos babilonios na resolugdo desse desafio, mesmo sem o auxilio da dlgebra moderna (2008).

Existem duas formas de caracterizar os juros: simples e compostos. No caso dos juros
simples, a remuneragdo do capital (principal) é diretamente proporcional ao seu valor e ao tempo

de aplicacdo. J4 nos juros compostos, os juros formados em cada periodo sdo adicionados ao
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capital, formando o montante (capital + juros) do periodo. Esse montante passa a ser 0 novo

capital e incidira juros sobre esse novo capital, e assim sucessivamente (2014).

Para ilustrar o conceito de juros compostos, consideremos o seguinte exemplo: um capital
de R$1000,00 é aplicado a uma taxa de 10% ao ano. Ao final do primeiro ano, o montante seria de
1000+1000-0,1 = R$1100,00; ao final do segundo ano, seria de 1100+1100-0,1 = R$1210,00;
ao final do terceiro ano, seria de 1210 + 1210 - 0,1 = R$1331,00, e assim por diante. De forma

geral, podemos expressar a equagcdo do montante ao final do primeiro ano como:
M=C+Ci=C(1+1),

onde, M ¢ o montante, C' o capital e ¢ a taxa de juros.

Ao término do segundo periodo, temos a seguinte expressao:

M=C(l+i)+C1+id)i=C+i)(1+1i)=C(1+1i)

Seguindo a mesma ldgica, ao final de ¢ anos teremos:
M =C(1+1i), (3.1)

que € a férmula base para os célculos financeiros.

No entanto, alguns juros bancérios sdo compostos mais de uma vez por ano (2008). Nesse
caso, utilizando os dados anteriores e calculando 0 montante com uma taxa de juros semestral,
0 banco empregard metade da taxa de juros anual como taxa por periodo. Portanto, teriamos
1000 - (1,05)* = 1102,50, resultando em um ganho de R$2,50 em relagiio ao saldo anterior,

calculado anualmente.

No setor bancdrio, diversos tipos de composi¢ao de juros sao utilizados - anual, semestral,
trimestral, mensal, semanal e didrio. Suponhamos que essa composicao seja realizada n vezes ao
ano; consequentemente, a taxa anual desses juros deve ser dividida por n, resultando em i/n. No
entanto, se a taxa estiver sendo dividida, isso implica que pode haver n periodos de conversao.

Assim, a férmula (3.1) sera:

M=C <1 + ;)m (3.2)

Com essa nova férmula, podemos comparar quanto um investimento de R$100,00
realizado ao longo de um ano, com uma taxa anual de 10%, renderd em diferentes periodos de

composi¢ao:
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Tabela 3.1 — Investimento de £$100,00 ao longo de um ano com uma taxa de 10% ao ano

Periodo de conversdo  n i/n M
Anual 1 0,1 R$ 110,00
Semestral 2 0,05 R$110,25
Trimestral 4 0,0125 R$110,38
Mensal 12 0,00833 R$110,47
Semanal 52 0,001923 R$110,51
Diario 365 0,0002739 R$110,52

Fonte: A Autora.

Observa-se que os valores apresentados na Tabela 3.1 estdo aumentando gradualmente,
de forma que que ao se chegar nos montantes semanais e didrios, as variagdes sao minimas,

diminuindo que a escolha da conta na qual o dinheiro € investido tem pouco impacto.

Agora, vamos analisar um cendrio em que o banco era extremante generoso € aplicou uma
taxa de juros de 100 por cento. Embora isso seja um caso hipotético, serd util para examinarmos
o comportamento da féormula (3.2). Assim, temos ¢ = 1, e para simplificar, assumiremos t = 1 e
C = R$1,00.

Dessa forma, nossa nova férmula se da por:
1 n
M = (1 + ) . (3.3)
n

Acompanhe na Tabela 3.2 os resultados obtidos para M/ a medida que n aumenta:

Tabela 3.2 — Resultados obtidos para M a medida que n aumenta

n M

1 2

2 2,25

3 2,37037037

4 2,44140625

5 2,48832000

10 2,59374246
100 2,70481383

1.000 2,71692393
10.000 2,71814593
100.000 2,71826824
1.000.000 2,71828047
10.000.000  2,71828169
100.000.000  2,71828179
1.000.000.000 2,71828203

Fonte: A Autora.

Observa-se que o valor de M tende a se aproximar do valor de 2,71828182, a medida

que n aumenta.
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Além dos juros simples e compostos, existe também o conceito de “juros continuos”.
Diferentemente dos juros compostos, que sdo aplicados em intervalos discretos de tempo, os
juros continuos sdo acrescidos de forma instantanea e continua, o que implica que o tempo tende
ao infinito. Esse tipo de capitaliza¢do pode ser modelado por meio da férmula M = C - ™,
onde M representa o montante, C' € o capital inicial, ¢ € a taxa de juros, n € o tempo e e € a
constante de Euler. Os juros continuos sdo frequentemente aplicados em areas como finangas,
investimentos, empréstimos e previdéncia. Por exemplo, considere o caso de uma pessoa que
aplica £$10.000,00 em um fundo de previdéncia privada com uma taxa de juros compostos
continuos de 6% ao ano, durante um periodo de 20 anos. Nesse caso, o montante final seria
calculado da seguinte forma:

M = 10000 - 20620
= 10000 - e'?
33201,17.

Portanto, apds 20 anos, o montante acumulado seria aproximadamente R$ 33.201,17.

Ainda ndo sabe ao certo quem foi a primeira pessoa a perceber esse comportamento
peculiar. A medida que n tende a infinito o valor da expressdo (3.3) se aproxima cada vez mais do
nimero que mais tarde seria denotado por e. Portanto, o dado exato de sua descoberta permanece
obscuro. Como mencionado anteriormente, foi nesse periodo, no inicio do século XII, que houve
um grande aumento nas atividades comerciais, o que pode ter levado ao célculo de juros e,
consequentemente, ao estudo desse comportamento da expressao. Foi também nesta época que

Napier inventou os logaritmos, o que estd diretamente ligado com o nimero de Euler.

3.2 JOHN NAPIER

No castelo Merchiston, préximo a Edimburgo, na Escdcia, nasceu John Napier em 1550,
embora os detalhes de sua infancia permanecem imprecisos. Napier é reconhecido como o
criador dos logaritmos, um conceito matemdtico que recebeu grande acolhida pela comunidade
cientifica de sua época. Aos 13 anos, ingressou na Universidade de St. Andrews, onde estudou
Religido.

Apesar de seu interesse inicial estar voltado para assuntos religiosos, especialmente o
ativismo religioso, como evidenciado em sua obra A Plaine Discovery of the whole Revelation of

Saint John (1593), na qual Napier criticava veementemente a Igreja Catdlica (2008).

Em 1571, Napier regressou a sua cidade natal e, como proprietarios de terras, direcionou
seu interesse para aprimorar a agricultura e a pecudria. Entre suas experi€ncias e invencoes
destacam-se diversos métodos para fertiliza¢ao do solo, como a utiliza¢ao de varios tipos de
esterco e sais, além do desenvolvimento de um parafuso hidraulico para controle do nivel de dgua
em minas de carvao. Napier também concedeu planos para a construcio de espelhos gigantes

capazes de incendiar navios inimigos, entre outras contribuicdes (2008).
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No entanto, toda essa engenhosidade, ndo € o fator determinante para que seu nome seja
lembrado até os dias atuais: seu reconhecimento deve principalmente a sua contribuicdo para a
ideia matemadtica abstrata. Seus estudos sobre logaritmos, que levaram cerca de 20 anos para

serem desenvolvidos, garantiram seu lugar na histéria da ciéncia.

Com o continuo avan¢o da expansao do conhecimento cientifico em todas as dreas, um
dos principais obstdculos enfrentados na época era encontrar um método para simplificar célculos
tediosos. Napier assumiu esse desafio de frente. Dois marcos iniciais podem ser identificados

como fortes influéncias para sua criagdo: a trigonometria e as progressoes.

Napier ja estava familiarizado com os conceitos de trigonometria, incluindo a férmula

A— B) — A+ B
senA-senB:COS( >QCOS< + )

Dado que somar e subtrair sdo operagcdes mais simples que multiplicar e dividir, essas férmulas

oferecem uma maneira de reduzir uma operacao aritmética para outra mais simples.

Uma segunda concepcao estava intimamente relacionada as progressdes geométricas. Em
seu livro Arithmetica integra (1544), o matematico alemao Michael Stifel (1478-1567) escreveu:
“Se multiplicarmos quaisquer dois termos da progressdo 1, ¢, ¢,... o resultado serd 0 mesmo se

somarmos os expoentes correspondentes” (2008).

Assim, calcular ¢° - ¢ equivale a calcular ¢8. De forma anéloga, 0 mesmo ocorre com a
divisdo; isto €, ¢° /¢® resulta em ¢, diferindo da multiplicagio pelo fato de que, nesse caso, 0s

expoentes sao subtraidos.

Onde Stifel tinha como foco apenas os nimeros inteiros, Napier foi além, estendendo
esses conceitos para uma faixa continua de valores. Seu pensamento era o seguinte: “Se pudermos
escrever qualquer nimero positivo como uma poténcia de algum dado nimero fixo, entdo a
multiplicacdo e a divisdo de nimeros seria o equivalente a adi¢cdo ou a subtracdo de seus
expoentes” (2008).

Ao generalizarmos a ideia, observamos que analisar um nimero elevado a enésima
poténcia equivale a somar o expoente n vezes ao proprio nimero, ou seja, multiplica-lo por n.
Da mesma forma, calcular a enésima raiz envolve uma operacao de subtracdo repetida n vezes,
ou ainda, dividir pelo valor de n. Em resumo, essas operagdes sempre se reduzem a uma posi¢ao

menor, levando assim a sua complexidade.

Para ilustrar o que foi mencionado, sugerimos que estamos trabalhando com uma base
de numero 2. Ao realizar a operacdo 16 - 64, torna-se mais facil encontrar seus expoentes com o

auxilio de uma tabela, como a que se segue:

Tabela 3.3 — Poténcias de base 2

n .. -3 -2 -1 0123 4 5 6 7 &8 9 10
2n .. 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 16 32 64 128 252 512 1024

Fonte: A Autora.




36

Portanto, para realizar a operacdo mencionada, basta somar os expoentes 4 e 6, € encontrar
o valor correspondente na tabela, o que € muito mais simples do que multiplicar diretamente 16
por 64. O resultado esperado, portanto, € 1024. Os valores de n eram chamados de logaritmos

(sequéncia aritmética), enquanto os valores de 2" eram os antilogaritmos (sequéncia geométrica).

No entanto, € evidente que todo esse esforco ndo era exclusivamente voltado para
manipular nimeros inteiros. Para expandir a sua aplicabilidade, era necessario preencher os
“espacos” na tabela, isto €, os valores intermedidrios entre os nimeros inteiros. A escolha da
base adequada era crucial, pois ela deveria ser suficientemente pequena para garantir que suas
poténcias aumentassem de forma razoavelmente lenta (2008). E como Napier fez essa escolha
da base? Ele reconheceu que a base nao poderia ser muito pequena, pois isso resultaria em um
crescimento muito lento das poténcias, o que tornaria o sistema pouco pratico. Apds diversas
andlises, Napier concluiu que a base adequado para preencher os espagos vazios era 0,9999999,
ou seja, 1 — 10~7. Em outras palavras, um nimero préximo de 1, mas nio tdo préximo a ponto de
comprometer a eficacia do método. O objetivo principal era evitar o uso de fragdes, que, embora

fossem conceitos conhecidos da época, o publico ndo se sentia confortavel em lidar com elas.

Ap0s selecionar o nimero “ideal”, Napier iniciou seu processo de subtragcdes repetidas
para determinar os termos sucessivos de sua progressdo, um empreendimento que consumiu 20
anos de sua vida (1594-1614). Certamente, uma das tarefas mais aborrecedoras para um cientista.
Sua primeira tabela continha 101 elementos, com o primeiro termo sendo 107 = 10.000.000,
seguido de 107 - (1 — 1077) = 9.999.999 at€ atingir o nimero 107 - (1 — 1077)1% = 9.999.900.

Tabela 3.4 — Tabela de 101 elementos

n 107-(1—10"")"
0 10000000
1 9999999
2 9999998
3 9999997
4 9999996
98 9999902
99 9999901

100 9999900
Fonte: A Autora.

Ap6s feito esse primeiro trabalho, Napier fez uma segunda tabela, agora tendo como
base o nimero 10~°, derivado do dltimo nimero da tabela anterior por 107. Essa nova tabela

continha 51 elementos.
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Tabela 3.5 — Tabela de 51 elementos

n 107-(1—107°)"
0 10000000
1 9999900
2 9999800
3 9999700
48 9995201
49 9995101

50 9995001
Fonte: A Autora.

A terceira tabela que continha 21 elementos, cuja base era a razdo 9995001 : 107. E
para finalizar, a quarta tabela que tinha 69 elementos e como base o ultimo elemento da tabela

anterior, 9900493, sobre 107, ou aproximadamente 0,99.

Tabela 3.6 — Tabela de 69 elementos

n 107 - (0,99)"
0 10000000
1 9900493
2 9801977
3 9704441
66 5168343
67 5116914
68 5065998

Fonte: A Autora.

Ao concluir esse drduo trabalho, Napier inicialmente denominou o expoente de cada
poténcia como “ndmero artificial”’, posteriormente renomeando-os como logaritmo, que significa

“nuimero proporcional” (2008).

A defini¢do de logaritmo estabelecida por Napier difere em vérios aspectos da defini¢ao
moderna (introduzida por Leonard Euler em 1728). Napier propds que N = 107 - (1 — 1077)%,
onde o expoente L representa o logaritmo (neperiano) de /N, enquanto Euler define que, se
N = b", em que b é um niimero positivo fixo diferente de 1, entdo L é o logaritmo (de base b)
de N. Assim, no sistema de Napier, L = 0 corresponde a N = 107, ao passo que no sistema
moderno, L = 0 equivale a N = 1. Além disso, os logaritmos de Napier ndo obedeceram a
propriedade do produto dos logaritmos, e enquanto os logaritmos de Napier diminuiram com o
aumento dos nimeros, os logaritmos de base 10 aumentaram. Talvez esse problema pudesse ter
sido evitado, ou chegado préximo ao sistema moderno, se Napier tivesse trabalhado com fragdes
decimais (2008).
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O que Napier chegou muito perto de descobrir, e que um século depois foi reconhecido
como a base universal dos logaritmos, ¢ mundialmente conhecido como o nimero e, que € o

limite de (1 4 1/n)" quando n tende ao infinito.

3.3 HENRY BRIGGS

Em 1561 nasceu Henry Briggs, um matemadtico que aprimorou e revolucionou a ideia de
logaritmos criada por Napier. Embora tenha falecido em 1613, seu nome € lembrado até hoje
por sua grande contribuicdo com as tabuas de logaritmos, que foram de suma importancia até
meados século XX. Quando soube da noticia sobre os logaritmos de Napier, Briggs era professor
de geometria no Colégio Gresham, em Londres. Logo apds, deslocou-se até a Escdcia para se

encontrar pessoalmente com esse grande inventor (2008).

Briggs prop6s duas alteracdes para tornar as tabelas de Napier mais convenientes. A
primeira foi que o logaritmo de 1 fosse igual a zero, em vez de 107, e a segunda foi trabalhar com
a base 10, de modo que log;, 10 = 1. Napier aceitou as sugestdes de Briggs, mas ja ndo estava
mais em condicdes de realizar tais mudancas, entdo Briggs assumiu essa tarefa, completando-a

apos alguns anos de execugdo.

Na época, os matemadticos ja conheciam a defini¢do e a propriedade fundamental das
poténcias. A definicdo tradicional dos logaritmos nos livros € a seguinte: dado um nimero real
a > 0, o logaritmo de um niimero x > 0 na base a € o expoente y ao qual se deve elevar a para

obter z, ou seja, log, v = y < a¥ = x (1996).

Briggs ja tinha claro o conceito de que, se € um numero irracional e ¢ € um nimero
positivo maior do que 1, entdo a” é um nimero maior que a¥ € menor que a”, onde y € z s@o
nlimeros racionais. Assim, temos a¥ < a* < a®, ou ainda, y < x < z. Desta forma, quanto mais
os valores de y e z se aproximam de z, a” e a* ficardo cada vez mais préximos um do outro,
tendendo ao mesmo limite, a”. Essa foi exatamente a ideia usada para determinar os logaritmos
irracionais: o processo de aproximagdes sucessivas. A seguir, ¢ descrito como esse processo foi

realizado.

Vamos descobrir o valor aproximado de log,,2 = z. Para resolver este problema,
vamos usar a definicao de logaritmo, ou seja 10® = 2. Os calculos mais detalhados podem ser
encontrados em (2024). O valor irracional de z que queremos encontrar pode ser estimado da

seguinte maneira:

1<2<10

10° < 2 < 10!
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log 10° < log 2 < log 10*

0<z<l
Portanto, log 2 é um irracional que se encontra entre O e 1.

Figura 3.1 — Primeira aproximagdo para o logaritmo de 2

a, =1 2 a, =10
10° 10 10°
Fonte: Kilhian (2024).

Agora, ao calcular a média geométrica entre os dois extremos, obtemos uma nova

aproximacao:

a=+100-10' = /10 = 10%° = 3,1622776.

A localizag@o na reta numérica € ilustrada abaixo:

Figura 3.2 — Segunda aproximacao para o logaritmo de 2

a =1 2 a, = 3,1622776
. ° ®
10° 10° 10

Fonte: Kilhian (2024).

Repetindo esse processo algumas vezes, tendemos ao valor que buscamos, ou seja, log 2.

A figura abaixo mostra essas aproximagdes em torno do nimero 2.

Figura 3.3 — Aproximacdo para o logaritmo de 2
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Fonte: Kilhian (2024).

Concluimos que o valor aproximado de log 2, com 5 casas decimais, € 0,30103. No
entanto, ao calcular sua tabela de logaritmos, Briggs utilizou 14 casas decimais, determinando
os logaritmos de 1 a 20.000 e de 90.000 a 100.000.

Neste caso, como o nimero nio é uma poténcia de 10, o logaritmo € composto por

uma soma da caracteristica (parte inteira) e da mantissa (parte decimal, encontrada na tabela).
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Portanto,

log N = caracteristica + mantissa.

Considerando o exemplo de log,, 2, o logaritmando estd entre 1 e 10, portanto, a caracteristica é

0. Agora, basta encontrar o valor correspondente a mantissa na tabela de logaritmos.

Figura 3.4 — Trecho da tabela de logaritmos de Briggs

Mr. ‘Bzigfs’s Logarithmg for all Numbers, from 1 to 100,
Calculated by that Ingenious Gentléman,and Indefatigable Mathematician,
| 30090, 00000.00300- 20090, 0000. 00000.09000. 50300.000000 | 1
2 15-30102.99956.63981.19521.37388.94724-49302.67681.8 1.46:10.8;41 .10427%
47712.12547.19662.43729.50279.03255.11130.92001.28864.19069.5 86
-60:0;-99913-1796»19°4L74777-89448-986°s-3$3?-7976&914!!-708t6==°814
.69897.00043.36918.80478.62611.0§275.§0697.32318.101 18. 3789.14586.895 724

-77815.12503.8 364 3.63250.87667.97979.60833.§968 3. 18745 -65 230.44061.4029 31
.84599.80400.14316.8;071.1116:..;859:..6;619.34835.7:396-33396.14061.03'63;0
-99303.99869.91943.98564.12166.84173.47908.03045 .€9644. 3663 2.§6239.312824
: 9,4;4,:{094.3; %_:.4.87459.@”8.06;10.1506:.8400:..577:.8.38:;9.11196.5973x 3
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Fonte: Sharp, Halley e Briggs (1706).

Com o auxilio da tabela, verificamos que o valor da mantissa para log;, 2 é aproximada-
mente 0,3010299956. Portanto,

log2 = 0+ 0,3010299956 = 0,3010299956.

Foi assim que Briggs contribuiu significativamente para os calculos minuciosos da época,
auxiliando astrénomos, fisicos e matematicos nesse arduo trabalho manual. Sua contribuicao foi
essencial para o ensino, ja que suas tabelas eram impressas nos livros didéticos e utilizadas até o
final do século XX.

3.4 LEONHARD EULER

Um dos matemaéticos mais destacados da Histéria da Matematica foi Leonhard Euler
(1707-1783), nascido na cidade de Basileia, Suica. Ele dedicou seus estudos a uma ampla gama
de disciplinas, incluindo matemadtica, teologia, medicina, astronomia, fisica e linguas orientais.
Aos vinte e seis anos, Euler assumiu o cargo de matematico principal na Academia de Sao
Petersburgo, sendo amplamente elogiado por sua habilidade, a ponto de ser descrito como capaz
de calcular sem qualquer esfor¢o, “do mesmo modo como os homens respiram, como as dguias

se sustentam no ar”’ (2012). Durante sua vida, publicou mais de 500 livros e artigos.

Conforme Boyer (2012), Euler € reconhecido como o construtor das notacdes mais
bem-sucedidas de todos os tempos, muitas das quais ainda sdo usadas atualmente. Euler foi o
pioneiro no uso do simbolo ¢ para representar a unidade imagindria e popularizou o uso da letra

grega 7 para denotar a razao entre o comprimento e o didmetro de uma circunferéncia, embora
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nao tenha sido o primeiro a usar essa letra para esse fim. Euler também usou a letra ) para

indicar um somatdrio e o simbolo f(x) para representar uma fungio de x.

Embora a existéncia do nimero e seja mencionado desde o século XVII, foi somente
no século XVIII, apés Euler popularizar o uso do simbolo, que sua representacao tornou-se
padronizada. Em 1727, em uma de suas exposi¢cdes manuscritas sobre disparos de canhoes,
Euler “usou e mais de uma duzia de vezes para representar a base do sistema de logaritmos
naturais” (2012). Em 1731, em uma carta para Goldbach, o matemdtico novamente usou a letra
e para referir-se “aquele nimero cujo logaritmo hiperbdlico € igual a 1” (2012). O ntimero e
foi impresso pela primeira vez em uma obra intitulada Mechanica, de 1736. Na Figura 3.5, é
apresentado a tradu¢do em alemao, do trecho de uma edi¢do de 1885 de uma de suas obras mais
conhecidas, Introductio in analysin infinitorum, publicada pela primeira vez em 1748. Por meio

da série >_ 1/n!, Euler obteve uma aproximacdo do niimero e com 23 casas decimais.
Figura 3.5 — Trecho da obra Introductio in analysin infinitorum, de Leonhard Euler

§ 122.

Da man nun bel der Verfertigung eines Logarithmensystems die
asis @ pach Belieben wihlen kaun, so kann man sie auch so annehmen,
ass ==1 wird. Sefzen wir also s=1, so erhalten wir nach der § 116

Verwandelt inan diese Briiche in Decimalbrﬁche und addirt sie sodanm,
“§o erhidlt man fiir a fulgenden Wert:

a = 2,7182818284590452 5536028

‘o anch noch die ltiatzte Ziffer genan ist, Die auf Grund dieser Basis
srechneten Logarithimen werden gewdhnlich natiirliche oder hyper-
‘bolische Logarithmen genannt, weil die Quadratur der Hyperbel durch
olehe Logarithmen ausgefulnt werden lkann., Wir werden nun in der
olge der Kiirze Wege.n fiir diese Zahl 2,718281828459--- stefs den
uchstaben e geblfmch en, so dass also ¢ die Basis der nafiirlichen oder
}palbohscheu Logarithmen bedeutet, weleher der Wert £ =1 entspricht,
der es soll e stets ﬂ& Suimme der unmendlichen Reihe

11 1
byt trest Tt

zeichnen. .

Fonte: Euler (1885).
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3.5 IRRACIONALIDADE E TRANSCENDENCIA

Existem varias provas da irracionalidade do nimero e (2024). A prova mais famosa foi

apresentada por Jean-Baptiste Joseph Fourier em 1815 e esté reproduzida a seguir (2017).
A prova por contradi¢do € baseada na igualdade
=1
&=l
Supondo que e seja racional, ou seja, e = a/b para inteiros a e b > 0, entdo

nlbe = nla

para todo n > 0. No lado direito temos um ndmero inteiro, enquanto que o lado esquerdo se

decompde em uma parte inteira

w (1 1 1 1
n. ( +1!+2!+"'+n!>

e uma segunda parte

o (ot o o)
T\(n+1D)! (n+2)! 0 (n+3)! ’

pois

(1+1+1+ +1>+ S SR
e = R R - “ e .
12l n! n+DI " (n+2)! " (n+3)

A segunda parte pode ser simplificada para

b(l TR S— : +>
n+l (m+1)n+2) (n+1Dn+2)(n+3)

Pela comparagdo com a série geométrica

1 1 1 1

< + + + -
n+1 n+l (m+1)n+2) nm+1)(n+2)(n+3)
1 N 1 N 1 N 1
n+1l (n+2)?2  (n+3)? n’
a segunda parte estd entre

b b
e —.
n+1 n

A segunda parte deveria ser inteira para todo n > 0, mas para n grande certamente isto

nao pode ser verdade, chegando a uma contradicao. Portanto, e € irracional.

Um namero real ndo algébrico é denominado transcendental, o que significa que ndo

pode ser expresso como soluciao de uma descoberta polinomial com coeficientes inteiros. Nao €
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surpresa que o nimero e seja transcendental, o que despertou grande fascinio entre os matemati-
cos do século XIX. Johann Heinrich Lambert (1728-1777), um matemético-alemao, suspeitava
que o nimero e fosse transcendental, embora nao conseguisse provar para qualquer equagdo com
coeficientes inteiros, exceto para a quadratica. A prova dessa transcendéncia foi realizada pelo
matematico francés Charles Hermite (1822-1901) em 1873 (2008).

Como o objetivo deste trabalho € ser menos tedrico e mais voltado para professores, a

demonstracdo da transcendéncia do nimero e serd omitida, mas pode ser encontrada em (1975).

3.6 A MAIS BELA DE TODAS AS FORMULAS

A Identidade de Euler fascina igualmente o mistico, o cientista, o filésofo e 0 matematico
(2008). Para demonstrar tal identidade, serdo necessarios alguns conhecimentos de séries de

poténcias, que podem ser encontrados na referéncia (2011b).

Para representar uma func@o f(z) como uma série de poténcias, uma abordagem comum

¢ utilizar a expansdo de Taylor. Essa expansdo, centrada em um ponto a, € expressa como:

"(a ae "(a ) (n)a

Para o caso especial em que a = 0, uma série de Taylor se reduz a série de Maclaurin:

(0 an " 00 (n)o
1O, SO0 SO SO0,

f(z) = f(0)

n=0
Podemos aplicar a série de Maclaurin a fungdo f(z) = €. Como f™(x) = ¢, e

consequentemente f (”)(0) = ¢’ = 1, para todo n. Portanto,

xXr

i i

TR I G4
Em termos gerais:
o xn
€ _nz:%)ﬁ

Além disso, podemos definir outras fun¢des elementares com base na série de Maclaurin.

Por exemplo, considere uma fungdo f(x) = cosz, logo:

$2 1;4 fL’G 00 . x2n
COSﬂC:l_a—{—E_ajL.”:nz:%(_l) 2n)! (3.5)
Ou ainda, se f(z) = sen z, entdo:
.T3 £B5 337 00 $2n+1
e T S T By L 3.6
senz = — o + 5 + ;O( ) (2n +1)! (3-6)
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Observe que a fungdo exponencial cresce rapidamente para o infinito a medida que x
aumenta, enquanto as fungdes seno e cosseno oscilam entre 1 e —1. Foi nesse contexto que
surgiu a grande ideia de Euler. Em 1737, ele introduziu a unidade imagindria i = v/—1 e, em
um momento de grande genialidade, concluiu que poderia substituir = por ix na equacdo (3.4),

resultando em:

. 11, 1o, 1 1 1. 1
e’ =1+ ﬁ(zx) + E(wr)2 + g(zx)d + I(w:)4 + g(wf)‘r’ + a(m’)6 + ﬁ(za:y +--- (3.7
Visto que i° = 1, ' = 4,2 = —1, 43 = —i, i* = 1, 4% = i e ciclicamente assim por
diante, decorre da Equacdo (3.7) que:
. ' 1 . 1 ] 1 '
€7 = 14 —p——a?— —gdp gty gb g6 Loty

1! 2! 3! 4l 5! 6! 7!

. 1 SL’2 I4 IG . X 1’3 I5 I7
S T TR AR A S TR R TR (HR

E, a partir das Equacdes (3.5) e (3.6), podemos concluir que:

e =cosx +1senx.

Assim, demostramos a Férmula de Euler. Mas o fascinio nio termina aqui! Ao esco-

lhermos x = m, obtemos:
em =cosm+isenTt=1+7-0=—1,

0 que nos leva a:
€™ +1=0. (3.8)

Essa expressdo, conhecida como Identidade de Euler, € considerada por muitos mate-
maticos como ‘“‘a mais bela de todas as formulas” (2008), pois incorpora 0s cinco nimeros mais

importantes da matematica:

e: a base do logaritmo natural, vinda do Calculo;
* 4: 0 ndmero que representa a unidade imagindria /—1, vindo da Algebra;

* m: 0 nimero pi, a razdo de uma circunferéncia pelo seu didmetro, vindo da Geometria;

1: o elemento neutro da multiplicagao;

* (: o elemento neutro da adicao.

Além disso, essa formula engloba as trés operacdes matematicas fundamentais: adicao,

subtracdo e multiplicacdo.
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4 RECURSO EDUCACIONAL

A utilizacdo de jogos como ferramenta pedagdgica tem se mostrado eficaz no desen-
volvimento de habilidades matemaéticas, promovendo o engajamento e a motivacao dos alunos.
De acordo com (2020), o uso de jogos digitais pode criar um ambiente de aprendizagem mais
dinamico, ajudar os alunos a lidar com conceitos complexos de maneira divertida e menos
intimidadora. Além disso, os jogos estimulam a resolucdo de problemas, o raciocinio légico e a

colaboracdo entre os alunos.

Os jogos digitais, em especial, sdo uma forma de ensino que conecta o conteudo curricular
com o universo tecnoldgico que ja faz parte do cotidiano dos alunos. Através da ludicidade, os
alunos podem aprender conceitos de forma interativa, além de poderem aplicar o conhecimento

matematico em diferentes contextos praticos.

O desenvolvimento do jogo no RPG Maker MV ndo apenas enriquece a compreensao
dos alunos sobre o nimero de Euler, mas também destaca a eficdcia dos jogos como ferramentas
pedagdgicas no ensino da matemadtica. Ao integrar conceitos matemdticos em um formato
ludico e interativo, o jogo promove o engajamento dos alunos, permitindo que eles apliquem o

conhecimento em situagdes praticas e desafiadoras.

A implementacdo de jogos digitais no ensino de matematica se mostra ndo apenas uma
inovagao, mas uma necessidade no contexto educacional atual. Ao utilizar ferramentas interativas
como o RPG Maker, os educadores podem criar experiéncias de aprendizado mais significativas,

que conectam a teoria a pratica, estimulando a curiosidade e a motivacao dos alunos.

4.1 ESTRUTURA DO JOGO

O jogo desenvolvido contém quatro missdes, cada uma abordando um conceito mate-
matico relacionado ao nimero de Euler. A proposta do jogo em sala de aula € que os alunos
avancem pelas fases, aplicando conceitos matemdticos ao resolver enigmas e problemas. As fases
podem ser discutidas e trabalhadas previamente em aula, fornecendo aos alunos as ferramentas e

conhecimentos necessarios para resolver os desafios propostos.

Cada fase do jogo foi projetada para abordar diferentes aspectos do nimero de Euler,
facilitando a construcdo de um conhecimento s6lido e progressivo. Além disso, a estrutura do jogo
favorece a colaboracao e a discussdo em sala de aula, permitindo que os alunos compartilhem

estratégias e aprendam uns com 0s outros.

Para baixar o jogo, além de acessar o passo a passo, acesse o link:

<https://drive.google.com/drive/folders/1ThBncZSTLTXtxUHiR6WCQGI_GafmnhHwR>


https://drive.google.com/drive/folders/1hBncZ5TLTXtxUHiR6WCQGl_GafmnhHwR
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4.1.1 FASE 1: AFORMULA EXPONENCIAL

Na primeira fase, o jogador deve resolver um enigma envolvendo uma férmula exponen-
cial. Este enigma pode ser usado para introduzir ou revisar o conceito de crescimento exponencial
e a base do nimero de Euler e. Em um contexto de sala de aula, esta fase pode ser acompanhada
de uma breve exposi¢do tedrica sobre o crescimento exponencial e suas aplicagdes préticas,

seguidamente pela resolucio de problemas semelhantes.

Figura 4.1 — Fase 1: Numerdpolis

A-praga, uma forca maligna invisivel, esta se
espalhando rapidamente por todo o reino:

Fonte: Micolino (2024).

Na fase 1, o desafio proposto é o seguinte: A praga estd se espalhando de acordo com a
férmula N(t) = Ny - e~ *. Com N, = 100 e k = 0,1, quanto da praga restard ap6s 10 horas?

Para resolver essa questdo, substituimos os valores conhecidos de N, k e ¢ na férmula:
N(t) = Ny-e ™
N(10) = 100 - e 1% =100 - 1.
Fazendo e = 2,71, obtemos:

N(10) = 36,9 ~ 37.

Portanto, apos 10 horas, restardo aproximadamente 37 unidades da praga.
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4.1.2 FASE 2: TEMPO DE MEIA-VIDA

Na segunda fase do jogo, o jogador € desafiado a calcular o tempo de meia-vida de uma
praga para derrotar um inimigo. Esse problema relaciona-se ao conceito de declinio exponencial,

extremamente relevante em diversas dreas da ciéncia e da matemadtica, como fisica e biologia.

Figura 4.2 — Fase 2: Numeropolis

Para derrotar a praga e passar, vocé deve calcular
o tempo de meia-vida dela.

Fonte: Micolino (2024).

Nesta, o jogador deve determinar o tempo de meia-vida com base na fase seguinte
problema: A férmula do tempo de meia-vida é ¢ = In(2) /k. Sabendo que k& = 0,1, quanto tempo

levard para a praga se reduzir pela metade?

Substituindo o valor de k na férmula e sabendo que In(2) = 0,69:

In(2)
t =
k
0,69
=1 =09=T

Desse modo, o jogador conclui que o tempo de meia-vida da praga é de aproximadamente

7 horas.

4.1.3 FASE 3: 0 DECAIMENTO ATE 5 UNIDADES

Nesta fase, o jogador deve calcular o tempo necessdrio para que uma praga decaia e atinja

5 unidades, interagindo com um item magico. Este desafio aprofunda o conceito de decaimento
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exponencial e a aplicagdo da férmula N (t) = N, - e, ja usada na fase 1.

Figura 4.3 — Fase 3: Numer6polis

| Vocé encontrou um antigo orbe magico que pode prever
| 0 tempo sequro para a praga.

Fonte: Micolino (2024).

Para resolver essa questao, sabemos que o valor final da praga deve ser N (¢) = 5. Assim,
temos:
N(t) = Ny-e ™
) 1

5 =100 - —0,1-¢ = 01t __ Y —
€ € 100~ 20

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados:

1
In — = Ine O,

20

Utilizando as propriedades dos logaritmos e considerando In 20 = 3, temos:
Inl-In20=-0,1-t-lne=0-3=-0,1-¢-1

3
t=—=1=30.
0,1

Desse modo, o jogador conclui que o tempo necessario para que a praga decaia até 5

unidades € de 30 horas.
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4.1.4 FASE 4: MISSAO FINAL

A fase final do jogo retine os conceitos explorados nas etapas anteriores, desafiando
o aluno a aplicar seu conhecimento sobre o nimero de Euler e o declinio exponencial para
solucionar o problema derradeiro. Nesta missdo, o objetivo € calcular o tempo necessdrio para

que a praga atinja apenas 1 unidade, tornando-se, assim, inofensiva.

Figura 4.4 — Fase 4: Numeropolis

4

N 1
O R R T T e M S i e = S
o= ‘ ; o nlsmilse 5
-

1l

R

Inofensiva? (Risos!)

0 tempo esta contra vocé, heroi.

Em breve, essa cidade estara em ruinas, e

todos os seus esforcos terdo sido em vao!
v

Fonte: Micolino (2024).
Para resolver o desafio, utilizamos

N(t) = Ny-e ™.

Dado que N(t) = 1, Ny = 100 e k = —0,1, e considerando In 100 ~ 46, temos:

1
1 =100 - —0,1-¢ = = —0,1-¢
¢ 100 ©

1
lnm:1n6—0,1~t:>ln1—1n100:—O,l.t.lne$0—4,6:—(),1.15.1

Dessa forma, o aluno conclui que o tempo necessdrio para que a praga se torne inofensiva

€ de 46 horas, encerrando os desafios propostos pelo jogo.
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4.2 PASSO A PASSO

* Passo 1: Entrando em Numerdpolis
O jogador comeca sua aventura na cidade de Numerdpolis, que estd sendo devastada
por uma praga misteriosa. A missdo do jogador € salvar a cidade resolvendo desafios

matematicos.

Objetivo: Explorar as quatro portas disponiveis na cidade para completar missdes relacio-

nadas ao nimero de Euler e a praga.

Dica: Incentive os alunos a explorar os didlogos com os NPCs, pois eles fornecem dicas

uteis sobre a praga e as missoes.

* Passo 2: Escolhendo as Portas
H4 quatro portas na cidade, cada uma com uma missao diferente. Os alunos devem com-

pletar as missdes em ordem, pois cada uma depende da conclusdo da anterior:

1. Porta 1 - Laboratério Magico (Fase 1): A primeira missao envolve descobrir a

férmula da praga e resolver um problema de crescimento exponencial.

2. Porta 2 - Biblioteca (Fase 2): A segunda missdo exige calcular o tempo de meia-vida

da praga para derrotar um inimigo.

3. Porta 3 - Area Contaminada (Fase 3): A missdo aqui é calcular o tempo necessrio

para que a praga decaia até um nivel seguro.

4. Porta 4 - Castelo (Fase 4): A missao final, onde o jogador deve aplicar todos os

conceitos aprendidos e resolver um problema complexo para salvar a cidade.

* Passo 3: Resolvendo os Desafios
Cada porta apresenta um desafio matematico que os alunos devem resolver para avangar

no jogo.

Dica para os alunos: Revisar as férmulas apresentadas na sala de aula antes de tentar
resolver os enigmas. O professor pode fornecer exercicios preparatdrios que simulam as

situagdes do jogo.

Interface do Jogo: O jogador serd apresentado a perguntas e terd de inserir a resposta

correta.
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* Passo 4: Interacoes com Personagens e Itens
Durante o jogo, os alunos interagem com personagens nao jogaveis (NPCs) que oferecem
dicas sobre como resolver os desafios. Em algumas missdes, os alunos também precisam
interagir com itens mégicos, como um orbe ou um rel6gio, que os ajudam a resolver os

enigmas.

Dica para os professores: Incentive os alunos a discutirem em grupo as estratégias para

resolver os problemas do jogo. Isso promove o trabalho em equipe e o pensamento critico.

* Passo 5: Completar as Missoes
O jogador s6 pode passar para a proxima porta apds concluir a missdo anterior. Isso
cria uma sequéncia légica, que reforca a importancia de resolver os problemas de forma

ordenada.

Dica: Reforce a importancia de cada missdo, pois cada uma aborda um conceito especifico
sobre o nimero de Euler e sua aplicacdo em situacdes de crescimento ou decaimento

exponencial.

* Passo 6: A Missdo Final
Na missao final, o aluno precisa calcular o tempo necessario para neutralizar a praga e

salvar Numerdpolis. Aqui, ele aplicara tudo o que aprendeu nas fases anteriores.

Dica para os professores: Ao final, faca uma revisao coletiva com os alunos, destacando
os conceitos principais aprendidos durante o jogo e como eles foram aplicados para

resolver o problema da praga.

Ao seguir esses passos, os alunos aprenderdao como jogar o jogo enquanto reforcam seu
conhecimento sobre o niimero de Euler e suas aplicacdes em diferentes situagcdes matemadticas. O
jogo é uma maneira envolvente de aprender, e os professores podem utiliza-lo como um recurso

para complementar suas aulas com atividades préticas e interativas.

4.3 ROTEIRO DO JOGO

Para a criacao do jogo, foi utilizado o RPG Maker MV, uma ferramenta que reine uma
série de engines e programas voltados para o desenvolvimento de jogos. O processo exigiu ampla
pesquisa, incluindo leitura de materiais e visualizagdo de videos, para compreender como realizar

a programagao necessaria. Nesse contexto, os videos do Canal do Murilo Maker (2024) foram
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fundamentais, pois oferecem tutoriais detalhados sobre como criar um jogo do zero utilizando o
RPG Maker MV.

Para que o usudrio possa abrir o projeto pronto, € necessdrio, primeiramente, realizar o
download da ferramenta RPG Maker MV. Em seguida, deve-se acessar o drive (2024) e efetuar
o download da pasta intitulada “Numerdpolis - Programagao”. Apds abrir o RPG Maker MV,
0 proximo passo € clicar em “Arquivo”, localizado no canto superior esquerdo da interface do
programa, e, na sequéncia, selecionar a op¢ao “Abrir Projeto”. Localizando o arquivo na pasta
de downloads do computador, o jogo estard disponivel para edi¢do ou adaptacdo, permitindo sua

personalizacdo conforme a criatividade e os objetivos pedagégicos do usudrio.
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5 CONCLUSAO

A presente dissertacdo revisita o nimero de Euler com uma abordagem voltada a edu-
cacgdo bdsica, com o objetivo de facilitar o aprendizado desse conceito fundamental e suas
aplicacdes praticas. A andlise de materiais didaticos e de exames, como o ENEM e vestibulares,
revelou que, apesar de sua importancia, o nimero e tem sido pouco explorado nos contetidos
destinados ao Ensino Médio, restringindo-se a breves mencdes e a algumas aplicacdes bésicas
em topicos de funcdes exponenciais. Esse cendrio evidencia uma oportunidade de repensar a

forma como conceitos avancados, como o nimero de Euler, sdo apresentados em sala de aula.

Com essa perspectiva, o desenvolvimento do jogo “Numerdpolis” propds uma ferra-
menta de ensino que combina conceitos tedricos com atividades interativas, contribuindo para a
compreensao do nimero de Euler de maneira contextualizada e pratica. A aplicacao piloto do
jogo sugere que atividades lidicas e desafiadoras podem gerar engajamento e motivacgdo, favore-
cendo uma aprendizagem mais significativa. Dessa forma, conclui-se que a inclusio de recursos
didaticos inovadores pode enriquecer a educa¢ao matematica no Ensino Médio, promovendo a
compreensao de conceitos matematicos complexos e incentivando a conexao entre a teoria € as

aplicacdes do nimero de Euler.

Conclui-se que a combinagdo de recursos didéticos inovadores com uma fundamentagao
tedrica sOlida pode auxiliar na constru¢do de um aprendizado mais significativo, alinhado as
exigéncias da Base Nacional Comum Curricular e as competéncias avaliadas em exames nacio-
nais. O Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) foi fundamental
para a realizacdo deste estudo, proporcionando um aprofundamento critico e aplicado dos conhe-
cimentos matematicos. Com sua proposta de valoriza¢ao dos professores e de aprimoramento
das praticas de ensino, o PROFMAT oferece aos educadores oportunidades para contribuir de
maneira significativa com a educa¢do matematica, promovendo avangos para a qualidade do

ensino no Brasil.
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