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Resumo

A construgao do presente trabalho sugere o estudo de processos infinitos e sua aborda-
gem no Ensino Béasico, com énfase, numa investigacao intuitiva de problemas cldssicos
que motivaram o surgimento do Calculo. Essa teméatica impulsionou nossas pesquisas
sobre o problema da tangente, o problema da velocidade instantanea e o problema da
area. A propria Base Nacional Comum Curricular (BNCC) contempla competéncias
e habilidades que nos fornece o embasamento necessario para tratar desse assunto no
Ensino Basico. Tendo isso em vista, achamos pertinente recomendar ao leitor uma pro-
posta de disciplina eletiva que elaboramos para o 3° ano do Ensino Médio. Com este
intuito, fornecemos um plano de curso detalhado contendo as principais informagoes
sobre a disciplina. Além disso, disponibilizamos atividades de sondagem, materiais
textuais no formato de Historias em Quadrinhos e um jogo confeccionado com mate-
rial manipulavel. Apresentamos também sugestoes de duas sequéncias didaticas e o

desenvolvimento de atividades dindmicas utilizando software computacionais.

Palavras-chave: Processos Infinitos. Proposta de Eletiva. Histérias em Quadrinhos.



Abstract

The construction of this work suggests the study of infinite processes and their approach
in Basic Education, with an emphasis on an intuitive investigation of classical problems
that motivated the emergence of Calculus. This theme drove our research on the
tangent problem, the instantaneous velocity problem, and the area problem. The
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) itself includes competencies and skills that
provide us with the necessary foundation to address this topic in Basic Education. With
this in mind, we find it pertinent to recommend to the reader an elective course proposal
that we have developed for the 3rd grade of high school. To this end, we provide a
detailed course plan containing the key information about the subject. Additionally,
we provide diagnostic activities, textual materials in the form of comic strips, and a
game made with manipulable materials. We also present suggestions for two didactic

sequences and the development of dynamic activities using computational software.

Keywords: Infinite Processes. Elective Course Proposal. Comic Strips.
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1 Introducao

E inegdvel que a Mateméatica em todos os seus niveis depende de processos infi-
nitos, entretanto assim como outros fatos importantes a abordagem desses processos
tem sido tradicionalmente esquecida, em especial, quando a Matematica Elementar é
apresentada para os estudantes do Ensino Basico.

Destacar alguns processos infinitos que podem ser abordados no ensino da Matemé-
tica nao é uma tarefa dificil, afinal s@o muitas as experiéncias que os jovens em idade
escolar podem vivenciar, a titulo de exemplos, a obten¢do de nimeros especiais como
o 7 e o calculo de certas areas por meio de aproximagoes.

Contudo, o real desafio é fornecer aos educandos experiéncias adequadas para apoiar
o desenvolvimento de nocoes intuitivas como a ideia de limite e convergéncia que s
serdo melhores entendidas a médio e longo prazo. A principio talvez o leitor possa
achar que introduzir no Ensino Médio os problemas que abordaremos em nossa pesquisa
seja um certo exagero ou até mesmo inviavel dado o seu grau de abstragao. Porém,
mostraremos que € possivel, fazendo a devida adequacao.

A nossa principal motivacao pela escolha do tema processos infinitos, se deu ao
grande potencial que essa tematica possui de proporcionar uma investigagao mais ampla
de temas que sao abordados no Ensino Basico, em especial, no Ensino Médio.

Utilizando conhecimentos prévios que o aluno carrega em sua bagagem pedagdgica
podemos explorar, elementos do Calculo, como exemplo, a noc¢ao intuitiva de limite.
Isso possibilita ao educando um primeiro contato com uma componente bastante rele-
vante na Matematica no contexto atual.

Além do mais, temos a oportunidade de contribuir com uma tematica pouco abor-
dada no banco de dissertacdes do PROFMAT. E bem verdade que, os problemas que
abordaremos sao bastante conhecidos e podemos até encontramos estudos isolados para
cada um deles.

Em contrapartida, nao observamos um tnico trabalho que concentre sua inves-
tigacdo na analise do problema da tangente, problema da velocidade instantanea e
problema da area, sob a perspectiva que estamos propondo.

Para tanto, durante a construgao deste trabalho, nao poupamos esforcos para tentar
contribuir de forma significativa com a elaboragao de novas formas de divulgacao da
Matematica. Apresentaremos ao leitor estratégias para introduzir, intuitivamente, cada
problema bem como algumas ferramentas didaticas prontas para serem utilizadas.

Para alcancar os nossos objetivos realizamos pesquisas em artigos, sites e livros de
autores que abordam essa tematica. Elaboramos e aplicamos uma proposta de disci-

plina eletiva. Dentro da nossa proposta de eletiva aplicamos atividades de sondagem,
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realizamos uma breve andlise de alguns dos resultados obtidos, propomos sequéncias
didaticas, confeccionamos materiais didaticos textuais no formato de Historias em Qua-

drinhos e um jogo.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Estudar e divulgar a tematica dos processos infinitos em varios contextos, a fim
de explorar mais profundamente temas estudados no Ensino Médio por intermédio da
estruturacao e aplicagdo de uma proposta de disciplina eletiva sob a 6tica do Novo

Ensino Médio.

1.1.2  Objetivos Especificos

e Abordar aspectos historicos dos processos infinitos e apresentar problemas cléds-

sicos que impulsionam o desenvolvimento dessa tematica;

o Entender a conexao entre a Matematica dos processos infinitos e o invento do

Calculo;

o Usar, intuitivamente, o conceito de limite para explorar mais profundamente

temas estudados no Ensino Basico, como Fungoes e Geometria;
e Relacionar o problema da tangente e o problema da velocidade instantanea;

o Utilizar a Matematica dos processos infinitos para determinar uma férmula fe-

chada para calcular a area do circulo e a area sob o arco de parabola;

o Utilizar softwares computacionais, GeoGebra e Excel, para investigar processos

infinitos;

o Elaborar e aplicar uma proposta de disciplina eletiva para o 3° ano do Ensino

Médio com o intuito de divulgar processos infinitos;

e Produzir um material didatico textual no formato de Historias em Quadrinhos
(HQ’s) que sirva de motivagao para a abordagem dos processos infinitos como

disciplina eletiva para compor um itinerario formativo no Novo Ensino Médio;

e Produzir um jogo com material manipulavel, o quebra-cabeca de setores, com o

intuito de determinar a drea de um circulo por meio aproximacoes.
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1.2 Organizacao

Com o intuito de alcancar os objetivos apresentados na Secao 1.1, estruturamos o
nosso trabalho em 6 capitulos.

No Capitulo 1, apresentaremos a introdugao, expondo a nossa motivagdo para a
escolha do tema, o objetivo geral e os objetivos especificos desta dissertagado. Ainda no
primeiro capitulo apresentaremos a forma como o trabalho foi estruturado.

No Capitulo 2, focaremos em abordar a contextualizacao historia do nosso trabalho,
onde temos pretensao de apresentar como a Matematica dos processos infinitos se
desenvolveu ao longo do tempo e comentar brevemente sobre o surgimento de alguns
problemas classicos que serao abordados pensando em como os estudiosos da época
obtinham éxito em suas solugoes, mesmo com poucas ferramentas matematicas quando
comparadas ao que temos hoje.

No Capitulo 3, traremos os principais resultados sobre o problema da tangente e o
problema da velocidade instantanea. Nos preocupamos em generalizar o conceito de
reta tangente, estudar cada um dos problemas, trazer aplicacoes e relacioné-los.

No Capitulo 4, apresentaremos o problema da area. Abordaremos esse problema
tendo como principal motivacao usar, intuitivamente, a Matematica dos processos in-
finitos para investigar a area de uma regiao sob um arco de parabola e a drea de um
circulo.

No Capitulo 5, apresentaremos a proposta de disciplina eletiva Investigando Proces-
sos Infinitos, englobando o plano de curso da disciplina, informagoes sobre a aplicagao,
os recursos didaticos utilizados e a analise de duas sequéncias didéticas.

No Capitulo 6, realizaremos as consideracgoes finais e comentaremos as nossas im-
pressoes sobre os resultados obtidos com o desenvolvimento da pesquisa.

Neste trabalho também consta o registro de cinco apéndices, o Apéndice A diz
respeito ao Sondando a Aprendizagem, um conjunto de atividades de sondagem que
aplicamos em aulas da nossa proposta de eletiva. Nos Apéndices B, C e D trazemos as
versoes completas das histérias em quadrinhos que foram desenvolvidas. Por fim, no

Apéndice E inserimos um e-book onde apresentamos o jogo quebra-cabeca de setores.



20

2 Contextualizacao Historica

Neste capitulo, abordaremos a contextualizacao historica do nosso trabalho, onde
temos pretensao de introduzir o tema e apresentar alguns aspectos historicos que en-
cabecam nosso estudo acerca dos processos infinitos.

Quando pesquisamos, separadamente, as palavras processo e infinito no Dicionério
Houaiss encontramos os seguintes significados: “processo” é a “realizacdo continua e
prolongada de alguma atividade” e “infinito” é algo que “nao tem limite ou fim”.

Por esta razao, quando ouvimos a expressao processo infinito ¢ natural pensarmos
na realizagdo de algum tipo de acdo ou atividade que ndo tem fim. Mas, como podemos
lidar com um processo que nao tem fim dados os limites que nos sao impostos? Nossas
mentes finitas sao realmente capazes de compreender o infinito?

Provavelmente, apds analisar alguns aspectos historicos relacionados ao tema nos
sentiremos mais confortdveis para responder a essas intrigantes perguntas.

Nossas principais referéncias, serao os livros Introducdo a Histéria da Matemd-
tica (EVES, 2004), Tépicos de Historia da Matemdtica (ROQUE; CARVALHO, 2012),
Historia da Matemdtica (BOYER; MERZBACH, 2019) e algumas edi¢oes da Revista
Professor de Matemdtica (RPM).

Os processos infinitos aparecem na Matemadatica ha muito tempo e trouxeram im-
portantes contribuig¢oes para o seu desenvolvimento. A Grécia antiga do século V a.C.,

serviu de palco para o desencadeamento de muitas questoes ligadas ao infinito. Segundo
Brolezzi (1996, p.21)

Foram os gregos os primeiros a procurar a compreensao dos fendme-
nos ligados ao infinito, ao continuo, ao infinitésimo, em busca de uma
explicagdo para o movimento e as transformagoes dos seres.

Na Grécia Antiga, diversas escolas filoséficas exerciam um papel fundamental
para o desenvolvimento intelectual da época. Dentre essas escolas, € do nosso interesse
destacar a Escola Eleatica, fundada por Parménides de Eleia (c. 530 a.C), que se
concentrou em estudar a metafisical e a logica através dos paradoxos de Zendo para
explorar os conceitos de infinito e continuidade, e a Escola Atomista, fundada por
Leucipo (c. 500 a.C) e Demécrito (c. 460 a.C), que introduziu a ideia de que tudo no
universo é composto por atomos indivisiveis e o vazio, o que influenciou as nogoes de

espago e indivisibilidade.

1 A metafisica é uma 4rea da Filosofia que investiga a natureza fundamental da realidade, indo além

do que é fisicamente perceptivel. E um campo de estudo que busca entender o que estd por tras
dos aspectos mais basicos e abstratos da existéncia.
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Com o engendramento dos seus paradoxos?, Zenao de Eleia (c. 490 a.C), demons-
trou que surgem problemas e contradig¢oes légicas quando consideramos que o tempo e
o espaco podem ser divididos infinitamente. Para Zenao, se o espago e tempo podem
ser infinitamente divididos, entdo a mudanga e o movimento nao sdo possiveis, pois
haveriam um ntmero infinito de divisdes que nao poderiam ser completadas.

Por outro lado, a Escola Atomista contrariava as ideias de Zenao, aceitando que
o espago o tempo poderiam ser divididos infinitamente sem causar problemas logicos.
De acordo com os Atomistas, a divisdo infinita do espaco e do tempo é compativel com
a realidade da mudanca e do movimento.

E fato que, essa duplicidade de ideias entre as Escolas Eledtica e Atomista gerou
um fervoroso debate na Grécia Antiga. Além do mais, tais discussdes também ajudou
a moldar a evolugao do pensamento cientifico e filoséfico.

Segundo Brolezzi (1996), as repercussoes desses fendmenos desenvolveram nos gre-
gos o que se chamou de “horror ao infinito”, episédio que teve consequéncias relevantes
na Matematica. O ponto é que muito deve ser creditado a Zenao de Eleia e seus
paradoxos sobre o referido “horror ao infinito” que emergiu na Grécia Antiga.

Surge com Antifon (c. 430 a.C.), o Sofista, um contemporaneo de Socrates, uma
questao inerente a um processo infinito. Antifon teve uma importante contribuicao
para a solugao do problema da quadratura do circulo (EVES, 2004, p.418). Mas afinal,
o que significa quadrar um circulo? E qual foi a solugdo proposta por Antifon para
esse problema?

A quadratura do circulo é o processo pelo qual construimos um quadrado de area
igual a do circulo, em um nimero finito de etapas, utilizando régua nao graduada e
compasso. Antifon antecipou a ideia de que por meio de sucessivas duplicagdes do
numero de lados de um poligono regular inscrito no circulo, a diferenca entre a area do
circulo e a do poligono inscrito “ao final” se esgotaria.

Como é possivel construir um quadrado de area igual a de qualquer outro poligono,
também seria possivel construir um quadrado de area igual a do circulo (EVES, 2004,
p.418). Contudo, embora seus argumentos tenham sido bastante importantes para a
época, nao ficaram impunes as criticas.

Por que tais criticas surgiram? Isso ocorreu porque suas ideias tinham por base
o principio de que uma grandeza poderia subdividir-se indefinidamente. Sendo assim,
como esse processo poderia esgotar a area do circulo?

Uma importante ferramenta matemadatica que possibilitou resolver esse problema foi

apresentada por Euclides no livro XII de sua grandiosa obra Os Elementos.

2 Entre os principais paradoxos de Zendo os mais famosos sdo: o Paradoxo de Aquiles e a

Tartaruga, o Paradoxo da Dicotomia e o Paradoxo da Flecha. O leitor poderd consultar
mais detalhes em (BOYER; MERZBACH, 2019, p.71-73).
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Essa técnica antiga ¢ o Método da Exaustdao, normalmente atribuido a Eudoxo
de Cnido (c. 370 a.C). “O método admite que uma grandeza possa ser subdividida
indefinidamente e sua base é a proposicao: Se de uma grandeza qualquer se subtrai
uma parte nao menor que sua metade, do restante subtrai-se também uma parte nao
menor que sua metade, e assim por diante, se chegard por fim a uma grandeza menor
que qualquer outra predeterminada da mesma espécie.” (EVES, 2004, p.419).

Mas afinal, com qual intuito os gregos utilizavam esse procedimento? Por meio do
Método da Exaustao, os estudiosos conseguiam fornecer provas rigorosas de proprie-
dades geométricas conhecidas, por exemplo, validar expressoes utilizadas para calcular
areas de figuras planas e volumes de sélidos geométricos.

O Método da Exaustdo consiste em inscrever e circunscrever uma figura plana
que, almejamos determinar a area com poligonos cuja area sabemos calcular. Quando
refinamos esse processo, aumentando o nimero de lados dos poligonos inscritos e cir-
cunscritos, suas areas aproximam-se cada vez mais da area da figura original.

A realizacao do processo continua até que a diferenca entre as areas dos poligonos
e da figura original seja suficientemente pequena. Desse modo, é possivel demonstrar
que os resultados obtidos sao verdadeiros e precisos dentro dos limites da aproximacao
que foi utilizada.

Através desse método, os gregos antigos conseguiam driblar processos infinitos, o
que vem bem a calhar, visto que os mesmos demonstravam uma dificuldade peculiar
ao tentar compreender as noc¢oes de infinitamente pequeno e infinito de modo logico e
intuitivo.

Mas afinal, como os gregos conseguiam a partir do Método da Exaustao evitar uma
passagem ao infinito? Bem, quando se propoe um processo infinito é natural pensar-
mos numa agao continua que se repete indefinidamente. De fato, podemos duplicar o
numero de lados dos poligonos inscritos e circunscritos continuamente.

Entretanto, com o Método da Exaustao ndo é necessario “ir até o infinito” para
solucionar o problema, isto significa que, nao precisamos retirar pedagos da area do
circulo indefinidamente até esgota-lo. Em verdade, a ideia central é realizar um nimero
finito de iteracoes® até obter-se uma grandeza menor do que a grandeza prefixada
inicialmente.

Utilizando o Método da Exaustao, Arquimedes resolveu o problema da quadratura
do circulo. Vocé recorda das objegoes levantadas contra a solugao sugerida por Antifon
para o problema da quadratura do circulo? Conforme ja mencionado neste capitulo,
existiam algumas inconsisténcias na época devido a falta de um mecanismo que evitasse

uma “passagem ao infinito”.

3 Definimos iteracdes como a repeticio de um processo que nos permite aproximar do resultado

desejado. Em nosso contexto, cada iteracdo ocorre com a duplica¢do sucessiva do nimero de lados
dos poligonos regulares inscritos e circunscritos.



Capitulo 2. Contextualizacao Historica 23

Agora, com o Método da Exaustao, isso deixa de ser um problema. Arquimedes
usa em sua demonstragao a ideia principal de aproximar a area do circulo por meio
da area de poligonos regulares inscritos (ideia que Antifon antecipou) e circunscritos,
conforme apresentamos nas Figuras 1 e 2.

Figura 1 — Inscrevendo o circulo com poligonos regulares
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Fonte: O Autor via Software Geogebra.

Figura 2 — Circunscrevendo o circulo com poligonos regulares
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Fonte: O Autor via Software Geogebra.

O insight de Arquimedes estava em determinar uma férmula fechada para a area

do circulo encontrando um poligono que possuisse area equivalente, nesse caso um

triangulo. Quando imaginamos um circulo decomposto em um grande nimero de
setores iguais e os reunimos em fila, é perceptivel que a soma de suas areas resulta na
area de qualquer tridngulo cujas medidas de sua base b e altura h, sdo respectivamente,
b=2nr eh=r, veja a Figura 3.

Figura 3 — Fatiando o circulo em n setores circulares
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Fonte: O Autor via Software Geogebra.

Arquimedes provou que a area de um circulo é igual a area de um triangulo retangulo

no qual um dos catetos ¢é igual ao raio e o outro ¢é a circunferéncia desse circulo. Caso
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o leitor deseje consultar mais detalhes, bem como a demonstracao completa desse
resultado, indicamos a leitura do livro Tdpicos de Historia da Matemdtica (ROQUE;
CARVALHO, 2012, p.147-149).

Essa forma de visualizar a solucao para o problema da quadratura do circulo é
realmente impressionante.

Denotemos por A a area do triangulo, b sua base e h sua altura. Como o triangulo
¢ retangulo, b e h sao catetos e suas medidas sao, respectivamente, b = 2nr e h = r.
Substituindo essas informagoes na expressao que utilizamos para calcular a drea de um

triangulo qualquer, obtemos:

2 .
A:%:»Azmﬂ.

E inegével que o Método da Exaustao realmente minimizou o desconforto que gregos
tinham com a ideia de infinito. Porém, segundo Eves (2004)

O Método da Exaustdo é rigoroso mas estéril. Em outras palavras,
uma vez conhecida uma férmula, o Método de Exaustdo pode se
constituir num elegante instrumento para prova-la, mas o método,
por si s6, ndo se presta para descoberta inicial do resultado.

Em sentido figurado, se diz que o Método da Exaustao é estéril para descrever que o
método por si s6, nao gera uma descoberta inédita. Contudo, esse método mostrou-se
uma ferramenta poderosa para provar resultados conhecidos, garantindo que todas as
aproximagcoes necessarias sejam consideradas.

Dos antigos, Arquimedes ficou conhecido como aquele que aplicou de forma mais
elegante o Método da Exaustdao. Entretanto, surge uma grande questao: como Arqui-
medes descobria as férmulas que demonstrava pelo Método da Exaustao?

Na edi¢ao nimero 10 da Revista Professor de Matemdtica - RPM 10, o professor
Geraldo Avila, escreveu um artigo bastante interessante intitulado Arquimedes, a esfera
e o cilindro. Em seu texto, Avila comenta sobre uma grande descoberta do ilustre
professor dinamarqués, J. L. Heiberg (1854-1928).

De acordo com Avila (1987) “o novo livro de Arquimedes, dado a conhecer por

94

Heiberg em 1906, é conhecido como “O Método™, justamente porque nele o gedmetra

grego descreve um “método mecanico” para investigar questdoes matematicas”.

Relatos histéricos apontam que Arquimedes enviou uma carta para Eratostenes de
Alexandria explicando sobre “O Método”. Um trecho dessa carta, apresentada por
Avila em seu artigo, diz o seguinte:

Certas coisas primeiro se tornaram claras para mim pelo método me-
canico, embora depois tivessem de ser demonstradas pela Geometria,

4 O manuscrito original de Arquimedes, datado do século III a.C., foi perdido e posteriormente

apagado para criar um novo manuscrito com textos religiosos. Essa obra ficou conhecida como
Palimpsesto de Arquimedes. O termo “palimpsesto” tem origem grega e significa “raspado nova-
mente” ou “escrito de novo”.
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ja que sua investigacao pelo referido método nao conduzisse a provas
aceitaveis. Certamente é mais facil fazer as demonstragoes quando
temos previamente adquirido, pelo método, algum conhecimento das
questdes do que sem esse conhecimento...

De acordo com Eves (2004) o “método mecanico” proposto por Arquimedes para
determinar areas e volumes estava fundamentado na ideia de cortar as regides corres-
pondentes em um grande ntmero de tiras planas ou fatias paralelas finas e imaginar
esses pedagos pendurados numa das extremidades de uma alavanca dada, de modo que
seja estabelecido um equilibrio com uma figura cuja area ou volume e centroide sao
conhecidos.

Arquimedes registrou varias de suas descobertas utilizando essa ideia em seu livro
“O Método”. Por agora, nao vamos apresentar nenhuma “demonstragao” realizada por
Arquimedes por meio do seu “método mecanico”. Caso o leitor esteja curioso podera
encontrar mais informacoes em (EVES, 2004, p.422, 423) e (AVILA, 1987).

Em sua carta destinada a Eratostenes, Arquimedes também escreveu o seguinte:
“estou convencido de que ele (referindo-se ao “método mecénico”) serd valioso para
a Matematica, pois pressinto que outros investigadores da atualidade ou do futuro
descobrirao, pelo método aqui descrito, outras proposi¢oes que nao me ocorreram.”

E inegavel que a mensagem deixada nessa carta transmite uma certa atemporali-
dade. As descobertas de Arquimedes influenciaram grandes matematicos no decorrer
dos séculos, nao é por acaso que “o chamado “método dos indivisiveis”, inventado no
século XVII, e que deu origem ao Célculo Diferencial e Integral, ¢ muito parecido com
o antigo “método mecanico” de Arquimedes” (AVILA, 1987).

De acordo com (EVES, 2004), as raizes do “método dos indivisiveis” de Bonaventura
Cavalieri (1598-1647) sustentam-se na Grécia antiga segundo as ideias de Demécrito

de Abdera (c. 410 a.C.) e Arquimedes (c. 287-212 a.C.).
De acordo com (BOYER, 1959 apud BROLEZZI, 1996, p.22)

A importancia de Demdcrito para o nosso assunto estda no fato de
ter sido, aparentemente, o primeiro a falar de infinitesimais e a con-
siderar a possibilidade de trabalhar com o infinitamente pequeno a
fim de recompor o todo como no caso de utilizar laminas circula-
res infinitamente finas para calcular o volume de cilindros e cones,
antecipando-se assim o teorema de Cavalieri, nesses casos.

Por outro lado, Eves (2004) também cita que a real motivagao de Cavalieri talvez
estivesse relacionada a trabalhos desenvolvidos por Johann Kepler (1571-1630), com o
intuito de determinar o calculo de volumes de barris de vinho usados em seu tempo
(EVES, 2004, p.358).

Kepler teve forte influéncia no desenvolvimento da solugao de muitos problemas
ligados a processos infinitos. De acordo com Boyer e Merzbach (2019), ao tratar sobre

problemas que envolviam &areas como, por exemplo, sua segunda Lei de Astronomia,
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“Kepler pensava na area formada por uma infinidade de pequenos triangulos, com um
vértice no sol e outros dois vértices em pontos infinitamente proximos um do outro ao
longo da érbita”.

Segundo Eves (2004) “Kepler considerava uma circunferéncia como um poligono
regular de infinitos lados”. Desse modo, visualizou que a circunferéncia poderia ser
repartida em um numero infinito de triangulos. Com isso, a altura desses triangu-
los infinitamente estreitos sdo iguais a r, onde r é o raio do circulo. Denotemos por
a1, a3, ..., 0y, ... 08 comprimentos das bases infinitamente estreitas que estdo contor-
nando a circunferéncia. Note que, a area A do circulo serd dada pela soma das areas
desses infinitos tridngulos.

Dai, segue-se que

air  asr anT
A= —+ —+ ... +—+ ..
SRR i

1
— §r(a1 +ag+ ... +a,+...)
De sorte,
(@ +as+ ... +a, +...) =27r
Logo,
A=mr?

De acordo com Boyer e Merzbach (2019, p.230), Kepler reuniu suas ideias em um
livro que apareceu em 1615, intitulado Stereometria doliorum (Medida de volume de
barris). Duas décadas depois, Cavalieri desenvolveu e apresentou sistematicamente as
ideias de Kepler em seu célebre livro Geometria indivisibilibus, publicado em 1635.

Cavalieri também registrou o método dos indivisiveis nesse mesmo livro. Parece ser
um pouco confuso, mas segundo consta nos registros histéricos, ao abordar esse assunto
em suas obras, Cavalieri nao definia com clareza o que vinha a ser “os indivisiveis”.

Contudo, segundo as ideias por ele apresentadas, uma figura plana seria formada
por uma infinidade de cordas paralelas entre si e uma figura sélida por uma infinidade
de secOes planas paralelas entre si, a essas cordas e se¢gdes Cavalieri dava o nome de
indivisiveis.

Na edicao nimero 72 da RPM 72, o professor Roberto Ribeiro Paterlini, escreveu
um artigo intitulado Os “Teoremas” de Cavalieri (PATERLINI, 2010).

Ao comentar sobre os Principios de Cavalieri para Areas e Volumes (PATERLINI,
2010) destaca “que esse método é muito anterior a Cavalieri. Era conhecido dos antigos
gregos, que o utilizavam para obter volumes dos sélidos”. Conforme mencionamos

anteriormente, Democrito destacou-se entre os gregos ao realizar esses estudos.
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Os gregos realizavam a demonstracao dos resultados encontrados por dupla reducao
ao absurdo nos moldes do Método da Exaustao. Esse método ainda era utilizado por
muitos matematicos dos séculos XVI e XVII, ja que nessa época ainda nao se tinha
uma Teoria de Integracao.

O Principio de Cavalieri é enunciado da seguinte forma: Sejam A e B dois sélidos.
Se qualquer plano horizontal secciona A e B sequndo figuras planas de mesma drea,
entdo estes solidos tém volumes iguais.

Segundo (MORGADO, 2001), o Principio de Cavalieri ndo pode ser demonstrado
com apenas os recursos da Matematica Elementar. Ele deve ser incorporado a teoria
como um axioma, mas os argumentos anteriores sao bastante intuitivos e convincentes.

A ideia inicial é que estamos “fatiando” as duas regioes. Se a quantidade de fatias
for finita e se cada fatia de uma regiao tiver drea sempre na mesma razao que a fatia
correspondente da outra regido, entao somamos as areas das fatias de cada regido e
obtemos o resultado.

Ainda assim, analisando essas ideias sob uma perspectiva logica percebemos que
nao é tao natural compreendé-las de forma imediata. No Principio de Cavalieri as
fatias sd@o segmentos e, um segmento nao possui area, apenas comprimento. Além do
mais, a quantidade desses segmentos € infinita.

E bem verdade que “digerir” essas ideias pode gerar um certo embaraco em nossas
mentes, nos fazendo refletir sobre o seguinte questionamento: como figuras planas ou
solidos de extensao finita podem ser formados por uma quantidade infinita de indivi-
siveis?

A seguir, faremos uma abordagem intuitiva do Principio de Cavalieri segundo a
abordagem do livro Fundamentos de Matemadtica Elementar - Vol. 10 - Geometria
FEspacial - Posi¢ao e Métrica (DOLCE; POMPEO, 1985).

Podemos pensar, intuitivamente, no principio de Cavalieri considerando a existéncia

de um conjunto finito de placas retangulares de mesmas dimensdes.

Figura 4 — Empilhando placas retangulares

sélido A solido B

Fonte: DOLCE e Pompeo (1985)

Empilhando o conjunto de placas conforme apresentado na imagem visualizamos a
construcao de dois sélidos, A e B. Note que, como todas as placas possuem as mesmas

dimensoes, também possuem os mesmos volumes.
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Além disso, visto que os sélidos A e B sao formados pela mesma quantidade de
placas, possuem a mesma altura e, consequentemente, possuem o mesmo volume. Ima-
gine esses solidos sobre um plano «, estando posicionados num mesmo semiespago

determinado por a.

Figura 5 — Principio de Cavalieri para volumes

areas iguais
solido A

L volumes iguais —

Fonte: DOLCE e Pompeo (1985)

Note que, a escolha de qualquer plano 5 que seja secante aos sélidos A e B e paralelo
ao plano «, determina nesses solidos superficies que possuem mesma area. A situagao
que acabamos de abordar, intuitivamente, é generalizada pelo Principio de Cavalier:
para Volumes, ja mencionado anteriormente.

Fato é, que a aceitacao deste Principio de Cavalieri simplifica a dedugao de muitas
formulas de volumes de sélidos apresentados no tratamento da Geometria Espacial
no Ensino Médio. O que nos permite resolver, intuitivamente, muitos problemas que
normalmente dependeriam de técnicas mais avancadas para calcular.

De acordo com Eves (2004), o método dos indivisiveis e outros equivalentes a ele,

foram efetivamente utilizados por outros matematicos, dentre eles, Pierre de Fermat.

Dentro da nossa tematica nao poderiamos deixar de abordar sobre algumas ideias de
Pierre de Fermat, tais ideias deram o pontapé iniciacdo nos estudos da diferenciacao’.
Segundo Eves (2004)

Pode-se dizer que a diferenciagao se originou de problemas relativo ao
tracado de tangestes a curvas e de questoes objetivando a determina-
¢ao de maximos e minimos de fung¢ées. Embora essas consideragoes
remontem aos gregos antigos, parece razoavel afirmar que a primeira
manifestacdo realmente clara do método diferencial se encontra em
algumas ideias de Fermat, expostas em 1629.

No artigo intitulado, The Changing Concept of Change: The Derivative from Fer-
mat to Weierstrass, encontramos muitos detalhes interessantes sobre as ideias de Fer-
mat e como o conceito de derivada se desenvolveu ao longo do tempo. Segundo Grabiner
(1983), “primeiro a derivada foi utilizada, depois descoberta e desenvolvida, e s6 entao
definida”.

5

Diferenciagao é o processo de encontrar a derivada de uma fungdo. Conforme ji mencionamos no
Capitulo 3, a derivada mede a taxa de variacao da fungdo em relacdo a uma de suas variaveis.
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No século XVII, os matematicos europeus estavam cada vez mais familiarizados
com a Matematica grega, o que permitiu ampliar e generalizar muitas das descobertas
que nos foram deixadas de heranca.

De acordo com Grabiner (1983), Descartes e Fermat inventaram a Geometria Ana-
litica no ano de 1630. Isso permitiu que as curvas fossem representadas por equagoes,
isto 6, cada equacdo determinava uma curva. E fato que os gregos também haviam
estudados curvas muito tempo antes, mas nao tantas. Eles estudaram, especialmente,
o circulo e as segoes coOnicas.

Com o desenvolvimento da Geometria Analitica o estudos de novas curvas teve
um grande impacto no desenvolvimento da Matemética. Segundo Grabiner (1983),
“os estudantes da Geometria das curvas foram subitamente confrontados com uma
explosdao de curvas a considerar”.

E inegével que com o surgimento de tantas outras curvas os métodos da Geometria
grega ja nao eram suficientes para investigd-las. Grabiner (1983) comenta que “os
gregos definiram uma tangente como uma linha que toca uma curva sem corta-la, e
geralmente esperavam que ela tivesse apenas um ponto em comum com a curva’.

Outro ponto importante a se considerar é que com o surgimento de novas curvas
também surgiram novos problemas relacionados ao comprimentos de arcos e a de-
terminagdo de areas. Os gregos também se dedicaram a estudar alguns problemas
isoperimétricos®. A titulo de exemplo, um desses problemas seria encontrar dentre
todas as figuras planas de mesmo perimetro aquela que possui a maior area.

Segundo Grabiner (1983), os gregos nao desenvolveram um método geral para re-
solver todos esses problemas e entre os matematicos do século XVII havia uma grande
expectativa que os novos modelos matematicos que surgiam pudessem de algum modo
ajudar, a resolver de uma vez por todas, todos os problemas envolvendo mdzimos e

Minimos.

2.1 Resolvendo Problemas a Maneira de Pierre de Fermat

No ano de 1630, Pierre de Fermat, desenvolveu um método para encontrar maximos
e minimos. Segundo Grabiner (1983), Fermat resolveu um problema bastante simples
para ilustrar seu método. Mas afinal, qual era esse problema?

Problema. Dado um segmento de reta, dividi-lo em duas partes para que o produto
das partes seja maximo.

Solugao. Seja B a medida do segmento de reta e dividamos esse segmento em dois

pedacos cujas medidas sao A e B — A.

6 Os problemas isoperimétricos buscam maximizar ou minimizar 4reas de figuras planas, mantendo

constante o seu perimetro.
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Fazendo o produto dessas duas partes, segue-se que:
A-(B—A)=AB - A% (2.1)

Fermat tomou como referéncia os escritos de Pappus de Alexandria. Ao realizar
suas leituras ele observou que um problema que possui, em geral, duas solugoes tera
uma Unica solug¢ao no caso maximo. Essa observagao o levou a criar seu método para
determinar maximos e minimos, ver (GRABINER, 1983).

Desse modo, digamos que existe uma segunda solucao para este problema. Consi-
deremos agora que a medida do segmento seja B e os dois pedacos que o repartiremos
tenham medidas A+ E e B — A — E. Realizando o produto dessas duas quantidades,

obtemos:
(A+FE)- (B—A—FE)=AB— A* -2AF + BE — E*. (2.2)

Tomando como referéncia as ideias de Pappus sobre mdximos, ao invés de considerar
as duas solugoes, existe somente uma. Com isso, Fermat tratou os produtos (2.1) e (2.2)
“mais ou menos” iguais e igualou os dois resultados, chamando a expressao encontrada

de pseudo-igualdade.
AB — A* = AB — A* - 2AF + BE — E*.
Aplicando a Lei do Corte, obtemos
2AF + E* = BE,
dai, dividindo a expressao por F, encontramos
2A+E =B.

B
Por fim, tomando F = 0, conclui-se que A = o> o que nos da a divisao desejada. Isto
é, para que o produto dos dois segmentos que juntos formam o segmento de medida

B seja maximo, devemos ter um dos segmentos medindo A = 5 €0 outro medindo

B B
B—A=B- 5 =3 isto é, devemos repartir B em dois pedacgos de mesmo tamanho.

De acordo com Grabiner (1983), Fermat nao justificou o porque da “supressao”
do FE, ndo chamou E de infinitamente pequeno, nulo ou de limite. Ele também nao
justificou a divisao por F aplicada em uma das passagens, o que significa que ele adotou
E # 0. Porém, na passagem seguinte o F foi descartado, isto é, Fermat, adotou £ = 0,
o que é bastante confuso.

Segundo Eves (2004, p.429), “embora a légica do processo de Fermat deixe muito

a desejar, vé-se que o método equivale a impor

o S D) = f@)

h—0 h
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isto é, impor que a derivada de f(x) em z seja nula”. Em textos elementares do Célculo,
as vezes, esse método é referido como Método de Fermat.

Contudo, existem dois pontos importantes a serem considerados sobre as ideias de
Fermat. Segundo Eves (2004, p.429), “Fermat, porém, ignorava que a condigdo de a
derivada de f(z) se anular nao é suficiente para se ter um maximo ou minimo comum,
mas apenas necessaria. O Método de Fermat também nao se distinguia entre valor
maximo e minimo”.

Uma grande proeza de Fermat foi a descoberta de um procedimento mais geral para

determinar a reta tangente que passa por um determinado ponto de uma curva cuja
equagao cartesiana é dada. Segundo Eves (2004)

Sua ideia consistia em achar a subtangente relativa a esse ponto, isto
é, o segmento de reta cujas extremidades sdao a projecao do ponto de
tangéncia sobre o eixo x e a intersecgdo da tangente com esse eixo.
A ideia da tangente usada pelo método é a da posi¢ao limite de uma
secante quando os dois pontos de intersecgao com a curva tendem a
coincidir.

Na edigao numero 75 da RPM, o professor Raphael Alcaires de Carvalho, escreveu
um artigo intitulado Descartes, Barrow e Fermat: métodos de tangentes, onde mostrou
métodos criados por alguns matematicos antigos para determinar a equacgao da reta
tangente a um ponto dessa curva, ver (CARVALHO, 2011).

De acordo com Carvalho (2011) “o método de Fermat para as tangentes foi apre-
sentado em 1629 junto com o método para determinar maximos e minimos de func¢oes”.
Vamos ilustrar o método proposto por Fermat utilizando como referéncia o exemplo
abordado na RPM 75.

Exemplo. Escreva a equagao da reta tangente a curva y* = 2z no ponto P = (8,4).

Solugdo. Na figura a seguir, observamos os triangulos APUV e ATSV.

Figura 6 — O método de Fermat

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.
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Note que, estes triangulos sao semelhantes, isto significa que os seus lados corres-

pondentes sao proporcionais. Desse modo, vale a seguinte proporcao:

VO PU
PQ TQ
Aplicando a propriedade fundamental das propor¢oes, obtemos:
— PU-PQ
U — TQ’
TQ
dai, tornando PU = E e TQ = ¢, concluimos que
— 4-F
U= .
c

Segundo Carvalho (2011), Fermat considerou o ponto V' de coordenadas (8+E,4+VU)

da reta t como sendo um ponto da curva de equacio y?> = 2z. Como VU = ,
c

E
devemos ter V = <8 + FE,4- (1 + —>) Mas afinal, porque Fermat considerou V' um
c
ponto da curva, se V esta fora dela? A justificativa se deu pelo simples fato desse ponto
estd muito proximo da curva.

Agora, substituindo as coordenadas de V na equacdo y? = 2x, devemos ter:

E 2
{4-<1+—)] = 2-(8+F)
c
2
= 16- <1+—+—2 = 16+2F
c c
2FE  16E?
16 + 32k + 62 = 16+2F
c c
Dividindo ambos os membros da igualdade por E, obtemos:
2 16K
2 168
c c

Fazendo EF = 0, obtemos ¢ = 16. Note que, o coeficiente angular da reta tangente

é 1 De posse desse tultimo resultado e conhecendo o ponto de tangéncia, podemos

determinar a equacao da reta tangente a curva y? = 2x. Finalmente, y = z +2

O método de Fermat que acabamos de apresentar nao é eficiente para determinar
retas tangentes a uma curva qualquer em um dado ponto, por ser uma solucao bastante
trabalhosa, e sem contar que hoje podemos resolver esse mesmo problema de uma forma
bem mais simples com o desenvolvimento do Calculo Diferencial.

Vale destacar que se hoje podemos resolver problemas dessa natureza de forma mais
simplificada, é gragas as grandiosas contribui¢oes que muitos matematicos, assim como
Fermat e os gregos antigos, nos deixaram de heranca. Inclusive, a ideia de contemplar
aspectos historicos relacionados ao tema nos permite enxergar os processos infinitos de

uma forma completamente diferente.
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Neste capitulo, pouco falamos do Calculo em si, até porque esse nao era 0 nosso
objetivo, nos dedicamos em apresentar aspectos historicos relacionados aos processos
infinitos. Por outro lado, é inegavel a relagao intrinseca entre tais processos e o Calculo
Diferencial e Integral.

Contudo, as ideias que abordamos até aqui nos mostram que os processos infinitos
surgiram muito antes do Calculo e talvez o Calculo seja uma sintese de todo esse
conhecimento prévio construido desde os gregos antigos até o século XVII.

Diante disso, podemos dizer que os processos infinitos formam o pano de fundo
por tras da evolucao do Célculo. Através dessa breve exposicao sobre alguns aspectos

historicos relacionados ao tema, contemplamos o proposito deste capitulo.
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3 O Problema da Tangente e o Problema

da Velocidade Instantanea

Neste capitulo, abordaremos o problema da tangente e o problema da velocidade ins-
tantanea. Optamos por dividir este capitulo em quatro sec¢oes, a fim de proporcionar ao
leitor uma compreensao o mais significativa possivel acerca do tema. Nos preocupamos
em generalizar a definigdo de reta tangente, estudar os problemas citados, aborda-los

formalmente e relacioné-los.

3.1 O Conceito de Tangéncia

Provavelmente, o nosso primeiro contato com o conceito de tangéncia surgiu numa
aula de Geometria Plana ou Geometria Analitica. A ideia de tangéncia, normalmente,

¢ apresentada no Ensino Basico mediante o desenvolvimento dos seguintes contetidos:

(i) Segmentos tangentes: poligonos regulares circunscritos a circunferéncia;

(ii) Posigoes relativas entre reta e circunferéncia.

Quando estudamos o conteido (i), relacionamos o conceito de tangéncia ao fato de
cada lado do poligono “tocar” num tnico ponto da circunferéncia, como observamos

nas figuras a seguir:

Figura 7 — Poligonos circunscritos a circunferéncias.

P N
< J y

(a) Tridngulo equilétero. (b) Quadrado. (c) Hexdgono regular.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Ao estudar o contetdo (ii) visualizamos trés possibilidades de posigoes relativas

entre a reta s e a circunferéncia A, conforme veremos a seguir:
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Figura 8 — Posigoes relativas entre reta e circunferéncia.

(a) A reta s é exterior. (b) A reta s é tangente.

(c) A reta s é secante.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Seja d a distancia entre o centro C' da circunferéncia A e a reta s. Vamos denotar
por r a medida do raio da circunferéncia A\. Na Figura 8a, notamos que d > r, ou
seja, a reta s é exterior a circunferéncia \. Na Figura 8b, verificamos que d = r, isto
significa que a reta s é tangente a circunferéncia A. A Figura 8c denota que d < r, isto
quer dizer que a reta s é secante a circunferéncia A. Entendemos por secante a reta
que corta uma curva em pelo menos dois pontos distintos, neste caso, a circunferéncia.

E bem verdade que, o educando normalmente absorve essas ideias sem muitas
dificuldades. Contudo, ao vivenciar estes conteudos o aluno compreende o conceito de
reta tangente apenas para a circunferéncia. Apds analisar o caso de tangéncia para
a circunferéncia, muitos estudantes, normalmente definem reta tangente do seguinte
modo: “é a reta que toca em um unico ponto da curva”.

Mas afinal, qual é o problema de definir reta tangente dessa forma? Quando se pensa
exclusivamente numa circunferéncia essa forma de definir esta correta. Por outro lado,
quando pensamos nessa definigdo para outras curvas devemos ser mais cautelosos.

O ponto chave é que esse conceito pode ser generalizado e estes conhecimentos
prévios que o educando possui podem ser aproveitados. Vejamos, por exemplo, o que

ocorre quando tracamos a reta tangente ¢ ao grafico da funcio f(z) = 2% — 3z + 1,



Capitulo 3. O Problema da Tangente e o Problema da Velocidade Instantanea 36

passando pelo ponto P de coordenadas (—0.35, 2).

Figura 9 — Gréfico da funcao f(x) = 23 — 3z + 1.

t Y

Y

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Ao verificar a imagem, notamos que ainda que nao tivéssemos a certeza que a reta t
é tangente a curva, também nao ficamos com a impressao que ela seja secante. Porém,
a reta t nao toca apenas num unico ponto da curva. Este exemplo coloca em xeque
aquela primeira definicdo de tangéncia. Serd que faz sentido continuar afirmando que
“reta tangente é aquela que toca em um unico ponto da curva”?

Conforme vimos no exemplo, essa definicdo precisa ser generalizada. Sendo assim,
so faz sentido definir reta tangente dessa forma se estivermos falando exclusivamente
da reta que tangencia um circulo. Diante disso, é cabivel apresentar uma definicao

mais geral do que venha a ser reta tangente, como faremos durante este capitulo.

3.2 O Problema da Tangente: Generalizacao

Nesta secao, apresentaremos formalmente o problema da tangente. Nossa aborda-
gem sera realizada segundo: (NETO, 2020) e (STEWART, 2016).

O problema da tangente nos instiga a procurar solugdes para determinar a equagao
da reta tangente ¢ a uma curva de equagao y = f(x), num ponto (a, f(a)) dado (Veja as
Figuras 10a e 10b). Quando estudamos Geometria Analitica aprendemos a determinar
a equacao de uma reta conhecendo sua inclinagao e um de seus pontos ou conhecendo
dois dos seus pontos.

Talvez, relembrar brevemente esses passos simples para determinar a equacao de
uma reta, camufle os reais desafios que iremos encontrar a partir de agora. Mas afi-
nal, do que realmente se trata o problema da tangente? Este problema surge quando
resolvemos calcular a inclinacao ou declive de uma reta tangente a uma curva dada,

conhecendo apenas as coordenadas do ponto de tangéncia.
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Por que isso é tao importuno? Ora, para determinar a inclinagdo de uma reta é
necessario conhecer pelo menos dois dos seus pontos, mas conhecemos apenas o ponto
de tangéncia (a, f(a)).

Contudo, para resolver o problema da tangente precisamos de uma estratégia para
determinar a inclinacao da reta. Note que, é possivel investigar esse problema re-
correndo a uma abordagem por meio de um processo infinito. Como faremos? Ba-
sicamente, a ideia é encontrar o coeficiente angular m; da reta ¢, tangente a curva,
aproximando-a por meio de um nimero indefinido de retas secantes. Isso pode ser
feito escolhendo um ponto (z, f(x)) sobre a curva que esteja nas proximidades do
ponto de tangéncia.

Em seguida, tracamos a reta s, secante a curva, que passa pelos pontos (a, f(a)) e
(z, f(x)) (veja a Figura 10c). O préximo passo é calcular a inclina¢ao mg da reta s (veja
a Figura 10d). Por fim, faremos x — a', escolhendo valores do dominio que perten¢am
ao intervalo (a,z). Ao realizar este 1ltimo passo faremos a reta s aproximar-se cada
vez mais da reta .

A seguir apresentaremos algumas Figuras que citamos ao longo do texto, a fim de

ilustrar as consideragoes que acabamos de realizar.

Figura 10 — Como determinar a inclinagao da reta t?

Y
f(a)
X , X
(a) Pedago do gréfico da fungao f. (b) A reta t.
Y Y
y=1w) y= 1)
7 7
f(=@) f(=@)
f@)— f(a)
fla) fla) T=a
X T X
(c) A reta s. (d) A inclinagao da s.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

1 Intuitivamente, esta notacdo indica que a varidvel = estd se aproximando cada vez mais do valor

a. Pense nisso como um processo em que z estd “caminhando” em diregéo a a.
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Da Figura 10d extraimos a seguinte expressao:

f(@) = fla)

r—a

mg =

Ao analisar a Figura 11 comecamos a assimilar como a solucao deste problema esta

vinculada ao desdobramento de um processo infinito, vejamos:

Figura 11 — (z, (f(x)) — (a, f(a)).

y = f(x)

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Ao observar a Figura 11 o leitor pensa de forma dinidmica, isto é, mentaliza o ponto
(z, f(z)) movendo-se sobre a curva na diregdo do ponto (a, f(a)). Note, & medida que
o ponto (z, f(z)) percorre a curva e ocupa novas posigoes, deduzimos que surgem uma
quantidade infinita de retas secantes definidas pelo ponto fixo (a, f(a)) e pelo ponto
movel (z, f(x)).

Investigando melhor este efeito com o auxilio de um software dindmico de Matema-
tica, como o GeoGebra, por exemplo, ficamos com a impressao a reta secante gira na
direcao da tangente, tendo-a como sua posicdo limite. O nimero indefinido de aproxi-
macoes entre a reta t e a reta s acarretam numa proximidade cada vez maior entre as
suas inclinacoes.

Denotamos esse fato por meio da expressao
my = lim my
T—a

e, desse modo, conclui-se que a inclinagao da reta tangente ¢ o limite das inclinacoes
das retas secantes quando o ponto (x, f(x)) tende ao ponto (a, f(a)) ao longo da curva.

Tendo em vista proporcionar aos leitores deste trabalho uma abordagem mais formal
deste problema, iremos recorrer ao Calculo e comentar sobre derivadas, tipo especial
de limite utilizado para determinar retas tangentes, que origina o pensamento central

do Célculo Diferencial.
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Com o intuito de melhor expressar as ideias desta secao, decidimos escrever as
subsecoes 3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3, onde abordaremos, respectivamente, os seguintes topicos:

Derivadas, Aplicando a Teoria e Dialogando Sobre o Problema da Tangente.

3.2.1 Derivadas

No inicio da sec¢ao, introduzimos o problema da tangente. Conforme mencionamos,
o escopo da investigacao deste problema centra-se em determinar a inclinacao da reta
tangente a uma curva dada, conhecendo-se apenas o ponto de tangéncia, o que nos
permite determinar a equacao dessa reta.

Nesse momento, nao nos conteremos em recorrer apenas a nossa intuicdo para
resolver o problema, nesta subsecdao apresentaremos uma definicdo formal para reta

tangente. Seja y = f(z) a curva que representa um “pedago” do grafico da fungao f.
Figura 12 — Pedago do gréfico da funcao f.

Y

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Queremos definir a reta t tangente ao grafico da funcao f no ponto (a, f(a)). Como

sabemos, a reta tangente fica determinada se apresentarmos sua declividade. Admita,

entdo, a reta s que passa pelos pontos (a, f(a)) e (z, f(z)).
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Figura 13 — Determinando a inclinagao da reta s.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

O declive ou coeficiente angular da reta s, secante a curva, é dado pela expressao

@)= J(a)

T z—a
Perceba que quando z tende a a, a inclinagdo da reta s tende a inclinacao da reta ¢,

fato este que podemos representar utilizando a expressao

my = lim 1) /@)

Tr—a T — a
Esta expressao indica que, a medida que x se aproxima de a, a reta s vai tendendo
a posicao da reta t, cuja equagdo é dada por y — f(a) = m(z —a). A préxima imagem

ilustra os comentarios feitos nos paragrafos anteriores, observe:

Figura 14 — Aproximando a reta t por infinitas retas secantes.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Naturalmente, definimos reta tangente a uma curva dada passando pelo ponto

(a, f(a)) como sendo a reta de equagao y — f(a) = m(z — a).
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Nos paragrafos anteriores ainda nao apresentamos uma definicao formal para de-
rivadas, o que fizemos foi apenas introduzir a ideia destacando algumas expressoes
matematicas importantes para o desenvolvimento do nosso estudo. Porém, insta sali-
entar a conexao existente entre o problema da tangente e o Cdlculo Diferencial, visto
que, quando existem, as derivadas determinam a inclinacdo da reta tangente a uma
funcao f, isto é, descrevem a taxa de variagdo instantanea da funcdo num certo ponto.

Nos préximos pardgrafos apresentaremos uma defini¢ao formal para derivada de
uma funcao.

Definicao. Seja f uma funcao e p um ponto de seu dominio Dy. O limite

i 1) = 1)

T—p xr — p
quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f’(p). Assim
_ f(x) = f(p)
/ -1
f'(p) = lim ——— "

Se f admite derivada em p, entao diremos que f é derivavel ou diferenciavel em p.
Dizemos que f é derivavel ou diferencidvel em (a,b) C Dy se f for derivavel em cada
p € (a,b). Diremos, simplesmente, que f é uma fungao derivavel ou diferenciavel se f
for derivavel em cada ponto do seu dominio.

A Figura 15 mostra o pedago de uma fungao do tipo y = f(z) definida no inter-
valo (a,b). Este esbogo traz informagoes importantes que nos permitem determinar a

derivada da fun¢ao f no ponto (z, f(x)).

Figura 15 — (z + h, f(z + h)) = (z, f(2)).

1)

F(@ A hYfmmmmm e m e

e )= f()

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Seja h = (x + h) — z. Observe que quando h — 0, o ponto (z + h, f(z + h)) tende
ao ponto (z, f(x)). Dai, segue das propriedades dos limites que

o F@ = f) L fth) — f@)

T—p rT—0p h—0 h
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Conforme ji mencionamos na subsecao (3.2.1), a reta de equagdo y — f(p) =
f'(p)(z — p) é, por definigao, a reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)). Logo,
a derivada de f em p, é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto
de abscissa p.

Com o intuito de fixar as ideias mencionadas anteriormente, incentivamos o leitor
a analisar na proxima subsecao um exercicio, onde teremos a oportunidade de abordar

mais detalhes envolvendo o problema da tangente.

3.2.2 Aplicando a Teoria

Nesta subse¢ao, vamos analisar um exercicio cujo objetivo ¢ determinar, intuitiva-
mente, a inclinacdo da reta tangente a curva de equacao y = 22 que passa pelo ponto

P de coordenadas (1, 1), como mostra a Figura 16.

Figura 16 — A reta t tangente a curva y = x°.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Conforme ja mencionado neste capitulo, sera realizado uma abordagem por meio
de um processo infinito para encontrar a inclinagao da reta tangente. Mas, como este
procedimento seré realizado? Marque sobre a curva o ponto @ de coordenadas (x, x?);

em seguida, trace por P e () a reta s, secante a curva, conforme visualizamos na Figura
17.
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Figura 17 — A reta s secante a curva y = z?.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

No paragrafo anterior representamos o ponto () genericamente, suas coordenadas
sdo (x,x?), isto é, basta escolher um valor z para a abscissa do ponto e ao fazer
22 obteremos sua ordenada. Por outro lado, no grafico apresentado anteriormente,
trouxemos um caso particular, onde Q(2,4) = Q(2,2?). Perceba também que devemos
ter x # 1, pois se x = 1 terlamos P = Q).

Conhecer dois pontos da reta s nos permite calcular sua inclinagao. Para isto, basta

utilizar a expressao

. flee) = flar)
Tgog —Tp

Substituindo as informacgoes correspondentes na expressao, obtemos:

2 —1
m, = ——
r—1
x? — 12
=>my = ——
r—1
. — (x+1)(z—1)
r—1
=>m, = x4+ 1.

O resultado acima, representa o coeficiente angular da reta s, secante a curva, que
passa pelos pontos P(1,1) e Q(z,z%). Quando pensamos em possiveis valores para x
que estejam nas proximidades de x, = 1, estamos buscando, cada vez mais, aproximar
as retas s e t. De fato, se () tende P, entdo m, tende a m;, como indicamos.

E importante salientar que ao escolhermos valores para x, estamos interessados em
analisar apenas o que ocorre na “vizinhanga” de z, = 1, ou seja, valores muito proxi-

mos de 1, mas nunca iguais a 1. Cumprindo com os requisitos citados anteriormente,
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propomos escolher os valores € R dentro dos intervalos [0,1) e (1,2]. Inevitavel-
mente, existem infinitos niimeros reais pertencentes aos intervalos que acabamos de
mencionar.

Utilizando a planilha Ezcel, podemos construir uma lista de valores que convergem
para a inclinagao da reta tangente. A ideia de analisar valores pertencentes aos dois
intervalos é investigar o que ocorre em cada um deles, isto é, quando () aproxima-se
de P pela esquerda no intervalo [0,1) e quando @ aproxima-se de P pela direita no

intervalo (1,2]. Observe os valores dispostos nas Tabelas 1 e 2.

Tabela 1 — Atribuindo valores para x que estao a esquerda de 1.

x [0]0,5]10,75(0,91]0,99 ] ... 0,99999
m, | 11,511,755 1,9]1,99 | .. 1,99999
Fonte: O Autor.

Tabela 2 — Atribuindo valores para x que estao a direita de 1.

z | 2]1,7|1,5]1,25 1,1 .. 1,0009
My | 32,75 (2,5]2,25(2,11...]2,0009
Fonte: O Autor.

Ao analisar os valores apresentados em cada tabela, fica perceptivel que quanto
mais infinitamente préximos estao os pontos P e (), a inclinagdo da reta secante tende
a 2 (ms — 2), e consequentemente, as inclinacoes das retas s e ¢t tendem a coincidir, o
que nos permite afirmar que m; = 2.

Apesar de exibirmos poucas aproximagoes para a inclinacao da reta t, é do nosso
conhecimento que = pode assumir infinitos valores, ja que em cada um dos intervalos
apresentados existem infinitos niimeros reais.

Desse modo, concluimos que os pontos P e () se aproximam cada vez mais e em
algum momento esses pontos estarao tao proximos um do outro quanto se queira, o
que intuitivamente nos garante que as retas s e ¢ possuem a mesma inclinagao.

Perante o exposto, justificamos a abordagem por meio de um processo infinito
conhecido como limite de uma secante, tal processo nos permite determinar a inclinacao
da tangente aproximando-a por meio de um nimero indefinido de secantes.

Na préxima subsecao, vamos acompanhar um possivel didlogo entre um professor
de Calculo e um de seus alunos. Ao redigi-lo nos inspiramos em “Um breve didlogo”
apresentado por (NETO, 2020) em um dos moédulos do Portal da Matemdtica - OB-
MEP, o material intitulado, O Problema da Tangente, foi escrito pelo professor Angelo

Papa Neto e revisado pelo professor Antonio Caminha Muniz Neto.
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3.2.3 Dialogando Sobre o Problema da Tangente

Através desse diadlogo, pretendemos explorar o problema da tangente de maneira
formal e criativa, utilizando importantes resultados e propriedades dos niimeros reais.
O enredo cria forma quando, no climax de uma aula, o professor propée um método
para determinar a reta tangente a uma curva em um ponto dado. Facamos a leitura
com atencao, refletindo sobre cada passagem.

Professor: Por hora, analisaremos um método que nos permite determinar a equagao
da reta que tangencia o pedago de uma curva y = f(z) num ponto de coordenadas
(a, f(a)). E importante destacar que o pedaco dessa curva é uma funcéo. Inicialmente,
devemos escolher um outro ponto da curva de coordenadas (z, f(z)), em seguida, trace
a reta que passa pelos dois pontos destacados na curva, (a, f(a)) e (z, f(z)).

Aluno: Mas, essa reta ndo seria secante a curva?

Professor: Vocé esté certissimo! Conforme ja sabemos da Geometria Plana, se a
reta “toca” na curva e nao é tangente, ela serd secante. Contudo, é de nosso interesse
conceder uma “habilidade especial” para este segundo ponto de coordenadas (z, f(x)).
A partir de agora este ponto podera locomover-se livremente sobre a curva em diregao
ao ponto fixo de coordenadas (a, f(a)).

Aluno: Professor, nao é desafiando seus conhecimentos, mas ainda penso que essa
“jogada” de mover o ponto (z, f(x)) ndo resolve muita coisa. Defendo esse ponto de

vista baseando-me nas seguintes observacoes:

o O intervalo (a,z) do dominio possui infinitos niimeros reais, sendo assim, por
mais préoximo que estes pontos estejam um do outro a reta continuard secante a

curva;

« Supondo ser possivel em algum momento obtermos (a, f(a)) = (z, f(z)), nao

teriamos mais dois pontos distintos, mas um s6 ponto.

Seria mesmo possivel, dizer que a reta fica bem determinada? Na verdade, ndo, o que
podemos afirmar é que ha feixe de retas que passam por esse ponto da curva. Dali,
surge outra pergunta: podemos distinguir qual das retas do feixe é a tangente?

Professor: Vocé nao estd errado. Contudo, ao aproximarmos a reta tangente por
um numero indefinido de retas secantes podemos determinar a sua inclinagao.

Aluno: Quer dizer entao que é possivel indicar uma estimativa para a inclinagao da
reta tangente considerando uma secante que esteja infinitamente proxima?

Professor: Na verdade, o que eu disse é muito mais forte que isso! Quando vocé
utiliza a palavra estimativa fica evidente que voceé se refere a aproximagoes. Mas, o que
estou afirmando é que é possivel determinar de uma vez por todas a inclinagdo reta

tangente.
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Aluno: Me desculpe professor, mas como isso é possivel?

Professor: Vocé precisa entender que ao aproximar retas secantes na dire¢ao da tan-
gente obteremos informacoes importantes sobre sua inclinagdo. Quanto mais precisas
forem essas aproximagoes, melhores serdo as informagoes obtidas.

Aluno: O problema que vejo é que sempre havera um erro, visto que, por mais
proximas que as secantes e a tangente estejam suas inclinagoes jamais serao iguais.

Professor: A grande “sacada” é que este erro pode ser controlado!

Aluno: Um erro controlado? Como assim? Preciso de mais esclarecimentos.

Professor: Certo. Vamos refletir um pouco sobre isso! Escolhemos o ponto (z, f(z))
que estd na vizinhanga do ponto (a, f(a)). O quociente de Newton, w, nos
da a inclinacao m, da reta secante a curva que passa por estes dois pontos...

Aluno: Desculpe interrompé-lo professor. Mas acabamos de nos deparar com um
grande inconveniente, o senhor nao concorda?

Professor: Provavelmente, vocé esté se referindo ao fato de que quando x aproxima-
se de a, o denominador (z —a) — 0. Se for realmente isso, eu concordo contigo. De
fato, este é um grande inconveniente! Por outro lado, para algumas curvas podemos
simplificar essa fragao, como exemplo, podemos destacar o grafico da fungao f(x) = 2.
Note que, considerando este caso particular de funcao e substituindo os pontos (z, f(z))

e (a, f(a)) na expressao utilizada para a inclinagdo da reta secante, devemos ter:

x? —a?
m, = ———
T —a
r+a)(lr —a
o - @HaE—a)
T —a
= my; = T+a

percebe o que estd acontecendo agora? A medida que z — a, m; — 2a.

Aluno: Professor, me perdoe, mas a nossa conversa sempre chega no mesmo lugar.
Mais uma vez, estamos falando em estimativas, aproximacoes..., afinal, como posso ga-
rantir que a inclinacao da reta tangente a curva se aproxima de 2a, quando a inclinagao
das retas secantes também se aproxima de 2a?

Professor: Veja bem, este é o ponto central da nossa argumentacao: a inclinagao da
reta possui este valor especifico porque é o inico possivel.

Aluno: Agora eu realmente cheguei numa conclusao: nao entendi absolutamente
nada! Como pode ser isso? O valor adequado é 2a porque nao pode ser outro.

Professor: Calmal Vocé vai entender tudo na hora certal E importante salientar
que nossa pretensao nao ¢ supor apenas que existem boas aproximacoes para 1my.
Na verdade, suporemos que existem aproximagoes arbitrariamente precisas para my.

Afirmamos este fato quando escrevemos o limite li_r}n Mg = My.
x a
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Aluno: Esta suposicao é bastante forte! Agora, s6 resta demonstra-la.
Professor: Muito bem! Vamos a demonstracao! Suponhamos por absurdo que
ms # 2a. Se isso ocorre, entao |m; — 2a| > 0. Utilizando a desigualdade triangular,

podemos escrever,
|ms — 2a| = |(my — my) + (ms — 2a)| < |mg — my| + |my — 2al.

Talvez vocé esteja se perguntando porque este passo foi necessario? Estou certo? Ou
vocé consegue justificar a utilizagao da desigualdade triangular nesta demonstragao?
Aluno: A utilizagdo deste artificio nos permite dizer que m; e 2a sdo ntimeros reais
que estao fixados no problema. Desse modo, a expressio modular |m; — 2a| é uma
constante.
Professor: Note que, quando = — a, estamos supondo que mg — my, e além disso,
poderemos fazer esta aproximacao torna-se tao precisa quanto queiramos. Podemos

my — 2a
e | Isso pode ser facilmente

assegurar que o erro |mg — my| seja menor que
justificado considerando que queremos encontrar um a tao préximo de x que satisfaca
a desigualdade |ms; — my| < §|mt — 2a|. Por outra perspectiva, vale a pena relembrar
o resultado my = x + a, que encontramos para a inclinacdo da reta secante. Sabe o
que isto significa? Podemos escolher um valor para x que esteja tao proximo de a que
valide a expressdo |ms — my| < 1|mt — 2al.
2

Aluno: Ainda estou um pouco confuso, sem rumo..., teria como deixar essas ideias
mais compreensiveis?

Professor: O que estou argumentando aqui é que obter m; # 2a é uma tarefa
impossivel. Vocé lembra da desigualdade triangular?

Aluno: Sim, lembro.

Professor: Pois bem! Nosso objetivo serda usar a desigualdade para chegar numa
contradi¢do. Ja sabemos que |m; — 2a| < |ms — my| + |ms — 2a| e, tomando um =z
adequado, |ms — my| < §|mt — 2a| e |ms — 2a] < §|mt — 2al. Das desigualdades

apresentadas, segue-se que

Imy —2al < |mg —my| + |ms — 2al
1 1
< §|mt —26L| +§|mt—2a|

= |my — 2a
Vocé percebe a contradi¢ao que acabamos de encontrar? Concluimos que
|my — 2a| < |my — 2al

Veja que isso nao faz sentido! Como pode um niimero ser estritamente menor do que

ele préprio. E importante lembrar que tal contradicao advém do fato de supormos que
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my # 2a. Logo, ndo nos resta outra possibilidade a nao ser m; = 2a, como queriamos
demonstrar.

Aluno: Professor, estou quase convencido! Tenho apenas mais uma pergunta: o que
ocorreu com o my,? Ele sumiu! Achei que ele seria importante.

Professor: E ele é! A sutileza desta demonstragao esta justamente no fato de se
utilizar o nimero real my, visto que, m, nos permite aproximar os nimeros m; e 2a,
numeros estes que queremos que sejam iguais. Diante disso, uma vez demonstrada a
igualdade m; = 2a, ndo hé necessidade de continuar analisando o valor ms.

Aluno: Hum, agora sim! A esséncia desta demonstragao é mostrar que dois nimeros
sdo iguais, justificando tal fato por meio de uma aproximacao desses niimeros por uma
mesma quantidade, dada por my, de tal modo que essa aproximagcao seja arbitraria-
mente precisa. Isto significa que nao existe a possibilidade destes ntimeros, m; e 2a,
serem distintos.

Professor: Muito bem! Para mim é muito satisfatério perceber que vocé realmente

compreendeu as ideias e sanou todas as duvidas.

O diédlogo que acabamos de ler aborda o problema da tangente sob uma perspectiva
mais formal. A estrutura do texto traz a tona um rigor matemético que nos permite
deixar de lado a intuicao e utilizar argumentos soélidos, que viabilizam a determinacao

do coeficiente angular da reta tangente.

3.3 Introduzindo o Problema da Velocidade Instantanea

Nesta secao, abordaremos o problema da velocidade instantanea. Para redigir o
nosso texto, tomamos por base (NUSSENZVEIG, 2002) e (STEWART, 2016).

Certamente, quando vocé cursou o Ensino Médio, estudou um ramo da Fisica conhe-
cido por Mecanica. Por ser muito abrangente a Mecanica se divide em alguns topicos,
dentre eles, é de nosso interesse destacar a Cinemdtica, uma parte da Mecdnica que
estuda o movimento dos corpos sem se preocupar com as suas causas.

Dentro da Cinemdtica, estudamos o Movimento Uniforme, onde o moével percorre
espagos iguais em intervalo de tempos iguais. Isto significa, que neste movimento nao
ha aceleragao, visto que, nao ocorre variagao de velocidade. Com isso, a velocidade do
movel se mantém sempre constante.

Em contrapartida, quando idealizamos situacoes reais concluimos que considerar a
velocidade constante, ainda que seja durante pequenos intervalos de tempo, pode nao
fazer muito sentindo. Faca o seguinte teste: observe o comportamento do velocimetro

do seu veiculo durante uma viagem ou numa ida até o seu local de trabalho.
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O que vocé vé? Certamente, percebeu que o velocimetro nao marca a mesma
velocidade durante longos intervalos de tempo. Essa observacao, por si s6, nos permite
concluir que a velocidade do carro nao é constante. O que podemos dizer, de fato, é
que o veiculo possui uma velocidade definida para cada instante, esse é o conceito de
velocidade instantanea.

Com o intuito de proporcionar ao leitor uma explanacgao eficaz desse conceito, acha-
mos interessante trazer outro didlogo, onde discorreremos sobre o problema da veloci-
dade instantanea. O texto desenvolvido é uma adaptacao do didlogo apresentado em
(NUSSENZVEIG, 2002, p.25).

Vocé lembra daquele estudante teimoso do ultimo didlogo? Pois bem, ele esta de
volta! Dessa vez, o estudante estava em sua motocicleta a caminho da Universidade
quando um guarda de transito o fez parar, relatando que ele estava transitando na via

com velocidade acima da permitida, vejamos o enredo dessa histoéria.

3.3.1 Dialogando Sobre o Problema da Velocidade Instantanea

Guarda: Quando vocé passou pela lombada eletronica foi registrado que a sua moto
estava a 80 km/h, mas o limite de velocidade dessa via é de 40 km/h. Vocé nao
percebeu que estava rapido demais?

Estudante: Desculpe Sr. Guarda, acho que a lombada deve estar com algum defeito.
Me explique como eu poderia estar a 80 km/h se s6 estava dirigindo por aqui ha cerca
de 1 minuto, e nao durante 1 hora?

Guarda: A questdo nao é essa!l No instante em que vocé passou pela lombada
registrou-se a velocidade de 80 km/h, isto quer dizer que se vocé seguisse viagem
mantendo constante essa velocidade, apds 1 hora, teria percorrido 80 km.

Estudante: E com toda certeza, eu ja teria ultrapassado a Universidade.

Guarda: Nao tenho duvidas disso! Contudo, se vocé tivesse continuado com essa
velocidade durante 1 minuto, teria percorrido 1,33 km, e em 1 segundo 22,22 metros,
e em 0, 1 segundos teria percorrido 2,22 m e teria dado perfeitamente para prosseguir
durante 0, 1 segundos sem ultrapassar a Universidade.

Estudante: Entendo, vocé determinou os espacos percorridos com essa velocidade
para intervalos de tempo cada vez menores. Mas, para mim sé faz sentido pensar dessa
forma se o limite da via fosse 2,22 metros em 0, 1 segundos.

Guarda: Mas, o que eu estou te dizendo sao coisas equivalentes. O que vale é
a velocidade instantanea, isto é, a velocidade no instante em que vocé passou pela
lombada eletronica. Entao, quando vocé diz que a lombada estd quebrada nao faz
muito sentido.

Estudante: Sr. Guarda, ndo me multe por favor! Estou a caminho da Universidade

para assistir uma aula de Calculo.
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Guarda: Tenho certeza que vocé aprendeu alguma coisa de Calculo com essa infra-
¢ao de transito. E sobre a multa..., ndo posso fazer nada! Da proxima vez que passar

por aqui, dirija respeitando o limite de velocidade da via. Tenha um bom dia!

O didlogo que acabamos de analisar aborda o conceito de velocidade instantanea
de forma intuitiva e descontraida. As falas do estudante durante a abordagem dao

margem a duas interpretacoes distintas:
(i) Ele pode nao conhecer o conceito de velocidade instanténea;
(ii) Ele estava se fazendo de desentendido para tentar se livrar da multa.

Nao sabemos se o estudante é realmente leigo ou se fez de desentendido, mas fica
evidente que ele apela para o conceito de velocidade média ao retrucar as observacoes
feitas pelo guarda, o que nao faz muito sentido, visto que, a lombada eletronica registra
a velocidade instantanea.

Por outro lado, o guarda foi bastante conciso e coerente durante a conversa. Ao rea-
lizar conversoes entre as unidades de distancia, tempo e velocidade e fazer calculos para
intervalos de tempo cada vez menores conseguiu mostrar que o estudante realmente
ultrapassou o limite de velocidade permitida na via e a discussao foi encerrada.

E inegével que a velocidade de uma motocicleta ou até mesmo um carro nao sofre
nenhuma alteragao significativa em intervalos de tempo muito pequenos, por exemplo,
um intervalo de tempo inferior a 0,1 segundos. Em contrapartida, para calcular a
velocidade instantdnea com uma maior precisao devemos pensar em intervalos de tempo
cada vez menores, por exemplo, intervalos da ordem de 1072 s, 1073 s, 10™* s, e assim

por diante, isto é, para intervalos de tempo cada vez menores, o quociente

AS

At
aproxima-se cada vez mais da velocidade instantanea. Definimos intuitivamente, velo-
cidade instantanea, como a velocidade que o velocimetro do veiculo marca num deter-
minado instante.

Podemos explorar melhor essa ideia recordando um famoso resultado encontrado
por Galilei Galilei alguns séculos atras. Realizando alguns experimentos, sob circuns-
tancias ideias, ele descobriu que a distancia percorrida por qualquer objeto em queda
livre é proporcional ao quadrado do tempo de queda.

Defina S(t) como a distancia percorrida pelo mével apds ¢ segundos. Segundo a Lei

proposta por Galilei podemos expressar S(t) do seguinte modo:
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onde g representa a aceleragdo da gravidade local e adotaremos g = 9,8m/s* para

efeito de célculos. Dali,
S(t) = 4,9t

Agora, considere a seguinte pergunta: se uma bola é solta do alto de uma torre que
possui 450 metros de altura, qual é a velocidade da bola apds o instante 6 segundos?
Ao analisar esta pergunta nos deparamos com um pequeno inconveniente, queremos
encontrar a velocidade da bola apds 6 segundos, mas nao conhecemos o intervalo de
tempo. O que podemos fazer?

Como t = 6 s ¢é nosso unico instante de referéncia, podemos obter boas aproxima-
¢oes calculando a velocidade média V,, em intervalos de tempo tao pequenos quanto

desejarmos. Para calcular V,,, utilizamos a expressao
AS
At

onde AS = S(t) — S(ty) ¢ a variagao do espago percorrido e At =t — t, ¢ o intervalo

Vin =

de tempo para percorrer este espaco.
Na tabela, encontramos os registros das velocidades médias da bola em intervalos de
tempo cada vez menores. A ideia é escolher um intervalo que esteja nas proximidades

de t = 6, por exemplo, o intervalo (6, 7]. Observe:

Tabela 3 — Calculando velocidades médias em intervalos cada vez menores.

AS = S(t) — S(tg) (em metros) At =t — 1y (em segundos) | V,,, = 22
AS =S5(7) = 5(6) = 63,7 At =1 63,7
AS = 5(6,5) — 5(6) = 30,625 At=05 61,25
AS=5(6,1) — 5(6) = 5,929 At=0,1 59,20
AS = 5(6,01) — S(6) = 0, 58849 At =0,01 58,849
AS = 5(6,001) —S(6) = 0,0588049 | Af = 0,001 53, 8049
AS = 5(6,0001) — S(6) = 0,00588005 | At = 0,0001 58, 80049

Fonte: O Autor.

A medida que fazemos o intervalo de tempo colapsar, isto ¢, At — 0, notamos
que a velocidade média aproxima-se cada vez mais de 58,8 m/s. Ao verificarmos os
dados apresentados na tabela passamos a compreender melhor o conceito de velocidade
instantanea.

Note que, t = 6 é o instante que gera a velocidade instantdnea definida como o
valor limite para essas velocidades médias em intervalos de tempo cada vez menores,
isto significa que a velocidade instantanea apés 6 segundos é exatamente 58,8 m/s.

Este valor é obtido como caso limite da sequéncia de aproximacoes, isto é, quando
At — 0. Com efeito,
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AS = S(6+ At)—S(6)
= AS = 4,9(6 + At)* —4,9-6°

= AS = 4,9-[36+12- At + (At)*] —4,9-36
= AS = 4,9-[36 + 12 At + (At)* — 36]

= AS = 4,9-[12- At + (At)?]

= AS = 588 -At+4,9- (A1)

Calculamos a velocidade instanténea fazendo (6 + At) — 6. Com efeito,

AS  S(6+ At) — S(6 58,8 - At +4,9- (At)?
V(6+At)—>6=E= ((6—|—Ai)—6(>: AL (&%) = 58,8 44,9 At.

Note que, fazer At — 0 acarreta 58,8 + 4,9 - At — 58,8. Quando At — 0,
consequentemente, AS — 0. No entanto, o quociente entre estes nimeros resulta em
um numero finito. O cdlculo do limite da fungdo S(t) = 4,9 - t, chama-se derivada de

S em relacao a t no ponto tg e denotamos por meio da expressao

lim

A0 At - A?E}O At - dt

a%+Aw_s%q L AS (m) |

Esta expressao nos permite aproximar-se tanto quanto quisermos do resultado de-

sejado, basta tomar um valor At suficientemente pequeno.

3.4 Relacionando os Problemas

Decerto, constatamos que o problema da tangente e o problema da velocidade ins-
tantdnea sao bastante parecidos. E fato que existe uma relacdo intrinseca entre esses
dois problemas. Isso pode ser facilmente observado quando esbocamos o grafico da
funcao S(t) = 4,9 - t?, que representa o espaco S percorrido pela bola em funcao da
variavel t.

Fagamos uma andlise genérica, tomando sobre o gréifico da fungao S(t) = 4,912 os
pontos P(p,S(p)) e Q(p+ h,S(p+ h)). A partir desses pontos, podemos determinar a

inclinagao mpg da reta secante a curva, utilizando a expressao

S(p+h)—S(p)
(p+h)—p

Substituindo os valores adequados na expressao acima, devemos ter

me =
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4,9-(p+h)*—4,9-p?
(p+h)—p

mpqg =
Note que, esta ultima expressao também nos da a velocidade média V,,, no intervalo

de tempo [p,p + hl.

Diante disso, podemos concluir que a velocidade no instante ¢t = p é o limite das
velocidades médias quando o valor h — 0, isto significa, que a velocidade instantanea
é o proprio declive da reta tangente a curva no ponto P(p, S(p)). Finalmente, como ja
foi mencionado neste capitulo, a declividade ou coeficiente angular da reta tangente é

o limite das inclinagoes das retas secantes.

Figura 18 — Gréfico da funcao S(t) = 4,9 - t.

S(p+h)

S(p)

0

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Com a exposicao dessas quatro se¢oes, contemplamos os objetivos propostos deste
capitulo. Esperamos que o leitor possa refletir sobre as ideias apresentadas e filtrar
aqueles pontos que podem ser trabalhados no Ensino Basico.

Embora muitas das ideias que apresentamos nao fagam parte do curriculo de Mate-
matica da Educacao Bésica, existe a possibilidade de investiga-las intuitivamente por
meio da criagdo de uma disciplina eletiva e aborda-las de uma maneira mais lidica e
suave. No Capitulo 5 comentaremos um pouco mais sobre isso.

Mas afinal, porque abordar o problema da tangente no Ensino Basico? Conforme
vimos neste capitulo ha alguns detalhes sobre o conceito de tangéncia que sdo de certa
forma omitidos. Aprender a definir corretamente o conceito de reta tangente, por si

s0, ja ¢ um motivo bastante plausivel para abordar essa temética no Ensino Basico.
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Além do mais, apresentar essa tematica no Ensino Béasico, proporciona aos educan-
dos a possibilidade de pensar de forma abstrata para resolver problemas. Outro ponto
importante é que a partir do problema da tangente podemos estudar o problema da
velocidade instantanea.

Ao investigar o problema da velocidade instantanea o aluno entende como os objetos
realmente se movem. Por exemplo, carros numa estrada, objetos em queda livre,

pessoas caminhando, a velocidade nao é constante e varia no decurso do tempo.
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4 O Problema da Area

No decorrer deste capitulo, apresentaremos o problema da drea, um problema cléas-
sico estudado na Grécia Antiga que foi fundamental para o desenvolvimento do Calculo.
O desenvolvimento da nossa pesquisa esté centrada na investigacao do calculo de certas
areas por meio de decomposigoes infinitas, em especial, o calculo da drea de um circulo

e da regiao sob um arco de parabola.

4.1 Obtendo a Area da Regi3o sob o Arco de Parabola

Nesta secao, trataremos da quadratura da parabola, onde temos pretensao de de-
terminar uma férmula fechada para a drea de um seguimento parabdlico, inscrevendo-o
com um numero indefinido de tridngulos cujas areas sdo conhecidas.

As ideias redigidas no desenrolar desta se¢ao, foram enriquecidas segundo os valiosos
relatos de (ROQUE; CARVALHO, 2012) e (EVES, 2004), em seus respectivos livros,
Topicos de Historia da Matemadtica e Introducao a Historia da Matemdtica.

Quadrar uma area limitada por uma curva plana significa construir com régua nao
graduada e compasso um quadrado que possui area igual a da curva utilizando um
numero finito de etapas. Na Grécia antiga do século V a.C, o Método da Eraustdo,
creditado a Eudoxo de Cnido, tornou-se uma poderosa ferramenta matematica para
calcular dreas de figuras limitadas por linhas curvas.

Utilizando o Método da Exaustao, Arquimedes determinou elegantemente a area
de um segmento de pardbola. isto ¢, a area limitada entre um segmento de linha e
um arco de parabola. Mas afinal, qual foi a técnica idealizada por Arquimedes para
realizar esse grandioso feito?

Talvez pensar dessa forma possa parecer um pouco poético, mas a esséncia das
ideias propostas por Arquimedes estd na manipulacao do infinito. Mas como poderia
Arquimedes, um ser finito e limitado, manipular o infinito? Engenhosamente, ele
fracionou um problema complexo em varios outros problemas cujas solugoes eram muito
mais simples. E quais problemas seriam esses? O problema complexo propriamente
dito era calcular a area de um segmento de parabola e os problemas mais simples seriam

calcular areas de triangulos.

Para seguir com o nosso estudo faremos uso do plano cartesiano, um importante
recurso matematico que nao estava disponivel na época de Arquimedes, sendo menci-
onado apenas no século XVII por René Descartes. Segundo Eves (2004)

Com essa aritmetizagdo da geometria, Descartes, na primeira parte
de La géometrie, marcava x num eixo dado e entdo um comprimento
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y, formando um angulo reto com esse eixo, com o objetivo de cons-
truir pontos cujo = e cujo y satisfizessem uma relacdo dada.

No plano cartesiano, vamos esbocar um pedaco de um ramo da parabola de equagao

y = 22, conforme observamos na Figura 19.
Figura 19 — Pedago de um ramo da pardbola de equacao y = x?.

Y

y==

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Sejam A(a,a?) e B(a+ 2n, (a + 2n)?) dois pontos dessa parabola. Perceba que 2n
é a distancia entre as abscissas dos pontos A e B. Agora, considere N um ponto do
arco de parabola AB. E ficil ver que as distancias entre as abscissas dos pontos A
e N e as abscissas dos pontos N e B sao ambas iguais a n, com isso descobrimos as
coordenadas do ponto N, isto é, N(a + n, (a +n)?). Com o intuito de proporcionar
maior clareza ao leitor incentivamos que a Figura 20 seja analisada cuidadosamente,

caso seja necessario releia este paragrafo para recordar todas as informacoes citadas.
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Figura 20 — Inserindo pontos genéricos.

Y
y=a
B
(@ 4 2n)Frrereerernenses s
’ N
(@ 4 n)2 e
p A
[/ A
0 a a+n a+2n X

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Ao refletir um pouco sobre a Figura 20 podemos pensar no seguinte questionamento:
seria a area do triangulo ANB uma boa aproximagao para a area do segmento parabolico
AB? O que vocé acha?

Figura 21 — O triangulo AN B.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.
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Provavelmente, sem hesitar, vocé respondeu SIM a essa pergunta. No entanto,
a tarefa mais dificil vem agora! Qual artificio utilizaremos para calcular a area do
triangulo AN B?

Inicialmente, dividiremos o triangulo ANB em dois novos triangulos, ANM e
NBM, ambos possuem base igual a MN. A escolha desses tridangulos nao foi por
acaso, foi algo muito bem pensado. Note que, os triangulos ANM e NBM possuem
duas caracteristicas comuns, bases de mesmo comprimento e alturas de mesmo com-

primento, isto significa que suas areas também sao iguais.

Figura 22 — Determinando a area do tridngulo AN B.

Y
y =2’
2 J n
(a—|—2n) ........................... D B
Mi
2
A+ 1) prrrrrrrrniisanaaay
(a+n) 3
1 Af. O
: o
Qi ip o
0 ' a a:tn a+2n ' ' ' ' ' 'X

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Seja A(AANDM) a area do tridngulo AN M, onde

A(AANM) = = - N - 4T

Observe que, a medida do segmento M N é o tnico elemento que nos resta determinar,
visto que AI = n. Como o faremos? Vamos marcar sobre plano cartesiano os pontos O,
P e Q, cujas coordenadas sao, respectivamente, (a+2n,0), (a+n,0) e (a,0). A forma

que marcamos os pontos sobre o plano nos permite determinar o trapézio ABOQ), isto
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nos garante AQ || BO. Por outro lado, podemos tragar a reta que passa pelos pontos

M e P, onde P é ponto médio do segmento OQ e M é ponto médio do segmento AB.
Figura 23 — O trapézio ABOQ.

B
4
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(a4 2n)?
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Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

De sorte, o segmento M P é base média do trapézio ABOQ, isto é, M P é uma
reta paralela as bases AQ e BO cuja dimensdo pode ser facilmente obtida utilizando
o teorema da base média, resultado que nos permite calcular M P fazendo a média

aritmética das bases AQ e BO. Dai, segue que

P = A9+ BO.

A 1ltima imagem fornece trés informagodes importantes, sao elas:

MP = MN + (a+n)% (4.1)
AQ = o (4.2)
BO = (a+2n) (4.3)

Substituindo as informagdes (4.1), (4.2) e (4.3) na expressao da base média, devemos

ter:
»  a+(a+2n)?

MN + (a+n) 5 ,
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dai, multiplicando ambos os membros da igualdade por 2, obtemos:

2-(MN +a®+2an+n*) = a®>+a®+4an + 4n®
= 2MN +2a® + 4an +2n* = 2a* + dan + 4n*

Aplicando a lei do corte em ambos os membros da igualdade, eliminamos as parcelas

2&2 e 4an e obteremos:

I o2
N
2
assim,
MN =n>

Finalmente, substituindo o valor de M N na expressao

A(AANM) = = . MN - n,

N =

encontramos:
1
A(AANM) = 5 n?-n.

Dai, segue que
3

A(AANM) = %

De modo analogo, obtemos a area do triangulo NBM. Conforme ji mencionamos

nesta secao, os triangulos ANM e M BN possuem a mesma area, consequentemente

3

A(ANBM) = %

Finalmente, adicionando a area desses triangulos obtemos a area do tridngulo AN B.

Logo,
n® nd
A(ANB) = — 4+ —
( ) 5t 5
3
= A(AANB) = —23
3

= A(AANB) = n

O céalculo da area do tridngulo ANB forneceu uma boa aproximagao para a area
delimitada pelo segmento AB e a parabola de equacdo y = 2. Ainda assim, Arquime-
des nao se contentou apenas com essa aproximacao. De fato, as ideias de Arquimedes

corroboram com a investigacgdo de um processo infinito, uma vez que sua motivagao
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em continuar obtendo melhores aproximagoes para a area dessa regiao desencadeou um
numero indefinido de processos analogos ao que acabamos de realizar.

O feito de Arquimedes, desperta o nosso interesse na busca de melhores aproxi-
macgoes para a obtencao da area em questao e assim o faremos. Porém, resolvemos
realizar pequenas modificagoes no escopo desse problema a fim de facilitar algumas
manipulagdes que serao necessarias no futuro para alcangarmos o resultado desejado.

Com o intuito de tornar o problema um pouco mais simples, vamos deslocar o ponto
A sobre a pardbola, fixando-o na origem do sistema cartesiano, isto é, A(0,0). Além
disso, denotaremos por b a abscissa do ponto B e fixaremos sobre a parabola o ponto

N, entre A e B, cuja abscissa é dada pela metade da distancia entre as abscissas dos

pontos A e B, ou seja, xy = 7

Figura 24 — Deslocando o ponto A para a origem do grafico.

OIS .

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Agora, lembre-se do resultado obtido para o caso mais geral que fizemos anterior-

mente, encontramos que a area do triangulo AN B é dada pela expressao
A(AANB) =n?.

E nesse caso, qual seria o nosso n? O n é a distancia entre a abscissa do ponto A
e a abscissa do ponto N e também é a distancia entre a abscissa do ponto N e a
abscissa do ponto B. Desse modo, observe que a abscissa xy ¢ dada pela expressao
TN = %, o que nos da, xy = 3 Logo, n = 2 bastando apenas substituirmos o

valor n na expressao da area que haviamos encontrado anteriormente. Sendo assim,
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A(AANB) =

2
b3
g.
Denotaremos A(AANB) = Ay, onde A; é a primeira aproximagao obtida para a

= A(AANB) = <9>3

= A(AANB) =

area do segmento parabdlico. Isso nos permite facilitar algumas manipulagoes futuras,
3

substituiremos 5 por A; sempre que for conveniente.

Ao analisar a Figura 24, percebemos que existem espagos vazios que poderiam ser
cobertos com o objetivo varrer uma porc¢ao cada vez maior dessa area. Isso pode ser
facilmente resolvido inscrevendo nessas regioes outros triangulos utilizando os mesmos
critérios que foram estabelecidos anteriormente.

Tomemos sobre a pardbola dois novos pontos que denotaremos por P e (), onde

b (b)° 3b 36\ . , .
7\ e T\ sao suas respectivas coordenadas. Note que, as abscissas

dos pontos P e (), sao obtidas, respectivamente, fazendo a média aritmética das abs-
cissas dos pontos A e N e os pontos N e B. Vocé conseguiu visualizar aonde estamos
querendo chegar com a realizacao desses passos?

Os novos triangulos que estamos inscrevendo nos espacos vazios sao boas aproxi-
macoes para a area sob os novos arcos de parabola, por exemplo, com a inclusao dos
pontos P e () sobre a parabola temos a possibilidade de estimar as areas delimitadas

entre pedacos da parabola e os segmentos AN e o segmento N B, veja a Figura 25.

Figura 25 — Inscrevendo os triangulos APN e NQB.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

E facil ver que as dreas dos tridngulos APN e NQB sio boas aproximacoes para

essas regioes. Novamente, utilizaremos a expressao do caso mais geral para calcular a
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area desses tridngulos, vejamos:

A(AAPN) = n?

0

b3
A(AAPN) = —.
= Al ) = &
Agora, vamos escrever a area A(AAPN) em termos de A;. Conforme exibimos
b Ay

anteriormente A4; = g7 © que nos permite dizer que A(AAPN) = 5 A Figura
25, nos permite visualizar que os tridngulos APN e N@B possuem bases e alturas de
mesmo comprimento, consequentemente, possuem a mesma area. Desse modo,

Ay
-3

Ao olhar novamente para a Figura 25 constatamos que agora obtemos uma apro-

A(ANQB)

ximagao muito melhor do que a anterior. Ainda assim, se continuarmos refinando esse
processo obteremos aproximagoes cada vez melhores. Afinal, essa é esséncia do famoso
M¢étodo da Exaustao.

Por hora, dividindo ao meio os segmentos AP, PN, NQ e QB e marque sobre

a parabola os pontos R, S, T e U, cujas abscissas desses pontos sao dadas, respec-
tivamente, pela média aritmética das abscissas dos pontos que sao extremidades dos
segmentos citados no inicio deste paragrafo. Realizando alguns célculos encontramos
. . b 3b 50 Tb

para as abscissas dos pontos R, S, T e U, respectivamente, os valores 383 e 5

Novamente, utilizaremos a expressao para calcular a area do tridngulo a fim de
obter boas aproximacoes para as areas delimitadas entre os segmentos AR, RP, PS,
SN, NT, TQ, QU, UB e pedagos do arco de parabola. Contudo, é importante frisar

que os novos triangulos, ARP, PSN, NT(Q e QU B, possuem a mesma area. Afinal, a

escolha de cada um desses conjuntos de vértices torna possivel obter tridngulos cujas
bases e alturas possuem mesmos comprimentos, essa é a grande sutileza dessa ideia.

Desse modo, devemos ter:

A(AARP) = A(APSN) = A(ANTQ) = A(AQUB) = n?,

b
como o valor de n em ambos os casos é 3’ segue-se que

A(AARP) = A(APSN) = A(ANTQ) = A(AQUB) = <g>5
— A(APSN) = A(ANTQ) = A(AQUB) = 5%

Desta forma,

3
A(AARP) = %
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Escrevendo o valor encontrado para as areas dos tridngulos em termos de A;, ob-

temos:
A(AARP) = A(APSN) = A(ANTQ) = A(AQUB) = g . 6_14
— A(AARP) = A(APSN) = A(ANTQ) = A(AQUB) = %.

Acabamos de encontrar uma aproximagao ainda melhor para a area delimitada pelo

segmento AB e a parabola de equacio y = 2, veja a Figura 26.

Figura 26 — Inscrevendo os tridngulos ARP, PSN, NT(Q e QUB.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Seja A a area do segmento parabdlico, onde A é dado pela soma das areas dos

triangulos inscritos. Desse modo, a expressao

A= A(AANB) + A(AAPN) + A(ANQB) + A(AARP) + A(APSN) + A(ANTQ)+
+A(AQUB)

nos dd4 uma boa aproximacao para a area da regiao. Realizando as substitui¢oes dos

valores encontrados, obtemos:

= Al+2%11+46—i1
A
= A1+%+%.

= A+

De fato, este ultimo resultado é uma 6tima aproximacao para a area que queremos

determinar. No entanto, embora ja nao seja uma tarefa tdo simples inscrever novos
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triangulos nessa regiao, se ampliarmos a imagem notamos que ainda existem espagos
vazios que podem ser preenchidos, e sempre existirao.

Por outro lado, conseguimos estabelecer um padrao para a escolha de cada con-
junto de vértices desses triangulos, tomando sempre a abscissa média entre dois pontos
consecutivos sobre a parabola, o que nos permite determinar o valor de n e substitui-lo
na expressao geral que encontramos para a area.

Ao realizar novas iteragoes constatamos intuitivamente que a medida que inscre-
vemos novos triangulos seguindo os padroes previamente estabelecidos encontramos

definitivamente a expressao

onde A é a area sob o arco de pardbola delimitado entre o segmento AB e a parabola
e Ay é a area do tridngulo AN B, isto é, nossa primeira aproximacao para a area da
regiao. Escolhemos o vértice N de modo tal que a abscissa xy seja dada pela média
aritmética das abscissas dos pontos A e B.

Manipulando a expressao, obtemos:

A A A
A = A i — i
ittt et
1 1 1
— A (1444
! <+4+42+43+ )

A expressao
1 1
<1+—+—+—+-">,

. . . L.
representa a soma dos termos de uma progressao geométrica de razado q = T Diante
disso, podemos utilizar a expressao

a1

Soo: )
1—gq

para calcular a soma dos termos. Na expressao, a; é o primeiro termo da P.G, isto é,

a1 = 1. Substituindo os valores de a; e ¢ na expressao, encontramos:

1 4
Soe = —T = Soo = =.
1 . 3
4
Por fim, substituindo o valor da soma dos termos na expressao, concluimos que
A A A
A = A (A, 2L o0 gL
1(1+4+42+43+ )
4
— A, - 3
4A,
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Finalmente, acabamos de encontrar uma férmula fechada que nos permite calcular
a 4rea de qualquer segmento parabélico. E importante salientar que Arquimedes nao
procedeu dessa maneira, até porque em sua época nao se tinha conhecimento sobre
progressoes geométricas. De acordo com Eves (2004, p.421) “aqui o trabalho foi abre-
viado usando-se a féormula da soma da série geométrica; Arquimedes, porém, procedia

por dupla reductio ad absurdum', nos moldes do método da exaustao.”

No livro Toépicos de Historia da Matematica, encontramos maiores esclarecimentos
sobre a demonstracao realizada por Arquimedes. De acordo com Roque e Carvalho
(2012, p.146)

Arquimedes demonstra este resultado pelo que chamamos hoje “mé-

I~

todo da exaustao”, provando que a area S do segmento parabdlico

nao pode ser nem menor nem maior que % - T (soma das dreas dos

tridngulos). Logo, S = % -T. Lembramos que este é o procedimento
classico do método da exaustdao. Para provar que duas grandezas A
e B sdo iguais, mostra-se que nao pode ter A > B e A < B, do que
decorre, for¢osamente, que A = B.

Todavia, pensando em abordar essa temética no Ensino Médio, se faz necessario
utilizar conhecimentos prévios que o educando tenha vivenciado em sua jornada escolar.
Por este motivo, optamos em trazer uma abordagem mais intuitiva para investigar esse
resultado e ndo adentramos em muitos detalhes acerca da demonstragao realizada por
Arquimedes. Apesar disso, caso o leitor queira consultar mais detalhes, indicamos

verificar as fontes mencionadas anteriormente.

4.2 O Numero m: Encontrando Boas Aproximacoes

Ha muito tempo atrés, ja se sabia que o comprimento de uma circunferéncia era um
pouco maior que trés didmetros, inclusive, utilizava-se a aproximacao C' ~ 3D para o
comprimento da circunferéncia, isto é, o comprimento da circunferéncia é praticamente
igual ao triplo do seu didmetro. No entanto, surge a seguinte indagacao: sera que existe
alguma circunferéncia que invalida esse resultado? Podemos responder intuitivamente a
essa pergunta analisando um caso particular que construiremos via software GeoGebra.

Inicialmente, vamos construir a circunferéncia A centrada na origem do sistema
de coordenadas e marcaremos sobre ela o ponto mével P de coordenadas (1,0), isto
significa que a circunferéncia possui raio unitario, mas a medida que deslocamos P
sobre o eixo x seu raio se modifica, aumentando ou diminuindo, conforme deslocamos

P para a direita ou para a esquerda.

1O Método da dupla reducio ao absurdo é uma técnica de prova utilizada em Mateméatica para

demonstrar a validade de uma proposi¢cao. Esse método combina duas redugdes ao absurdo para
chegar no resultado desejado.
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Nas imagens a seguir, escrevemos na “zona de entrada” do GeoGebra algumas
expressoes e informagoes que serao fundamentais para tirarmos nossas proprias conclu-
soes diante do questionamento apresentado. Incentivamos o leitor a analisar cuidadosa-

mente cada uma das imagens e refletir sobre as informagoes que foram disponibilizadas.

Figura 27 — Circunferéncia de raio unitario.
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Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Os dados apresentados no canto esquerdo da Figura 27 mostram que C' > 3D, ou
seja, o comprimento da circunferéncia vale um pouco mais de trés diametros conforme
haviamos comentado no inicio desta se¢ao. Agora, observe a Figura 28 e analise os

valores C' e D.

Figura 28 — Reduzindo o raio pela metade.
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Fonte: O Autor via Software GeoGebra.
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A Figura 28 foi construida tomando como referéncia a Figura 27, reduzimos o raio

da circunferéncia pela metade e ainda assim o resultado C' > 3D se mantém. Notamos,

inclusive, que razao D se mantém constante, mais tarde comentaremos sobre este fato

mais detalhadamente.

Figura 29 — Circunferéncia de r = 2.
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Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Ao observar a Figura 29, notamos que o seu raio é o dobro do raio da circunferéncia
da imagem 27 e quatro vezes maior que o raio da circunferéncia da Figura 28, ainda
assim, chegamos novamente a mesma conclusao, C' > 3D.

As anédlises dessas imagens evidenciam, intuitivamente, que podemos obter qual-
quer circunferéncia a partir da primeira que tragamos, basta ampliar ou reduzir suas
dimensoes de forma proporcional, isso equivale a modificar o raio da circunferéncia,
que por sua vez modifica seu didmetro e o seu comprimento. Diante disso, aceitamos
que nao importa o tamanho da circunferéncia, sempre obteremos o resultado C' > 3D.

Contudo, saber que C' > 3D nao é suficiente. Isso nos instiga a buscar respostas
para a seguinte pergunta: como podemos calcular o valor exato do comprimento de
qualquer circunferéncia? Nao é de hoje que conhecemos a expressao C' = - D, utilizada
para essa finalidade. A partir dessa expressao, podemos dizer também que o ntimero
m é dado pela razao —.

D

Hoje, sabemos que o nimero 7 ¢ irracional. Contudo, nos resta saber como os nossos
antepassados conseguiram determinar boas aproximacoes para este nimero. Aplicando
processos infinitos, Arquimedes de Siracusa encontrou uma excelente aproximagao para
o nimero 7. Sua ideia tinha por base inscrever e circunscrever circunferéncias idénticas

com poligonos regulares.
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Quando colocamos em pratica o método idealizado por Arquimedes, percebemos
a medida que o numero de lados dos poligonos inscritos e circunscritos aumentam,
que o comprimento da circunferéncia fica cada vez mais proximo do perimetro desses
poligonos.

A seguir apresentaremos trés casos que nos permitem investigar melhor este método.
Em cada uma das construgoes denotaremos por r e D, respectivamente, raio e diametro
da circunferéncia e por L e [, respectivamente, lados dos poligonos circunscritos e
inscritos na circunferéncia.

Inicialmente, vamos inscrever e circunscrever a circunferéncia com triangulos equi-

lateros, conforme observamos a seguir:

Figura 30 — Triangulo equilatero inscrito e circunscrito.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Ao analisarmos a Figura 30, fica perceptivel que 3] < C' < 3L, isto significa que
a medida C' do comprimento da circunferéncia é um valor compreendido entre o pe-
rimetro do tridngulo inscrito e o perimetro triangulo circunscrito. Contudo, podemos
apresentar essa expressao de uma forma mais interessante escrevendo os perimetros

desses triangulos em funcao do didmetro da circunferéncia.
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Figura 31 — Triangulo equilatero circunscrito.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Defina as o apétema? do tridngulo circunscrito, onde as = r. Além disso, utiliza-
remos neste primeiro caso um resultado da Geometria Plana que nos garante que o
centro C' da circunferéncia inscrita no triangulo equilatero coincide com seu baricentro
G, e G é um ponto notavel do tridangulo que divide sua mediana na proporcao 2 : 1,

que por sua vez, representa a altura do triangulo equildtero.

Figura 32 — A altura do tridngulo equilatero circunscrito.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra

Desse modo, denotando H altura do triangulo equildtero, devemos ter H = 3r, o

1
que nos garante que r = 3 H. Por outro lado, sabemos que por ser altura de um

Lv3
tridangulo equilatero, H = T\/_ Substituindo este tltimo valor de H na expressao

2 Definimos apétema de um poligono regular como a distancia perpendicular do centro desse poligono

até o ponto médio de um dos seus lados.
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anterior, obtemos

_1L/B_ L3
3 2 6
isolando L, devemos ter
L= % o 1- 3D

— =
V3
Utilizando os mesmos procedimentos, calcularemos a medida do lado [ do tridngulo

inscrito em funcao do didmetro da circunferéncia. Note que, tomando como referéncia

os mesmos resultados da Geometria Plana utilizados no célculo anterior, devemos ter

2 3
r = —-h, onde h ¢ altura do tridangulo inscrito. Mas, como h = 0 podemos substituir

este valor na expressao anterior, o que nos garante que

3 2 3

Por tltimo, vamos isolar [, o que nos garante,

= —— - =
V3 V3 2 2v/3 2
Finalmente, substituindo os valores encontrados para [ e L na desigualdade
3l < C < 3L e adotando v/3 ~ 1, 73, encontramos 2, 60D < C < 5,20D.
No proximo caso, inscrevemos e circunscrevemos a circunferéncia com quadrados,

conforme ilustramos na Figura 33.

Figura 33 — Quadrado inscrito e circunscrito.

L

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Note que, 41 < C < 4L, isto é, a medida do comprimento C' da circunferéncia
estd compreendida entre o perimetro do quadrado inscrito e o perimetro do quadrado

circunscrito. Observe também que, o lado do quadrado circunscrito é igual ao didmetro
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da circunferéncia, isto é, L = D, o que nos garante que C < 4D. Agora, basta
determinar o valor do [ em fun¢do do didmetro da circunferéncia. Aplicando o Teorema

de Pitagoras no triangulo retangulo destacado em vermelho, obtemos:

D? = P42
= D? = 2
D2

? = —

= 2
= | = D?

2
D\/2
;»ZZT\/_.

Dv/2
Substituindo [ = ;/_ e L = D na desigualdade 4l < C < 4L, obtemos
22D < C < 4D. Adotando v/2 ~ 1,41, estimamos 2,82D < C' < 4D.

Neste tltimo caso, iremos inscrever e circunscrever a circunferéncia com hexagonos

regulares, conforme ilustrado na Figura 34.

Figura 34 — Hexdgono regular inscrito e circunscrito.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Podemos expressar o comprimento da circunferéncia através da desigualdade

6/ < C' < 6L. A fim de facilitar nossa analise, apresentaremos as Figuras 35 e 36.
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Figura 35 — Determinando L em funcao de D.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Na imagem acima, construimos um hexdgono regular de lado L circunscrito a cir-
cunferéncia. Utilizando as dimensdes expressas no desenho, vamos determinar o valor

L em funcao de D. Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridangulo azul, obtemos:

LN\? 12 12
L? = <§> +7“2=Z-|-7°2:Z-|—7‘2.

Desta forma,

L2
T o=
= 3L = 4
= V312 = V4r?
= ILVv3 = D
Assim,

D

[ = —

V3

D
=1 = T\/g

Na Figura 39, ilustramos um hexdgono regular de lado [ inscrito na circunferéncia.
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Figura 36 — [ =r.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Neste caso, I = r. Por fim, substituindo os valores encontrados para L e [ na
desigualdade 6/ < C' < 6L e adotando /3 ~ 1,73, obtemos:
D3

or<(C <6 —
" 3

=3-2r<C <2V3D
= 3D < (C < 3,46D.

Ao refletirmos sobre os trés casos analisados, notamos que a medida que aumenta-
mos o numero de lados dos poligonos regulares inscritos e circunscritos na circunferéncia
que os extremos do intervalo tendem a colapsar, isto é, os intervalos ficam cada vez
mais achatados.

De fato, os aumentos do nuimero de lados dos poligonos circunscritos acarretam
aproximagoes cada vez mais expressivas entre o comprimento da circunferéncia e o
perimetro desses poligonos por cima. Em contrapartida, os aumentos do nimero de
lados dos poligonos inscritos geram aproximacoes cada vez maiores entre o comprimento
da circunferéncia e os perimetros desses poligonos por baixo.

De acordo com relatos historicos, Arquimedes continuou esse processo para poligo-
nos com numero de lados cada vez maiores, a partir do hexdgono regular ele comegou
a dobrar o nimero de lados dos poligonos regulares obtidos posteriormente, isso quer
dizer que ele analisou os casos onde inscreveu e circunscreveu na circunferéncia poli-
gonos regulares de 12, 24, 48 e 96 lados. Para este ultimo ntimero lados, obteve-se um
resultado bastante interessante, mas antes de comenta-lo faremos uma manipulacao
nas expressoes que encontramos anteriormente.

Inicialmente, vamos dividir a expressao

2,60D < C <5,20D
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por D, isto nos da

2,60D 5,20D

—<€<
D D D

o que implica

2,60 <7 < 5,20.

Em seguida, vamos realizar o mesmo procedimento para as expressoes

2,82D < C < 4D

3D < C < 3,46D.

Logo,
2,82D - C<4D
D D D
= 2,82 < w<3,46

3D C  3,46D

_— < =<
D D D
=3 < 7<3,46.
Finalmente, para poligonos de 96 lados, Arquimedes encontrou a expressao
223 cr< 22
— 7T —
71 7’
isto é, o niimero 7 é um numero compreendido entre os niimeros racionais
223 22
— e —.
71 7
Com a intencgao de visualizarmos melhor boas aproximacoes para o nimero 7 escre-

veremos essas duas fragoes na sua forma decimal considerando em cada caso os quatro

primeiros digitos obtidos apés a virgula,

3,1408 < w < 3,1428.

Por meio desse método, Arquimedes conseguiu determinar as duas primeiras casas
decimais do nimero 7, nao ¢ a toa que normalmente utilizamos 3, 14 como aproximacao
para o nimero .

A esséncia da técnica utilizada por Arquimedes direciona-se por meio da realizagao

de um mesmo processo, repetindo-o varias vezes. E importante destacar, que com
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a realizacao desse método, os espacgos entre a borda da circunferéncia e o contorno
dos poligonos jamais ird exaurir-se, visto que, podemos repeti-lo um niimero infinito de
vezes. Utilizando softwares dindmicos de Matematica, como o GeoGebra, por exemplo,
podemos determinar aproximacgoes cada vez melhores para o nimero 7.

Na préxima secao, investigaremos o calculo de certas areas trazendo uma abordagem
por meio de decomposic¢oes infinitas. O nosso principal objeto de estudo sera a obtengao

da area do circulo.

4.3 Obtendo a Area do Circulo

Nesta secao, trataremos da quadratura do circulo sob a perspectiva de um processo
infinito. Mas antes disso, achamos interessante fazer um breve comentario pedagdgico
que visa melhorar a exposicdo desse contedo durante as aulas. E bem verdade que
despertar o interesse dos educandos pela Matematica tem se tornado uma tarefa cada
vez mais dificil e rever nossas praticas de ensino pode ser algo realmente desafiador.

Entretanto, devemos refletir sobre o seguinte questionamento: estou instigando
os meus alunos a terem apreco pela Matematica? Embora responder essa pergunta
possa gerar um certo embaracgo, se faz necessario buscar melhores estratégias para a
divulgacao da Matemética no contexto escolar.

Quando o docente busca estratégias para apresentar uma féormula fechada para
calcular a area do circulo ao invés de simplesmente apresenta-la diretamente, pode-se
obter resultados positivos no processo de ensino e aprendizagem. No livro Temas e
Problemas Elementares da SBM (LIMA et al., 2013), o professor Elon, trata a area
do circulo como um nimero real cujas aproximacoes por falta sao areas de poligonos
regulares inscritos.

Tomando essa ideia como ponto partida podemos inscrever numa circunferéncia
de raio r um poligono regular com n lados. Em seguida, dividamos o poligono em n
triangulos isosceles iguais, ambos os tridngulos com vértice no centro da circunferéncia,

como vemos na Figura 37.
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Figura 37 — Obtendo a area do circulo a partir de infinitos tridngulos.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Note que, cada um desses triangulos possuem dois lados iguais a r, um lado igual
a a e altura h relativa a base. Seja A, area do poligono de n lados constituido por n
triangulos idénticos.

Obtemos a seguinte féormula para calcular A,,:

A, = n-—

Como p,, é o perimetro do poligono inscrito. Além disso, quando n — oo isto acarreta
pn — C = 2mr e h — r. Desse modo, obtemos a seguinte féormula fechada para a area

do circulo

A = Qﬂ = 2.
2

Nao vamos aqui realizar uma demonstracao formal para esse resultado. Apesar
disso, incentivamos o leitor a consultar outro belissimo livro do professor Elon, inti-
tulado Medida e Forma em Geometria (LIMA et al., 2011), onde esté disponivel uma

demonstracao desse resultado.
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4.4 Aproximando a Area do Circulo por meio de Setores:

uma Abordagem via Software GeoGebra

Dividamos um circulo de raio r em 2n setores iguais, onde n € N. Para n = 1,
obtemos o préprio circulo. No entanto, para n > 2, se encaixarmos os setores circulares
de forma conveniente a nossa intuicdo geométrica nos garante a leve impressao que
obteremos um paralelogramo no futuro.

Noutras palavras, quando reagrupamos esses setores e os encaixamos adequada-
mente, a medida que n — oo notaremos que o rearranjo dessas “fatias” varrem cada
vez mais a area de um retangulo de base 7 - r e altura r, o que nos da, para um n

suficientemente grande, um retangulo de drea igual a 7 - 2.

Figura 38 — Reagrupando setores circulares na forma de uma retangulo.

nr

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Caso o leitor queira consultar mais detalhes acerca desse resultado indicamos nova-
mente a leitura do livro Medida e Forma em Geometria do professor Elon Lages Lima,
onde na Secao 3.7 do Capitulo 3 encontramos uma demonstragdo para o seguinte te-
orema: “o comprimento de uma circunferéncia de raio r é igual a 27r.” (LIMA et al.,
2011). Embora o objetivo dessa demonstragao seja outro, ao redigi-la, o professor Elon
admite convenientemente que a férmula 277 resulta da expressao 7r? utilizada para
calcular a area do circulo.

Por outro lado, é facil ver que esse processo pode ser ligeiramente invertido, isto é,
se conhecemos o comprimento de uma circunferéncia podemos encontrar uma férmula
fechada para a area da regiao por ela delimitada. Essa ideia faz todo sentido, visto que
percebemos a tendéncia natural que a figura possui de aproximar-se cada vez mais de
um retangulo a medida que n — oo, consequentemente, seus lados paralelos possuem
a mesma medida.

Diante disso, como cada uma das bases desse retdngulo (lados de maior compri-

mento) sao formadas pelo encaixe de setores que pertencem a um mesmo semicirculo,
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concluimos que suas medidas sao dadas pelo produto 7r e a soma de suas medidas
correspondem ao perimetro da circunferéncia, isto é, 27r.
Finalmente, sendo 7r a base do retangulo, r sua altura e denotando por A sua area,

encontramos a seguinte formula fechada para a area do circulo:

C 2
A== p =" p 2,
2 2

Sem demora, verificamos que conhecendo previamente a expressao C' = 27r alcangamos
a formula fechada A = 7r? para a drea do circulo, conforme comentamos anteriormente.

Vocé ja utilizou essa abordagem em alguma de suas aulas? Qual foi a metodologia
utilizada? Insta salientar que nos preocupamos em responder essas perguntas antes
mesmo de sugeri-las aos leitores deste trabalho. E provavel que surgirdo diversas res-
postas para elas, contudo, nossa real intengao com esses questionamentos ¢ incentivar
o professor Matematica a refletir sobre suas praticas docentes e encoraja-lo a testar
novas abordagens ao introduzir o conceito de area do circulo.

Posto isto, cabe destacar que estamos cientes das dificuldades enfrentadas pelo
docente de Matematica no contexto escolar. Apesar disso, gostariamos de compartilhar
uma construgdo realizada com o auxilio do software GeoGebra que se mostrou uma
importante ferramenta didatica, para apresentar a area do circulo segundo a ideia que
acabamos de comentar.

O objetivo da realizacao dessa atividade junto aos educandos ¢ introduzir o calculo
da area de um circulo por meio de um processo infinito, onde reagrupamos setores cir-
culares idénticos na forma de um retangulo cuja medida da base e altura sao elementos

conhecidos.

4.4.1 Um Manual de Instrucdes para Construir no Software GeoGebra

A seguir apresentaremos todos os procedimentos operacionais necessarios para a
realizagdo dessa construgao. Se nao houver impedimento, incentivamos o leitor a abrir
o software GeoGebra a fim de acompanhar de perto a execucao de cada comando
mencionado no texto. Caso nao possua o software baixado em nenhum dispositivo
eletronico, podera acessa-lo de forma online e gratuita através do endereco <https:

/ /www.geogebra.org/classic?lang=pt>.

o~ Ponto

Inicialmente, clique no icone e selecione a opcao Em seguida, clique
na origem do sistema de coordenadas para marcar o ponto A(0,0), este ponto serd o
centro do circulo que vamos construir. Agora, crie um controle deslizante para definir
valores para o raio do circulo.

Para isto, clique no icone e escolha a opgao = PMEEDEENE T 000 apés, clique na

malha quadricular do ambiente virtual de sua escolha para fixar o controle (sugestao:
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escolha um local afastado do circulo para evitar que a visualizacao dos elementos seja
comprometida). Neste instante, vamos personalizar o controle deslizante. Escreva r
para rotular o raio do circulo, defina os valores minimo e méaximo que o raio podera
assumir e seu incremento (isto é, o valor acrescido ou diminuido ao elemento correspon-
dente quando o controle deslizante é acionado). Por fim, para finalizar a personalizacao

clique em OK. Sugerimos os valores apresentados na Figura 39.
Figura 39 — Determinando um controle deslizante para o raio do circulo.

Controle Deslizante

Mome
=1

@ Numero (O Angulo (O Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacéo

min max Incremento
1 5 1

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Agora, clique na opgao , selecione @ G Centosiao o jinediatamente clique no
ponto A(0,0). Observe que, ao realizar estes tltimos passos o GeoGebra automatica-
mente abre uma aba solicitando que seja definida a medida do raio do circulo, sugerimos
que escreva exatamente r = 1.

Caso escreva o nimero 1, ao invés de r = 1, por exemplo, o controle deslizante nao
funciona, visto que ele esta encarregado de modificar o raio do circulo. Além disso, se
vocé diz que o raio é exatamente igual a 1, ndo faz sentido r assumir outros valores.

Note que, o circulo gerado possui raio unitario. Porém, ao mexer no controle
deslizante podemos altera-lo de acordo com os valores previamente estabelecidos, isto é,
1 < r < 5. Enfatizamos que, ao empregar o controle deslizante em qualquer construcao
¢é interessante testa-lo para saber se realmente funciona.

Novamente, aplique a ferramenta para criar um novo controle deslizante. Dessa
vez, sera utilizado para escolher o niimero de lados de poligonos inscritos na circunfe-

réncia. Por hora, personalize o controle deslizante de acordo com a Figura 40.
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Figura 40 — Controle deslizante para o nimero de lados do poligono inscrito.

Controle Deslizante

Nome

n=4

® Namero (O Angule () Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacéao
min max Incremento
4 80 2

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Denotamos o nimero de lados dos poligonos inscritos por n, onde 4 < n < 80, e
o incremento escolhido aumenta ou diminui o nimero de lados em duas unidades a
medida que movemos o controle deslizante, respectivamente, para a direita ou para a
esquerda. Cabe destacar que os valores foram escolhidos segundo nossa preferéncia,
caso deseje, podera customizar do seu jeito desde que faca escolhas coerentes em cada
etapa.

Utilize a zona de entrada do GeoGebra para definir 6, que representa o angulo de
360°

cada setor circular, onde 6 = . Novamente, utilize a zona de entrada para definir
os pontos P(r,0) e Q(rcosb, rsgn ). Ao mexer no controle deslizante n notamos que
f também se modifica.

Dando continuidade, crie o primeiro setor circular da circunferéncia. Para isso,
use mais uma vez a ferramenta , s6 que dessa vez clique na opgio <3 Seorrar
Para que a agdo se concretize clique, respectivamente, nos pontos A(0,0), P(r,0) e
Q(rcosf, rsenf) e veja o setor circular d se formando.

Ao definir valores para n talvez vocé possa ter ficado um pouco confuso esperando
que surgissem poligonos inscritos. Entretanto, o intuito de definir valores para n nao é
esse. Em verdade, a intencao é determinar um angulo interno para os setores circulares
e garantir que o ponto () se mova conforme o n se modifique.

Precisamos de bem mais setores para varrer a area do circulo, mas como podemos
cria-los? Para criar novos setores circulares basta produzir uma sequéncia de setores

circulares congruentes, esses setores irao cobrir toda circunferéncia. Tomando como
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referéncia o caso inicial para n = 4 iremos produzir 4 setores. Mas afinal, como
faremos isso? A ideia é simples! Basta rotacionar o setor d no sentido anti-horario
criando 3 novos setores e com ele teremos 4 setores.

Todavia, essa acao so serd realizada se inserirmos na zona de entrada os seguintes
comandos:
1°) comece a digitar a palavra Sequéncia, antes mesmo de terminar aparecera a opcao

para clicar;
Sequéncia b
seq
. . - Sequéncia{ Valor Final )
29) em seguida clique na opgao f ;

39) dentro dos parénteses comece a digitar a palavra Girar, assim que aparecer a opgao

clique;

Girar ’
GirarTexto ’

ConfigurarVelocidadeDeGiro

Sequéncia(gir)
4°) logo apds clique na opgao S D, ARgUle ) :

59) escreva dentro dos parénteses as informagoes destacadas a seguir:

Sequéncia (Girar(d., t #),t,0, g - 1)

A realizacao dessas etapas possibilita replicar o setor d. Mais uma vez, confirmamos
que o numero de setores esta condicionado ao valor de n. O que fizemos foi criar uma
sequéncia de setores obtidos por meio de uma rotacao do setor d. Note que, o angulo
0 ¢é o angulo da rotacao e a variavel t representa um contador, onde 0 <t < n_

Cabe frisar que o contador ¢ é um ntmero inteiro, ja que, determina a quantidade
de setores que estamos tomando em cada sequéncia. A primeira sequéncia contém
apenas os setores que estao delimitados pela regiao do primeiro e segundo quadrante
do circulo.

Para entender melhor, veja um caso particular, onde n = 10 e r = 3.
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Figura 41 — Fatiando o circulo - Parte 1.

n=10
-

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Na Figura 41, observamos 5 setores distribuidos entre o 12 e o 2° quadrante do
circulo. Essa ilustracao advém da funcao sequéncia que definimos anteriormente. Ob-
serve que n = 10, mas quando substituimos na expressao 0 < t < n_ 1, obtemos
0 <t < 4. Talvez vocé esteja achando que houve algum equivoco, afinal o contador ¢
estd marcando no maximo t = 4, porém, na imagem vemos 5 setores. O que houve?
Note que, quando ¢t = 0 estamos contando com o setor determinado inicialmente, sendo
assim, nesse caso, em particular, devemos considerar ¢ € {0,1,2,3,4}, o que nos da
um total de 5 setores.

Agora, gere os setores que estao compreendidos entre a regiao do 3° e 4° quadrante.
Para realizar esse passo e rotacione o setor d no sentido horario utilizando novamente
a funcao sequéncia e a funcao girar. Caso tenha esquecido as particularidades desses
comandos retome a leitura dos paragrafos anteriores para relembrar.

Ainda, tomando como referéncia o caso particular n = 10 e r = 3, ao digitar
o comando na zona de entrada do GeoGebra obtém-se o resultado apresentado na

Figura 42.

Figura 42 — Fatiando o circulo - Parte 2.

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Neste ultimo comando, realizamos algumas alteragdes na fun¢do sequéncia. Ainda

assim, é provavel que vocé tenha percebido o que essas modificagbes causaram ao
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compara-las com o que fizemos quando replicamos o setor inicial na regiao delimitada
entre o 12 e 22 quadrante.

Ao utilizar a fungao girar escolhe-se o objeto d para rotacionar e defini-se o angulo
de rotacao como —t -6, onde t é o contador, 6 o d&ngulo de cada setor e o sinal — indica
que a rotacao sera realizada no sentido horario. Por outro lado, definimos 1 < ¢ < g,
isto quer dizer que dessa vez o setor inicial ndao sera contabilizado, ja que o mesmo foi
contado na sequéncia anterior.

Desse modo, tendo em vista n = 10 encontramos 5 setores circulares definidos pelo
contador t inseridos na regiao delimitada pelo o 3° e o 4° quadrante. Observe que
o GeoGebra escolhe automaticamente a mesma cor para os setores das sequéncias.
Contudo, achamos conveniente alterar a cor dos setores que formam cada sequéncia,
mais tarde nossas intengoes ficarao mais claras. Para isso, certifique-se que o elemento
cuja cor sera alterada é aquele que vocé realmente deseja.

Por exemplo, se quisermos alterar a cor dos setores da tltima sequéncia basta clicar

12 = Sequéncia(Girar(d‘ —t 0),t,1, E)
N : ” . = Aneia @ 2 1 z
na “bolinha” ao lado da fung¢do sequéncia e logo apos

clicar no icone “cor e transparéncia” na parte superior da zona de entrada, conforme

exibimos na Figura 43.

Figura 43 — Paleta de cores.
H—e]
O000]
OO0
® .10

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Escolha a cor de sua preferéncia, sugerimos cores diferentes com o intuito de di-
ferenciar com mais eficiéncia os setores gerados por cada uma das sequéncias. Além
disso, ao mover o cursor de transparéncia ha possibilidade de deixar as cores da imagem
mais claras ou mais escuras.

Por enquanto, exibimos duas sequéncias de setores idénticos, isto é, sequéncias
compostas por setores que possuem a mesma area. Dando continuidade a construcao,
faremos uma animacgao com o intuito de comparar essas areas. O primeiro passo sera
deixar o setor d na vertical.

Para realizar essa acao utilize mais vez a funcao girar. Basta comecar a escrever
girar na zona de entrada que a opcao vai aparecer; clique na op¢ao Girar e em seguida

clique em Girar(Objeto,Angulo). Escreva entre parénteses, respectivamente, as infor-

macoes, d e 90° — 2’ para o objeto e dngulo. Desse modo, determinamos d’ que nada
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mais é do que uma copia do setor d na posicao vertical, conforme mostramos na Figura
44.

Figura 44 — Fatiando o circulo - Parte 3.

r=3
-

n=10
-

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

A préxima agao a ser realizada é transladar o setor d’ e suas copias de modo tal que
se consiga visualizar fora do circulo. Todavia, é necessario inserir na zona de entrada
os seguintes comandos:

1°) digite a palavra Sequéncia, antes mesmo de terminar aparecera a opgao para clicar;
Sequéncia r

seq
. . . Seqguéncia( Valor Final )
29) em seguida clique na opg¢ao i : - &
32) dentro dos parénteses comece a digitar a palavra Transladar, assim que aparecer a

op¢ao clique;

Transladar ¢
TransladarJanelaDeVisualizacdo

MatrizTransposta ’

Sequéncia(trang)

49) 10g0 apéS Chque na Op(;é;O Transladar( Objeto, Vetor ) ’

59) finalmente, escreva dentro dos parénteses as seguintes informagoes:

[
Sequéncia (Transladar(d', (1.5 r+t:2r sen (E) = é)) s 8 g)
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Este comando define uma composicao entre a funcdo sequéncia e a fungao transla-

¢do. Note que, o que fizemos foi transladar o objeto d’ na direcao do vetor que possui

0
coordenadas | 1,5 -7+t - 2rsen 3/ —g . Mas afinal, porque o vetor escolhido pos-

sui tais coordenadas? A resposta é simples! Apenas por preferéncia, isto quer dizer
que vocé pode escolher um outro vetor para definir a direcao de translacao do setor
circular.

No entanto, ao escolher as coordenadas do vetor devem ser tomadas algumas pre-
caugoes, por exemplo, tome cuidado para nao haver nenhuma interseccao entre a fila

de setores e o circulo. Caso contrario, isso poderia prejudicar a visualizacao.
0
Pensando nisso, escolhemos como abscissa | 1,5-r +1-2r-sen 5) ) Essa infor-

macao permite empurrar os setores para uma regiao externa ao circulo e a sua direita,

onde a primeira cépia estd a 1,5 - r unidades de distancia do setor d’ e os demais estao

6
distribuidos em fila de acordo com a parcela |t - 27 - sen 3] ) onde t é o contador da

0
sequéncia e o fator | 2r - sen 3 garante que nao havera interseccao entre os demais

setores da fila.

Em caso de duvidas atribua outros valores, retire ou altere elementos desse co-
mando para visualizar as modificagoes. Certamente, vocé perceberd alguns padroes
importantes que possibilitam o cumprimento dos nossos objetivos. Apds executar as

acoes obtemos o resultado apresentado na Figura 45.

Figura 45 — Reagrupando setores circulares.

"
T

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Agora, realize o mesmo processo para os setores que estao na parte inferior, isto é,
na regiao delimitada pelo 3° e 4° quadrante. De modo anédlogo, vamos transladar esses
setores de modo tal que eles permanecam externos ao circulo e encaixados aos setores

que transladamos anteriormente.
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Tendo em vista a realizacdo desse passo inverta o setor d’, isto é, rotacione d’ em
180°. Como podemos realizar esta acao? Utilize novamente o comando Girar, clique
na opcio Girar(Objeto,Angulo), onde o objeto é d' e o angulo de rotacio é 180°. Com
isso, o setor d” foi determinado, onde d” representa o setor d’ apds um giro de 180°,

observe a Figura 46.

Figura 46 — Determinando novas fatias.

P v

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Agora, crie uma sequéncia com o intuito de encaixar os setores da parte inferior
aos setores que foram transladados anteriormente. Para realizar esse passo utilize
novamente a composicao entre a fungdo sequéncia e a funcao transladar. Escreva na

zona de entrada o seguinte comando:

0 [ ) r n
A = "
Sequéncia (Transladar(d ; (1.5 r+r sen (2) +t-2r sen(z), r ccs(z) 2)) o 2 2)

Observe que algumas modificagoes foram realizadas para que os setores fossem colo-

cados na posicao correta e estejam perfeitamente encaixados, entre essas modificagoes

0 0
vamos destacar as parcelas (r - sen (§>> e (7’ - oS <§>> que adicionamos, respec-

tivamente, aos valores da abscissa e ordenada do vetor. Esta modificagdo permite o

encaixe perfeito entre os setores das duas sequéncias. Veja a Figura 47.
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Figura 47 — Reagrupando as fatias em forma de paralelogramo.

r=3
®

n=10

®

¥ wrm

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.

Caso tenha restado alguma duvida o incentivamos a realizar modificagoes nos co-
mandos e analisar cuidadosamente o que tais modifica¢Oes acarretam na construgao.
Além do mais, vocé pode pensar nessa construcao utilizando outras estratégias, aqui
trouxemos apenas algumas sugestoes e um modelo pronto para ser utilizado em sua

aula.
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5 Uma Proposta de Disciplina Eletiva

Neste capitulo apresentaremos uma proposta de disciplina eletiva que aplicamos no
32 ano do Ensino Médio Integrado do Curso Técnico em Edificagoes da Escola Técnica
Estadual Clovis Nogueira Alves, localizada no sertao pernambucano na cidade de Serra
Talhada. O periodo de aplicagao da disciplina se deu durante o primeiro semestre letivo
do ano 2024.

Como ja estéa bastante difundido com o Novo Ensino Médio as eletivas sdao disciplinas
que os discentes escolhem de acordo com a sua preferéncia e que nao estao dentro do
itinerario formativo seguido pelo educando. Tais disciplinas seguem a mesma ideia das
disciplinas optativas que estao presentes nos cursos de nivel superior e possibilitam ao
estudante a ampliacdo dos seus conhecimentos sobre assuntos especificos.

Por meio da disciplina eletiva Investigando Processos Infinitos, aspiramos estudar
mais profundamente alguns temas abordados no Ensino Médio, a titulo de exemplo, o
calculo de certas areas por meio de aproximacoes e a generalizagao do conceito de reta
tangente. Além disso, percebemos a possibilidade de investigar outros temas como o
conceito de velocidade instantanea.

O texto apresentado nas préximas linhas deste capitulo foi diluido em seis secoes e

representam o ponto central desta dissertacao.

5.1 Por que Estudar Processos Infinitos?

Ao realizar a leitura do artigo intitulado, Infinite Processes in Elementary Mathe-
matics How Much Should We Tell the Children? (GARDINER, 1985), encontramos
respostas para os seguintes questionamentos: por que investigar processos infinitos no
Ensino Elementar da Matematica? Até onde podemos ir? Abordar essa teméatica no
Ensino Bésico é realmente importante?

Para Gardiner (1985), é fato que a Matematica em todos os seus niveis de aprofun-
damento depende de processos infinitos. Contudo, este fato tem sido tradicionalmente
esquecido e pouco divulgado no Ensino Basico. Essa critica nos impulsiona a refletir
sobre as nossas praticas docentes e a pensar na relevancia dessa tematica no ensino da
Matematica.

E inegével que abordar ideias relacionadas & Matemética dos processos infinitos
implica grandes desafios para os professores do Ensino do Bésico que, além de gerir
muito bem o seu tempo e planejar as aulas, precisam rever o seu préprio entendimento

acerca do tema, preparar o material de forma adequada e analisar os melhores recursos
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didaticos a serem utilizados.

Segundo Gardiner (1985), durante a idade escolar o aluno tem acesso a véarias expe-
riéncias iniciais cujo contexto possibilita a abordagem de processos infinitos, podemos
citar como exemplos, o préprio processo de contagem que, fornece ao educando seu
primeiro vislumbre de um processo potencialmente interminavel; o tempo e o calen-
dario que, nos proporcionam a experiéncia de uma repeticao ciclica e a intuicao de
algo infinito e sem comeco; a reta numérica que, nos permite explorar a ideia de um
processo infinito que, aparentemente preenche um intervalo finito cada vez de forma
mais densa; medir certas areas e volumes por meio de aproximacoes, conhecer nimero
especiais como o numero m, entre outros assuntos.

De acordo com Gardiner (1985), nao hé necessidade de introduzir estritamente a
Matematica dos processos infinitos a nivel escolar. Mas, os alunos devem, de alguma
forma, ser alertados para diferencas entre “contos de fadas” e a Matematica utilizavel.

Mas afinal, neste contexto, o que vem a ser um conto de fadas? Embora os estu-
dantes vivenciem algumas experiéncias interessantes sobre processos infinitos na grande
maioria das vezes essas experiéncias nao sao bem fundamentadas, acarretando como
consequéncia imediata ideias equivocadas sobre a Matematica dos processos infinitos.

Certamente, vocé ja ouviu por parte dos alunos coisas do tipo: “o infinito é o maior
dos ntimeros”, “ 1+ 5 + % + 3 + ... ¢ na verdade uma soma finita muito longa cujo valor
é sempre um pouco menor que 2”7, “o circulo é um poligono regular com infinitos lados”
ou “a inclinacao da reta tangente em A é a inclinacao da reta AB quando B = A”.

Apdés ouvir tais afirmagoes qual é o melhor caminho a seguir? Serd possivel abordar
essas ideias intuitivamente e ajudar os nossos alunos do Ensino Béasico a compreenderem
a Matematica dos processos infinitos? Segundo Gardiner (1985) “nenhum professor
sensivel tentaria banir tais ideias: elas sdo a matéria prima sobre a qual devemos
construir. Mas o aluno nao deve ser encorajado a acreditar que tem algo a ver com a
Matematica”.

Por meio da nossa proposta de eletiva, visualizamos a possibilidade de confrontar
os educandos com essa temética e encoraja-los a discutir e refletir sobre as implicagoes
de problemas classicos que abordamos nos capitulos anteriores desta dissertacgao.

Outro ponto importante é a possibilidade de explorar, intuitivamente, elementos
do Calculo e possibilitar ao educando um primeiro contato com essa componente tao
relevante na Matematica dentro de um contexto atual.

Na RPM 18, o professor Geraldo Avila, escreveu na secio As Coisas Que Ensina-
mos, o artigo intitulado O ensino de Cdlculo no 2° grau (AVILA, 1991). Para Avila
(1991) “descartar o Céalculo no ensino é grave, porque deixa de lado uma componente
significativa e certamente a mais relevante da Matematica para a formacao do aluno

num contexto de ensino moderno e atual”.



Capitulo 5. Uma Proposta de Disciplina FEletiva 91

Embora o cendrio educacional brasileiro vivenciado por Avila na época em que
escreveu seu artigo seja outro, percebemos que hoje em dia, com a criagao do Novo
Ensino Médio, podemos utilizar disciplinas eletivas para propor uma investigacao mais
profunda de temas que estao presentes no curriculo.

Contudo, insta salientar que ao propor a disciplina eletiva Investigando Processos
Infinitos nao temos pretensao de defender o ensino do Calculo no Ensino Médio. Mas,
percebemos a luz de muitos temas abordados que ele esta presente. Isso nos motiva
a investigar, intuitivamente, alguns elementos do Célculo, levando em conta conheci-
mentos prévios que o aluno carrega em sua bagagem pedagogica.

Por exemplo, podemos utilizar a férmula fechada utilizada para calcular a area do
circulo para explorar, intuitivamente, a nocao de limite. Também podemos generali-
zar o conceito de reta tangente a uma curva aproximando-a por meio de um nimero
indefinido de retas secantes.

Além do mais, nos dedicamos a buscar metodologias que possam despertar o inte-
resse do estudante acerca dessa tematica. Durante a realizacao das aulas utilizamos
recursos tecnoldgicos, softwares, materiais manipulaveis e materiais didaticos ludicos

que foram produzidos exclusivamente para o desenvolvimento das aulas da disciplina.

5.2 O Plano de Curso

Convidamos o leitor a analisar cuidadosamente algumas ideias e refletir sobre o
plano de curso da nossa proposta de eletiva. Esse planejamento nos permite apresentar
todas as principais informagoes acerca da disciplina e as agoes realizadas aula por aula.
Com essa proposta, sugerimos aos colegas docentes uma nova alternativa de divulgagao

da Matematica.
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ET E ESCOLA TECNICA ESTADUAL DE PERNAMBUCO
g ETE CLOVIS NOGUEIRA ALVES | SERRA TALHADA - PE

CLOVIS NOGUEIRA ALVES

1. DADOS DA COMPONENTE

Disciplina Eletiva Investigando | Ano: 2024 | Periodo: Turma: 3° ano do Ensino Médio Integrado
Processos Infinitos 2024 .1 ao Curso Técnico em Edificagbes
Carga Horéria total: h/a: 40 h/r: 33 Professor: Tiago Emanoel Melo Pereira

2. JUSTIFICATIVA DA COMPONENTE CURRICULAR

E inegavel que a Matematica em todos os seus niveis de aprofundamento depende de processos
infinitos. Ainda quando éramos criangas tivemos nossos primeiros contatos com processos infinitos
quando comegamos a contar, escrever os numeros, conhecer nimeros finitos cada vez maiores; aprender
sobre o tempo, o calendario e outros processos que contribuem para a nossa nogéo de algo infinito e sem
comego; a medida que fomos crescendo e avangando as etapas escolares estudamos os conjuntos
numeéricos, a reta numérica, comprimentos e medigbes, processos para a obtengdo de areas e volumes,
sequéncias numeéricas e tantos outros conceitos relacionados a processos infinitos.

No entanto, em diversas ocasides tais processos tém sido habitualmente omitidos, em especial,
quando a Matematica Elementar é apresentada para as criangas e adolescentes no Ensino Basico. A
proposta de disciplina eletiva Investigando Processos Infinitos, toma forma e torna-se viavel quando
consideramos a importancia de desenvolver competéncias e habilidades previstas na Base Nacional
Comum Curricular que estao atreladas a essa tematica.

No passado o Calculo esteve presente no curriculo do Ensino Médio e alguns estudiosos defendem
fortemente que essa componente curricular jamais deveria ter sido descartada. Na edicdo numero 18 da
Revista Professor de Matematica — RPM18, o professor Geraldo Avila, escreveu um artigo intitulado As
Coisas Que Ensinamos, onde na época abordou sobre o ensino do Calculo no 2° grau. Para Avila,

Descartar o Calculo do ensino é grave, porque deixa de lado uma componente significativa
e certamente a mais relevante da Matematica para a formagéo do aluno num contexto de
ensino moderno e atual.

Desde o periodo de publicagdo desse artigo até os dias atuais ja ocorreram varias mudangas na
Educacao Brasileira, sobretudo nos curriculos de Matematica do Ensino Basico. Ainda assim, as ideias
apresentadas ndo devem ser desprezadas, especialmente, quando pensamos no Novo Ensino Médio e
nas possibilidades de alimentar o curriculo com disciplinas eletivas que o docente possui autonomia para
criar, desenvolver e aplicar.

E importante destacar que nossa pretensdo com essa proposta de disciplina eletiva ndo é fazer
apologia ao ensino do Calculo no Ensino Médio, mas perceber a luz de muitos assuntos que séo
estudados que o Calculo esta presente. Nessa perspectiva enxergamos a possibilidade de abordar a
Matematica dos processos infinitos no Ensino Basico de modo que possamos explorar intuitivamente
elementos do Calculo ao estudar mais profundamente temas abordados no Ensino Médio.

Entendemos que a inser¢do da disciplina eletiva Investigando Processos Infinitos no curriculo de

Matematica do Ensino Médio ira proporcionar ao estudante o desenvolvimento de aprendizagens previstas
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na BNCC de forma construtiva, sistematizada e ludica, possibilitando o aprimoramento desses estudantes
para o cenario académico.

Nesse contexto, destacamos as competéncias especificas 1 e 3 da area de Matematica e a
competéncia especifica 1 da area de Ciéncias da Natureza. A seguir apresentamos a descricdo de cada
uma dessas competéncias:

Area de Matematica

= Competéncia Especifica 1: utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos
para interpretar situagcdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questdes econdmicas ou tecnoldgicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar uma formagao cientifica geral;

= Competéncia Especifica 3: utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em
seus campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e
Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagdo das solugbes
propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

Area de Ciéncias da Natureza

= Competéncia Especifica 1: analisar fendmenos naturais e processos tecnolégicos, com
base nas relagdes entre matéria e energia, para propor agdes individuais e coletivas que
aperfeicoem processos produtivos, minimizem impactos socioambientais e melhorem as
condicdes de vida em admbito local, regional e/ou global.

Relacionadas a cada uma dessas competéncias indicaremos e descreveremos, posteriormente,

as habilidades a serem desenvolvidas.

3. OBJETIVO GERAL DA COMPONENTE CURRICULAR

Estudar mais profundamente temas abordados no Ensino Médio, dentre eles, o calculo de certas
areas por meio de aproximagdes e o conceito de reta tangente. Com o estudo mais detalhado desses
temas enxergamos a possibilidade de investigar, intuitivamente, a ideia de limite e introduzir o conceito de

velocidade instantanea.

4. OBJETIVOS ESPECIFICOS DA COMPONENTE CURRICULAR

1. Mostrar a importancia do estudo de processos infinitos no Ensino Basico;

2. Apresentar aspectos histéricos com o intuito de entender como a Matematica dos processos
infinitos se desenvolveu ao longo do tempo;

3. Utilizar softwares computacionais, o0 GeoGebra e a Planilha Excel, para investigar intuitivamente a
ideia de limite;

4. Usar, intuitivamente, a ideia de limite para explorar mais profundamente o calculo de certas areas
e o conceito de reta tangente;
Estabelecer uma relagéo entre os conceitos de reta tangente e velocidade instantanea;
Determinar uma expressao para calcular a area do circulo e a area sob um arco de parabola;
Apresentar aos educandos materiais textuais no formato de Histérias em Quadrinhos (HQ’s) e um
material manipulavel no formato de jogo a fim de instigar a curiosidade dos educandos sobre os

temas abordados.
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5. HABILIDADES DA BNCC A SEREM DESENVOLVIDAS

1. (EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos relativos as
Ciéncias da Natureza que envolvam a variagao de grandezas, pela analise de graficos das fungbes
representadas e das taxas de variagao, com ou sem apoio de tecnologias digitais;

2. (EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtengdo da medida da area de uma
superficie (reconfiguragbes, aproximagdes por cortes etc.) e deduzir expressdes de calculo para
aplica-las em situagbes reais (como remanejamento e distribuicdo de plantagbes, entre outros),
com ou sem apoio de tecnologias digitais;

3. (EM13CNT101) Analisar e representar, com ou sem uso de dispositivos e de aplicativos digitais
especificos, as transformagdes e conservagdes em sistemas que envolvam quantidade de matéria,
de energia e de movimento para realizar previsdes sobre seus comportamentos em situagées
cotidianas e em processos produtivos que priorizem o desenvolvimento sustentavel, o uso

consciente dos recursos naturais e a preservacao da vida em todas as suas formas.

6. EMENTA

1. Uma Breve Introdugéo aos Processos Infinitos
= O que sao processos infinitos?;
= Como tais processos surgiram na Matematica?;
= Panorama geral de alguns problemas classicos.
2. O Problema da Tangente
= Entender e generalizar o conceito de reta tangente;
= Determinar a reta tangente a uma curva dada aproximando-a por meio de um numero
indefinido de retas secantes;
= Utilizar softwares computacionais, o GeoGebra e a Planilha Excel, para encontrar a
inclinagdo da reta que tangencia uma curva dada.
3. O Problema da Velocidade Instantanea
= Relembrar importantes conceitos e expressdes matematicas apresentadas no estudo da
Cinematica com a finalidade de preparar os alunos para estudar o conceito de velocidade
instantanea;
= Apresentar o problema de forma contextualizada;
= Usar, intuitivamente, o conceito de reta tangente para explorar o problema da velocidade;
= Concluir que a inclinagao da reta secante é a velocidade média e a inclinagdo da reta
tangente é a velocidade instantanea.
4. O Problema da Area
= Abordar aspectos histéricos;
= Usar, intuitivamente, a ideia de limite para encontrar boas aproximagdes para o nimero T;
= Realizar boas aproximag¢des com o intuito de determinar féormulas fechadas para a area de
um circulo e a area sob um arco parabdlico;
= Utilizar softwares computacionais para investigar a area do circulo, considerando os
seguintes casos:

i.  Utilizando poligonos regulares inscritos e circunscritos;
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i. Utilizando setores circulares reagrupados no formato de um retangulo.

5. Explorando Ludicamente a Matematica dos Processos Infinitos

Elaborar e apresentar materiais textuais no formato de Histérias em Quadrinhos (HQ’s)

sobre cada um dos problemas estudados;

Elaborar e apresentar materiais manipulaveis no formato de jogo.

7. PLANO DE ENSINO

DATA

CONTEUDOS E AGOES REALIZADAS

CH

06/02/2024

13/02/2024

20/02/2024

As aulas deste dia foram destinadas a divulgacéo de todas as disciplinas eletivas
ofertadas pela escola. O processo de divulgagéo ocorre com o intuito de apresentar
aos alunos um panorama geral do que sera estudado em cada uma das disciplinas
eletivas ofertadas durante o semestre letivo. O processo de divulgagdo é muito
importante para nortear a escolha dos alunos.
Feriado de Carnaval

Aula 01 e 02: Aplicagdo do primeiro sondando a aprendizagem. Nesta primeira
atividade de sondagem avaliamos os conhecimentos prévios dos alunos sobre o

problema da tangente.

2 h/a

2 h/a

2h/a

27/02/2024

05/03/2024

12/03/2024

Aula 01 e 02: Utilizar o software GeoGebra e a planilha Excel como ferramenta
didatica para investigar, intuitivamente, o problema da tangente.

Formacao de professores
Aula 01 e 02: Aplicacdo do segundo sondando a aprendizagem. Nesta segunda
atividade de sondagem avaliamos os “conhecimentos prévios” dos alunos sobre o

problema da velocidade instantanea.

2h/a

2 h/a

2h/a

19/03/2024

Aula 01 e 02: Breve revisdo sobre alguns importantes conteudos considerados pré-
requisitos para o desenvolvimento do problema da velocidade instantanea.
Os seguintes conteudos foram apresentados:

. Velocidade média;

1. O conceito de Movimento Uniforme (MU);

1. O conceito de Movimento Uniformemente Variado (MUV);

V. Funcao horaria dos espagos no MUV;

V. O grafico da fungdo S x t no MUV.

2 hl/a

26/03/2024

Aula 01 e 02: Utilizar o software GeoGebra e a planilha Excel para investigar,

intuitivamente, o problema da velocidade instantanea.

2h/a

02/04/2024

Aula 01: Breve revisdo sobre Queda Livre. Abordamos os seguintes topicos:

l. O conceito de Queda Livre;

1. As condigdes ideias para a ocorréncia do movimento;

M. Aformula H(t) = 4,9 - t%

V. A representacao grafica do movimento.
Aula 02: Apresentacao e resolucdo de um problema motivador envolvendo Queda
Livre, cujo objetivo é instigar o educando a pensar no conceito de velocidade

instantanea para resolvé-lo.

2 hl/a
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09/04/2024

16/04/2024

23/04/2024

Aula 01 e 02: Aplicagdo do terceiro sondando a aprendizagem. Nesta segunda
atividade de sondagem avaliamos os conhecimentos prévios dos alunos sobre o
problema da area.
Semana de Avaliacoes

Aula 01 e 02: Utilizar o software GeoGebra e a planilha Excel para analisar o
perimetro de poligonos regulares inscritos e circunscritos num circulo de raio
unitario, com o objetivo de determinar boas aproximagdes para o numero 7. A partir
dessas ideias introduzimos, intuitivamente, a nogao de limite.

2h/a

2 h/a

2 h/a

30/04/2024

07/05/2024

14/05/2024

Aula 01: Realizar uma breve introdugao histérica sobre a area do circulo;
Aula 02: Utilizar o software GeoGebra para investigar a area do circulo
aproximando-o por meio de poligonos inscritos e circunscritos.

Mudanca de horario prevista no calendario escolar

No dia 06/05 é feriado municipal em Serra Talhada — PE, para evitar déficit de carga
horaria, no dia 07/05, iremos trabalhar com o horario da segunda-feira (06/05).
Obs.: com essa alteragdo no horario ficamos impossibilitados de realizar as aulas

da disciplinas eletiva neste dia.

Aula 01 e 02: Utilizar o software GeoGebra para investigar a area do circulo quando

o repartirmos em um numero indefinido de setores circulares. Em seguida, realizar
uma atividade em grupo utilizando materiais manipulaveis (o jogo quebra-cabeca
de setores) com o intuito de verificar o entendimento dos educandos sobre as
explanagoes realizadas com o auxilio do GeoGebra.

2 h/a

2 h/a

21/05/2024

Aula 01: Utilizar o software GeoGebra para introduzir o problema da area tendo em
vista determinar a area sob um arco de parabola;

Aula 02: Investigar padrées observados no GeoGebra a fim de definir estratégias
para determinar uma férmula fechada para a area sob um arco de parabola.

2 h/a

28/05/2024

Aula 01 e 02: Relembrar e utilizar as estratégias mencionadas na aula anterior para
determinar uma férmula fechada para calcular a area sob um arco de parabola;

2 h/a

04/06/2024

Aula 01: Aplicar atividade de verificagdo de aprendizagem sobre os conteudos
estudados nas aulas dos dias 21/05 e 28/05;
Aula 02: Correcao da atividade.

2h/a

11/06/2024
18/06/2024

Aula 01 e 02: Apresentar aos alunos a Histdéria em Quadrinhos nimero 1.

Formacao de Professores

2 h/a
2 h/a

25/06/2024 | Aula 01 e 02: Apresentar aos alunos a Histéria em Quadrinhos nimero 2.

02/07/2024

Culminancia das disciplinas eletivas

2 h/a
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Este dia foi destinado a apresentagdo dos resultados obtidos com o
desenvolvimento da disciplina eletiva durante o primeiro semestre letivo 2024.1.

8. METODOLOGIA DE AVALIAGAO

1. Exercicios individuais de sondagem;
2. Atividades em equipe;
3. Observacédo do desempenho individual e coletivo nas aulas e atividades desenvolvidas com um

todo.

9. BIBLIOGRAFIA BASICA

[1]1 DOLCE, Osvaldo; POMPEO, José Nicolau. Fundamentos de matematica elementar, 9: geometria
plana. Sdo Paulo: Atual, 1993.

[2] LIMA, Elon Lages et al. Medida e forma em geometria. IMPA/VITAE, 1991.

[31 RAMALHO, NICOLAU. TOLEDO. Os Fundamentos da Fisica Vol.1 Moderna, 2007.

[4] WAGNER, Eduardo et al. Temas e Problemas Elementares. 2010.
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[11 NUSSENZVEIG, Herch Moysés. Curso de Fisica Basica: Mecanica (vol. 1). Editora Blucher, 2013.

[2] GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo volume 1. Rio de Janeiro. LTC—Livros Técnicos e
Cientificos. 52 edi¢ao, 2001.

[3] STEWART, James. Calculo. Pioneira Thomson Learning, 2006.
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5.3 Sondando a Aprendizagem

Quando propomos e realizamos atividades de sondagem tornamos os nossos alunos
parte ativa do processo de ensino e aprendizagem. Com esse intuito, desenvolvemos trés
atividades de sondagem para conhecer e analisar as dificuldades individuais e coletivas
da turma sobre os problemas que abordaremos nas aulas da disciplina.

A esse conjunto de atividades demos o nome Sondando a Aprendizagem. Elaborar
os itens que compoem essas atividades ndo é uma tarefa simples, visto que, conforme
comentamos em outros momentos, a tematica abordada é uma novidade para os alunos.

Ao elaborar os itens buscamos apresentar o maximo de detalhes e informacdes
possiveis para que o educando pudesse visualizar certos padroes e realizar inferéncias.
A criacao de graficos, tabelas e imagens tornou as questoes mais compreensiveis e
permitiu analisar ideias mais abstratas.

Apos a realizacao das atividades de sondagem nos preocupamos em analisar as

respostas segundo dois critérios:
(i.) Revisao das respostas individuais;
(ii.) Identificacdo de erros recorrentes.

Com a revisao das respostas individuais conseguimos identificar as dificuldades apre-
sentadas por cada educando. A identificacdo de erros recorrentes nos permite detectar
quais sao os contetudos prioritarios a serem trabalhados e tragar um panorama mais
geral das demandas da turma.

Desse modo, conseguimos identificar quais itens tiveram maior e menor indice de
acertos e consequentemente, os conceitos que foram menos compreendidos. A partir
dessa analise podemos definir qual é o melhor planejamento a seguir e como devemos
elaborar as sequéncias didaticas de forma adequada. Veja o sondando a aprendizagem

no Apéndice A.

5.4 Utilizando Softwares para Investigar Processos Infintos

Hoje em dia, manter os alunos concentrados durante as aulas tem se tornado cada
vez mais desafiador. Por que isso tem ocorrido com tanta frequéncia? Alguns dos
possiveis motivos sao a falta de interesse pela disciplina, a abstracao dos contetdos
apresentados e a pouca diversificacao das estratégias de ensino.

De fato, ndo podemos afirmar que a utilizacao de tecnologias digitais no ensino da
Matematica é a solucao para todos esses problemas. Todavia, podemos obter resultados

exitosos se recorrermos aos softwares como estratégias de ensino.
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Tendo isso em mente, procuramos utilizar tecnologias digitais durante as aulas da
eletiva com o intuito de proporcionar aos educandos uma visualizacdo mais ampla e
intuitiva de conceitos que nao sao tao simples de entender analisando apenas a teoria.

A seguir, apresentaremos duas subsecoes onde vamos comentar brevemente sobre

dois softwares, o GeoGebra e a Planilha Fxcel, que utilizamos em nossas aulas.

5.4.1 O Software GeoGebra

O GeoGebra é um software dinamico de Matematica que fornece em sua plataforma
um ambiente acessivel e interativo permitindo a realizacao de varias construgoes mate-
maticas. Por meio dessas construgoes, podemos facilmente explorar conceitos de forma
intuitiva, realizar calculos e criar graficos a fim de ilustrar e resolver problemas.

Conforme apresentamos no plano de curso, utilizamos o software para investigar,
intuitivamente, o problema da tangente e o problema da velocidade instantanea. Além
disso, por meio do GeoGebra investigamos o problema da drea e visualizamos solugoes
para determinar uma féormula fechada para a area sob um arco de parabola e a expressao
para calcular a area do circulo. Também o utilizamos na elaboragao das atividades de
sondagem e na confeccao de outros materiais didaticos que utilizamos.

O software mostrou-se uma ferramenta bastante préatica e acessivel. Além de ser
gratuito, possui App para smartphones, pode ser instalado em computadores permi-
tindo o acesso offline e ainda pode ser acessado de forma online através do endereco
eletronico <https://www.geogebra.org/classic?lang=pt>.

A utilizagao do GeoGebra depende do desenvolvimento de duas habilidades especi-

ficas:

(i.) Conhecer o bésico de Matemadtica, em especial, para cumprir com 0s nossos ob-
jetivos, ter conhecimento sobre certos topicos de Geometria Plana, Geometria

Analitica e Fungoes;
(ii.) Estar familiarizado com o uso do computador ou dispositivos moveis.

E bem verdade que algumas construgoes que levamos para a sala de aula podem
nao ser tao simples de executar. No entanto, pensando em construcoes mais aces-
siveis percebemos que incentivar o aluno a “mexer” no GeoGebra pode facilitar sua
aprendizagem.

Utilizando seu proprio smartphone, o estudante, podera repetir aquela construcao
realizada pelo professor. E porque nao pensar em modificar valores, elementos e adici-
onar novas informagoes? Dessa forma, o aluno pode se beneficiar da sua facilidade em

lidar com a tecnologia e entender a Matematica por tras de cada acao realizada.
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5.4.2 A Planilha Excel

A Planilha Excel é um programa que nos permite organizar e analisar dados, realizar
calculos, criar tabelas e graficos. Incluimos esse software em nossas aulas com o intuito
de realizar cdlculos de maneira mais eficiente e obter uma melhor visualizacdo dos
resultados encontrados.

Nosso principal interesse em sua utilizacao, se deu durante as aulas que comentamos
intuitivamente a ideia de limite. Apesar de nao ter sido projetado com esse intuito, o
Excel, mostrou-se muito eficaz para realizar aproximagoes numeéricas de limites. Mas
afinal, como tais aproximacoes podem ser realizadas?

Podemos criar tabelas em que os valores sao calculados cada vez mais préximos
de um determinado ponto. Ao organizar estes dados percebemos como esses valores

tendem a se aproximar cada vez mais de um certo nimero.

5.5 Produtos Educacionais como Estratégias de Intervencao

Os produtos educacionais sao ferramentas didaticas criadas com o intuito de me-
lhorar o processo de ensino e aprendizagem. Durante a realizacao das aulas da eletiva,
percebemos a necessidade de apresentar aos estudantes materiais didaticos que insti-
gassem seu interesse pela tematica abordada e facilitassem o seu entendimento.

Pensando nisso criamos dois tipos de produtos educativos, sao eles:
(i.) Material textual no formato de Histéria em Quadrinhos (HQ’s);
(ii.) Material manipulavel tipo quebra-cabegas.

O material textual foi utilizado durante as revisoes finais dos contetdos, isso possibilitou
ao aluno rever seus conhecimentos de forma leve e descontraida.

Para contemplar cada um dos problemas estudados durante as revisdes, sentimos a
necessidade de elaborar trés HQ’s, cada uma delas abordando a tematica dos processos
infinitos para investigar o problema da tangente, o problema da velocidade instantinea
e o problema da drea.

O material manipuldvel foi confeccionado com intuito apresentar uma forma dife-
rente de encontrar uma féormula fechada para se obter a area do circulo. O detalhe é
que ja haviamos resolvido esse problema utilizando o software GeoGebra, inclusive, no
Capitulo 4 registramos um manual de instrugoes para que o leitor possa realizar essa
construcao.

Nas préximas subsegoes, apresentaremos um breve resumo sobre cada uma das HQ’s

e mais informacoes sobre o quebra-cabeca de setores.
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5.5.1 HQ 1- O Problema da Tangente

Por meio desta HQ, utilizamos a nocao intuitiva de limite para apresentar um
conceito mais geral para reta tangente. A leitura proporcionou aos alunos relembrar
conceitos estudados em aulas da disciplina e a utilizar o GeoGebra, ja que exibimos
um manual com instrugoes para realizar algumas construgoes mais simples, entre elas:
construir uma reta tangente a circunferéncia dado um ponto; construir retas secantes a
circunferéncia dados dois de seus pontos e construir graficos de fun¢des. Ao analisar o
grafico de outras fungoes, como exemplo, a fungao f(r) = 2®— 3z +1, o aluno percebeu

a necessidade de generalizar o conceito de reta tangente. Veja a versao completa da
HQ 1 no Apéndice B.

Figura 48 — Capa da HQ 1.

O PROBLEMA
PATANGENTE

A SAGA DOS PROCESSOS INFINITOS

Fonte: O Autor

55.2 HQ 2 - O Problema da Velocidade Instantanea

Ao realizar a leitura desta HQ, o estudante podera relembrar alguns conceitos da Ci-
nematica estudados na disciplina de Fisica geralmente abordados no 1° ano do Ensino
Médio, a titulo de exemplo, os conceitos de Velocidade Média e Movimento Retili-
neo Uniformemente Variado (MRUV). Apoés relembrar desses contetdos, o estudante
podera dar os primeiros passos para compreender o conceito de velocidade instantanea.

A ideia de ilustrar uma situagao real para investigar o problema tornou o texto mais
acessivel e atrativo. Com isso, conseguimos aplicar um modelo abstrato para resolver

uma situacao concreta do cotidiano.
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A principal ideia apresentada é a possibilidade de determinar intuitivamente a ve-
locidade de um mével em um determinado instante por meio de aproximacoes. Para
cumprir com esse objetivo apresentamos o grafico da fungao que descreve o movimento
do movel e tabelas onde dados que obtemos por meio de célculos estao organizados.

Além disso, novamente, utilizamos a nocao intuitiva de limite investigar o problema
da velocidade instantanea e relaciona-lo com o problema da tangente. Veja a versao
completa da HQ 2 no Apéndice C.

Figura 49 — Capa da HQ 2.

FQ 0 PROBLEMA
<, DA VELOCIDADE
/&\5\ INSTANTANEA

B

A SAGA DOS
PROCESSOS
INFINITOS

2" EPICAD

Fonte: O Autor.

5.5.3 HQ 3 - O Problema da Area

O enredo apresentado nesta HQ foi elaborado com o intuito de investigar o calculo
de certas areas por meio de aproximagoes. Aproveitamos a oportunidade para divul-
gar alguns feitos de importantes personagens e acontecimentos que fizeram parte da
Histoéria da Matematica.

Realizamos uma breve explanacao sobre o problema da quadratura do circulo e a drea
sob um arco de pardbola. Utilizamos construcoes realizadas via software GeoGebra a
fim de facilitar a visualizagao de cada um desses problemas e em alguns casos dispomos
as imagens sequencialmente para que o aluno consiga verificar a existéncia de certos
padroes.

Ao investigar o problema da drea conseguimos utilizar temas ja conhecidos pelos

discentes para introduzir, intuitivamente, a nocao de limite. Além do mais, notamos
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que a HQ se mostrou uma importante ferramenta de revisao dos contetidos apresentados

durante as aulas da disciplina. Veja a versao completa da HQ 3 no Apéndice D.

Figura 50 — Capa da HQ 3.

O PROBLEMA

3 EDIGAO

OO

b aB

Fonte: O Autor

5.5.4 O Quebra-Cabeca de Setores Circulares

Com o auxilio do GeoGebra dividimos circulos em setores circulares. Para facilitar
a visualizacao de possiveis padroes e tornar o material mais dindmico construimos oito
configuragoes distintas.

Cada configuragao é representada por circulos de mesmo tamanho e diferem entre
si apenas pelo seu nimero de setores. Os circulos possuem 4,6, 8,10,12,24,36 ou 48
setores. A fim de deixar o material mais lidico transformamos circulos de 2n setores
em pizzas de 2n fatias.

Este material foi encaminhado para a grafica e impresso em chapas de MDF adesi-
vado de dimensoes 21 cm x 21cm e 3 mm de espessura. Também foram confeccionadas
oito bolsas plasticas para que pudéssemos guardar em cada uma delas pecas de uma

mesma configuragao.
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Figura 51 — Quebra-cabega de setores.

Fonte: O Autor.

Na proxima secao apresentaremos uma sequéncia didatica onde o jogo quebra-
cabeca de setores foi utilizado. Caso o leitor demonstre interesse pelo material, queira

confecciona-lo ou utilizd-lo em suas aulas podera consultar mais detalhes no Apéndice
E.

5.6 Propondo Sequéncias Didaticas

Nesta se¢ao, apresentaremos duas sequéncias didaticas que foram planejadas e apli-
cadas durante as aulas da disciplina. O desenvolvimento dessas sequéncias visa desen-
volver a capacidade de abstracao dos educandos e promover a resolucao de problemas.

Quando pensamos numa sequéncia didéatica, estamos nos empenhando em planejar
um conjunto de atividades pedagdgicas e recursos didaticos para conduzir o processo
de ensino e aprendizagem de modo gradativo. Desse modo, além de ter acesso a
novos conhecimentos, o aluno também podera desenvolver competéncias e habilidades
previstas na Base Nacional Comum Curricular.

A seguir, listaremos e descreveremos cada um dos elementos que irdo compor as

nossas sequéncias didaticas:

1. Piublico-alvo: indica a turma em que a sequéncia sera aplicada;

2. Objetivo geral: define as metas que desejamos alcancar ao final do processo de

ensino e aprendizagem;

3. Objetivos especificos: define as agoes intermediarias fundamentais para atingir

o objetivo geral;
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4. Conteudos: indica os temas que serao estudados;

5. Habilidades da BN CC: define as competéncias e habilidades que os educandos

deverao desenvolver durante a aplicacao da sequéncia;

6. Recursos didaticos: indica os materiais, ferramentas e tecnologias digitais uti-

lizadas durante as aulas;

7. Metodologia: define as estratégias pedagogicas utilizadas para promover o en-

sino e aprendizagem dos contetdos trabalhados;

8. Avaliagao: verifica o desempenho do estudante em relagdo aos objetivos de

aprendizagem preestabelecidos;
9. Duracgao: define o tempo necessario para a realizacao do conjunto de atividades;

10. Descricgao: lista todas as agoes realizadas de forma detalhada durante a aplica-

¢ao da sequéncia.

5.6.1 Uma Sequéncia Didatica para Investigar o Problema da Area

Nesta subsecao, exibiremos uma das sequéncias didaticas aplicadas durante algu-
mas aulas da disciplina, onde investigamos o problema da drea. Exibiremos um plane-
jamento detalhado, propondo, inicialmente uma atividade de sondagem, com o intuito
de identificar o nivel de conhecimento da turma sobre o tema e tragar estratégias de
acordo com as demandas individuais e coletivas.

Em outro momento, apresentaremos aspectos historicos do conteiido, a fim de con-
textualizar o tema e mostrar como os conhecimentos Matematicos se desenvolveram
ao longo do tempo. Dentro da contextualizacao histérica comentaremos sobre algumas
contribui¢oes dos matematicos gregos da antiguidade que estudaram o circulo e enfati-
zaremos a importancia de personagens da época como Antifon, Eudoxo e Arquimedes.

Em seguida, utilizaremos o software GeoGebra em dois momentos:

(i.) Com o intuito de exibir aproximagoes realizadas pelos antigos para obter a area

do circulo, como calcular areas de poligonos regulares inscritos e circunscritos;

(ii.) Para repartir o circulo em setores circulares e reagrupa-los com o objetivo de

formar um poligono cuja area sabemos calcular.

Ao analisar os resultados obtidos no momento (i.), percebemos a possibilidade de
organizar esses dados numa planilha para que o aluno possa observar, a partir das

aproximacoes encontradas, certos padroes numéricos. Com a realizagdo do momento
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(ii.), achamos conveniente introduzir uma nova etapa que consiste na apresentagao de
um jogo, o quebra-cabeca de setores.

Esta ultima etapa proporcionou a realizacao de uma atividade em equipe, promo-
vendo comunicagao e colaboracao entre os alunos. A confec¢do de materiais manipu-
laveis para montar o jogo viabilizou a experimentacao de conceitos matematicos de
forma tangivel e concreta, facilitando a aprendizagem de conceitos abstratos.

Durante a explanacao da sequéncia achamos interessante comentar sobre algumas
respostas apresentadas pelos estudantes na atividade de sondagem e compartilhar as
intervengoes que foram desenvolvidas.

Agora, veremos mais detalhes sobre como a sequéncia didatica foi desenvolvida,

juntamente com algumas orientacoes de como aplica-la.

Descrevendo a sequéncia didatica

Publico-alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

o Conteudo: O prolema da area.

« Habilidade da BNCC: (EM13MAT307) empregar diferentes métodos para
a obtencao da medida da &rea de uma superficie (reconfiguragoes, aproximagoes
por cortes etc.) e deduzir expressoes de célculo para aplica-las em situagoes reais
(como remanejamento e a distribui¢ao de plantagoes, entre outros), com ou sem

apoio de tecnologias digitais.

e Objetivo geral: Estudar o cédlculo da area de um circulo por meio de aproxi-

macoes.
e Objetivos especificos:

— Abordar, historicamente, o problema da area;

— Utilizar softwares computacionais para estudar a area do circulo por meio

de aproximacoes sucessivas, considerando os seguintes casos:

x Utilizando poligonos regulares inscritos e circunscritos;

x Utilizando setores reagrupados em forma de retangulo.

— Utilizar material concreto para estudar a area do circulo por meio de aproxi-
magoes sucessivas, considerando a utilizacao setores reagrupados em forma

de um retangulo.
¢ Recursos didaticos:

— Notebook;
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— Projetor;
— Softwares computacionais:

x GeoGebra;
% Planilha Excel.

— Material manipulavel:

x Jogo quebra-cabega de setores.
e Duracgao:

— Etapa 1: 2 aulas;
— Etapa 2: 2 aulas;
— Etapa 3: 2 aulas.

Etapa por etapa: os procedimentos metodolégicos

Etapa 1:

Nesta primeira etapa, realizamos o sondando a aprendizagem sobre o problema da
area. Essa atividade possui 6 questoes, onde avaliamos os conhecimentos prévios da
turma sobre o tema. Estruturamos as perguntas da atividade de sondagem sequenci-
almente de modo que o nivel das perguntas aumentasse gradativamente.

Apresentamos imagens para que o aluno pudesse visualizar padroes e facilitar sua
compreensao acerca dos questionamentos que foram levantados. Consideramos esta
atividade um importante mecanismo pedagogico para definir o planejamento das etapas
subsequentes. Conforme ja mencionamos na Secao 5.3, disponibilizamos o sondando a
aprendizagem no Apéndice A.

Etapa 2:

Nesta etapa, realizamos as nossas primeiras aulas expositivas. Durante a primeira
aula comentamos brevemente alguns aspectos historicos sobre o problema da quadra-
tura do circulo. Falamos sobre as contribui¢oes de Antifon, o Sofista (c. 430 a.C) para
resolver este problema; comentamos sobre o Método da Exaustao de Eudoxo e as ideias
de Arquimedes que permitiram solucionar o problema.

Durante a sequnda aula utilizamos recursos tecnoldgicos, o software GeoGebra e o
Excel, para melhor investigar os fatos historicos mencionados na aula anterior. Convi-
damos o leitor a consultar a construgio realizada via GeoGebra no link: <https://drive.
google.com/file/d/1XjPNSLKoiKhW14UjNN6_ YIxGJeH5X6m2/view?usp=drive_ link>.

Por meio dessa construcao, os alunos conseguiram obter um entendimento satisfa-
torio sobre as questoes 4 e 5 da atividade de sondagem. Na questao 4, elaboramos itens

que avaliam respostas e justificativas dos alunos para perguntas e afirmacoes sobre o
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seguinte problema: “o que ocorre com um poligono regular de n lados, inscrito num
circulo de raio unitario, quando n tende ao infinito?”.

Na questao 5 elaboramos itens com o intuito de avaliar conhecimentos prévios da
turma sobre o seguinte problema: “o que ocorre com um poligono regular de n lados,
circunscrito num circulo de raio unitario, quando n tende ao infinito?”

A utilizacao do GeoGebra facilitou a compreensao dos alunos acerca do problema.
A medida que o ntimero de lados dos poligonos inscritos e circunscritos aumentava
ficava perceptivel que a area desses poligonos se aproximavam cada vez mais da area
do circulo.

Outras questoes da atividade de sondagem que alguns alunos demonstraram difi-
culdades foram a 1 e 2. A questdao 1 pediu para assinalar ( ) SIM ou ( ) NAO para a
seguinte pergunta: “vocé lembra como calculamos a area do circulo?”

A questao 2 solicitava, caso o aluno tivesse assinalado SIM na questao anterior,
que fosse apresentada a expressao utilizada para calcular a area do circulo ou expli-
casse brevemente como o calculo era realizado. Constatamos que alguns alunos nao

29

lembravam da expressdo “A = - r*” e outros responderam de forma errada.

Figura 52 — Uma resposta do aluno G para a questao 2.

02. Se sua resposta a pergunta anterior foi SIM, entdo determine a expressao utilizada para o
célculo da area ou, caso prefira, explique brevemente como vocé faz.

—+ d=2a.8
—_R_.‘__m_‘ﬁ uﬂ&;?ohlmr‘n

Fonte: O Autor.

Por exemplo, na resposta apresentada na Figura 52 notamos que o aluno “trocou”
a expressao utilizada para calcular a area do circulo pela expressao que utilizamos para
determinar o seu didmetro. Constatamos que muitos alunos que tiveram dificuldades
para solucionar a questao 3 que perguntava “qual é a area de um circulo de raio unitario
(r=1)7"

Novamente, a utilizacao das tecnologias digitais permitiu que os alunos encontras-
sem respostas. Achamos mais interessante responder inicialmente a pergunta 3, e
somente depois responder as perguntas 1 e 2. Mas por que fizemos essa escolha?

A construgao do GeoGebra que estamos exibindo nesse momento da aula também

se trata de um circulo de raio unitario, onde analisamos duas situagoes:
(i.) Caso em que os poligonos regulares estao inscritos;

(ii.) Caso em que os poligonos regulares estao circunscritos no circulo.
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Com o GeoGebra determinamos a area dos poligonos inscritos e circunscritos. A
partir da realizacao dessa acdo conseguimos coletar informagoes sobre os valores das
areas de um certo nimero de poligonos e registrar numa planilha elaborada no Excel.

As Figuras 53 e 54 que exibiremos a seguir ilustram o processo de obtengao das

areas e registros realizados no Excel.

Figura 53 — Determinando a area dos poligonos inscritos.

O 11 = Sequéncia ((a cos (t LD‘\L Observe as mformagdes do lade esquerdo da imagem.
n
= {(-0.5, 0.87), (-0.5, -0.87), (1, 0 Denotamos por t1 = Poligeno(I1) a drea do poligono regular inscrito de " lados.
O tl = Poligono(I1) : Ao deslocar o controle deslizante 7% obtemos diferentes valores para a drea desses poligonos.
= 1.3
n=3
13 = Sequéncia (\nterse;éu(im
O
= {(2, 0), (1, -1.73), (1, 1.73)}
t2 = Poligono(I3) :
O
= 52
12 = Sequéncia (Tangente(‘{;. c
) \
= {0.5% + 0.87y = 1, -0.5x - 0.87
Fonte: O Autor via Software GeoGebra.
. . ’ , . .
Figura 54 — Determinando a area dos poligonos circunscritos.
O I1 = Sequéncia ((a cos(t gj Lz Observe as informages do lado esquerdo da imagem.
= {(-0.5, 0.87), (-05, -0.87), (1, 0)} Denotamos por 12 = POHQDW‘O(IS) a 4rea do poligono regular circunserito de 7 lados.
O tl = Poligono(I1) : Ao deslocar o controle deslizante " obtemos diferentes valores para a drea desses poligonos.
=13 n=3
. L 2
O 13 = Sequéncia (Interse;io(Tanéent
= {(2, 0), (1, -1.73), (1, 1.73)}
t2 = Poligono(I3) H
= 52
O 12 = Sequéncia (Tangente((a :és(
= {0.5x + 0.87y = 1, -0.5% - 0.87y =
@ textol = “Observe as informagiss o

Fonte: O Autor via Software GeoGebra.
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Figura 55 — Utilizando o Excel para investigar o problema da area.

DETER ANDO A AREA DE POLIGONOS R AR RITO R RITO R O DE RAIO ARIO
AREA DOS POLIGONOS REGULARES INSCRITOS| AREA DOS POLIGONOS REGULARES CIRCUNSCRITOS]
3 1,3 52
4 2 4
5 2,38 3,63
6 2,6 3,46
7 2,74 3,37
8 2,83 3,31
9 2,89 3,28
10 2,94 3,25
1L 2,97 3,23
12 3 3,22
24 3,11 3,16
36 313 3,15
48 3,1326 3,1461
96 3,1394 3,1427

Fonte: O Autor via Planilha Excel.

O que foi constatado com a organizacao desses dados? Instigamos os alunos a per-
ceberem que a medida que o niimero de lados desses poligonos, inscritos e circunscritos,
aumenta indefinidamente o valor da area desses poligonos convergem para um mesmo
valor. Como o circulo possui raio unitario, este valor é o nimero m, respondendo a
questao 3. A partir dai, outra indagagao surgiu: “podemos dizer que o circulo é um
poligono regular de infinitos lados?”

Este foi um momento bastante oportuno para introduzir a ideia de limite. Na
atividade de sondagem, realizamos algumas perguntas com esse propésito. Algumas

delas foram:
o O que vocé entende por limite? Dé um exemplo;

o Podemos concluir que a area do circulo limita superiormente a drea dos poligonos

regulares inscritos? Justifique sua resposta;

e Podemos concluir que a area do circulo limita inferiormente a area dos poligonos

regulares circunscritos? Justifique sua resposta.

Jé& era de se esperar que essas perguntas gerariam algumas dividas e até mesmo um
certo desconforto por parte da maioria dos alunos, visto que, até entao, o conceito de
limite era algo inédito para eles. Contudo, nao interferimos com explicagoes durante a
aplicacao da atividade para obter resultados fidedignos sobre o conhecimento da turma

acerca do tema.
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Com o intuito de responder a essas perguntas durante a aula, convidamos a turma
a refletir sobre a construgao do GeoGebra, os dados organizados na planilha Excel e as
perguntas citadas anteriormente. Alguns alunos relacionaram a ideia de limite como
“uma fronteira que nao pudesse ser ultrapassada”, conforme a resposta que apresenta-

mos na Figura 56

Figura 56 — Uma resposta do aluno G para o item (e) da questao 4.

(e) O que vocé entende por limite? Dé um exemplo.

-dﬂquﬂl——’ﬂaﬂm_a_npmw@;lml%unﬂ a ol .

Fonte: O Autor.

A partir dessa ideia comentamos que a drea do circulo seria o limite (a fronteira
inultrapassavel) das areas dos poligonos inscritos e circunscritos quando o ntiimero de
lados tende ao infinito, isto é, aumenta indefinidamente. Essa conclusdo nos permitiu
ampliar a discussao e comentar sobre as expressoes “limita superiormente” e “limita
inferiormente”,

Vejamos uma das respostas que um dos alunos apresentou na Figura 57:

Figura 57 — Uma resposta do aluno G para o item (f) da questao 4.

(f) Podemos concluir que a &rea do circulo limita superiormente a drea dos poligonos
regulares nele inscritos? Justifique sua resposta.

Alx

Fonte: O Autor.

Note que, o aluno nao respondeu o item corretamente. Um erro bastante visivel
estd no fato do educando achar que ao aumentar o niimero de lados do poligono regular
inscrito indefinidamente ele se torna um poligono circunscrito. O curioso é que o mesmo
aluno apresentou uma resposta aceitavel para a pergunta da Figura 56.

Sugerimos aos educandos que observassem novamente os dados organizados na pla-
nilha Excel (Figura 55). Verificamos para os poligonos regulares inscritos que a medida
que n tende ao infinto, essas dreas tendem a aumentar cada vez mais e convergem para
o nimero 7, isto significa que a drea do circulo limita superiormente (por cima) a drea

dos poligonos inscritos.
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De modo anélogo, pedimos que os alunos realizassem a mesma consulta de dados na
tabela e verificassem o que ocorre com os poligonos circunscritos. Apods a experiéncia
anterior, a analise ficou mais intuitiva nos levando a concluir que, a medida que n tende
ao infinito, essas areas tendem a diminuir cada vez mais e convergem para o ntmero 7,
isto significa que a area do circulo limita inferiormente (por baixo) a drea dos poligonos
circunscritos.

Com os dados apresentados nas dez primeiras linhas da Planilha Excel, exibidas
na Figura 55, geramos um grafico onde destacamos dois conjuntos de dados, a Série
1 e Série 2. A curva azul que representa a Série 1 é formada pelos valores das areas
dos poligonos regulares inscritos, enquanto a curva laranja que representa a Série 2 é

formada pelos valores das areas dos poligonos regulares circunscritos.

Figura 58 — Um gréafico gerado via Excel.

Determinando Areos:.pol[gonc.)s Reqgulares
Inscritos € Circunscritos

26 274 2,83—2,89 2,94 2:97 3
___—238— "
2
- /
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
— —Sériel Série 2

Fonte: O Autor via Planilha Excel.

A apresentacao do grafico da Figura 58 permitiu que os educandos percebessem
numericamente o quanto a area dos poligonos regulares inscritos e circunscritos se
aproximam cada vez mais da area do circulo, complementando a percep¢ao visual
apresentada anteriormente com o auxilio do GeoGebra.

Além do mais, o comportamento das curvas do grafico nos permite comentar no-
vamente sobre as expressoes “limita superiormente” e “limita inferiormente”. Os edu-
candos perceberam com maior clareza que a Série 1 aproxima-se da area do circulo
por baixo, enquanto a Série 2 aproxima-se por cima. Com a analise desses resultados

encerramos as aulas que compoem esta etapa.
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Etapa 3:

Nesta tultima etapa, dividimos as aulas em dois momentos. Durante a primeira
aula apresentamos aos alunos uma nova construgao do GeoGebra. Essa construgao
traz um circulo de raio r repartido em 2n setores circulares iguais. Esses setores foram
reagrupados e encaixados. Na Secao 4.4 do Capitulo 4, disponibilizamos um manual
de instrugoes para que o leitor possa, se assim desejar, realizar essa construcao. Caso
o leitor prefira, poderd acessar a construgao no link: <https://drive.google.com /file/
d/180VsAeBvNwhewzh8252c¢JQUpO0YXbhEbP /view?usp=drive link>.

Quando aumentamos esse numero de setores indefinidamente, comegamos a perce-
ber um certo padrao. Neste momento instigamos a turma a responder seguinte per-
gunta: “o que ocorre com a figura formada pelos setores encaixados quando o ntmero
de setores aumenta indefinidamente?”. Apds visualizar um série de configuragoes, fica
mais perceptivel que a figura aproxima-se cada vez mais de um retangulo.

Essa pergunta nos permitiu analisar a questao 5 da atividade de sondagem. Nessa

questao, achamos conveniente realizar questionamentos do tipo:

e Como calculamos a area de um retangulo? Escreva a expressao que vocé utiliza
(nomeie cada um dos entes mateméaticos da expressao) ou descreva o processo

brevemente;

e Ao analisar as imagens formadas pelo encaixamento dos setores vocé consegue
visualizar os entes matematicos necessarios para calcular a area do retangulo?

Determine os valores desses entes matematicos;

A maioria dos alunos lembraram da expressao que utilizamos para calcular a area
de um retdngulo. A resposta mais frequente foi “A = b-h”, onde b é a medida da base
e h sua altura. Contudo, nenhum dos estudantes conseguiu determinar o valor desses
entes matematicos. Consequentemente, nao conseguiram a partir dos questionamentos
e ilustragoes apresentados utilizar a expressao da area do retangulo para determinar
uma férmula fechada para calcular a area do circulo, como queriamos.

Dessa vez, ao contrario do que percebemos na etapa anterior, utilizar somente
softwares digitais nao foi suficiente para que os alunos conseguissem entender os con-
ceitos de forma ampla. Os alunos nao conseguiram por si s6 determinar as medidas da
base e da altura do “retangulo” obtido com o rearranjo dos setores circulares.

Durante a segunda aula desta etapa, realizamos uma abordagem diferente para
tentar solucionar o mesmo problema. Dessa vez, propomos aos alunos um jogo que
criamos, o quebra-cabeca de setores. Por hora, vamos analisar como jogar e quais sao
os objetivos desse jogo.

Nome do jogo: o quebra-cabeca de setores



Capitulo 5. Uma Proposta de Disciplina FEletiva 114

e Objetivo do jogo: reorganizar os setores de cada circulo para formar “retan-
gulos” e observar como a area desses “retdngulos” se relacionam com a area do

circulo;
+« Materiais necessarios:

— Circulos formados por diferentes nimeros de setores (utilizamos em nosso

jogo 8 circulos formados por 4, 6, 8, 10, 12, 24, 36 e 48 setores);

— Area de trabalho para montagem dos “retangulos” (sugestoes: bancada,

mesas, tapete).
* Regras do jogo:

1. Momento de preparagao:

— Defina a area de trabalho da equipe e distribua o material;

— Certifique-se que a equipe tenha acesso a todos os setores dos circulos
correspondentes;

2. Jogando:

— A equipe se divide em pequenos grupos e escolhem uma configuragao
para comecar a jogar;

— Os jogadores se retinem na area de trabalho e iniciam o jogo montando
circulos com os setores disponibilizados em cada configuracao;

— Apds a montagem de todos os circulos ser realizada, os jogadores come-
¢am a reagrupar os setores de cada circulo para formar um “retdngulo”
ou uma figura que se aproxime de um retangulo;

— Os jogadores devem se preocupar em construir um retangulo perfeito,

onde todos os setores se encaixem sem sobras ou espacos vazios;

— Os jogadores devem discutir estratégias e colaborar uns com os outros

para encontrar a melhor forma de organizar os setores.
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Figura 59 — Jogando com o quebra-cabega de setores.

Fonte: O Autor.

Figura 60 — A procura do retangulo perfeito.

Fonte: O Autor.

3. Observagoes e discussoes:
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— Enquanto os jogadores reorganizam os setores, o professor pode parti-
cipar incentivando discussoes sobre a relagao existente entre o niimero

de setores e a construcao de um retangulo ideal;

— Os jogadores devem observar como a area da figura formada pelos se-
tores reagrupados se aproxima da area de um retangulo ideal a medida

que mais setores sao adicionados.
4. Reflexao:

— Apods terminarem de organizar todos os “retangulos”, os jogadores de-
vem discutir suas observagoes e tentar encontrar padroes que permitam,
a partir das configuragoes encontradas, determinar uma férmula fechada

para a area do circulo.
5. Conclusoes:

— A equipe deve registrar suas observagoes e conclusoes sobre os resultados

encontrados de forma oral ou escrita;

— O professor deve conduzir uma discussao em grupo para compartilhar as
descobertas de cada jogador, analisar as observacoes feitas pela equipe
e chegar na expressao A = 7 - r? para calcular a 4rea do circulo;

— A expectativa é que o aluno perceba que a medida que o ntimero n
de setores aumenta indefinidamente, isto é, n — o0, as configuragoes
tendem a ficar cada vez mais proximas de um retangulo perfeito cujas

medidas da base e altura sao, respectivamente, mr e r.

Figura 61 — Encontrando padroes a partir do quebra-cabecas de setores.

Fonte: O Autor.

o Avaliacao: Realizamos a avaliagdo observando a participagdo dos alunos nas
atividades individuais e coletivas. O processo avaliativo foi organizado do seguinte

modo:
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— Desempenho Individual:

1. Atividade de sondagem: observamos o nivel de compreensao dos

alunos e o interesse em resolver as questoes propostas;

2. Engajamento e participacao: observamos a participagao dos alunos
durante a explanacao dos contetdos e interesse pela tematica abordada

durante o periodo de aplicacao da sequéncia didatica;

— Desempenho coletivo: observamos a participagao dos alunos durante a
realizacao do jogo quebra-cabeca de setores e levamos em consideragao trés

competéncias:

x Colaboracgao: analisamos a capacidade de interagir e trabalhar em
equipe, compartilhando ideias e contribuindo de forma significativa para
o progresso do grupo;

x Pensamento critico e resolucao de problemas: analisamos a ca-
pacidade de identificar padroes, aplicar conceitos mateméaticos e desen-

volver estratégias para resolver problemas;

x Conhecimento matematico: analisamos a capacidade de compreen-

der e aplicar conhecimentos matematicos relevantes para o jogo.

5.6.2 Uma Sequéncia Didatica para Investigar o Problema da Tangente

Nesta subsecao, a sequéncia didatica que iremos apresentar foi planejada para in-
vestigar o problema da tangente. Assim como fizemos na sequéncia anterior, propomos,
inicialmente uma atividade de sondagem a fim de conhecer as dificuldades individuais
e coletivas da turma.

Posteriormente, utilizamos as questoes da sondagem para nortear o planejamento
das aulas expositivas. A ideia central desta proposta didatica é mostrar ao aluno a
conexao existente entre o problema da tangente e a Matematica dos processos infinitos.

A utilizacao de softwares digitais para o desenvolvimento desta sequéncia mostrou-
se bastante eficaz. Com o auxilio do software GeoGebra realizamos algumas construgoes
com o intuito de fornecer aos educandos uma ideia mais geral sobre o conceito de reta
tangente.

O uso do Excel possibilitou a observacao de dados organizados e certos padroes
numéricos. Estes dados foram obtidos calculando taxas de variacao de uma fungdo em
diferentes pontos. Com isso, conseguimos explorar, intuitivamente, a ideia de limite,
que é fundamental para entender esse problema.

A partir de agora, apresentaremos mais detalhes sobre esta sequéncia didatica, bem

como alguns comentarios, resultados obtidos com a analise da atividade de sondagem
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e orientagoes de como aplicé-la.

Descrevendo a sequéncia didatica

o Ptblico-alvo: alunos do 3° ano do Ensino Médio;
o Conteudo: o problema da tangente;

« Habilidade da BNCC: (EM13MAT101) Interpretar criticamente situagoes econd-
micas, sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagao
de grandezas, pela analise de graficos das fungoes representadas e das taxas de

varia¢ao, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
« Objetivo geral: Estudar mais profundamente o conceito de reta tangente.
e Objetivos especificos:
— Encontrar a inclinagao da reta tangente a uma curva dada aproximando-a
por um nuimero indefinido de retas secantes;
— Utilizar os softwares computacionais, por exemplo, GeoGebra e planilha
Excel para investigar, intuitivamente, a ideia de limite.

e Recursos didaticos:

— Notebook;
— Projetor;
— Softwares computacionais;

x GeoGebra;
x Planilha Excel.

* Lousa e Pincel.
e Duracgao:

— Etapa 1: 2 aulas;
— Etapa 2: 2 aulas;
— Etapa 3: 2 aulas.

Etapa por etapa: os procedimentos metodolégicos

Etapa 1:

Durante a primeira etapa, realizamos o sondando a aprendizagem sobre o problema
da tangente. As 4 questoes que compoem essa atividade foram organizadas de forma

sequencial e o seu grau de dificuldade foi aumentando gradativamente.
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Construimos imagens e tabelas com o intuito de fornecer aos educandos informagdes
mais detalhadas em cada item analisado. Esta atividade mostrou-se uma importante
ferramenta pedagbgica para tragar as estratégias de aprendizagem das etapas subse-
quentes. Veja a atividade completa no Apéndice A.

Etapa 2:

Nesta etapa, realizamos aulas expositivas. Analisamos cada uma das questoes da
atividade de sondagem, utilizamos o GeoGebra e a planilha Excel como recursos di-
daticos. A abordagem e perguntas adicionais que realizamos durante as explanagoes
tiveram por base as respostas observadas na atividade de sondagem.

Iniciamos a aula com a seguinte pergunta: “o que é reta tangente?”, alguns alunos
deram a resposta: “é uma reta que toca em apenas um ponto”. KEssa resposta nos
forneceu um terreno fértil para continuar com as nossas discussoes. Evidentemente,
essa resposta faz todo sentido, se pensarmos numa reta que tangencia um circulo.

E certamente, a resposta dada foi baseada na experiéncia do aluno em estudar
alguns topicos de Geometria Plana, onde a ideia de reta tangente ao circulo foi apre-
sentada. No entanto, nosso objetivo ¢ que a partir deste conhecimento, o discente possa
generalizar o conceito de reta tangente para outras curvas.

No GeoGebra realizamos as seguintes construcoes:

1. Uma circunferéncia e dois dos seus pontos, P e (). Por P tracamos a tangente r
e pelos pontos P e () tracamos a secante s;
(Para visualizar a construcao acesse o link: <https://drive.google.com/file/d/
1KaawlFhtdr-Ju7k7DYDmwj7b8nlhgP7j/view?usp=drive_link>).

2. O gréfico da funcao f(x) = 23 — 3z + 3 e dois dos seus pontos, P e ). Por P
tracamos a tangente r e pelos pontos P e () tracamos a secante s.

(Para visualizar a construcao acesse o link: <https://drive.google.com/file/d/
10ABa6AZSI572cpm3ldaSNBX-s3eazmyZ /view?usp=drive_link>).

Ao analisar a primeira construgao os alunos verificaram que a resposta inicial estava
correta. Contudo, para a segunda construcao, a depender da posicao que o ponto de
tangéncia P se encontre a reta tangente r pode tocar em mais de um ponto da curva.
Com isso, dizer que reta tangente é a reta que toca em apenas um ponto da curva nao
é uma definicao adequada para um contexto mais geral.

Realizamos um outro procedimento a fim de instigar uma outra discussao. Man-
tendo o ponto P fixo, nos dois casos, e movendo o ponto () sobre a curva fica evidente
que podemos aproximar uma reta tangente por um numero indefinido de retas secan-
tes. Na atividade de sondagem pedimos que os alunos justificassem na questao 3 os

seguintes itens:
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(a) “conforme aproximamos o ponto () do ponto P em algum momento a reta se-
cante e a reta tangente tendem a coincidir, isto é, tendem a ficar com a mesma

inclinagao™;

(b) “é possivel determinar a inclinagdo de uma reta tangente realizando aproximagoes

por meio de infinitas retas secantes”.

Para o item (a), observamos muitas respostas em branco, em outras apenas um SIM
sem justificativas e algumas completamente fora de contexto. Ainda assim, observamos

duas respostas interessantes. Vejamos as Figuras 62 e 63.

Figura 62 — Questao 3.(a) - resposta do aluno E.

(a) “conforme aproximamos o ponto Q do ponto P em algum momento a refa secante e a reta
tangente tendem a coincidir, isto é, tendem a ficar com a mesma inclinagao”.

- - =
pom ot % e =

Fonte: O Autor.

Figura 63 — Questao 3.(a) - resposta do aluno T.

(a) “conforme aproximamos o ponto Q do ponto P em algum momento a reta secante e a reta
tangente tendem a coincidir, isto &, tendem a ficar com a mesma inclinac&o”.
Aran . LIWLY LSO uIﬁA bw JTER IS um&zr\mc,o EANY OB
FRNS wmto L) NASRN e g o J'A\M)— J{D(‘» LA .r\m Mm’mp
Pwn I)QQ,J.NW\ AN MJVV\A’J\:&»D k\xT.( AN, SO (L4 DAY f\‘\Q&v N\CAI'CUA"

Fonte: O Autor.

Observamos que, mesmo sem conhecer precisamente a ideia de limite os alunos
redigiram em suas respostas coisas do tipo: “.. vai chegar em um momento que o
ponto P e () estarao na mesma posicao ...” ou “.. em algum momento ficardao com
a mesma inclinacao” Nesse contexto, a expressao “em algum momento” sugere a
existéncia de uma convergéncia entre as retas r e s.

No entanto, alguns detalhes precisam ser ajustados. Os pontos P e () realmente
coincidem ou tendem a coincidir? A resposta correta seria os pontos P e () tendem
a coincidir. Por outro lado, quando aplicamos o limite estes pontos irdo, de fato,
coincidir.

Para o item (b) nao foi diferente, muitas respostas em branco, outras apenas SIM
ou NAO sem justificativas e outras fora do contexto. Entretanto, observamos uma

resposta interessante, vejamos a figura 64:
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Figura 64 — Questao 3.(b) - resposta do aluno T.

(b) “é posslvél determinar a inclina:;ao de uma reta tangente realizando aproximagbes por meio

de infinitas refas secantes”.
) 1 Ltt 3( ) Y\(LO
%J LY, W 19 U&JWH\"-WTT? DCAWITEAS L M3 A C AN SIAMC LA

(‘Vnmcm EANY SNV me rA\nS'\)“\u’V‘f‘(x‘) w’mu D&Phr\m{\sw L

e wm»v .L QONA G MIMA xm‘ﬂ«
= C

Fonte: O Autor.

A resposta do aluno sugere que a afirmagao é verdadeira. Embora nao conhega
a ideia de limite, a justificativa dada baseia-se em, a partir de véarias retas secantes,
encontrar um valor aproximado para determinar a inclinacdo da tangente. Agora,
precisamos nos certificar se o aluno realmente compreendeu como devemos escolher os
pontos dessas retas secantes.

Outra davida que surge é a seguinte: o valor obtido para a inclinagdo da reta
tangente é um valor aproximado ou um valor exato? A forma como o aluno se ex-
pressou deixou a entender que a inclinagao da reta tangente seria dada por um valor
aproximado.

Porém, embora estejamos realizando um processo de aproximagoes sucessivas o
valor obtido ¢ exato, desde que o conceito de limite seja utilizado corretamente. Vale
ressaltar que isso ja era esperado, afinal, os educandos ainda nao conhecem a ideia de
limite.

Na questao 4 da atividade de sondagem analisamos a afirmacao do item 3.(b) mais
profundamente. Destacamos no enunciado a imagem da curva y = 2 e marcamos o
ponto P = (1,1). Logo em seguida, tragamos a reta ¢, tangente a curva que passa por
P. Por fim, marcamos sobre a curva o ponto genérico Q = (x,x?) e tracamos por P e
() a reta u secante a curva.

Inicialmente, solicitamos no item (a) da questdo 4 que os alunos analisassem um
caso particular. A mesma situagao descrita anteriormente para os pontos P = (1,1) e
Q = (2,4). A partir dessas informagoes pedimos que o coeficiente angular da reta u
fosse determinado.

Ao analisarmos as respostas, observamos que a maioria dos alunos deixaram este
item em branco. Dentre o grupo de alunos que resolveram, nem todos apresentaram a

solucao correta. Veja as Figuras 65, 66, 67 e 68.
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Figura 65 — Questao 4.(a) - resposta do aluno P.

(a) Ao analisar a imagem acima percebemos que a reta u passa pelos pontos P(1,1) e
Q(2,4). use essas informagdes e determine ongularda reta u.

Solug3o: |

TUTED: m!m\\ o 0 coe‘»iu'(f\ ¢

Fonte: O Autor.

Figura 66 — Questao 4.(a) - resposta do aluno A.

(a) Ao analisar a imagem acima percebemos que a reta u passa pelos pontos P(1,1) e
Q(2.4). use essas informagdes e determine o coeficiente angular da reta u.

Solugao: ’

f=tF € -1 = j—
Yo -vp Y -1 3#

Fonte: O Autor.

Figura 67 — Questao 4.(a) - resposta do aluno G.

(a) Ao analisar a imagem acima percebemos que a reta u passa pelos pontos P(1,1) e
Q(2.4), use essas informagoes e determine o coeficiente angular da reta u.

Solugéo: D |
|
Q(a M)
m= A% a |
Ax

™= prp | - 3/
Q-1

Fonte: O Autor.
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Figura 68 — Questao 4.(a) - resposta do aluno Y.

(a) Ao analisar a imagem acima percebemos que a reta u passa pelos pontos P(1,1) e
Q(2.4), use essas informagoes e determine o coeficiente angular da reta u.

Solugdo: l P: o Yo

-0y = (-1 -9
Q=% e iz 1
i B e 1 AR AR

AR e -¥p

Fonte: O Autor.

As respostas apresentadas anteriormente nos deixaram bastante preocupados. Como
podemos ir além e estudar conceitos mais abstratos, enquanto duvidas tao elementares
ainda existem? Sao nesses momentos que o professor enxerga a heterogeneidade da sua
turma e precisa buscar estratégias para minimizar os déficits de aprendizagem.

No item (b) da questao 4, pedimos para que o mesmo célculo fosse realizado, mas
com uma pequena modificagdo. Agora, os pontos em questdao sao P = (1,1) e Q =
(x,2?). Nossa expectativa era que os alunos encontrassem o seguinte resultado: m,, =
x + 1. Contudo, observamos que grande maioria dos alunos tiveram dificuldades para
encontrar este resultado.

Como ja era de se esperar, os alunos que nao resolveram o caso particular também
nao resolveram o caso mais geral. Por outro lado, nem todos os alunos que obtiveram
sucesso na solucao do caso particular chegaram no resultado desejado para o caso mais
geral. Notamos que alguns estudantes nao lembraram de alguns resultados basicos
que seriam importantes para realizar manipulagoes, por exemplo, o desenvolvimento
de produtos notaveis.

Diante das dificuldades apresentadas, relembramos brevemente alguns conceitos

fundamentais para a resolucao dos itens comentados anteriormente, entre eles:
1. Equacao reduzida da reta;
2. Coeficiente angular da reta;
3. Produtos notaveis: diferenca entre dois quadrados.

Em seguida, resolvemos cada um dos itens detalhadamente na lousa para que todos
os alunos sanassem eventuais duvidas e tivessem acesso as respostas corretas. O tltimo
resultado que encontramos foi o valor da inclinacao da reta wu, secante a curva de

equacao y = x2.
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Conforme comentamos anteriormente, m, = = + 1. Agora, podemos determinar a
inclinagdo da reta t atribuindo valores para z. Isso nos permite realizar aproximacoes
e apresentar aos educandos, intuitivamente, a nocao de limite.

Na atividade de sondagem apresentamos duas tabelas com possiveis valores para x
e os respectivos valores m,. Os valores para x foram escolhidos nas proximidades de
xp = 1, mas de modo tal que x # xp = 1. As tabelas foram organizadas da seguinte

forma:
e Tabela 1: Atribuindo para x valores que estao a direita de 1;
o Tabela 2: Atribuindo para = valores que estao a esquerda de 1.

Na atividade pedimos para que os alunos comentassem sobre a seguinte afirmacao:
“afirmar que x tende a 1 pela direita ou pela esquerda é equivalente a dizer que o ponto
@ tende ao ponto P pela direita ou pela esquerda”.

No entanto, poucos alunos comentaram algo sobre esta afirmacao, a maioria deixou
em branco ou sinalizou coisas do tipo: “nao sei” e “nao entendi, professor”. Dentre as

respostas obtidas, apenas uma nao estava fora do contexto. O aluno responde:
Figura 69 — Questao 4(d) - resposta do aluno G.

Agora comente as afirmagdes a seguir:

Afirmacao 1: “afirmar que x tende a 1 pela direita ou pela esquerda é equivalente a
dizer que o ponto Q tende ao ponto P pela direita ou pela esquerda”.

Fonte: O Autor.

De acordo com a resposta da Figura 69, notamos que o aluno percebe a existéncia
de uma convergéncia entre os pontos () e P. Contudo, sabemos que estes pontos “nao
irdo se cruzar”, conforme ele mencionou. Estes pontos tendem a coincidir, é diferente.
Somente, quando aplicamos o limite, de fato, é que os pontos se encontram.

Para facilitar a compreensao dos educandos, com o auxilio da planilha Excel, cons-
truimos novamente as duas tabelas e atribuimos possiveis valores para z, conforme

haviamos colocado na atividade de sondagem.

Figura 70 — Atribuindo possiveis valores para = - Tabela 1.

X 0] 0,5 0,75 0,9 0,99 0,99999
my 1 1,5 1,75 19 1,99 1,99999

Fonte: O Autor via Planilha Excel.
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Figura 71 — Atribuindo possiveis valores para = - Tabela 2.

ATRIBUINDO VALORES PARA X QUE ESTAO A DIREITA DE 1
X 2 1,75 1,5 1,25 11 1,0009
my 3 2,75 25 2,25 2] 2,0009

Fonte: O Autor via Planilha Excel.

A medida que acrescentamos possiveis valores para = o Excel calculava automati-
camente valores para m,. Apods inserir uma certa quantidade de valores cada vez mais
proximos de x = 1, instigamos a turma a perceberem um certo padrao. Observe que
com os dados apresentados nas tabelas podemos introduzir novamente, intuitivamente,
a ideia de limite de forma intuitiva.

A partir dos dados numéricos registrados nas tabelas, geramos graficos para exibir
o comportamento das curvas quando os valores de x se modificam, vejamos as Figuras
72 e 73.

Figura 72 — Gerando um grafico para os dados da Tabela 1.

ATRIBUINDO VALORES PARA X QUE ESTAO A ESQUERDA DE 1

0 0,5 0,75 09 0,99

Fonte: O Autor via Planilha Excel.
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Figura 73 — Gerando um grafico para os dados da Tabela 2.

ATRIBUINDO VALORES PARA X QUE ESTAO A DIREITA DE 1

2 1,75 15 1,25 11

Fonte: O Autor via Planilha Excel.

Com a apresentacao dos gréficos, ficou mais perceptivel que o valor de m, esta
convergindo para 2 a medida que os valores atribuidos para z aproximam-se cada vez
mais de 1 pela esquerda ou pela direita. Desse modo, os educandos perceberam que
a medida que () tente a P, o valor de m,, fica cada vez mais proximo de 2. Isto quer
dizer que quando esses pontos estiverem infinitamente proximos obteremos m, = 2.

A apresentacao desse ultimo resultado encerrou as aulas dessa etapa. Constatamos
que a utilizacao de recursos tecnologicos foi imprescindivel para que as explanagoes se
tornassem mais claras e acessiveis, em especial, quando introduzimos a ideia de limite.

Etapa 3:

Nesta etapa, nos preocupamos revisar algumas das ideias apresentadas nas aulas
anteriores. Confeccionamos uma Historia em Quadrinhos e entregamos copias impres-
sas para toda a turma. Vocé pode conferir a versao completa da HQ) apresentada nesta
sequéncia didatica no Apéndice B. As aulas desta etapa foram realizadas no laboratério

de informatica e estruturadas da seguinte forma:
e 12 Momento: leitura da Histéria em Quadrinhos;
e 22 Momento: utilizacdo do GeoGebra para realizar as construcoes;
e 32 Momento: compartilhamento.

Durante o primeiro momento, os estudantes realizaram a leitura individual da HQ.
No sequndo momento, cada aluno utilizou um dos computadores do laboratério de
informética para realizar construgdes com o auxilio do software GeoGeobra. Todas as
construcoes foram indicadas na HQ e acompanhadas de um manual com um passo a

passo detalhado.
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Durante a realizacao dessa atividade prestamos todo suporte necessario aos estu-
dantes, em especial aqueles que apresentaram maiores dificuldades para utilizar o soft-
ware. Constatamos que a grande maioria dos alunos conseguiram realizar a atividade
consultando apenas as informagdes do manual.

Durante o terceiro momento, ocorreu o compartilhamento de informacoes e troca
de experiéncias acerca das atividades realizadas. Observamos que a leitura da HQ se
mostrou clara e detalhada. A ideia de apresentar um manual para realizar construgoes
proporcionou uma nova experiéncia aos educandos.

Por meio do GeoGebra, exploramos o problema da tangente de forma interativa
e dindmica. Isso proporcionou aos educandos uma maior clareza na visualizacao de

conceitos mais abstratos.

Figura 74 — Uma aula de Matematica com histéria em quadrinhos.

Fonte: O Autor.
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6 Conclusoes

Neste capitulo, faremos o apontamento de breves consideragoes acerca dos nossos
estudos, principais resultados obtidos e os desafios enfrentados. Por fim, apresentare-
mos algumas sugestoes para futuros trabalhos.

Esperamos que a pesquisa desenvolvida nesta dissertacao possa contribuir de al-
guma forma para ampliar a divulgacdo e o conhecimento acerca do tema abordado.
Além do mais, temos grandes expectativas que a proposta de disciplina eletiva Inves-
tigando Processos Infinitos, apresentada no Capitulo 5, possa ser aplicada por outros
professores juntamente com os materiais didaticos que foram produzidos.

Os processos infinitos surgiram ha muito tempo e trouxeram importantes contri-
buigoes para o avango da Matematica. A partir das pesquisas realizadas passamos a
enxergar o Calculo como uma sintese de todo esse conhecimento prévio desenvolvido
ao longo do tempo.

A realizacdo da pesquisa sobre o contexto histérico, apresentado no Capitulo 2,
trouxe algumas reflexdes, entre elas, a importancia do docente de Matematica conhe-
cer aspectos histéricos sobre os contetidos que leciona e sempre que for conveniente
apresenta-los durante as aulas.

E bem verdade, que algumas circunstancias, como o pouco tempo e a quantidade
de conteidos presentes nos curriculos limita nosso planejamento, mas percebemos que
a introducao de fatos historicos pode despertar o interesse dos alunos e proporcionar
uma compreensao mais profunda do tema.

Com o desenvolvimento dos Capitulos 3 e 4, onde estudamos os problemas classicos
que abordamos em aulas da disciplina eletiva percebemos a importancia de rever o
nosso entendimento sobre os temas abordados. Essa preparacao é fundamental para
desenvolver o planejamento das aulas e proporcionar experiéncias adequadas para os
educandos.

Constatamos que ao abordar, intuitivamente, a Matematica dos processos infini-
tos no Ensino Bésico, podemos contribuir para o desenvolvimento de competéncias e
habilidades previstas na BNNC.

A aplicacao da nossa proposta de disciplina eletiva, proporcionou aos educandos
investigar problemas classicos, pensar de forma abstrata, acessar novos conhecimentos
e rever sua aprendizagem sobre contetidos mais elementares.

Analisar, intuitivamente, a ideia de limite trouxe uma visao mais ampla de estudos
que poderao ser realizados no futuro. De fato, este foi um ponto bastante relevante,
tendo em vista que os alunos participantes da eletiva estudam numa Escola Técnica

Estadual e cursam o Técnico em Edificagoes.
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Muitos desses alunos pretendem seguir na area, ampliar seus conhecimentos e sua
area de atuacdo. Desse modo, podem cursar Engenharia Civil, Arquitetura e outros
cursos da Educagao Superior que trazem o Célculo como disciplina obrigatéria.

Todavia, insta salientar a importancia da utilizagao de recursos didaticos adequados
para facilitar a compreensao dos educandos. Com a aplicagao das sequéncias didaticas,
apresentadas no Capitulo 5, observamos a importancia de conhecer as dificuldades
da turma antes de realizar o planejamento das aulas. Por meio das atividades de
sondagem, conseguimos avaliar melhor as demandas individuais e coletivas e tragar as
estratégias de ensino que julgamos ser mais adequadas.

A utilizagao de softwares computacionais, como o GeoGebra e a Planilha Excel,
proporcionaram representacoes visuais e interativas, facilitando a compreensao de con-
ceitos abstratos. A elaboragdo de um material textual no formato de Histérias em
Quadrinhos permitiu realizar as revisdes dos conteuidos abordados de forma ludica e
acessivel.

O uso de materiais manipulaveis para confeccionar o jogo, quebra-cabeca de seto-
res, permitiu apresentar elementos matematicos de maneira concreta e assim como os
softwares utilizados mostrou ser uma ferramenta didatica bastante eficaz.

Talvez, sem a utilizacdo desses recursos didaticos a realizacao dessa proposta de
eletiva se tornaria inviavel. Ainda assim, muitos desafios foram enfrentados durante o
desenvolvimento deste trabalho.

A criacao do plano de curso da disciplina exigiu muita pesquisa e dedica¢ao. Buscar
estratégias e metodologias para instigar a participacao dos alunos durante todas as
aulas e atividades nao foi uma tarefa simples.

Apresentar conceitos novos e abstratos, como a ideia de limite, foi um dos maiores
desafios enfrentados, tendo em vista, que a maioria dos alunos apresentaram dificul-
dades para compreender topicos mais elementares. Desse modo, nossa ideia inicial de
utilizar conhecimentos prévios dos educandos para entender conteiidos mais avangados
teve de ser revista em alguns momentos.

Para amenizar esse problema explicamos aqueles detalhes dos contetidos que sao
fundamentais para o entendimento das explanagoes dos problemas classicos que aborda-
mos na disciplina. Desse modo, conseguimos avangar e estudar os contetidos propostos
na ementa da disciplina.

A medida que realizamos nossos estudos acerca dos processos infinitos percebemos
outros topicos em potencial que poderao ser investigados em trabalhos futuros, a titulo
de exemplo, a investigacao de fungoes, os paradoxos de Zenao e o problema do volume.

A estruturacao desta dissertagdo, promove uma proposta completa para o desen-
volvimento de uma disciplina eletiva sob a 6tica do Novo Ensino Médio.

Por fim, com os desfecho deste trabalho, pretende-se proporcionar aos colegas do-
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centes do Ensino Médio uma nova forma de divulgacao da Matemaética que possibilita

o estudo dos processos infinitos.
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ESCOLA TECNICA ESTADUAL

CLOVIS NOGUEIRA ALVES

Escola Técnica Estadual Clévis Nogueira Alves
Disciplina Eletiva: Investigando Processos Infinitos
Professor: Tiago Melo
Aluno ou (a):

Turma: 3° ano do Curso Técnico em Edificagbes
1° Sondando a Aprendizagem

Os questionamentos que serdo apresentados a seguir t€m por finalidade verificar os conhecimentos

prévios dos alunos do 3° ano do Ensino Médio sobre o conceito de reta tangente.

Instrugdes: Leia as questdes atentamente e responda cada pergunta expondo suas ideias de
forma clara e detalhada.

Analisando O Problema da Tangente e suas particularidades

01. Analise as imagens a seguir e responda o que se pede em cada item.
7N
\\\7%7/‘

7N
N
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(a) Comente sobre as seguintes afirmagdes:

1) Figura 1: “a reta r é tangente a circunferéncia no ponto P”.

2) Figura 2: “a reta r é tangente a curva no ponto P’.

(b) Apds analisar as duas imagens e comentar brevemente sobre as afirmagdes 1) e 2), como

vocé define reta tangente?

02. Observe a imagem a seguir e responda o que se pede.

(a) O que vocé nota de diferente quando visualiza a posigado das retas r (reta em vermelho) e s

(reta em azul) em relagao a circunferéncia?

(b) Comente a seguinte afirmacgéo: “a reta s é secante a circunferéncia nos pontos P e Q”.
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03. As imagens a seguir, produzidas utilizando o software GeoGeobra, possuem o intuito de
apresentar uma “sequéncia de deslocamentos” da reta s em relagédo a reta r. Em outras
palavras a ideia é que vocé visualize as imagens de forma dindmica, isto é, olhe para as

imagens e imagine intuitivamente os movimentos relativos entre as retas r e s.
Analise as imagens a seguir respeitando a sequéncia indicada.

-
N

» ,
A
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Apds analisar as imagens e realizar algumas inferéncias vocé certamente deve ter notado alguma
relagcéo entre as retas r e s. A partir de suas conclusdes comente as afirmacgbes a seguir:
(a) “conforme aproximamos o ponto Q do ponto P em algum momento a reta secante e a reta
tangente tendem a coincidir, isto é, tendem a ficar com a mesma inclinagdo”.

(b) “é possivel determinar a inclinagdo de uma reta tangente realizando aproximagbes por meio
de infinitas retas secantes”.

04. Quando estudamos geometria analitica aprendemos a determinar a equacdo de uma reta
tangente a uma curva dada. A equagao da reta tangente nos diz qual é a inclinagdo da reta

e seu coeficiente linear. O grafico da curva y = x? esta representado no verso da folha, veja:
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Agora vamos marcar no grafico acima o ponto P de coordenas (1,1) e logo em seguida

tragar por esse ponto a reta t tangente a curva y = x?, observe o grafico:

Por fim, vamos marcar sobre a curva o ponto Q de coordenadas (x, x?) e tragar pelos pontos

P e Q areta u, observe a imagem na proxima folha:
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Note que o ponto Q foi denotado de
modo genérico, suas coordenadas sao
(x,x?), isto &, basta escolher um valor
x para a abscissa do ponto e ao fazer
x? obteremos a ordenada do ponto. Por
exemplo, o ponto Q(2,4) = Q(2,22).

g tibp gl gt g b iy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Note também que devemos ter

x # 1,sex = 1teriamos P = Q.

Utilize seus conhecimentos prévios, reflita sobre a leitura e as imagens apresentadas no
enunciado para responder os itens que se seguem.
(a) Ao analisar a imagem acima percebemos que a reta u passa pelos pontos P(1,1) e

Q(2,4), use essas informagdes e determine o coeficiente angular da reta u.

Solugao:

(b) Agora vamos pensar de uma forma mais geral! Considere que a reta u passa pelos

pontos P(1,1) e Q(x,x?). Qual é coeficiente angular da reta u?

Solugéo:

(c) Imagine que voceé tivesse o “poder” de mover o ponto Q livremente pela parabola.
Se vocé escolhesse mover o ponto Q de modo tal que ele fique cada vez mais proximo

de P, o que ocorreria com a inclinagao da reta u em relagao a inclinagao da reta t?
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ATENGAO!

No item (d) achamos interessante exibir a resposta do item (b) para explorarmos
outras ideias, intuitivamente, utilizando esse resultado. Caso vocé n&o tenha encontrado
anteriormente a resposta para o item (b) é importante que vocé NAO retorne ao item (b)
para reescrever a resposta apresentada no enunciado deste item, DEIXE EM BRANCO.

Afinal, o intuito dessa atividade é realizar uma sondagem acerca dos seus
conhecimentos prévios. Por outro lado, isso ndo impede que vocé investigue e resolva o

item (d) usando o resultado apresentado.
(d) Se voceé respondeu corretamente o item (b), certamente, deve ter encontrado
m,=x+1

A expressao acima representa o coeficiente angular da reta u, secante a curva, que
passa pelos pontos P(1,1) e Q(x, x*). A seguir apresentaremos duas tabelas que foram
construidas atribuindo alguns valores diferentes para x.

E importante destacar que os valores que escolhemos para x se encontram na

“vizinhanga” de 1. Mas, lembre-se que x # 1.

Inicialmente tomaremos para x valores que estdo a esquerda de 1. Observe o
intervalo abaixo para que a ideia fique mais clara, os valores escolhidos para x estdo

nesse intervalo.

y)
V 4 %
l \
‘ \
o\ 0.1 0.2 0.3 0.4 0!5 06 0.7 0!8 09 | I

Tabela 1: Atribuindo valores para x que estdo a esquerda de 1.
x 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,99999
my, 1 1,5 1,75 1,9 1,99 1,99999

Agora vamos atribuir para x valores que estdo a direita de 1. Observe novamente
o intervalo destacado na préxima folha para entender melhor a ideia, os valores

escolhidos para x estdo nesse intervalo.
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(

1\ 131 1.2 13 1.4 1.5 1.6 127 1.8 1.9

~/

Tabela 2: Atribuindo valores para x que estao a direita de 1.
X 2 1,75 1,5 1,25 1,1 1,0009
my, 3 2,75 2,5 2,25 2,1 2,0009

Reflita um pouco sobre as informagdes apresentadas no item (d), caso seja necessario
volte um pouco e reveja as trés imagens trazidas na abordagem inicial do enunciado da

questao 04.

Agora comente as afirmagdes a seguir:

Afirmagao 1: “afirmar que x tende a 1 pela direita ou pela esquerda é equivalente a

dizer que o ponto Q tende ao ponto P pela direita ou pela esquerda’.

Afirmacgao 2: “o coeficiente angular m; da reta t corresponde ao valor do coeficiente
angular m,, da reta u quando o ponto Q esta infinitamente préximo do ponto P, ou seja,
a medida que sao atribuidos valores para x que estdo na vizinhanga de 1 (e além
disso, x # 1), os pontos P e Q se aproximam cada vez mais e em algum momento
esses pontos estardo tdo proximos um do outro quanto se queira, o que garante nesse
momento que essas duas retas possuam a mesma inclinacéo (isto é, possuam mesmo

coeficiente angular)”.

“A matematica, quando a compreendemos bem, possui ndo somente a verdade, mas

também a suprema beleza”. (Bertrand Russel).
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ESCOLA TECNICA ESTADUAL

CLOVIS NOGUEIRA ALVES

Escola Técnica Estadual Clévis Nogueira Alves
Disciplina Eletiva: Investigando Processos Infinitos
Professor: Tiago Melo

Aluno ou (a):

Turma: 3° ano do Curso Técnico em Edificagbes

2° Sondando a Aprendizagem

Os questionamentos que serdo apresentados a seguir t€m por finalidade verificar os conhecimentos

prévios dos alunos do 3° ano do Ensino Médio sobre a area do circulo.

Instrugdes: Leia as questbes atentamente, utilize seus conhecimentos prévios e responda cada

pergunta expondo suas ideias de forma clara e detalhada.

O Problema da Area sob diferentes perspectivas

01. Vocé lembra como calculamos a area de um circulo? Marque apenas uma das opgdes a seguir.
() Sim. () Nao.

02. Se sua resposta a pergunta anterior foi SIM, entdo determine a expresséao utilizada para o
célculo da area ou, caso prefira, explique brevemente como vocé faz.

03. Qual é a area de um circulo de raio unitario (isto €, r = 1 unidade de medida)?

Rascunho

04. Seja A,, um poligono regular de n lados. A figura abaixo traz uma lista de poligonos regulares

inscritos num circulo de raio r, onde r = 1 unidade de medida.



APENDICE A. Sondando a Aprendizagem

144

Reflita um pouco sobre a figura acima e responda os itens a seguir:

(a) O que esta ocorrendo com o numero de lados dos poligonos regulares inscritos no circulo?

(b) Comente a seguinte afirmagdo: “a area dos poligonos regulares inscritos que foram
apresentados é menor que a area do circulo, independentemente da quantidade de lados
que cada um deles possui’.

(c) Comente a seguinte afirmacgao: “a medida que aumentamos o nimero de lados do poligono
regular inscrito sua area fica cada vez mais proxima da area do circulo”.

(d) Agora imagine que fosse possivel construir um poligono regular inscritivel com um ndmero

infinito de lados. O que podemos dizer sobre area desse poligono e a area do circulo?

(e) O que vocé entende por limite? D& um exemplo.

(f) Podemos concluir que a area do circulo limita superiormente a area dos poligonos

regulares nele inscritos? Justifique sua resposta.
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(g) Comente a seguinte afirmagéo: “Quando o ndmero de lados n de um poligono regular inscrito
num circulo assume valores cada vez maiores, isto é, n tende ao infinito, podemos dizer que

a area desse poligono é exatamente igual a area do circulo”.

05. Utilizando o software GeoGebra construimos as imagens a seguir:

® ®
:2 a~=2
o i, R
) 4 A
I\ /
N
I\;A
52 @7
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Note que em cada uma das imagens apresentadas anteriormente figuram dois controles
deslizantes, sao eles: n que representa o nimero de lados dos poligonos regulares circunscritos
e a que representa a medida do raio do circulo.

Para resolver este exercicio vocé devera manter o valor de a fixo (a = 2) e analisar o que ocorre
quando o numero de lados dos poligonos circunscritos se modifica, isto €, aumenta
indefinidamente.

Agora é com vocé! Apods fazer a leitura do enunciado e refletir cuidadosamente sobre as imagens
resolva cada um dos itens a seguir:

(a) O que esta acontecendo com o numero de lados do poligono circunscrito no circulo?
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(b) Comente a seguinte afirmacgdo: “a area dos poligonos regulares circunscritos que foram
apresentados é maior que a area do circulo, independentemente da quantidade de lados

que cada um deles possui’.

(c) Comente a seguinte afirmacgao: “a medida que aumentamos o numero de lados do poligono

regular circunscrito sua area fica cada vez mais proxima da area do circulo”.

(d) Agora imagine que fosse possivel construir um poligono regular circunscritivel com um
namero infinito de lados. O que podemos dizer sobre area desse poligono e a area do

circulo?

(e) Tendo em vista o que vocé entende por limite responda a seguinte pergunta: podemos
concluir que a area do circulo limita inferiormente a area dos poligonos regulares nele

circunscritos? Justifique sua resposta.

(f) Comente a seguinte afirmacdo: “Quando o numero de lados n de um poligono regular
circunscrito num circulo assume valores cada vez maiores, isto é, n tende ao infinito,

podemos dizer que a area desse poligono é exatamente igual a area do circulo”.
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06. As imagens a seguir foram produzidas utilizando o software GeoGebra. Em cada uma das
imagens aparecem dois controles deslizantes, séo eles: n que representa o nimero de setores
circulares e r que representa a medida do raio do circulo.

No entanto, neste exercicio vamos considerar o raio unitario (r = 1) e analisar apenas o que ocorre

quando o numero de setores se modifica, isto €, aumenta indefinidamente.

E]
1
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>
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Agora que vocé ja analisou cuidadosamente cada umas das imagens acima responda o que se
pede nos itens a seguir.

(a) Descreva brevemente o que esta ocorrendo nas configuragdes acima.

(b) Comente a seguinte afirmagao: “Quando o niimero de setores circulares n do circulo assume
valores cada vez maiores, isto é, n tende ao infinito, afirmamos que a area do circulo é igual

a area de um retangulo formado pelo encaixamento dos setores do circulo”.
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(c) Como calculamos a area de um retangulo? Escreva a expressao que vocé utiliza (nomeie

cada um dos entes matematicos da expressao) ou descreva o processo brevemente.

(d) Ao analisar as imagens formadas pelo encaixamento dos setores vocé consegue visualizar
os entes matematicos necessario para calcular a area do retangulo (lembre-se da sua

resposta no item anterior)? Determine os valores desses entes matematicos.

(e) A imagem a seguir apresenta uma configuragdo onde o nimero de setores circulares é igual

a 100 (isto é, n = 100).

=

i

Reflita sobre as respostas anteriores e determine a area do retangulo formado pelos setores
encaixados (considere o valor genérico r para o raio do circulo). Ha alguma relagédo entre o

valor encontrado e a area do circulo?

Rascunho

“O importante é entender profundamente as coisas e as relacdes entre elas. E nisso que

reside a inteligéncia”. (Laurent Schwartz)
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ETE

ESCOLA TECNICA ESTADUAL

CLOVIS NOGUEIRA ALVES

Escola Técnica Estadual Clévis Nogueira Alves
Disciplina Eletiva: Investigando Processos Infinitos
Professor: Tiago Melo

Aluno ou (a):

Turma: 3° ano do Curso Técnico em Edificagbes

3° Sondando a Aprendizagem

Os questionamentos que serdo apresentados a seguir t€m por finalidade verificar os conhecimentos

prévios dos alunos do 3° ano do Ensino Médio sobre o conceito de velocidade instantanea.

Instrugodes: Leia o texto e as questdes com atengédo! Responda cada pergunta expondo suas ideias

de forma clara e detalhada.

Analisando o Problema da Velocidade Instantanea

Quando estudamos a Cinematica, classificamos os movimentos dos corpos em uniformes,
que possuem velocidade constante, e em variados, cuja velocidade varia com o tempo. E bem
verdade que os movimentos em que a velocidade varia no decurso do tempo sdo 0os mais comuns
de observarmos, a titulo de exemplo, o deslocamento de um veiculo, uma pessoa caminhando, um
objeto em queda livre, entre outros.

Uma particularidade do movimento uniforme & que a velocidade média em qualquer intervalo
de tempo é sempre constante e além disso, sera sempre igual a velocidade em qualquer instante.
Por outro lado, no movimento variado, os conceitos de velocidade média definida num determinado
intervalo de tempo e velocidade instantanea sao distintos.

Vale destacar também que ao falarmos sobre movimentos variados € do nosso interesse
abordar apenas problemas que envolvam o Movimento Uniformemente Variado (MUV), isto é,
movimentos que possuem aceleragdo constante e diferente de zero, o que faz a velocidade

apresentar variagdes iguais em intervalos de tempos iguais.
Reflita sobre os conceitos apresentados no texto e responda o problema a seguir:
Um movel descreve um movimento uniformemente variado (MUV) numa trajetéria retilinea e os

seus espacos variam no decorrer do tempo segundo a fungéo horaria: S, = 10t + 2,5t%, onde S, é

0 espaco percorrido no instante ¢t (t em segundos e S em metros).
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Agora, responda os itens a seguir:

(a) Na tabela a seguir encontramos duas informagdes, t e S;, onde t € o instante e S; é o espaco
percorrido no instante t. Complete a tabela substituindo os valores t na fung&o horaria que
foi dada.

t 0 1 2 3 4 5

St

(b) Calcule a velocidade média (V;,,) no intervalo [1,2].

(c) Vamos calcular o espago percorrido pelo mével em intervalos cada vez mais proximos de
t = 1. Os dados estao organizados na tabela abaixo, observe:

t 1 1,001 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

St 12,5 12,5150025 14,025 15,6 17,225 18,9 | 20,625

Agora, utilize os dados da tabela acima e calcule a velocidade média do movel nos seguintes
intervalos:
At [1;1,5] [1;1,4] [1;1,3] [1;1,2] [1;1,1] [1;1,001]
Vin

Nota: vocé pode utilizar a calculadora para facilitar o seu trabalho.

(d) Ao analisar os resultados obtidos na tabela acima vocé notou algum padrao ou percebeu
algo interessante em relagdo aos valores obtidos para as velocidades médias? Justifique

sua resposta.

(e) Tomando como base a ultima tabela do item (c) é possivel deduzir qual é a velocidade do

maovel no instante t = 1?7 Justifique sua resposta.

“A beleza da Matematica sé se mostra aos seguidores mais pacientes”. (Maryam Mirzakhani).
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O PROBLEMA
PATANGENTE

1’ EDIGAO
A SAGA DOS PROCESSOS INFINITOS
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Esta historia em quadrinhos foi criada com o intuito de
divulgar a Matematica. Além do mais, por meio dessa
importante ferramenta didatica, visamos proporcionar
aos educandos uma aprendizagem ludica e significativa
acerca de temas abordados na disciplina eletiva Investi-
gando Processos Infinitos.
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AO LEITOR

Nesta historia em quadrinhos
vamos estudar o problema da
tangente. Sera uma otima opor-
tunidade para aprender a definir
corretamente o conceito de reta
tangente e investigar intuitiva-
mente a ideia de limite.

‘A Matematica é€ a
linguagem em que
Deus escreveu o
Universo".

(Galileu Galilei)
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O MATEMATICO €M UMA AULA
SOBRE O PROBLEMA DA TANGENTE

Galerinha, vamos
comegar nossa aula
de hoje com a seguinte
pergunta:
0 que Voceés
entendem por reta
tangente?

Professor, eu acho
que é uma reta que toca
a c;rcunFerencna num
Gnico ponto.

Hum, uma reposta '

bastante interessante!

Nas aulas de Geometria
j / “ ‘Plaha aprendemos isso mesmo.
4 ‘ Quando uma reta é tangente
a uma circunferéncia, ela
intersecta a Circunferéncia J

num Gnico ponto.

E quando a reta intersecta

a circunferéncia e nao é
tangente dizemos que ela é
seCante, isto é, a reta toCa
\ a circunferéncia em dois
pontos distintos.
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Por outro lado, guando
analisamos outras Curvas

a definicdo de tocar em
apenas um ponto pode
ser falha.

*Veja a nota ao pé
da pagina

* Esta curva representa o grafico da fungao f(x) = x* - 3x + 1.
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GeaGebro

Com 0 auxilio do software
GeoGebra Vamos construir
as duas situacoes
comentadas anteriormente.

Pritmeiramente, vamos
Construir uma circunferénci
€ Uma reta tanhgente
aela.
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GeaGebra

O que é o GeoCebra?

GeoGebra € um software dinamico de Matematica para todos os niveis de
educacdo que redne geometria, algebra, planilhas, graficos, estatisticas e calcu-
los em uma Unica plataforma.

Por hora, o GeoGebra serd a nossa principal ferramenta de trabalho para investi-
gar o problema da tangente.

Vocé ainda nao utilizou o GeoGebra? Nao o conhece? (3

Ndo se preocupe! Vocé aprendera muitas coisas interessantes sobre o GeoCebra
nesta aula. 2=

Além disso, vamos deixar algumas instrucdes para vocé aprender a construir no
GeoGebra. @

INSTRUCOES

Instale o software GeoGebra em seu computador, baixe o App em seu smar-
tphone ou pesquise GeoGebra Classic no Google para utiliza-lo de forma online.
Agora voce ja pode abrir o software e explorar todas as suas fungdes!!

A primeira construcao que iremos realizar se trata de uma circunferéncia e uma
reta tangenciado em um dos seus pontos.

Para realizar a construcao utilizaremos os icones apresentados no Ultimo quadri-
nho da pagina anterior. Cada um desses icones representa um comando do
GeoGebra, vejamos o que cada um deles significa:

1° Passo: Clique em @ e logo em seguida na opcéo @ Circulo: Centro & Raio
ApOs realizar esses passos passe 0 Mouse sobre o plano cartesiano e margue o
centro da circunferéncia no local de sua preferéncia (sugestdo: marqgue o ponto
na origem do plano cartesiano), logo em seguida aparecera uma aba na tela
solicitando que vocé determine a medida do raio do circulo que sera construido,
escreva um valor de sua preferéncia (sugestao: 3);

. A . - A
2° Passo: Clique em [ @ | elogo em seguida na opgao| e Ponto Agora, passe O

mouse sobre a circunferéncia e marque o ponto no local de sua preferéncia;

L]
3° Passo: Clique em |- |e logo em seguida na opgdo ,ﬁl Reta Tangente | Agorg,
vocé deve realizar d0|s chques em sequéncia: 1°) clique no ponto que vocé
marcou sobre a circunferéncia e 2°) clique em qualquer lugar da borda da
circunferéncia.

o=
)

E agora? j

10
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Observem!! A constru¢ao
acabou de ser finhalizada!

| Nossa, que |egal!

11
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Vamos prosseguir '
com a proxima

construcao!

Agora, Vamos construir
0 gréfico da funcao
FOO =x3-3%X+1euma
reta tahgencCiando
0 gréfico da funcao
em um ponto dado.

Vamos construir! e

INSTRUCOES

1° Passo: Escreva dentro do espaco da aba de entrada a funcao
flx) =x3-3x+1

. . A . . - A
2° Passo: clique no icone| o | e logo em seguida selecione a opcdo | PONto
Agora, passe 0 mouse sobre a curva e margue o ponto no local de sua preferén-
Cia.

3° Passo: clique no icone|— | e depois selecione a opcao @ Reta Tangente |
Por fim, realize as seguintes acdes: 1°) cligue no ponto que vocé marcou sobre a
curva e 2°) cligue em qualquer parte da curva.

Construgao realizada com sucesso! (&2

12
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Até porgue acabamos de
construi-la Via GeoGebra e
sabemos que a reta é
tangente 3 Curva.

|

Galerinha, percebam que
a retq estd toCando em
aparentemente dois pontos
da curva, mas olhando para
ela ndo temos a sensaGao
que ela seja secante.

)

N3&o Vamos trazer aqui nesse j
momento uma definicdo formal
do que venha a ser reta tangente,

mas uma ideia do que
entendemos por reta
tahgente e qual é sua
relaGao com as retas
secantes.

Definhiremos reta seCante
3 Uma Curva Como a reta
que interseCta uma
Curva em pelo menos
dois pontos distintos.
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A partir de agora vamos explorar o conceito de reta secante a fim de investigar mais
profundamente as construcdes que realizamos anteriormente. Inicialmente, vamos
analisar na circunferéncia o comportamento da reta secante s e a tangente r.

Vs

‘Para construir a reta S, seCante 3
Circunferéncia, basta escolher um
outro ponto da Circunferéncia.
Clique novamente no icone|,”|,
logo em seguida selecione a opCao
e escolha o [ocal de sua
preferéncia na borda da

_ ) )
CirCunferéncCia para marcar
o ponto. Em seguida, Clique

no icone .“1, e selecione
a opcao [~ rewl. Por fim,
selecionhe na imagem oS
pontos P e Q da
Circunferéncia.

Agora, Vamos investigar '\
0 que ocorre quando
os pontos P e Q se
aproximanm.

14
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TReparem que conforme Vamos
aproximando os pontos P e Q, a
reta seCante e a reta tahgente
tendem a coincidir, isto é,
tendem a ficar com a mesma
inclinagao.

Quanto mais proximos
esses pontos estdo, mais
proximas estarao as
inClinacdes dessas retas.

Agora, vamos construir uma reta secante a
curva f(x) = x* = 3x + 1, passando pelos pontos P e Q.

Realizando a construcdo

Para construir a reta s, secante a curva, basta
escolher um outro ponto da curva.

A
Cligue novamente no icone , logoem

. . ~ .A Ponto
seguida selecione a opgao e escolhao
local de sua preferéncia no contorno da curva
para marcar o ponto. Em seguida, cliqgue no
icone| .|, e selecione a opgao . Reta

Finalmente, selecione na imagem os pontos P
e Q da curva. Pronto, a construcao foi realizada!

16
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Novamente, imagine gue vocé
possa desfocCar fivremente o
ponto Q pela Curva com O
intuito de deixar este ponto
Cada vez mais proximo de P.

Na préxima pagina apresentare-
mos uma sequéncia de imagens
para ilustrar de forma dinadmica o
deslocamento do ponto Q ao longo
da curva. Lembre-se: a ideia é
escolhermos o ponto Q de modo tal
que ele esteja nas proximidades do
ponto P.

S%

17
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Ao analisarmos, intuitivamente, esses
dois exemplos podemos ter um melhor
entendimento sobre o que realmente é

reta tangente.

Dizemos gue RETA TANGENTE ¢ a reta
cuja inclinagao € o LIMITE* das inclina-
¢oes das secantes, ou ainda, quando
temos uma reta secante e seus pontos
sao infinitamente proximos.

*Ll.m L.TE (s 1)

__A_‘S‘,/gr][fi,c\a: fronteira
: O po i :
L tice I_dela e basicame s
= u,mesma O fato | =

19
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Galerinha, por
hoje é sO. Até a
proxima aula.
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(7> O PROBLEMA
s DA VELOCIDADE
3. INSTANTANEA

A SAGA DOS
PROCESSOS
INFINITOS
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TITULO ORIGINAL
O Problema da Velocidade Instantdnea: a Saga dos
Processos Infinitos. 22 edicao.

ROTEIRO
Tiago Emanoel Melo Pereira

REVISAO | ORIENTAGAO
Dr. Alannio Barbosa Nobrega
Dr. Romildo Nascimento de Lima

DESENHOS
Jodo Gustavo Correia da Silva

DIAGRAMACAO
Carlos Henrique Inacio Lima

Esta histéria em quadrinhos foi criada com o intuito de
divulgar a Matematica. Além do mais, por meio dessa
importante ferramenta didatica visamos proporcionar aos
educandos uma aprendizagem ludica e significativa
acerca de conteudos pouco abordados no Ensino
Basico.
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AO LEITOR

Nesta historia em quadrinhos estu-
daremos o problema da velocida-
de instantanea.

O enredo apresentado nos permite
relembrar alguns conceitos da
Fisica normalmente estudados no
1° ano do Ensino Médio e entender
como podemos determinar intuiti-
vamente a velocidade de um movel
num determinado instante por
meio de aproximacoes.

“Velocidade é tudo que
eu preciso. Me poupe do
gue nao & necessario...”
(A Ferro e Fogo —
Engenheiros do Hawaii)
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UM ESTUDANTE
EM APUROS

O PROBLEMA DA VELOCIDADE INSTANTANEA
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Ops! Agora
é que eu Nao.

chego no horario
mesmo!
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Quando Vocé passou pela lombada
eletrOnica foi registrado que a
sua moto estava a 80 km/h, mas
o limite de velocidade dessa Via é
Desculpe gr. Guarda, acho que de %0 km/h. VOcé nao percebeu
a lombada deve esta com algum que estava rapido demais?
defeito. Me explique como eu
poderia estar a 80 km/h se s6
estava dirigindo por aqui ha cerca de
1 minhuto, e n3o durante 1 hora?

A questdo n3o é essal No instante
em que Vocé passou pela lombada
registrou-se a veloCidade de 80 km/h,
isto quer dizer que se VoCé seguisse
viagem mantendo constante essa
Velocidade, apos 1 hora, teria
percorrido 80 Km.

E com toda certeza
eu ja teria ultrapassado
a Universidade.
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N&o tenho duvidas disso!
Contudo, se Voceé tivesse continuado
cofm essa VeloCidade durante 1 minuto,
terig percorrido 1,33 km, e em 1 segundo
22,22 etros, e em 0,1 segundos teria
percorrido 2,22 tn e teria dado
perfeitamente para VOCé prosseguir
durante 0,1 segundos sem Ultrapassar
a Universidade.

Entendo, Vocé determinou os espaGos
percorridos Com essa VeloCidade para
intervalos de tempo Cada Vez menores.
Mas, para mim s6 faz sentido pensar
dessa forma se o limite de veloCidade

da Via fosse 2,22 metros em 0,1 segundos.

Mas, o que eu estou dizendo
$30 Coisas equivalentes. O que Vale é a
velocCidade instantanea, isto é, a
velocidade no instante em que vocé
passou pela lombada. Ent3o, quando
vocé diz que a lombada esta quebrada
n3o faz muito sentido.
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“““““

"””””

Talvez vocé possa ter ficade um pouco confuso com tantos niimeros aparecendo, mas afinal,
0 que ¢ guarda fez? Tranquilize-sel Nao foi nada demaisl Ele apenas realizou algumas
conversdes para as unidades de fempo. distdncia e veloadade quondo foi pertinente
Vejamos:

Inicialmente, ele argumentou que mantendo constante a velocidade de 80 kmih, apbs 1 hora, o
estudante teria percorrido 80 k. Em seguida, 0 guarda realizou conversdes com o intuito de
determinar o espace percarrido pelo estudante em intervalos de tempo cada vez menores,
Por exemplo, como sabemos, 1 hora = 80 minutos, para calcular o espago percorrido pelo maovel
em 1 minuto basta fozer v» = As  onde v =80 = 133 kmimin, 1570

At 60

significa gue em 1 minuto 0 estudante terla percorrido 133 km.

E em 1 segunda? Qual distdncia o estudante teria percorrido? Come | minute = 60 segundos,
s0bemos que B0 minutos = 3600 segundos e para calcular 0 espago percorrido pelo mbvel em 1
sequndo basta fazermos v =80 = 002222 kmls,
3600
ainda podernos melhorar este resultade lembrando que 1 ks = 1000 neerros, \sto quer dizer
que 002222 km = 2222 metros, entdo em 1 segundo 0 estudante percorreria cerca de 2222 m,
Por Gitimo, vamos pensar no intervalo de tempo de 01 segundos, Neste intervalo qual seria o
espago percorrido pelo estudante? Note que, O segundos corresponde a1 de sequndo,
10
isto & para determinar o espago percorrido nesse intervalo de tempo basta dividirmos o
espago percorrido em 1 segundo em 10 partes Iguais.
Desse modo, 2222 = 2222, isto significa que apbs O segundos o estudante percorreria
10
2222 metros.

o,

h |

A & 8B S 8 S S g g & L L &S
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Sr. Guarda, hdo me multe
por favor! Estou a Caminho da
Universidade para assistir
uma aula de Célculo.

Acredito que vocé aprendeu
alguma coisa de Calculo com essa infraGaa
de transito. E sobre a multa..., Ndo
posso fazer hada! Da proxima
Vez que passar por aqui, dirija
respeitando o /imite de veloCidade
da Via. Tenha ut bom dia*
—_\

*Esse breve dialogo foi inspirado em Nussenzveig (2002, p.43,44). 12
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- UNIVERSIDADE

Eh, ...fiz de tudo,
mas n3o teve jeito.
Vou chegar atrasado!

\f=X= 7/\/

o

13
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Ah
Velocig

» ala Sérioy
ade instantanes; / Muito bem turma,
) agora Vamos investigar o
problema da velocCidade

instantanea.

14
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Vamos considerar um movel
que descreve um MRIJV* e
sua posiG3o varia no decorrer
do tempo segundo a fun¢ao

S(t)=120-t+2,5 "t

g(0)=10-0+250"=0m
g())=10-1+25 1=10+251=125"
g@)=102+25:2>=20+25:4=30n
g(3)=103+25-3=30+25:9=525"
s(a):1ou+2.5‘q2¢ao+25‘16=80'“
g(B)=10 5+25 5'=50+25 -25=125m

|

Agora, iremos fazer alguns
célculos substituindo o
instante t por Valores do

conjunto I = {0,1,2,3,4,5, ... }
e |ogo em seguida
orgahizaremos oS resultados

encontrados huma tabela.

Vejam os
dados organhizados

t | O 1 2 3|4 |5

S(t)| 0 [|12,5| 30 |52,5| 80 [1125

*MRUV ¢é o Movimento Retilineo Uniformemente Variado. Este movimento
é caracterizado por possuir aceleragao constante e diferente de zero,
isto significa que a velocidade do mével varia no decorrer do tempo.
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(tilizando dados
apresentados ha tabela
podemos Calcular a
velocidade média ho

intervalo (1,2].
1 ‘Para calcular vamos
‘/ utilizar a seguinte
expressgo:
Vi = AS _5,-5 J
- .

TAt  t-t

VM’ AS - 32—81
A, t-t
_30-125
2-1
175
= 1 r h )
. Substituindo os dados
=175 M/s da tabela para 52 e §1,
que s3o as posicoes do
moével, respectivamente, nOS

instantes 2 segundos e 1
sesundo, obtemos veloCidade
média igual a 17,5 m/s.
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Agora, faremos algo mais
interessante! YVamos CalCular
0 espaGo percorrido pelo
moével em intervalos de
tempo Cada vez menores.

Hum... vamos
ahalisar o que

17
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Vamos considerar que
O instanhte t assume oS
Valores determinados
na tabela a seguir:

t {1514 (1311211 .. hool .. | 1

r - ~
Substituindo Ccada um dos valores
atribuidos para O instante t ha
funcdo S(t) =10 - t+2,5 - t2
obteremos 0 espaGo percorrido
pelo mével em Cada instante.
Agora é com vocés! Calculem esses
espaGos e acrescentem essas ¥
informagdes ha tabela anterior. L~

ou Vamos (4

L ero éntender

Velocidage ins*cahtéhea
de uma vez

POr todjas.

18
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S(1,5)=10 1,5+ 2,5 (1,5)2 = 20,625 m
S(,4) =10 14 + 25 (14)2=189m
S(13)=10-13+25 (13)2=17,225m
S(1,2)=1012+25 (12)2=156m
S(11)=10-11+25 - (11)2=14,025m

S(1,001) =10 - 1,001 + 2,5 - (1,001)2 =12,52m

S(1)=10-1+25-12=125m

1,001

+112,52150025 |-
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————

Seguiremos com o préximo
Passo. Calculem a Velocidade
média do mével para os
intervalos de tempo
determinados na tabela
a seguir e em seguida
acrescentem as infortmacoes
encontradas na tabela.

Muito bem turtna!
Todos terminaram?

NS

4 sei o que fazert
Na tabela anterior optemog o
espaco Peércorrido efm Cada
instante e utilizando essa

informacées podemos
determinar o deslocamento
€m Cada intervalo
de tempo.

Cessario-
Para percorré.jo.

”~
v
L]
- i . 1;1,001]
o Iniciaimente, jrg; At | 15 4l | m3s | mzl | [
dlCular o Valor A r -01 1,001 - 1= 0,001
Cada interva|o de fe?pg At [15-1=05| 14-1=04 [ 13-1=03 | 12-1=02 | 11-1=0 :
Ate Organizar og dados stz -sm | sa2)-sa | san-so S(1,001) - S(1)
huma tabeys, - AS [s05)-s0) | s04)-sq) | S0,
’ 47725 31 1525 0,0150025
AS | 8125 6.4 ’ i
N\ : 0,001
0 ‘}gor fim, irej Substityiy At 0,5 0,4 0,3 0,2 O,] )
Orrespondentes vy 0150025
ASeAtn, expresssores = AS | 8125 6,4 4,725 3 1525 °
da Velocidade ' 155 15.25 15,0025
médiav,= 4§ v | 16,25 16 15,75 :
At
Organizar og resultad,
Obtidos e Outra tabe?g

20
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Certamente, a0 preencher
os dados nessa Ultima tabela
VoCés perceberam algo de
interessante em relaGao qos
resultados encontrados para
as veloCidades médias.

?
Estou certo? Professor, agora que o senhor

falou notei que existe um padrao
interessante. As velocCidades
médias para intervalos Cada
vez menores parecem fiCar
Cada vez mais proximas
de 15 m/s.

Muito bem
observado!

De fato, esperamos exatamente
noinstantet=1¢s que a
velocidade seja de 15 m/s.
A esta velocidade denominamos ||} Ah, agora eu entendi
veloCidade instantanea. 0 que o guarda quis dizer
quando falou: “o que Vale € a \
velocidade instantanea, isto é
a Velocidade no instante
em que VOCé passou

Em outras palavras a
velocidade instantanea € a
Velocidade marCada pelo
velocimetro da moto
em Cada instante.
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Uma forma mais interessante .
d/e investigar esse proplerna

€ por meio de uma analise
grafica da funcao que
modela esse movimento.
Observem que a expressio

St)=10-t+25 -t ¢é
uma funGao quadratica.
Desse modo, seu grafico é
uma parabola. J

S(t) = 10t + 2,5¢*

representa O instante et
segundos € conveniente
considerar t 2 0, 0 Gue hos
da apenas uma parte da parabola

] / conforme observamos ho f
( - 4 gréfico ao lado.
- il _ ;

( No entanto, Como a Variavel t

Lembram quanhdo determinamos
a VelocCidade média do moével ho
intervalo de tempo (1,2]? Pois |

bem, isso é equivalente

a determinarmos a inClinaGao ‘
M%5 da reta seCante que passa
pelos pontos P(1; 12,5) e Q(2, 30).

~+ vy

S(t) &
Q
30 oo '
B/
2514
ol 1

—

o

-
&)
Qq?

m-’ &)

Como assim
professor? Nao entendi

)T bem.

22
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orfnar o tridngulo retangulo cuja

hipotenusa é o segmento PQ e os
Catetos oposto e adjacente

30 dngulo 6 sdo

( A partir do grafico podemos
F

respectivamente, AG e At.
A5
Logo, tgo e = Um

| isto sighifiCa que a veloCidade
média ho intervalo (1,2] € a

mestma Coisa que a inClinacado da J,':S‘ —S

reta secanhte que I E? | Q
passa pelos pontos P e Q e Fat . 1 S o 4 A Y
L conforme ja Calculamos hessa Jf N, ..
aula Vm= 17,5 = mmg e N F Ay

Mol
| g Nt -ty =At
= 0L >
| OV t1 t

Muito bem! O mais importante
vem agora. Vocés lembram que I
apos calcularmos a VeloCidade
média no intervalo (1,2]
decidimos calcular a Velocidade média
para intervalos cada Vez menores?

Pois bem! Qutro detalhe importante
foi que congelamos o instante
t =1, mantendo £ixo o ponto P(1; 12,5).
Contudo, para deixar 0§ intervalos
de tempo Cada Vez menores tivemos
que fazer os extremos do intervalo [1,2]
Colapsarem. Para isso tornamos o
ponto Q moével e 0 aproximamos
Cada vez mais de P.

Agora ficou
Claro, professor.

23
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encontramos ha tabela para
velocidades médias em
intervalos de tempo Cada
Vez mais Curtos?

( Lembram dos valores que

g8

72

~

Gitm, Vimos inclusive que
aqueles Valores estavam se

aproximando Cada vez mais de [

15 tn/s, nao foi?
\ |
E——
1sso mesmo! E eu havia
argumentado que Nossa expectativa
era que exatamente ho instante t =14
Velocidade seria 15 m/s, Visto

que, esse é o Valor limite das VeloCidades

médias quahdo At fica Cada vez mais
proximo de zero.

Além do mais, guando os
pontos P e Q estiverem t3o
préximos um do outro quanto

for possive| percebemos que
a velocidade quandot=1€ 0

‘ Valor limite das veloCidades

do intervalo (1,2] aproxima-se

médias guando cada instante
‘ de 1, 0 que nos da a inclinaGao da

Investigando Processos Infinitos

ainda no Ensino Médio quando

estudei o problema da tahgente.
Achei muito parecido.

Vo

Otima observacao!
Na verdade, quando resolvemos
o problema da tangente, também

estamos resolvendo o problema da

velocidade instantanea.

Se trata da mesma ideia.

24

S(t) A reta tangente 3 Curva que passa
pelo ponto P, Como vemos ho |
grafico ao lado.
12,54+
I q
1 t Muito interessante! Lembrei de
uma aula da discCiplina eletiva
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Entdo é isso pessoal, por hora
encerramos hossas aulas. Hoje aprendemos
sobre o problema da VelocCidade instantanea,
um problema bastante interessante e
Gue nos possibilita investigar Varias
aplicacdes em nosso cotidiano.

Nem me fale, muitas
aplicacoes mesmo,
inclusive de multas.
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O PROBLEMA

3’ €DIGAO
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TITULO ORIGINAL
O Problema da Area: a Saga dos Processos Infinitos.
32 edicdo.

ROTEIRO
Tiago Emanoel Melo Pereira

REVISAO | ORIENTAGAO
Dr. Aldnnio Barbosa Nobrega
Dr. Romildo Nascimento de Lima

DESENHOS
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DIAGRAMAGCAO
Carlos Henrique Inacio Lima

Esta histdria em quadrinhos foi criada com o intuito de
divulgar a Matematica. Além do mais, por meio dessa
importante ferramenta didatica visamos proporcionar aos
educandos uma aprendizagem ludica e significativa
acerca de temas abordados na disciplina eletiva Investi-
gando Processos Infinitos.
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AO LEITOR

Nesta historia em quadrinhos estuda-
remos o problema da area.

O enredo apresentado foi elaborado
com O Iintuito de investigar o calculo
de certas areas por meio de decompo-
sicoes infinitas e divulgar importantes
personagens e acontecimentos da
Historia da Matematica.

“As vezes N30 acertamos
com medo de errar e
erramos com medo de
acertar.”

(Arquimedes)
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O PROBLEMA DA AREA.

COMO ARQUIMEDES € OS ANTIGOS
ENXERGAVAM O INFINITO?

Qs primeiros problemas

da histéria do Calculo

tratavam de investigar

certas areas, volumes
e comprimentos.

Na Grécia antiga um
contemporjneo de Sécrates
chamado Antifon, o Sofista
(C. 430 a.C.), realizou uma
| importante contribuiCdo para
O problema da quadratura Professor, 0 que

do circulo... significa quadrar
— _ o circulo?

Nossas principais referéncias foram os livros Introducao a Historia da
Matematica (EVES, 2004) e Historia da Matematica (BOYER; MERZBACH, 2019). 7
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A quadratura do

circulo é o processo
pelo qual se reduz um
circulo a um quadrado
de mesma area.

——

Segundo relatos historicos, o

Sofista argumentava que ao
realizar sucessivas duplicacoes

do nlmero de lados de um poligono

regular insCrito num circulo,

a diferenGa entre a 4rea do
circulo e a area desse poligono

seria “ao fim” esgotada.
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E j& que podemos construir
um quadrado de area igual a de
qualguer poligono, a quadratura
do circulo seria possivel.

Professor, 0 processo
idealizado por Antifon
et algum momento
esgotara a 4rea do Circulo?

Curiosamente, nessa época, as ideias de
Antifon foram alvo de criticas embasadas
no argumento de uma grandeza se dividir
indefinidamente, isto é, os lados do
poligono regular insCrito ho circulo
estavam sempre se duplicando e desse
modo, jamais a drea do circulo se esgotaria.

Apesar desse contraponto,
0S Visionarios argumentos
de Antifon continham
traGos do Método da
Exaustdo, creditado a Eudoxo
de Cnido (c. 370 a.C).

Método da
Exaustdo?
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O Método da Exaustao foi uma ferramenta mate-
matica utilizada pelos antigos gregos para evitar
processos infinitos. Afinal, registros historicos
apontam que no passado 0s gregos demonstra-
ram uma dificuldade peculiar ao tentar compre-
ender nocoes de infinitamente pequeno e infinito
de modo logico e intuitivo, desenvolvendo o que
ficou conhecido como“horror ao
iNnfinito”.
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Dentre os gregos antigos ninguém utilizou o Método da Exaustao de
forma tao brilhante como Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.).

Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.).

11
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Além de resolver o problema da quadratura do circulo, Arquimedes
também determinou elegantemente a area sob um arco de parabola,
isto &, a area limitada entre um segmento de linha e um arco de paradbola.
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Interessante! {Jma area limitada por uma regido curva.
Qual técnica ele utilizou?

Inicialmente, vamos colocar os pontos A e B sobre a parabola. Em seguida,
colocamos sobre a parabola o ponto C de modo tal que a reta que tangencia a
parabola neste ponto seja paralela a reta que passa pelos pontos A e B. Agora,
vamos inserir os pontos F, G e H, respectivamente, pontos médios dos
segmentos AB, AC e CB. Depois, vamos adicionar os pontos D e E de modo tal
que as retas que tangenciam a parabola nestes pontos sejam paralelas,
respeclivamente, as retas determinadas pelos pontosAe Ce Ce B.

Com esses pontos podemos determinar os triangu-
los AACB, AADC e ACEB.

Usando seus conhecimentos geomeétricos sobre a
parabola Arquimedes encontrou um resultado
bastante interessante...

13
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Por meio i
da geometria da parabola, mostramos que:

A(AADC) + A(ACEB) = ABACE)
4
Note que, se r irm m m
, se repetirmos esse raciocinio continuamente, conclui
, concluimos

gue a area sob
o arco de 2 .
expressao pardbola podera ser obtida por meio da

A(A A{AABC
(AABC) + 7 ) N A(AABC) N AAABC)

*Nota: nessa passagem aplicamos a soma dos termo

g

de uma PG cujos termos sao\! —1:*% e

onde o primeiro termo a,=1earazaodq =JZ, A
| expressao utilizada para calcular essa soma e

dada por S = == Substituindo os dados apresen-

tados anteriormente na expressao obtemos:

] B
S-=7173

pPorém, € importante comentar que na época de
Arguimedes ainda nao se tinha esse conhecimento. Segun-

]

do relatos historicos, Arquimedes forneceu dois meétodos s

para determinar a area sob um arco de parabola. O primeiro S

i

esta relacionado a “somas’ infinitas de segmentos de reta.
Arguimedes tomou A e B extremos de urm segmento de pa-
|  rébolae escolheu um ponto C do arco de parabola cuja reta
tangente a parabola nesse ponto € paralelaa AB, ele concluiu
que a area do segmento de parabola deveria ser —— da area
do triangulo ACB.O segundo método consistiu em provar
esse resultado por dupla reducao absurdo Nos moldes do

Método da Exaustao, isto é, ele provou que a area As N30

poderia sef nem maior nem menor gque % - (A ABC), resul-

!
N

tado que ele ja conhecia.

14
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Note que, embora a area do AACB ja fosse uma boa aproximacao para a area
sob o arco de parabola, Arquimedes nao se contentou e continuou preen-
chendo os espacos vazios com novos triangulos seguindo 0s Mesmos crité-
rios utilizados na construcao do triangulo inicial.

Depois de conhecer este grandioso feito de Arquimedes basta escolher
adequadamente o triangulo que Nos da a primeira aproximacao para a

area sob o arco de parabola e utilizar a formula
fechada As = % AT, onde As € a area sob o arco

de parabola e At é a area do triangulo escolhido
inicialmente.
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A verdade é que Visualizar a
soluGao da forma que Arquitmedes
idealizou exige um toque de
genialidade. Afinal, lidar com um
processo que h3o tem fim dadas
as limitaGoes matematicas
impostas et sua époCa hao era
uma tarefa £acil.

Apds analisar uma possive|
SOlUGA0 para este problema
talvez tenhamos a falsa impressdo
que o problema h3o é tdo
complexo quanto pareCia
iniCialmente.

Lembram do problema
da quadratura do circulo
que comentamos no
inicio da aula?

16
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Arquimedes também
provou um interessante
resultado envolvendo a

drea do circulo...

a de um tridngulo que tem
por base a Circunferéncia
desse circulo e altura

igual ao raio ...”
_ﬁw_—

‘ “... d area do circulo é igual

17
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Por certo, Arquimedes estava imaginando o circulo decomposto
em um grande numero de setores circulares. Organizando esses
setores lado a lado notamos, intuitivamente, que o resultado
demonstrado por Arquimedes faz todo sentido. Afinal, para
calcular a area A do triangulo utilizamos a expressao:

base x altura
2

Como sabemos a medida da base € igual a 2nr e a altura mede r.
Desse modo,

A =

A= 2Nrer o A =qir2

2
Existem outras maneiras de pensarmos
na obtencdo de uma féormula fechada
para a area do circulo. Entretanto, um
fato curioso € que todas elas nos levam a
um processo infinito, 0 que exige um
raciocinio engenhoso

semelhante ao de \‘“

Arquimedes.
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Qutra maneira de Visualizar
a ideia de Arquimedes é reorganizar
0S setores CirCulares de uma forma
diferente. Ao invés de enfileirarmos

Ve

Em seguida, podemos encCaixa-|os,

Confortme obserVamos nas imagens.
Note que, a medida que o nlmero n
de setores aumenta indefinidamente,

os setores lado a lado poderiamos isto &, n—oo, 3 figura formada se

aproxima Cada vez mais de um
retangulo cuja base possui medida
TIr, OU S€ja, igual ao semiperimetro
do circulo e sua altura medida igual
a0 raio r do circulo. J

dois semicirculos e repartir Cada
utn desses semicirculos em um
grande nUmero de setores.

e

Como a area de um retangulo é dada pelo produto das medidas de
sua base pela sua altura, segue-se que:

A = base x altura

=nr-r
=nr?

19
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Nossa! Que ideia
incrivell Arquimedes
era genial!

Qutra ideia interessante para
a drea do circulo foi comentada
por Johann Kepler. Ele considerava
um circulo como um poligono
regular de infinitos de lados.
Como sabemos, podemos dividir um
poligono regular de h lados em n
tridngulos iguais. Desse modo, para um
poligono de infinitos lados teriamos
infinitos tridngulos.

—

Muito interessante! Se o
poligono regular possui infinitos
lados, ent3o teremos infinitos
tridngulos idénticos formando
este poligono.

20
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A drea do circulo corresponde a soma das areas dos infinitos
tridangulos estreitos, todos de altura igual ao raio do circulo.

Note que, a area de cada um dos triangulos é dada pela
br-h
2
gulo cuja base mede bne altura h =r.

expressao An = ,onde An € a area do n-ésimo trian-

Desse modo, realizando a soma das infinitas ﬂ
areas desses triangulos, obtemos:

:bl'f+ bz-r  bz-r b

+ + ot

2 2 2 2
A:(b1+bz+b3+...+bn+...)-%

A

De sorte,
b1+ b2+bz+.. +bn+. =20r
Logo,

A= 2nr §=:> A =mr?

Johann Kepler (1571 - 1630). \/\ C‘
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Sem davidas, essa é uma forma
muito interessante de Visualizar
a formula fechada para
calcular a area do circulo.

TRealmente, professor!
E pela primeira vez eu
compreendi esse resultado.

Que otimo! Esse Ultimo
resultado encerra @
nossa aula de hoje turma.
Até a proxima!
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Galera, ndo sei
VOCés... mas, eu

estou com
muita fome.

Otima ideia! Abriu uma
pizzaria hova aqui
perto da {niversidade,
vamos 1a?

Eu também! Bem que

uma pizza Cairia bem

agora, 0 que Vocés
acham?

INFINITE
PIZZA'S

Vejam o nhome
da Pizzaria!

E eles também
servem pizzas em
formato retangular.

Borm, depois das aulas de hoje
0 nome dessa Pizzaria faz todo
sentido para mim! Além do
mais, com a fome que eu
estou podem trazer infinitas
fatias de pizzas.

23
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QUEBRA:CABE
DE SETODES
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e 60

00\ /i
t, () OUEBRA-CABEGA DE SETORES (1", -

OBJETIVO DO JOGO

Reorganizar os setores de cada circulo para formar “retangulos”
e observar como a drea desses “retangulos” se relacionam com a
area do circulo;

MATERIAIS NECESSARIOS

(-f:— Circulos formados por diferentes nimeros de setores (utiliza-
Mos em Nnosso jogo 8 circulos formados por 4, 6, 8,10, 12, 24, 36 e
48 setores);

(.'.'— Area de trabalho para montagem dos retdngulos (sugestdes:

-

bancada, mesas ou tapete).

COmo O MATERIAL DO JOGO
FOI CONFECCIONADO?

(-f.'— Com o auxilio do software GeoGebra dividimos alguns circu-
los em setores circulares. Para facilitar a visualizacdo de possiveis
padrdes e tornar o material mais dindmico construimos oito
configuragdes diferentes;

(-f." Cada configuracao é representada por circulos de mesmo
tamanho e diferem entre si apenas pelo seu niumero de setores.
Os circulos possuem 4, 6, 8,10, 12, 24, 36 ou 48 setores. A fim de
deixar o material mais ludico transfornmamos circulos de 2n
setores em pizzas de 2n fatias;

(of.‘» Este material foi encaminhado para a grafica e impresso em
chapas de MDF adesivado de dimensdes 21 cm x 2lcm e 3 mm
de espessura. Também foram confeccionadas oito bolsas plasti-
cas para que pudéssemos guardar em cada uma delas pegas da
mesma configuragdo.
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1. MOMENTO DE PREPARACAO

(¢ Defina a area de trabalho da equipe e distribua o material;
(&= Certifique-se que a equipe tenha acesso a todos os setores
dos circulos correspondentes;

2.JOGANDO

(&= A equipe se divide em pequenos grupos e escolhem uma
configuragao para comecgar a jogar;

(¢ Os jogadores se renem na area de trabalho e iniciam o jogo
montando circulos com os setores disponibilizados em cada
configuragao;

(&= Apds a montagem de todos os circulos ser realizada, os joga-
dores comecam a reagrupar os setores de cada circulo para
formar um “retdngulo” ou uma figura que se aproxime de um
retangulo;

(¢ Os jogadores devem se preocupar em construir um retangu-
lo perfeito, onde todos os setores se encaixem sem sobras ou
espacos vazios;

(¢ Os jogadores devem discutir estratégias e colaborar uns com
0s outros para encontrar a melhor forma de organizar os setores.

OBSERVAGOES € DISCUSSOES

> Enquanto os jogadores reorganizam os setores, o professor
pode participar incentivando discussdes sobre a relagao existen-
te entre o niumero de setores e a construcdo de um retangulo
ideal;

(£ Os jogadores devem observar como a area da figura forma-
da pelos setores reagrupados se aproxima da drea de um retan-
gulo ideal a medida que mais setores sao adicionados.

REFLEXOES

Apods terminarem de organizar todos os “retangulos”, os jogado-
res devem discutir suas observagdes e tentar encontrar padrdes
que permitam, a partir das configuragdes encontradas, determi-
nar uma férmula fechada para a area do circulo.
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A equipe deve registrar suas observagdes e conclusdes sobre os
resultados encontrados de forma oral ou escrita. Em seguida, o
professor deve conduzir uma discussao em grupo para compar-
tilhar as descobertas de cada jogador, analisar as observacdes
feitas pela equipe e concluir que a area do circulo é dada pela
formula fechada A=m-r2.

O ideal é que este resultado seja encontrado a partir da visualiza-
cao de certos padrdes. Nesse sentido, o professor atua como
mediador e facilitador instigando os educandos com questiona-
mentos e orientagdes que os ajudardo a enxergar detalhes que
podem passar despercebidos.

A expectativa € que os alunos percebam que a medida que o
numero de setores aumenta indefinidamente, isto é, n » oo, as
configuragdes tendem a ficar cada vez mais préoximas de um

retdngulo perfeito cujas medidas da base e altura sao, respecti-
vamente, - r e r. Por fim, basta realizar o produto dessas medi-
das e encontraremos a férmula fechada A = nn - r?2, como queria-




APENDICE E. O Quebra-cabeca de setores 234

AO LEITOR

O que vocé achou do Quebra-cabeca
de setores? Costaria de utiliza-lo em
suas aulas?

Muito bem! A seguir, disponibilizamos
um material que podera ser utilizado
para confeccionar cada uma das confi-
guracoes utilizadas no jogo.

Esperamos que esse jogo possa tornar
a aula deste conteddo mais dindmica

e divertida.

Boa aula!
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