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1. DADOS DA COMPONENTE

Disciplina Eletiva Investigando 

Processos Infinitos

Ano: 2024 Período: 

2024.1

Turma: 3º ano do Ensino Médio Integrado 

ao Curso Técnico em Edificações

Carga Horária total: h/a: 40   h/r: 33 Professor: Tiago Emanoel Melo Pereira

2. JUSTIFICATIVA DA COMPONENTE CURRICULAR

É inegável que a Matemática em todos os seus níveis de aprofundamento depende de processos 

infinitos. Ainda quando éramos crianças tivemos nossos primeiros contatos com processos infinitos 

quando começamos a contar, escrever os números, conhecer números finitos cada vez maiores; aprender 

sobre o tempo, o calendário e outros processos que contribuem para a nossa noção de algo infinito e sem 

começo; à medida que fomos crescendo e avançando as etapas escolares estudamos os conjuntos 

numéricos, a reta numérica, comprimentos e medições, processos para a obtenção de áreas e volumes, 

sequências numéricas e tantos outros conceitos relacionados a processos infinitos.

No entanto, em diversas ocasiões tais processos têm sido habitualmente omitidos, em especial, 

quando a Matemática Elementar é apresentada para as crianças e adolescentes no Ensino Básico. A 

proposta de disciplina eletiva Investigando Processos Infinitos, toma forma e torna-se viável quando 

consideramos a importância de desenvolver competências e habilidades previstas na Base Nacional 

Comum Curricular que estão atreladas a essa temática.

No passado o Cálculo esteve presente no currículo do Ensino Médio e alguns estudiosos defendem 

fortemente que essa componente curricular jamais deveria ter sido descartada. Na edição número 18 da 

Revista Professor de Matemática RPM18, o professor Geraldo Ávila, escreveu um artigo intitulado As 

Coisas Que Ensinamos, onde na época abordou sobre o ensino do Cálculo no 2º grau. Para Ávila,

Descartar o Cálculo do ensino é grave, porque deixa de lado uma componente significativa 

e certamente a mais relevante da Matemática para a formação do aluno num contexto de 

ensino moderno e atual.

Desde o período de publicação desse artigo até os dias atuais já ocorreram várias mudanças na 

Educação Brasileira, sobretudo nos currículos de Matemática do Ensino Básico. Ainda assim, as ideias 

apresentadas não devem ser desprezadas, especialmente, quando pensamos no Novo Ensino Médio e 

nas possibilidades de alimentar o currículo com disciplinas eletivas que o docente possui autonomia para 

criar, desenvolver e aplicar.

É importante destacar que nossa pretensão com essa proposta de disciplina eletiva não é fazer 

apologia ao ensino do Cálculo no Ensino Médio, mas perceber à luz de muitos assuntos que são 

estudados que o Cálculo está presente. Nessa perspectiva enxergamos a possibilidade de abordar a 

Matemática dos processos infinitos no Ensino Básico de modo que possamos explorar intuitivamente 

elementos do Cálculo ao estudar mais profundamente temas abordados no Ensino Médio.

Entendemos que a inserção da disciplina eletiva Investigando Processos Infinitos no currículo de 

Matemática do Ensino Médio irá proporcionar ao estudante o desenvolvimento de aprendizagens previstas 
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na BNCC de forma construtiva, sistematizada e lúdica, possibilitando o aprimoramento desses estudantes 

para o cenário acadêmico. 

Nesse contexto, destacamos as competências específicas 1 e 3 da área de Matemática e a 

competência específica 1 da área de Ciências da Natureza. A seguir apresentamos a descrição de cada 

uma dessas competências: 

Área de Matemática 

 Competência Específica 1: utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemáticos 

para interpretar situações em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos 

das Ciências da Natureza e Humanas, ou ainda questões econômicas ou tecnológicas, 

divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar uma formação científica geral; 

 Competência Específica 3: utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemáticos, em 

seus campos  Aritmética, Álgebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e 

Estatística , para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos 

contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequação das soluções 

propostas, de modo a construir argumentação consistente. 

Área de Ciências da Natureza 

 Competência Específica 1: analisar fenômenos naturais e processos tecnológicos, com 

base nas relações entre matéria e energia, para propor ações individuais e coletivas que 

aperfeiçoem processos produtivos, minimizem impactos socioambientais e melhorem as 

condições de vida em âmbito local, regional e/ou global. 

Relacionadas a cada uma dessas competências indicaremos e descreveremos, posteriormente, 

as habilidades a serem desenvolvidas. 

3. OBJETIVO GERAL DA COMPONENTE CURRICULAR 

Estudar mais profundamente temas abordados no Ensino Médio, dentre eles, o cálculo de certas 

áreas por meio de aproximações e o conceito de reta tangente. Com o estudo mais detalhado desses 

temas enxergamos a possibilidade de investigar, intuitivamente, a ideia de limite e introduzir o conceito de 

velocidade instantânea. 

4. OBJETIVOS ESPECÍFICOS DA COMPONENTE CURRICULAR 

1. Mostrar a importância do estudo de processos infinitos no Ensino Básico; 

2. Apresentar aspectos históricos com o intuito de entender como a Matemática dos processos 

infinitos se desenvolveu ao longo do tempo; 

3. Utilizar softwares computacionais, o GeoGebra e a Planilha Excel, para investigar intuitivamente a 

ideia de limite; 

4. Usar, intuitivamente, a ideia de limite para explorar mais profundamente o cálculo de certas áreas 

e o conceito de reta tangente; 

5. Estabelecer uma relação entre os conceitos de reta tangente e velocidade instantânea; 

6. Determinar uma expressão para calcular a área do círculo e a área sob um arco de parábola; 

7. Apresentar aos educandos materiais textuais no formato de Histórias em Quadrinhos 

material manipulável no formato de jogo a fim de instigar a curiosidade dos educandos sobre os 

temas abordados. 



5. HABILIDADES DA BNCC A SEREM DESENVOLVIDAS 

1. (EM13MAT101) Interpretar criticamente situações econômicas, sociais e fatos relativos às 

Ciências da Natureza que envolvam a variação de grandezas, pela análise de gráficos das funções 

representadas e das taxas de variação, com ou sem apoio de tecnologias digitais; 

2. (EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtenção da medida da área de uma 

superfície (reconfigurações, aproximações por cortes etc.) e deduzir expressões de cálculo para 

aplica-las em situações reais (como remanejamento e distribuição de plantações, entre outros), 

com ou sem apoio de tecnologias digitais; 

3. (EM13CNT101) Analisar e representar, com ou sem uso de dispositivos e de aplicativos digitais 

específicos, as transformações e conservações em sistemas que envolvam quantidade de matéria, 

de energia e de movimento para realizar previsões sobre seus comportamentos em situações 

cotidianas e em processos produtivos que priorizem o desenvolvimento sustentável, o uso 

consciente dos recursos naturais e a preservação da vida em todas as suas formas. 

6. EMENTA 

1. Uma Breve Introdução aos Processos Infinitos 

 O que são processos infinitos?; 

 Como tais processos surgiram na Matemática?; 

 Panorama geral de alguns problemas clássicos. 

2. O Problema da Tangente 

 Entender e generalizar o conceito de reta tangente; 

 Determinar a reta tangente a uma curva dada aproximando-a por meio de um número 

indefinido de retas secantes; 

 Utilizar softwares computacionais, o GeoGebra e a Planilha Excel, para encontrar a 

inclinação da reta que tangencia uma curva dada. 

3. O Problema da Velocidade Instantânea 

 Relembrar importantes conceitos e expressões matemáticas apresentadas no estudo da 

Cinemática com a finalidade de preparar os alunos para estudar o conceito de velocidade 

instantânea; 

 Apresentar o problema de forma contextualizada; 

 Usar, intuitivamente, o conceito de reta tangente para explorar o problema da velocidade; 

 Concluir que a inclinação da reta secante é a velocidade média e a inclinação da reta 

tangente é a velocidade instantânea. 

4. O Problema da Área 

 Abordar aspectos históricos; 

 Usar, intuitivamente, a ideia de limite para encontrar boas aproximações para o número ; 

 Realizar boas aproximações com o intuito de determinar fórmulas fechadas para a área de 

um círculo e a área sob um arco parabólico; 

 Utilizar softwares computacionais para investigar a área do círculo, considerando os 

seguintes casos: 

i. Utilizando polígonos regulares inscritos e circunscritos; 



ii. Utilizando setores circulares reagrupados no formato de um retângulo. 

5. Explorando Ludicamente a Matemática dos Processos Infinitos 

 

sobre cada um dos problemas estudados; 

 Elaborar e apresentar materiais manipuláveis no formato de jogo. 

7. PLANO DE ENSINO 

DATA CONTEÚDOS E AÇÕES REALIZADAS CH 

 

 

06/02/2024 

As aulas deste dia foram destinadas a divulgação de todas as disciplinas eletivas 

ofertadas pela escola. O processo de divulgação ocorre com o intuito de apresentar 

aos alunos um panorama geral do que será estudado em cada uma das disciplinas 

eletivas ofertadas durante o semestre letivo. O processo de divulgação é muito 

importante para nortear a escolha dos alunos. 

 
 

 
2 h/a 

13/02/2024 Feriado de Carnaval 2 h/a 

 

20/02/2024 

Aula 01 e 02: Aplicação do primeiro sondando a aprendizagem. Nesta primeira 

atividade de sondagem avaliamos os conhecimentos prévios dos alunos sobre o 

problema da tangente. 

 
 
2 h/a 

27/02/2024 Aula 01 e 02: Utilizar o software GeoGebra e a planilha Excel como ferramenta 

didática para investigar, intuitivamente, o problema da tangente. 

 
2 h/a 

05/03/2024 Formação de professores 2 h/a 

 

12/03/2024 

Aula 01 e 02: Aplicação do segundo sondando a aprendizagem. Nesta segunda 

atividade de sondagem avaliamos os conhecimentos prévios  dos alunos sobre o 

problema da velocidade instantânea. 

 
 
2 h/a 

 

 

 

 

19/03/2024 

Aula 01 e 02: Breve revisão sobre alguns importantes conteúdos considerados pré-

requisitos para o desenvolvimento do problema da velocidade instantânea. 

Os seguintes conteúdos foram apresentados: 

I. Velocidade média; 

II. O conceito de Movimento Uniforme (MU); 

III. O conceito de Movimento Uniformemente Variado (MUV); 

IV. Função horária dos espaços no MUV; 

V. O gráfico da função  no MUV. 

 
 
 

 
 
 
2 h/a 

 

26/03/2024 

Aula 01 e 02: Utilizar o software GeoGebra e a planilha Excel para investigar, 

intuitivamente, o problema da velocidade instantânea. 

 
 
2 h/a 

 

 

 

 

02/04/2024 

Aula 01: Breve revisão sobre Queda Livre. Abordamos os seguintes tópicos: 

I. O conceito de Queda Livre; 

II. As condições ideias para a ocorrência do movimento; 

III. A fórmula ; 

IV. A representação gráfica do movimento. 

Aula 02: Apresentação e resolução de um problema motivador envolvendo Queda 

Livre, cujo objetivo é instigar o educando a pensar no conceito de velocidade 

instantânea para resolvê-lo. 

 
 
 
 
 
 
2 h/a 



 

09/04/2024 

Aula 01 e 02: Aplicação do terceiro sondando a aprendizagem. Nesta segunda 

atividade de sondagem avaliamos os conhecimentos prévios dos alunos sobre o 

problema da área. 

 
 
2 h/a 

16/04/2024 Semana de Avaliações 2 h/a 

 

23/04/2024 

  Aula 01 e 02:  Utilizar o software GeoGebra e a planilha Excel para analisar o 

perímetro de polígonos regulares inscritos e circunscritos num círculo de raio 

unitário, com o objetivo de determinar boas aproximações para o número . A partir 

dessas ideias introduzimos,  intuitivamente, a noção de limite. 

 
2 h/a 

 

 

30/04/2024 

Aula 01: Realizar uma breve introdução histórica sobre a área do círculo; 

Aula 02: Utilizar o software GeoGebra para investigar a área do círculo 

aproximando-o por meio de polígonos inscritos e circunscritos. 

 
 
 
2 h/a 

 
 
 
 
07/05/2024 

Mudança de horário prevista no calendário escolar 

 

No dia 06/05 é feriado municipal em Serra Talhada  PE, para evitar déficit de carga 

horária, no dia 07/05, iremos trabalhar com o horário da segunda-feira (06/05). 

Obs.: com essa alteração no horário ficamos impossibilitados de realizar as aulas 

da disciplinas eletiva neste dia. 

 

 

 

2 h/a 

 
 
 
14/05/2024 

Aula 01 e 02: Utilizar o software GeoGebra para investigar a área do círculo quando 

o repartirmos em um número indefinido de setores circulares. Em seguida, realizar 

uma atividade em grupo utilizando materiais manipuláveis (o jogo quebra-cabeça 

de setores) com o intuito de verificar o entendimento dos educandos sobre as 

explanações realizadas com o auxílio do GeoGebra. 

 

 

2 h/a 

 
 
 
21/05/2024 

Aula 01: Utilizar o software GeoGebra para introduzir o problema da área tendo em 

vista determinar a área sob um arco de parábola; 

Aula 02: Investigar padrões observados no GeoGebra a fim de definir estratégias 

para determinar uma fórmula fechada para a área sob um arco de parábola. 

 

 

2 h/a 

 
28/05/2024 

Aula 01 e 02: Relembrar e utilizar as estratégias mencionadas na aula anterior para 

determinar uma fórmula fechada para calcular a área sob um arco de parábola; 

 

2 h/a 

 

04/06/2024 

Aula 01: Aplicar atividade de verificação de aprendizagem sobre os conteúdos 
estudados nas aulas dos dias 21/05 e 28/05; 
Aula 02: Correção da atividade. 

 

2 h/a 

11/06/2024 Aula 01 e 02: Apresentar aos alunos a História em Quadrinhos número 1. 2 h/a 

18/06/2024 Formação de Professores 2 h/a 

25/06/2024 Aula 01 e 02: Apresentar aos alunos a História em Quadrinhos número 2. 2 h/a 

 
 
26/06/2024 

Reposição da aula do dia 18/06/2024 

 

Aula 01 e 02: Apresentar aos alunos a História em Quadrinhos número 3. 

 

2 h/a 

 
 
 
02/07/2024 

Culminância das disciplinas eletivas 

 

 

 

2 h/a 



 

Este dia foi destinado a apresentação dos resultados obtidos com o 

desenvolvimento da disciplina eletiva durante o primeiro semestre letivo 2024.1. 

8. METODOLOGIA DE AVALIAÇÃO 

1.  Exercícios individuais de sondagem; 

2. Atividades em equipe; 

3. Observação do desempenho individual e coletivo nas aulas e atividades desenvolvidas com um 

todo. 

9. BIBLIOGRAFIA BÁSICA 
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Escola Técnica Estadual Clóvis Nogueira Alves 

Disciplina Eletiva: Investigando Processos Infinitos 

Professor: Tiago Melo 

Aluno ou (a): ___________________________________________ 

Turma: 3º ano do Curso Técnico em Edificações 

 

1º Sondando a Aprendizagem 

 

Os questionamentos que serão apresentados a seguir têm por finalidade verificar os conhecimentos 

prévios dos alunos do 3º ano do Ensino Médio sobre o conceito de reta tangente. 

 

Instruções: Leia as questões atentamente e responda cada pergunta expondo suas ideias de 

forma clara e detalhada. 

 

Analisando O Problema da Tangente e suas particularidades 

 

01. Analise as imagens a seguir e responda o que se pede em cada item. 

 

 

 

 



(a) Comente sobre as seguintes afirmações: 

1) Figura 1:  é tangente a circunferência no ponto P  

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

2)  Figura 2:  é tangente a curva no ponto P  

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

(b) Após analisar as duas imagens e comentar brevemente sobre as afirmações 1) e 2), como 

você define reta tangente? 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

 

02. Observe a imagem a seguir e responda o que se pede. 

 

(a) O que você nota de diferente quando visualiza a posição das retas  (reta em vermelho) e  

(reta em azul) em relação a circunferência? 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________ 

(b)  é secante a circunferência nos pontos  e  

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________ 

 



03. As imagens a seguir, produzidas utilizando o software GeoGeobra, possuem o intuito de 

apresentar uma  da reta  em relação a reta . Em outras 

palavras a ideia é que você visualize as imagens de forma dinâmica, isto é, olhe para as 

imagens e imagine intuitivamente os movimentos relativos entre as retas  e . 

 

Analise as imagens a seguir respeitando a sequência indicada. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Após analisar as imagens e realizar algumas inferências você certamente deve ter notado alguma 

relação entre as retas  e . A partir de suas conclusões comente as afirmações a seguir: 

(a)  do ponto  em algum momento a reta secante e a reta 

 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(b)  

 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

 

04. Quando estudamos geometria analítica aprendemos a determinar a equação de uma reta 

tangente a uma curva dada. A equação da reta tangente nos diz qual é a inclinação da reta 

e seu coeficiente linear. O gráfico da curva  está representado no verso da folha, veja: 

 

 



 

 

Agora vamos marcar no gráfico acima o ponto  de coordenas  e logo em seguida 

traçar por esse ponto a reta  tangente a curva , observe o gráfico: 

 

 

 

Por fim, vamos marcar sobre a curva o ponto  de coordenadas  e traçar pelos pontos 

 e  a reta , observe a imagem na próxima folha: 



 

Utilize seus conhecimentos prévios, reflita sobre a leitura e as imagens apresentadas no 

enunciado para responder os itens que se seguem. 

(a) Ao analisar a imagem acima percebemos que a reta  passa pelos pontos  e 

, use essas informações e determine o coeficiente angular da reta . 

 

 

 

 

 

 

 

(b) Agora vamos pensar de uma forma mais geral! Considere que a reta  passa pelos 

pontos  e . Qual é coeficiente angular da reta ? 

 

 

 

 

 

 

 

(c) Imagine que você tivesse o  de mover o ponto  livremente pela parábola. 

Se você escolhesse mover o ponto  de modo tal que ele fique cada vez mais próximo 

de , o que ocorreria com a inclinação da reta  em relação a inclinação da reta ? 

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

Note que o ponto  foi denotado de 

modo genérico, suas coordenadas são 

, isto é, basta escolher um valor 

 para a abscissa do ponto e ao fazer 

 obteremos a ordenada do ponto. Por 

exemplo, o ponto . 

Note também que devemos ter 

, se  teríamos .  

Solução: 

Solução: 



ATENÇÃO! 

No item (d) achamos interessante exibir a resposta do item (b) para explorarmos 

outras ideias, intuitivamente, utilizando esse resultado. Caso você não tenha encontrado 

anteriormente a resposta para o item (b) é importante que você NÃO retorne ao item (b) 

para reescrever a resposta apresentada no enunciado deste item, DEIXE EM BRANCO. 

Afinal, o intuito dessa atividade é realizar uma sondagem acerca dos seus 

conhecimentos prévios. Por outro lado, isso não impede que você investigue e resolva o 

item (d) usando o resultado apresentado. 

 

(d) Se você respondeu corretamente o item (b), certamente, deve ter encontrado  

 

 

 

A expressão acima representa o coeficiente angular da reta , secante a curva, que 

passa pelos pontos  e . A seguir apresentaremos duas tabelas que foram 

construídas atribuindo alguns valores diferentes para . 

É importante destacar que os valores que escolhemos para  se encontram na 

 de . Mas, lembre-se que . 

 

Inicialmente tomaremos para  valores que estão à esquerda de . Observe o 

intervalo abaixo para que a ideia fique mais clara, os valores escolhidos para  estão 

nesse intervalo. 

 

 

 

Tabela 1: Atribuindo valores para  que estão à esquerda de . 

         

         

 

Agora vamos atribuir para  valores que estão à direita de . Observe novamente 

o intervalo destacado na próxima folha para entender melhor a ideia, os valores 

escolhidos para  estão nesse intervalo. 

 



 

 

Tabela 2: Atribuindo valores para  que estão à direita de . 

         

         

 

Reflita um pouco sobre as informações apresentadas no item (d), caso seja necessário 

volte um pouco e reveja as três imagens trazidas na abordagem inicial do enunciado da 

questão 04. 

 

Agora comente as afirmações a seguir: 

 

Afirmação 1:  tende a  pela direita ou pela esquerda é equivalente a 

dizer que o ponto  tende ao ponto   

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

Afirmação 2:   da reta  corresponde ao valor do coeficiente 

angular  da reta  quando o ponto  está infinitamente próximo do ponto , ou seja, 

à medida que são atribuídos valores para  que estão na vizinhança de  (e além 

disso, ), os pontos  e  se aproximam cada vez mais e em algum momento 

esses pontos estarão tão próximos um do outro quanto se queira, o que garante nesse 

momento que essas duas retas possuam a mesma inclinação (isto é, possuam mesmo 

 

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________ 

 

também a suprema  

 

 

 

 

 



 

Escola Técnica Estadual Clóvis Nogueira Alves 

Disciplina Eletiva: Investigando Processos Infinitos 

Professor: Tiago Melo 

Aluno ou (a): ___________________________________________ 

Turma: 3º ano do Curso Técnico em Edificações 

 

2º Sondando a Aprendizagem 

 

Os questionamentos que serão apresentados a seguir têm por finalidade verificar os conhecimentos 

prévios dos alunos do 3º ano do Ensino Médio sobre a área do círculo. 

 

Instruções: Leia as questões atentamente, utilize seus conhecimentos prévios e responda cada 

pergunta expondo suas ideias de forma clara e detalhada. 

 

O Problema da Área sob diferentes perspectivas 

 

01. Você lembra como calculamos a área de um círculo? Marque apenas uma das opções a seguir. 

(     ) Sim.                    (     ) Não. 

 

02. Se sua resposta à pergunta anterior foi SIM, então determine a expressão utilizada para o 

cálculo da área ou, caso prefira, explique brevemente como você faz. 

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________ 

 

03. Qual é a área de um círculo de raio unitário (isto é,  unidade de medida)? 

 

 

 

 

04. Seja  um polígono regular de  lados. A figura abaixo traz uma lista de polígonos regulares 

inscritos num círculo de raio , onde  unidade de medida. 

Rascunho 



 

Reflita um pouco sobre a figura acima e responda os itens a seguir: 

(a) O que está ocorrendo com o número de lados dos polígonos regulares inscritos no círculo? 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(b) Comente a seguinte afirmação: 

apresentados é menor que a área do círculo, independentemente da quantidade de lados 

. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(c) Comente a seguinte afirmação: 

regular inscr . 

 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________ 

(d) Agora imagine que fosse possível construir um polígono regular inscritível com um número 

infinito de lados. O que podemos dizer sobre área desse polígono e a área do círculo? 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(e) O que você entende por limite? Dê um exemplo. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(f) Podemos concluir que a área do círculo limita superiormente a área dos polígonos 

regulares nele inscritos? Justifique sua resposta. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 



(g) Comente a seguinte afirmação:  de lados  de um polígono regular inscrito 

num círculo assume valores cada vez maiores, isto é,  tende ao infinito, podemos dizer que 

a área desse polígono é exatamente . 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

 

05. Utilizando o software GeoGebra construímos as imagens a seguir: 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

... 

 

 

... 
 

 

 

 

 

 

 

 

Note que em cada uma das imagens apresentadas anteriormente figuram dois controles 

deslizantes, são eles:  que representa o número de lados dos polígonos regulares circunscritos 

e  que representa a medida do raio do círculo. 

Para resolver este exercício você deverá manter o valor de  fixo ( ) e analisar o que ocorre 

quando o número de lados dos polígonos circunscritos se modifica, isto é, aumenta 

indefinidamente. 

Agora é com você! Após fazer a leitura do enunciado e refletir cuidadosamente sobre as imagens 

resolva cada um dos itens a seguir: 

(a) O que está acontecendo com o número de lados do polígono circunscrito no círculo? 



_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(b) Comente a seguinte afirmação: circunscritos que foram 

apresentados é maior que a área do círculo, independentemente da quantidade de lados 

. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(c) Comente a seguinte afirmação: tamos o número de lados do polígono 

regular circu . 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(d) Agora imagine que fosse possível construir um polígono regular circunscritível com um 

número infinito de lados. O que podemos dizer sobre área desse polígono e a área do 

círculo? 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(e) Tendo em vista o que você entende por limite responda a seguinte pergunta: podemos 

concluir que a área do círculo limita inferiormente a área dos polígonos regulares nele 

circunscritos? Justifique sua resposta. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(f) Comente a seguinte afirmação:  de um polígono regular 

circunscrito num círculo assume valores cada vez maiores, isto é,  tende ao infinito, 

podemos dizer que a área desse polígono é exatamente . 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

 



06. As imagens a seguir foram produzidas utilizando o software GeoGebra. Em cada uma das 

imagens aparecem dois controles deslizantes, são eles:  que representa o número de setores 

circulares e  que representa a medida do raio do círculo. 

No entanto, neste exercício vamos considerar o raio unitário  e analisar apenas o que ocorre 

quando o número de setores se modifica, isto é, aumenta indefinidamente. 

 

 

 



 

... 

 

... 
Agora que você já analisou cuidadosamente cada umas das imagens acima responda o que se 

pede nos itens a seguir. 

(a) Descreva brevemente o que está ocorrendo nas configurações acima. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(b) Comente a seguinte afirmação:   do círculo assume 

valores cada vez maiores, isto é,  tende ao infinito, afirmamos que a área do círculo é igual 

 



_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(c) Como calculamos a área de um retângulo? Escreva a expressão que você utiliza (nomeie 

cada um dos entes matemáticos da expressão) ou descreva o processo brevemente. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(d) Ao analisar as imagens formadas pelo encaixamento dos setores você consegue visualizar 

os entes matemáticos necessário para calcular a área do retângulo (lembre-se da sua 

resposta no item anterior)? Determine os valores desses entes matemáticos. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(e) A imagem a seguir apresenta uma configuração onde o número de setores circulares é igual 

a  (isto é, ).  

 

Reflita sobre as respostas anteriores e determine a área do retângulo formado pelos setores 

encaixados (considere o valor genérico  para o raio do círculo). Há alguma relação entre o 

valor encontrado e a área do círculo? 

 

 

 

 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

importante é entender profundamente as coisas e as relações entre elas. É nisso que 

reside a inteligênc  

 

Rascunho 



 

Escola Técnica Estadual Clóvis Nogueira Alves 

Disciplina Eletiva: Investigando Processos Infinitos 

Professor: Tiago Melo 

Aluno ou (a): ___________________________________________ 

Turma: 3º ano do Curso Técnico em Edificações 

 

3º Sondando a Aprendizagem 

 

Os questionamentos que serão apresentados a seguir têm por finalidade verificar os conhecimentos 

prévios dos alunos do 3º ano do Ensino Médio sobre o conceito de velocidade instantânea. 

 

Instruções: Leia o texto e as questões com atenção! Responda cada pergunta expondo suas ideias 

de forma clara e detalhada. 

 

Analisando o Problema da Velocidade Instantânea 

 

Quando estudamos a Cinemática, classificamos os movimentos dos corpos em uniformes, 

que possuem velocidade constante, e em variados, cuja velocidade varia com o tempo. É bem 

verdade que os movimentos em que a velocidade varia no decurso do tempo são os mais comuns 

de observarmos, a título de exemplo, o deslocamento de um veículo, uma pessoa caminhando, um 

objeto em queda livre, entre outros. 

Uma particularidade do movimento uniforme é que a velocidade média em qualquer intervalo 

de tempo é sempre constante e além disso, será sempre igual a velocidade em qualquer instante. 

Por outro lado, no movimento variado, os conceitos de velocidade média definida num determinado 

intervalo de tempo e velocidade instantânea são distintos. 

Vale destacar também que ao falarmos sobre movimentos variados é do nosso interesse 

abordar apenas problemas que envolvam o Movimento Uniformemente Variado (MUV), isto é, 

movimentos que possuem aceleração constante e diferente de zero, o que faz a velocidade 

apresentar variações iguais em intervalos de tempos iguais. 

 

Reflita sobre os conceitos apresentados no texto e responda o problema a seguir: 

 

Um móvel descreve um movimento uniformemente variado (MUV) numa trajetória retilínea e os 

seus espaços variam no decorrer do tempo segundo a função horária: , onde  é 

o espaço percorrido no instante  (  em segundos e  em metros). 



Agora, responda os itens a seguir: 

 

(a) Na tabela a seguir encontramos duas informações,  e , onde  é o instante e  é o espaço 

percorrido no instante . Complete a tabela substituindo os valores  na função horária que 

foi dada. 

       

       

 

(b) Calcule a velocidade média  no intervalo . 

 

 

 

 

 

(c) Vamos calcular o espaço percorrido pelo móvel em intervalos cada vez mais próximos de 

. Os dados estão organizados na tabela abaixo, observe: 

          

          

 

Agora, utilize os dados da tabela acima e calcule a velocidade média do móvel nos seguintes 

intervalos: 

        

        

Nota: você pode utilizar a calculadora para facilitar o seu trabalho. 

(d) Ao analisar os resultados obtidos na tabela acima você notou algum padrão ou percebeu 

algo interessante em relação aos valores obtidos para as velocidades médias? Justifique 

sua resposta. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________ 

(e) Tomando como base a última tabela do item (c) é possível deduzir qual é a velocidade do 

móvel no instante ? Justifique sua resposta. 

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________  
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Nesta história em quadrinhos 
vamos estudar o problema da 
tangente. Será uma ótima opor-

corretamente o conceito de reta 
tangente e investigar intuitiva-
mente a ideia de limite.

“A Matemática é a 
linguagem em que 

Deus escreveu o 
Universo”. 

(Galileu Galilei)





Galerinha, vamos 
começar nossa aula

 de hoje com a seguinte
 pergunta:

o que vocês 
entendem por reta 

tangente?

Professor, eu acho 
que é uma reta que toca 

a circunferência num 
único ponto.

Hum, uma reposta 
bastante interessante!

Nas aulas de Geometria
Plana aprendemos isso mesmo.
 Quando uma reta é tangente

 a uma circunferência, ela 
intersecta a circunferência

 num único ponto.

E quando a reta intersecta 
a circunferência e não é

 tangente dizemos que ela é 
secante, isto é, a reta toca
 a circunferência em dois 

pontos distintos. 
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Por outro lado, quando 
analisamos outras curvas 
a definição de tocar em
apenas um ponto pode 

ser falha.

x) = x³ x + 1.

* Veja a nota ao pé
da página
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Com o auxílio do software 
GeoGebra vamos construir

 as duas situações
comentadas anteriormente.

Primeiramente, vamos 
construir uma circunferência

 e uma reta tangente 
a ela.

9



O que é o GeoGebra?

-

-
gar o problema da tangente.

nesta aula.

GeoGebra.

INSTRUÇÕES

-

reta tangenciado em um dos seus pontos.

-

E agora? 

Ponto

10



Observem!! A construção 
acabou de ser finalizada!

Nossa, que legal!

11



Vamos prosseguir 
com a próxima 

construção!
Agora, vamos construir
 o gráfico da função 

reta tangenciando 
o gráfico da função
 em um ponto dado.

INSTRUÇÕES

x) = x³ x + 1.

-
cia.

curva e 2º) clique em qualquer parte da curva.

Entrada...+

Ponto
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Não vamos trazer aqui nesse
 momento uma definição formal 
do que venha a ser reta tangente,

 mas uma ideia do que 
entendemos por reta 
tangente e qual é sua 
relação com as retas 

secantes.

Definiremos reta secante 
a uma curva como a reta 

que intersecta uma
curva em pelo menos 
dois pontos distintos.

Galerinha, percebam que 
a reta está tocando em

aparentemente dois pontos 
da curva, mas olhando para 

ela não temos a sensação
 que ela seja secante.

Até porque acabamos de
 construí-la via GeoGebra e 

sabemos que a reta é
tangente à curva.

13



Agora, vamos investigar 
o que ocorre quando 

os pontos P e Q se
aproximam.

circunferência para marcar 
o ponto. Em seguida, clique
 no ícone      , e selecione 
a opcao             . Por fim, 
selecione na imagem os 

pontos P e Q da 
circunferência.

Para construir a reta s, secante à 
circunferência, basta escolher um 

outro ponto da circunferência. 
Clique novamente no ícone      , 

logo em seguida selecione a opção 
            e escolha o local de sua 

preferência na borda da

r.

Ponto
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Quanto mais próximos 
esses pontos estão, mais 

próximas estarão as 
inclinações dessas retas.

curva f(x) = x³ x P e Q.

Reparem que conforme vamos 
aproximando os pontos P e Q, a 
reta secante e a reta tangente 

tendem a coincidir, isto é, 
tendem a ficar com a mesma

inclinação. 

Realizando a construção

Para construir a reta s
escolher um outro ponto da curva.

P
e Q

Ponto
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Novamente, imagine que você 
possa deslocar livremente o
 ponto Q pela curva com o 

intuito de deixar este ponto 
cada vez mais próximo de P.

Na próxima página apresentare-
mos uma sequência de imagens 
para ilustrar de forma dinâmica o 
deslocamento do ponto Q ao longo 
da curva. Lembre-se: a ideia é 
escolhermos o ponto Q de modo tal 
que ele esteja nas proximidades do 
ponto P.

17



18



Ao analisarmos, intuitivamente, esses 
dois exemplos podemos ter um melhor 
entendimento sobre o que realmente é 
reta tangente.

Dizemos que RETA TANGENTE é a reta 
cuja inclinação é o LIMITE* das inclina-
ções das secantes, ou ainda, quando 
temos uma reta secante e seus pontos 

fronteira.Do ponto de vista da Matemá-tica a ideia é basicamente a 
analisarmos um ponto Q que 

o que ocorre quando esses

conclui-se que quanto maior

valor limite corresponde a 

*LI.MI.TE (s. m)
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Galerinha, por 
hoje é só. Até a 

próxima aula.

20
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Esta história em quadrinhos foi criada com o intuito de 
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Nesta história em quadrinhos estu-
daremos o problema da velocida-
de instantânea. 

O enredo apresentado nos permite 
relembrar alguns conceitos da 
Física normalmente estudados no 
1º ano do Ensino Médio e entender 
como podemos determinar intuiti-
vamente a velocidade de um móvel 
num determinado instante por 
meio de aproximações.

“Velocidade é tudo que 
eu preciso. Me poupe do 

que não é necessário...”
(A Ferro e Fogo – 

Engenheiros do Hawaii)





Ah não! De novo 
não! Vou chegar 
atrasado na aula!
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 Quando você passou pela lombada
 eletrônica foi registrado que a 
sua moto estava a 80 km/h, mas

 o limite de velocidade dessa via é 
de 40 km/h. Você não percebeu 

que estava rápido demais?

A questão não é essa! No instante 
em que você passou pela lombada 

registrou-se a velocidade de 80 km/h, 
isto quer dizer que se você seguisse 

viagem mantendo constante essa 
velocidade, após 1 hora, teria 

percorrido 80 km.

Desculpe Sr. Guarda, acho que
a lombada deve está com algum
defeito. Me explique como eu 
poderia estar a 80 km/h se só 

estava dirigindo por aqui há cerca de
 1 minuto, e não durante 1 hora?

E com toda certeza
eu já teria ultrapassado

 a Universidade.

9



Não tenho dúvidas disso! 
Contudo, se você tivesse continuado

 com essa velocidade durante 1 minuto, 
teria percorrido 1,33 km, e em 1 segundo
 22,22 metros, e em 0,1 segundos teria 

percorrido 2,22 m e teria dado 
perfeitamente para você prosseguir 

durante 0,1 segundos sem ultrapassar 
a Universidade.

Entendo, você determinou os espaços
 percorridos com essa velocidade para 
intervalos de tempo cada vez menores.
 Mas, para mim só faz sentido pensar 
dessa forma se o limite de velocidade

 da via fosse 2,22 metros em 0,1 segundos.

Mas, o que eu estou dizendo 
são coisas equivalentes. O que vale é a 

velocidade instantânea, isto é, a
 velocidade no instante em que você
 passou pela lombada. Então, quando

 você diz que a lombada está quebrada
 não faz  muito sentido.

10
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Sr. Guarda, não me multe 
por favor! Estou a caminho da 

Universidade para assistir 
uma aula de Cálculo.

Acredito que você aprendeu
 alguma coisa de Cálculo com essa infração

 de trânsito. E sobre a multa..., não
 posso fazer nada! Da próxima
 vez que passar por aqui, dirija 

respeitando o limite de velocidade
 da via. Tenha um bom dia!*

*Esse breve diálogo foi inspirado em Nussenzveig (2002, p.43,44). 12



 Eh, ...fiz de tudo, 
mas não teve jeito. 

Vou chegar atrasado!

13



Muito bem turma, 
agora vamos investigar o
 problema da velocidade 

instantânea.

Ah, fala sério! Velocidade instantânea? De novo esse assunto? Já não basta a multa que levei... aff!

14



 Vejam os 
dados organizados

 na tabela. 

Vamos considerar um móvel
 que descreve um MRUV* e 

sua posição varia no decorrer 
do tempo segundo a função

( ) = 10 · t + 2,5 · 2

Agora, iremos fazer alguns 
cálculos substituindo o 
instante t por valores do

 conjunto I = {0,1,2,3,4,5, … }
 e logo em seguida 

organizaremos os resultados 
encontrados numa tabela.

t 0

0 12,5 30 52,5 80 112,5

1 2

*MRUV é o Movimento Retilíneo Uniformemente Variado. Este movimento
é caracterizado por possuir aceleração constante e diferente de zero, 

3 4 5 ...

...S(t)
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Substituindo os dados 
da tabela para S2 e S1, 
que são as posições do 

móvel, respectivamente, nos
 instantes 2 segundos e 1 

segundo, obtemos velocidade
 média igual a 17,5 m/s. 

Utilizando dados 
apresentados na tabela 

podemos calcular a 
velocidade média no 

intervalo [1,2].
Para calcular vamos 
utilizar a seguinte 

expressão:
.v S

t
S  - S
t  - t

2

2

1

1
= =m



Foi exatamente esse o cálculo que imaginei quando estava falando com aquele guarda, mas pelo visto algo que pensei não estava correto.

Agora, faremos algo mais
 interessante! Vamos calcular 

o espaço percorrido pelo
 móvel em intervalos de 

tempo cada vez menores.

17



Vamos considerar que 
o instante t assume os 
valores determinados 

na tabela a seguir:

Substituindo cada um dos valores
 atribuídos para o instante t na 

função S(t) = 10 · t + 2,5 · t² 
obteremos o espaço percorrido 

pelo móvel em cada instante. 
Agora é com vocês! Calculem esses 

espaços e acrescentem essas 
informações na tabela anterior.

t 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 ... 1,001 ... 1

Vamos lá! Quero entender velocidade instantânea de uma vez por todas.

18



Pronto! Não foi uma tarefa difícil, calculei o espaço percorrido para cada 
instante.

² = 20,625
² = 18,9

² = 17,225
² = 15,6

²= 14,025
...

² = 12,52
...

² = 12,5

m
m
m

m
m

m

m

t

S(t)

1

12,515,618,9 12,5215002514,02517,22520,625

...

...

1,001...

...

1,11,21,31,41,5
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Muito bem turma! 
Todos terminaram?

Seguiremos com o próximo 
passo. Calculem a velocidade

 média do móvel para os 
intervalos de tempo 

determinados na tabela 
a seguir e em seguida 

acrescentem as informações 
encontradas na tabela. 

Para calcular a velocidade média precisamos conhecer duas informações, são elas: a variação do espaço percorrido

para percorrê-lo. 

Inicialmente, irei 
 cada intervalo de tempo

 numa tabela.

Por fim, irei substituir os correspondentes valores  e  na expressão da velocidade 
média v  =            e

organizar os resultados obtidos em outra tabela. 

Já sei o que fazer! Na tabela anterior obtemos o espaço percorrido em cada instante e utilizando essas informações podemos determinar o deslocamento em cada intervalo 
de tempo. 

t [1; 1,5] [1; 1,4] [1; 1,3] [1; 1,2] ...

...

...

...

[1; 1,1] [1; 1,001]

1,5 - 1 = 0,5

S(1,5) - S(1) S(1,4) - S(1) S(1,3) - S(1) S(1,2) - S(1) S(1,1) - S(1) S(1,001) - S(1)

1,4 - 1 = 0,4 1,3 - 1 = 0,3 1,2 - 1 = 0,2 1,1 - 1 = 0,1 1,001 - 1 = 0,001

0,01500251,5253,14,7256,48,125

t

S

S

t 0,5 0,4 0,3 0,2 ...

...

...

0,1 0,001

0,01500251,5253,14,7256,48,125

16,25 16 15,75 15,5 15,25 15,0025

S

vm
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Certamente, ao preencher
 os dados nessa última tabela 

vocês perceberam algo de 
interessante em relação aos 
resultados encontrados para 

as velocidades médias.
 Estou certo?

Professor, agora que o senhor 
falou notei que existe um padrão 

interessante. As velocidades 
médias para intervalos cada 
vez menores parecem ficar 

cada vez mais próximas 
de 15 m/s.

Muito bem 
observado! 

De fato, esperamos exatamente
 no instante t= 1 s que a 

velocidade seja de 15 m/s. 
A esta velocidade denominamos

 velocidade instantânea.
Ah, agora eu entendi

 o que o guarda quis dizer 
quando falou: “o que vale é a

 velocidade instantânea, isto é,
 a  velocidade no instante 

em que você passou 
pela lombada...”. 

Em outras palavras a 
velocidade instantânea é a 
velocidade marcada pelo 

velocímetro da moto 
em cada instante. 

21



S(t) = 10t t2
S(t)

0 t

 Uma forma mais interessante
 de investigar esse problema 
é por meio de uma análise 

gráfica da função que
 modela esse movimento.

Observem que a expressão
S(t) = 10 · t + 2,5 · t² é 

uma função quadrática. 
Desse modo, seu gráfico é 

uma parábola. 

No entanto, como a variável t
representa o instante em 
segundos é conveniente 

 dá apenas uma parte da parábola 
conforme observamos no 

gráfico ao lado. 

S(t)

Q

P

0 1

12,5

30

2 t

Lembram quando determinamos
 a velocidade média do móvel no 

intervalo de tempo [1,2]? Pois 
bem, isso é equivalente 

a determinarmos a inclinação 
 da reta secante que passa 

pelos pontos P(1; 12,5) e Q(2, 30).
mPQ

Como assim 
professor? Não entendi

 muito bem.
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t

S(1)

S(2)

P

Q

}
t

S(t)

0 t

S(2) - S(1) =   S

t t t

A partir do gráfico podemos
 formar o triângulo retângulo cuja 
hipotenusa é o segmento PQ e os

 catetos oposto e adjacente
 ao ângulo   são

Logo, tg  =                  

isto significa que a velocidade 
média no intervalo [1,2] é a 

= vm

mesma coisa que a inclinação da
reta secante que 

passa pelos pontos P e Q e 
conforme já calculamos nessa 

aula v  = 17,5 = m  PQm

Agora ficou 
claro, professor.

Muito bem! O mais importante 
vem agora. Vocês lembram que 
após calcularmos a velocidade 

média no intervalo [1,2] 
decidimos calcular a velocidade média 

para intervalos cada vez menores?

Pois bem! Outro detalhe importante
 foi que congelamos o instante 

t = 1, mantendo fixo o ponto P(1; 12,5). 
Contudo, para deixar os intervalos 
de tempo cada vez menores tivemos 

que fazer os extremos do intervalo [1,2]
colapsarem. Para isso tornamos o 
ponto Q móvel e o aproximamos 

cada vez mais de P.
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Lembram dos valores que 
encontramos na tabela para 

velocidades médias em 
intervalos de tempo cada 

vez mais curtos?

Isso mesmo! E eu havia 
argumentado que nossa expectativa

 era que exatamente no instante t = 1 a 
velocidade seria 15 m/s, visto 

que, esse é o valor limite das velocidades
 fica cada vez mais 

próximo de zero. 

Ótima observação! 
Na verdade, quando resolvemos 
o problema da tangente, também

 estamos resolvendo o problema da 
velocidade instantânea. 
Se trata da mesma ideia.

Sim, vimos inclusive que 
aqueles valores estavam se 

aproximando cada vez mais de 
15 m/s, não foi?

Muito interessante! Lembrei de
 uma aula da disciplina eletiva

 Investigando Processos Infinitos 
ainda no Ensino Médio quando 
estudei o problema da tangente. 

Achei muito parecido.

S(t)

0 1

12,5

30

2 t

P

Q

Q

Q

Além do mais, quando os
 pontos P e Q estiverem tão

 próximos um do outro quanto 
for possível percebemos que 
a velocidade quando t = 1 é o

valor limite das velocidades 
médias quando cada instante

 do intervalo [1,2] aproxima-se 
de 1, o que nos dá a inclinação da
 reta tangente à curva que passa 

pelo ponto P, como vemos no 
gráfico ao lado.
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Então é isso pessoal, por hora
 encerramos nossas aulas. Hoje aprendemos

 sobre o problema da velocidade instantânea,
 um problema bastante interessante e 
que nos possibilita investigar várias 

aplicações em nosso cotidiano.

Nem me fale, muitas
 aplicações mesmo, 
inclusive de multas.
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Esta história em quadrinhos foi criada com o intuito de 
divulgar a Matemática. Além do mais, por meio dessa 
importante ferramenta didática visamos proporcionar aos 
educandos uma aprendizagem lúdica e significativa 
acerca de temas abordados na disciplina eletiva Investi-
gando Processos Infinitos.





Nesta história em quadrinhos estuda-
remos o problema da área.
O enredo apresentado foi elaborado 
com o intuito de investigar o cálculo 
de certas áreas por meio de decompo-

personagens e acontecimentos da 
História da Matemática.

“Às vezes não acertamos 
com medo de errar e 

erramos com medo de 
acertar. ”

(Arquimedes)





Os primeiros problemas 
da história do Cálculo 
tratavam de investigar 
certas áreas, volumes

 e comprimentos.

Na Grécia antiga um 
contemporâneo de Sócrates 
chamado Antífon, o Sofista
 (c. 430 a.C.), realizou uma

 importante contribuição para 
o problema da quadratura 

do círculo...
 Professor, o que 
significa quadrar 

o círculo?

7
______________
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A quadratura do 
círculo é o processo

 pelo qual se reduz um 
círculo a um quadrado

 de mesma área. Hum!

Segundo relatos históricos, o 
Sofista argumentava que ao 

realizar sucessivas duplicações
 do número de lados de um polígono

 regular inscrito num círculo, 
a diferença entre a área do 

círculo e a área desse polígono 
seria “ao fim” esgotada.

n = 3 n = 6 n = 12

...

8



Método da 
Exaustão?

E já que podemos construir
 um quadrado de área igual a de 
qualquer polígono, a quadratura 

do círculo seria possível.
Professor, o processo 
idealizado por Ántifon 

em algum momento
 esgotará a área do círculo?

Curiosamente, nessa época, as ideias de 
Antífon foram alvo de críticas embasadas
 no argumento de uma grandeza se dividir

 indefinidamente, isto é, os lados do 
polígono regular inscrito no círculo 

estavam sempre se duplicando e desse
 modo, jamais a área do círculo se esgotaria.

Apesar desse contraponto, 
os visionários argumentos 

de Antífon continham 
traços do Método da 

Exaustão, creditado a Eudoxo
 de Cnido (c. 370 a.C).
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O Método da Exaustão foi uma ferramenta mate-
mática utilizada pelos antigos gregos para evitar 

apontam que no passado os gregos demonstra-
-
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A e B
colocamos sobre a parábola o ponto C de modo tal que a reta que tangencia a 
parábola neste ponto seja paralela a reta que passa pelos pontos A e B
vamos inserir os pontos F G e H
segmentos AB, AC e CB D e E de modo tal 

A e C e C e B.

Com esses pontos podemos determinar os triângu-
los  e 

Usando seus conhecimentos geométricos sobre a 

bastante interessante...

Interessante! Uma área limitada por uma região curva.
 Qual técnica ele utilizou?
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que a área sob o arco de parábola poderá ser obtida por meio da 
expressão

4

=

1 1
4

1
4

1
4

4

4
3

...

*....

.

)(
4 4
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ACB já fosse uma boa aproximação para a área

chendo os espaços vazios com novos triângulos seguindo os mesmos crité-
rios utilizados na construção do triângulo inicial.

adequadamente o triângulo que nos dá a primeira aproximação para a

área sob o arco de parábola e utilizar a fórmula 

s T s é a área sob o arco 

T é a área do triângulo escolhido 
inicialmente.

4
3
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Após analisar uma possível 
solução para este problema

 talvez tenhamos a falsa impressão
que o problema não é tão 
complexo quanto parecia 

inicialmente.

A verdade é que visualizar a 
solução da forma que Arquimedes

 idealizou exige um toque de 
genialidade. Afinal, lidar com um 
processo que não tem fim dadas

 as limitações matemáticas 
impostas em sua época não era

 uma tarefa fácil.

Lembram do problema
 da quadratura do círculo

 que comentamos no
 início da aula?
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Arquimedes também 
provou um interessante
 resultado envolvendo a

 área do círculo...

“... a área do círculo é igual
 a de um triângulo que tem
 por base a circunferência 

desse círculo e altura 
igual ao raio ...”

17



em um grande número de setores circulares. Organizando esses 

calcular a área A

Como sabemos a medida da base é igual a 2 r e a altura mede r. 

Existem outras maneiras de pensarmos
na obtenção de uma fórmula fechada 

fato curioso é que todas elas nos levam a

semelhante ao de 

base x altura
2

2 r rr
2
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Outra maneira de visualizar
 a ideia de Arquimedes é reorganizar
 os setores circulares de uma forma
 diferente. Ao invés de enfileirarmos
 os setores lado a lado poderíamos
dividir inicialmente o círculo em 
dois semicírculos e repartir cada 

um desses semicírculos em um 
grande número de setores.

Em seguida, podemos encaixá-los,
 conforme observamos nas imagens. 
Note que, à medida que o número n
de setores aumenta indefinidamente,

 isto é, n   
 aproxima cada vez mais de um

 retângulo cuja base possui medida 
, ou seja, igual ao semiperímetro

 do círculo e sua altura medida igual 
ao raio r do círculo.

base x altura

= r
= r

r

Como a área de um retângulo é dada pelo produto das medidas de 
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Outra ideia interessante para
 a área do círculo foi comentada 

por Johann Kepler. Ele considerava 
um círculo como um polígono
 regular de infinitos de lados. 

Como sabemos, podemos dividir um 
polígono regular de n lados em n 

triângulos iguais. Desse modo, para um 
polígono de infinitos lados teríamos

 infinitos triângulos.

Muito interessante! Se o
 polígono regular possui infinitos
 lados, então teremos infinitos 
triângulos idênticos formando

 este polígono.

Nossa! Que ideia 
incrível! Arquimedes

 era genial!
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bn  h
2

b  + b  + b  + ... + bn + ... = 2 r

 = b  + b  + b  + ... + bn + ...

... ...
2

rb

2
r

2
rb

2
rb

2
rbn

expressão      An é a área do n-ésimo triân-

gulo cuja base mede bn e altura h = r.

An = 
.

2 r r2
r

Johann Kepler (1571 - 1630).



Sem dúvidas, essa é uma forma
 muito interessante de visualizar 

a fórmula fechada para 
calcular a área do círculo.

Que ótimo! Esse último 
resultado encerra a 

nossa aula de hoje turma.
 Até a próxima!

Realmente, professor! 
E pela primeira vez eu 

compreendi esse resultado.



 Galera, não sei 
vocês... mas, eu 

estou com 
muita fome.

Ótima ideia! Abriu uma
 pizzaria nova aqui 

perto da Universidade, 
vamos lá?

Vejam o nome 
da Pizzaria!

E eles também 
servem pizzas em

 formato retangular.

Bom, depois das aulas de hoje
 o nome dessa Pizzaria faz todo

 sentido para mim! Além do 
mais, com a fome que eu 

estou podem trazer infinitas
 fatias de pizzas.

Demorou! Partiu!

Eu também! Bem que 
uma pizza cairia bem 

agora, o que vocês
 acham?
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QUEBRA-CABEÇA DE SETORES

OBJETIVO DO JOGO
Reorganizar os setores de cada círculo para formar “retângulos” 
e observar como a área desses “retângulos” se relacionam com a 
área do círculo;

MATERIAIS NECESSÁRIOS
   Círculos formados por diferentes números de setores (utiliza-

mos em nosso jogo 8 círculos formados por 4, 6, 8, 10, 12, 24, 36 e 
48 setores);

  Área de trabalho para montagem dos retângulos (sugestões: 
bancada, mesas ou tapete).

COMO O MATERIAL DO JOGO
FOI CONFECCIONADO?

Com o auxílio do software GeoGebra dividimos alguns círcu-
los em setores circulares. Para facilitar a visualização de possíveis 
padrões e tornar o material mais dinâmico construímos oito 

tamanho e diferem entre si apenas pelo seu número de setores. 

deixar o material mais lúdico transformamos círculos de 2n
setores em pizzas de 2n fatias;

chapas de MDF adesivado de dimensões 21 cm x 21cm e 3 mm 
-



REGRAS DO JOGO

1. MOMENTO DE PREPARAÇÃO

dos círculos correspondentes;

2. JOGANDO
A equipe se divide em pequenos grupos e escolhem uma 

Os jogadores se reúnem na área de trabalho e iniciam o jogo 
montando círculos com os setores disponibilizados em cada 

Após a montagem de todos os círculos ser realizada, os joga-
dores começam a reagrupar os setores de cada círculo para 

retângulo;
Os jogadores devem se preocupar em construir um retângu-

lo perfeito, onde todos os setores se encaixem sem sobras ou 
espaços vazios;

os outros para encontrar a melhor forma de organizar os setores.

OBSERVAÇÕES E DISCUSSÕES
Enquanto os jogadores reorganizam os setores, o professor 

pode participar incentivando discussões sobre a relação existen-
te entre o número de setores e a construção de um retângulo 
ideal;

-
da pelos setores reagrupados se aproxima da área de um retân-
gulo ideal à medida que mais setores são adicionados.

REFLEXÕES
Após terminarem de organizar todos os “retângulos”, os jogado-
res devem discutir suas observações e tentar encontrar padrões 

-
nar uma fórmula fechada para a área do círculo.



A equipe deve registrar suas observações e conclusões sobre os 
resultados encontrados de forma oral ou escrita. Em seguida, o 
professor deve conduzir uma discussão em grupo para compar-
tilhar as descobertas de cada jogador, analisar as observações 

fórmula fechada A = r².

-
ção de certos padrões. Nesse sentido, o professor atua como 
mediador e facilitador instigando os educandos com questiona-
mentos e orientações que os ajudarão a enxergar detalhes que 
podem passar despercebidos.

n

retângulo perfeito cujas medidas da base e altura são, respecti-
vamente, r e r -
das e encontraremos a fórmula fechada A = r², como quería-
mos.

CONCLUSÃO



O que você achou do Quebra-cabeça 
de setores? Gostaria de utilizá-lo em 
suas aulas?

Muito bem! A seguir, disponibilizamos 
um material que poderá ser utilizado 

-
gurações utilizadas no jogo.

Esperamos que esse jogo possa tornar 
a aula deste conteúdo mais dinâmica 
e divertida.

Boa aula!


















