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Um monge descabelado me disse no caminho: “Eu queria
construir uma ruina. Embora eu saiba que ruina é uma
desconstrugdo. Minha ideia era de fazer alguma coisa ao
jeito de tapera. Alguma coisa que servisse para abrigar o
abandono, como as taperas abrigam. Porque o abandono
pode ndo ser apenas de um homem debaixo da ponte, mas
pode ser também de um gato no beco ou de uma crianga
presa num cubiculo. O abandono pode ser também de
uma expressdo que tenha entrado para o arcaico ou
mesmo de uma palavra. Uma palavra que esteja sem
ninguém dentro.(O olho do monge estava perto de ser
um canto.) Continuou: digamos a palavra AMOR. A
palavra amor estd quase vazia. Ndo tem gente dentro
dela. Queria construir uma ruina para a palavra amor.
Talvez ela renascesse das ruinas, como o lirio pode nascer

de um monturo”. E o monge se calou descabelado.

(Manoel de Barros, Ruina)






RESUMO

O presente trabalho consiste em uma proposta de ensino de geometria analitica
plana para o segundo ano do Ensino Médio tendo como embasamento didético-teérico
as ideias de jogos de linguagem e semelhancas de familia de Wittgenstein. Este
material desenvolve a matematica com o rigor que lhe é proprio, além de apresentar
propostas de jogos normativos de linguagem para que o estudante possa construir sua
prépria cultura e conhecimento matematico. Da localizacdo de pontos em um plano
cartesiano ortogonal as conicas, passando por retas, circunferéncias e suas equacgoes,
tudo é recheado de outros conteudos ja estudados em séries anteriores. Como, de
certo modo, tornou-se um memorial de nossos 43 anos do exercicio continuo do
magistério na Educacdo Basica, hd apéndices desenvolvidos para apoio ao professor,
nos quais apresentamos os axiomas de Hilbert para a geometria plana e uma construcio
detalhada dos ntumeros reais via cortes de Dedekind. Através das semelhancas de
familias, buscamos explicitar uma pratica cotidiana de sala de aula, correlacionando
vdarios conteudos da matemdtica com o intuito de facilitar a nova aprendizagem, pois
acreditamos que o vinculo com o conhecimento passado favorece a assimilacdo do

novo.

Palavras-chave: geometria analitica plana; jogos normativos de linguagem; seme-

lhancas de familia; Wittgenstein; reta; circunferéncia; conicas; cortes de Dedekind.






ABSTRACT

This work presents a proposal for teaching analytic geometry to second-year high
school students, grounded in Wittgenstein’s didactic-theoretical concepts of language
games and family resemblances. The material develops mathematics with its own rigor,
while also introducing proposals for normative language games that enable students
to construct their own mathematical culture and knowledge. From locating points on
the Cartesian plane to the study of conics, including lines, circles, and their equations,
the approach is richly filled with concepts already studied in previous grades. As it
has, in a sense, become a memorial to our 43 years of continuous teaching in basic
education, the work also includes appendices designed to support teachers, in which
we present Hilbert’s axioms for plane geometry and a detailed construction of the real
numbers through Dedekind cuts. By means of family resemblances, we seek to explain
everyday classroom practices, correlating diverse mathematical contents with the aim
of facilitating new learning, since we believe that connecting past knowledge with new

concepts fosters deeper assimilation.

Keywords: plane analytic geometry; normative language games; family resem-

blances; Wittgenstein; straight line; circle, conics; Dedekind cuts.
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INTRODUCAO

Nosso trabalho consiste em uma proposta de ensino de geometria analitica plana
para o Ensino Médio baseada no conceito wittgensteiniano de jogos de linguagem. A
ideia basica é tratar cada contetido como sendo um jogo normativo de linguagem e
interligar esses contetidos através da nocdo de semelhangas de familia, também presente

na obra de Wittgenstein.

Acreditamos que a concep¢do da matematica como um corpo de conhecimento
natural, que deve ser descoberto pelos alunos, é equivocada e tem levado a frustragoes
e desencantos. Ha uma ldogica perversa nesse naturalismo: “se é natural aprender

matematica e eu ndo consigo, entdo sou um ser incapaz, inferior”.

Os piagetianos, por exemplo, entendem que a construc¢do do conhecimento matema-
tico se d4 de forma orgénica, em estagios pré-estabelecidos e, obviamente, através da
interacdo social, pois o aluno seria capaz de confrontar seus conhecimentos (obtidos
pela abstracao reflexiva) com novas situagoes, provocando um desequilibrio entre assi-
milacdo e acomodacdo (a dupla piagetiana que explica a construcdo do conhecimento

cognitivo), seguido de um reequilibrio que levaria a um nivel cognitivo superior. [12]

Nesse diapasao, a linguagem seria posterior ao conceito, e nao o seu constitutivo, ca-
bendo, aqui, o grande questionamento wittgensteiniano: como € possivel a constituicdo

de um conceito sem linguagem, como pretendem os piagetianos?

Temos um problema real de nao aprendizagem que €, a nosso ver, em parte provocado
por essa crenca em uma matemadtica “pré-existente”, agravado por propostas que

entendem que o professor deva ser um mero mediador entre o aluno e essa matematica.

Este trabalho propde que os conceitos matematicos sejam constituidos através de
jogos normativos de linguagem, de maneira dialética, apoiando-se no “jogar o jogo”,
tendo o professor o papel de interferir ao enunciar e explicar as regras e os procedimen-

tos.

A ideia de se conceber a matematica como “as matematicas”, isto é, como jogos
normativos de linguagem, vem tomando corpo, nos ultimos anos, nas pesquisas em

Educacdo Matematica, seja no Brasil, seja no exterior. O pioneirismo dessa abordagem
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¢ atribuido ao Prof. Dr. Antonio Miguel e ao grupo de pesquisa que lidera, o grupo
Phala, “referéncia académica quando o assunto sdo as relacoes entre Historia, Filosofia

e Educacdo Matemadtica” [3].

Enfatizamos que nao estamos, de modo algum, propondo volver a escola autoritdria,
tradicional, em que o aluno apenas escuta, decora e devolve a decoreba. Pelo contrério,
nossa proposta tem como nucleo principal a agdo do aluno, a ndo passividade, o “jogar
0 jogo”. Atacaremos o problema propondo uma abordagem em que a aula expositiva
dialogada retoma seu papel na transmissao inicial das pecas do jogo e de suas regras.
Os conceitos matemadticos irdo se constituir dialeticamente pelo uso normativo da

linguagem por parte dos alunos, ou seja, “jogando o jogo”.

Acreditamos também que, para que esta proposta seja implementada com éxito, é
necessario respaldar o professor com informacgdes tedricas que extrapolem o minimo
necessario para o desenvolvimento das atividades. Nesse sentido, concebemos alguns
apéndices recheados de “teoria matemadtica”, cujo objetivo é suprir eventuais lacunas

na formacdo do docente.

A escolha de apresentar contetidos de geometria analitica sob a forma de jogos
normativos de linguagem se deu, em parte, por preferéncias pessoais inexplicaveis,
pertencentes ao mundo da metafisica. De outra parte, pesa a negligéncia com que tais
tépicos tém sido tratado nos manuais e livros escolares e o fato deste assunto ser capaz

de funcionar como ponto de convergéncia de varias semelhancas de familia.

Claro que aquilo que nos toca a alma estd intimamente ligado as nossas vivéncias e
lembrancas. Permitimo-nos entdo, de certo modo, esmiucar um pouco essas inexpli-
caveis razdes, buscando na memoria a primeira vez em que ouvimos falar de “lugar
geométrico”. Fra entdo 1972, na antiga 52 série (hoje, 6° ano). Tinhamos aula de
desenho e fomos apresentados a ideia de circunferéncia como lugar geométrico dos
pontos do plano que sdo equidistantes a um ponto dado. Lembramo-nos bem de ficar
imaginando “onde” ficava esse lugar em que estavam as circunferéncias. Durante anos
essa duvida me perseguiu, e s6 no segundo grau (hoje, Ensino Médio) entendi que era
no plano. A geometria sempre exerceu sobre mim um grande fascinio — assim como as
equacdes. Na 62 série (hoje, 7° ano), época em tivemos nosso primeiro contato com
equacoes através do livro de Orlando A. Zambuzzi, “Matematica com Estudo Dirigido:
62 série - 1° grau”, a professora colocava musica cldssica para tocar enquanto faziamos
exercicios. De algum modo, as semelhancas de familia juntaram uma coisa com outra:

geometria e equacoes.
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Esta dissertacdo esta dividida em seis capitulos e dois apéndices.

O Capitulo 1 estabelece a fundamentacao tedrica de nosso trabalho, explicitando
as nocoes de jogos de linguagem e semelhancas de familia de Wittgenstein, além de
fornecer as bases para relaciona-las com os contetidos, competéncias e habilidades

previstos pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

No Capitulo 2 introduzimos a noc¢éo de coordenada na reta e aproveitamos o ensejo
para praticar, com os alunos, algumas construcoes envolvendo régua e compasso no
contexto de localizacdo de pontos em um eixo coordenado. Também encontramos
espaco para falar sobre a razdo durea, relembrando o algoritmo para calcular a raiz
quadrada de um numero positivo e criando uma oportunidade para introduzir aos

alunos a prova por indugéo.

No Capitulo 3 damos inicio ao estudo da geometria analitica plana, mostrando como
localizar pontos em um plano munido de um sistema de eixos ortogonais e calcular o
ponto médio de um segmento de reta, bem como o seu comprimento. Também nos
aventuramos no conceito de lugar geométrico, usando-o para obter equacoes de retas e

de circunferéncias.

Aprofundamos o estudo das retas no Capitulo 4 com o conceito de declividade, que
nos permite estudar, entre outras coisas, as condi¢oes de paralelismo e perpendicula-
rismo entre retas. Abordamos também a translagdo de eixos coordenados e a distancia
entre ponto e reta, finalizando com o cdlculo da area de um tridngulo a partir das

coordenadas de seus vértices.

O estudo das circunferéncias, por sua vez, é aprofundado no Capitulo 5 com a
resolucdo de alguns problemas classicos e a obtencao de uma equacao da circunferéncia
que passa por trés pontos nio colineares dados utilizando determinantes. Como
consequéncia da demonstragdo, obtivemos uma caracterizacdo geométrica do resultado
apresentado, até entdo desconhecida para nds, e ilustrada em uma animacdo do
GeoGebra.

No Capitulo 6 fazemos uma breve visita as conicas, estudando a parabola, a elipse e
a hipérbole. Por fim, passamos pela rotacdo de eixos coordenados com a finalidade de

estabelecer um critério para identificacdo da conica a partir de sua equacao geral.

Destacamos que a tltima se¢do de cada capitulo elenca as competéncias e habilidades
14 trabalhadas, para beneficio do professor que deseje utilizar este material em seus

cursos.
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Ainda pensando em apoiar o professor, apresentamos no Apéndice A os axiomas de
Hilbert que fundamentam a geometria plana. Por fim, fazemos no Apéndice B uma

construcao detalhada dos nimeros reais via cortes de Dedekind.
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FUNDAMENTAGCAO TEORICA

O presente capitulo tem por escopo apresentar a fundamentacao tedrica de nosso
trabalho, ou seja, explicitar as no¢des de jogos de linguagem e semelhancas de familia
formuladas por Ludwig Wittgenstein, assim como estabelecer as bases para relaciona-lo
com os conteudos, competéncias e habilidades previstos pela Base Nacional Comum
Curricular (BNCC).!

1.1 BREVES PALAVRAS SOBRE LUDWIG WITTGENSTEIN E SEU LEGADO

Nascido em Viena, Austria, em 26 de abril de 1889, Ludwig Wittgenstein inicialmente
dedicou-se a pesquisas na area da aerondutica, tendo projetado um motor acionado
a jato e um propulsor. Mais tarde, sob a influéncia e orientacdo de Bertrand Russell,

passou a dedicar-se ao estudo da ldgica. [25]

Em 1921 publicou sua primeira principal obra, o Tractatus Logico-Philosophicus, que
teve grande influéncia no chamado Circulo de Viena e cuja filosofia ficou conhecida
como Positivismo Légico. O Circulo de Viena era composto por estudiosos que buscavam
resolver problemas ligados aos fundamentos da ciéncia e teve entre seus frequentadores

ocasionais Kurt Godel e Alfred Tarski.

Apés a publicacdo do Tractatus, abandonou a filosofia por quase dez anos e, nesse pe-
riodo, trabalhou como professor de uma escola primdria rural na Austria. Retomou seus
escritos por volta de 1929, escrevendo continuamente até a sua morte, em 1951. Nada

mais publicou em vida. Contudo, ap6s sua morte, tudo que escrevera foi publicado.

Sugerimos que o leitor interessado em aprofundar no assunto deste capitulo consulte [5], [18], [25], [26]
e [23].
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Os comentadores costumam dividir a filosofia de Wittgenstein em duas: uma referida
como a filosofia do Tractatus e a outra como a filosofia tardia das Investigacées Filosdficas,

sua segunda principal obra, publicada postumamente em 1953. [5]

Os quatro principais temas discutidos no Tractatus sdo: (a) realidade; (b) pensa-
mento e linguagem; (c) légica e andlise de proposi¢oes complexas em proposicoes
elementares; (d) os limites do que pode ser expresso na linguagem. Apesar de tentador,
ndo discutiremos os méritos desses temas, limitando-nos a enumera-los, especialmente
porque nosso trabalho se fundamenta na segunda fase de Wittgenstein: é na sua obra

tardia que Wittgenstein apresenta os chamados jogos de linguagem.

1.2 0S JOGOS DE LINGUAGEM DE WITTGENSTEIN

A primeira edicdo das Investigagbes Filosdficas consiste de duas partes: a primeira
¢ composta de aforismos numerados de 1 a 693 e a segunda é dividida em quatorze
secdes, nas quais Wittgenstein analisa detalhadamente o significado da palavra, ou seja,

o resultado de seu uso.

Para entendermos o que sdo jogos de linguagem, devemos considerar que, em sua
obra tardia, Wittgenstein ndo mais acredita em uma linguagem apenas representativa
do mundo, que € posterior ao conhecimento da razao (isto €, “primeiro conheco e depois
nomeio”). Para ele, a linguagem nédo brota da realidade, ou seja, ndo é a realidade
que gera a linguagem, mas o uso da linguagem que determina o modo como vemos e

conhecemos a realidade.

Portanto, segundo Wittgenstein, a linguagem néo busca seu fundamento fora de si
mesma, em algo preexistente, seja real ou ideal. O fundamento da linguagem esta

posto em suas regras e praticas.

Nas Investigagoes Filosdficas, “linguagem e mundo se unem pragmaticamente, ela ndo
mais representa o mundo, mas faz parte de sua constituicdo e se adéqua ao contexto de

vivéncia de acordo com o uso que se faz dela”. [22]

Em outras palavras, sem uso ndo hd linguagem, pois € o uso que da vida a linguagem,
que a torna significativa. [26] E o uso da linguagem tem carater normativo, ndo univer-

sal, dependente de formas de vida.> Assim, ha varios usos, e nfio o uso. A linguagem vai

Esta locucéo é tradicional na filosofia germanica, apresentando acepcdes distintas. Nao cabe aqui uma
andlise mais aprofundada de cada uma delas. Assim, por todas, adotaremos que “forma(s) de vida

expressa o consenso implicito dos usudrios da linguagem quanto a praticas, comportamentos, valores,
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se constituindo, dialeticamente, pelo seu uso, que por sua vez € dependente das formas

de vida.

Pensemos, por exemplo, na palavra “raiz”. Ela pode significar, se usada em botanica,
um 6rgao vegetal com funcOes especificas. Se usada em matematica, terda mais que um
significado: pode ser a raiz quadrada de um ntimero, pode ser o niimero que substituido
na varidvel torna o polinémio igual a zero, e, graficamente, o valor da abscissa quando
o grafico intersecta o eixo x. O que da vida a palavra “raiz” é seu uso, e esse uso é
normativamente determinado. Assim, para um aluno constituir o conceito de “raiz”,

terd que conhecer quais regras deverd seguir e, depois, segui-las.

Fazendo uma analogia aos jogos de tabuleiro, que tém regras que regulam suas
jogadas, Wittgenstein concebeu a ideia de que a linguagem e seus varios usos sdo “jogos
de linguagem” — munidos de regras e que sdo “jogados” obedecendo-as. Em outras
palavras, sdo sistemas constituidos por suas regras e suas praticas, que nao possuem
uma esséncia natural ou superior pré-estabelecida, ja que aceitar tal premissa levaria a

filosofia ou qualquer outra ciéncia para o campo da metafisica.

No §23 de [25], Wittgenstein afirma in verbis:

“Quantas espécies de frases existem? Afirmacdo, pergunta e comando, tal-
vez? H4 inumeras espécies diferentes de emprego daquilo que chamamos de
‘signo’, ‘palavras’, ‘frases’. E essa pluralidade nao é nada fixo, um dado para
sempre; mas novos tipos de linguagem, novos jogos de linguagem, que po-
deriamos dizer, nascem e outros envelhecem e sdo esquecidos (uma imagem
aproximada disto pode nos dar as modificacoes da matematica). O termo
“jogo de linguagem” deve aqui salientar que o falar da linguagem é uma
parte de uma atividade ou de uma forma de vida. Imagine a multiplicidade

de jogos de linguagem por meio destes exemplos e outros:

* Comandar, e agir segundo comandos.
* Descrever um objeto segundo uma descricdo (desenho).

* Relatar um acontecimento.

tradi¢des, visdes de mundo, cultura, institui¢oes, concepcdes éticas e politicas e todos os demais aspectos
comunitdrios subjacentes na producéo de significados. Esse acordo técito esta pressuposto na linguagem.”
Portanto, “certo e errado é o que os homens dizem; e os homens estdo concordes na linguagem. Isto néo é

uma concordancia de opinides, mas da forma de vida”. [25]
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* Apresentar os resultados de um experimento por meio de tabelas e

diagramas.
e Inventar uma histdria, ler.
* Representar teatro.
* Cantar uma cantiga de roda.
* Resolver enigmas.
* Fazer uma anedota; contar.
* Resolver um exemplo de célculo aplicado.
* Traduzir de uma lingua para outra.

* Pedir, agradecer, maldizer, saudar, orar.

E interessante comparar a multiplicidade das ferramentas de linguagem e
seus modos de emprego, a multiplicidade das espécies de palavras e frases

com aquilo que os légicos disseram sobre a estrutura da linguagem.”

Assim, Wittgenstein concebeu, em particular, a matematica como um conjunto de
jogos de linguagem, que chamaremos de jogos de linguagem matemdticos. Podemos,
entdo, dizer, ingenuamente, que um jogo de linguagem matematico consiste em um
conjunto de regras de procedimento, elaboradas de forma nao contraditdria, por deter-
minada forma de vida, sobre objetos matematicos nomeados, regras essas que serdo
executadas, ou seja, usadas dialeticamente, tudo com o escopo de levar a resultados

esperados.

Notemos que, na tentativa de definir jogo de linguagem matematico, acabamos por
usar jogos de linguagem mais rudimentares, como enunciar regras nao contraditdrias
e nomear objetos. Isso poderia parecer um erro de l6gica, mas, na realidade, apenas

enfatiza o carater de que a linguagem € constitutiva de si mesma.

Como bem exemplifica Antonio Miguel em [3]:

“O que é um jogo normativo de linguagem? E um jogo cujo propdsito ja é
predefinido — quer dizer, se eu quero atingir um certo objetivo, entdo eu
tento criar um novo ou repetir um algoritmo ja existente que me permita
atingir aquele objetivo inequivocamente, e isto ndo quer dizer univoca-
mente. Por exemplo, se vocé olhar para o CEP, isto é, para o codigo de

enderecamento postal de uma carta, o que ele significa? E um jogo de
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linguagem ao qual tenho que atribuir um significado. O CEP é algo que
tem uma significacdo inequivoca para uma comunidade, certo? Entdo, o
que ele significa? Para que é que serve aquele ntimero que estd 14? Sera
que eu posso ler aquele nimero como eu leio, por exemplo, um nimero
escrito com base nas regras do sistema de numeracdo decimal? Nao, é
claro! Se eu for tentar transpor as regras do sistema de numeracdo decimal
para dar significado ao nimero do CEP, eu ndo vou conseguir significa-lo
corretamente. Para o que é que serve o CEP? Na verdade, o CEP é uma
pratica de orientacdo espacial, ndo tem nada a ver nem com aritmética
e nem com geometria no sentido usual. Mas, ao significar corretamente
aquele ntiimero, eu consigo fazer uma carta chegar inequivocamente ao

lugar onde ela tem que chegar, ou seja, ao seu destinatario.”

Usando a mesma analogia de Wittgenstein com jogos de tabuleiro, é importante deixar
claro para o aluno, desde o inicio, quais sdo as pegas do jogo, quais as fun¢des que cada
peca tem no jogo, quais as regras para que executem essas funcoes e, principalmente,
que jogo se aprende jogando segundo essas regras — destacando que “jogo”, aqui, é
“jogo em ac¢do”, ou seja, o processo de ensino-aprendizagem depende de uma postura

ativa (interativa) do aluno.

1.3 A NOGCAO DE SEMELHANCAS DE FAMI{LIA

Segundo Wittgenstein, cada jogo de linguagem tem suas regras e é completo em si
mesmo, e dois jogos de linguagem néo sdo equivalentes entre si, nem se reduzem um

ao outro, apenas apresentam parentescos:

“Aqui encontramos a grande questao que estd por tras de todas essas conside-
ragoes. Pois poderiam objetar-me: ‘Vocé simplifica tudo! Vocé fala de todas
as espécies de jogos de linguagem possiveis, mas em nenhum momento disse
o que € o essencial do jogo de linguagem, e portanto da prépria linguagem.
O que é comum a todos esses processos e os torna linguagem ou partes
da linguagem. Vocé se dispensa pois justamente da parte da investigacdo
que outrora lhe proporcionara as maiores dores de cabeca, a saber, aquela

concernente a forma geral da proposi¢do e da linguagem’.

E isso é verdade. — Em vez de indicar algo que é comum a tudo aquilo

que chamamos de linguagem, digo que ndo ha uma coisa comum a esses
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xadrez, receberiamos como resposta que seu significado € a totalidade das regras que
valem para ele, o que significa que ndo ha uma esséncia do “ser pedo”, que nao ha, por

assim dizer, um “peanismo”. De maneira similar, poderiamos dizer que ndo hd uma

fenémenos, em virtude da qual empregamos para todos a mesma palavra,
— mas sim que estdo aparentados uns com os outros de muitos modos
diferentes. E por causa desse parentesco ou desses parentescos, chamamo-
los todos de ‘linguagens’.” (IF65) [25]

Wittgenstein continua:

“Nao posso caracterizar melhor essas semelhancas do que com a expressao
‘semelhancas de familia’; pois assim se envolvem e se cruzam as diferentes
semelhancas que existem entre os membros de uma familia: estatura, tracos
fisionémicos, cor dos olhos, o andar, o temperamento etc., etc. — E digo:

os ‘jogos’ formam uma familia.” (IF67) [25]

Se pudéssemos, por exemplo, perguntar a Wittgenstein o que € o pedo no jogo de

esséncia do ser nimero, ndo ha um “numerismo”.

(via classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy, cortes de Dedekind ou decimais
infinitos) como um jogo de linguagem matematico, que se interligam por semelhancas
de familia. Cada qual tem suas regras, mas todos tém uma finalidade comum: construir

um corpo ordenado completo.® Essas construcdes nio sio iguais, mas tém semelhancas

Wittgenstein continua:

“E do mesmo modo, as espécies de nimero, por exemplo, formam uma
familia. Por que chamamos algo de ‘numero’? Ora, talvez porque tenha um
parentesco — direto — com muitas coisas que até agora foram chamadas de
numero; e por isso, pode-se dizer, essa coisa adquire um parentesco indireto
com outras que chamamos também assim. E estendemos nosso conceito de
nimero do mesmo modo que para tecer um fio torcemos fibra com fibra.
E a robustez do fio ndo estd no fato de que uma fibra o percorre em toda
sua longitude, mas sim em que muitas fibras estdo tracadas umas com as
outras.” (IF67) [25]

Por exemplo, podemos pensar em cada uma das construcdes dos nimeros reais

3 Note que o significado de niimero real, como elemento de um corpo ordenado completo, € constituido

pela totalidade das regras que valem para ele.
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de familia, isto é, sdo isomorfas — e isso em um contexto de uma determinada forma

de vida, qual seja, dos matematicos profissionais, da academia.

1.4 0O USO DOS JOGOS DE LINGUAGEM MATEMATICOS NO ENSINO DA MATEMA-
TICA

Ao apresentar nossa proposta de ensino de geometria analitica plana para o Ensino
Médio nos alinharemos ao pensamento de Wittgenstein considerando “a matematica
como um conjunto de jogos normativos de linguagem cujo propdsito ja é predefinido”.

[3]

Cada jogo de linguagem matematico é completo em si mesmo e tais jogos se relacio-
nam entre si através das semelhancas de familia, que serdo usadas como motivador do

processo de ensino-aprendizagem.

Em nossa concepcdo, a matematica ndo nasce da natureza, nem estd posta na
mente humana, desde algum momento magico, esperando para ser descoberta. Pelo
contrdrio: vemos a matemdtica como obra de criacdo de humanos, inseridos em um
mundo real, em um determinado modo de vida, em um determinado tempo, através do

estabelecimento de regras e praticas.

Vista dessa forma, a matematica ndo se limita a matematica feita pela academia, mas
reconhece igualmente, como matemadtica, a praticada por aqueles que vivem longe da
chamada “norma culta”. Assim, os jogos de linguagem matematicos democratizam a

matematica.

Por exemplo, o povo Xerente, que vive no Estado do Tocantins, usa um sistema de
contagem que vai de um até quatro. “E interessante notar que a forma de contar desse
povo é sempre feita aos pares, unindo os dedos das maos, conforme figura abaixo” (1.1)
e que “essa forma de contagem influencia diretamente na sua organizacdo social, pois

eles se organizam socialmente em pares, de dois em dois”. [18]

14

Smisi Ponkwané Mréprané Sikwaipsé

Figura 1.1: Sistema de contagem do povo Xerente. (Fonte: [18]).
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Isso nao significa, de forma alguma, que a escola deva deixar de ensinar a matematica
produzida por matematicos: apenas deve deixar de fingir que essa matematica € “a
matemadtica natural”, que deve ser descoberta através de um processo de construcao

espontaneo.

Sabemos, pela nossa pratica de mais de 40 anos de docéncia na Educacio Basica,
que os alunos tém preferéncias por certas disciplinas: alguns sdo apaixonados pela
matematica, outros nem tanto; ha também os que tém aversao a ela. Acreditamos que
parte dessa aversdo tem origem na crenga da existéncia dessa “matematica natural”,
posta no mundo, seja por um criador superior, seja pelas leis da natureza. E aqueles
que ndo conseguem construir, descobrir esse conhecimento matematico supostamente
oculto em todos os seres humanos e na natureza, acabam por se sentir inferiores, menos

inteligentes e, simplesmente, desistem de aprender matematica.

Esperamos que os jogos de linguagem matematicos facilitem o acesso, a manipulacdo
e 0 uso criativo, por parte dos alunos, dos diversos objetos do conhecimento matematico

e suas propriedades.

1.5 APOIANDO O ALUNO NA CONSTRUGCAO DO SEU MUNDO MATEMATICO

E importante salientar que é “jogando que se aprende a jogar”, ou seja, € por meio
das atividades que os alunos irdo construir o seu conhecimento matematico. Assim, ao

elaborar cada atividade, nos, professores, sempre devemos ter em mente:

(a) a importancia de explicitar, da maneira mais clara possivel, as regras a serem

seguidas;

(b) alembranca de que algumas dessas regras estdo ligadas a outras jd trabalhadas e a
relevancia de resgata-las (seja diretamente, seja dando oportunidade para que os

alunos o facam);

(c) a percepcdo de que a construcdo de conhecimento nédo se da de forma linear, mas

dialética, dai a grande importancia das semelhancas de familia e do “jogar o jogo”;

(d) que, como cada aluno constituira conceitos por meio do ato de “jogar o jogo”,
devemos acolhé-los em suas tentativas e esforcos, naturalizando o erro como parte

de qualquer processo dialético de aquisicdo de conhecimento.
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1.6 SOBRE A BNCC

Como nossa proposta visa a alunos e professores inseridos em um mundo real, nada
mais justo que tentemos adequé-la a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Assim,
tomaremos o cuidado de explicitar, em cada capitulo, quais competéncias e habilidades

serdo trabalhadas.

Embora nosso trabalho se destine ao segmento do Ensino Médio, é cedico que a
construcdo do conhecimento ndo se d4 de forma linear, de modo meramente cumulativo,
mas dialeticamente, com a construc¢éo e reconstrucdo dos conceitos. Assim, também
resgataremos algumas competéncias e habilidades previstas para o segmento do Ensino

Fundamental.

A atual BNCC divide a Educacdo Bésica em trés etapas — Educacdo Infantil, Ensino
Fundamental e Ensino Médio — e afirma que, em todas as etapas, os estudantes devem
ter assegurado “o desenvolvimento de dez competéncias gerais, que consubstanciam,
no ambito pedagdgico, os direitos de aprendizagem e desenvolvimento”, definindo
competéncia como “a mobilizacdo de conhecimentos (conceitos e procedimentos), ha-
bilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver
demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo
do trabalho”. [2]

Essas dez competéncias gerais, a partir de agora referidas por CGn, sdo listadas a

seguir:

CG1: Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo
fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar
aprendendo e colaborar para a constru¢do de uma sociedade justa, democratica e

inclusiva.

CG2: Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ciéncias,
incluindo a investigacdo, a reflexao, a andlise critica, a imaginacao e a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e resolver problemas e
criar solucoes (inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes

areas.

CG3: Valorizar e fruir as diversas manifestacOes artisticas e culturais, das locais as
mundiais, e também participar de prdticas diversificadas da producao artistico-

cultural.
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CG4: Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e
escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das lingua-
gens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacoes,
experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos

que levem ao entendimento mutuo.

CG5: Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunica-
¢do de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacoes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na

vida pessoal e coletiva.

CG6: Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de conhe-
cimentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relagdes préprias do
mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu

projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia critica e responsabilidade.

CG7: Argumentar com base em fatos, dados e informacoes confidveis, para formular,
negociar e defender ideias, pontos de vista e decisGes comuns que respeitem
e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o consumo
responsavel em ambito local, regional e global, com posicionamento ético em

relacdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

CG8: Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua satde fisica e emocional, compreendendo-
se na diversidade humana e reconhecendo suas emocoes e as dos outros, com

autocritica e capacidade para lidar com elas.

CG9: Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucao de conflitos e a cooperacdo, fazendo-
se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos humanos, com
acolhimento e valorizagdo da diversidade de individuos e de grupos sociais, seus
saberes, identidades, culturas e potencialidades, sem preconceitos de qualquer

natureza.

CG10: Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade,
resiliéncia e determinacdo, tomando decisbes com base em principios éticos,

democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.
O conhecimento a ser adquirido no Ensino Médio € dividido em quatro grandes areas:

1. drea de linguagens e suas tecnologias;

2. area de matematica e suas tecnologias;
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3. éarea de ciéncias da natureza e suas tecnologias;

4. drea de ciéncias humanas e sociais aplicadas.

Cada area de conhecimento tem competéncias especificas que explicitam como as
competéncias gerais da Educacdo Bdsica se expressam na drea e, “para assegurar o
desenvolvimento das competéncias especificas de area, a cada uma delas é relacionado
um conjunto de habilidades, que representa as aprendizagens essenciais a ser garantidas

no ambito da BNCC a todos os estudantes do Ensino Médio”. [2]

As cinco competéncias especificas da drea de matemadtica e suas tecnologias para o

Ensino Médio, a partir de agora referidas por CEMn, sdo listadas a seguir:

CEM1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar
situacOes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das
Ciéncias da Natureza e Humanas, das quest0es socioecondémicas ou tecnolégicas,

divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

CEM?2: Propor ou participar de acOes para investigar desafios do mundo contempo-
raneo e tomar decisbes €éticas e socialmente responsaveis, com base na analise
de problemas sociais, como os voltados a situacdes de saude, sustentabilidade,
das implicacbes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e

articulando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matematica.

CEM3: Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matemadticos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, anali-
sando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solucdes propostas, de

modo a construir argumentacdo consistente.

CEM4: Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representacdo matemadticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional

etc.), na busca de solucdo e comunicacdo de resultados de problemas.

CEMb5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e pro-
priedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de
padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstra¢do cada vez mais formal na validacdo das referidas

conjecturas.

Como usaremos, também, as competéncias e habilidades definidas pela BNCC para o
Ensino Fundamental, listamos abaixo as oito competéncias especificas para a area de

matematica e suas tecnologias, a partir de agora referidas por CEFn:
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CEF1: Reconhecer que a Matemadtica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, e € uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnolégicos e
para alicercar descobertas e construcdes, inclusive com impactos no mundo do

trabalho.

CEF2: Desenvolver o raciocinio légico, o espirito de investigacdo e a capacidade de
produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matemadticos

para compreender e atuar no mundo.

CEF3: Compreender as relagcdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes cam-
pos da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e
de outras areas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a prépria capacidade
de construir e aplicar conhecimentos matemadticos, desenvolvendo a autoestima e

a perseveranca na busca de solucées.

CEF4: Fazer observacoes sistemadticas de aspectos quantitativos e qualitativos presen-
tes nas praticas sociais e culturais, de modo a investigar, organizar, representar
e comunicar informacoes relevantes, para interpretd-las e avalid-las critica e

eticamente, produzindo argumentos convincentes.

CEF5: Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras

areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.

CEF6: Enfrentar situacoes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situagoes
imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, ex-
pressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes registros e
linguagens (gréficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna

e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

CEF7: Desenvolver e/ou discutir projetos que abordem, sobretudo, questdes de urgén-
cia social, com base em principios éticos, democraticos, sustentdveis e solidarios,
valorizando a diversidade de opinides de individuos e de grupos sociais, sem

preconceitos de qualquer natureza.

CEF8: Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no
planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamentos
e na busca de solug¢des para problemas, de modo a identificar aspectos consensuais
ou ndo na discussao de uma determinada questdo, respeitando o modo de pensar

dos colegas e aprendendo com eles.
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Como dissemos, cada competéncia especifica (CEMi ou CEFj) é associada a um

conjunto habilidades. Antes de enuncia-las, € interessante explicitar que cada habilidade

possui um cddigo elaborado segundo regras claras e rigidas, que leva a identificacao

do segmento da Educacdo Basica a que ela se refere, da area de conhecimento e da

competéncia a qual se associa, num claro exemplo de “jogo de linguagem”.

Por exemplo:

EM13LGG103

'
[ SpEp——— TR S S N ——

O primeiro par de letras indica
tapa de Ensino Médio.

O primeiro par de nurr

indica que
pode

qualguer série

conforme

habilic

a

1 ser desenvolvidas em /
0 Ensinc Médio,
definicdo dos curriculos

LGG = Linguagens e suas
Tecnologias

LP = Lingua Portuguesa

MAT = Matematica e suas
Tecnologias

CNT = Ciéncias da
Natureza e suas
Tecnologias

CHS = Ciéncias Humanas
e Sociais Aplicadas

'
......... -

[}
numera
identifi
endizagens. Cabe
las
de seus contextos locais.
~

Figura 1.2: Exemplo de cdédigo de habilidade para o Ensino Médio. (Fonte: [2])
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EF67EFOI]

'
R [ S S —— a

Ensino Fundamental ’ '
numeragao sequencial

ano (01 a 09)

componente curricular
bloco de anos

AR
Cl
Lingua Portuguesa/Arte EF
15 ER
69 GE
Hi
Lingua Portuguesa/Educacéo Fisica Ll
12 LP
35 MA

67
89

Figura 1.3: Exemplo de cédigo de habilidade para o Ensino Fundamental. (Fonte: [2])

Cada habilidade é identificada por um cddigo alfanumérico composto de duas letras,
seguidas de dois digitos, seguidos de trés ou duas letras, seguidas de dois ou trés digitos,

de acordo com a seguintes regras:

REGRA 1: O primeiro par de letras indica a etapa da Educacéo Bésica, sendo EI para a

Educacéo Infantil, EF para o Ensino Fundamental e EM para o Ensino Médio.

REGRA 2: O par de digitos que vem a seguir indica em que série (quando iniciada
por 0 e seguido do nimero da série) ou em que bloco de séries (por exemplo, 13

indica da primeira a terceira série) tal habilidade pode ser desenvolvida.

REGRA 3: O segundo bloco de letras pode ser composto por duas ou trés letras: quando
composto por duas letras indica o componente curricular; quando composto por

trés, indica a area de conhecimento.

REGRA 4: O ultimo bloco pode ser composto por dois ou trés digitos: quando composto
por dois digitos indica a posi¢do da habilidade na numeragao sequencial do ano ou

bloco de anos; quando composto por trés, o primeiro digito indica a competéncia
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especifica a qual se relaciona a habilidade, e os dois ultimos indicam a ordem em

que as habilidades foram escritas.

Listaremos a seguir as habilidades relacionadas as competéncias especificas da area

de matematica e suas tecnologias para o Ensino Médio.

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econémicas, sociais e fatos re-
lativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacdo de grandezas, pela andlise
dos grdficos das funcoes representadas e das taxas de variacdo, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apre-
sentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicagéo, identificando,
quando for o caso, inadequacoes que possam induzir a erros de interpretacdo, como

escalas e amostras nao apropriadas.

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas
midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as conversoes
possiveis entre elas, adotadas ou ndo pelo Sistema Internacional (SI), como as de arma-

zenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos avancos tecnolégicos.

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioeconémica (indice de
desenvolvimento humano, taxas de inflacdo, entre outros), investigando os processos de

calculo desses ntimeros, para analisar criticamente a realidade e produzir argumentos.

(EM13MAT105) Utilizar as nog¢oes de transformacoes isométricas (translacao, refle-
x40, rotacdo e composi¢coes destas) e transformacoes homotéticas para construir figuras
e analisar elementos da natureza e diferentes producoes humanas (fractais, construcoes

civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT106) Identificar situacoes da vida cotidiana nas quais seja necessario
fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método

contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).

(EM13MAT201) Propor ou participar de acées adequadas as demandas da regido,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medicdes e cdlculos de perimetro,

de drea, de volume, de capacidade ou de massa.

(EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral sobre questdes relevantes,
usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comunicar os resultados

por meio de relatério contendo graficos e interpretacdo das medidas de tendéncia
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central e das medidas de dispersdo (amplitude e desvio padrédo), utilizando ou nédo

recursos tecnoldgicos.

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matemadticos no planejamento, na execucdo e na
analise de acOes envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a criacdo de planilhas (para o
controle de or¢amento familiar, simuladores de calculos de juros simples e compostos,

entre outros) para tomar decisoes.

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de
outras dreas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas, usando

técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as funcoes polinomiais de 1° ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situacdes que envolvam juros simples com

as que envolvem juros compostos, por meio de representacoes graficas ou andlise de

planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fun¢des exponenciais nos quais
seja necessdrio compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em

contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fung¢oes logaritmicas nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em
contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre

outros.

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fenéme-
nos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e
comparar suas representacoes com as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com

ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da area
de uma superficie (reconfiguracoes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressoes
de cdlculo para aplica-las em situagoes reais (como o remanejamento e a distribuicdo

de plantacdes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno
ou as nogoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que

envolvem triangulos, em variados contextos.
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(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas
totais e de volumes de prismas, pirdmides e corpos redondos em situagdes reais (como
o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos

sejam composicoes dos sdlidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamen-
tos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,

recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de drvore.

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatdrios, rea-
lizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem

o célculo da probabilidade.

(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de probabili-

dade de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.

(EM13MAT313) Utilizar, quando necessario, a notagao cientifica para expressar uma
medida, compreendendo as nocdes de algarismos significativos e algarismos duvidosos,

e reconhecendo que toda medida € inevitavelmente acompanhada de erro.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas determina-
das pela razdo ou pelo produto de outras (velocidade, densidade demografica, energia

elétrica etc).

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,

um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que envol-
vem cdlculo e interpretacdo das medidas de tendéncia central (média, moda, mediana)

e das medidas de dispersdo (amplitude, variancia e desvio padrao).

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcées polinomiais de 1°
grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos

de algebra e geometria dinamica.

(EM13MAT402) Converter representacoes algébricas de funcoes polinomiais de 2°
grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou

ndo a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica, entre outros materiais.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relacdes, com ou sem apoio de tecnologias

digitais, entre as representacoes de funcoes exponencial e logaritmica expressas em
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tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio,

imagem, crescimento) de cada funcao.

(EM13MAT404) Analisar fun¢oes definidas por uma ou mais sentencas (tabela do
Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas representacgoes algébrica e
grafica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento e decrescimento, e
convertendo essas representacOes de uma para outra, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacio na

implementacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base
em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou nao o uso de

softwares que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.

(EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio de
diferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa (box-plot), de ramos e folhas,

entre outros), reconhecendo os mais eficientes para sua andlise.

(EM13MAT501) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representa-
los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representacao

é de func¢do polinomial de 1° grau.

(EM13MAT502) Investigar relagcdes entre nimeros expressos em tabelas para representd-
los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representacao

é de funcéio polinomial de 2° grau do tipo y = ax?.

(EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fun¢des quadraticas
em contextos envolvendo superficies, Matemdtica Financeira ou Cinemadtica, entre

outros, com apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT504) Investigar processos de obtencido da medida do volume de prismas,
piramides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a obtencao das

férmulas de céalculo da medida do volume dessas figuras.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem
apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composicdo de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando

padroes observados.
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(EM13MAT506) Representar graficamente a variacdo da drea e do perimetro de
um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e

classificando as funcoes envolvidas.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a funcoes afins
de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducao de algumas féormulas e

resolucdo de problemas.

(EM13MAT508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a funcoes ex-
ponenciais de dominios discretos, para andlise de propriedades, deduc¢édo de algumas

férmulas e resolucédo de problemas.

(EM13MAT509) Investigar a deformacao de dngulos e dreas provocada pelas diferen-
tes projecoes usadas em cartografia (como a cilindrica e a cénica), com ou sem suporte

de tecnologia digital.

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas
varidveis numéricas, usando ou néo tecnologias da informacdo, e, quando apropriado,

levar em conta a variacdo e utilizar uma reta para descrever a relagdo observada.

(EM13MAT511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais,
discretos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicacdes no cdlculo
de probabilidades.

Finalmente, listaremos algumas habilidades relacionadas as competéncias especificas
da drea de matemadtica para o Ensino Fundamental. A lista completa pode ser consultada
em [2].

(EFO9MAO1) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento, existem
segmentos de reta cujo comprimento néo € expresso por numero racional (como as
medidas de diagonais de um poligono e alturas de um tridangulo, quando se toma a

medida de cada lado como unidade).

(EFO9MAO02) Reconhecer um numero irracional como um nuimero real cuja repre-
sentacdo decimal € infinita e ndo periddica, e estimar a localizacdo de alguns deles na

reta numérica.

(EFO9MAO03) Efetuar calculos com numeros reais, inclusive poténcias com expoentes

fraciondrios.

(EFO9MAO04) Resolver e elaborar problemas com nimeros reais, inclusive em notacao

cientifica, envolvendo diferentes operacées.
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(EFO9MAO5) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com a
ideia de aplicacdo de percentuais sucessivos e a determinacdo das taxas percentu-
ais, preferencialmente com o uso de tecnologias digitais, no contexto da educacdo

financeira.

(EFO9MAO06) Compreender as funcoes como relacbes de dependéncia univoca entre
duas varidveis e suas representacdes numérica, algébrica e grafica e utilizar esse conceito

para analisar situacoes que envolvam relacoes funcionais entre duas variaveis.

(EFO9MAOQ7) Resolver problemas que envolvam a razédo entre duas grandezas de

espécies diferentes, como velocidade e densidade demografica.

(EFO9MAO08) Resolver e elaborar problemas que envolvam relacdes de proporcionali-
dade direta e inversa entre duas ou mais grandezas, inclusive escalas, divisdo em partes
proporcionais e taxa de variacdo, em contextos socioculturais, ambientais e de outras

areas.

(EFO9MAO09) Compreender os processos de fatoracdo de expressdes algébricas, com
base em suas relacoes com os produtos notaveis, para resolver e elaborar problemas

que possam ser representados por equacoes polinomiais do 2° grau.

(EFO9MA10) Demonstrar relacdes simples entre os dngulos formados por retas

paralelas cortadas por uma transversal.

(EFO9MA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de relacoes entre
arcos, angulos centrais e angulos inscritos na circunferéncia, fazendo uso, inclusive, de

softwares de geometria dindmica.

(EFO9MA12) Reconhecer as condi¢Oes necessdrias e suficientes para que dois trian-

gulos sejam semelhantes.

(EFO9MA13) Demonstrar relagdes métricas do triangulo retangulo, entre elas o

teorema de Pitdgoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de triangulos.

(EFO9MA14) Resolver e elaborar problemas de aplicacdo do teorema de Pitdgoras

ou das relacoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por secantes.

(EFO9MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construcao de um poligono regular cuja medida do lado é conhecida, utilizando

régua e compasso, como também softwares.

(EFO9MA16) Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distancia entre

dois pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos no plano cartesiano, sem o
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uso de férmulas, e utilizar esse conhecimento para calcular, por exemplo, medidas de

perimetros e areas de figuras planas construidas no plano.

(EFO9MA17) Reconhecer vistas ortogonais de figuras espaciais e aplicar esse conhe-

cimento para desenhar objetos em perspectiva.

(EFO9MA18) Reconhecer e empregar unidades usadas para expressar medidas muito
grandes ou muito pequenas, tais como distancia entre planetas e sistemas solares,
tamanho de virus ou de células, capacidade de armazenamento de computadores, entre

outros.

(EFO9MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de volumes de
prismas e de cilindros retos, inclusive com uso de expressoes de cdlculo, em situacoes

cotidianas.

(EFO9MA20) Reconhecer, em experimentos aleatérios, eventos independentes e

dependentes e calcular a probabilidade de sua ocorréncia, nos dois casos.

(EFO9MA21) Analisar e identificar, em graficos divulgados pela midia, os elementos
que podem induzir, as vezes propositadamente, erros de leitura, como escalas inapro-
priadas, legendas ndo explicitadas corretamente, omissdo de informacdes importantes

(fontes e datas), entre outros.

(EFO9MA22) Escolher e construir o grafico mais adequado (colunas, setores, linhas),
com ou sem uso de planilhas eletrénicas, para apresentar um determinado conjunto de

dados, destacando aspectos como as medidas de tendéncia central.

(EFO9MA23) Planejar e executar pesquisa amostral envolvendo tema da realidade
social e comunicar os resultados por meio de relatdrio contendo avaliacdo de medidas
de tendéncia central e da amplitude, tabelas e graficos adequados, construidos com o

apoio de planilhas eletronicas.

Por fim, deixemos claro que uma competéncia, em particular, norteara todos os

capitulos e atividades desse trabalho — a saber, a CEF1:

“Reconhecer que a Matemdtica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupagdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histdricos, e é uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos
e para alicer¢ar descobertas e construgoes, inclusive com impactos no mundo do
trabalho.”
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COORDENADAS NA RETA

E possivel estudar geometria adotando diferentes enfoques — e cada um deles
possui vantagens e desvantagens no sentido de que, dependendo do método utilizado,

encontraremos mais ou menos dificuldade ao abordar certos tépicos.’

Uma abordagem possivel é a que Euclides adotou em sua famosa obra Os Elementos,
na qual as nocdes de ponto e reta, além de outras, como a de congruéncia, nao
eram definidas, mas encontravam-se sujeitas a certas regras (axiomas), a partir das
quais novas regras (teoremas) eram obtidas. Essa abordagem foi aperfeicoada pelo
matematico alemao David Hilbert, que, em 1899, propds uma nova lista de axiomas
(que contemplava as afirmacoes utilizadas, mas ndo postuladas, por Euclides), a fim de
que o desenvolvimento da geometria sob essa perspectiva pudesse ser feito sobre bases

rigorosas.”

E interessante notar que a geometria desenvolvida em Os Elementos nio fazia uso
de numeros para medir comprimentos, dreas ou angulos. Naquele tempo, a aritmética
consistia do estudo dos nimeros inteiros positivos e seus quocientes. Grandezas como
\/2 eram tratadas geometricamente, em vez de serem consideradas nimeros. Por
exemplo, o fato de v/2 ser irracional era expresso dizendo que a diagonal de um
quadrado ndo é comensurdvel com o lado do quadrado (ou seja, nenhum multiplo

inteiro da diagonal é congruente a algum multiplo inteiro do lado).

Na Renascenca, a ideia do que um ntimero seria comecou a se flexibilizar, passando
a englobar algumas grandezas que costumavam ser tratadas sob um ponto de vista
puramente geométrico. Um dos fatores que contribuiu para isso foi a publicacdo da

obra La Géométrie, na qual René Descartes utilizou certas nocoes algébricas ao lidar

1 Sugerimos que o leitor interessado em aprofundar no assunto deste capitulo consulte [10], [13] e [14].
2 A lista dos axiomas de Hilbert para a geometria plana pode ser consultada no Apéndice A desta dissertagao.
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com segmentos de reta. Esse uso da dlgebra na geometria levou a ideia de representar
pontos do plano usando pares de nimeros, culminando no que conhecemos hoje por

geometria analitica.’

Na geometria analitica associamos equagdes aos entes geométricos que queremos
estudar e, com o estudo dessas equacoes, tiramos conclusdes a respeito desses entes.
Para fazer isso, é necessdrio introduzir o que chamamos de um sistema de coordenadas.
Neste capitulo, mostraremos como introduzir coordenadas sobre uma reta, ou seja,

COmo representar seus pontos usando numeros reais.

No que segue, utilizaremos livremente alguns resultados da geometria euclidiana

plana que (supostamente) foram trabalhados em anos anteriores.

2.1 COORDENADAS NA RETA

Nosso objetivo nesta secao € introduzir um sistema de coordenadas sobre uma reta.
Comecamos fixando, de uma vez por todas, uma unidade de comprimento.

Usaremos os seguintes fatos:

1. Fixada uma unidade de comprimento, a cada par de pontos A e B do plano
corresponde um numero real d(A, B), denominado a distdancia entre A e B (ou,
ainda, o comprimento do segmento AB, que denotaremos por AB), satisfazendo

as seguintes condigoes:
a) d(A,B) > 0;
b) d(A,B)=0 <= A =B;
c) d(A,B)=d(B, A);
d) d(A,B) <d(A,C)+d(C, B);
e) d(A,B)=d(A,C)+d(C,B) < A — C — B (isto é, C esta entre A e B);
f) d(A,B)=d(C,D) +—= AB = CD (isto é, AB é congruente a CD).

2. Reciprocamente, dado um numero real & > 0, existem pontos A e B do plano tais
d(A,B) = a.

3 A maneira como a geometria analitica é, atualmente, ensinada nas escolas e universidades mistura os
métodos geométricos de Euclides com os métodos algébricos de Descartes. Para quem tiver interesse em

explorar com profundidade as distin¢Oes entre essas duas abordagens, recomendamos [7].
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Antes de prosseguirmos, observamos que:

+ E comum, nesse momento, os alunos perguntarem quais sio os niimeros reais.
Entramos numa seara complicada e perigosa. E cedico que raros sdo os alunos
do Ensino Médio que conseguem construir, de alguma forma, o conjunto dos
numeros reais. Também é verdade, e aqui ndo ha arrogéncia alguma, que muitos
de nos, professores da Educacao Basica, desconhecemos as construcoes dos reais.
Acreditamos que uma resposta satisfatdria para esse momento seja dar exemplos
de numeros que sdo reais e de nimeros que nao o sdao. Contudo, para beneficio
do professor, incluimos uma construcdo dos reais a partir dos racionais via cortes

de Dedekind no Apéndice B desta dissertacao.

* Embora nos axiomas de Hilbert para a geometria plana a nocao de distancia entre
dois pontos ndo apareca explicitamente, é possivel construir, de modo puramente
geométrico, uma espécie de “aritmética de segmentos de reta” que leva a uma
definicao de distancia nos moldes desejados. Ao leitor interessado, recomendamos

consultar [7].

Retomando, veremos como utilizar a nocdo de distdncia apresentada acima para

introduzir coordenadas sobre uma reta.

Dada uma reta r, comecamos por orientd-la, isto €, por fixar um sentido de percurso
para r, o qual é representado por uma semirreta de . Em seguida, fixamos um ponto O

sobre r, que chamaremos de origem.

Definicdo 2.1. Uma reta orientada na qual foi fixada uma origem é chamada de eixo.

Teorema 2.2. Todo eixo pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com o conjunto

dos niimeros reais.

Demonstragdo. De fato, dado um eixo, isto é, uma reta r sobre a qual foram fixadas
uma origem O e uma semirreta OZ que representa o sentido de percurso atribuido a

esse eixo, procedemos da seguinte maneira:

* Associamos a origem, O, ao numero real 0.

* Se o ponto P do eixo em questio pertence a semirreta OZ, fazemos corresponder

a ele o numero real xp = d(P, O). (Figura 2.1)
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X 90O

Figura 2.1: xp > 0. (Fonte: elaboracdo do autor)

* Por fim, se o ponto P do eixo em questdo nio pertence a semirreta OZ, fazemos

corresponder a ele o numero real xp = —d(P, O). (Figura 2.2)

P 0 A
L 2 @ L -
Xp X,

Figura 2.2: xp < 0. (Fonte: elaboracdo do autor)

Chamaremos o nimero real xp de coordenada do ponto P.
Afirmamos que a correspondéncia P — xp é biunivoca.
De fato, sejam P e Q pontos do nosso eixo tais que P # Q.
* Se P =0, entdo Q # O e, portanto, xp = 0 e xg # 0. Logo, xp # xg. O mesmo
vale se Q = O.
* Se P— O — Q, entdo xp e xp tém sinais opostos e, portanto, xp # xq.

* Se O— P — Q, entdo xp e xo tém o mesmo sinal e d(Q, O) = d(Q, P) +d(P,O).
Como P #Q, d(Q, P) > 0. Logo, d(Q,O) #d(P,0), o que implica que xp # xg. O

caso O — Q — P é tratado de forma analoga.
Por fim, seja « € R.

* Sewa =0, entdo a = xp.

* Se a > 0, tome P um ponto do eixo que pertenca a semi-reta Oﬁ e é tal que

d(P,O) = . Temos que xp = «.

* Se a < 0, tome P um ponto do eixo que ndo pertenca a semi-reta (ﬁ e é tal que

d(P,O) = —a. Temos que xp = a.
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Definicdo 2.3. Um eixo que foi colocado em correspondéncia biunivoca com o conjunto

dos numeros reais ¢ chamado de eixo coordenado.

Definicdo 2.4. Sejam P e Q pontos sobre um eixo coordenado com coordenadas xp e
x(, respectivamente. Dizemos que o ponto P estd a esquerda do ponto Q (ou, ainda, que

o ponto Q estd a direita do ponto P) se xp < xQ.

A seguir, veremos como calcular a distancia entre dois pontos sobre um eixo coorde-

nado em termos de suas coordenadas.

Proposicao 2.5. Se P e Q sdo pontos sobre um eixo coordenado com coordenadas xp e

xQ, respectivamente, entdo d(P, Q) = [xp — xg|.

Demonstragcdo. Sendo O a origem do eixo em questdo, temos cinco casos a considerar.

* Caso 1: P = Q. Neste caso, d(P,Q) = 0. Por outro lado, sendo P = Q, xp = xq.
Logo, xp — xo = 0 e, portanto, |xp — xg|= 0. Assim, d(P, Q) = |xp — xq.
No que segue, vamos considerar P # Q.

* Caso 2: P =0 ou Q = O. Sem perda de generalidade, suponhamos Q = O. Se P
estd a direita de Q, entdo d(P,Q) = d(P,O) = xp = xp — 0 = |xp — 0|= |[xp — xq].
Se P estd a esquerda de Q, entdo d(P,Q) = d(P,O) = —xp = |xp|= |xp —0|=
|XP — XQ|.
Nos trés proximos casos, além de considerar P # O e Q # O, vamos supor, sem

perda de generalidade, P a esquerda de Q (isto é, xp < xQ).

* Caso 3: O estd a esquerda de P. Neste caso, 0 < xp < xq. Logo, d(O, Q) =
d(O, P) +d(P,Q), ou seja, xo = xp+d(P,Q). Portanto, d(P,Q) = xg —xp =
[xq — xp[= [xp — xq].

e Caso 4: O estd a direita de Q. Neste caso, xp < xgo < 0. Logo, d(P,0O) =
d(P, Q) +d(Q, O), ou seja, —xp = d(P, Q) + (—xg). Portanto, d(P,Q) = xg — xp =

[xq — xp[= [xp — xq].
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e Caso 5: O esta entre P e Q. Neste caso, xp < 0 < xqo. Logo, d(P,Q) =
d(P,0) +d(O, Q), ou seja, d(P,Q) = —xp +xg = Xo — Xp = |xg — xp|= |xp — x(|.

O

Uma vez postas as regras acima, os alunos irdo “jogar o jogo” da geometria ana-
litica unidimensional. Faremos isso propondo situagdes-problemas que deverdo ser
executadas seguindo as regras estabelecidas e outras tantas que forem definidas no
enunciado da situacdo, adicionalmente fazendo uso das semelhancas de familia, ou

seja, entrelacando conceitos, como explicitado na Secdo 1.3.

Nunca é demais lembrar que, para Wittgenstein, o significado das regras, das pro-
posi¢cdes matematicas, s6 faz sentido com o uso, com a agado, ou seja, o jogar sempre

norteard nosso trabalho.

Atividade 1. O jogo do ponto médio.
Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; régua; lapis;

borracha; caderno; lousa e giz.

Pré-requisitos: operacoes basicas com numeros reais; modulo de um nimero real;

coordenadas na reta; eixo coordenado; congruéncia de segmentos.
Pecas do jogo:
1. Régua.
2. Um eixo coordenado.

3. Segmento de reta AB tal que as coordenadas dos pontos A e B sdo dadas,

respectivamente, por x4 = —7 e xp = 10.
Regras do jogo:

1. A distancia entre dois pontos quaisquer P e Q do eixo em questao € dada por
d(P, Q) = [xq — xp|.
2. O comprimento de um segmento de reta é igual a distancia entre seus extremos.

3. O ponto médio de um segmento de reta é o ponto entre seus extremos que divide
o segmento em outros dois segmentos congruentes (ou seja, de comprimentos

iguais).
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4. Se a e b sdo numeros reais, entdo |a| = |b| = a=boua = —b.
Jogadas a executar:

1. Usando a régua, desenhar em uma folha um eixo e, sobre ele, o segmento AB,

indicando as coordenadas dos extremos.

2. Desenhar o ponto médio M do segmento AB e obter a sua coordenada usando a

Regra 3 e a régua.

3. Calcular a coordenada do ponto médio (isto é, o valor de x,) fazendo uso das

regras acima (ou seja, algebricamente).

4. Discutir se serd sempre possivel encontrar o valor de x); através da Jogada 2,

justificando e escrevendo sua conclusdo.

5. Fazer o mesmo para a Jogada 3.

OBSERVAGOES AO PROFESSOR.

1. Na tdltima regra, retomamos contetidos passados (a saber, médulo de nimeros
reais) dos quais, possivelmente, os alunos ndo se lembrardo. Assim, é importante
que usemos a nocao de semelhancas de familia caso levantem duvidas, dando-lhes

exemplos numéricos.

2. A nossa sugestdo é que os alunos se reinam em grupo e tentem jogar o jogo —

ou seja, de posse das pegas e usando as regras, tentem executar as jogadas.

3. Apos resolverem em grupo € importante haver um amplo debate para a corregéo,
com a participagao dos alunos e do professor corrigindo e esclarecendo, de forma

dialogada, todas as duvidas que forem surgindo.

4. Aideia é que haja um verdadeiro didlogo, especialmente em relacdo as Jogadas
4 e 5, pois é importante que os alunos constituam a ideia de que a resolucédo

algébrica é importante.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.
Jogadas 1 e 2:
Medindo com a régua, verificamos que x,; = 1, 5.

Jogada 3:
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Figura 2.3: Tlustracdo das Jogadas 1 e 2. (Fonte: elaboracdo do autor)

Pela definicdo de ponto médio, temos que a distancia do ponto A ao ponto M é igual
a distancia do ponto M ao ponto B. E como a distancia entre dois pontos quaisquer P e

Q ¢é dada por d(P, Q) = |xg — xp| temos que

d(A, M) = |xp — xa| = |xpm — (=7)| = |xm+7] e d(M,B)=|xp—xpm|=[10 — xpm].

Igualando as duas expressdes acima, obtemos

’.X‘M+7‘= |1O — XM’.

Usando a Regra 4, concluimos que
xpm+7=10—xp ou xpy+7=—-10+xp.
Devemos, pois, considerar as duas possibilidades.
12 possibilidade:

3
XxM+7=10—xp <= xpm+axpm=10—7 < 2xp =3 <— XM=§=1,5.

22 possibilidade:
xpm+7=—10+xp < xpy—axpy=-10—7 <— 0=-17
0 que mostra que esta possibilidade nao ocorre.
Portanto, a coordenada do ponto médio M do segmento AB dado ¢ dada por
3

=2 =1,5.
XM 5

Jogada 4:

Nem sempre conseguiremos calcular o ponto médio usando a régua para medir,

particularmente quando as coordenadas forem dadas por nimeros irracionais.
Jogada 5:

Sera possivel o célculo.
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Atividade 2. O jogo da férmula do ponto médio.

Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; régua e

compasso; caderno; lapis; lousa e giz.

Pré-requisitos: operacoes basicas com numeros reais; modulo de um ntimero real;

coordenadas na reta; eixo coordenado; congruéncia de segmentos.

Pecas do jogo:

. Régua e compasso.
. Um eixo coordenado.

. Segmento de reta AB, onde A e B sfio pontos distintos e as coordenadas de A e

B sdo denotadas, respectivamente, por x4 € Xp.

Regras do jogo:

1.

2.

3.

4.

A distancia entre dois pontos quaisquer P e Q do eixo em questdo é dada por
d(P, Q) = [xq — xp|.
O comprimento de um segmento de reta ¢ igual a distancia entre seus extremos.

O ponto médio de um segmento de reta é o ponto entre seus extremos que divide
o segmento em outros dois segmentos congruentes (ou seja, de comprimentos

iguais).

Se a e b sdo nimeros reais, entdo |a| = |b| = a=boua= —b.

Jogadas a executar:

. Usando a régua, desenhar em uma folha um eixo e, sobre ele, o segmento AB.

. Desenhar o ponto médio M do segmento AB, fazendo uso de técnicas de desenho

geomeétrico.

. Calcular a coordenada do ponto médio (isto é, o valor de x),) algebricamente,

fazendo uso das regras acima. Note que chegaremos a uma férmula, e ndo a um

valor numérico especifico.

OBSERVAGCOES AO PROFESSOR.

1.

Nossa sugestdo € que este jogo seja jogado individualmente.
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2. Sera importante destacar que a resposta da Jogada 3 sera uma férmula, e ndo um

valor numérico.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogadas 1 e 2:

Figura 2.4: Ilustracdo da Jogada 1. (Fonte: elaboracdo do autor)

Apds o desenho do eixo e dos pontos A e B (Figura: 2.4), o ponto M é obtido da
seguinte maneira: coloca-se a ponta seca do compasso no ponto A e, abrindo-o até
o ponto B, traca-se um arco; em seguida, com a mesma abertura, mas centrando-o
no ponto B, traca-se novo arco, que cruzara o primeiro em dois pontos. Tragando a
reta que passa por esses dois pontos de intersecdo, o ponto M ficard determinado pelo

cruzamento da mesma com o eixo fixado (Figura: 2.5).
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Figura 2.5: Localizacdo do ponto médio utilizando régua e compasso. (Fonte: elaboracédo do

autor)
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Jogada 3:

Pela definicdo de ponto médio, temos que a distancia do ponto A ao ponto M é igual
a distancia do ponto M ao ponto B. E como a distancia entre dois pontos quaisquer P e
Q é dada por d(P, Q) = |xg — xp| temos que

|XM —XA’ = d(A,M) = d(M,B) = ‘XB —XM‘.

Logo,

‘XM - XA| = |xB — XM|.
Usando a Regra 4, concluimos que

XM — XA =XB— XM OU XpM — XA =—XB+XM.

Devemos, pois, considerar as duas possibilidades.

12 possibilidade:
XpA+XB
XM —XA=XB— XM < XM+TXM=X4+XB < XMZT

22 possibilidade:

XM—XA=—XB+XM <= XM—XM=X4—Xg < 0=x4 —x3
0 que mostra que esta possibilidade ndo ocorre, ja que A e B sdo pontos distintos.
Portanto, a coordenada do ponto médio M do segmento de reta AB é dada por

XA+ XB

XM 5

2.1
|

Uma vez realizada a Atividade 2, podemos estabelecer sua conclusédo (2.1) como
uma férmula, isto €, como uma nova regra que pode ser usada sempre que queiramos

calcular a coordenada do ponto médio de um segmento.

Atividade 3. O jogo do uso da férmula do ponto médio.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: Texto impresso com a atividade; régua;

caderno; lapis; borracha; lousa e giz.
Pré-requisitos: atividades anteriores e férmula do ponto médio.

Pecas do jogo:

63



1. Um eixo coordenado.

2. Segmento de reta AB tal que as coordenadas dos pontos A e B sdo dadas,
respectivamente, por x4 = 13 e xg = 17.

Regras do jogo:

1. Indicaremos o ponto médio do segmento AB pela letra M.

2. A férmula para calcular a coordenada do ponto M é

XA+ XB
XM = T

Jogada a executar:

1. Usando as regras acima, calcular a coordenada do ponto médio do segmento

definido no item 2 das pecas do jogo. Atencdo: ndo fazer desenho.

OBSERVAGCOES AO PROFESSOR.

1. Nossa sugestdo € que este jogo seja jogado individualmente.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

A coordenada do ponto médio M do segmento AB com x4 = 13 e xg = 17 é 15, pois

_ XA+ Xp _13+17_@_

XM 5 = > 5 15.

2.1.1 Marcando pontos na reta utilizando régua e compasso

A fim de incentivar o uso da régua e do compasso, e aproveitado o fato de estarmos
falando sobre coordenadas na reta, trabalharemos a localizacao de alguns pontos sobre

um dado eixo coordenado.

Inicialmente, importa observar que esta secdo serd executada de forma expositiva-
dialogada-participativa, ou seja, os alunos irdo agir de forma auriculo-motora, pois irdo
executar os passos conjuntamente com as orientacoes do professor. Obviamente, isso

demandara tempo, paciéncia e acolhimento.
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Os alunos devem ser orientados a portar papel (preferencialmente sem pauta), lapis,

borracha, régua, compasso e, se possivel, um esquadro.

Recordamos que um triangulo é classificado como retdngulo quando tem um angulo
reto. Os dois lados que formam o dngulo reto sdo denominados catetos e o lado oposto

ao angulo reto é denominado hipotenusa.

B

A C

Figura 2.6: Triangulo retangulo. (Fonte: elaboragio do autor)

Na Figura 2.6, o 4ngulo /BAC ¢ reto, os lados AB e AC s#o os catetos e o lado BC é
a hipotenusa do triangulo ABC.

Aproveitamos para observar que o significado da palavra “cateto” ndo “brota” do
tridngulo: nomear um objeto é, também, um jogo de linguagem e depende do que
Wittgenstein chama de forma de vida. A palavra “cateto”, segundo o classico diciona-
rio Caldas Aulete, vem do grego kdthetos, que, em traducdo livre, significa “que cai
perpendicular”. No entanto, se empregarmos a palavra “cateto” em outra forma de
vida, poderemos estar nos referindo, de acordo com [11], a “mamiferos ‘pecarideos’ da
familia Taiacuideos, nativos das Américas”, popularmente conhecidos como “porcos-
do-mato, embora nao sejam porcos”. Desse modo, os nomes “cateto” e “hipotenusa”
devem ser ensinados ao aluno através do jogo de linguagem de nomear objetos, e seus

conceitos serdo constituidos através do uso, da acao.

Teorema 2.6 (de Pitagoras). Em todo tridngulo retdngulo, o quadrado do comprimento

da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.?

Tomando a Figura 2.6 como referéncia, podemos escrever

AB>+AC” = BC.

4 Uma demonstracdo desse teorema pode ser consultada em [6].
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Assim, se um triangulo retangulo tem:

* ambos os catetos medindo 1, a sua hipotenusa medird V?2;
 um cateto medindo 1 e o outro medindo v/2, a sua hipotenusa medira v/3;

 um cateto medindo 1 e o outro medindo /3, a sua hipotenusa medird v/4 = 2;

etc.

Vamos usar as conclusdes acima para localizar, em nosso eixo coordenado, os pontos
O, A, B, C e D cujas coordenadas sdo, respectivamente: xp = 0, x4 = 1, xg = V2,

xc=+v3exp=+v4=2.

Os passos a serem executados simultaneamente com o professor sdo:

1. Trace uma reta.

2. Marque os pontos O e A e suas respectivas coordenadas, 0 e 1, estabelecendo,
assim, uma unidade de comprimento. Usando esta unidade de comprimento e

um compasso, numere a reta de —3 até 3. (Figura: 2.7)

0 A
T

oe

Figura 2.7: Passos 1 e 2. (Fonte: elaboracdo do autor)

3. Fazendo uso de um esquadro, levante, a partir do ponto A, um segmento perpen-
dicular a reta tracada no Passo 1 de comprimento igual a d(O, A), ou seja, de uma
unidade. (Esta etapa também pode ser feita com régua e compasso.) Denote por

K o outro extremo do segmento recém tracado. (Figura: 2.8)
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-3 -2 -1

-
3%
[#5]

Figura 2.8: Passo 3. (Fonte: elabaoracdo do autor)

4. Com a ponta seca do compasso no ponto O, abra-o até o ponto K e trace um arco,
no sentido hordrio, até cruzar a reta tragada no Passo 1. O ponto de cruzamento
é o ponto B de coordenada V2. (Figura: 2.9)

Figura 2.9: Passo 4. (Fonte: elaboracdo do autor)

5. Partindo do ponto B, ao repetirmos o procedimento do item 3, obteremos o
ponto L. Em seguida, ao repetirmos o procedimento do item 4 para o ponto L,

chegaremos ao ponto C de coordenada V3. (Figura: 2.10)

Figura 2.10: Passo 5. (Fonte: elaboracdo do autor)
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6. Repetindo tudo a partir do ponto C obteremos o ponto D de coordenada /4 = 2.
(Figura: 2.11)

Figura 2.11: Passo 6. (Fonte: elaboracdo do autor)

2.2 SEGMENTOS ORIENTADOS

Vamos agora estabelecer a nocdo de segmento orientado. Mais uma vez, isso sera feito

através de aula expositiva dialogada.

Para tanto, tomemos dois pontos A e B. O segmento orientado com ponto inicial
(ou origem) A e ponto final (ou extremidade) B, denotado por 1@, nada mais é que o

segmento de reta AB munido do sentido de percurso de A para B.

Para preparar jogos de linguagem matemadticos que se referem ao estudo de equacoes
de reta no plano, e tendo em mente a ideia de semelhancas de familia de Wittgenstein,
é interessante trabalhar com os alunos uma maneira de escrever as coordenadas um
ponto genérico que pertence a um segmento orientado 1@ em funcdo de sua posicao a

partir do ponto inicial do segmento.

Assim, fixemos dois pontos A e B e tomemos um ponto X qualquer pertencente ao

segmento orientado 1@ (Figura: 2.12)

A X B
® ® ®
XA xXx XB

Figura 2.12: Ponto X pertencente ao segmento orientado zﬁ (Fonte: elaboracéo do autor).

Temos que d(A, X) < d(A, B) e, portanto, a razao
d(A, X)
d(A, B)

¢ um numero real pertencente ao intervalo [0, 1].
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Chamando essa razao de t, podemos deduzir uma férmula que permita calcular a
coordenada do ponto X em fungdo de ¢. De fato,

aip =t < d(AX)=t-d(A,B)
< (xx —xa)=t(xp—xa)
& xx=x4+txp—x4).

Ap6s a deducdo da formula
xx = x4 +Hxp — x4)

¢ importante destacar aos alunos que ela pode ter varios usos. Teremos, entdo, varias
semelhancas de familia. Seguem alguns exemplos:
Atividade 4. Um novo jogo do ponto médio.

Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

régua; lapis; borracha; lousa e giz.
Pré-requisitos: cédlculo com fracdo.
Pecas do jogo:
1. Um eixo coordenado.
2. Segmento orientado zﬁ qualquer.
Regras do jogo:

d(A,X)
d(A,B)

1. Na férmula xx = x4 + t(xg — x4), t representa a razao
Jogadas a executar:

1. Fazer um esboco das pecas do jogo.

2. Atribuir o valor % para a variavel t na férmula dada pela Regra 1 e escrever d(A, X)
em funcdo de d(A, B).

3. Explicar, justificadamente, onde estd localizado o ponto X quando ¢ = %

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Jogada 1 (Figura: 2.13):

69



Figura 2.13: Tustracdo da Jogada 1. (Fonte: elaboracdo do autor)

Jogada 2:
Como L;((’z’,g)) = t, temos que Z((‘z’,g)) = % Logo, d(A, X) = % -d(A, B).
Jogada 3:

Quando t = %, o ponto X localiza-se na metade do segmento, ja que o comprimento
do segmento AX é metade do comprimento do segmento AB. Portanto, X é o ponto

médio do segmento AB.

Atividade 5. Um novo jogo da férmula do ponto médio.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: operacgdes bdsicas com polinémios, incluindo reducdo de termos

semelhantes.
Pecas do jogo:
1. Um eixo coordenado.

2. Segmento orientado zﬁ qualquer.
Regras do jogo:

1. Quando usamos t = % na férmula xx = x4 + t(xg — x4), 0 ponto X representa o

ponto médio do segmento orientado ﬁ
Jogada a executar:

1. Usar a Regra 1 para deduzir a mesma férmula da Atividade 2.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogada 1:
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Temos que

XX=XA+%(XB—XA) — XX

1 1
XA+§'XB—§'JCA

< XX=%-XA+%-XB

— Xx= 7XA;—XB .

Como, quando t = %, o ponto X é o ponto médio do segmento orientado zﬁ,
chegamos a mesma férmula da Atividade 2.
[

E importante que usemos essa férmula para estabelecer rela¢des com outros conteu-

dos da geometria.

Atividade 6. Jogo do baricentro de um tridngulo.
Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: baricentro de um tridngulo; divisdo da mediana na proporcao de 2
para 1 pelo baricentro; segmento orientado; divisdo de um segmento na propor¢ao de

m para n.

OBSERVAGOES INICIAIS.

1. Uma importante semelhanca de familia advém do seguinte teorema da geometria

plana:

Teorema 2.7. O baricentro de um tridngulo divide cada mediana em duas partes,
de modo que a distdncia do baricentro ao vértice é o dobro da distdncia do baricentro

ao ponto médio do lado oposto.
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a C
Figura 2.14: Baricentro. (Fonte: elaboracdo do autor)
Poderiamos, nesse momento, retomar brevemente os conceitos de cevianas, medi-

ana e baricentro. Também seria possivel demonstrar o teorema acima. Fazé-lo,
ou ndo, é uma escolha, de certo modo, arbitraria. Vamos optar por nao o fazer

agora.’

Apesar de ainda ndo termos entrado na seara da geometria analitica plana, contor-
naremos esse fato propondo uma atividade com fulcro no raciocinio axiomatico,

na ideia dos jogos de linguagem matematicos, assumindo as regras como axiomas.

Pecas do jogo:

1.

2.

Um eixo coordenado.

—
Segmento orientado AM qualquer.

Regras do jogo:

2.
3.

—
. Existe um ponto que divide o segmento orientado AM na proporcdo de 2 para 1,

ou seja, cuja distancia a origem do segmento é o dobro da distancia a extremidade.
Indique esse ponto pela letra G e sua coordenada por xg.

A extremidade do segmento orientado AM é ponto médio de outro segmento
orientado Eé

Indique as coordenadas da origem e da extremidade do segmento orientado 158

por, respectivamente, xg € Xxc.

5 Uma demonstracdo desse teorema pode ser consultada em [6].
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, 5 d(AG
5. Na féormula xg = x4 + f(xp; — x4), t representa a razao d((A’M)).

Jogada a executar:

1. Usar as regras acima para determinar a coordenada do ponto G em fungéo das

coordenadas dos pontos A, Be C.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.
Jogada 1:

Para determinar a coodenada do ponto G, vamos usar a férmula

XG =X +Hxpm — x4)

deduzida anteriormente. E, para tanto, precisamos perceber que, para haver a proporcao
de 2 para 1, devemos ter 3 partes (2 + 1 = 3), sendo duas partes relativa a distancia a

origem e uma a distancia a extremidade. Logo,

_d(A,G) 2
T d(AM) 3

Substituindo esse valor de t na férmula, obtemos
2
Xg=xp+ g(xM —Xx4)

Agora, devemos substituir o valor de xj, pois xg deve ser calculado em funcdo de

XA, XB € XC.

Da Regra 3 segue que

X _XptXC
M=
Logo,
2 2 /X +Xc ) XA+ Xp+XC
Xg=Xa+=-(p—xa)=xp4+=- (——— —x4)=——7—.
G =2Xa 3(M A)=Xa 3( 5 A 3
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2.2.1 A Razdo Aurea: mais um exemplo de semelhancas de familia

Em 2011, na entdo prova de conhecimentos gerais da FUVEST, interdisciplinar com
portugués, apareceu um exercicio relacionado a razdo aurea, ou seja, a divisdo em

média e extrema razio.°

Antes de propor alguma atividade € interessante revisar com os alunos o que vem a

ser a razdo aurea.

Definicdo 2.8. Diz-se que um ponto divide um segmento de reta em média e extrema
razdo, ou em sec¢do durea, se o mais longo dos segmentos é média geométrica entre
o menor e o segmento todo. Neste caso, chama-se razdo durea (ou niimero de ouro)
a razdo entre o segmento maior e o segmento menor, ou entre o segmento todo e o

segmento maior.

Assim, sendo A e B os extremos do segmento original e X o ponto que o divide em

seccdo aurea, temos a seguinte ilustracdo (Figura: 2.15):

A X B
@ @ L
XA xXx XB

Figura 2.15: Divisdo de um segmento em seccdo durea. (Fonte: elaboracdo do autor)

Pela Definicao 2.8 temos que
d*(A,X) = d(X,B)-d(A, B)
ou, escrito de outra forma,

d(A,X) _ d(A,B)
Ad(X,B) _ d(A,X)

A razdo 4urea é dada por
_d(A,X) _ d(A,B)

PTAXB) T A X)

Atividade 7. Calculando a razdo aurea.

Com o escopo de motivar os alunos a ampliar seus conhecimentos através das semelhancas de familia e
embasar uma discussdo sobre todo o misticismo que envolve tal razdo, indicamos a leitura do artigo [17],

citado nessa questdo da FUVEST.
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Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha.

Pré-requisitos: razdo durea; operagdes com fragdes algébricas; resolucdo de equacao
de 2° grau por meio de féormula resolutiva.

Pecas do jogo:

1. Um eixo coordenado.

2. Segmento orientado zﬁ qualquer.

3. Um ponto X entre A e B.

Regras do jogo:

1. Adote os seguintes valores, coma > b > 0: d(A, X) =a,d(X,B)=bed(A,B) =

a+b.

2. O ponto X divide o segmento orientado /ﬁ em média e extrema razao (secgdo

aurea), ou seja,
_d(A,X) _d(A,B)

P=AX,B) T dA,X)

Jogada a executar:

1. Usar a Regra 1 para reescrever a Regra 2 usando os nuimeros reais positivos a, b e
P.
2. Reescrever a equacao obtida na Jogada 1 usando apenas o ¢.

3. Calcular o valor de ¢, ou seja, do nimero de ouro.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.
Jogada 1:
A Regra 2 diz que

_d(A,X)  d(A,B)
=X, B) T dAX)

Usando a Regra 1, obtemos

Jogada 2:
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Da Jogada 1 segue que

_0 o o Atb_a b b
?=5% e TaTa T T
Portanto,
p=1+—
Logo,
(p2=¢+1
ou seja
P> —p—1=0.
Jogada 3:

Resolvendo a equacdo obtida na Jogada 2 obtemos
A=(=1)?—-4-1-(-1)=5

e, portanto,
1++5
$=—7

Como apenas uma das solugdes € positiva e a razdo aurea €, por definicdo, positiva,

devemos descartar a solucao negativa. Logo, temos que a razdo aurea é

_1++/5
q)_ 2 .

OBSERVAGOES AO PROFESSOR.

1. Muito provavelmente aparecerdo duvidas quanto a aproximar ou ndo a raiz
quadrada de 5. Nesse caso, é importante lembrar aos alunos que aproximar é
errar, ou seja, € obter um valor menor que o exato, uma vez que costumeiramente

aproximamos por falta.

2. Sempre aproveitamos essas duvidas para lembrar que, na pratica, ou seja, quando
vamos construir algum objeto do mundo fisico, via de regra, trabalhamos com
aproximacodes e que, quanto melhor for a aproximacdo, menor serd o erro, e

vice-versa.
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3. Nesse diapasdo, costumamos discutir com os alunos o que significa precisao,
dando como exemplo um aparelho de ressondncia magnética de alta preciséo, o
que, na realidade, significa de baixo erro. Perguntamos, por exemplo, qual seria o
impacto de uma prefeitura anunciar: “Pensando em nossa populacdo, compramos
para o nosso pronto-socorro um aparelho de ressonancia magnética de baixissimo
erro.” Certamente as pessoas teriam medo de usar tal aparelho, pois, no mundo

ndo académico, na vida cotidiana, “erro” e “precisao” sdo conceitos antagénicos.

Voltemos a atividade. Seria interessante, a essa altura, lembrar aos alunos a aproxi-
macio de v/5 com 5 casas decimais, ou seja, /5 ~ 2,23606 e, assim, calcular o niimero
de ouro de forma aproximada:

. 1+2,23606 _ 3,23606
- 2 )

=1,61803.

Como normalmente o célculo de aproximacodes de raizes quadradas “na mao” gera
muita discussao, seria uma boa hora para recordar um velho algoritmo de calculo da
raiz, ainda da época da existéncia do exame de admissao, abolido no Estado de Sao
Paulo em 1971.7

Atividade 8. Jogo do algoritmo para o calculo da raiz quadrada de um ntiimero positivo,

aplicado ao célculo do nimero de ouro com 5 casas decimais.
Tempo previsto para a atividade: 30 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;
lapis; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: conceito de raiz quadrada de um ntumero real; operagdes com

numeros reais.

Pecas do jogo:

1. v/5.

1++5
p=—.

2.
2

Regras do jogo/jogadas a executar:

1. Para cada casa decimal de aproximacao, acrescentar dois zeros ao final do ntimero

que desejamos extrair a raiz quadrada.

2. Separar o numero em pares de algarismos, comecando da direita.

7 Para uma demonstracdo do algoritmo ver o artigo [15].
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10.

11.

12.

. Encontrar o maior inteiro cujo quadrado seja menor ou igual a primeira classe de

algarismos a esquerda. Este serd o primeiro algarismo da raiz quadrada.

Subtrair o quadrado do primeiro algarismo da raiz quadrada da primeira classe.

. Baixar a préxima classe de algarismos, obtendo-se um novo numero.

. Caso a classe de algarismos baixada consista do primeiro par de zeros acrescenta-

dos na Jogada 1, colocar uma virgula apos o valor da raiz quadrada calculado até

entao.

Tomar o dobro do valor da raiz até agora (ignorando eventuais virgulas) seguido

de um algarismo * a ser descoberto.

Descobrir o algarismo *, que é o maior inteiro que multiplicado pelo nimero
formado na regra anterior produz um resultado menor ou igual ao novo nimero

obtido na Jogada 5. Este algarismo * serd o proximo algarismo da raiz.

. Subtrair do numero obtido na Jogada 5 o produto efetuado na Jogada 8.

Repetir as jogadas a partir da 5, até que se obtenha o nimero de casas decimais

desejado.
Calcular v/5 com 5 casas decimais.

Calcular ¢ com 5 casas decimais.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogada 1:

Acrescentamos 10 zeros ao final do numero 5, obtendo 50000000000.

Jogada 2:

Separacdo em pares, comecando da direita: 5 00 00 00 00 00.

Jogada 3:

A primeira classe de algarismos a esquerda é composta somente pelo nimero 5.

Como 22 = 4 e 32 =9 > 5, o primeiro algarismo da raiz quadrada seré 2.

Jogada 4:

Subtracdo: 5 —4 =1.

Jogada 5:
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Baixando a proxima classe de algarismos (00, no caso), obtemos o novo nimero 1 00.
Jogada 6:

Como a classe baixada na jogada anterior consiste do primeiro par de zeros acrescen-
tados na Jogada 1, colocamos uma virgula apds o valor da raiz quadrada calculado até

entdo, obtendo “2,”.
Jogada 7:

O dobro do valor da raiz até agora é 2 - 2 = 4. Escrevemos, entdo, 4« e buscaremos

descobrir o digito que * representa na proxima jogada.
Jogada 8:
Devemos efetuar o produto (4x) - *. Como 42 -2 =84 < 100 e 43 -3 = 129 > 100,

descobrimos que * = 2. Logo, o valor da raiz quadrada calculado até agora se torna 2,2.
Jogada 9:
Subtracdo: 100 — 84 = 16.
Jogada 10:

Baixa-se 00, obtendo-se o novo numero 16 00. O dobro do valor raiz até agora
(ignorando eventuais virgulas) é 22 - 2 = 44. Para obtermos o proximo algarismo * da
raiz, observamos que 443 -3 = 1329 < 1600 e 444 -4 = 1776 > 1600. Logo, * = 3 e,

portanto, o valor da raiz quadrada calculado até agora se torna 2,23.
Jogada 11:

Continuando nesse diapasao, chegaremos a V5 =~ 2,23606.

Jogada 12:
1 1+2,2 2
o= +2\@ o1t ,2 3606 _ 3, 2606 _ 1 61803.

Aproveitando que estamos falando sobre razdo durea, podemos identificar outras
semelhancas de familia ao lembrar que essa razdo estd embutida na sequéncia de
Fibonacci. Para tanto, vamos lancar mao de um exercicio proposto no ENEM de 2021

que nao faz a relacdo direta, mas que podemos explorar quando o resolvermos.
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De inicio vamos lembrar aos alunos que a sequéncia de Fibonacci € recursiva (isto €,
um termo é determinado em funcdo dos antecessores imediatos) e pode ser dada pela
regra

Fui2 = Fy + Fy

com F; = F, = 1. Assim, a sequéncia de Fibonacci é dada por (1,1,2,3,5,8,13,21,...).

OBSERVACOES AO PROFESSOR.

1. Acreditamos que a maneira como propusemos as atividades leva os alunos a

constituir os conceitos, assim como técnicas para a resolucio de problemas.

2. Para testar se realmente surtiu efeito, ou seja, se houve aprendizado, é importante
propor também algumas atividades no formato “usual”, da maneira como serdo

encontradas nos vestibulares e no ENEM. Assim, abaixo segue uma sugestao.
Atividade 9. Questdo 136 da prova azul do segundo dia do Enem 2021.

Tempo previsto para a atividade: 50 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: razdo durea; resolucdo de equacdo de 2° grau; operacoes com

poténcias; operacoes com mondmios; principio da inducao finita.

Um segmento de reta estd dividido em duas partes na proporcao durea quando o
todo estd para uma das partes na mesma razdo em que essa parte estd para a outra.
Essa constante de proporcionalidade é comumente representada pela letra grega ¢, e

seu valor é dado pela solucio positiva da equagio ¢? = ¢ + 1.

Assim como a poténcia ¢?, as poténcias superiores de ¢ podem ser expressas da

forma ag + b, em que a e b sdo inteiros positivos, como apresentado no quadro.

9 P P P* 9 p’
e+1 2p+1 | 3p+2 | 5¢p+3 | Bp+5

A poténcia 4)7, escrita na forma a¢ + b (a e b s@o inteiros positivos), é:
a)5¢p+3
b) 7¢ +2

Q)99 +6
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d) 11g+7

e) 13¢p +8

SUGESTAO DE RESOLUCAO.
Podemos resolver apenas substituindo as relacoes dadas:

(p7= q)-q)6=q)-(8q)+5)=8(p2+5(p=8(q)+1)+5(p=13q)+8.

Logo, a alternativa e) é a correta.

EXPLORANDO OUTRA RESOLUGAO.

Observando a tabela, podemos ver que a constante b tem a seguinte sequéncia
(1,1,2,3,5,...), ou seja, parece tratar-se da sequéncia de Fibonacci. Logo, o préximo

valoré o3 +5=28.

Observando o a, vemos que da primeira para a segunda coluna aumentou 1, da
segunda para a terceira, também aumentou 1, da terceira para a quarta aumentou 2 e
da quarta para a quinta, aumentou 3, o que sugere que esse aumento esta seguindo a
sequéncia de Fibonacci. Logo, da quinta para a sexta aumentara 2 + 3 = 5, assim o valor

deaseraa=5+8=13.

Na realidade, podemos usar essa resolu¢do para introduzir aos alunos a prova por

inducao, cobrada em alguns vestibulares como o do ITA e do IME.

Para tanto, lembremos o principio da inducéo finita:

Teorema 2.9 (Principio da inducéo finita). Sejam P(n) uma propriedade relativa ao

numero natural n e ng um ntimero natural. Suponhamos que:
(i) P(ng) seja vdlida; e
(ii) para todo k > ng natural, a validade de P(k) implica a validade de P(k + 1).
Entdo P(n) € valida para todo n > ny natural.

Comegaremos provando que ¢" = ¢"~! + ¢"~2 para todo n > 2.

n—2

Neste caso, P(n) é a propriedade ¢" = ¢" ! + ¢" 2 e ng = 2.
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(i) Temos que a propriedade vale para n = 2, pois ¢?> = ¢ + 1, conforme Atividade 7.

(i) Seja k > 2 um numero natural. Suponhamos que a propriedade valha para n = k
(ou seja, nossa hipétese de indugéo é ¢* = pF~! + ¢*=2). Provemos que ela vale

para n = k + 1. De fato,

P = gk g = (K1 + gk D) g = gk 4 gk

o que completa a prova.
Do principio de indugio finita segue que ¢" = ¢"~! + ¢"~2 para todo n > 2.

Vamos agora mostrar que, para cada n > 2 natural, existem a,,b, € N tais que

¢" =a,¢ +by.

(i) Temos que ¢* = ¢ +1, de acordo com a Atividade 7. Logo, tomando a; = 1 e

b, =1, temos que a propriedade vale para n = 2.

(ii) Seja k > 2 um ntumero natural. Suponhamos que a propriedade valha para n =k,
ou seja, que existem ay, by € N tais que ¢* = a@ + by. Provemos que ela vale para
n = k + 1. De fato,

¢ =9 9F = 9 (arg +by) = arp? + by = (@ + 1) + by = (ag + b @ + a.

Tomando ay,1 = ai + by e by, = a; temos que a propriedade vale paran =k+1, o

que completa a prova.

Note que, como ¢ € irracional, os numeros a, e b, dados acima sdo tnicos. De fato,
se existissem c,,d, € IN tais que ¢" = ¢, +dy, entdo a,¢ + b, = c,¢ +d,, ou seja,
(an —cn)@ =dy —cy. Se a, —c, #0, entdo ¢ seria racional, o que é absurdo. Logo,

a, —c, =0, 0 que acarreta ¢, = a, e d,, = by,.

Com isso, conseguiremos mostrar, finalmente, que a, =a,_1+4a, e b, =b, 1+b, >

para todo n > 2 natural.

De fato, como ¢" = ¢" 1+ ¢" 2 ¢" = a,+by, ¢" ' = a, 1¢0+b, 1€ "2 =
Ap—2@ +by_», temos que a,¢ + by, = (a,_1¢ +by_1) + (@n—2¢ + by_2) = (a1 + ap_2)Q +

(by,_1 + b,_»). Da unicidade de a, e b, segue que a,, = a1 +4a, e b, =b, 1+b, ».

Temos, também, uma oportunidade para falar com os alunos sobre recorréncias
lineares de primeira e de segunda ordem, mostrando que a sequéncia de Fibonacci é
uma recorréncia de segunda ordem homogénea, do tipo x,42 + px,.1 + g%, = 0, e, entdo,
definirmos a equagéo caracteristica de uma recorréncia desse tipo como sendo uma

equacfio de segundo grau do tipo r? + pr +¢ = 0.
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Por fim, podemos mostrar que a equacao caracteristica da sequéncia de Fibonacci é

dada por 7% = r + 1, pois

Xne2 — Xnil + Xn

Xn+1 Xn+1 Xn+1

. Xn42 . X
lim =2 =1+ lim =~
n—00 Xy41 n—00 Xy41

- 1
r—1+r

Xn+2 = X+l + X

LE iy

rP=r+1

e observar que as solucdes da equacio

P=r+1

sendo rq a razio aurea.

2.3 COMPETENCIAS E HABILIDADES PREVISTAS NA BNCC

Elencamos, aqui, as competéncias e habilidades previstas na BNCC que foram traba-

lhadas neste capitulo.

Competéncias:

* (CEF2) Desenvolver o raciocinio légico, o espirito de investigacdo e a capacidade

de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matemati-

COs para compreender e atuar no mundo.

(CEF3) Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matemdtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabili-
dade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a prépria
capacidade de construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a

autoestima e a perseveranca na busca de solugdes.

(CEM4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros
de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional

etc.), na busca de solugédo e comunicacao de resultados de problemas.

(CEM5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e

propriedades matemadticas, empregando estratégias e recursos, como observacio
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de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas

conjecturas.

Habilidades:

(EFO9MAO1) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento,
existem segmentos de reta cujo comprimento nio € expresso por nimero racional
(como as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um tridangulo, quando

se toma a medida de cada lado como unidade).

(EFO9MAO02) Reconhecer um ntimero irracional como um numero real cuja re-
presenta¢ao decimal € infinita e ndo periddica, e estimar a localizacao de alguns

deles na reta numérica.

(EFO9MAO03) Efetuar cdlculos com ntimeros reais, inclusive poténcias com expo-

entes fracionarios.

(EFO9MAO4) Resolver e elaborar problemas com nimeros reais, inclusive em

notacdo cientifica, envolvendo diferentes operacdes.

(EFO9MAOQ7) Resolver problemas que envolvam a razéo entre duas grandezas de

espécies diferentes, como velocidade e densidade demografica.

(EFO9MAO8) Resolver e elaborar problemas que envolvam relacoes de propor-
cionalidade direta e inversa entre duas ou mais grandezas, inclusive escalas,
divisdo em partes proporcionais e taxa de variacio, em contextos socioculturais,

ambientais e de outras areas.

(EFO9MAQ09) Compreender os processos de fatoracdo de expressoes algébricas,
com base em suas relacdes com os produtos notdveis, para resolver e elaborar

problemas que possam ser representados por equacoes polinomiais do 2° grau.

(EFO9MA16) Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distancia
entre dois pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos no plano car-
tesiano, sem o uso de formulas, e utilizar esse conhecimento para calcular, por

exemplo, medidas de perimetros e areas de figuras planas construidas no plano.

Habilidade nédo prevista na BNCC que acrescentamos: Determinar o ponto médio
de um segmento de reta e a distancia entre dois pontos quaisquer, dadas as

coordenadas desses pontos no plano cartesiano, com o uso de férmulas.



COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

No 7° ano do Ensino Fundamental, quando resolvemos sistemas de equacdes lineares
com duas varidveis graficamente, desenhamos, sem muita discusséo tedrica, dois eixos
coordenados ortogonais, atribuimos valores para o x das equagdes, calculamos o y
correspondente, tracamos as retas e verificamos seu cruzamento, ou no cruzamento,

ou coincidéncia.’

No 8° ano do Ensino Fundamental trabalhamos com esses sistemas novamente,
acrescentando a resolucdo de inequagdes de primeiro grau com uma variavel e a
representacdo de seu resultado na reta real, através de intervalos, algo que remete a

geometria analitica unidimensional.

Por fim, no 9° ano do Ensino Fundamental, passamos a ter um contato mais formal
com a geometria analitica bidimensional, mesmo sem o uso desse nome, quando
estudamos funcoes afins e funcbes polinomiais de segundo grau. Aqui, tomamos
consciéncia, pela primeira vez, de que o referencial dito cartesiano ortogonal permite

que estudemos as retas e as parabolas sob um novo ponto de vista.

Neste capitulo, vamos dar inicio ao estudo da geometria analitica plana. Aprende-
remos a localizar pontos em um plano munido de um sistema de eixos ortogonais e a
descrever um segmento através da localizacao de seus extremos, assim como calcular
seu ponto médio e seu comprimento (ou seja, a distancia entre seus extremos). Também
nos aventuraremos no conceito de lugar geométrico, usando-o para obter equagdes de

retas e de circunferéncias.

Sugerimos que o leitor interessado em aprofundar no assunto deste capitulo consulte [10], [13], [14], [6],
[16] e [4].
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3.1 LOCALIZACAO DE PONTOS NO PLANO

Vamos dar inicio ao estudo da geometria analitica plana mostrando como localizar

pontos no plano com o auxilio de um referencial cartesiano ortogonal.

Inicialmente, vamos desenhar em nosso plano dois eixos coordenados ortogonais,
um horizontal e outro vertical, que se cruzam em suas origens. Chamaremos o primeiro
de eixo x e o segundo, de eixo y. Passamos a ter, entdo, um plano dotado de um sistema

de eixos ortogonais. (Figura: 3.1)

Figura 3.1: Eixos ortogonais. (Fonte: elaboracdo do autor)

Agora, queremos introduzir a nocdo de coordenada para pontos de um plano dotado

de um sistema de eixos ortogonais.
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Dado um ponto P desse plano, tragcamos a reta paralela ao eixo y que passa por P.
Esta reta intersecta o eixo x num ponto P;. Em seguida, tracamos a reta paralela ao

eixo x que passa por P. Esta reta intersecta o eixo y num ponto P,. (Figura: 3.2)

P P
_______________________ -"_.2___________________.__________________________
P

Figura 3.2: Localizacdo do ponto P. (Fonte: elaboragdo do autor)

Definicdo 3.1. Chamaremos de abscissa de P a coordenada do ponto P; (em relacdo
ao eixo x) e a denotaremos por xp. Chamaremos de ordenada de P a coordenada do
ponto P, (em relacdo ao eixo y) e a denotaremos por yp. Chamaremos o par ordenado

(xp, yp) de coordenadas de P em relagdo ao sistema de eixos ortogonais em questao.
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Observamos que hd uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de um plano

dotado de um sistema de eixos ortogonais e o conjunto

RZ=RxR={(x,y): x € Rey € R}.

E comum nds, professores, imaginarmos que todos os alunos do Ensino Médio estejam
familiarizados com a construcdo do plano acima descrito, comumente chamado de
plano cartesiano ortogonal. No entanto, apesar de vivermos num mundo altamente
visual, onde as imagens exercem papel preponderante na comunicacdo, muitos alunos

néo desenvolveram a habilidade de localizar pontos em um sistema de eixos ortogonais.

Podemos, aqui, trazer varias semelhancas de familia para ilustrar aos alunos a

importancia de se localizar pontos no plano. Eis alguns exemplos:

* alocalizagdo da poltrona no cinema, ou no campo de futebol, ou no teatro;

* alocalizacdo de uma cidade na superficie terrestre fazendo uso da latitude e da

longitude;

* aimagem produzida na tela de um celular é resultado de um conjunto de muitos
“pontos”, normalmente no formato quadrado, chamados de pixels. Pode ser
interessante comentar com os alunos que, diferentemente do ponto da geometria
(que ndo tem dimensdo), o pixel tem e se constitui na menor unidade para medir
imagens digitais. Logo, quanto menor for possivel fazer o pixel, mais perfeita serd

a imagem.

Desse modo, temos como proposta inicial trabalhar a localizacao de pontos no plano,

fazendo uso de folhas brancas de sulfite e, posteriormente, de papel milimetrado.

Atividade 10. Jogo de localizacdo de pontos num plano dotado de um sistema de eixos

ortogonais.
Tempo previsto para a atividade: 15 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; folha de

sulfite; lapis; borracha; régua e esquadro.
Pré-requisitos: localizacdo de um ponto em uma reta; sistema de eixos ortogonais.
Pecas do jogo:
1. Folha de sulfite.

2. Lapis e borracha.
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3. Régua.

4. Esquadro.
Regras do jogo:
1. Os desenhos serdo feitos com régua e esquadro.

2. O eixo x € horizontal e o eixo y € vertical.

3. Todo ponto do plano sera representado por um par ordenado do tipo (x,y). O
numero x chama-se a abscissa do ponto e o numero y chama-se a ordenada do

ponto.

4. Quando a ordenada de um ponto for zero, esse ponto estara sobre o eixo x, no

numero que representa sua abscissa.

5. Quando a abscissa de um ponto for zero, esse ponto estard sobre o eixo y, no

numero que representa sua ordenada.

6. Para localizar um ponto de coordenadas (a,b), com ab # 0, tracamos uma reta
vertical pelo nimero 2 no eixo x e uma reta horizontal pelo nimero b no eixo y.

O ponto de intersecao dessas duas retas é o ponto de coordenadas (a, b).
7. O ponto de coordenadas (0, 0) é chamado de origem do sistema de coordenadas.
Jogada a executar:

1. Desenhar os dois eixos ortogonais x e y.
2. Usando as Regras 1 a 7, localizar o ponto A = (2, 4).
3. Usando as Regras 1 a 7, localizar o ponto B = (4, 2).

4. Usando as Regras 1 a 7, localizar os pontos O = (0,0), C =(2,0) e D = (0, 4).

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

A resolugéo estd na Figura 3.3:
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Figura 3.3: Localiza¢do de pontos no plano. (Fonte: elaboracdo do autor)

Atividade 11. Outro jogo de localizacao de pontos num plano dotado de um sistema

de eixos ortogonais.
Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; folha de

sulfite; lapis; borracha; régua e esquadro.
Pré-requisitos: Atividade 10.
Pecas do jogo:

1. Folha de sulfite.
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2. Lapis e borracha.
3. Régua.

4. Esquadro.
Regras do jogo:
1. Os desenhos serdo feitos com régua e esquadro.

2. O eixo x € horizontal e o eixo y € vertical.

3. Todo ponto do plano sera representado por um par ordenado do tipo (x,y). O
numero x chama-se a abscissa do ponto e o numero y chama-se a ordenada do

ponto.

4. Quando a ordenada de um ponto for zero, esse ponto estard sobre o eixo x, no

numero que representa sua abscissa.

5. Quando a abscissa de um ponto for zero, esse ponto estard sobre o eixo y, no

numero que representa sua ordenada.

6. Para localizar um ponto de coordenadas (a,b), com ab # 0, tracamos uma reta
vertical pelo nimero 2 no eixo x e uma reta horizontal pelo nimero b no eixo y.

O ponto de interse¢do dessas duas retas é o ponto de coordenadas (g, b).
7. O ponto de coordenadas (0, 0) é chamado de origem do sistema de coordenadas.

8. Ao desenharmos em um plano os dois eixos ortogonais, o plano fica dividido
em quatro regides, mais os dois eixos, e cada uma dessas regidoes é chamada
quadrante, normalmente contados no sentido anti-hordrio, iniciando com o que

possui os pontos com abscissa e ordenada positivas.
Jogadas a executar:

1. Desenhar os dois eixos ortogonais x e y.
2. Identificar cada um dos quadrantes (1°, 2°, 3° e 4°) no desenho da Jogada 1.

3. Usando as Regras 1 a 8, localizar os pontos A = (3,0), B =(0,3),C =(-3,0),D =
(0,-3),E=(3,3),F=(-3,3),G=3,-3),H=(-3,-3),1=(6,8),] =(—5,4),K =
(—6,—7),L = (5 —4).

4. Relacionar os pontos que pertencem a cada um dos quadrantes (1°, 2°, 3° e 4°) e

aos eixos x e y.
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5. Tentar elaborar uma regra que relacione os sinais da abscissa e da ordenada de

um ponto com o quadrante ao qual pertence.

6. Tentar elaborar uma regra que explique quais as condi¢cbes que a abscissa e a

ordenada devem satisfazer para que um ponto pertenca ao eixo x ou ao eixo y.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Jogadas 1, 2 e 3 (Figura: 3.4):

10
|
8 o
]
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L 4
F B E
® ® @
2
C @] A
& & &
0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 & 8
-2
H D G
e ® @
L
-4 @
-6
K
[ ]
-8

Figura 3.4: Localizagdo dos pontos A a L. (Fonte: elaboracdo do autor)

Jogada 4:
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* Pontos do primeiro quadrante: [ e E
* Pontos do segundo quadrante: [ e F
* Pontos do terceiro quadrante: H e K
* Pontos do quarto quadrante: G e L

* Pontos do eixo x: O, Ae C

* Pontos do eixo y: O, Be D

Jogada 5:

Um ponto pertencerd ao primeiro quadrante quando tiver abscissa e ordenada po-
sitivas, ao segundo quando tiver abscissa negativa e ordenada positiva, ao terceiro
quando tiver abscissa e ordenada negativas e ao quarto quando tiver abscissa positiva e

ordenada negativa.
Jogada 6:

Um ponto pertencerd ao eixo x quando sua ordenada for nula e pertencerd ao eixo y
quando sua abscissa for nula. Um ponto serd igual a origem, ou seja, pertencera aos

dois eixos simultaneamente, quando ambas, abscissa e ordenada, forem nulas. [ |

OBSERVACOES AO PROFESSOR.

1. E importante destacar que esses pontos nio foram escolhidos de forma aleatdria.
De fato, os primeiros oito pontos tiveram por escopo os alunos perceberem suas
diferencas, pois é muito comum que facam confusdo quando no futuro vierem
a estudar a equacdo segmentdria ou dos interceptos da reta (nomes usados no
Ensino Médio) dada por % + % = 1. A confusdo que se nota por parte de alguns
alunos é achar que o ponto (p,q) pertence a reta, fruto de uma confusédo de

entendimento da diferenca entre (p, g), (p,0) e (0, 9).

2. A mesma confusdo ocorre quando do estudo das funcdes e os alunos precisam
determinar o ponto onde a curva corta cada um dos eixos: confundem o nimero

p com o ponto (p,0) e o nimero g com o ponto (0, 7).

3. Acreditamos que essas confusdes se ddo muito por culpa de nds, professores,
que cometemos abusos de linguagem para com alunos que estdo em fase de
formacdo de conceitos, pois é comum que digamos, por exemplo, que a pardbola

y = ax? + bx + c corta ou intercepta o eixo y no ponto c, fazendo com que os alunos
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se esquecam de que, no plano, ndo existe ponto c, e sim ponto de coordenadas
0, 0).

4. Notemos que ndo se trata de preciosismo linguistico, o que estaria contrariando a
ideia wittgensteiniana de jogo de linguagem, mas sim, justamente, de estabele-
cermos regras claras para o jogo. Assim, € importante abrir uma discussdo com
os alunos para que percebam que, pelas regras estabelecidas, um nimero pode
até “nomear” um ponto quando esse ponto pertence a um dos eixos, no entanto a
representacdo desse ponto no sistema de eixos ortogonais fixado sempre se dara

por um par ordenado do tipo (a, b).

Seguem outras sugestoes de jogos de linguagem matematicos:

1. Repetir a Atividade 10 usando folha de papel milimetrado.

2. Mudar os pontos para A = (v/2,v3), B = (—v2,V3), C = (—V2,—V3)e D =
(V2,—V3).

3.2 PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO DE RETA

Como sabemos, dados dois pontos distintos A e B do plano, os pontos da reta AB

que estdo entre A e B constituem o segmento de reta AB.

O desenho abaixo (Figura: 3.5) ilustra o segmento de reta AB quando A = (1,2) e

B = (9,5) no sistema de eixos ortogonais fixado.
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B

SEGMENTO DE RETA AB

Figura 3.5: Segmento de reta AB. (Fonte: elaboracfio do autor)

T

10

Usando a defini¢do de ponto médio dada no Capitulo 2 — qual seja, o ponto médio

de um segmento de reta € o ponto entre seus extremos que o divide em dois outros

segmentos congruentes —, juntamente com o famoso teorema de Tales, vamos estabe-

lecer uma férmula para o calculo do ponto médio de um segmento qualquer num plano

dotado de um sistema de eixos ortogonais.

Duas observacdes importantes:

1. Vamos recordar com os alunos o teorema de Tales.?

2. Antes de fazermos a deduc¢édo de uma férmula geral, faremos um exemplo numé-

rico, que ajudara os alunos com maiores dificuldades de abstracéo.

Revisitando o Teorema de Tales

Na geometria plana da Educacdo Bdésica, o enunciado mais comum do teorema de

Tales € o seguinte:

2 Matematico e filésofo grego, Tales de Mileto viveu no periodo de 624 a.C. a 547 a.C.
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Figura 3.6: Teorema de Tales. (Fonte: elaboracdo do autor)

Teorema 3.2 (de Tales). No plano, um feixe de retas paralelas determina sobre duas

transversais segmentos proporcionais.® (Figura: 3.6)

O que o teorema de Tales nos diz, em termos de proporcoes, é que

E importante salientar com os alunos que, nas hipéteses do teorema, as retas do
feixe devem ser paralelas, ou seja, destacar que os segmentos determinados sobre as
transversais sé serdo proporcionais se as retas do feixe forem paralelas. Isso pode
parecer despiciendo, mas, na realidade, os alunos tendem a aplica-lo mesmo quando

ndo ha garantia do paralelismo.
Por enquanto, iremos aceitar este teorema como verdadeiro sem demonstra-lo.

Estamos prontos para encontrar o ponto médio de um segmento especifico.

3 Uma demonstracdo desse teorema pode ser consultada em [6].
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Um exemplo numeérico do cdlculo do ponto médio.

Observe a figura abaixo (Figura: 3.7), na qual tomamos os pontos A = (2,3) e

B = (6,5) em um sistema de eixos ortogonais fixado.

B" B
e e R |
M" |
(e e R . I
!11“ : i
3 @-—————- ! i
) | |
I ! l
i : i
1 i 1: |

A’ M’ \B’
: ¢ : »

1 1 2 3 5 6 7

Figura 3.7: Ponto médio M do segmento AB. (Fonte: elaboracio do autor)

Atente-se para as seguintes observagoes:

1. Como podemos ver na figura acima, indicamos o ponto médio por M.

2. Note, em nosso desenho, que A’, M’ e B’ sio, respectivamente, as projecoes
ortogonais de A, B e C sobre o eixo x, enquanto que A”, M"” e B” sdo as as

projecoes ortogonais de A, B e C sobre o eixo y.

Iremos determinar o ponto médio do segmento AB, ou seja, as coordenadas do ponto
M.

Usando a definicdo de ponto médio, podemos escrever que o segmento AM é
congruente ao segmento MB, e, portanto, ambos tém o mesmo comprimento, ou seja,
AM = MB.
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Note que as retas AA’, MM’ e BB’ constituem um feixe de retas paralelas, pois sdo

perpendiculares ao eixo x. Pelo Teorema de Tales, como AM = MB, temos a seguinte

proporcao:
A'M  AM 1
M'B’ MB
Portanto,
A'M =M'B

Esta dltima expressdo nos diz que, no eixo x, a distAncia entre os pontos A’ e M’ é igual

a distincia entre os pontos M’ e B’.

Como sabemos calcular distancias na geometria analitica unidimensional, podemos

escrever:
d(A", M) = |xp — xal=|xm — 2] e dM',B') = |xg — xp|= |6 — xpm|.
Igualando as duas expressoes acima, obtemos
[xm —2[= 16 — xum

ou seja,

XM—2=6—XM ou XM—2= —6+XM.
Devemos, pois, considerar as duas possibilidades.

12 possibilidade:
XM—2=6—xp <= 2xpm =8 <= xpy =4
22 possibilidade:
XM—2=—6+xp < XM—Xpm=—6+2 <— 0=—-4

0 que mostra que essa possibilidade nédo ocorre.
Portanto, a abscissa do ponto médio é xj; = 4.
De modo andlogo, calculamos a ordenada do ponto médio e obtemos y; = 4.

Portanto as coordenadas do ponto médio sdo (4, 4).

Férmula para calcular o ponto médio de um segmento de reta

Estamos prontos para deduzir uma férmula que nos permita calcular o ponto médio

de um segmento de reta no plano.
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Vamos dividir a deducé@o em trés casos:

Caso 1: Sejam A e B dois pontos distintos do plano com ordenadas iguais, ou seja,
A = (xa,ya) € B = (xg,yp) com y4 = yp, € seja M = (xp,ym) 0 ponto médio do

segmento AB.

Observe a figura abaixo (Figura: 3.8):

=

A"=M"=B"

*s

[ L, |

=
P
@

oi;---‘:b

Figura 3.8: Ponto médio de segmento horizontal. (Fonte: elaboracdo do autor)

Como o segmento AB tem extremos com a mesma ordenada em relagfio ao sistema
de eixos ortogonais fixado, seu ponto médio também tem a mesma ordenada dos dois
extremos, ou seja, Yy = Y4 = Yp €, portanto,

_Yatys
Ym="—"5"

Em relacdo as abscissas dos pontos, note que as retas AA’, MM’ e BB’ constituem

um feixe de retas paralelas, pois sdo perpendiculares ao eixo x. Pelo Teorema de Tales,

como AM = MB, temos a seguinte proporcao:

A'M _AM 1
M'B’ MB
Portanto,
A'M' =M'B
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Esta ultima expressdo nos diz que, no eixo x, a distdncia entre os pontos A’ e M’ é igual

a distancia entre os pontos M’ e B’.

Como sabemos calcular distdncias na geometria analitica unidimensional, podemos
escrever
d(A", M) = |xp — x4 e dM',B')=|xp — xpm|-

Igualando as duas expressoes acima, obtemos

|xM - xA’: |xB — XM

ou seja,
XM — XA =XB— XM OU XpM — XA =—XB+XM.
12 possibilidade:
XA+ XB
XM—XA=XB—XM <= XMF+AXM=XpA—Xp <= 2Xp=Xa4+Xg < xMzT.

22 possibilidade:

XM — XA =—Xpt+XpM < XA =XB
0 que mostra que essa possibilidade nédo ocorre, pois os pontos A e B sdo distintos.

Caso 2: Sejam A e B dois pontos distintos do plano com abscissas iguais, ou seja,
A = (x4,ya) € B = (xg,yp) com x4 = xg e seja M = (xp,ypm) 0 ponto médio do

segmento AB.

Observe a figura abaixo (Figura: 3.9):
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Figura 3.9: Ponto médio de segmento vertical. (Fonte: elabora¢io do autor)

Como o segmento AB tem extremos com a mesma abscissa em relagdo ao sistema
de eixos ortogonais fixado, seu ponto médio também tem a mesma abscissa dos dois
extremos, ou seja, Xp; = X4 = Xp €, portanto,

XA+ XB

XM 5
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Em relacéo as ordenadas dos pontos, note que as retas AA”, MM" e BB” constituem
um feixe de retas paralelas, pois sdo perpendiculares ao eixo y. Pelo Teorema de Tales,
como AM = MB, temos a seguinte proporcao:

A'M"  AM
M7B" ~ MB '

Portanto,
AIIMH — MNB//

Esta tltima expressdo nos diz que, no eixo y, a distdncia entre os pontos A” e M" é

igual a distincia entre os pontos M" e B”.

Como sabemos calcular distancias na geometria analitica unidimensional, podemos
escrever
1 1" 1 "
d(A", M") = lym —yal e dM",B") =y —ym|.

Igualando as duas expressoes acima, obtemos

lym — yal=lys — yml

ou seja,
Ym —Yya=yYp—Ym OU Ym—Ya=—-Yp+tym:
12 possibilidade:
+
YM—YA=YB—YM == YMFTYM=Ya—YB <= 2UM=Ya+Yp <= YM = W'

22 possibilidade:
YM—Ya=—YptYm < YA =YB
0 que mostra que essa possibilidade ndo ocorre, pois os pontos A e B sdo distintos.

Caso 3: Sejam A e B dois pontos do plano com abscissas distintas e ordenadas
distintas, ou seja, A = (x4,y4) € B = (xp,yp) com x4 # xpeya # ypeseja M = (xp1, Ynm)

o ponto médio do segmento AB.

Observe a figura abaixo (Figura: 3.10):
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A’ M’

Figura 3.10: Ponto médio do segmento AB. (Fonte: elaboracio do autor)

Usando um raciocinio andlogo ao aplicado no exemplo anterior, temos que
d(A,,M,) = ]xM — xA| e d(Ml, B,) = |XB — xM|.
Igualando as duas expressoes acima, obtemos

lxm — xal= |xg — xMm|,

ou seja,
XM —XA=XB— XM OU Xp—Xpq4=—Xp+XM.
12 possibilidade:
XpA+XB
XM —XA=XB— XM < XM+XM=X4+XBp < XMZT.
22 possibilidade:

XM —XA=—XB+XM <= XM —XM=X4—Xp < 0=x4 — X3
0 que mostra que essa possibilidade nao ocorre, pois x4 # xp.

Assim, a abscissa do ponto médio do segmento AB é dada pela férmula

XA+ XB
XM:T.
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De modo andlogo, a ordenada do ponto médio do segmento AB é dada por

Yyatys
2

Portanto as coordenadas do ponto médio do segmento AB sdo dadas por

M = (xA;pr/yA;ryB)_

Atividade 12. Jogo do uso da férmula do ponto médio.

Tempo previsto para a atividade: 15 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua.

Pré-requisitos: ponto médio de um segmento de reta no plano; teorema de Tales;
modulo de um numero real; equacdo modular; segmento de reta no plano; localizacdo

de um ponto em um plano cartesiano ortogonal.
Pecas do jogo:
1. Segmento de reta dado.
Regras do jogo:

1. As coordenadas do ponto médio M do segmento AB sdo dadas por

M = <XA;'XB’yA‘2"yB).

Jogadas a executar:

1. Usando a Regra 1, calcule as coordenadas do ponto médio do segmento AB tal
que A=(3,0)e B=(0,3).

2. Usando a Regra 1, calcule as coordenadas do ponto médio do segmento CD tal
que C=(—-3,0)e D =(0,—3).

3. Usando a Regra 1, calcule as coordenadas do ponto médio do segmento EF tal
que E=(3,3) e F =(-3,3).

4. Usando a Regra 1, calcule as coordenadas do ponto médio do segmento GH tal
que G=(3,—3)e H=(—3,-3).

5. Usando a Regra 1, calcule as coordenadas do ponto médio do segmento I] tal que
[=(6,8)e]=(-54).
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6. Usando a Regra 1, calcule as coordenadas do ponto médio do segmento KL tal
que K =(—6,-7), L = (5, —4).

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogada 1: 540 043 3 3
M= (ZJ) - (2’2)'
Jogada 2: 510 03 s s
34 _
M= < 2 ’2) B <_2’_2>
Jogada 3:
M= <3;33;3> - (0,3)
Jogada 4:
M= (3’;3 _32_3> = (0, —3)
Jogada 5: 5 8 ,
— +
u=("255) - (2¢)
Jogada 6:

3.3 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS NO PLANO
Inicialmente, consideremos A e B dois pontos distintos do plano com ordenadas

iguais, ou seja, A = (xa,y4) € B =(xp,yp) com y = yp.

Observe a figura abaixo (Figura: 3.11):
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Figura 3.11: Distancia entre dois pontos de mesma ordenada. (Fonte: elaboracdo do autor)

Como os pontos tém a mesma ordenada, o segmento AB tem o mesmo tama-
nho do segmento A’B’. Logo, d(A,B) = d(A’,B’) = |xp — xal= /(xg —x4)? =
V(B —x4)2+0 = \/(xg — xa)>+ (yg — y8)> = /(x8 — x4)> + (5 — ya)*.

Agora, consideremos A e B dois pontos distintos do plano com abscissas iguais, ou

seja, A =(xa,y4) € B=(xp,yp) com x4 = xp.

Observe a figura abaixo (Figura: 3.12):
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Figura 3.12: Distancia entre dois pontos de mesma abscissa. (Fonte: elaboragdo do autor)

Como os pontos tem a mesma abscissa, o segmento AB tem o mesmo tamanho do seg-
mento A”B". Logo, d(A, B) = d(A”,B") = lyp —yal= /(s —ya)? = /O +(yp —ya)? =
V(B = xp2 + (B — ya)? = /(x5 — x2)2 + (yB — ya)*

Por fim, tomemos dois pontos A e B do plano com abscissas distintas e ordenadas

distintas, ou seja, A = (x4,y4) € B = (xp,yp) com x4 # xp e y4 # yp. (Figura: 3.13)
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Figura 3.13: Distédncia entre dois pontos no plano. (Fonte: elaboracdo do autor)

O triangulo ABC construido é retangulo em C (Figura: 3.13). A distancia entre os
pontos A e C, ou seja, o comprimento do cateto AC, é dada por |xg — x4|. Por sua

vez, a distancia entre os pontos B e C, isto é, o comprimento do cateto CB, é dada por
lyB —yal.

Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, temos que
d*(A,B) = (xg — x4)* + (yB —ya)’

ou seja,

4(A, B) = \/ (v — x4)? + (y5 — Y.

Atividade 13. Jogo do célculo da distancia entre dois pontos do plano.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; lousa e giz.
Pré-requisitos: operacdes com radicais.

Pecas do jogo:
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1. Dois pontos do plano dados pelas suas coordenadas.
Regras do jogo:

1. A distancia entre dois pontos A e B quaisquer do plano pode ser calculada através

da férmula

d(A,B) = \/(XB —xa)*+ (s —ya)*
Jogadas a executar:

1. Usando a Regra 1, calcular a distancia entre os pontos A e B dados por A = (—5,2)
e B=(3,6).

2. Usando a Regra 1, calcular a distancia entre os pontos C e D dados por C =
(—=3,10) e D = (8, —2).

3. Usando a Regra 1, calcular a distancia entre os pontos E e F dados por E = (3, 3)
e F=(5,5).

4. Usando a Regra 1, calcular a distancia entre os pontos G e H dados por G =

(—v2,—4) e H = (4,6).

5. Usando a Regra 1, calcular a distdncia entre os pontos [ e | dados por [ =

(v5,v/50) e | = (=5, V2).

6. Usando a Regra 1, calcular a distancia entre os pontos K e L dados por K =
(—6,—7), L = (5, —4).

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Jogada 1:
d(A,B) = /(3+5)2+ (6 —2)2 = V64 +16 = V80 = 4V/5.
Jogada 2:
d(C,D) = /(8 +3)2+ (=2 — 10)2 = /121 + 144 = v/265.
Jogada 3:
d(E,F)=v/(5-32+(5-32=V4+4=/8=2V2.
Jogada 4:

d(G, H) = \/(4+ V2)2 + (6 +4)2 = \/18+8\/2+100= \/118+8ﬁ.
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Jogada 5:

a1, 1) = \/(—v/5 — VB2 + (V2 - VB0 = V20 +32 = v/52 = 2V/13.

Jogada 6:

d(K,L) = /(5+6)2+(—4+7)2 =121+ 9 = v/130.

3.4 O CONCEITO DE LUGAR GEOMETRICO

Definicao 3.3. Um lugar geométrico é um conjunto de pontos do plano que detém, com

exclusividade, uma propriedade comum.

Por exemplo, a reta AB pode ser caracterizada como o lugar geométrico dos pontos P
do plano tais que a maior distancia entre os pontos A, B e P € igual a soma das outras
duas. De fato, sabemos que um ponto P do plano estd na reta AB se, e somente se, uma
das seguintes possibilidades ocorre: P — A — B, A— P — Bou A — B — P.* Sabemos

também que:
* P-A—-—B < d(P,B)=d(P,A)+d(A, B);
* A—P—B < d(A,B)=4d(A,P)+d(P,B);

« A—B—P <= d(A,P)=d(A,B)+d(B,P).

Como a distancia entre dois pontos ¢ um numero real ndo negativo, temos, em cada

caso, que a maior distancia entre esses trés pontos € igual a soma das outras duas.

Um outro exemplo: dados um ponto C do plano e um ntmero real r > 0, a circunfe-
réncia de centro C e raio r é definida como o lugar geométrico dos pontos do plano cuja

distancia ao ponto C é igual a r.

Como vimos, todo ponto de um plano dotado de um sistema de eixos ortogonais

pode ser representado por um par ordenado (x, y) de numeros reais, em que x denota

Recordamos que a primeira expressdo significa que A estd entre P e B, a segunda que P estd entre Ae B e

a terceira que B esta entre A e P.
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sua abscissa e y, sua ordenada. Logo, dado um lugar geométrico, faz sentido tentar

descrever a propriedade que o caracteriza através de equacOes nas variaveis x e y.

Reciprocamente, dada uma equacdo L(x,y) = 0 nas varidveis x e y, faz sentido tentar

descrever geometricamente o lugar geométrico L = {(x,y) € R?: L(x,y) = 0}.

Nesta secdo, abordaremos esses dois problemas no caso da reta e da circunferéncia.

No Capitulo 6 os retomaremos no contexto das conicas.

3.4.1 A reta como lugar geométrico

A fim de encontramos uma equacdo da reta, buscaremos descrever, por meio de

coordenadas, uma condicao para o alinhamento de trés pontos do plano.

Lema 3.4. Sejam A = (a1,a2), B = (b1, by) e C = (c1, c2) pontos do plano cartesiano. As

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(D (a1 = b1)(b2 — ¢2) = (a2 — ba) (b1 — ¢1);
(2) (c1 = b)(bz — a2) = (c2 — b2)(b1 — m1);
(3) (a1 —c1)(c2 — b2) = (a2 — c2)(c1 — by);
(4) (b1 —c1)(c2 — a2) = (b — c2)(c1 — m);
(5) (b — a1)(a2 — c2) = (b — az)(a1 — c1);
(6) (c1 —am)(az — b2) = (c2 — az)(ar — by).

Demonstragdo. (1) = (2): Podemos reescrever (2) como
[— (b1 — c)l[—(a2 — b2)] = [—(b2 — c2)][— (a1 — b1)]
e observar que esta afirmacéo é equivalente a afirmacéo
(a2 — b2)(b1 — 1) = (a1 — b1)(b2 — c2).

Logo, se (1) vale, entdo (2) vale.

(2) = (3): Fazendo x = ¢c; — by, v = by —ap, y = c; — b, e u = by — a;, temos que
xv = yu. Logo, (3) pode ser reescrita como [(b; — u) — (x + b1)]y = [(b2 — v) — (b2 + y)]x,
ou seja, —y(u + x) = —x(y + v), que € equivalente a yu = xv. Portanto, se (2) vale, (3)

também vale.
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(3) = (4): Podemos reescrever (4) como

[—(c1 — bp)][—(az2 — c2)] = [—(c2 — b2)][—(a1 — c1)]

e observar que esta afirmacdo € equivalente a afirmacéo

(a2 — c2)(c1 — b1) = (a1 — c1)(c2 — b2).
Logo, se (3) vale, entdo (4) vale.

(4) = (5): Fazendod =by —c1,e=cy —ap, f =by —cp € g =1 — a3, temos que de =
fg. Logo, (5) pode ser reescrita como (d+c1+g —c1)(ca —e—c2) = (f+ca+e —c2)(c1 —
g — 1), ou seja, (d+g)(—e) = (f +e)(—g), que é equivalente a —de — ge = —fg — eg, ou

seja, de = fg. Portanto, se (4) vale, (5) também vale.

(5) = (6): Podemos reescrever (6) como
[—(a1 — c)l[— (b2 — a2)] = [ (a2 — c2)][— (b1 — a1)]
e observar que esta afirmacéo é equivalente a afirmacéo
(b2 — a2)(a1 — 1) = (b1 — m1)(a2 — c2).

Logo, se (5) vale, entdo (6) vale.

(6) = (1): Fazendoh =c¢1 —ay,i=ax — by, j = c; — ap e k = a; — by, temos que hi = jk.
Logo, (1) pode ser reescrita como k(a, — i — ¢p) = i(a; — k — ¢1), que € equivalente a
k(—j — i) = i(—h — k), que € equivalente a —kj — ki = —ji — ki, que € equivalente a

hi = jk. Portanto, se (6) vale, (1) também vale. O

Proposicao 3.5. Sejam A = (a1,a2), B = (b1, b) e C = (c1, ¢2) pontos do plano cartesiano.

A maior distdncia entre eles ¢ igual a soma das outras duas se, e somente se,
(a1 — b1)(bz — ¢2) = (a2 — ba)(by — c1).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que max{AB, AC, BC} =
AC.

(=) Nossa hipétese garante que AC = AB + BC e disso segue que
AC? = AB>+BC?>+2- AB - AC. (3.1

Como

AC% = (a1 — c1)* + (a3 — c3)?
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AB? = (a1 — b1)* + (a2 — b)?
BC? = (b — c1)* + (b2 — c2)?

temos que (3.1) é equivalente a
(a1 — c1)* + (a2 — c2)* = (a1 — b1)* + (a2 — bp)* + (b1 — c1)* + (bo — c2)* +2 - AB - AC.
Desenvolvendo os produtos e reagrupando, obtemos

AB-AC = €l1b1 + Elzbz + b1C1 + b2C2 — a1C1 — axCy — b% — b% (3.2)

Por outro lado,

AB-BC = /(a1 — b1)2 + (a2 — b2)* - /(b1 — c1)? + (b2 — c2)?
e, portanto,

(AB-BC)* = [(a1 — b1)* + (a2 — b2)*] - [(b1 — c1)* + (b2 — 2)*].
Fazendo x =ay — by, y=ax — by, u =cq1 — by e v = ¢ — by, obtemos

(AB - BC)? = (x* + y*)(u* + v°). (3.3)

Agora, reescrevendo (3.2) em termos de x, y, u e v, chegamos a
AB-BC = (x+b1)by +(y +b2)ba + b1 (1 + b1) + ba(v + bp) — (x +b1)(u+b1) — (y + bp) (v + b2) — b% — b3

que, desenvolvendo, nos da
AB - BC = —xu — yo.

Logo, temos que
(AB - BC)? = (—xu — yv)*. (3.9

Comparando (3.3) e (3.4) temos que

(x* + yz)(u2 +0%) = (—xu — yv)z.

Mas

(% +y?)(W? +0%) = (—xu — yo)? x2u? + x20% + yPu? + y?o? = x2u? + 2xuyo + y?o?

—

—  x20? +y*u? = 2xuyv
— (xv—yu)?=0

& XU =yu.
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Concluimos, entdo, que xv = yu, ou seja, (a1 — by)(c2 — ba) = (a2 — ba)(c1 — by), que é
equivalente a
(a1 — b1)(b2 — ¢2) = (a2 — ba)(b1 — c1).
(«=) Suponhamos que (a1 — by)(ba — ¢2) = (ap — ba)(b1 — ¢1).

Fazendo x = a1 — b1,y =ay — by, u = by —c1 € v = by — cp, temos que xv = yu, ou

seja, xv — yu = 0.
Temos também que:
o AB?=x?+y%
e BCZ=u?+70%
o AC? = (x+u)*+(y +0)>.
Entao,

AC? = X* + y* + u? + 0% + 2(xu + yv) = AB? + BC? + 2(xu + yo). (3.5)

Nossa tese é AC = AB + BC, que é equivalente a AC?> = AB>+BC?2+2- AB- AC.
Precisamos, entdo, mostrar que AC?> = AB?>+ BC?+2- AB - AC é verdadeira. Para
fazer isso, basta, de acordo com (3.5), mostrar que AB - AC = xu + yv. Este serd nosso

objetivo.

Por um lado, temos que AB - BC = \/x2+ y2 - Vu2 + 02,

Por outro lado, como xv — yu = 0, o Teorema de Cauchy-Schwarz® nos dd que
|xu + yo|= /2% + Y2 - Vu? + 02,

A fim de atingirmos nosso objetivo, basta mostrar que xu + yv > 0. De fato, se isso

ocorre, entéo xu + yo = |xu +yov|= /x> +y2 - Vu2 +v2 = AB- BC.

Suponhamos, por absurdo, que xu +yv < 0. Como estamos assumindo que AC >
AB e AC > BC, temos que AC?> > AB? e AC?> > BC?. Logo, AC> —AB> > 0 e
AC? — BC% > 0.

5 Dados X = (x1,x2) e Y = (y1,2) elementos de IR?, consideremos X - Y = x1y; + xpy2 e |X|= VX - X =
\/x3 +x3. O Teorema de Cauchy-Schwarz afirma que |X - Y|< |X]||Y|, quaisquer que sejam X, Y € RR?,
e que a igualdade ocorre exatamente quando (x1, xp) = (Ay1, Ayz) ou (y1,y2) = (Ax1, Axp) para algum
AeRR.
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Observe que

AC?—AB?>>0 <+ (x+u)’+y+0—(x2+y*) >0
= 2xu+ul+2yo+0>>0
—  ur+0% > —2(xu+yv).
Analogamente,
AC?—AB*>0 <= (x+ul+y+0)*—@u*+v*)>0
— x*+2xu+y*+2y0 >0
—  x2+y? > =2(xu+yo).
Portanto,
2 2 2 2
. erv > —(xu+yv) e a ery > —(xu + yo).

Usando nossa hipdtese de absurdo, isto €, que xu + yv < 0, temos que

+y?
>

2, .2 2
+ X
e |xu+yv|= —(xu+yv) <

|xu + yo|= —(xu +yv) <

Mas vimos que

|xu + yo|= /2% +y? - Vu? + 02,

Logo,
2, .2
us+v
\/ X2 +y? - Vut +02 < >
ou seja,
V12 + 02
u?+v
2 442
xc+y- < —.
VT s
Analogamente,

Vuz+o2 < Y= x2+y2.
- 2

Juntando essas informacoes, temos que

a2y < X 2ty
- 4

o que implica que x =0 e y = 0. Mas isso contradiz xu + yv < 0. Logo, xu+yv > 0,e a

demonstracdo esta encerrada. O

Agora que sabemos caracterizar a reta que passa por dois pontos fixos e distintos

A =(xa,y4) € B =(xp,yp) como o conjunto dos pontos P = (x, y) do plano tais que

(xa —xB)yB —Y) = (Ya —yB)(xB — X)

podemos obter a equacdo geral de qualquer reta.
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Atividade 14. Jogo da equacdo geral da reta por dois pontos distintos do plano.
Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua e compasso; papel milimetrado.
Pré-requisitos: saber manipular uma expressao algébrica.
Pecas do jogo:
1. Papel milimetrado, régua e compasso, lapis e borracha.
2. Caderno para célculo.
3. Dois pontos distintos do plano, A = (x4,y4) € B = (x, yp).

4. Um ponto genérico P = (x, y) do plano.
Regras do jogo:

1. Uma equagdo geral da reta r pelos pontos A e B é dada pela férmula
(xa —xB)(yB —y) = (Va — yB)(xB — X).

Jogadas a executar:

1. Usando a Regra 1, obter uma equacio geral da reta que passa pelos pontos
A=(52)eB=(3,6).

2. Usando o papel milimetrado, desenhar a reta obtida e responder se esta inclinada

para a direita, ou para a esquerda, ou se é vertical ou se é horizontal.

3. Usando a Regra 1, obter uma equacdo geral da reta que passa pelos pontos
A=(5,2)eB=(506).

4. Usando o papel milimetrado, desenhar a reta obtida e responder se esta inclinada

para a direita, ou para a esquerda, ou se é vertical ou se é horizontal.

5. Usando a Regra 1, obter uma equacdo geral da reta que passa pelos pontos
A=(8,2)eB=(32).

6. Usando o papel milimetrado, desenhar a reta obtida e responder se esta inclinada

para a direita, ou para a esquerda, ou se é vertical ou se € horizontal.

7. Usando a Regra 1, obter uma equacdo geral da reta que passa pelos pontos
A=(2,3)eB=(56).
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8. Usando o papel milimetrado, desenhar a reta obtida e responder se estd inclinada

para a direita, ou para a esquerda, ou se é vertical ou se é horizontal.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogada 1:

(xa —xB)yB —Yy) = (Ya —yB)(xp — X)

Jogada 2: (Figura: 3.14)

[N

(5-3)6—-y) =@2-6)(3—x)

30 -5y —18+3y =6 —2x — 18 + bx
—2y+12=—-12+4x

—4x —2y+24=0.

Jogada 3:

(xa —xB)(YB —Y) = (ya — yB)(xp — X)

Jogada 4: (Figura: 3.15)

1 2 3 1 5 \ 7 g

Figura 3.14: Reta inclinada para esquerda. (Fonte: elaboracédo do autor)

rree

(5-5)6-y) =2~ 65—

30 — 5y — 30+ 5y =10 — 2x — 30 + 6x
4x —20=0

x=>5.
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Figura 3.15: Reta vertical. (Fonte: elaboragdo do autor)

Jogada 5:
(xa—xp)yp—Yy)=a—yp)xg—x) <= @B-3)2-y)=2-2)@—x)
<~ 10-5y=0
— y—-2=0
— y=2
Jogada 6: (Figura: 3.16)

Figura 3.16: Reta horizontal. (Fonte: elaboracdo do autor)

Jogada 7:

(xa—xB)yB—y)=Wa—yp)xp—x) <= (2-5)6-y)=B—-6)5—x)
< —18+3y=-15+3x
<~ —3x+3y—3=0.
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Jogada 8: (Figura: 3.17)

Figura 3.17: Reta inclinada para a direita. (Fonte: elaboracio do autor)

Usando determinantes para obter uma equagdo geral da reta

Neste momento, podemos estabelecer uma interessante semelhanca de familia — a

saber, com determinantes.

Sejam A = (x4,y4) € B = (xg,yp) pontos distintos do plano. Vimos que se P = (x, y)

¢ um ponto do plano, entdo P pertence a reta AB se, e somente se,
(xa — xB)(yB —Y) = (Ya — yB)(xp — X)
que, por sua vez, é equivalente a
(x —xa)yB —ya) =y —ya)lxp — xa). (3.6)

Esta expressdo, de certa forma, nos lembra de determinantes. Através de manipulagoes

algébricas podemos transforma-la em um determinante 3 x 3. De fato,
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(x —xa)(yB —ya) —(y —ya)xg —xa) =0

XYB — XYA — XAYB + XAYA +XAYA — XBY + XpYA +XaY —Xaya =0
XAYA — XYA+XBY — XYp — XaY — XpYa =0

XYA+YXB+XaYp — XpYa — XYp —yxa =0

xya-1+yxp-1+xayp-1—xpya-1—xyp-1—yxs-1=0.

1eoet

Aplicando a reciproca da regra pratica de Sarrus temos, entdo, que
x y 1
(3.6) <= |xa ya 1|=0.
XB yB 1
Atividade 15. Jogo da equacao geral da reta usando determinante.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha.
Pré-requisitos: cdlculo de um determinante 3 x 3.
Pecas do jogo:
1. Dois pontos A = (—7,8) e B = (3, —4).
Regras do jogo:

1. Uma equacdo geral da reta por dois pontos A = (x4,y4) € B = (xg,yp) pode ser

calculada da seguinte maneira:

x oy 1
XA YA 1 =0.
XB VYB 1

Jogadas a executar:

1. Calcular a equacdo geral da reta que passa pelos pontos A = (—7,8) e B = (3, —4)

usando a Regra 1.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogada 1:
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Aplicando a regra de Sarrus ao lado esquerdo da equacgao

x oy 1
-7 8 1]=0
3 -4 1

obtemos
8x+3y+28 —24+4x+7y =0.

Esta nova equagdo pode ser reescrita como
12x+10y+4 =0
ou, ainda, como
6x+5y+2=0

sendo, ambas, equacdes gerais da reta que passa pelos pontos A e B.

Reconhecimento de uma reta.

Vimos que, fixado um sistema de eixos ortogonais, toda reta do plano pode ser
representada por uma equacdo de primeiro grau com duas variaveis, isto é, por uma

equacdo da forma ax+ by +c=0ondea,b,c € R e aebnio sdo ambos nulos.

Agora, demonstraremos que qualquer equacio de primeiro grau com duas variaveis
representa uma reta do plano — isto é, dados 4, b, ¢ € R tais que a e b ndo sdo ambos
nulos, provaremos que o conjunto {(x,y) € R? : ax + by + ¢ = 0} corresponde a uma

reta do plano.

Para isto, fixando A = (ay,a2) e B = (b, by) dois pontos distintos desse conjunto,

mostraremeos que:

1. se C = (c1,¢2) € um terceiro ponto desse conjunto, diferente de A e B, entao
(a1 — b1)(by — c2) = (a2 — ba)(by —c1); €

2. todo ponto C = (c1, ¢2) do plano diferente de A e B e tal que (a1 — by)(by — ¢2) =

(a2 — by)(b1 — ¢1) satisfaz a equacgdo ax + by +c = 0.

Sea=0oub =0, é imediato. No que segue, suporemos a, b # 0.

Para verificar a primeira afirmacao, partimos das seguintes igualdades:
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aay+ba, +c=0 3.7)
ab; +bby+c=0 (3.8)

aci+bcy+c=0 (3.9

De (3.7) e (3.8) segue que aay + bay = aby + bb,. Note que

aay +bar = aby +bb, <= aay —aby; = bby, — ba,
<~ a(ay — b1) = b(by — ap).

Se a1 = by, entdo a, = by, o que implicaria que A = B. Logo, a1 # b1, 0 que nos leva a

a b2—a2

b_ﬂl—bl.

De (3.8) e (3.9) segue que aby + bby = acy + bc,. Como

ab1 + bbz =4acq + bCz = lel —acy = bCz — bbz
< a(by —c1) = blca — by)

e C # B, chegamos a

E _ Cy) — bz
b B bl — (1 ’
Logo,
by—ay c—b
a; — bl - b] — (]
ou seja
(by — az)(by — ¢1) = (a1 — b1)(c2 — b2).
Portanto,

(a1 — b1)(b2 — c2) = (a2 — b2)(b1 — c1).

Para verificar a segunda afirmacao, partimos de um ponto C = (cy,¢2) do plano,

diferente de A e B, tal que
(a1 = b1)(b2 — 2) = (a2 — b2)(b1 — 1)
Disto segue que

bp—ay c—by
m—b bi—c’

Como aaq + bay +c¢ =0 e aby + bby + ¢ = 0, temos que

alby —a)+b(b, —ay) =0
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ou seja

bz—az_g

al—bl _b.
Logo,

Cz—bz_g

bl—Cl _b

e, portanto,
a(by —c1) = b(c2 — by).

Disto segue que acy + bcy — (aby + bby) = 0, isto €,
acy +bcy +c=0.

Logo, C satisfaz a equacgéo ax + by +c = 0.

3.4.2 A circunferéncia como lugar geométrico

Recordemos a definicdo de circunferéncia:

Definicdo 3.6. Dados um ponto C do plano e um numero real r > 0, a circunferéncia
de centro C e raio r é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja distadncia ao ponto C

é igual ar.

Sejam C = (a,b) um ponto do plano e r > 0 um nuamero real. Dado P = (x,y) um
ponto do plano, temos que P pertence a circunferéncia de centro C e raio r se, e somente
se, d(P,C) = r. Como

dP,C)=r <= J/(x—a2+y—b2=r
— (x—al+y—b?=r?

temos que
(x—ap+ @y — b =7

¢ uma equacdo da circunferéncia de centro (4, b) e raio r, denominada a sua equagdo

redugida.

Atividade 16. O jogo da equacdo reduzida da circunferéncia.

Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.
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Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua e compasso.
Pré-requisitos: lugar geométrico; definicdo de circunferéncia como lugar geométrico.
Pecas do jogo:
1. Uma circunferéncia de centro C e raio r.
Regras do jogo:
1. O centro da circunferéncia é o ponto C = (3, 7).
2. O raio da circunferéncia é r = 3.
3. Um ponto genérico da circunferéncia é P = (x, y).

4. A distancia entre dois pontos A e B quaisquer do plano pode ser calculada pela
férmula d(A, B) = /(x4 — xp)2 + (ya — yp)>.

5. Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja distancia ao centro

¢ igual ao raio.
Jogadas a executar:

1. Usando as Regras 1 a 5, obter a equacdo reduzida da circunferéncia de centro C e

raio r.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Indiquemos por A a circunferéncia de centro C e raio r. Seja P = (x,y) um ponto
genérico do plano. Entdo, P € A <= d(P,C) =r. Comod(P,C) = \/(x —3)2 + (y — 7)?,
temos que P € A < /(x —3)2+(y —7)2 = 3. Uma vez que \/(x —3)2+(y — 7)? =
3 < (x—3)%+(y—7)?%=9,temosque P € A <= (x —3)>+(y — 7)?> = 9. Portanto,

(x —3)2+ (y — 7)? = 9 é a equacio reduzida da circunferéncia de centro C = (3,7) e raio
r = 3. (Figura: 3.18)
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Figura 3.18: Circunferéncia de centro C = (3,7) e raio r = 3. (Fonte: elaboracdo do autor)

Atividade 17. Jogo da equacédo normal da circunferéncia.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha.

Pré-requisitos: cdlculo do quadrado da soma e da diferenca de dois termos.

Pecas do jogo:

1. Uma circunferéncia de centro C e raio r.
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2. A equacdo reduzida da circunferéncia de centro C e raio r.

Regras do jogo:
1. A equacdo reduzida da circunferéncia de centro C = (3,7) e raio r = 3 é dada por
(x =32+ —7)?=09.

2. Um produto notével do tipo (a — b)?, chamado quadrado perfeito, pode ser de-

senvolvido através da aplicacfio da propriedade distributiva, ou seja, (2 — b)* =

(a —b)(a —b) = a® —ab — ab + b

3. A equagdo normal da circunferéncia de centro C e raio r pode ser obtida a partir
de sua equacdo reduzida quando desenvolvemos seus quadrados perfeitos e
colocamos todos os termos para o lado esquerdo da igualdade restando o zero a

direita.
Jogadas a executar:

1. Usando as Regras 1 a 3, obter a equacdo normal da circunferéncia de centro
C=(3,7)eraior =3.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Partindo de (x —3)* + (y — 7)* = 9, obtemos (x — 3)(x —3)+(y — 7)(y — 7) = 9, ou
seja, x> — 3x — 3x +9 +y? — 7y — 7y +49 = 9. Disto segue que

X +y? —6x — 14y +49 =0

¢ a equacdo pedida.

Reconhecimento de uma circunferéncia

Neste ponto, podemos discutir com os alunos quando uma equagéo de segundo grau
com duas varidveis representa uma circunferéncia. Uma maneira de fazer isso é através

de uma aula expositiva dialogada.

Vimos que a equacdo reduzida de uma circunferéncia é dada por

(x—a)2+(y—b)2=r2
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e que, desenvolvendo os quadrados perfeitos, obtemos a equacao normal da circunfe-
réncia
x> +y? —2ax — 2by +a® + b* — 1> = 0.

Notemos que esta ultima equagdo é uma equacao de segundo grau com duas varidveis

incompleta. Uma equacdo de tal tipo, completa, tem a seguinte forma:
Ax* +Bxy+Cy? + Dx+Ey+F = 0.
Assim, vamos comparar essas duas equacgodes e tirar algumas conclusoes:

1. Os coeficientes A e C de x? e de y?, respectivamente, devem ser iguais entre si e

nao nulos.

2. O coeficiente B de xy deve ser igual a zero.

Portanto, uma equacdo do segundo grau com duas varidveis deve ser do seguinte

tipo para, talvez, ser a equacdo de uma circunferéncia:
Ax*+ Ay* + Dx+Ey+F = 0.
Feita essa andlise inicial, vamos examinar as condi¢des sobre A, D, E e F, para que
ela, de fato, represente uma circunferéncia.
Para tanto, vamos completar quadrados na equagéo acima, ou seja, observar que:

A+ AP +Dx+Ey+F=0 <= x2+y*+Lx+Ly+L=0

2 2
— (x+%)+(y+%) :%+%_%
= (or )T (e )T = PEEEME

Temos trés possibilidades para D? + E2 — 4AF.

12 possibilidade: D? + E2 — 4AF > 0

Neste caso, a equacio Ax? + Ay2 + Dx + Ey + F = 0 representa uma circunferéncia
com centro em (—£, —55) eraior = @.

22 possibilidade: D? + E2 —4AF =0

Neste caso, a equagio Ax? + Ay2 + Dx + Ey + F = 0 representa um ponto — a saber,
o ponto (— %, — 55 ).

32 possibilidade: D? + E2 —4AF < 0

Neste caso, a equagdo Ax? + Ay? + Dx + Ey + F = 0 representa o conjunto vazio.

Assim, fica provado o seguinte teorema:

127



Teorema 3.7. Uma equagdo de segundo grau com duas varidveis
Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0

representa uma circunferéncia se, e somente se, A =C #0, B=0e D>+ E>2 — 4AF > 0.
Em particular, temos o seguinte corolario:

Corolario 3.8. A equacdo

X*+y?+Dx+Ey+F=0

representa uma circunferéncia se, e somente se, D> + E> — 4F > (.

Atividade 18. Jogo do completamento de quadrados.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha.
Pré-requisitos: completar quadrado para obter um trinémio do quadrado perfeito.
Pecas do jogo:
1. A equacdo de segundo grau com duas varidveis x> + y? — 4x — 8y — 7 = 0.
Regras do jogo:

~ . 2
1. Para completar o quadrado de uma expressio do tipo x2 + Dx, devemos somar 2-

1
2 DZ_ Q 2
para obtermos x? + Dx + - = (x + 5)".

2. Em uma igualdade verdadeira, se adicionarmos o mesmo valor nos dois membros,

obteremos uma nova igualdade verdadeira.

Jogadas a executar:

1. Completar os quadrados dos termos em x e em y, da equacdo dada como Pega 1.
2. Escrever a equacdo na forma reduzida.

3. Caso o valor a direita do igual seja maior que zero, responda que a equacdo

representa uma circunferéncia; caso contrario, que nao.
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SUGESTAO DE RESOLUCAO
Jogada 1:

De x? +y? — 4x — 8y — 7 = 0, obtemos

X —dx+4+y> —8y+16=7+4+16.

Jogada 2:
(x —2)%+(y —4)* =27.

Jogada 3:

Trata-se de uma circunferéncia de centro (2,4) e raio r = /27 = 3v/3.

3.5 COMPETENCIAS E HABILIDADES PREVISTAS NA BNCC

Elencamos, aqui, as competéncias e habilidades previstas na BNCC que foram traba-

lhadas neste capitulo.

Competéncias:

* (CEF2) Desenvolver o raciocinio 16gico, o espirito de investigacdo e a capacidade
de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matemati-

COSs para compreender e atuar no mundo.

* (CEF3) Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matemdtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabili-
dade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a prépria
capacidade de construir e aplicar conhecimentos matemdticos, desenvolvendo a

autoestima e a perseveranca na busca de solugdes.

* (CEF6) Enfrentar situagdes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situa-
¢Oes imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario,
expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes registros e
linguagens (gréficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna

e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

* (CEMB3) Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos

para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
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analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solucoes propostas,

de modo a construir argumentacio consistente.

(CEM4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros
de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional

etc.), na busca de solucdo e comunicacdo de resultados de problemas.

(CEMS5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao
de padroes, experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstragdo cada vez mais formal na validacdo das referidas

conjecturas.

Habilidades:
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(EFO9MAO1) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento,
existem segmentos de reta cujo comprimento nao € expresso por numero racional
(como as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um triangulo, quando

se toma a medida de cada lado como unidade).

(EFO9MAO2) Reconhecer um ntimero irracional como um numero real cuja re-
presentacdo decimal é infinita e ndo periddica, e estimar a localizacao de alguns

deles na reta numérica.

(EFO9MAO03) Efetuar célculos com nimeros reais, inclusive poténcias com expo-

entes fracionarios.

Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: localizar um ponto no plano
cartesianos ortogonal, seja através de régua e compasso, seja através de meio

tecnoldgico.

(EM13MAT501) Investigar relacOes entre nimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas
para generalizar e expressar algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo

quando essa representacdo é de fungéo polinomial de 1° grau.

Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: aplicar uma férmula deduzida

para resolver problema matematico.

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e
de outras dreas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.



* (EM13MAT302) Construir modelos empregando as funcoes polinomiais de 1° ou
2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

* (EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de
1° grau em representa¢des geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou

aplicativos de dlgebra e geometria dindmica.

* (EM13MAT402) Converter representacoes algébricas de funcdes polinomiais de
2° grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os
casos nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra,
recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica,

entre outros materiais.
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APROFUNDANDO O ESTUDO DAS RETAS

Neste capitulo iremos trabalhar com o angulo de inclinacdo de uma reta em um
sistema de eixos ortogonais fixado, estabelecendo o conceito de declividade, através do
qual estudaremos as posicoes relativas entre duas retas. Usaremos a declividade, ou sua
ndo existéncia, para estabelecer os diversos formatos das equacoes da reta. Também
iremos obter algumas outras ferramentas como a féormula para calcular a distancia de
um ponto a uma reta, assim como discutir a translacdo de eixos coordenados e o calculo

de 4reas de tridngulos.'

4.1 DECLIVIDADE DE UMA RETA

Lembrando que os alunos ja trabalharam no 1° ano do Ensino Médio com funcdes
afins, uma maneira interessante de introduzir o tema é fazer um esquema com as

possibilidades que temos para representar uma reta no plano cartesiano.

Para isto, usaremos a nocao de dngulo de inclina¢cdo de uma reta, que nada mais é
do que o angulo formado pela reta com a direcdo horizontal (ou seja, com o eixo x do
sistema de eixos ortogonais fixado), medido no sentido anti-horario. Denotaremos o

angulo de inclinacdo de uma reta r por «;.

Reta horizontal

E aquela cujo 4ngulo de inclinacio é nulo.

Sugerimos que o leitor interessado em aprofundar no assunto deste capitulo consulte [10], [13], [14], [6]
e [16].
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Ye|Ya A=(Xa,Ya) B =(Xg, Yg)
?
|
i

'_5&_______.
I
52
=]

Figura 4.1: Reta horizontal. (Fonte: elaboracido do autor)

Se caminharmos sobre a reta dada na Figura 4.1 no sentido do ponto A para o
ponto B, o valor da abscissa ird aumentar, enquanto o da ordenada permanecera
constante. Referimos-nos a este fato dizendo que a taxa de variacdo de y em relacéo a

x, comumente indicada pela letra mintdscula m, é zero. Em simbolos:

A _
motY _Ysmva_ 0 _,
Ax Xp—Xa4 Xp—Xap

Reta inclinada para a direita

E aquela cujo 4ngulo de inclinacio é agudo.
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Figura 4.2: Reta inclinada para a direita. (Fonte: elaboracdo do autor)

Diferentemente do caso anterior, se caminharmos sobre a reta dada na Figura 4.2
no sentido do ponto A para o ponto B, a medida que a abscissa aumenta, a ordenada
também aumenta. Neste caso, a taxa de variacdo de y em relacdo a x é um numero

positivo. Em simbolos:
_AY _ VbV

m =
Ax xp—2xg4

Reta vertical

E aquela cujo 4ngulo de inclinacio é reto.
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YB —————————————————————— R

B = (Xg, Yg)
Ya
. ¥
| = (X4, Ya)
X)X
&

Figura 4.3: Reta vertical. (Fonte: elaboragdo do autor)

Neste caso, se caminharmos sobre a reta dada na Figura 4.3 no sentido do ponto A
para o ponto B, a abscissa permanecerd constante e a ordenada aumentard. Assim, a
taxa de variacdo de y em relacdo a x ndo existira, pois Ax = 0. Em outras palavras, uma

reta vertical ndo tem declividade ou coeficiente angular.

Reta inclinada para a esquerda

E aquela cujo 4ngulo de inclinacfio é obtuso.
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Figura 4.4: Reta inclinada para esquerda. (Fonte: elaboracdo do autor)

Se caminharmos sobre a reta dada na Figura 4.4 no sentido do ponto A para o ponto
B, a medida que a abscissa aumenta, a ordenada diminui. Neste caso, a taxa de variacao

de y em relacdo a x € um ndmero negativo. Em simbolos:

A _
m=Y _¥n=¥s g
Ax xp—2xg4

Definicdo 4.1. A declividade ou coeficiente angular da reta ndo vertical determinada
pelos pontos A = (x4,y4) € B = (xp,yp) € a taxa de variagdo

m .
Ax XxXp—xa

OBSERVACOES:

* Suponha que a reta determinada pelos pontos A = (x4,y4) € B = (x,yg) nédo
seja vertical e sejam C = (xc,yc) e D = (xp, yp) pontos quaisquer desta reta. Do

que fizemos no Capitulo 3 segue que

(yB —ya)(xp — xc) = (xg — x4)(Yp — Yo)-
Como a reta é nio vertical,

Yp—YA _Yp ~VYc
XBp—XA XD —XC
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e, portanto, a declividade de uma reta pode ser calculada a partir de quaisquer

dois pontos distintos que pertencam a essa reta.

* Notemos que a razdo entre a variacdo do y e a correspondente variacdo do x
representa a tangente do dngulo que a reta forma com a direcdo horizontal,
medido no sentido anti-horario. Assim, podemos escrever que m = tga, onde a é

o angulo de inclinacdo da reta.

4.2 EQUACAO FUNDAMENTAL DA RETA

Vamos obter uma equacdo para uma reta nao vertical levando em consideracédo a
declividade dessa reta. Comecaremos apresentando as ideias num caso particular e

depois apresentaremos uma atividade que tratara do caso geral.

A fim de determinar uma equacdo para a reta que passa pelos pontos A = (—3,—7) e
B = (2,8), por exemplo, deveremos seguir algumas regras. E interessante discutir com
os alunos que regras serdo essas e pedir que eles ajudem a compé-las e, também, que

as registrem.

Podemos sugerir desenhar esses pontos em um plano dotado de um sistema de eixos

ortogonais, tracar a reta por eles e chamd-la reta s. Assim:

* Regra 1: O nome da reta é s.

* Regra 2: Os pontos que a determinam de maneira tnica séo A = (—3,—7) e
B =(2,8).

* Regra 3: Desenhar esses pontos em um plano dotado de um sistema de eixos

ortogonais e tracar a reta.

Estabelecidas essas primeiras regras, vamos executa-las. E interessante dar um tempo
para que os alunos o facam em suas anotacoes, logo apds o professor fazer na lousa.
(Figura: 4.5)
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Figura 4.5: Reta que passa pelos pontos A = (—3, —7) e B = (2, 8). (Fonte: elaboracdo do autor)

Lembrando que a declividade de uma reta pode ser calculada tomando-se quais-
quer dois pontos distintos sobre essa reta, vamos calcula-la usando os pontos de que

dispomos:

* Regra 4: Podemos calcular a taxa de variacdo, também chamada de declividade
ou coeficiente angular, da reta que passa pelos pontos A = (—3,—7) e B =(2,8)

usando a férmula
= ﬂ = 7yB _ yA

m .
Ax  xp—Xxgu
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E importante darmos um tempo para que os alunos executem o cdlculo proposto na

Regra 4:
oA _yp—ya _8-(=7) _8+7 15
Ax  xp—x4 2—(-3) 243 5 7

Também € interessante mostrar na figura o Ay e o Ax. Assim: (Figura: 4.6)

(L3

12

10

B=(2,8)

T

Figura 4.6: Ay = BC e Ax = CA. (Fonte: elaboracdo do autor)

Apbs obter m = 3, iremos tomar um ponto genérico P = (x,y) sobre essa reta s e
escolher um dos dois pontos dados a priori, por exemplo, o ponto B = (2,8), para
“forcar” que a declividade seja igual a 3. Assim, temos:

q_yp—ys _y—8
Xp—xg x-—2

ou seja
y—8=3(x—2)

que é uma equacgao da reta, comumente chamada no Ensino Médio de equacdo funda-

mental ou equagdo ponto-declividade da reta s.
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Como sempre, serd alvissareiro que, apds chegar ao célculo da equacdo, retomemos

com os alunos o Passo a passo que percorremos.

O caso geral sera tratado em um jogo de linguagem matematico. A depender do
tempo disponivel, seria interessante propor que os alunos, individualmente ou em

grupo, elaborassem tal jogo e suas regras.

Atividade 19. Jogo da deducdo da equacgdo fundamental da reta.
Tempo previsto para a atividade: 15 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua; lousa e giz.
Pré-requisitos: declividade de uma reta; férmula para o célculo da declividade.
Pecas do jogo:
1. Plano dotado de um sistema de eixos ortogonais.
2. Dois pontos quaisquer, A e B, que ndo tenham a mesma abscissa.
3. O ponto A é dado por A = (xa,Y4).
4. O ponto B ¢ dado por B = (xp, yB).

5. Um ponto genérico P, dado por P = (x,v), diferente de A e de B.
Regras do jogo:

1. Para calcular a declividade de uma reta nio vertical, usar a férmula

A —_
mzl:yQ yp
Ax xg—xp

onde P e Q sdo pontos distintos dessa reta.

Jogadas a executar:

1. Calcular a declividade da reta AB usando os pontos A e B através da férmula

dada na Regra 1.
2. Escolher um dos dois pontos A ou B.

3. Usar o ponto escolhido e o ponto genérico P para calcular a declividade usando a

férmula da Regra 1.

4. Igualar o resultado da Jogada 1 com o resultado da Jogada 3.
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SUGESTAO DE RESOLUCAO
Jogada 1:

Basta copiar a férmula dada na Regra 1:

m=Y VB YA
Ax xp—Xxp

Jogada 2:
Escolho o ponto A = (x4,y4), por exemplo.
Jogada 3:

Como P = (x,y), temos que

=&=7y_y14
Ax  x—x4°

Jogada 4:

Igualando os valores das Jogadas 1 e 3, obtemos

YB—YA _Y—Ya
XB — XA X —XaA

ou seja
_YB"YA (

X—Xa).
XB — XA

Yy—ya

OBSERVACOES:

1. Como ja dito anteriormente, a equagao

YB—Ya N

X—X4a)
XB — XA

y—ya=
é referida como equagdo fundamental ou equagdo ponto-declividade da reta.
2. Denotando a declividade por m e as coordenadas do ponto A por (xo, o), a
equacdo obtida passa a ser

Yy — Yo = m(x — xp).

Essa ultima modificacdo é feita porque é comum usarmos regras mnemaonicas,
especialmente em cursos pré-vestibulares. A regra mnemonica para esta férmula
é “Yoy0, Mixox6”. Isso tudo pode parecer estranho mas é de grande ajuda aos

alunos que irdo prestar vestibular.
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4.3 VARIOS NOMES PARA VARIOS FORMATOS DE EQUAGOES DE UMA MESMA
RETA

No Ensino Médio, é comum classificarmos as equacgoes das retas tendo em vista a

forma de escrevé-las. Assim, temos:
1. Equacdo geral: ax+by+c=0
2. Equacdo reduzida (para retas ndo verticais): y = mx +n

3. Equacdo fundamental (para retas ndo verticais): y — 1o = m(x — xp)

4. Equacdo segmentdria ou dos interceptos: % + % =1
“ (o x = at+p
5. Equacao parametrica: (t e R)
y = ot+d

Esses nomes e essas definicoes podem ser informados aos alunos diretamente em

aula expositiva, dando exemplos de como passar de uma forma para outra.

Atividade 20. Jogo dos nomes das equacoes da reta.
Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; régua; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: formatos da equagdo da reta: geral, reduzida, fundamental, segmen-

taria e paramétrica.
Pecas do jogo:
1. Equacdo fundamental de reta: y — 3 = %(x —4)
Regras do jogo:
1. Equacdo geral: ax+by+c=0

2. Equacdo reduzida: y = mx +n

3. Equacdo segmentdria ou dos interceptos: % + % =1
~ (o x = at+p
4. Equacao parametrica: (t € R)
y = yt+6

Jogadas a executar:
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1. Escrever a equacao da reta dada na Peca 1 na forma geral.
2. Escrever a equacdo reduzida da reta dada na Peca 1.
3. Escrever a equacdo segmentdria ou dos interceptos da reta dada na Peca 1.

4. Escrever a equagdo da reta dada na Peca 1 na forma paramétrica.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogada 1:

y—3=3(x—4) < 3y—-9=2x-38
< —2x+3y—1=0

Portanto, —2x + 3y — 1 = 0 é uma equacdo geral da reta dada.

Jogada 2:

y—3=3(x—4) <= 3y—9=2x-38
< 3y=2x+1

_ 2 1
< y—§x+§

Portanto, y = 3x + £ é a equago reduzida da reta dada.

Jogada 3:

y—3=3(x—4) <= 3y—9=2x-38
— —2x+3y=1

= X+i=1
2 3

Portanto, % +

Jogada 4:

mw\w

=1 é a equacdo segmentdria ou dos interceptos da reta dada.

NI

Fazendo x = t, temos que 3y = 2t + 1. Logo, y = %t + % Portanto,

(0

¢ uma equacdo paramétrica da reta dada.

(t € R)
t+

[SSI1 SRR

1
3
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Ap0s os alunos jogarem o jogo da Atividade 20, podemos elaborar atividades, para
serem feitas individualmente ou em grupo, com a finalidade de levar os alunos a
concluirem que significado tem cada uma das formas, nomeadas anteriormente, de

apresentar a equacdo de uma reta nao vertical.

4.4 CONDIGCOES DE PARALELISMO E PERPENDICULARISMO

4.4.1 Retas paralelas

Comecamos relembrando um importante resultado da geometria euclidiana plana.’

Teorema 4.2. Se duas paralelas sdo cortadas por uma terceira reta, entdo os dngulos
correspondentes sdo congruentes, e reciprocamente: a congruéncia dos dngulos correspon-

dentes tem como consequéncia que as retas sdo paralelas. (Figura: 4.7)

Figura 4.7: Retas paralelas e angulos correspondentes congruentes. (Fonte: elaboragéo do

autor)

Do Teorema 4.2 segue que duas retas verticais (isto é, cujo dngulo de inclinagéo é
reto) sdo paralelas. Dele também segue que se duas retas sdo paralelas, entédo elas tém
angulos de inclinacdo congruentes e, portanto, ou ambas sdo verticais, ou ambas sdo
horizontais, ou ambas sdo inclinadas para a direita, ou ambas sdo inclinadas para a

esquerda.

2 Ao leitor interessado, o enunciado do Teorema 4.2 foi extraido do Teorema 30 de [9].
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A préxima proposicao fornece um critério para determinar quando duas retas nao

verticais sdo paralelas em funcdo de suas declividades.

Proposicao 4.3. Duas retas ndo verticais r e s sdo paralelas se, e somente se, m, = ms.
(Figura: 4.8)

Demonstragdo. E imediato que r e s sdo horizontais se, e somente se, m, = 0 = m;.

Supondo que r e s sejam inclinadas para a direita, considere a figura a seguir:

/

Figura 4.8: Retas paralelas inclinadas para a direita. (Fonte: elaboracdo do autor)

De um lado, se r e s sdo paralelas, seus angulos de inclinagdo « e B sdo congruentes.

Logo, tga = tg B. Como m, = tga e m, = tg B, temos que m, = nis.

De outro lado, se m, = m;s, entdo tga = tg . Como os dngulos « e B sdo ambos

agudos, temos que « e  sdo congruentes. Logo, r e s sdo paralelas.

O caso em que 7 e s sdo inclinadas para a esquerda é tratado de maneira andloga. [J

Atividade 21. Jogo das retas paralelas.

Tempo previsto para a atividade: 15 minutos.
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Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

régua; lapis; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: identificacdo de retas paralelas pela igualdade dos coeficientes

angulares.
Pecas do jogo:

1. Reta r; de equacdo 3x +5y+7 =0

—_

2. Retar, de equagio y = —3x+ 2
3. Reta r3 de equacao %% + %% =
4. Reta r4 de equacdo 6x + 10y —6 =0
5. Reta r5 de equacdoy — 5 = —%(x +8)

Regras do jogo:

1. Duas retas ndo verticais r e s sdo paralelas se, e somente se, m, = mg (ou seja,

suas declividades sdo iguais).
2. Para obter a equacdo reduzida de uma reta néo vertical basta isolar a varidvel y.

3. O coeficiente da varidvel x na equacdo reduzida é o valor da declividade da reta,

ou seja, de seu m.
Jogadas a executar:

1. Para cada uma das retas descritas nas pecas do jogo, anotar sua declividade.

2. Com base nos valores obtidos na Jogada 1, decidir quais retas sdo paralelas e

quais nao sao.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.
Jogada 1:
Vamos isolar o y em cada equagéo e destacar o valor do m.
* Reta 1:

3x+5y+7+0 <= by=-3x-7

__3 7
<~ y—_gx—g

Logo, my = —3.
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e Reta 2:

Como a equacao de 7, ja esta na forma reduzida, é imediato que m; = —%.
* Reta 3:
L=l = -F W1
— —b5x—-3y=7
<~ 3y=-5x—-7
= y=-3x—1%
Logo, m3 = —3.
* Reta 4:

6x+10y—6=0 <= 10y=—6x+6

__ 6 6
— Y=—1X¥*t1g

Logo, my = —%.
* Reta 5:
E imediato que ms = —3.
Jogada 2:

As retas rq, 2, 14 € 15 sdo duas a duas paralelas, pois todas tém declividade igual a

—%. No entanto, a reta r3 néo € paralela a outra reta dada.

4.4.2 Retas perpendiculares

Antes de apresentarmos um critério para determinar quando duas retas néo verticais
sdo perpendiculares em funcdo de suas declividades, vamos recordar dois resultados de

trigonometria.

Proposicao 4.4. Sendo « um arco no primeiro quadrante, temos que

cotg(a +90°) = — tga.

Demonstragdo. Considere o seguinte desenho: (Figura: 4.9)
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Figura 4.9: Tangente e cotangente no circulo trigonométrico. (Fonte: elaboracdo do autor)

Nessa figura, temos a reta vertical passando pelo ponto A sobre a qual serd tomada

a tangente do dngulo a e a reta horizontal passando pelo ponto B sobre a qual sera

tomada a cotangente do angulo f.

Como € cedico, o raio do circulo trigonométrico é 1.

Tomemos dois angulos de medidas « e 8, respectivamente /AOE e /AOF, tais que

B = a+90°. Assim, temos que tga = AE e cotg f = —BF.

Consideremos os triangulos OAE e OBF. Esses tridngulos sdo congruentes, pois:

1. /OAE = /OBF, ambos sio retos;

2. OA=0B=1;

3. LAOE = /BOF, vez que a medida de /BOF ¢é igual a f —90° = a.
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Assim, pelo caso ALA (angulo, lado, dangulo) de congruéncia de tridngulos, concluimos
que AOAE = AOBF.

Em vista dessa congruéncia de triAngulos, os segmentos BF e AE sdo congruentes.

Como tga = AE e cotg p = —BF, concluimos que

cotgfp=—tgu

ou, escrito de outra forma,

cotg(a +90°) = —tga.

O

Proposicdo 4.5. Para um dngulo de medida «, dentro do dominio de validade da fungdo,
temos que
1
cotgn = —.
& tga
Demonstragdo. De fato, no desenho anterior temos que o AAOE é semelhante ao

ABDO pelo caso AA (pares de 4ngulos retos e pares de dngulos de medida «).® Assim,

BD _BO
AO  AE
0 que garante que
cotgw 1
cotgu = =—.
1 tga

O]

Estamos, enfim, prontos para enunciar e demonstrar nosso critério. Antes, observe-
mos que se uma reta € vertical, entdo uma segunda reta serd perpendicular a ela se, e

somente se, for horizontal.

Proposicao 4.6. Duas retas ndo verticais r e s sdo perpendiculares se, e somente se,

my - Mg = _1.

Demonstragdo. Considere o desenho a seguir: (Figura: 4.10)

Ao leitor interessado em revisitar a nocdo de semelhanca de triangulos, sugerimos a Se¢do 20 de [7].
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Figura 4.10: Retas perpendiculares. (Fonte: elaboracdo do autor)

Se r e s sdo perpendiculares, entdo o triangulo A ABC ¢é retangulo. Disto segue que

a = B+90°. Note que

1 1
a=pB+90° = cotga =cotg(f+90°) = — =—tgf = — = —m;.
tga m,
Logo, m, - mg = —1.
De outra parte, se m, - mg = —1, entdo m, = —mis, o que significa que m, # ms. Assim,

as retas r e s sdo concorrentes e formam um angulo ¢, de modo que « = J + 3 ou
B =d+a, sendo « e B as inclinacbes das retas r e s, respectivamente. Sem perda de

generalidade, admitamos que

a=0+p. 4.1)
Além disso, de m, = —mis segue que tg(x) = —% = — cotg(B) = tg(90° + B). Logo,
a=90° + B. (4.2)

Comparando (4.1) e (4.2), temos que ¢ = 90°. Portanto, r e s sdo perpendiculares. [

Atividade 22. Jogo das retas perpendiculares.
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Tempo previsto para a atividade: 15 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

régua; lapis; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: identificacdo de retas perpendiculares usando os coeficientes angula-

res.
Pecas do jogo:

1. Retary de equagdo 3x +5y+7 =0

2. Reta r; de equagio y = 3x + §
3. Reta r; de equagdo ¥ + % =1
7

4. Reta r4 de equacdo 10x — 6y —6 =0

5. Reta r5 de equagdo y — 5 = 3(x +8)

Regras do jogo:

1. Duas retas ndo verticais 7 e s sdo perpendiculares se, e somente se, m, - ms = —1.

2. Para obter a equacdo reduzida de uma reta ndo vertical basta isolar a varidvel y.

3. O coeficiente da varidvel x na equacdo reduzida é o valor da declividade da reta,

ou seja, de seu m.
Jogadas a executar:

1. Para cada uma das retas descritas nas pecas do jogo, anotar sua declividade.

2. Com base nos valores obtidos na Jogada 1, decidir quais retas sdo perpendiculares

€ quais nao sao.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.
Jogada 1:

Vamos isolar o y em cada equagéo e destacar o valor do m.

* Reta 1:

3x+5y+7=0 <= by=-3x-7
= y=-3x-1
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Logo, my = —3.
¢ Reta 2:

E imediato que m; = 3.

* Reta 3:
§+%=1 = Zi%=
<~ 2Ix+35y=15
e 35y=-21x+15
— y=—-ZHx+2
= y=-32x+3
Logo, m3 = —3.
* Reta 4:

10x -6y —6=0 <= 16y=10x—6

_ 10 6
<~ y—?x—g

Logo, my = 3.
* Regra 5:

E imediato que ms = 3.
Jogada 2:

S&o perpendiculares os seguintes pares de retas: r{ e 1y, ¥1 € ¥4, Y1 € ¥5, 7o € 73, I'3 €

Y4, 73 €75,
[
Uma importante semelhanca de familia é usar a relacdo entre declividade e retas
paralelas e entre declividade e retas perpendiculares para obter a equacdo de uma nova
reta que seja perpendicular ou paralela a antiga por um ponto. Além de ser um assunto
muito cobrado em vestibulares, servird na construcao de muitas figuras geométricas.
Atividade 23. Jogo da determinacdo de retas paralelas e retas perpendiculares.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

régua; lapis; borracha; lousa e giz.
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Pré-requisitos: condicdo para retas nao verticais serem paralelalas (m, = m;);
condicdo para retas ndo verticais serem perpendiculares (m, - m; = —1); equagdo

fundamental da reta.
Pecas do jogo:
1. Um sistema de eixos ortogonais.
2. Aretar de equagdo 3x+2y —7 = 0.
3. Oponto P = (4,7).
Regras do jogo:
1. Uma equacdo geral de uma reta é dada por ax + by +c = 0.
2. A declividade de uma reta néo vertical dada por sua equagéo geral é m = —7.

3. A equacdo fundamental de uma reta que possui declividade m e passa pelo ponto
P = (x0,Y0) ¢ y — yo = m(x — xo).

4. Dada uma reta r, ndo vertical, de declividade m, todas as retas paralelas a » tém

declividade m.

5. Dada uma reta r, ndo vertical e ndo é horizontal, de declividade m, todas as retas

perpendiculares a r tém declividade —%.
Jogadas a executar:

1. Determinar a equacao fundamental e uma equagdo geral da reta s, paralela a reta

r, passando pelo ponto P.

2. Determinar a equagdo fundamental e uma equacéo geral da reta ¢, perpendicular

a reta r, passando pelo ponto P.
SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Inicialmente, vamos apresentar um desenho da situacdo descrita no jogo: (Figura:
4.11)
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Figura 4.11: Retas paralela e perpendicular a reta » dada. (Fonte: elaborac¢io do autor)

Jogada 1:

Como a reta s € paralela a reta r, pela Regra 4, ambas tém a mesma declividade. Pela

Regra 2, a declividade da reta r é dada por

mo= -3
b 2
Logo, a declividade da reta s é
3
m5=mr=—§.

Pela Regra 3, temos que a equagdo fundamental da reta s é
3
—7=—=(x—4).
y =4

Para obtermos uma equacéo geral, podemos multiplicar ambos os lados da ultima

igualdade por 2 e passar todos os valores para o lado esquerdo, obtendo

3x +2y —26=0.

Jogada 2:
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Como a reta t é perpendicular a reta r, pela Regra 5, o produto de suas declividades

é igual a —1. Pela Regra 2, a declividade da reta r é dada por

Logo, a declividade dareta t é

Pela Regra 3, temos que a equacdo fundamental da reta f é
2
—7==(x—4).
y=7=3(x—4

Para obtermos uma equacéo geral, podemos multiplicar ambos os lados da ultima

igualdade por 3 e passar todos os valores para o lado esquerdo, obtendo

—2x+3y —13=0.
u

Tendo em vista esse ultimo jogo e a necessidade, em vestibulares, de resolvermos
exercicios rapidamente, pois o tempo ¢ limitado, podemos enunciar um resultado que
nos permita, dada uma reta e um ponto, obter de forma direta as equacoes da paralela

e da perpendicular a essa reta por esse ponto.

Teorema 4.7. Se ax + by +c =0, com ab # 0, é equagdo geral de uma reta r e P = (xo, Yo)

¢ um ponto do plano, entdo:
(@) ax+by —axy — byg = 0 é equagdo geral da reta s paralela a r passando por P.

(b) bx —ay — bxg +ayp = 0 é equagdo geral da reta perpendicular a r passando por P.

Demonstracdo. Tomando por base o raciocinio desenvolvido na atividade anterior,

temos:

(a) Como a reta s é paralela a reta r, ambas tém a mesma declividade. Como a

declividade da reta r é dada por
", = —-
temos que a declividade da reta s é
ms =m, = —

a
7
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(b)

Logo, a equacdo fundamental da reta s é

a
Y—Yo= —E(x—xo)

e uma equacgao geral pode ser obtida multiplicando-se ambos os lados dessa ultima
igualdade por b e passando-se todos os valores para o lado esquerdo, resultando
em

ax +by —axo — byg = 0.

Como a reta t é perpendicular a reta r, o produto de suas declividades é igual a —1.

Como a declividade da reta r é dada por

a
er—*

b

temos que a declividade da reta ¢ é

my = —.
a

Logo, a equacdo fundamental da reta ¢ é

b
y—yo=5(x—xo)

e uma equacdo geral pode ser obtida multiplicando-se ambos os lados dessa ultima
igualdade por a e passando-se todos os valores para o lado esquerdo, resultando
em

bx —ay — bxo+ayo = 0.

O

Atividade 24. Mais um jogo da determinacdo de retas paralelas e retas perpendiculares.

Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

régua; lapis; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: Atividade 23.

Pecas do jogo:

1. Um sistema de eixos ortogonais.

2. Aretar de equagdo 3x+2y —7 =0.

3. Oponto P = (4,7).
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Regras do jogo:
1. Uma equacdo geral de uma reta r é dada por ax + by +c = 0.

2. Uma equacdo geral da reta s, paralela a r, passando por P = (x, yo) €

ax +by —axg — byg = 0.

3. Uma equacdo geral da reta t, perpendicular a reta r, passando por P = (xo, yo) €

bx —ay — bxo +ayp = 0.

Jogadas a executar:

1. Determinar a equacao geral da reta s, paralela a reta r, passando pelo ponto P.

2. Determinar a equacao geral da reta ¢, perpendicular a reta r, passando pelo ponto
P.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.
Jogada 1:

Como a reta s é paralela a reta r, usamos a Regra 2 e escrevemos
3x+2y—3-4—-2-7=0

ou seja
3x +2y —26=0.

Jogada 2:

Como a reta t é perpendicular a reta r, usamos a Regra 3 e escrevemos
2x —3y—2-4+3-7=0

ou seja
2x —3y+13=0.
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4.5 ANGULO ENTRE DUAS RETAS

Vamos estabelecer uma regra para calcular o dngulo entre duas retas. Para tanto,
novamente usando as semelhancas de familia, devemos recordar com os alunos alguns

resultados da trigonometria do circulo trigonométrico.

Proposicao 4.8. Para a,b € R temos que

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b).

Demonstragdo. Considere o seguinte desenho: (Figura: 4.12)

B=(0,1)
D = (cos(a+b), sen(a+b))
\
\ b
N\
\
\
N
\
A C =(cos a, sen a)
vl\a
%
A =(-1,0) o) 1M A=(1,0
I
gt
!
[
U -b
]
]
I
E = (cos (-b), sen (-b)) = (cos b, - sen b)
B'=(0,-1)

Figura 4.12: Célculo de cos(a + b). (Fonte: elaboracdo do autor)

Nas condicOes dessa figura temos que sdo congruentes os triangulos AAOD e ACOE,
pelo caso LAL de congruéncia de tridngulos. Desso modo AD = CE e, portanto,
d(A, D) =d(C, E). Logo,

\/(XD —x2)?+(yp —ya)P = \/(xc — xp)? + (yc — ye)*
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Temos que

(cos(a + b) — 1) + (sen(a + b) — 0)?

cos?(a +b) — 2 cos(a + b) + 1 + sen?(a + b)

(xp — x4)* + (YD — ya)?

e

(cos(a) — cos(b))? + (sen(a) + sen(b))?

cos?(a) — 2 cos(a) cos(b) + cos?(b) + sen*(a) + 2 sen(a) sen(b) + sen?(b).

(xc — xg)* + (yc — YE)?

2

Pela relacio fundamental da trigonometria, sen? & + cos®> « = 1 para todo & € R, temos

que
1—2cos(@a+b)+1=1—2cos(a)cos(b) +1+2sen(a)sen(b)

e, finalmente,

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b).

Observacoes:

* Na sala de aula, antes de seguirmos com a demonstracdo, detalhamos com os

alunos a figura e o caminho que iremos seguir.

* Destacamos que, no circulo trigonométrico, a abscissa e a ordenada de um ponto

SéO, respectivamente, 0 cosseno e o seno do arco que esse ponto representa.

* Lembramos que a func¢éo cosseno € par, ou seja, cos(—x) = cos(x) para todo x € R

e a funcdo seno é impar, ou seja, sen(—x) = — sen(x) para todo x € RR.

* Toda essa discussdo preliminar é importante para o aluno sentir-se motivado a

acompanhar a demonstragao.

* Finalmente, é importante que todas as duvidas sejam sanadas e que seja salien-
tado que os varios jogos de linguagem matematicos se conversam através das

semelhancas de familia.

Proposicao 4.9. Para a,b € R temos:

1. cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b);
2. sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a);

3. sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a).
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Demonstragdo. 1. cos(a — b) = cos(a + (—b)) = cos(a) cos(—b) — sen(a)sen(—b) =

cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b).

2. Lembrando que cos (¥ — «) = sen(x) para todo a € R, temos que

sen(a + b) cos (¥ — (a+D))
cos ((§ —a) +b)

cos (§ —a) cos(b) — sen (5 — a) sen(b)

sen(a) cos(b) — cos(a) sen(b).

3. sen(a — b) = sen(a + (—b)) = sen(a)cos(—b) + sen(—b) cos(a) = sen(a) cos(b) —

sen(b) cos(a).
O
Proposicio 4.10. Para a,b # 7 + km, onde k € Z, vale a seguinte relagdo:
tg(a) £ tg(b)
tg(atb)= >"—_-2",
B0 = @) tg0)
Demonstragdo. Lembrando que
_ sen(x) T
tg(a) = cos(a) para todo a # 5 +kmrcomk € Z
temos que
_ sen(a + b)
igla+b) = cos(a + b)
_sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a)
~ cos(a) cos(b) T sen(a) sen(b)
sen(a) cos(b) = sen(b) cos(a)
_cos(a)cos(b)  cos(a)cos(b)
~ cos(a)cos(b) _ sen(a)sen(b)
cos(a) cos(b) ' cos(a) cos(b)
sen(a) = sen(b)
_cos(a)  cos(b)
B sen(a) sen(b)
cos(a) cos(b)
_ tg(@) = tg(h)
1 F tg(a) tg(b)
O

161



Para determinarmos o angulo entre duas retas dadas pelas suas equacdes em um
sistema de eixos ortogonais fixado devemos considerar dois casos: uma das retas é

vertical e a outra ndo, ou nenhuma é vertical.

Proposicao 4.11. Sejam r e s duas retas tais que r tenha declividade, positiva ou negativa,

indicada por m,, e s ndo tenha declividade. Entdo o dngulo agudo formado por elas,

).

Demonstragcdo. Vamos considerar duas possibilidades: m, > 0 ou m, < 0.

indicado por 0, é dado por

0 = arctg < =

my

Para m, > 0, considere o desenho: (Figura: 4.13)

Figura 4.13: Declividade positiva. (Fonte: elaboracdo do autor)
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Vemos na figura acima que a + 0 = 90°, ou seja, § = 90° — a e, portanto,
1
tg(0) = tg(90° — a) = cotg(a) = ——.
B(6) = t8(00° —a) = cotg(a) = s
Portanto,
1
tg(0) = P

r

Para m, < 0, considere o desenho: (Figura: 4.14)

Figura 4.14: Declividade negativa. (Fonte: elaboracéo do autor)

Vemos na figura acima que b = 6 + 90°, ou seja, 0 = b — 90° e, portanto,

tg(0) = tg(b — 90°) = — tg(90° — b) = — cotg(b) = _’@gl(b) = _nir'
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Juntando os dois casos temos que

tg(0) = u

r

& 0= arctg(

).

Proposicdo 4.12. Sejam r e s duas retas ndo verticais tais que m,ms; # —1. Entdo o

1
,

O]

angulo agudo formado por elas, indicado por 6, é dado por

Mg — 1My
1+ mgm,

0 = arctg ’

Demonstragdo. Considere a figura a seguir: (Figura: 4.15)

Figura 4.15: Angulo entre duas retas nio verticais. (Fonte: elaboracio do autor)

Pelo teorema do angulo externo, temos que b = a + 0, ou seja, 6 = b — a. Logo,

tg(b) — tg(a) = ms —m,

tg(0) = tg(b —a) = 1+tg(b)tga) 1+mgm,
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Caso 0 seja obtuso, o angulo externo adjacente serd agudo e essa tangente sera
negativa. Caso contrdrio, o externo adjacente serd obtuso e a tangente positiva. Em

outras palavras, um dos dois angulos serd agudo e terd a tangente positiva. Assim,

ms — my
tg(0) = |——|,
8©) ‘1+msmr
isto é,
Mms —m
6:arctg‘sr.
1+ mgm,

4.6 DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

Para simplificarmos a obtencéo da férmula da distancia de um ponto a uma reta,
vamos estudar um importante jogo linguagem matematico, qual seja, as regras de
como fazer uma translacdo dos eixos coordenados. Deixaremos a rotacdo para o
Capitulo 6, onde serdo desenvolvidos jogos normativos de linguagem mais elaborados e

desafiadores.

4.6.1 Translagdo de eixos coordenados

Teorema 4.13. Seja O = (0,0) a origem de um sistema de eixos ortogonais. Se 0s eixos
coordenados sdo transladados para uma nova origem O’ = (xo, yo) e se as coordenadas de
um ponto qualquer P antes e depois da translacdo sdo, respectivamente, (x,y) e (x', ),

entdo as equagoes de transformagdo das antigas para as novas coordenadas sdo dadas por

X = x—xg

/

y = Y—lo

Demonstragdo. Considere a figura a seguir: (Figura: 4.16)
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_____ H=0y)__ ________ =0y _______ ey
I
|
|
_____ D=0y, _ ________& ;E'(’“O)
FO=(x,, ¥,) :
|
I
|
|
|
I
A=(x,,0) 1G=(0)
T
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|

I
I
1
1
I
I
1
1
0=(0,0) §
1
I
I
1
1
I
1
1
1

Figura 4.16: Translacdo de eixos coordenados. (Fonte: elaboracdo do autor)

Notemos que a figura é a representacdo geométrica do enunciado do teorema. Assim,
P = (x,y) sdo as coordenadas de P em relagdo aos eixos coordenados de origem
O =(0,0) e P = (x',y') sdo as coordenadas de P em relagio aos eixos coordenados de

origem O’ = (xo, Yo)-

O segmento vertical PG é congruente ao segmento vertical HO e mede y. Logo,
y=HO = PG = PE+ EG = PE+ DO =/ + 1.

Portanto, y' = y — ypo.

De modo anéalogo, o segmento horizontal PH € congruente ao segmento horizontal

GO e mede x. Logo,

x=GO =PH=PF+FH =PF+AO = x"+xo.
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Portanto, x’ = x — xj. O

Atividade 25. Jogo da translacdo de eixos coordenados.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com atividade; caderno; ré-

gua; lapis; borracha; lousa e giz.
Pré-requisitos: sistema de translacao de eixos coordenados.
Pecas do jogo:
1. Um sistema de eixos ortogonais com origem (0, 0).

2. Um novo sistema de eixos ortogonais com origem no ponto O’, cujas coordenadas

em relagio ao sistema de eixos ortogonais da Peca 1 sdo dadas por O’ = (2, 3).

3. Um ponto P, cujas coordenadas no sistema de eixos ortogonais da Peca 1 sdo
dadas por P = (8, 7).

Regras do jogo:

1. Seja O =(0,0) a origem de um sistema de eixos ortogonais. Se os eixos coordena-
dos sdo transladados para uma nova origem O’ = (x, o) € se as coordenadas de
um ponto qualquer P antes e depois da translacdo sdo, respectivamente, (x,y) e
(«, '), entdo as equagdes de transformacdo das antigas para as novas coordenadas
sdo dadas por

X = x—xp

y Y —Yo-

Jogadas a executar:

1. Aplicar a Regra 1 para calcular as coordenadas do ponto P em relagdo ao sistema

de eixos ortogonais da Peca 2.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Jogada 1: Considere a Figura 4.17, que descreve a resolucdo do jogo:
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y
8_
7-3=4 P
7 [ . ]
6.
5_
4_
o 8-2=6
CH PR ® ° .
1 X
]
]
2 :
]
]
]
1_ 1
]
]
:
) 2 1o 1 2 3 1 5 6 7 8 g 10 11 12

24

—34

Figura 4.17: Jogo da translacdo de eixos coordenados. (Fonte: elaboracdo do autor)

De acordo com a Regra 1, temos:

xl

/

y = 7-3

Logo, as coordenadas do ponto P em relacdo ao sistema de eixos ortogonais da Peca
2 sdo (6,4).
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4.6.2 Formula da distdncia de um ponto a uma reta

Teorema 4.14. Dada uma reta r através de sua equagdo geral ax + by + ¢ = 0 e um ponto

P = (xo, yo), a distdncia de P a r pode ser calculada através da formula

laxo + byo + |

Va? +b?

Demonstragcdo. Vamos, inicialmente, calcular a distancia da reta dada a origem O =

dP,r) =

(0,0) do sistema de eixos ortogonais.

Veja a Figura 4.18:

d(O,r)

0=(0,0) B

Figura 4.18: Distancia da origem a reta r. (Fonte: elaboracéo do autor)

Essa distdncia nada mais é do que a altura relativa a hipotenusa do tridngulo retangulo
AAOB.

Vamos calcular as coordenadas dos pontos A e B. Fazendo x = 0 na equacio
ax +by+c =0, obtemos y = —¢. Fazendo y = 0, obtemos x = —<. Logo, A = (0, —%) e
B=(-5%0).

_El
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A hipotenusa desse triangulo mede

KA = Jisn 2P+ —yar = G4 5 = [T € g

b2 a2b? ab
Como a area desse tridangulo é dada por

(5 (8) 273

temos que a altura desse triangulo, ou seja, a distancia da origem até a reta r é dada

por

2
d(O,r)z‘Z c ab :‘ c

.%.C\/a2+b2 Va? + b2

Vamos usar essa distancia para calcular a distancia de um ponto qualquer P = (xo, o)

até a reta ax + by + ¢ = 0. Para tanto, vamos colocar P = (xy, 1yp) como origem do novo

sistema de coordenadas e reescrever a equacfio da reta r nesse novo sistema:
ax+by+c=0 < a(x' +x0) +b(y' +yo) +c =0 <> ax'+ by + (axo+byo +c¢) = 0.

Note que essa ultima expressdo entre parenteses é o “c” da formula

c
dO,r) = ‘ .
Va?+b?
Logo, a distancia de P a r é dada por
AP, 1) = |axo + byo + c|
’ Va2 +b?
o que completa a demonstracao. O

Atividade 26. Jogo da distdncia de ponto a reta.
Tempo previsto para a atividade: 30 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

régua; lapis; borracha; lousa e giz; calculadora (opcional).

Pré-requisitos: férmula da distancia de ponto a reta; conceito de menor distancia de
ponto a reta como sendo a medida do segmento de reta perpendicular que liga o ponto

a reta.

Uma cidade estd localizada, em relacdo a um sistema de eixos ortogonais, no ponto
C = (—6,—8). Uma estrada principal e retilinea passa pelas cidades A e B, cujas

localizacoes sdo dadas por A = (0,7) e B = (5,0), tendo como unidade de medida o
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quilémetro. Deseja-se construir uma estrada vicinal e retilinea ligando a cidade C a
estrada AB, de modo que tenha o menor tamanho possivel. A partir desse texto e do
teorema anterior, vocé devera descrever as pecas do jogo e suas regras, assim como as

jogadas a executar e, no final, resolver as jogadas.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.
Pecas do jogo:
1. Pontos A =(0,7), B=(5,0)e C =(—6,—38).
Regras do jogo:

1. A equacdo segmentdria da reta que passa pelos pontos Q = (p,0) e R = (0,9) é
dada por

E+y=1.

p 4

2. A distancia de um ponto P = (xo, o) a uma reta r de equagdo geral ax + by +c =0

pode ser calculada usando-se a formula

laxo + byo + |

d(P,r) = 5

Jogadas a executar:
1. Usando a Regra 1, obter uma equacao segmentdria da reta AB.
2. Transformar a equacdo obtida na Jogada 1 em uma equacdo geral da reta AB.

3. Calcular a distancia do ponto C a reta obtida na Jogada 2.

4. Como trata-se de um problema pratico, aproximar, com uma casa decimal, o valor

obtido na jogada anterior e dar a resposta em quilometros.

Resolucgdes das jogadas:

Jogada 1:
X Y
57771
Jogada 2:
7x + 5]/ — 35 = O
Jogada 3:
ﬂc,ABy_VW0+Mm+C\_\7%—6%+5%—8)—35|_|—42—40—35|_]17

Va2 b2 V72 + 52 V49125 /74
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Jogada 4:

4.6.3 Cdlculo da drea de um tridngulo sendo conhecidos seus vértices

Teorema 4.15. A drea de um triangulo cujos vértices sGo A = (xa,ya), B = (xp,yB) e

C = (xc, yc) é dada por

D
em que
XA ]/A 1
D=|xg yp 1
Xc yc 1

Demonstragdo. Vamos escolher o lado AB do tridngulo A ABC para ser a base. Assim,
a altura serd a distancia entre o vértice C e a reta suporte do lado AB, que chamaremos
de r, e a drea serd dada por

-d(C,r)- AB.

N —

Vamos calcular AB, isto é, o comprimento a base do triangulo:

AB = \/(XB —x2)?+(yB —ya)?

Agora, vamos obter uma equacao geral da reta r usando a férmula ja vista do determi-

nante:
x oy 1
XA Ya 1| = 0.
XB YB 1

Por fim, vamos calcular a altura do tridangulo utilizando a férmula da distancia de um

ponto a uma reta cuja equagao geral conhecemos:

Xc yc 1
XA YA 1
XB VYB 1

d(C,7) =

Vg —x2)2+ (g — ya)?
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Assim, temos que a drea do tridngulo AABC é igual a

Xc yc 1 Xc yc 1
XA Ya 1 XA YA 1
1 xg yp 1 xg yp 1 |D|
5 “y/(xB —xa) +(yp —ya) = =—.
2 \/(xp —xa)* + (yB — ya)? \/ wy 2 2
]

Atividade 27. Jogo do calculo da 4rea de um tridngulo.
Tempo previsto para a atividade: 10 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

régua; lapis; borracha; lousa e giz; calculadora (opcional).

Pré-requisitos: area do tridngulo através do determinante; calculo de um determi-

nante 3 x 3.
Pecas do jogo:
1. Um sistema de eixos ortogonais.

2. Um triangulo cujos vértices tém coordenadas A = (5,9), B = (-3,6) e C =
(—8,=7).

Regras do jogo:

1. A drea de um tridngulo de vértices A = (x4,y4), B = (xg,yB) € C = (x¢c,yc) pode

ser calculada usando-se a férmula

D
em que
x4 ya 1
D=ixg yp 1
xc yc 1

Jogadas a executar:

1. Calcular a 4rea do triangulo definido como Peca 2.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogada 1.
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Usando a Regra 1, temos:

4.7

XA YA 1 5 9 1
D= XB YB 11=1-3 6 1|=89.
Xc Yc 1 -8 -7 1

COMPETENCIAS E HABILIDADES PREVISTAS NA BNCC

Elencamos, aqui, as competéncias e habilidades previstas na BNCC que foram traba-

lhadas neste capitulo.

Competéncias:

* (CEF2) Desenvolver o raciocinio 16gico, o espirito de investigagdo e a capacidade
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de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matemati-

COS para compreender e atuar no mundo.

(CEF3) Compreender as relacdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matematica (Aritmética, /\lgebra, Geometria, Estatistica e Probabili-
dade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a prépria
capacidade de construir e aplicar conhecimentos matemadticos, desenvolvendo a

autoestima e a perseveranca na busca de solugdes.

(CEF6) Enfrentar situagdes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situa-
¢Oes imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario,
expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes registros e
linguagens (gréficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna

e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

(CEM3) Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matemadticos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solucoes propostas,

de modo a construir argumentacio consistente.



* (CEM4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros
de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional

etc.), na busca de solu¢édo e comunicacao de resultados de problemas.

* (CEM5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao
de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstracao cada vez mais formal na validacdo das referidas

conjecturas.
Habilidades:

* (EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformacoes isométricas (translagao,
reflexdo, rotacdo e composicoes destas) e transformacoes homotéticas para cons-
truir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes producdes humanas

(fractais, construcoes civis, obras de arte, entre outras).

* (EFO9MA10) Demonstrar relacdes simples entre os angulos formados por retas

paralelas cortadas por uma transversal.

* (EFO9MA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de relacdes en-
tre arcos, dngulos centrais e dngulos inscritos na circunferéncia, fazendo uso,

inclusive, de softwares de geometria dindmica.

* (EFO9MA16) Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distancia
entre dois pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos no plano car-
tesiano, sem o uso de féormulas, e utilizar esse conhecimento para calcular, por

exemplo, medidas de perimetros e areas de figuras planas construidas no plano.

* (EFO9MA14) Resolver e elaborar problemas de aplica¢do do teorema de Pitdgoras
ou das relacoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por

secantes.

* (EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem feno-
menos perioddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre
outros) e comparar suas representacoes com as fungdes seno e cosseno, no plano

cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

* (EFO9MAO1) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento,
existem segmentos de reta cujo comprimento nao é expresso por nimero racional
(como as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um tridangulo, quando

se toma a medida de cada lado como unidade).
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(EFO9MAO02) Reconhecer um ntimero irracional como um ntimero real cuja re-
presentagdo decimal € infinita e ndo periddica, e estimar a localizacdo de alguns

deles na reta numérica.

(EFO9MAO03) Efetuar cdlculos com numeros reais, inclusive poténcias com expo-

entes fraciondarios.

Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: localizar um ponto no plano
cartesianos ortogonal, seja através de régua e compasso, seja através de meio

tecnoldgico.

(EM13MAT501) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas
para generalizar e expressar algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo

quando essa representacao ¢ de funcdo polinomial de 1° grau.

Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: aplicar uma férmula deduzida

para resolver problema matematico.

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e
de outras dreas do conhecimento, que envolvem equacgdes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de
1° grau em representa¢des geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou

aplicativos de dlgebra e geometria dindmica.



APROFUNDANDO O ESTUDO DAS
CIRCUNFERENCIAS

Neste capitulo, iremos estabelecer importantes semelhancas de familias e descobrir
coisas novas. Iniciaremos com alguns problemas cldssicos, como o cdlculo das equagdes
das retas tangentes a uma circunferéncia passando por um ponto dado e o cdlculo
do tamanho de uma corda determinada pela intersec¢do de uma reta com uma cir-
cunferéncia. Continuando nossa jornada pelos cldssicos, vamos obter uma equacdo
da circunferéncia que passa por trés pontos nao colineares do plano. Para encerrar,
vamos usar determinantes para calcular essa ultima equacdo. Na demonstragdo do
uso do determinante, visualizamos um subproduto geométrico que esta enunciado,

demonstrado e ilustrado com o uso do GeoGebra no Corolario 5.2.

5.1 ALGUNS PROBLEMAS CLASSICOS

Alguns problemas envolvendo circunferéncias sdo recorrentes em provas de vestibula-
res, sendo referidos na literatura sobre o assunto como “problemas cldssicos”. Partindo
de suas esséncias, os vestibulares criam novos problema, sejam exercicios puros (sem
aplicacdo no mundo real), sejam de aplicacdo. Por isso, resolvemos destaca-los em um

item proprio.

Atividade 28. Jogo das retas tangentes a uma circunferéncia passando por um ponto
dado.

Tempo previsto para a atividade: 30 minutos.

1 Sugerimos que o leitor interessado em aprofundar no assunto deste capitulo consulte [10] e [13].
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Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

régua; compasso; lapis; borracha; lousa e giz.

Pré-requisitos: equacdo reduzida da circunferéncia; férmula da distancia de ponto a

reta; equacdo fundamental da reta.
Pecas do jogo:
1. A circunferéncia (x — 5)? + (y +3)? = 9.
2. O ponto P = (8,9).
Regras do jogo:

1. A equacdo da familia das retas ndo verticais que passam pelo ponto P = (xo, yo) é

Yy — Yo = m(x — xo)
param € R.

2. Uma reta tangente a uma circunferéncia em um ponto é perpendicular ao raio

nesse ponto.

3. A distancia de um ponto C = (x¢, yc) a uma reta t de equagdo geral ax + by +c =0

é dada por
laxc +byc +¢|

W= in

Jogadas a executar:

1. Determinar uma equacao geral da familia das retas nao verticais que passam pelo

ponto P = (8,9) em funcdo da declividade m.
2. Determinar o centro e o raio da circunferéncia dada na Peca 1.

3. Calcular m para que a reta seja tangente a circunferéncia (ou seja, para que a

distancia do centro C da circunferéncia até a reta t seja igual ao raio).

4. Escrever as equagdes das duas retas f.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Vamos inicialmente fazer um esboco da situacdo: (Figura: 5.1)
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Figura 5.1: Retas passando pelo ponto P tangentes a circunferéncia. (Fonte: elaboracdo do

autor)

Jogada 1:

Pela Regra 1, temos que a equacdo fundamental da familia das retas que passam pelo

ponto P =(8,9) é y — 9 = m(x — 8). Como
y—=9=m(x—-8) <= y—9=mx—-8m < —-mx+y+8m—-9=0

segue que

—mx+y+8m—9=0
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€ uma equacdo geral da familia das retas que passam pelo ponto P = (8,9).
Jogada 2:

A equacdo reduzida da circunferéncia é
(x —5)%+(y+3)*>=9.

Logo, seu centro é C = (5, —3) e seu raio é r = /9 = 3.
Jogada 3:
Usando a Regra 3 aplicada a equacgéo obtida na Jogada 1, temos que

4(C, 1) = |—5m — 3 +8m — 9| _3

V(—m)? +12
Como | |
—5m—3+8m—9
ol =3 <= [3m—12|=3vVm2+1
— (Bm—12)?=BvVm2+1)>?
< 9m? —72m+144 = 9(m? +1)
— —72m=-136
_ 17
= m=3
temos que
17 136
——= —_-9=0
9 X+y+ 9
ou seja

—17x+9y+55=0
¢ uma das equacoes.

Para obter a outra reta, considere que, como o centro da circunferéncia tem abscissa
5 e seu raio € 3, o ponto mais distante do centro sobre a reta horizontal que passa por
ele tem abscissa 5 + 3 = 8, ou seja, a mesma abscissa do ponto P. Logo, essa outra reta

é vertical, ndo tem declividade e possui equacdo geral x = 8.

Vamos, agora, propor um jogo diferente. Partindo de um enunciado que vai indicar
onde queremos chegar, vamos elaborar junto com os alunos as pecas, as regras e as
jogadas. Lembremos que os alunos apresentam uma séria dificuldade em entender

enunciados e, ndo raramente, se expressam dizendo “ndo sei o que fazer”.

Atividade 29. Jogo da corda de uma circunferéncia.
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Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; régua; com-

passo; caderno; ldpis; lousa e giz.

Pré-requisitos: equacdo fundamental da reta; equacdo do eixo y; corda de uma
circunferéncia; resolucdo de sistema de 2° grau; resolucido de equacdo de 2° grau;

distancia entre dois pontos.

Considere o seguinte enunciado: Obtenha a equacdo de uma reta que passe pela

origem e determine na circunferéncia A : (x — 5)? + (y — 5)? = 25 uma corda de compri-

mento [ = 12&% 2

Quais seriam as pecas de nosso jogo?

1. Um sistema de eixos ortogonais.
2. A circunferéncia A de equagdo (x — 5)? + (y — 5)% = 25.
3. A corda de comprimento [ = 121—\;@

4. A reta que passa pela origem e corta a circunferéncia em dois pontos.
Quais seriam as regras do jogo?

1. A equacdo fundamental de uma reta ndo vertical que passa pela origem é dada

por y = mx, em que m ¢ a sua declividade.

2. Areta vertical que passa pela origem é o eixo y. Como um ponto estd sobre o eixo

y se, e somente se, tem abscissa igual a 0, a equagdo do eixo y € x = 0.

3. A definicdo de corda — a saber, o segmento de reta determinado pelos dois pontos

de interseccao da reta com a circunferéncia.

4. Para determinar, algebricamente, a intersec¢do de uma reta com uma circunferén-

cia, resolvemos o sistema composto pelas suas equacoes.
Quais seriam as jogadas (isto €, quais passos iremos seguir para chegar a solucio)?

1. Escrever a equacdo fundamental da familia de retas que passam pela origem.

2. Resolver o sistema formado pelas equacdes da reta e da circunferéncia, determi-

nando os dois pontos de interseccao.

3. Fazer com que a distancia entre esses dois pontos seja a dada na Peca 3.

2 Exercicio 322 de [10].
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SUGESTAO DE RESOLUCAO.
Jogada 1:

A equacdo fundamental da familia de retas néo verticais que passam pela origem é

y = mx, para m € R. J& a reta vertical que passa pela origem tem equacédo x = 0.
Jogada 2:

Notemos, inicialmente, que a reta de equacdo x = 0 intersecta a circunferéncia A em

um Unico ponto — a saber, (0,5) — e, portanto, ndo determina uma corda em A.

O sistema a se considerar é

{ (x —5)2+(y — 5) 25

y = mx.

Substituindo a segunda equacao na primeira, obtemos
(x =52+ (mx — 5> =25
que pode ser reescrita como

x? — 10x + 25 + m?x? — 10mx + 25 = 25

e, ainda, como
(m? +1)x*> — 10(m + 1)x + 25 = 0.

Calculando o discriminante, chegamos a
A =100(m +1)* — 4 - 25(m? + 1) = 100m?* + 200m + 100 — 100m? — 100 = 200m.

Logo,
_10(m +1) & +/200m _ 5(m +1) 4= 5v/2m

2(m? +1) m2+1

Assim, os pontos A e B dados abaixo pertencem a intersec¢do da reta y = mx com a

circunferéncia A:

m?+1 ! m?+1

A (5(m+1)+5\/% 5m(m+1)+5m\/27n>

m?+1 ’ m?+1

. (5(m+1) — 5v2m 5m(m+1) —5m\/27n)

Jogada 3:

121/85
Queremos que d(A, B) = 1\7ﬁ .
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Temos que

3400m = 720(m? + 1)
85m = 18m? + 18
18m% — 85m +18 = 0.

2 _ 14485
17 < d°(A,B)= 17-17
2 2 _ 14485
< (x4 —xp)"+ (yA - yB) = 1717
- 10v/2m 2 + 10m+/2m 2 _ 1445
m2+1 m2+1 - 17
200m 200m> _ 1445
= e Y e T 17
200m(m?+1) _ 1445
— m2+1)2 17
200m _ 720
S Sl v
<
<~
<

Calculando o discriminante, chegamos a
A =7225 — 1296 = 5929.

Logo,
85+77
m=———

36

ou seja
_ 162 9 ou m—85_77—2
36 2 3% 9
Assim, as equagOes das retas procuradas sdo y = %x ey = %x.

A proxima atividade tem por finalidade desenvolver um raciocinio que, através das
semelhancas de familia, serd transferido para a demonstracao de que trés pontos ndo

colineares determinam uma unica circunferéncia.

Atividade 30. Jogo da circunferéncia por trés pontos nio colineares.
Tempo previsto para a atividade: 30 minutos.

Recursos educacionais/tecnolégicos: texto impresso com a atividade; régua e

compasso; caderno; lapis; lousa e giz.

Pré-requisitos: distancia entre dois pontos; circuncentro de um triangulo; medi-
atrizes de um triangulo; regra de Cramer para resolucdo de sistema linear; equacdo

reduzida da circunferéncia.

Pecas do jogo:
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1. Um sistema de eixos ortogonais.

2. Trés pontos ndo colineares A =(2,3), B=(—3,4) e C = (4, —2).

Regras do jogo:

. Trés pontos nao colineares determinam um tridngulo.

. A mediatriz de um segmento de reta é o lugar geométrico do plano que sédo

equidistantes dos extremos do segmento.

. A distancia entre dois pontos A = (x4,y4) € B = (xg,yp) pode ser calculada pela

formula

d(A,B) = \/(XA —xg)?+(ya — yB)>

As trés mediatrizes de um tridngulo se cruzam no mesmo ponto, que se chama

circuncentro.

. O circuncentro é o centro da circunferéncia que passa pelos vértices do triangulo.
. Um ponto fica determinado pelo cruzamento de duas retas concorrentes.

. A equacao reduzida de uma circunferéncia é dada por

(x—a?+(@y—b)?*=r?

em que (a, b) sdo as coordenadas do centro e r € o raio.

Jogadas a executar:

. Localizar, no sistema de eixos ortogonais, os trés pontos dados e liga-los por meio

de segmentos de reta, formando um triangulo.

. Escolher dois lados desse triangulo e determinar a mediatriz de cada um.

. Determinar o ponto de interseccdo dessas duas mediatrizes.

Justificar por que esse ponto € o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

. Calcular o raio dessa circunferéncia, ou seja, a distancia do centro a qualquer um

dos trés vértices do tridngulo.

. Determinar a equacao reduzida dessa circunferéncia.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Jogada 1: (Figura: 5.2)
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Figura 5.2: Triangulo formado pelos pontos dados. (Fonte: elaboracdo do autor)

Jogada 2:
Vamos escolher os lados AB e AC e determinar suas mediatrizes.
Iniciemos pelo lado AB.

Seja P = (x,y) um ponto genérico desse lugar geométrico. Pelas Regras 2 e 3, temos
que d(P, A) = d(P, B), isto é,

V& =202+~ yaP =\ — x5)2 + (v — )2,

Note que

d(P, A) = d(P, B) VE =22+ @y —3)2=/(x +3)2+ (y — 4)?

(x =2 +(y —3)* = (x +3)> + (y — 4

x> —4x+4+y> —6y+9=x>+6x+9+y> —8y+16
—4x — 6y +13 = 6x — 8y +25

~10x+2y — 12 = 0.

1rtree

Portanto, uma equacfo geral da mediatriz do lado AB é —5x +y — 6 = 0.
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De modo andlogo determinamos que a mediatriz do lado AC é a reta que possui

equagao geral 4x — 10y —7 = 0.
Jogada 3:

Para calcular o ponto de interseccdo das duas mediatrizes devemos resolver o sistema
formado por suas equacbes. E uma boa hora para, usando semelhangas de familia,
revisar a resolucdo através de determinantes, conhecida no Ensino Médio pelo nome de

teorema de Cramer.

Assim, temos:

—S5x+y—6
4x — 10y -7

Para usar o teorema de Cramer, vamos inicialmente escrever o sistema acima na sua

() 0)-(5)

Chama-se matriz principal do sistema a primeira matriz desta ultima equacdo, de

forma matricial:

matriz das varidveis a segunda e de matriz dos termos independentes a terceira.

Vamos nomear a matriz principal de A, a das varidveis de X e a dos termos indepen-
dentes de B, obtendo

-5 1 6
A= , X=") e B= .
4 -10 y 7
Assim, nosso sistema pode ser escrito como
A-X=B.
Pelo teorema de Cramer, o valor de x na solucédo do sistema serd dado pela fracdo

cujo numerador é o determinante da matriz obtida pela substituicdo da primeira coluna

da matriz principal pela coluna da matriz dos termos independentes. Assim,

6 1
. 7 =10 :(_60_7):_g'
-5 1 50 — 4 46

4 -10
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De modo andlogo, o valor de y na solucdo do sistema serd dado pela fracdo cujo
numerador é o determinante da matriz obtida pela substituicdo da segunda coluna da

matriz principal pela coluna da matriz dos termos independentes. Assim,

|—5 6

e 4 7 :(—35—24)2_@.
5 1 50 -4 46
' 4 —10

Logo, o ponto de interseccido dessas duas mediatrizes é
(67
S\ 467 46)°

Jogada 4:

Esse ponto €, de fato, o centro da circunferéncia que passa pelos pontos A, B e C,
pois, de um lado, por pertencer a mediatriz do segmento AB, é equidistante aos pontos
A e B e, de outro lado, por pertencer a mediatriz do segmento AC, é equidistante aos

pontos A e C. Logo, ele é equidistante desses trés pontos.
Jogada 5:

O raio r pode ser calculado, por exemplo, como

r= \/(xA — X))+ (ya —yy)>

Logo,
67\ 2 59\ 2 159\% /197\? 1 /64090
4(%46) (3+2) _W%) (S0) - L e - YOO
Jogada 6:

A equacdo reduzida dessa circunferéncia é dada por
L7 (59 6409
16 YTa6) T 2116

Ao final teremos o seguinte desenho, que ilustra as jogadas feitas: (Figura: 5.3)
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Figura 5.3: Circunferéncia por trés pontos néo colineares. (Fonte: elaboracio do autor)

5.2 USANDO DETERMINANTES PARA OBTER UMA EQUAGCAO DE UMA CIRCUNFE-
RENCIA QUE PASSA POR TRES PONTOS NAO COLINEARES

Podemos estabelecer uma interessante semelhanca de familia com a Algebra Linear,

mais especificamente com sistemas lineares e determinantes:

Proposicdo 5.1. Se Py = (x1,y1), P> = (x2,y2) e P3 = (x3,y3) sdo pontos ndo colineares do

plano, entdo uma equagdo para a circunferéncia que passa por esses trés pontos é dada por
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x>+y? x oy
2,.2

Xty Y1 N
2,.2

X3+Y; X2 Y2

2., .2
Xty X2 Y2

—_ = e

Demonstragdo. Temos que encontrar D, E e F de modo que
2.2 -
x*+y " +Dx+Ey+F=0

seja a equacdo da circunferéncia que passa especificamente por P;, P, e P5. Note que D,
~ . . . . ., D2, P2
E e F estdo univocamente determinados, pois o centro é (2,£) eoraioé -+ £ — F.

Temos que

+

Dx; + Ey; + F

(x] +v7)
(x5 +y3)

(x5+y3) + Dxs + Eys + F

+

DX2+Ey2+F=

ou seja

—_

D —(x2+y3)
El=|-(3+y3)
F

—(x3+13)

X1 W1
X2 Y2

X3 Y3

_ =

Note que o determinante da matriz principal do sistema acima é diferente de zero,

pois P;, P, e P3 ndo séo colineares. Vamos calcula-lo:

X 1
L _ X2 Y2 X1 N X1 N
X2 y2 1| = - +
X3 Y3 X3 Y3 X2 Y2
X2 Y2 1

= (xy3 — x3Yy2) — (¥1y3 — x3Y1) + (X1Y2 — X2Y1)
x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — Y2)-

Pelo teorema de Cramer,

—(f+yd) n 1
—(3+y) y2 1

ol @R v 1] oy — )+ (1B — v + (G 1D — v
x1 oy 1 x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — y2)
X2 Y2 1
X3 Y3 1
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Analogamente,

x1 —(2+y3) 1

X2 —(x§+y%) 1

p_ L% 0G4y 1| R4y - 1)+ (G 4y —x) + (3 + )1 — x2)
x1oy 1 x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — ¥2) '
X2 yz 1
X3 y3 1
Por fim,

x1oyr —(d+y))

X Yy —(3+y3)

X3 y3 —(G+y3) _ —(xF + YD) (23 — x3y2) + (¥3 + Y3)(x1y3 — x3y1) — (¥3 + Y3) (X112 — X2¥1)
x1 oy 1 x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — ¥2)
X2 y2 1
X3 y3 1

Substituindo D, E e F na equagao, obtemos

24P — (G + ¥z — y3) + (3 +y3) 2 — v1) + (3 + Y31 — v2) i
x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — V¥2)

(3 + ) (2 — x3) + (23 + y3)(x3 — x1) + (63 + y3)(x1 — x2) .
x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — y2)

—(x} + y$)(x2y3 — x312) + (63 + y3)(x1y3 — x3y1) — (X3 + y3)(x1y2 — x2y1)
x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — V¥2)

que ¢é equivalente a
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(2 + %) [x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 — ¥2)] —

(B + D)2 — y3) + (3 + 135 — y1) + (G + D y1 — )] - x +
(3 +13)(x2 — x3) + (43 + 3) (x5 — x1) + (F +13)(x1 — x2)] -y +
—(xF + y)(xays — x312) + (63 + Y3 (x1y3 — x3y1) — (X% + y3)(xay2 — x2p1) = 0.

Reordenando os termos:

(P + Y12 — y3) + x2(ys —y1) +x3(1 —y2)] —

(7 + yDIx(y2 — y3) — (2 — x3)y + (x2y3 — x3y2)]  +
(3 +y3)[—(y3 — y1)x + (x3 — x)y + (r1ys — x3y1)] —
(3 +y3)1 — y2)x — (11 — 2y + (x1y2 — x2y1)] = 0.
Melhorando a escrita mais uma vez:
(% +y?)[x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 —y2)] —
(F +yDlvayz —y) + 03y —y2) +x(2 —y3)]  +
(G +ylwsy —y) +x(1 —ya) +qays — I —
(3 +y3)[x(y1 — y2) + x1(y2 — y) + x2(y — y1) = 0.
Contudo, essa ultima equacdo pode ser reescrita como
2+y?r ox oy 1
x3+yr ox1 oy 1 o
x% + y% X2 Y2 1 .
x% + y% X2 y2 1
De fato, basta pensar no desenvolvimento de Laplace pela 12 coluna. O
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A Proposicdo 5.1 nos da um interessante corolario:

Corolario 5.2. Sejam A, B, C e D pontos sobre uma circunferéncia posicionados de modo
que ao percorrermos essa circunferéncia no sentido anti-hordrio partindo do ponto A,
passamos primeiro por B, depois por C e, por tltimo, por D. Se O é um quinto ponto do

plano, entdo
OA?. Area(ABCD)+OC? - Area(AABD) = OB? - Area(AACD) + OD? - Area(AABC).
Demonstragdo. Basta tomar um sistema de eixos ortogonais com origem O e considerar
A =(x,y), B=(x1,11), C=(x2,y2) € D = (x3,y3).
Ja& provamos que

(o + P x1(y2 — y3) + x2(y3 — y1) + X3(y1 — )]

— (e + yDla(ys — ) + x5y — y2) +x (2 — y3)]

3+ y3)lxa(y — y1) +x(1 — y3) + x1(y3 — y)]

—(3 +y3) (W1 — y2) + x1(y2 — y) + x2(y — y1) = 0.

Note que x2 +y?> = OA? e que

X1 N 1
x1(y2 —y3) + x2(y3 —y1) +x3(y1 —y2) = | x2 y» 1 |= Area(ABCD)-2.
X2 Y2 1
Analogamente para as outras trés equagdes. Disso, segue a tese. O

Para uma bela ilustracdo do Coroldrio 5.2, siga o link para a pagina da professora

Ana Carolina Boero no GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/xant6b55.

Vamos, entdo, jogar o jogo do determinante.
Atividade 31. Jogo do determinante para obter uma equacdo da circunferéncia por
trés pontos nao colineares.

Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; régua; com-

passo; caderno; lapis; borracha; lousa e giz.
Pré-requisitos: cédlculo de um determinante 4 x 4 pelo desenvolvimento de Laplace.

Pecas do jogo:
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1. Um sistema de eixos ortogonais.

2. Trés pontos nao colineares A = (8,5), B=(6,7) e C = (4,5).
Regras do jogo:

1. A equacdo de uma circunferéncia por trés pontos nao colineares pode ser dada
pelo determinante

x2+y? x oy

Yy x1

GHys X2 Yo

2, .2
X+Y; X2 Y2

Gy
1]
o

2. Esse determinante pode ser calculado usando-se o teorema de Laplace sobre a

coluna 4.

3. De acordo com o teorema de Laplace, o valor de um determinante é igual a
soma dos elementos de uma fila (linha ou coluna) da matriz correspondente

previamente multiplicados pelos seus respectivos cofatores.

4. O cofator de um elemento qualquer, da i-ésima linha e j-ésima coluna, de uma
matriz quadrada é igual ao produto do valor do determinante da matriz que se

obtém ao eliminar-se a i-ésima linha e j-ésima coluna dessa matriz por (—1)™*/.
Jogadas a executar:

1. Substituir as abscissas dos pontos A, B e C nas respectivas variaveis, x1, X, € x3,
assim como as ordenadas nas respectivas varidveis, y1, y2 € y3, do determinante

da Regra 1.

2. Calcular o determinante obtido na jogada anterior usando o teorema de Laplace

como descrito nas Regras 2, 3 e 4.

3. Apresentar a equagdo obtida como sendo a equagdo da circunferéncia pelos trés

pontos dados.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.

Jogada 1:
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2+y? x oy 1
82+5> 8 5 1 0
62+72 6 7 1 '
42+52 4 5 1

Jogada 2:

Aplicando o teorema de Laplace sobre a coluna 4, temos que

x+y? x oy 1

89 8 5 1

8 6 7 1

41 4 5 1

¢ igual a

89 8 5 2+ x vy 2+ x vy 2+ x vy
—| 8 6 7|+ 8 6 7 |— 89 8 5 |+ 89 8 5
41 4 5 41 4 5 41 4 5 8% 6 7

Resolvendo cada determinante, obtemos
8x% + 8y> — 96x — 80y + 456 = 0

ou seja
x?+y* —12x — 10y +57 = 0.

Por fim, completando quadrados, chegamos a

(x — 6)*+ (y — 5)* = 4.

5.3 COMPETENCIAS E HABILIDADES PREVISTAS NA BNCC
Elencamos, aqui, as competéncias e habilidades previstas na BNCC que foram traba-

lhadas neste capitulo.

Competéncias:
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* (CEF2) Desenvolver o raciocinio 1égico, o espirito de investigacdo e a capacidade
de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matemati-

COSs para compreender e atuar no mundo.

* (CEF3) Compreender as relacdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matemdtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabili-
dade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a prépria
capacidade de construir e aplicar conhecimentos matemdticos, desenvolvendo a

autoestima e a perseveranca na busca de solugdes.

* (CEF6) Enfrentar situagdes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situa-
¢Oes imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario,
expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes registros e
linguagens (gréficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna

e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

* (CEM3) Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solucoes propostas,

de modo a construir argumentacao consistente.

* (CEM4) Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros
de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional

etc.), na busca de solugédo e comunicacao de resultados de problemas.

* (CEM5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matemadticas, empregando estratégias e recursos, como observacao
de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstracio cada vez mais formal na validacdo das referidas

conjecturas.
Habilidades:

* (EFO9MAO03) Efetuar calculos com ntiimeros reais, inclusive poténcias com expo-

entes fracionarios.

* Habilidade especifica, nao prevista explicitamente: aplicar uma férmula deduzida

para resolver problema matemadtico.

* (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e
de outras areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
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* (EFO9MA16) Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distancia

entre dois pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos no plano car-
tesiano, sem o uso de féormulas, e utilizar esse conhecimento para calcular, por

exemplo, medidas de perimetros e 4reas de figuras planas construidas no plano.’

(EFO9MA14) Resolver e elaborar problemas de aplicacdo do teorema de Pitagoras
ou das relacoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por

secantes.

Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: aplicar a algebra linear, mais
particularmente, determinantes, na resolucdo de problemas de geometria anali-

tica, de modo a fazer a dlgebra dialogar com a geometria.

3 Nesta habilidade, acrescento: e com o uso de formula, e utilizar esse conhecimento para calcular a equacdo

de uma circunferéncia.
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UMA BREVE VISITA AS CONICAS

Vamos encerrar nossa caminhada fazendo uma breve visita as conicas, cujas origens
remontam a Grécia Antiga, onde eram estudadas como sec¢des de um cone circular
reto por um plano. Como, neste trabalho, elas serdo apresentadas diretamente como
curvas planas definidas por propriedades que as caracterizam como lugares geométricos,
indicamos ao leitor interessado que consulte [13] para compreender como as defini¢cdes

que adotaremos advém da concepciio original de seccdo conica.'

Definicdao 6.1. Sejam d uma reta, F um ponto nao situado sobre a reta d e e > 0
um numero real. O lugar geométrico dos pontos P do plano tais que a razdo entre a
distancia de P a F e a distancia de P a d é igual a constante e, isto €, tais que

d(PF)
apd) ~©

€ chamado de conica. A reta d é chamada de diretriz, o ponto F é chamado de foco e a

constante positiva e é chamada de excentricidade dessa conica.

E mais especificamente:
* see =1, aconica é denominada pardbola;
* see < 1, a conica é denominada elipse;

* see > 1, aconica é denominada hipérbole.

1 Sugerimos que o leitor interessado em aprofundar no assunto deste capitulo consulte [10] e [13], além da
seguinte animacio do GeoGebra, produzida pela professora Ana Carolina Boero: https://www.geogebra.
org/m/vxa22j7g.
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Nas préximas se¢oes, faremos um breve estudo da parabola, elipse e hipérbole.

6.1 ESTUDO DA PARABOLA

De acordo com a Defini¢do 6.1, uma pardbola é definida da seguinte maneira:

Definicdo 6.2. Dados, em um plano, uma reta (denomimada diretriz) e um ponto fora
dela (denominado foco), chamamos de pardbola ao lugar geométrico dos pontos do

plano que sao equidistantes da reta e do ponto dados.

A seguinte nomenclatura € utilizada com frequéncia: (Figura:6.1)

* Areta perpendicular a diretriz passando pelo foco é o eixo da parédbola.
* A intersecgdo entre o eixo e a pardbola é seu vértice.

* A distancia do foco da pardbola a reta diretriz € o pardmetro da parabola.

:V: vertice

Reta diretriz d

Figura 6.1: Distancia do ponto P ao foco F € igual a distancia de P a diretriz d. (Fonte:

elaboracdo do autor)
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Propomos, a seguir, um jogo cuja finalidade é desenvolver a habilidade de obter
uma equacao da parabola partindo de sua defini¢do como lugar geométrico. Assim, os
alunos terdo uma maior facilidade para acompanhar a deduc¢do da equacdo canénica

da pardbola que sera feita em seguida.

Atividade 32. Jogo de encontrar uma equacao da pardbola usando a definicao.
Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua; lousa e giz.

Pré-requisitos: formula da distancia entre dois pontos; formula da distancia entre

ponto e reta.
Pecas do jogo:
1. Um sistema de eixos ortogonais.
2. Uma reta horizontal d cuja equagdo é y = —3, Vx € R.
3. O ponto F = (2,4).
4. Um ponto genérico P = (x, y) pertencente ao lugar geométrico.
Regras do jogo:
1. Dados, em um plano, uma reta d e um ponto F fora dela, o lugar geométrico dos
pontos do plano que sdo equidistantes de d e de F é chamado de pardbola.

2. A distancia entre dois pontos A = (x4,y4) € B = (xp,yp) do plano pode ser

calculada através da seguinte férmula:

d(A, B) = \/(xa — x5)2 + (ya — ).

3. A distancia de um ponto C = (x¢, yc) a uma reta t de equagdo geral ax + by +c =0

é dada por
laxc +byc +¢|

Va? +b?

4. Areta d é chamada de reta diretriz e o ponto F é chamado de foco da pardbola.

d(C, t) =

Jogadas a executar:

1. Fazer o desenho da reta diretriz e do foco da pardbola no plano cartesiano.
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2. Tomar o ponto genérico dado como Peca 4 e, usando as regras do jogo, encontrar

uma equacgéo da parabola.

SUGESTAO DE RESOLUGAO.

Jogada 1: (Figura: 6.2)

¢

Figura 6.2: Diretriz e foco da parabola. (Fonte: elaboracdo do autor)

Jogada 2:

Tomemos o ponto genérico P = (x,y) dado como Peca 5. De acordo com as regras do

jogo,
d(P,F) = d(P, r)

ou seja
VY tur — o2 y+3
\/(xp Xp)* +(yp — yr) = Jii
Temos que
Vap—xp)2+p—ye)P=|y+3] <= (x—272+{y—4)>=(y+3)>
— xX>—4dx+4+y>-8y+16=y>+6y+9
— 2 —4x+11=14y
— y=4g2—4x+ 4
Logo,
1, 4 11

y:ﬁx —ﬁx-i'ﬁ

200



€ uma equacdo da parédbola de foco F = (2,4) e diretriz y = —3. (Figura: 6.3)

124

164

144

12 1

Figura 6.3: Pardbola de foco F = (2,4) e diretriz y = —3. (Fonte: elaboracdo do autor)

6.1.1 Equagdo candnica da pardbola

Em uma aula expositiva dialogada, vamos construir a equacdo candnica de uma

pardbola com diretriz horizontal e foco no semiplano acima da diretriz.

Iniciaremos com uma pardbola que tenha vértice na origem do sistema de eixos
ortogonais fixado — e, portanto, foco F = (0, p) e reta diretriz y = —p, para algum

numero real p > 0.

A fim de motivar os alunos, faremos um desenho dessa parabola: (Figura: 6.4)
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Figura 6.4: Parabola com vértice na origem. (Fonte: elaboracdo do autor)

Tendo por base a definicdo de parabola e a figura acima, temos:

dP,F)=d(Pd) <= /(x—02+@y—pP=y—(—p)
— x2+y2—2py+pz=y2+2py+p2
= Xyt =2py+pt =y +2py+p?
— xX=4py

Construida essa equacdo, vamos propor aos alunos que desloquemos o vértice da
pardbola para o ponto V = (x,, Y,) por translacdo. Desse modo, com base no que vimos

anteriormente de translacdo de eixos, podemos escrever

(x — x0)* = 4p(y — yo).

Essa ultima equacao é conhecida na Educacgédo Bdsica como equagdo canonica da pard-

bola. Graficamente: (Figura: 6.5)
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\ d=-p+y, .

Figura 6.5: Pardbola com vértice em (x,,y,). (Fonte: elaboragédo do autor)

Vamos deixar claro aos alunos que para obter a equacio da parabola com vértice na
origem, diretriz horizontal acima do eixo x e foco no semiplano abaixo da diretriz basta
multiplicarmos o 4p por —1, pois, graficamente, esta pardbola é simétrica a primeira
em relacdo ao eixo x, ou seja, o vértice continuard na origem do sistema de eixos

ortogonais, o foco em F = (0, —p) e reta diretriz y = p, para algum ntmero real p > 0.

O grdfico de uma fungdo polinomial de segundo grau
E interessante, neste ponto, tracar uma semelhanca de familia com o estudo das

funcoes polinomiais de segundo grau.

Desenvolvendo a equacdo

(x — x0)* = 4p(y — yo)
obtemos
(x — xz,)2 =4p(y — yo) = X2 — 2xxp + x% =4p(y — yo)

1,2 _»»1 1,2
<— X 24vax+4va—y Yo

—1,2_»1 1,2
= Y= gX 24pxyx+4va+yv.
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_ 1 3 _ 1 _ 1.2 .
Fazendo a = > b= —ngv € ¢ = g;X; + Yo temos que a parabola

(x — xv)z =4p(y — yo)
corresponde ao grafico da funcdo

f: R - R

x = ax’+bx+c.

Reciprocamente, o grafico de uma funcéo polinomial do segundo grau é uma parabola

(com diretriz horizontal). De fato,

— a2 — 2, b c
y=ax"+bx+c << y=a x“'ﬁ’”‘ﬁ)
2
- b c_ »
= y=a|(xed) e ]
2 2
S y:a<x+%> _ b*—4ac

2
b2 —4ac\ _ b
< <y+T)—ﬂ(x+ﬂ) .

Logo, o gréfico da fungdo f : R — R dada por f(x) = ax?+ bx + ¢ é uma pardbola com di-

. . A s . 2 __
retriz horizontal, parAmetro p = ;- e vértice de coordenadas (xo, o) = (—%, b ﬁ“).

6.2 ESTUDO DA ELIPSE

De acordo com a Definigdo 6.1, uma elipse é definida da seguinte maneira:

Definicdo 6.3. Sejam d uma reta, F um ponto ndo situado sobre aretad e e € 10, 1[ um
numero real. O lugar geométrico dos pontos P do plano determinado por d e F tais que

d(P,F)
ipd ¢

¢ chamado de elipse.
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diretriz da elipse

Elipse

AN

Figura 6.6: Elipse dada por diretriz e foco. (Fonte: [13])

As Proposicdes 6.4 e 6.5 a seguir fornecem uma outra caracterizacio da elipse como
lugar geométrico — a saber, como o conjunto dos pontos do plano cuja soma das

distancia a dois pontos dados é constante.

Proposicao 6.4. Sejam F; e F, pontos do plano e a um niimero real tais que 2a > d(F;, F).
Se &£ ¢ o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que d(P, F;) + d(P, F,) = 2a, entdo & é

uma elipse.

Demonstragdo. Fixemos um sistema de eixos ortogonais tal que F; = (—c¢,0) e F, = (¢, 0)

para algum ¢ > 0.
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Seja P = (x,y) um ponto do plano. Temos que:

Pee€ d(P,F) +d(P, F>) = 2a

VEx+e)2+y2+/(x —c)2+y2=2a
(x+c)+y?>=4a® —da\/(x — 2 +y2 + (x —)? +1?

X2 +2cx + % +y? =4a? — da\/(x — )2+ Y% +x% — 2cx + 2 + P
a* —cx=a/(x — o +y2

(@ — cx)? = a®[(x — ¢)* + ]

a* — 2a%cx + c?x? = a®(x* — 2cx + 2 + )

rrrreeeny

(@ — A)x? +a*y = a®(a® — c?).

Sejam e = £, d a reta de equacio x = % =2eF=(c0).

Consideremos & a elipse de foco F, diretriz d e excentricidade e. Temos que:

peé d(P,F) = ¢ - d(P,d)

2 2.2 52 4
xz_zcx+cz+y2:%cx 21;cx+a
a c

a?x% + a?c? + a2y2 = c2x% +a*

(@ — A)x? + a*y? = a*(a® — ?).

~~
=
|
&
€]
+
<
[N
|
2%
A Rl
=
|
a ‘QN
N—
N

Como P € £ += P c &, temos que & = £. Logo, £ é uma elipse. O

Proposicao 6.5. Se £ € uma elipse, entdo existem dois pontos F; e F, do plano e a um
numero real tais que 2a > d(F;, F;) com a seguinte propriedade: para todo ponto P do
plano,

Pe& < d(P,F)+d(P F)=2a.
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Demonstragdo. Sejam e, F e d a excentricidade, o foco e a diretriz da elipse £. Temos
que 0 < e < 1. Fixemos um sistema de eixos ortogonais tal que F = (p,0) para algum

p > 0 e d tenha equagdo x = 0. Temos que:

Pe& <= d(OF)=e-d(Pd
= JEx—pr+yr=e |y
—  (x—p)?+y?=e*?
— X2 -2px+p*+y’=ePx®
— (1-e)x®—2px+y*= ;pz
= (1-é)[x?— 12_’;2x+1z7} = —p?
2 2 2
= (1-¢? (x 1P€2> +1y62] =—p?+
2 2 2 2
p vV _-p
— (x - 17e2) tiea~1a™t (1—e2)2
2 2 2,2
4 N
— (x - 1—62) + 1—e2 = (1—€2)?
2
x— -t v
1—e2 1_¢2
— 22 22 1
(1—62)2 1—¢2
Portanto,
2
x——F s
1—¢2 1_¢2
Pef «— 5> +-—-=1 (6.1)
pe pe
(1—e2)? 1—e?
Fazendo - -
P R
(1 —e2)? 1—e2
chamemos > — b? de c2. Temos que
, PE—(-ApPE pre
- (1 — e2)2 T (1 —e2)?
Note que ;—i = ¢ e, portanto, e = £, onde ¢ = 1”_322 ea= 5.

Afirmamos que (6.1) é a equacdo do lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma

p(1+€?)
1—e2 7

das distanciasa F; = (p,0) e F, = ( 0) ¢ igual a 2a.

De fato, considerando uma translacdo do sistema de eixos ortogonais (Teorema 4.13)

com nova origem C = (ﬁ, O), temos que

_ 4
o= x-gln
Y y—0.
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Portanto, (6.1) é representada por

no novo sistema de eixos ortogonais, ou seja, por
2 2
be/ +a2y/ — a2b2
que é equivalente a

(@ — A + azy’z = a%(a® — c?). (6.2)

Como as coordenadas de F; e F, no novo sistema de eixos ortogonais sdo, respectiva-
mente, (—c,0) e (c,0), segue da demonstracdo da Proposi¢do 6.4 que (6.2) representa o

lugar geométrico dos pontos P = (x’, y) do plano tais que d(P, F;) +d(P, F;) =24. [

Obtemos, entdo, a seguinte definicdo alternativa de elipse:

Definicdo 6.6. Dados F; e F, pontos do plano e 2 um nuimero real tal que 2a > d(F;, ),
a elipse de focos F; e F, e constante 2a é o lugar geométrico dos pontos P do plano tais
que d(P, F;) +d(P, F,) = 2a.
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Figura 6.7: Elipse. (Fonte: elaboracio do autor)

A seguinte nomenclatura € utilizada com frequéncia:

* Areta que passa simultaneamente pelos focos F; e F, é chamado de reta focal.

* A distédncia entre os focos é chamada de distdncia focal.

O ponto médio do segmento F; F, € o centro da elipse.

A reta focal intercepta a elipse em dois pontos, A; e Aj, que sdo denominados

vértices da elipse, sendo o segmento A; A, chamado de eixo maior.

* A reta perpendicular a reta focal que passa pelo centro intercepta a elipse em dois

pontos, By e By, sendo o segmento BB, chamado de eixo menor.

Do mesmo modo que fizemos com a parabola, podemos obter a equacdo de uma

elipse a partir de sua defini¢do alternativa através de um jogo.

Atividade 33. Jogo de encontrar uma equacgao da elipse usando a definigao.

Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.
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Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua; lousa e giz.
Pré-requisitos: distdncia entre dois pontos; distancia entre ponto e reta.
Pecas do jogo:
1. Um sistema de eixos ortogonais.
2. Os pontos F; = (2,3) e F, = (5, 3).
3. A constante 24 igual a 6.

4. Um ponto genérico P = (x, y) pertencente ao lugar geométrico.
Regras do jogo:

1. Dados, em um plano, dois pontos fixos e uma constante real maior que a distancia
entre esses dois pontos, a elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja

soma das distancias aos pontos fixos é igual a constante dada.

2. A distancia entre dois pontos A = (x4,y4) € B = (xp,yp) do plano pode ser

calculada através da seguinte férmula:

d(A,B) = \/(XA —xg)?+ (ya — yB)>

3. Os pontos F; e F, sdo chamados focos da elipse.
Jogadas a executar:

1. Tomar o ponto genérico dado como Peca 4 e, usando as regras do jogo, encontrar

uma equacgdo da elipse de focos F; e F, e constante 2a.

2. Esbocar essa elipse, fazendo uso do GeoGebra.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.
Jogada 1:

Tomemos o ponto genérico P = (x,y) dado como Peca 4. De acordo com as regras do

jogo,
AP, F)+d(P,5) =6

ou seja

V@ =224 -3+ /(x—52+(y -3 =6. )
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() = VE—22+Fy—3?2=6—/(x =52+ (y —3)?
— (x—2+@y—3)?=36—12y/(x =52+ (y —3)2 + (x —5)* + (y — 3)?
— x> —4dx+4—x*+10x —25—36 = —12/(x — 5)2 + (y — 3)?
< 6x—57=-12\/(x =52+ (y — 3)
= 2x—19=—4\/(x—5)2+(y—3)2
— (Qx—192= (—4\/(x ey 3)2)2
< 4x? —76x +361 = 16(x> — 10x + 25 + y*> — 6y + 90)
<= 4x? —76x +361 = 16(x> — 10x + 25 + y*> — 6y +90)
< 4x? —76x +361 = 16x* — 160x + 400 + 16y* — 96y + 144
< —12x%+84x — 16y* + 96y = 183.

Logo,

—12x? — 16y> + 84x + 96y = 183
¢ uma equacao da elipse de focos F; = (2,3) e F, = (5, 3) e constante 2a = 6.

Jogada 2:

-1 4

Figura 6.8: Elipse. (Fonte: elaboracdo do autor)
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6.2.1 Equagdo candnica da elipse

Mais uma vez, lancaremos mao de uma aula expositiva com a participacdo dos alunos,

que deve ser estimulada.

Sabemos que elipse € o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias
a dois pontos fixos é sempre igual a uma constante maior do que a distancia desses dois

pontos.

Sem perda, como nos permite a geometria analitica, vamos escolher um sistema de
eixos ortogonais conveniente, de modo que o centro de nossa elipse esteja sobre a

origem, seu eixo maior sobre o eixo x e seu eixo menor sobre o €ixo y.

Observe o desenho que ilustra nossa escolha:?

(-d,0) (d.0)

B,=(0,-b)

Figura 6.9: Elipse com centro sobre a origem e eixo maior sobre o eixo x. (Fonte: [13])

Note que a distancia focal mede 2c, o eixo maior mede 24 e o eixo menor mede 2b.

Note também que 2a > 2c e que a® = b?> + ¢2.

2 Como a elipse tem dois focos, nos termos de nossa definicdo geral de cOnicas, ela deve ter duas diretrizes

(no caso, verticais, representadas na figura acima por dq e d).
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Vamos, entdo, calcular a equacao da elipse.

Sabemos que um ponto P = (x,y) do plano pertence a elipse se, e somente se,

d(P, ) +d(P, F,) = 2a, ou seja, se, e somente se,

\V(x—c)2+y?=2a—\/(x+c)*+ 1>

Esta equagdo é equivalente a

x2—2cx+c2+y2:4112—4a\/x2+2cx+c2+y2+x2+2cx+c2+y2,

que pode ser reescrita como

—2cx = 4a® —4171\/x2+2<:x+c2 +1y?+2cx

e, ainda, como

4a\/x2 +2cx + 2+ Y2 = dex + 4a®.

Note que

2
2
4a\/x2+2cx + 2 +y? = dox +4a* (a\/xz +2cx + 2 +y2> = (cx +a?)
>  a?x?+2a%cx +a’c* + ay? = ?x? + 2a’cx + at
—  a?x?+a’? +a’y? = A% +at

2:

Como c? = 4% — b? temos que

2,2 2.2 2.2 4

a’x? +a*c? + a*y? = >x* +a a’x? + a*(a® — b?) + a®y? = (a*> — b*)x* + a*

a2x2 + 514 _ a2b2 2 4

—a?b? + a?y? = —b2x?
2p2

+a%y? = a?x? — b*’x%* +a

b2 x?+a’y? =a

2 2
b ¥y
Z2tpE =

rreee

Logo,
2 y2

;‘Fﬁ:l

€ a equacgdo da elipse com centro sobre a origem e eixo maior sobre o eixo x.

=

Para obtermos a equacdo da elipse com centro em um ponto de coordenadas (xo, Yo),
eixo maior paralelo ao eixo x e eixo menor paralelo ao eixo y fazemos a translacdo
desse centro e obtemos a equagao

(x—x0)* (¥ —yo)?
" + ) =1.

que é conhecida na Educacao Bésica como equagdo canonica da elipse.
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6.3 ESTUDO DA HIPERBOLE

Definicdo 6.7. Sejam d uma reta, F um ponto ndo situado sobre aretad e e > 1 um

numero real. O lugar geométrico dos pontos P do plano determinado por d e F tais que

d(PF) _
d(P,d)
¢ chamado de hipérbole.
| diretriz
diretriz
F F
P Pl

Figura 6.10: Hipérbole dada por diretriz e foco. (Fonte: [13])
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As Proposicoes 6.8 e 6.9 a seguir fornecem uma outra caracterizacdo da hipérbole
como lugar geométrico — a saber, como o conjunto dos pontos do plano cujo médulo

da diferenca das distancia a dois pontos dados é constante.

Proposicao 6.8. Sejam F; e F, pontos do plano e a um niimero real tais que 0 < 2a <
d(Fy, F,). Se H € o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que |d(P, F;) — d(P, F,)|= 2a,

entdo H € uma hipérbole.

Demonstracdo. Fixemos um sistema de eixos ortogonais tal que F; = (—c,0) e F, = (¢, 0)

para algum c > 0.

Seja P = (x,y) um ponto do plano. Temos que:

PeH d(P, F1) — d(P, Fy)|= 2a

d(P, F) —d(P, F) = +2a

d(P,F)) = d(P, B2) + 2a

Vi +o2+y2=/(x—c+y2+2a

(x+c)+y?=(x —c)? +y? £4da\/(x — c)> +y2 +4a?
X2 +2cx+c% = x> —2cx+c? t4a\/(x — )2 +y2 +4a?
dox — 4a? = +da/(x — )2 + 2

cx —a* = a\/(x — )2 +?

(cx —a)? = (i—aJW)2

c2x? — 2a%cx +a*

2

= a?(x? — 2cx + 2 +y?)
2x2 — 2a2%cx + a?c? + a?y?

(2 — ad)x? — a?y? = a?? — a*

(c? — a®)x? — a?y? = a*(c®> — a?).

4

c2x2 —2a%cx+a*=a

[ A I AR I A

Sejam e = ¢, d a reta de equacéo x = é =2eF=(c0).

Consideremos 7 a hipérbole de foco F, diretriz d e excentricidade e. Temos que:

PecH d(P,F) =e-d(P,d)

a’x? + a*c? + a*y? = *x? + a*

(az _ CZ)xZ +a2y2 — aZ(a2 _ CZ)

(c? — a®)x? — a?y? = a*(c®> — a?).

rrrroe oy

Como P € H += P € #, temos que H = H. Logo, H é uma hipérbole. O
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Proposicdo 6.9. Se H é uma hipérbole, entdo existem dois pontos F; e F, do plano e a
um nuimero real tais que 0 < 2a < d(F, F,) com a seguinte propriedade: para todo ponto
P do plano,

Peé& < AP F)—d{PFR)|=2a.

Demonstragdo. Sejam e, F e d a excentricidade, o foco e a diretriz da hipérbole .
Temos que ¢ > 1. Fixemos um sistema de eixos ortogonais tal que F = (p, 0) para algum

p > 0 e d tenha equagdo x = 0. Temos que:

PeH <= d[PF)=e-d(Pd)
= VJx—pr+y*=elx|
—  (x—p)?+y*=ex?
— 2 -2px+pP+y?=erx?
— (1-e)x?—2px+y?=—p?
2 2
< (1—32) xz—mx+lzezi| :—p2
2 2 2
2 4 vV | _ 2, P
— (1-e) (x— 1—32> + 1—4 =—ptia
2 2 2 2
_ v _ -p
— (x 1—ez> tiz~1a™t (1—e2)?
2 2 2.2
_ v _ _ple
— (x 1762> T2 T doey
(x—l”z i y22
— pzzze - 1552 =1
(€2-1)2 21
Portanto,
(x — £ )2 i
PEH — VA = (6.3)
ple? p2e? : .
(e2-1)2 e2—1
Fazendo - -
2= _P°€ e 2= F€
(2 —1)? e —1
chamemos a° + b? de ¢. Temos que
, pPRH@ -1 pret
T @-ir @-ip
A _ 2 _c _ pe _ _pe
Note que &; = e® e, portanto, e = £, onde c = F— ea = 5.

Afirmamos que (6.3) é a equacdo do lugar geométrico dos pontos do plano cujo

mddulo da diferenca das distdnciasa F; = (p,0) e F, = (’75177:622), 0) é igual a 2a.
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De fato, considerando uma translacdo do sistema de eixos ortogonais (Teorema 4.13)

com nova origem C = (ez%l, O), temos que

_ p
¥o= x-gh
y = y-0.

Portanto, (6.3) é representada por

no novo sistema de eixos ortogonais, ou seja, por
2 2
b2xl o a2y/ — a2b2

que é equivalente a

(® — a®)x"* + azy’z = a?(c? — a?).

6.4)

Como as coordenadas de F; e F, no novo sistema de eixos ortogonais sdo, respectiva-

mente, (—c,0) e (c,0), segue da demonstracdo da Proposicdo 6.8 que (6.4) representa o

lugar geométrico dos pontos P = (x’, y’) do plano tais que |d(P, ;) — d(P, F2)|=2a. O

Obtemos, entdo, a seguinte definicdo alternativa de hipérbole:

Definicao 6.10. Dados F; e F, pontos do plano e 4 > 0 um numero real tal que

2a < d(F;, F), a hipérbole de focos F; e F, e constante 2a € o lugar geométrico dos

pontos P do plano tais que |d(P, F;) — d(P, F,)|= 2a.

A seguinte nomenclatura é utilizada com frequéncia:

* Areta que passa simultaneamente pelos focos F; e F, é chamado de reta focal.

O ponto médio C do segmento F; F;, é o centro da hipérbole.

A reta focal intercepta a hipérbole em dois pontos, A; e A,, denominados vértices

da hipérbole, sendo o segmento A;A, chamado de eixo real.

e O segmento BB, de comprimento 2b, onde b?> = ¢

2 _ 4% com 22 = A1A; e

2c = F| ,, que tem como ponto médio o centro da hipérbole e é perpendicular a

reta focal é chamado de eixo imagindrio (ou adjunto).
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Figura 6.11: Hipérbole. (Fonte: elaboracéo do autor)

Do mesmo modo que fizemos com a pardbola e com a elipse, podemos obter a

equacao de uma hipérbole a partir de sua definicio através de um jogo.

Atividade 34. Jogo de encontrar uma equagdo da hipérbole usando a definicéo.
Tempo previsto para a atividade: 20 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua; lousa e giz.
Pré-requisitos: distancia entre dois pontos; distancia entre ponto e reta.
Pecas do jogo:
1. Um sistema de eixos ortogonais.
2. Ospontos F; =(2,3) e F, = (5,3).
3. A constante 24 igual a 2.
4. Um ponto genérico P = (x, y) pertencente ao lugar geométrico.
Regras do jogo:

1. Dados, em um plano, dois pontos fixos distintos e uma constante real positiva

menor que a distancia entre esses dois pontos, a hipérbole é o lugar geométrico

218



dos pontos do plano cujo médulo da diferenca das distancias aos pontos fixos é

igual a constante dada.

2. A distancia entre dois pontos A = (x4,y4) € B = (xp,yp) do plano pode ser

calculada através da seguinte férmula:

d(A, B) = \/(xa — x5+ (a — ys)2.

3. Os pontos F; e F, sdo chamados focos da hipérbole.
Jogadas a executar:

1. Tomar o ponto genérico dado como Peca 4 e, usando as regras do jogo, encontrar

uma equacao da hipérbole de focos F; e F, e constante 2a.

2. Esbocar essa hipérbole fazendo uso do GeoGebra.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.
Jogada 1:

Tomemos o ponto genérico P = (x,y) dado como Peca 4. De acordo com as regras do

jogo,
|d(P, Fy) — d(P, F,)|=2

ou seja

‘\/(x—2)2+(y—3)2—\/(x—5)2+(y—3)2 _2. ()
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Temos que

VE=27+ =3~ =57+ (y 37| =2

VE 2P+ -3 —/(x -5 +(y - 37 = £2

V(x =22+ (y =32 =£2+/(x — 52+ (y — 3)?
(\/(x—2)2+(y—3)2>2 - (iZ+ \/(x—5)2+(y—3)2)2
(x=2+@W—3)2=(x—5%+@y —3)*+4+4/(x — 52+ (y — 3)2

(%)

(x=2P+@y—3>—(x—52—(y—3%*—4==24,/(x—52+(y —3)?
(x =2 —(x—52%—4=244/(x — 572+ (y — 3)2

X2 —4x+4—x*+10x — 25— 4 = +4./(x —5)2 + (y — 3)2

6x —25 = +4,/(x — 52 + (y — 3)2

(6x — 25)% = (:t4\/(x Sy (. 3)2)2

36x2 — 300x + 625 = 16 ((x — 5)2 + (y — 3)?)

3632 — 300x +625 = 16 (x* — 10x +25 + 1% — 6y +9)

36x% — 300x + 625 = 16x% — 160x + 400 + 16y* — 96y + 144

20x2 — 16y — 140x + 96y = —81.

1 A A

Logo,
20x% — 16y — 140x + 96y = —81

€ uma equacao da hipérbole de focos F; = (2,3) e F, = (5, 3) e constante 2a = 2.

Jogada 2:
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Figura 6.12: Hipérbole. (Fonte: elaboracdo do autor)

6.3.1 Equacdo candnica da hipérbole

Sabemos que hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano cujo médulo da
diferenca das distancias a dois pontos distintos e fixos é sempre igual a uma constante

menor que a distancia desses dois pontos.

Vamos apresentar aos alunos um desenho de uma hipérbole convenientemente

escolhida, afirmando que é uma figura composta por dois ramos: (Figura: 6.13)
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F.=

Figura 6.13: Hipérbole com centro na origem. (Fonte: elaboragido do autor)

Os focos foram tomados sobre o eixo x e suas coordenadas séo F; = (¢c,0) e F, = (—¢, 0)
para algum numero real ¢ > 0. Com isso, o centro da hipérbole coincide com a origem
do sistema de eixos ortogonais, isto é, C = (0,0), e a reta focal intercepta a hipérbole

nos pontos A1 = (—a,0) e Ay = (a,0). Note que 2a < 2c.

O eixo imaginario B;B, pode ser obtido da seguinte maneira: com um compasso, to-
mamos a distancia de C a F; e, com centro em A1, tragamos a circunferéncia (pontilhada

na figura) que intercepta o eixo y nos pontos B; e By.

Assim, o eixo real A1 A; tem comprimento 24 e o eixo imagindrio tem comprimento
2b, valendo a relacéo ¢? = a® + b?, dada pelo Teorema de Pit4goras aplicado ao triangulo
AA1CB;.
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Sabemos que um ponto P = (x,y) do plano pertence a hipérbole se, e somente se,

|d(P, F,) — d(P, F1)|= 2a, ou seja, se, e somente se,

\/(x+c)2+y2= \/(x—c)2+y2j:2a.

Esta equagdo é equivalente a

(x+0)?+y% = (x — o) +y> +4ay/(x — ¢)? + y2 + 4a?

que pode ser reescrita como

x2+2cx+c2:xz—2cx+c2i4ca\/m+4:a2
dex — 4a® = :i:4a\/m,

e, ainda, como

Note que

dex —4a? = Hda /(x — > +y2 = cx—a’=ta\/(x —c)>+1?
) 2
<— (ecx—a)y = (j:a\/(x — )2 +y2)
— 2% —2d%cx+a* = a?(x? — 2cx + 2 + )
2% —2a%cx +a* = a®x? — 2acx + a’c* + a*y?.
Como ¢? = a? + b?, temos que
c2x? —2a%cx +a* = a’x* — 2acx + a*c* +a*y? = (a® +b?)x? +at = a’x? + a%(a® + b?) + a?y?
> a??+ %% +at = a’x% + a* + a?b? + a®y?
— b2 —a’y? = a’b?
b2 x2 a21? _
= oy o =L
x? y2
Logo,
2oy .
a2 b?

¢ a equacdo da hipérbole com centro na origem e eixo real sobre o eixo x.

Para obtermos a equagdo da hipérbole com centro em (xo, yo) e eixo real paralelo
ao eixo x fazemos a translacdo dos eixos coordenados, como visto anteriormente, e

obtemos
(x —x0)* (Y —yo)* _ 1
a2 2

que é conhecida na Educacao Bdasica como equagdo candnica hipérbole.
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Para obtermos a equacdo da hipérbole cujo eixo imaginario seja paralelo ao eixo
x, podemos usar a matriz de rotacdo (assunto de nosso proximo tépico), obtendo a
equacaio

v —w)*  (x—x0)* _
a2 2

1.

Por fim, ha duas retas importantes associadas a hipérbole, que sdo as suas assintotas.
Numa acepcao informal, podemos entender uma assintota como uma reta da qual a

curva se aproxima indefinidamente.

Observe o desenho: (Figura: 6.14)

Figura 6.14: Assintotas da hipérbole. (Fonte: elaboracdo do autor)
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As retas pontilhadas r e g sdo as assintotas, que passam pela origem, tendo uma

declividade m; = Z e a outra, m, = —g. Logo, suas equacoes, para uma hipérbole que

tem centro na origem, sdo dadas por

b
y= j:;x.

6.4 ROTAGAO DE EIXOS COORDENADOS

Com o Teorema 4.13 discutimos a translacdo de um sistema de eixos ortogonais.
Nesta secdo, estudaremos a rotagdo de um tal sistema, aproveitando para, através das
semelhancas de familia, conversar com sistemas lineares e matrizes e, como aplicacao,
desenvolver um método com uso de trigonometria para eliminar a varidvel xy na
equagdo geral de segundo grau dada por Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 e, assim,

facilitar a andlise de qual figura representa.

Teorema 6.11. Considere dois sistemas de eixos ortogonais xOy e x'Oy’ de tal modo que
o dngulo entre os eixos Ox’ e Ox seja a. Se as coordenadas de um ponto P sdo (x,y) em
relacdo a xOy e (x',y’) em relagdo a x'Oy', entdo a relagdo entre essas coordenadas é

dadas pelo sistema

X

y

que também pode ser escrito na forma matricial como

x'-cosa —y' -sena

x'-sena+y - cosa

X cosax —senwa x
y senw oS« Y
ou, ainda, como
x! cosa senw x
y —sena cosw y

Demonstragdo. Considere um ponto P qualquer, conforme figura a seguir:

225



Figura 6.15: Rotacdo de eixos. (Fonte: elaboracdo do autor)

Na Figura 6.15, que faz parte de nossa demonstracao, temos:

* um par de eixos ortogonais xOy;

* um par de eixos ortogonais x’Oy’, obtido do anterior por rotacdo de um angulo «

no sentido positivo;

* um ponto genérico P de coordenadas (x, y) em relacdo ao sistema xOy e (¥, i)

em relagdo ao x'Oy/;

* 0 segmento OP de comprimento p, que forma um 4ngulo de medida 8 em relagéio

ao eixo Ox’ e de medida « + B em relacéo ao eixo Ox.

Notemos que o angulo ZP;PPy também mede «, pois seus lados sdo perpendiculares

aos lados do angulo ZP];OPy, e, de modo andlogo o 4ngulo /P,PP, também mede «.
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No tridngulo AOP, P temos:

OoPrP, «x
———~ = e
%

o
~

sen(x +p) =

oP 0P

oI

x=pcos(a+p) e y=psen(x+p).

cos (o + B)
ou seja
Assim,
X
e
Yy

Mas, do AOP,P, temos:

Logo,

p(cos acos B — sen a sen P)

p cosacos B — psenasenf.

p(sena cos 5+ sen B cos )

psenacos B+ psen fcosa

x/
cosp = n = x' =pcosp
/

y

senf =+ = 1y =psenp.
x=x"cosa —y'sena

y=x"sena+y cosa.

Esse sistema linear de duas equagdes e duas incognitas pode ser escrito na forma

matricial como

x| B [ cosa

y | - | sena
Logo,

x ] ~ [ cosa

v | - | sena
ou seja

cosa senw

—sena Ccosw

—senw x'
cos y'
L -1
—sena
cos «

227



Para ilustrar o uso da matriz de rotacao obtida acima, vamos propor aos alunos um
jogo para obter a equacdo da pardbola de parametro 2p, com p > 0, diretriz vertical e
vértice V = (xy, Y,) no semiplano a direita da diretriz.

Atividade 35. Usando a matriz de rotacdo para girar a parabola de um angulo reto no
sentido horario.

Tempo previsto para a atividade: 15 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua; lousa e giz.

Pré-requisitos: multiplicacdo de matrizes; seno e cosseno de

S

Pecas do jogo:
1. Um sistema de eixos ortogonais.

2. A equacgdo da parabola com concavidade positiva, parametro 2p, com p > 0,
vértice V = (xy,Y,) e diretriz d de equagdo y = y, — p € dada por

(x — xv)2 =4p(y — Yo)-
Regras do jogo:

1. Sendo (x,y) as coordenadas originais (antigas) de uma equagdo, podemos obter

as novas coordenadas (x’, y’) por rotagdo de um angulo « usando a férmula
x cosx —sena x!
y senw oS« y

1. Usar a Regra 1 com a = —7 para obter (x, y) em funcdo de (x',y').

Jogadas a executar:

2. Reescrever a equagdo da Peca 2, substituindo x e y pelos valores obtidos na Jogada
1.

SUGESTAO DE RESOLUCAO

Jogada 1:
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Logo,

Jogada 2:

Substituindo x = —y’ ey = x’ em

(x — x0)> = 4p(y — yo)

obtemos
(—y +y,)? =4p(x' — x})
ou seja

v —y,)* =4p(x’ —x,).

6.4.1 A equagdo de segundo grau da forma Ax*>+Cy?>+Dx+Ey+F =0

Vimos nas se¢des anteriores que as equacoes canonicas da parabola, elipse e hipérbole
podem ser escritas na forma Ax? + Cy?+ Dx + Ey+F = 0. Nesta se¢do faremos o
caminho contrdrio: partiremos de uma equagio da forma Ax? + Cy* + Dx+Ey+F =0

e reconheceremos o tipo de conica (degenerada ou nao) que ela representa.

Como a equagdo Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0 é de segundo grau, A e C ndo podem

ser ambos nulos.
Caso1: A=0eC #0.

Ax>*+Cy?+Dx+Ey+F=0 <= Cy*’+Dx+Ey+F=0

— P+2x+Efy+F=0

2
= (y— %) +%x+<1—"—%):0.
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Se D #0, a equacao

EN? D E?
<y—2C> +Cx+<F—4C2>—0 (6.5)

representa uma parabola.

Suponhamos D = 0. Neste caso, (6.5) é equivalente a

EN? [ E?
<y _ 2C> _ (4(:2 - p) . 6.6)
Se £, — F > 0, entfio (6.6) representa um par de retas paralelas.

4c?

2 ~
Se 4E—C2 — F =0, entdo (6.6) representa uma reta.

2 ~ . .
Se 4% — F < 0, entdo (6.6) representa o conjunto vazio.

Caso2: A#0eC=0.
E analogo ao anterior.

Caso3: A#0eC #0.

Ax*+Cy*+Dx+Ey+F=0 << A(X*+Bx)+C(y*+L5)+F=0
— A[(x+%)2—4?:2}+C[(y+%)2—%}+13=0
— A@+L)-Dic(y+L)—E4r=0
— AE+B)+C(y+g) =B+ E-F
= LB kR = (B - F)
L T

Suponhamos, inicialmente, que A e C tenham o mesmo sinal. Sem perda de genera-

lidade, podemos supor ambos positivos.

Sendo CD? + AR
D*+ AE*—F
M=—"10re
consideremos a equacgado
1 D\* 1 E\?
C<x+2A> +A<y+2C> =M. (6.7)

Se M > 0 (isto é, se CD? + AE? — F > 0), entdo (6.7) representa uma elipse.
Se M =0 (isto é, se CD? + AE? — F = 0), entfo (6.7) representa um ponto.

Se M < 0 (isto é, se CD? + AE2 — F < 0), entdo (6.7) representa o conjunto vazio.
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Suponhamos, agora, que A e C tenham sinais diferentes.
Se M #0 (isto é, se CD? + AE? — F #0), ento (6.7) representa uma hipérbole.

Se M = 0 (isto é, se CD? + AE? — F = 0), entfio (6.7) representa um par de retas

concorrentes.

6.4.2 A equagdo de segundo grau completa

Considere a equagdo Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, com B # (. Veremos como
uma rotacao apropriada do sistema de eixos ortogonais pode eliminar o termo misto da

equacao.

Vamos aplicar as equacoes de transformacdo para uma rotagdo (Teorema 6.11),

substituindo

{ x = x'cosf —y'send
y x'sen@ +y' cosf
na equagdo Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 e obtendo
A(x' cos 6 — y' sen 0)* + B(x' cos @ — i’ sen 0)(x’ sen 6 + ' cos 0)+
+C(x'sen 6 + ' cos 8)> + D(x' cos @ — i/ sen 0)+
+E(x'sen® +y' cos0) + F = 0.
Desenvolvendo, temos:
A(x'? cos? 0 — 2xy/ cos O sen 0 + /> sen? 0)+
+B(x"* cos 6 sen 0 + x'y’ cos? 6 — x'y' sen? 6 — y'* sen 6 cos 6)+
+C(x" sen® 0 + 2x"y sen 6 cos 0 + ' cos® 0)+
+Dx’ cos® — Dy’ sen 0 + Ex’sen 6 + Ey’ cos 6 + F = 0.

Logo,

Ax"? cos? 6 — 2Ax"y cos O sen 0 + Ay'* sen? 6 + Bx'* cos 0 sen 6+
+Bx'y cos? 0 — Bx'y' sen® 6 — By? sen 6 cos 0 + Cx'* sen? § + 2cx’y/ sen 6 cos 0+

+Cy'* cos? 0 + Dx' cos 0 — Dy’ sen 0 + Ex sen 0 + Ey cos + F = 0.

Juntando os termos semelhantes e aplicando as regras de arco duplo obtemos

x"*(A cos? 0 + B cos 0 sen 8 + Csen® 0)+
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+x'y'((C — A) sen(26) + B cos(26))+
+y/*(Asen? 0 — Bsen 6 cos 6 + C cos? 6)+
+x'(D cos § + E sen 0)+
+y'(—Dsen 6 + E cos )+

+F =0.
Como queremos que néo haja termo x'y’, devemos fazer

(C— A)sen(20) + Bcos(20) =0

ou seja
B cos(26) = (A — C) sen(26). (6.8)
Caso A # C, temos 20)
sen(2 B
820 = s@8) T A-C

Caso A = C, a equacdo (6.8) se reduz a forma B cos(20) = 0, que é equivalente a
cos(26) = 0, o que nos leva a
6 =45°

pois 0° < 0 < 90°.

Atividade 36. Jogo da natureza do lugar geométrico.
Tempo previsto para a atividade: 30 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua; lousa e giz.

Pré-requisitos: razoes trigonométricas; relacoes trigonométricas; resolucao de sis-

tema linear.

Pecas e regras do jogo:

1. A equacdo de segundo grau 4x? — 24xy + 11y? +56x — 58y +95 = 0
2. A equacio geral de segundo grau Ax? + Bxy + Cy?> + Dx+Ey+F =0

3. tg(20) = #2¢

1

\/ tg2(20)+1

4. c08(20) = oy =

_ [1—cos(26)
5. senfl = |/ —5>=
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_ [14cos(26)
6. cosb =/ —F=

; {x = x'cosf —y' senb

y = x'senf+y’ cosb

Jogadas a executar:

1. Comparando as férmulas das Regras 1 e 2, identificar e anotar os coeficientes A,
BeC.

2. Usando a Regra 3, calcular tg(26).
3. Usando o valor do item anterior e a Regra 4, calcular cos(26).
4. Usando o item anterior e as Regras 5 e 6, calcular sen 6 e cos 6.

5. Usando os itens anteriores e as Regras 7 e 8, calcular as equagdes de transforma-

coes.

6. Substituir as equacgoes de transformacdo dadas na Regra 7 na equacdo dada na

Regra 1.

7. Com o resultado do item anterior, identificar a natureza do lugar geométrico.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.
Jogada 1:

A=4,B=-24eC=11.

Jogada 2:
1520 = 320 = 3 - %,
Jogada 3:

— 1 =7
cos(260) = T - B
Jogada 4:

senf = % e cosf = %.
Jogada 5:

_ 4 -3y _ 3x'+4y/
x=="%%ey="5"L.

Jogada 6:

7 . .~ , . 2
Apds substitui¢io e cdlculos obtemos x’ Z_ 4y 2 =4, 0u seja, 7 —y- = 1.
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Jogada 7: Hipérbole.

O indicador

Vimos que ao aplicar as equacoes de transformacdo para uma rotacdo (Teorema 6.11)

¥

na equagio Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 obtemos a equacio

x' cosf —y' sen6

x"sen6 +y' cosf

Ax®+Bxy+C'y*+D'x+E'y+F =0 (6.9)
em que
A’ = Acos? 0 + BcosOsen + Csen? 6)
B’ = (C — A)sen(20) + B cos(29))
C' = (Asen’?0 — Bsen# cos + C cos® 6
D' = Dcosf + Esenf
E'= —Dsenf + E cos 6
F'=F.
E possivel verificar que B> — 4A'C’ = B2 — 4AC, e isso independe da rotacéo feita.
Em particular, para a rotacfo tal que B’ = 0 temos que B> — 4AC = —4A'C’.

Se A’ =0 ou C’' =0, entdo (6.9) representa uma parabola ou uma parédbola dege-
nerada, de acordo com o que vimos na Subse¢io 6.4.1. Mas A’ =0ouC' =0 se, e

somente se, BZ —4AC = 0.

Se A’ e B’ sdo ndo nulos e tém o mesmo sinal, entdo (6.9) representa uma elipse ou
uma elipse degenerada, de acordo com o que vimos na Subsegéo 6.4.1. Mas A’ e B/

tém o mesmo sinal se, e somente se, B2 — 4AC < 0.

Por fim, se A’ e B’ sdo ndo nulos e tém sinais opostos, entdo (6.9) representa uma
hipérbole ou uma hipérbole degenerada, de acordo com o que vimos na Subsecéo 6.4.1.

Mas A’ e B/ tém sinais opostos se, e somente se, B> —4AC > 0.

Denotemos por I o ntimero B> — 4AC, que chamaremos de indicador. Acabamos de

mostrar o seguinte resultado:
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Teorema 6.12. A equagdo de segundo grau
Ax* +Bxy+Cy>+Dx+Ey+F=0
representa:
* uma pardbola (ou pardbola degenerada) se I = 0;

* uma elipse (ou elipse degenerada) se I < 0;

* uma hipérbole (ou hipérbole degenerada) se I > 0.
Para encerrar, iremos jogar uma nova versido do jogo anterior.

Atividade 37. Jogo do indicador I = B> — 4AC.
Tempo previsto para a atividade: 15 minutos.

Recursos educacionais/tecnoldgicos: texto impresso com a atividade; caderno;

lapis; borracha; régua; lousa e giz.
Pré-requisitos: operacoes com numeros reais.

Pecas e regras do jogo:

1. A equacéo de segundo grau 4x? — 24xy + 11y? + 56x — 58y + 95 = 0.

N

. A equacdo geral de segundo grau Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0.

. O indicador I = B2 — 4AC.

w

N

. A equagdo representa uma parabola se I = 0.

i

. A equacdo representa uma elipse se I < 0.

6. A equacdo representa uma hipérbole se I > 0.
Jogadas a executar:

1. Comparando as formulas das Regras 1 e 2, identificar e anotar os coeficientes A,
BeC.

2. Usando a Regra 3, calcular o indicador.

3. Usando o item anterior e as Regras 4, 5 e 6, identificar a natureza do lugar

geométrico.

SUGESTAO DE RESOLUCAO.
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Jogada 1:

A=4,B=-24eC=11.

Jogada 2:

I =B%*—4AC =576 — 176 = 400.

Jogada 3:

Como I =400 > 0 a curva é uma hipérbole, por aplicacdo da Regra 6.

6.5

COMPETENCIAS E HABILIDADES PREVISTAS NA BNCC

Elencamos, aqui, as competéncias e habilidades previstas na BNCC que foram traba-

lhadas neste capitulo.

Competéncias:
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(CEF3) Compreender as relacOes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabili-
dade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a prépria
capacidade de construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a

autoestima e a perseveranca na busca de solugdes.

(CEF6) Enfrentar situagdes-problema em multiplos contextos, incluindo-se situa-
¢Oes imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario,
expressar suas respostas e sintetizar conclusoes, utilizando diferentes registros e
linguagens (gréficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna

e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

(CEMB3) Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solucoes propostas,

de modo a construir argumentacgdo consistente.

(CEM5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matemadticas, empregando estratégias e recursos, como observacio

de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,



ou ndo, de uma demonstra¢do cada vez mais formal na validacdo das referidas

conjecturas.
Habilidades:

* (EM13MAT501) Investigar relacOes entre numeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas

para generalizar e expressar algebricamente essa generalizacdo.

* Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: Aplicar uma férmula deduzida

para resolver problema matemadtico.

* (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e
de outras dreas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

* Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: Converter representacoes
algébricas de funcoes polinomiais de 2° grau de duas variaveis em representacoes
geomeétricas no plano cartesiano, recorrendo ou nédo a softwares ou aplicativos de

algebra e geometria dinamica, entre outros materiais.

* Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: Aplicar a algebra linear, mais
particularmente determinantes, na resolucdo de problemas de geometria analitica,

de modo a fazer a dlgebra dialogar com a geometria.

* Habilidade especifica, ndo prevista explicitamente: Aplicar trigonometria na
resolucdo de problemas de geometria analitica, de modo a dialogar algebra e

geometria.
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OS AXIOMAS DE HILBERT PARA A GEOMETRIA
PLANA

Neste apéndice, enunciaremos os axiomas de Hilbert para a geometria plana. As

principais referéncias utilizadas aqui sdo [4] e [7].

Termos primitivos:

¢ Ponto.

e Reta.

Relac¢oOes primitivas:

Estar sobre (relagédo binaria entre ponto e reta).

Estar entre (relacdo terndria entre pontos).
* Congruéncia de segmentos de reta (relagdo bindria entre segmentos de reta).

* Congruéncia de angulos (relacdo bindria entre angulos).

As definicoes de segmento de reta e angulo, entre outras necessarias para enunciar

os axiomas, serdo dadas na Secao A.3.

A.1 AXIOMAS DE INCIDENCIA
1. Dados dois pontos distintos A e B, existe uma Unica reta r sobre a qual A e B

estdo (a qual sera denotada por AB).

2. Sobre toda reta estdo pelo menos dois pontos.
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3. Existem pelo menos trés pontos nado colineares (isto é, que ndo estdo sobre uma

mesma reta).

A.2 AXIOMAS DE ORDEM

1. Se um ponto B estd entre os pontos A e C (e isto serd denotado por A — B — C),
entdo A, B e C sdo trés pontos distintos sobre uma mesma reta, e também vale

que C — B — A (ou seja, que B estd entre C e A).

2. Dados quaisquer dois pontos distintos A e B, existe um ponto C sobre a reta AB
tal que A — B — C.

3. Se A, B e C sdo trés pontos distintos sobre uma mesma reta, entdo um, e somente

um, esta entre os outros dois.

4. (Axioma de Pasch) Sejam A, B e C trés pontos ndo colineares e seja r uma reta
sobre a qual nenhum dos pontos A, B e C estd. Se r passa por um ponto D que
estd entre A e B, entdo r também deve passar por um outro ponto que ou esta

entre A e C, ou estd entre B e C.

A.3 AXIOMAS DE CONGRUENCIA

Definicio A.1. Dados dois pontos distintos A e B, o segmento de reta AB é o conjunto
de todos os pontos que estdo entre A e B. Os pontos A e B sdo chamados de extremos

do segmento AB.

Definicao A.2. Dados dois pontos distintos A e B, a semirreta 1@ consiste de todos os
pontos da reta AB que estdo entre A e B, do ponto B e de todos os pontos C tais que B

estd entre A e C. Dizemos que o ponto A € a origem da semirreta 1@

Definicao A.3. Um dngulo é a unido de duas semirretas 1@ e 144(% que se originam
num mesmo ponto (A, no caso), chamado de vértice do angulo. As semirretas que
o compdem chamam-se os lados do angulo. Escreveremos /BAC (ou /CAB) para

denota-lo.
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Definicdo A.4. Um tridngulo ¢ a unifo de trés segmentos de reta AB, AC e BC no caso
em que os pontos A, B e C néo sdo colineares. Os pontos A, B e C sdo chamados de

vértices e os segmentos AB, AC e BC sdo chamados de lados do tridAngulo ABC.

A.3.1 Axiomas de congruéncia para segmentos de reta

No que segue, escreveremos AB = CD para indicar que o segmento AB é congruente

ao segmento CD.

1. Dados um segmento de reta AB e uma semirreta » com origem num ponto C,

existe um unico ponto D na semirreta r tal que AB = CD.

2. Dados segmentos de reta AB, CD e EF,se AB~ CD e AB = EF, entdo CD = EF.

Todo segmento de reta é congruente a si mesmo.

3. Para quaisquer trés pontos A, B e C tais que A — B — C e quaiquer outros trés
outros pontos D, E e F tais que D — E — F, se AB =~ DE e BC ¥ EF, entfio
AC = DF.

A.3.2 Axiomas de congruéncia para angulos

No que segue, escreveremos /BAC = /EDF para indicar que o angulo /BAC ¢é

congruente ao angulo /EDF.

1. Dado um angulo /BAC cujos lados ndo estdo sobre uma mesma reta e dada uma
semirreta Iﬁ, existe, num dado lado da reta DF, uma tnica semirreta [ﬁ tal que
/BAC = /EDF."

2. Dados trés dngulos o, Be y,sea = Bea = v, entdo f = 7.

3. (LAL) Dados dois tridAngulos ABC e DEF, suponha que AB ¥ DE, AC ¥ DF e
/BAC = /EDF. Entio os dois triAngulos sio congruentes (ou seja, BC = EF,
/ABC = /DEF e /ACB = /DFE).

1 Utilizando os axiomas de incidéncia e ordem, € possivel mostrar que o conjunto dos pontos do plano
que néo estdo sobre uma dada reta r pode ser dividido em dois subconjuntos nédo vazios tais que: (1)
dois pontos A e B que ndo estdo sobre a reta r pertencem a um mesmo subconjunto se, e somente se, 0
segmento AB nio intersecta r; (2) dois pontos A e B que nfo estio sobre a reta r pertencem a subconjuntos
distintos se, e somente se, 0 segmento AB intersecta » em um ponto. Uma demonstracio deste resultado

pode ser encontrada em [7]. Cada um desses subconjuntos é denominado um lado de r.
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A.4 AXIOMA DAS PARALELAS

1. Para cada reta r e cada ponto P que néo esta sobre r, existe no maximo uma reta

que passa por P e ndo intersecta r.

A.5 AXIOMAS DE CONTINUIDADE

1. (Axioma de Arquimedes) Dados segmentos de reta AB e CD, existe um nimero
natural 1 tal que, se dispusermos n cdpias justapostas do segmento CD sobre a
semirreta 1@ partindo do ponto A, obteremos um novo segmento AE de modo
que A—B—E.

2. (Axioma da completude) O sistema de pontos de uma reta, com suas rela¢des de
ordem e congruéncia, ndo pode ser estendido de modo que as relacOes existentes
entre seus elementos, bem como as propriedades de ordem e congruéncia na reta
resultantes dos axiomas dos grupos A.1, A.2, A.3.1 e do axioma de Arquimedes,

permanecam validas.

Conforme [4], os axiomas de continuidade listados acima podem ser substituidos

pelo axioma de Dedekind, enunciado a seguir:

Axioma (de Dedekind). Se o conjunto de todos pontos de uma reta r sdo divididos em
dois subconjuntos ndo vazios S e T de modo que nenhum ponto de S estd entre dois pontos
de T e nenhum ponto de T estd entre dois pontos de S, entdo existe um (iinico) ponto P em
algum desses subconjuntos que estd entre qualquer outro ponto desse conjunto e qualquer

ponto do outro conjunto.
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A CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS VIA
CORTES DE DEDEKIND

Com a finalidade de democratizar os cortes de Dedekind, apresentamos abaixo uma

construcdo rigorosa dos nimeros reais, feita pelo professor Chico Miraglia em 1978. A

principal referéncia utilizada aqui é [19].

B.1 UMA BREVE REVISAO DOS NUMEROS RACIONAIS

Supondo conhecido o conjunto dos nimeros inteiros

Z ={0,+1,+2,+3, +4,...}

com as operacoes usuais de adicdo e multiplicagdo, e sendo Z* = Z \ {0}, definimos o
conjunto dos nimeros racionais

de modo que

Q:

n

{%:mEZenGZ*}

p

q

&= mq = np.

No conjunto Q, definimos as seguintes operacdes bindrias, chamadas, respectiva-
mente, de adicdo e multiplicacdo:

+

QxQ

33
==

-y,
=2

(2,

X

0
G

==

N——

)

%
—>

Q

m E_mq+np
nt g T Tap
Q

m ., p _ mp
noq = np
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Além dessas duas operagoes, esta definida em Q a seguinte relacdo de ordem:
m_p

— < - = <

e mg < np

onde, sem perda de generalidade, consideramos 7,4 > 0.

Com algum esfor¢o, podemos provar que as operacoes de adi¢do e multiplicacdo e

que a relacdo de ordem acima descritas gozam das seguintes propriedades:

(A1) (Associatividade da adi¢do) x + (y +z) = (x +y) + z quaisquer que sejam 0s

racionais x, y e z.
(A2) (Comutatividade da adigdo) x +y = y + x quaisquer que sejam os racionais x e y.

(A3) (Existéncia de elemento neutro para a adicdo) Existe um (dnico) racional, O, tal

que x + 0 = x qualquer que seja x racional.

(A4) (Existéncia de elemento oposto para a adicdo) Para cada racional x, existe um

(inico) racional, que sera denotado por —x, tal que x + (—x) = 0.

(M1) (Associatividade da multiplicagdo) x - (y - z) = (x - y) - z quaisquer que sejam 0s
racionais x, y e z.

(M2) (Comutatividade da multiplicacdo) x - y = y - x quaisquer que sejam os racionais
xey.

(Mm3) (Existéncia de elemento neutro para a multiplicacdo) Existe um (tnico) racional,

1, tal que x - 1 = x qualquer que seja x racional.

(M4) (Existéncia de elemento inverso para a multiplicacdo) Para cada racional x # 0

existe um (tinico) racional, que sera denotado por %, tal que x - % =1.

(D) (Distributividade) x - (y +z) = x - y + x - z quaisquer que sejam os racionais x, y e z.

(01) (Compatibilidade da ordem com a adi¢do) y <z = x+y < x +z quaisquer

que sejam os racionais x, y e z.

(02) (Compatibilidade da ordem com a multiplicagdo) y <zex >0 = x-y <x-z

quaisquer que sejam oS racionais x, y € z.

Essas 11 propriedades fazem com que a estrutura algébrica (Q, +, -, <) seja um corpo

ordenado.

Definicdo B.1. Seja « um subconjunto de Q. Dizemos que:
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1. « ndo tem primeiro elemento se, para todo r € a, existe s € a tal que s < 7.

2. « ndo tem ultimo elemento se, para todo r € a, existe t € « tal que r < t.

Por exemplo, fixado q € Q, temos que o conjunto
ag={reQ:r>q}

ndo tem primeiro elemento. De fato, se r € &,, entdo

_19.9_49,r_r. r_
q—2+2<2+2<2+2 7.
Tomando
S_q+r
2

temos que s € ¢, € s < r, 0 que completa nossa prova. Analogamente, o conjunto

{r € Q:r < g} ndo tem ultimo elemento.

Também podemos mostrar que o conjunto
aﬁ:{reQ:r>0e1’2>2}

ndo tem primeiro elemento e que o conjunto Q \ /3 1o tem ultimo elemento. Com

isso, encontramos um “buraco” em Q.

Para mostrar que & 5 = {reQ:r>0er?> 2} ndo tem primeiro elemento,

1

tomemos r € «a 5 e definamos s = 7 + % Temos que s = 5+, < 7+ 4 =r. Vamos,

agora, provar que s € 5. Para isto, notemos que

S_1+1_1’2+2_21’2—1’2+2_27r2_r2;2_r_r2—2
2 r  2r 2r S 2r 2r 2r
e, portanto,
2_2 2 2_2 2
52=<r_r2r > :r2—(r2—2)+<r2r> >rr—?-2)=rr —1r*+2=2.

Logo, s > 2 e, portanto, s € & s.'

Vamos mostrar que Q \ « 5 néo tem ultimo elemento. Para tanto, vamos primeiro
provar que o quadrado de um numero racional é sempre diferente de 2. Depois, bastara

provar que o conjunto {r € Q: 7 > 0 e > < 2} nfio tem tltimo elemento.

Esta demonstracdo apoiou-se em [24].
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De fato, suponhamos por absurdo que exista um racional r tal que r> = 2. Vamos

escolher para representar r um elemento de sua classe de equivaléncia que seja dado
A . , . 2

por uma fracdo irredutivel 2, ou seja, tal que mdc(m, n) = 1. Como ()~ = 2, temos

que m? = 2n%. Desse modo, m? é par e, portanto, m também é par. Assim m = 2t para

algum ¢ € Z. Como podemos escrever
(21)? =2n* = 4> =2n* = 212 =n?

chegamos a conclusio que n? é par e, portanto, n também é par, um absurdo! Portanto,

o quadrado de um nuimero racional é sempre diferente de 2.

Mostremos, agora, que o conjunto {r € Q : r > 0 e ¥ < 2} ndo tem tltimo elemento.

De fato, seja r um elemento desse conjunto. Tomemos g = r+hcom 0 < h < 1

eh < %;flz Claramente, g > r > 0. Assim, basta verificarmos que g*> < 2 para

concluirmos que g € {r > 0:7? < 2}. Temos que
P=+h?=r?+2rh+ W =+ Qr+hh <+ Qr+1Dh < r* +2 —1* = 2.

Logo, g*> < 2 e, portanto, g € {r € Q:r > 0er? < 2}.

B.2 0OS CORTES DE DEDEKIND

Richard Dedekind (1831-1916) foi um matematico alemao que apresentou uma
construcao do conjunto dos nimeros reais a partir do conjunto dos niumeros racionais.
Como vimos, os racionais tem “buracos” — por exemplo, aquele que deveria correspon-
der a um ntimero cujo quadrado é 2. A ideia de Dedekind para “tapar” esses buracos
foi conceber cada ntimero real como sendo univocamente determinado pelo conjunto
formado por todos os nimeros racionais estritamente maiores que ele. Assim, cada
numero real serd definido como uma semirreta de racionais, sem fim para a direita,

sem primeiro elemento e diferente de todo Q.

Vejamos a definicdo formal de corte de Dedekind.

Definicdo B.2. Um conjunto nao vazio & de niumeros racionais é denominado um corte

de Dedekind se as seguintes condicOes estao satisfeitas:

1 a#Q;
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2.sercaescQétalques > r, entdo s € a;

3. &« ndo tem primeiro elemento.

Denotaremos por D o conjunto dos cortes de Dedekind.

Note que, dado g4 € Q, o conjunto
wg={reQ:r>q}

¢ um corte de Dedekind. De fato, como g ¢ a,, a; # Q. Além disso, tomemos r € &,
es € Qtalques > r. Assim,s >r > g = s> ge, portanto s € a,. J4 provamos

anteriormente que &, ndo tem primeiro elemento.

Um outro exemplo de corte de Dedekind € o conjunto
aﬁz{reQ:r>0er2>2}.

De fato, esse conjunto é claramente diferente de Q. Ademais, se r € « /32 €5 €Q com
s > r, entdo s> > r> > 2 e, portanto, s € « N Por fim, jd provamos anteriormente que

Déﬂ nao tem primeiro elemento.

B.2.1 A relagdo de ordem em D

Definicdo B.3. Sejam « e j cortes de Dedekind. Dizemos que &« < Bse a O B.
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Figura B.1: Relacdo de ordem em D. (Fonte: [19])

Como € usual, escreveremos « < 8 para indicar que « < fea # f.

A relacdo < em D é claramente reflexiva, antissimétrica e transitiva — sendo,
portanto, uma relacao de ordem. Mostraremos a seguir que ela é uma relacdo de ordem
total, ou seja, que quaisquer dois cortes de Dedekind sdo comparaveis por meio dela.

Para isto, o lema abaixo sera utilizado.

Lema B.4. Sejam « e B cortes de Dedekind. Entdo:

a<B&drcaVsep(r<s).

Demonstragdo. (=) : Suponha o < . Entdo p C a. Logoa \ B #D. Tomer € a\ e
considere s € f arbitrdrio. Como, em Q, vale a tricotomia, temos que r < s, uma vez
quer #s (poiss € Ber ¢ B) endo vales < r (pois B é corte, s € per ¢ B). Como
s € P € arbitrario, r < s para todo s € B.

(<) : Vamos mostrar que « < f3, ou seja, que § C «. Por hipdtese, existe r € « tal que
r < s, qualquer que seja s € B. Em particular, » ¢ B (pois ndo vale r < r). Assim, a # f.
Seja s € B arbitrario. Como « € corte, r € v e r < s, temos que s € «. Logo  C a.

Portanto, 8 C «, ou seja, a < B. ]
Proposicéao B.5. Sew,f € D, entdooun < B, ouax = 3, ou x > p.

Demonstragdo. Suponhamos que néo valha « < 8 e nem valha a = 8. Mostraremos que

vale « > f3, ou seja, que & C B.
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Como ndo vale &« < 5, do Lema B.4 segue que Vr € o 3s € f tal que s < r. Do fato de
B ser um corte e s € 3 concluimos que r € B. Logo, « C B. Como « # 8, por hipdtese,

segue que o C B. Logo, B < a. O

Vamos, a seguir, definir infimo e supremo de um conjunto de cortes de Dedekind.

Definicdo B.6. Seja .4 C D tal que A # @.

1. Dizemos que A é limitado inferiormente se existe « € D tal que a < B para todo

ge A

2. Dizemos que A é limitado superiormente se existe « € D tal que f < « para todo

e A

3. Dizemos que a € D é infimo de A (e escrevemos a = inf.4) se as seguintes

condicoes estdo satisfeitas:
a) a < B paratodo B € A;
b) sey € D étal que v < B para todo B € A, entdo ¢ < a.

4. Dizemos que & € D € supremo de A (e escrevemos a = sup .A) se as seguintes

condicoes estdo satisfeitas:

a) a« > B paratodo B € A;

b) se y € D é tal que y > B para todo B € A, entdo y > a.

Antes de continuarmos, vamos demonstrar um lema que usaremos em seguida.

Lema B.7. Seja A um conjunto ndo vagzio de cortes de Dedekind. Considere
ayg={reQ: existea € Atalquer € a}.
Entdo a4 € D se, e somente se x 4 # Q (ou seja, a unido de cortes é um corte se, e somente

se, for diferente do conjunto dos ntimeros racionais).

Demonstracdo. De um lado, suponhamos que & 4 seja um corte. Da defini¢cdo de corte

segue que w4 % Q.

De outro lado, suponhamos que & 4 # Q. Devemos verificar as outras duas condicoes

da definicdo de corte de Dedekind.
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Para verificar a terceira condicdo, devemos mostrar que a4 ndo tem primeiro ele-
mento. Dado r € a4, deve existir « € A tal que » € . Como « é um corte, podemos
escolher 7’ € a, tal que ¥’ < r (pois « ndo tem primeiro elemento). Entéo, ' € a4 (pois

reanea € A)er <r, oque demonstra que a4 ndo tem primeiro elemento.

Para verificar a segunda condic¢éo, tomemos r € a 4 e ¥’ > r. Podemos achar &« € A

tal que r € x. Como a é um corte e ¥’ > r, temos que ' € a. Logo, 1’ € a 4. O
Teorema B.8. Se A C D ¢ ndo vagio e limitado inferiormente, entdo existe inf A.

Demonstragdo. Seja A C D ndo vazio e limitado inferiormente. Consideremos
ay={reQ: existew € Atal quer € a}.
Vamos mostrar que a4 = inf A.

Antes de mais nada, precisamos mostrar que & 4 € D. Pelo Lema B.7, basta mostrar
que a4 # Q. Com efeito, como A é limitado inferiormente, existe r € Q tal que r ndo
pertence a nenhum g € A. Logo, pela definicdo de « 4, temos que r ¢ « 4 e, portanto,

a4 # Q (e, consequentemente, a4 € D).
Além disso, como a4 O f para todo 3 € A, temos que w4 < J para todo B € A.

Finalmente, tomemos y € D tal que v < j para todo 8 € A. Assim, v O j para todo
B € Ae, portanto, ¥ O a 4.

Logo, a4 = inf A. O

Observamos que os racionais ndo possuem a propriedade expressa pelo Teorema B.8,
pois o corte & 5 = {r € Q:r > 0er* > 2} é limitado inferiormente e, como provado

anteriormente, ndo tem infimo pertencente a Q.

B.2.2 Soma de cortes de Dedekind

Nesta subsecdo, definiremos uma operagao de adigdo sobre o conjunto D e mostrare-

mos que ela satisfaz as propriedades desejadas.

Definicdo B.9. Sejam «, B € D. Definimos

a+B={r+s:rcaescp}.
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A primeira coisa que faremos € mostrar que se &, 5 € D, entdo a + f € D. Deste

modo, teremos, de fato, definido uma operacdo de adicdo sobre o conjunto D.
Proposicdo B.10. Sew, B € D, entdo x + 5 € D.

Demonstragdo. Devemos mostrar que a soma cumpre as condi¢des de definicdo de corte
de Dedekind.

Inicialmente estd claro que a + B # @, pois, como « e B sdo cortes, ambos sdo ndo

vazios e, portanto, existem r € w e s € B. Logo, r +s € a + 3 e, portanto, a + 5 # @.
(i) Provemos que a + 8 # Q.
Para tanto, vamos mostrar que existe um elemento de Q que néo estd em a + f3.

Tomemos p; e po em Q tais que p; < r paratodor € a e p, < s para todo s € .
Entdo, p; + p2 ¢ « + B, apesar de pertencer a Q, pois caso p; + p, pertencesse a « + 3,
terfamos p; + p» =r+s, para algum r € a e algum s € B, ou seja, p1 =1+ (s — p2) > 1,

o que é um absurdo, ja que p; foi escolhido menor que todo r em a.
(ii) Provemos que se t € a + fet' > t,entdo t' € a + f.

Como t € a + B, podemos escrever f =r+s,comr € x e s € B. Como ¢ > ¢, temos
t' > r+s,ouseja, t' —r >s. E, comos € B, temos t' —r € B (pois B é corte). Assim,
podemos reescrever o niimero t' como sendo ' =r+ (' —r),comr € aet' —r € B.

Portanto, t' € a + p.
(iii) Provemos, por fim, que « +  ndo tem primeiro elemento.

Sejar+sca+pB,comr € aesc B. Como « écorte, ® ndo tem primeiro elemento.
Logo, existe ' € « tal que ' < r. De modo analogo, existe s’ € p tal que s’ < s. Entdo,
podemos escrever ' +s' < r'+s < r+s, o que demonstra que « +  ndo tem primeiro

elemento. O

Vamos, agora, verificar que esta operacao de adi¢do em D satisfaz as propriedades

comutativa e associativa.
Proposicéo B.11. Se a, B € D, entdo x +p = f+a.

Demonstragdo. Da definicdo de soma de cortes e da comutatividade da adigdo de

racionais temos que

a+p={r+s:rcaesecpPf}={s+r:secPerca}=p+u.
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Proposicdo B.12. Sew, B,y € D, entdo (a + )+ v =a+ (B + 7).

Demonstracdo. Novamente, da definicio de soma de cortes e da associatividade da

adicdo de racionais temos que

{r+u:rcaeucp+vy}
{r+(s+t):rea,sep,tey}
{(r+s)+t):rea,se€p,t€y}
= {v+t:vea+Petey}
(a+p)+7.

a+(B+7)

O]

Vimos que se g ¢ um ntimero racional, entdo o conjunto a; = {r € Q : 7 > g} é um

corte de Dedekind. Em particular, o conjunto
a={reQ:r>0}

¢ um corte de Dedekind. No que segue, denotaremos «g por 0.
Proposicdo B.13. Sea € D, entdo a + 0 = a.

Demonstragcdo. Vamos mostrar que x +0 Caea C a +0.

Tomemos t € «+0 ={r+s:r €aes € 0}. Assim, t =r+sparaalgumr € w e
algum s € 0. Como s > 0, temos que ¢ > r. E como « € um corte e r € a, concluimos

quet € a. Logoa +0 C a.

Seja, agora, v € «. Precisamos mostrar que r = 1’ + s para algum ' € a e algum s > 0.
Como & ndo tem primeiro elemento, existe ' € a tal que ' < r. Entdo, r ="+ (r — 1').

Logo, r € « + 0. Isto prova que &« C a +0.

Portanto, &« = « + 0. O

Nosso préximo passo € determinar um elemento oposto a um corte de Dedekind «

dado, ou seja, encontrar um corte de Dedekind —a« tal que & + (—a) = 0.
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Definicdo B.14. Dado « € D, definimos

—a={reQ:—reQ\ae—rndoé o tltimo elemento de Q \ a}.

y=-x

Figura B.2: Ilustragdo do corte oposto inspirada em [19]. (Fonte: elaboracdo do autor)

Antes de mais nada, mostraremos que se « € um corte de Dedekind, entdo —a também

7

O e.

Proposicao B.15. Se o« € D, entdo —a € D.

Demonstragcdo. Vamos verificar as condi¢des da definicao de corte de Dedekind.
Inicialmente, notemos que, como « é um corte, —a # Q.
(i) Provemos que —a # Q.

Sejas € a. Entdo s > r, paratodor € Q \ a. Logo, se t € —u, entdo —ft € Q \ a e,

portanto, s > —t. Logo, —s < t para todo t € —a. Assim, —s ¢ —a. Disto segue que

~a#Q.
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(ii) Provemos que se r € —x e ¥’ > r, entdo 1’ € —a.

Ser € —a, entdo —r € Q \ « e —r ndo é o ultimo elemento de Q \ a. Como ' > r,
temos que —r’ < —r e, portanto, —' € Q \ a e ndo pode ser o dltimo elemento de

Q\ a, j4 que é menor ou igual a —r. Logo ' € —a.
(iii) Provemos que —a ndo tem primeiro elemento.

Dado r € —a, como —r € Q \ « e ndo é seu dltimo elemento, podemos escolher
s € Q\watal ques > —r e sndo é o ultimo elemento de Q \ « (pois tomando s’ € Q \ &
tal que s’ > —r, temos que s = 5/2;’ étalques’ >s> —r). Entdo —s <re —s € —a, ja

que —(—s) =s € Q \ « e ndo é seu tltimo elemento. O

Na construcdo dos reais, espera-se que cada corte somado ao seu oposto resulte
no corte nulo. Para demonstrarmos que isso realmente acontece, necessitaremos da

proxima definicao, assim como do préximo lema.

Definicdo B.16. Sejam « € D e r > 0 um numero racional. O translado de « por r é o

conjunto {q —r: g € a}, que indicaremos por a — r.

a-r = translado de a porr

Q\a

Figura B.3: O translado de « por r. (Fonte: [19])

Lema B.17. Se« € D e r > 0 é um racional, entdo existe s € (Q \ «) N (« — r) tal que s

ndo € o ultimo elemento de Q \ .

Demonstragdo. Para provarmos este lema é suficiente mostrarmos a seguinte afirmacéo,

com « e ¥ como no enunciado:

existe t € wtalquet —r € Q\ a. (B.1)
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De fato, se admitirmos que (B.1) seja verdadeira, como « é um corte, podemos escolher
t' € wtalque t’ < t. Logo,s =t —r € Q\a, poist’ —r < t—r, esndo é o tultimo

elemento de Q \ «.

Assim, acabamos de verificar que se (B.1) for verdadeira, entdo o lema estara de-

monstrado. Provemos, pois, que (B.1) € verdadeira.

Suponhamos, por absurdo, que (B.1) seja falsa. Logo, paratodot € a, t — 1 € a.
Fixando ty € a, teremos que tg —r € a. Note também que t) —2r = (fp — 1) — 7 € a.

Procedendo dessa maneira, concluimos que tyg — nr € «, para todo natural 7.

Contudo, dado g um numero racional, a propriedade arquimediana garante a existén-
cia de um numero natural »n tal que t) — g < nr. Assim, g > ty) — nr. Como tp —nr € a
e o € um corte, concluimos que g € a. Disto segue que « = Q, o que € um absurdo, pois

« é um corte. Assim, (B.1) é verdadeira e o lema esta provado. O
Proposicdo B.18. Se « € D, entdo « + (—w) = 0.

Demonstragdo. (i) Provemos que « + (—a) C 0.

Sejau € a+(—a). Entdo u = r +s para algum r € a e algum s € —a. Como s € —a,
temos que —s € Q \ « e, portanto, —s < r. Logo, r+s > 0, ou seja, u = r+s € 0. Assim,
a+(—a) CO.

(ii) Provemos que 0 C « + (—a).

Tomemos ¢ € 0. Logo, t > 0. Pelo Lema B.17, existe s € Q \ « tal que s = r — f para
algum r € «, de modo que s néo seja o dltimo elemento de Q \ «. Logo, —s € —a.

Assim, t =r —s=r+(—s) € a + (—a). Portanto, 0 C « + (—a). O

Observe que se «, 5 € D sdo tais que a + = 0, entdo (—a) + (v + ) = (—a) + 0. Logo,
[(—a)+a]+ B = —a, ou seja, [a + (—a)] + B = —a. Disto segue que 0+ = —«. Portanto,
B +0 = —ua, ouseja, f = —«. Em outras palavras, acabamos de mostrar a unicidade do

elemento oposto.

Verificaremos, agora, a compatibilidade da adicdo com a ordem.
Proposicao B.19. Se «, B,y € D sdo tais que « < B, entdo a +y < B+1.

Demonstragdo. Por hipétese, « < B, ou seja, « O B. Queremos mostrar que a + 7y <
B+, ou seja, que & +y D B+ y. Assim, tomemos w € +y. Temos que w = u + t com

uecpetecy. Comop C a,concluimos que u € a. Logo, w=u+t € a+1. O
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A nocdo de corte oposto pode ser utilizada para introduzir uma no¢do de modulo

sobre o conjunto dos cortes de Dedekind.

Definicdo B.20. Se a € D, definimos o mddulo de « como

Note que se « é um corte de Dedekind, entdo |a| também o é.
Proposicdo B.21. Se « € D, entdo |a|> 0.

Demonstragdo. Se « > 0, temos que ]zx\: o> 0.

Se & < 0, entdo |a|= —a. Como « < 0, deve existir s < 0 tal que s € a, pois a € corte
e « 2 0. Note que, para cada r € —a, temos que —r € Q \ « e, portanto, —r < s. Disto

segue que 0 < —s < r para todo r € —a. Logo, —a > 0 e, portanto, |a|= —a > 0. [

Seja « € D. Na demonstracdo da Proposicdo B.21, provamos que se & < 0, entdo

—a > 0. A luz desse resultado, nio é dificil notar que:
* |a|= 0 se, e somente se, v = 0; €
e o< .

Encerraremos esta secao provando que todo conjunto nao vazio de cortes de De-
dekind que é limitado superiormente tem supremo. Para isto, verificaremos algumas
propriedades do corte oposto que serao utilizadas na demonstracao do resultado princi-

pal.
Lema B.22. Se « € D, entdo —(—«a) = a.

Demonstragdo. Basta observar que (—a) +« = « + (—a) = 0. Da unicidade do elemento

oposto segue que —(—«) = a. O

Lema B.23. Se «, f € D, entdo —(a + ) = (—a) + (—p).
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Demonstragdo. Basta observar que (« + ) + [(—«a) + (—B)] = 0. De fato,

(@+p) +[(—a) + (=p)]

[(@+pB) + ()] + (=p)
[a+(B+(=a)]+(=p)
= [a+ (=) + )]+ (=p)
[(@+(=a)) + Bl +(—=p)

= (0+p)+(=p)
= 0+(B+(=p)
= 0+0

= 0.

Lema B.24. Sejam «, B € D. Entdo

x<p = —a>-p

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que se a = f3, entdo —a = —f.

Suponhamos, agora, que « < . Entéo, pela Proposicdo B.19, a + (—p) < B+ (—p).
Logo, « + (—f) < 0. Da demonstragdo da Proposicdo B.21 segue que —(a + (—p)) > 0.
Do Lema B.23 segue que (—a)+[—(—p)] > 0. Por fim, do Lema B.22 segue que
—a+ B > 0. Somando —p a ambos os membros obtemos (—a + ) + (—p) > 0+ (—p).
Logo, —a = —a+0 = —a+[f+(—B)] = (—a+p)+(—=B) > 0+ (—p) > —pB, ou seja,
—a > —p.

Reciprocamente, se —a > —pf, entdo —(—a) < —(—f). Assim, « < . O
Teorema B.25. Se A C D € ndo vazio e limitado superiormente, entdo existe sup A.

Demonstragdo. Seja A C D ndo vazio e limitado superiormente e considere
—A={-u:a€ A}

Como A ¢ limitado superiormente, existe B € D tal que o < f, qualquer que seja x € A.
Logo, —a > —p, qualquer que seja w € A. Como —p € D, temos que —.A é limitado
inferiormente. Como —A # @ (pois A # @), o Teorema B.8 garante que —.A possui
infimo. Seja v € D o infimo de —A.

Temos que v < —a, qualquer que seja « € A. Portanto, —y > a, qualquer que seja

« € A. Logo, — € cota superior de A.
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Como v é infimo de —.A, se 6 € D é alguma cota inferior de —.4, entdo ¢ < . Logo

—0 > —v, ou seja, —y é a menor cota superior de A. Portanto — = sup A. O

B.2.3 Produto de cortes de Dedekind

Comecaremos definido o produto de dois cortes de Dedekind nédo negativos. Depois,
utilizando a nocdo de mddulo introduzida na subsecéo anterior, definiremos os produto

de dois cortes de Dedekind quaisquer.

Definicdo B.26. Sejam «, B € D tais que « > 0 e B > 0. Definimos

ap={rs:reaesec p}

E imediato que af = Ba.
Proposicao B.27. Se «, B € D sdo tais que « > 0 e B > 0, entdo af € D.

Demonstracdo. Vamos fazer a demonstracao verificando a definicao de corte de Dede-
kind.

Como « e f3 sdo cortes, existem r € aw e s € B. Logo, t = rs € af3, ou seja, af # D.

(i) Como a« > 0 e B > 0, todos os racionais de « e de B sdo positivos ou nulos e

possuem produto positivo ou nulo. Logo, em a3 ndo hd racional negativo e, portanto,
af #Q.

(i) Sejamr c afes € Qtaisques > r. Comor =rirp, comr; Cxer, € f,es >r,
entio % > 1,. Logo, % € B. Portanto, s =1y - % € ap.

(iii) Provemos, por fim, que a3 ndo tem primeiro elemento.

Sejat € af. Entdo t = rs, para certosr € x e s € f. Como « e f ndo tém primeiro
elemento, existem ' € n e s’ € Btaisquer’ <res <s.Logo,r's' cafer's’ <rs,o

que mostra que «f ndo tem primeiro elemento. O
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Definicdo B.28. Sejam «, B € D. Definimos

xf se a>0ef>0

w-B= —(|x|B) se a<0eBp>0
) —(x|B]) se a>0ep<0
la||B] se a<0ep<O.

Note que se w, p € D, entdon - g € D.
Proposicéo B.29. Se g € D, entdo 0-p = 0.

Demonstragdo. Suponhamos, inicialmente, que B > 0.

Set € 0-pB, entdo existem r € 0 e s € B tais que t = rs. Como r,s > 0, temos que
t > 0. Logo, t € 0. Portanto, 0- 8 C 0.

Ser € 0, entdo r > 0. Tome s € B tal que s > 0. Temos que r = % -s € 0 - B. Portanto,
0C0-B.

Suponhamos, agora, que f < 0. Neste caso, 0- = —(0-|B|) = —0 = 0, pelo caso

anterior. O

Veremos a seguir que esta operacdo de multiplicacdo satisfaz as propriedades comu-

tativa, associativa e distributiva.
Proposicio B.30. Sew, B € D, entdonx - =p-a.

Demonstragdo. Observemos que se « > 0 e f > 0, entdo « - f = B - «. De fato, se
X € a-f, entdo x = rs para algum v € a e algum s € . Como a multiplicacdo de
racionais € comutativa, temos que x = sr e, portanto, x € $-«. Logo, - C B-a.

Analogamente, verifica-se que f- o C « - 8.

Os outros casos seguem da Definicdo B.28, da Proposicdo B.21 e do que acabamos de

fazer:
(i) Sea<0epB>0,entdon-p=—(a|-B)=—(B-|a]) =B a.
(i) Sea >0epf <0,entdoa-B=—(a-|B])=—(B]-a)=pB"a.

(iii) Sea < 0ep < 0,entdoa- B = |a|-|B|=|B||a|= B - a.
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Proposicao B.31. Sew, B,y € D, entdo (a+ ) -y =(x-7)+ (B 7).

Demonstragcdo. Vamos dividir a demonstracdo em casos.
Caso1l: « > 0,>0ey>0.

Dadot € (a+f) -, existemr € a, s € f e g € y tais que t = (r +5)gq. Como vale a
distributiva nos racionais, temos que f = (r +s)g = rq + sq e, portanto, t € (a - )+ (B - ).

Logo, (@ +B)- v C (a-7)+(B- 7).

Reciprocamente, seja t € (« - ) + (B - 7v). Entdo ¢ pode ser escrito como t = 7151 + 1252

comr] €, 1 € Besy, sy € y. Observe que s; < sp ous; > sp.

Suponhamos inicialmente que s; < sp. Entao t = 151 + 7282 > 1151 + 1251 = (11 +12)s1,
pois 11, 72,51, 2 Sd0 racionais positivos. Mas (r1 +r2)s; € (a + ) - 7y, donde concluimos

quet € (a+p)-7.

Suponhamos agora que s; < s1. Entdo t = r1S1 + 125y > 118y + 1252 = (1 + 12)s2. Mas

(r1 +12)s2 € (x+ B) - 7, donde concluimos que ¢ € (x + ) - 7.
Assim, (« - y)+ (B -y) € («+ B) - y. Portanto, o Caso 1 estd concluido.
Caso2: 2 <0,3>0evy>0.
Vamos dividir este caso em dois subcasos — a saber, x + > 0ea +f < 0.
Subcaso 2a: « + > 0.

Temos, pelo Caso 1, que
B-y=B+0)-y=[+@+(—a)]-v=[a+p)+|a|]]l-v=(a+p) 7v+]af.
Somando « - v = —|a|-y dos dois lados, obtemos

(B +@-y)=(a+p)-y+afy—|a|y
ou seja
@ 1+@B-7)=(@+p)-7.
Subcaso 2b: « + 5 < 0.

Note que |a + | = —(a + B) = (—a) + (—B). Assim, |a| = —a = —a — B+ B = |a + B|+P.
Logo,
||y = (Ja+B[+B) -y = [a+B[-y+B-7,
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donde segue que
(@+p)-y=—la+Bly=—lafy+B-y=a-7+p-7.

Caso3:ax>0,<0ey>0.
Decorre imediatamente do Caso 2, substituindo em todo lugar « por § e B por «a.
Caso4: x <0,<0ey>0.

Observe que &+ < 0, pois &+ < B < 0. Assim,
la+Bly=[-(@@+B)]-v=[-a+(=p)] 7v=(—a) v+ (=B) 7= |a[-v+][B]7

Logo,

(@+p) -y =—(a+pl-7v) = =(laf-y+[B]-7) = =(laf- M) +[-(Bl N =a-7+p-7.

Caso 5: v < 0, a e B quaisquer.

Inicialmente, notemos que, como ¢ < 0, temos « -y = —(« - |y|), qualquer que

seja « € D. De fato, se « > 0, isto decorre da Definicdo B.28. Se a < 0, entdo
a-|y|= —(af-]y]) = —(a- ), donde & -y = —(a - | 7))

Com isso, para quaisquer «, 8 € D, temos que

(a+p)-v=—[@+p)-|7|l=—(@-|[y|+B-|7v)=a-v+B-7.

Coroldrio B.32. Sea, B,y € D, entdo v - (w+ ) = (v -a)+ (v - p).
Demonstragdo. Temos que y-(a+B)=(a+p)-y=(@-7)+B-7)=(y-a)+(y-p). O
Corolério B.33. Sew, f € D, entdo (—a) - f=—(a-B)=a-(—p).

Demonstragdo. Notemos que (« - B) +[(—«a)- B] = [a+(—a)]- B =0 = 0. Da unicidade

do elemento oposto segue que —(« - ) = (—a) - .

Analogamente, (x - )+ [a- (=) =a-[B+(—B)] =a-0=0-a =0. Da unicidade do

elemento oposto segue que —(« - B) = a - (—p).
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Proposicao B.34. Sew, B,y € D, entdo (a-B)-y=a-(B- 7).

Demonstragdo. Vamos dividir a demonstracdo em casos.

Casol:«>0,3>0evy>0.

Sejat € (x-B)-v. Entdo, t =rs,comr c a-fes € y. Masr =uw,comu € a e
w € B. Como a multiplicacdo de racionais € associativa, temos que t = (uw)s = u(ws),
ouseja, t € - (B - ). Logo, («-B) -y C a-(B-7v). Um argumento andlogo mostra que
a-(B-v) C(a-p)- . Portanto, (- B)-y=a-(B-7).

Nos proximos casos usaremos o Caso 1 e a Defini¢do B.28.

Caso2: > 0,p>0ey<0.

(@-B)-v=—l-B)-[vDI=—la-B-[yDI=a-[=(B-[yDI=a-(B- 7.

Caso3: 0 >0,<0ey>0.

(@ B)-y=I[—(a-[BD]-v=—[a-|B]) - v]=—la-(IBI M =a-[-(B[-N]I=a(B-7).

Caso4: 2 >0,<0ey<O0.

(@ B)-y=[—(-[BD]-v=—[a-[B)-vI=(-[B])-[v[=a- - (B]-|Y)=a-(B-7)

Caso5: 0 <0,>0evy>0.

- B)-7=[~(Ial-B)] -7 = ~[(al-p)- 71 = ~Lla-(B- ] =a- (B-).

Caso6: « <0,3>0ey<0.

(@-B)- vy =I[=(af-Bl-v=—[(a]-B) - 71 = =[—(la|-B) - [7[] = (|a|-B) - [¥]= |o[-(B-
(7)) = =[=(al-(B- [y = =la- (B [y =a-[=(B-[yDI=a-(B- 7).

Caso7:«<0,3<0ey>0.

@ B = (al1p) -7 = lal-(Bl1) = ~[~Tal-(BlIN = ~La- (Bl] = a-
=B[N =a-(B-7)

Caso8: a0 <0,p<0ey<0.

(-B)-v = (laf-[B]) - v = =[(a|-|BD - |¥1] = —=[a|-(|B]-|¥YD] = - (|Bl-]Y]) = - (B~
v)- O

Mostraremos a seguir a compatibilidade da multiplicagdo com a ordem.

Proposicdo B.35. Sew, 8,y € Dsdo taisquex < fey >0, entdon -y < 1.
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Demonstragdo. Da definicdo de multiplicacao de cortes segue que se 6, A € D sdo tais
queé >0eA >0,entdo d- A > 0. Assim, se « < B, entdo B+ (—«a) > «a + (—«), ou seja,
B+ (—a) > 0. Como 7y > 0, temos [+ (—«)] - v > 0. Logo,

B+(—a)]-y=B-v+(—a)-y=p-7v—(a-7) > 0.

Portanto, a -y < 8- 17. O

No que segue, dados «, € D, indicaremos a + (—p) por & — B.

Definicdo B.36. Indicaremos por 1 o corte

ap={reQ:r>1}.

Proposicdo B.37. Sex € D, entdo -1 = a.

Demonstragdo. Sejat € a - 1. Temos que f = rs, para algum r € « e algum s € 1. Como

s > 1, temos que rs > r. Logo, t =rs € a. Portanto o - 1 C .

Por outro lado, seja r € a. Se r = 0, estd claro que r € « - 1, pois 0 = 0s para qualquer
racional s > 1. Se r # 0, entdo, como a ndo tem primeiro elemento, podemos escolher

rcatalquer #0e L > 1. Assim,r=+"-5 € «-1,0que provaque o C a - 1.

Portanto &« = « - 1. O]

Resta, agora, definir o inverso multiplicativo de um corte de Dedekind ndo nulo.

Definicdo B.38. Seja a € D tal que a # 0.

* Se a > 0, definimos

1 1
—= {reQ:r>O, P €eQ\w elnéoéoﬁltimoelementode@\a}.
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Figura B.4: Ilustragdo do corte inverso inspirada em [19]. (Fonte: elaboragédo do autor)

* Se a < 0, definimos

Mostraremos agora que se « é¢ um corte de Dedekind ndo nulo, entdo % também o é

Proposicao B.39. Se « € D e a # 0, entdo % e D.

Demonstragdo. Da maneira como a definicdo foi construida, basta mostrar que % eD
quando a > 0, pois para & < 0 temos que 1 = —i‘ e |a| é positivo.

|
Suponhamos, entédo, a > 0.

Entdo 7 > 0e 5 € a. Logo, s = 2

Inicialmente verifiquemos que % # @. De fato, como a > 0, existe r > Otal que r ¢ a
elemento de Q \ «. Portanto, s €

étalques > 0,1 =2 € Q\aelnioéo dltimo

2=

(i) Provemos que 1 # Q.

Isso € evidente, pois % compoOe-se somente de nimeros racionais positivos.
(ii) Provemos que se s € % er>s,entdor € %
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Por definigéo, se s € %, entdo s > 0, % € Q\ « e ndo é o ultimo elemento de Q \ «.
Tomemos v > s. Logo, r > 0 e % < % Portanto, % € Q\ « e ndo é o ultimo elemento de

. . 1
Q \ . Conclui-se, pois, que r € ;.

1

(iii) Provemos, por fim, que ; nédo tem primeiro elemento.

Sejar € % Precisamos encontrar um elemento de % que é menor que r. Sabemos
que r > 0 e que % € Q\ &, sem ser o tltimo elemento deste conjunto. Assim, podemos
escolher t € Q \ a tal que ¢ > % e t ndo é o ultimo elemento de Q \ «. Entéo, % <r,
% >0e % =t € Q) a, sem ser o tltimo elemento deste conjunto. Logo, % € % ea

t
demonstracdo estd terminada. O

Antes de, finalmente, mostrarmos a ultima propriedade desejada, vamos demonstrar

dois lemas que serdo usados nessa demonstracao.

Lema B.40. Seja r > 0 um racional. Entdo:

1. Ser > 1, entdo para todo q € Q existe um natural n > 1 tal que g < r".

2. Ser <1, entdo para todo q > 0, q € Q existe um natural n > 1 tal que r" < gq.

Demonstragdo.

1. Observe que r =1+ (r — 1), com r > 1, ou seja, r —1 > 0. Assim, dado g € Q,
pela propriedade arquimediana, existe n > 1 tal que 4 — 1 < n(r — 1). Logo,
g<1l+n(r—1)<A+(r—-1)"=r".

Antes de continuarmos para a demonstracdo do préximo item, vamos demonstrar
0 que acabamos de usar na segunda desigualdade, ou seja, vamos provar que
1+nx < (1+x)", para n natural e x racional. Faremos essa demonstracao por
inducao:

e Verifiquemos ser verdadeiro para n = 1, assim, (1 +x)! > 1+ 1x, que nos d4

1+ x =1+ x, que é verdadeiro.

* Suponhamos verdadeiro para n, ou seja, nossa hipotese de inducéo é (1 +
x> 1+kx.

* Usando a hipdtese de indugdo, devemos mostrar que vale para n = k + 1.
De fato, de (1 +x)* > 1 +kx, temos (1 +x)*- (1+x) > (1+kx) - (1 + x), pois
1+x > 0.Logo, (1+x)*1 > x+1+kx+kx?=1+x(1+k)+kx%>1+(k+1)x,

pois kx? > 0. Portanto (1 + x)*1 > 1+ (k + 1)x, o que completa a prova.
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2. Observe que % > 1, pois r < 1. Logo, pelo item anterior, existe n > 1 tal que

1 1\ _ 1
i (+) =&, com g > 0. Portanto, " < g, 0 que completa a prova.

Definicdo B.41. Sejam B € D e r > 0 um numero racional. O conjunto {qr : q € B}

serd indicado por f3 - r.

Lema B.42. Se p > 0 éum cortee 0 < r < 1 é um racional, entdo existe s € (Q \ f) N

(B - ) tal que s ndo € o ultimo elemento de Q \ B

Demonstragdo. Para provarmos esse lema, € suficiente mostrar a afirmacdo, com e r

como no enunciado:
existes € Q\ B tal que s = gr, com g € B. (B.2)

De fato, se admitirmos que (B.2) seja verdadeira, como  é um corte, podemos escolher
q € Btal que ' < q. Logo, q'r < qr = s e, portanto, g'r € (Q\ )N (B -r). Como

q'r < s, q'r ndo é o ultimo elemento de Q \ .
Resta-nos, pois, verificar que (B.2) é verdadeira.

Suponhamos, por absurdo, que (B.2) seja falsa. Logo, para todo g € B, qr € B.
Fixemos gqp > 0 um elemento de . Entdo, para todo natural n > 1, temos que gor" € B.
Pelo Lema B.40, existe n > 1 natural tal que % > r". Logo, g > qor" e, como qor" € B,
temos que g € B. Provamos que todo g > 0 estd em p e, portanto, f < 0, o que € um

absurdo.

Assim, (B.2) é verdadeira e o lema esta provado. O
- - 1
Proposicdo B.43. Sea € Dea #0, entdo « - o 1.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que « > 0.

Provemos que « - % C 1. De fato, se u € « - %, entdo u = ts para algum f € « e algum
s € % Temos, entdo, que s > 0 e % € Q\ «, donde % < t e, portanto, ts > 1. Logo,
ts € 1.

Sejat € 1. Entdot € Q et > 1. Pelo Lema B.42, podemos encontrar s € Q \ « tal

que s ndo seja o ultimo elemento de Q \ « e tal que s = q% para algum g € a. Como
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g>0e % > 0, temos que s > 0. Assim, sendo % S %, temos que t = q% €u- % Portanto,

mostramos que 1 C « - % e isto encerra a prova do caso « > 0.

1_ 1 1 _ 1 _
Suponhamos, agora, &« < 0. Temos ; = — 1] & portanto, a - ;= |¢x|-m =1. O

O que fizemos acima mostra que D, munido das operagdes + e - e da relagdo de

ordem < acima definidas, é um corpo ordenado completo, que serd denotado pelo
simbolo RR.

Note que, a rigor, Q ndo é um subconjunto de R, mas podemos identificar cada g € Q
com o corte a,, obtendo assim uma “cépia” de Q dentro de R.
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